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Abstract

The magnetic �eld of the sun is not a simple static dipole �eld but comprises much
more complicated structures. When magnetic reconnection changes the topology of a
structure the large amount of energy that was stored in the magnetic �eld is released
and can eject the remainder of the magnetic structure and the plasma that is frozen
to the magnetic �eld lines from the solar corona at large velocities. This event is called
a coronal mass ejection (CME). Given that the upward motion happens at velocities
larger than the local Alfvén speed, the critical speed in the solar wind, the CME will act
as a piston that drives a shock front through the solar wind ahead of itself.
Satellites that monitor solar wind conditions detect an enhanced �ux of high energy

particles associated with the shock front. Radio instruments typically pick up bursts of
electromagnetic emission, termed radio bursts, that are also consistent with processes
driven by energetic particles. Thus, and due to theoretical considerations, it is safe to
assume that particles can be accelerated at the shock front.
Particle acceleration at collisionless shock fronts is an interesting topic for another

reason. Earth is constantly bombarded by very energetic particles called (due to historical
reasons) cosmic rays. The leading theory for the production of at least the fraction of
cosmic rays that originate in our galaxy is acceleration at shock fronts, e.g. in super nova
remnants. The large distance and consequently limited observation of these shock fronts
restrict more detailed investigations.
It is therefore useful to study the process of shock acceleration at shocks in the solar

system that are much closer and more approachable to develop and test models and
simulation methods that can be applied in di�erent regimes.
This dissertation aims at simulations of shock fronts with parameters that are close

to the ones occurring in CME driven shocks. Since the goal is the investigation of the
changing particle spectrum fully kinetic methods are necessary and consequently a par-
ticle in cell code was developed and used. The main challenge there is the large span of
time and length scales that range from the microscopic regime that has to be resolved
to guarantee stability and accuracy to the much larger scales of the entire shock fronts
at which the particle acceleration takes place.
To prove the numerical stability and suitability of the simulations to provide physical

results all numerical building blocks are tested on problems where the correct behavior
is known to verify the correct implementation.
For validation purposes the results of the �nal shock simulations are compared with

analytic predictions (such as the jump conditions from magneto hydrodynamics) and
predictions of simpler plasma models (such as the cross shock potential that can be
derived from two �uid theory). Finally results that can only be obtained from a self
consistent, fully kinetic model, such as particle spectra and trajectories, are discussed.
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Kurzzusammenfassung

Das Magnetfeld der Sonne ist kein einfaches statisches Dipolfeld, sondern weist wesent-
lich kompliziertere Strukturen auf. Wenn Rekonnexion die Topologie eines Feldlinien-
bündels verändert, wird viel Energie frei, die zuvor im Magnetfeld gespeichert war. Das
abgetrennte Bündel wird mit dem damit verbundenen Plasma mit groÿer Geschwindig-
keit durch die Korona von der Sonne weg bewegen. Dieser Vorgang wird als koronaler
Massenauswurf bezeichnet. Da diese Bewegung mit Geschwindigkeiten deutlich über der
Alfvén-Geschwindigkeit, der kritischen Geschwindigkeit im Sonnenwind, erfolgen kann,
bildet sich eine Schockfront, die durch den Sonnenwind propagiert.
Satelliten, die die Bedingungen im Sonnenwind beobachten, detektieren beim Auf-

treten solcher Schockfronten einen erhöhten Fluss von hochenergetischen Teilchen. Mit
Radioinstrumenten empfängt man zeitgleich elektromagnetische Phänomene, die als Ra-
diobursts bezeichnet werden, und ebenfalls für die Anwesenheit energiereicher Teilchen
sprechen. Daher, und aufgrund von theoretischen Überlegungen liegt es nahe, anzuneh-
men, daÿ Teilchen an der Schockfront beschleunigt werden können.
Die Untersuchung der Teilchenbeschleunigung an kollisionsfreien Schockfronten ist

aber noch aus einem zweiten Grund interessant. Die Erde wird kontinuierlich von hoch-
energetischen Teilchen, die aus historischen Gründen als kosmische Strahlung bezeichnet
werden, erreicht. Die gängige Theorie für deren Herkunft besagt, daÿ zumindest der ga-
laktische Anteil durch die Beschleunigung an Schockfronten, die durch Supernovae aus-
gelöst wurden, bis zu den beobachteten hohen Energien gelangt sind. Das Problem bei
der Untersuchung der Herkunft der kosmischen Strahlung ist jedoch, daÿ die Schockfron-
ten um Supernovaüberreste aufgrund der groÿen Entfernung nicht direkt beobachtbar
sind.
Es liegt dementsprechend nahe, die Schockbeschleunigung an den wesentlich näheren

und besser zu beobachtenden Schocks im Sonnensystem zu studieren, um so Modelle
und Simulationen entwickeln und testen zu können.
Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich daher mit Simulationen von Schockfronten

mit Parametern, die etwa denen von CME getriebenen Schocks entsprechen. Um die
Entwicklung der Energieverteilung der Teilchen zu studieren, ist ein kinetischer An-
satz nötig. Dementsprechend wurden die Simulationen mit einem Particle-in-Cell Code
durchgeführt. Die Herausforderung ist dabei die groÿe Spanne zwischen den mikrophy-
sikalischen Zeit- und Längenskalen, die aus Gründen der Genauigkeit und numerischen
Stabilität aufgelöst werden müssen und den wesentlich gröÿeren Skalen, die die Schock-
front umfasst und auf der Teilchenbeschleunigung statt�ndet.
Um die Stabilität und physikalische Aussagekraft der Simulationen sicherzustellen,

werden die numerischen Bausteine mittels Testfällen, deren Verhalten bekannt ist, gründ-
lich auf ihre Tauglichkeit und korrekte Implementierung geprüft.
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Bei den resultierenden Simulationen wird das Zutre�en von analytischen Vorhersagen
(etwa die Einhaltung der Sprungbedingungen) überprüft. Auch die Vorhersagen einfa-
cherer Plasmamodelle, etwa für das elektrostatischen Potential an der Schockfront, das
man auch aus einer Zwei-Fluid-Beschreibung erhalten kann, folgen automatisch aus der
selbstkonsistenten, kinetischen Beschreibung. Zusätzlich erhält man Aussagen über das
Spektrum und die Bahnen der beschleunigten Teilchen.
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1 Einleitung

Diese Arbeit beantwortet vordergründig die Frage, wie sich aus gegenströmenden Plas-
men Schockfronten entwickeln und welche Strukturen diese haben. Daraus ergibt sich
aber auch direkt die Frage, wie diese Schockfronten Teilchen zu höchsten Energien be-
schleunigen können.
Hierbei tre�en zwei interessante Fragestellungen der Astrophysik aufeinander. Einerseits,
wie und warum in einem Medium, das kollisionfrei ist und in dem sich Teilchen nie
direkt gegenseitig spüren, es trotzdem zur Bildung von Schockfronten kommen kann, die
Ähnlichkeiten zu gasdynamischen Schocks in kollisionsdominierten Medien aufweisen.
Andererseits ist zu klären, durch welche Prozesse freie Energie umgesetzt werden kann
in kinetische Energie einiger weniger schneller Teilchen.
Bei der Untersuchung dieser Schockfronten, die durch kollektive, elektromagnetische
Kräfte dominiert werden, zeigt sich, daÿ die kinetische Energie des Upstream nicht nur
in Erwärmung und Kompression des Downstreams umgesetzt wird, sondern ein Teil der
Energie in einen Anteil hochenergetischer Teilchen �ieÿt. Diese Beschleunigung ist um so
e�zienter, je höher die Schockgeschwindigkeit ist. Dementsprechend gelten hochrelati-
vistische Schocks, z.B. in den Überresten von Supernovae, als vielversprechende Quellen
der hochenergetischen Teilchen, die permanent die Erde erreichen und (aus historischen
Gründen) als kosmische Strahlung bezeichnet werden. Diese Schocks entziehen sich auf-
grund ihrer groÿen Entfernung jedoch einer direkten Beobachtung.
Innerhalb unseres Sonnensystems und daher deutlich besser beobachtbar �nden sich
jedoch auch kollisionsfreie Schockfronten. Diese treten einerseits als Bugschocks der Pla-
neten auf, bei denen das Magnetfeld der Planeten mit dem Sonnenwind interagiert und
einen stehenden Schock bildet. Andererseits treten auch kurzlebigere Schocks auf, wenn
koronale Massenauswürfe (CMEs) mit ausreichender Geschwindigkeit durch den Son-
nenwind propagieren und eine Schockfront vor sich her treiben. Diese Situation führt
zum vermehrten Auftreten von energiereichen Teilchen, welche als solar energetic par-
ticles bezeichnet werden. Die Untersuchung dieser Teilchen dient als Grundlage, um
die Physik der Teilchenbeschleunigun an Schockfronten besser zu verstehen und Model-
le zu entwickeln und testen, die dann für die Untersuchung der weniger zugänglichen
relativistischen Schockfronten dienen.
Die vorliegende Arbeit gliedert sich daher wie folgt: Kapitel 2 beschreibt die Entstehung
des Sonnenwinds, durch den Schockfronten propagieren können, und die der koronalen
Massenauswürfe, die als Treiber der Schocks dienen. Auÿerdem wird erläutert, wie CMEs
und Teilchenspektren beobachtetet werden, um einen Eindruck zu geben, welche in-situ
Messungen heutzutage möglich sind und welche Lücken zwischen den verfügbaren Daten
bleiben.
Da es sich beim Sonnenwind um ein kollisionsfreies Plasma handelt, liefert Kapitel 3 die
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Grundlagen zur Beschreibung dieses Mediums und eine Beschreibung einiger Wellenmo-
den, die für die Eigenschaften eines Schocks relevant sind.
Kapitel 4 widmet sich dann den Eigenschaften und der Erzeugung von Schockfronten,
insbesondere in kollisionsfreien Medien und möglichen Beschleunigungsprozessen von
Teilchen an solchen Schocks.
Da Plasmen komplexe, nichtlineare Wechselwirkungen zwischen Teilchen und Feldern
aufweisen, welche eine analytische Behandlung schwer bis unmöglich machen, und selbst
innerhalb der Heliosphäre direkte Beobachtungen nur punktuell möglich sind, sind Si-
mulationen das Mittel der Wahl, um die Dynamik der Schockfront an sich und die
Beschleunigung von Teilchen zu studieren. Kapitel 5 erörtert ausführlich das Particle-
in-Cell Verfahren in mehreren Abwandlungen, das in dieser Arbeit verwendet wurde.
Im darauf folgenden Kapitel 6 werden die Vor- und Nachteile verschiedener numerischer
Methoden diskutiert und auf die Frage eingegangen, wie man diese Methoden anhand
von analytischen Vorhersagen validieren kann.
Kapitel 7 enthält dann eine Beschreibung der Schocksimulationen, beginnend bei den
verwendeten Parametern, dem Test, inwieweit Vorhersagen aus Theorie und einfacheren
Plasmamodellen zutre�en, bis hin zur Entwicklung von Teilchenspektren und den Teil-
chenbahnen der höchstenergetischen Teilchen, die nur mit einem vollständig kinetischen
Modell, wie es hier verwendet wurde, zugänglich sind.
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2 Theorie - Heliosphäre

2.1 Sonne

Treiber des Sonnenwinds und sämtlicher energiereicher Prozesse in der Heliosphäre ist
letzten Endes die Energie, bei der Fusion von Wassersto� im Inneren der Sonne frei
wird. Es ist daher nützlich zumindest eine grobe Vorstellung vom Aufbau der Sonne
vom inneren Kern bis zur Korona und den Vorgängen darin zu haben. Beginnend mit
Abschnitt 2.2, welcher sich Entstehung und Eigenschaften des Sonnenwinds beschäftigt,
wird die Arbeit für Plasmaphysiker verträglicher.

Abbildung 2.1: Struktur der Sonne. Im Kern wird durch Fusion von Wasser-
sto� Energie frei, die zuerst durch Strahlung abtransportiert wird. Bei etwa 70
Prozent des Sonnenradius wird die Tachokline erreicht, ab der der Strahlungs-
transport konvektiv erfolgt. Durch die abnehmende Dichte und Temperatur wird
die Sonne in der Photosphäre optisch dünn. Der Strahlungstransport �ndet ab
hier wieder radiativ statt. Oberhalb dieser Schicht, die die scheinbare Ober�äche
der Sonne bildet, �nden sich noch die Chromosphäre und die dünne, ausgedehn-
te Korona. Abbildung übersetzt und modi�ziert nach einer Zeichnung von Song
(2012).

Der Kern der Sonne erstreckt sich � soweit Messungen von Schwerewellen das bisher

3



erkennen können (siehe García et al. 2007) � über 20 bis 30 Prozent des Sonnenradius
und erzeugt 99 Prozent der gesamten in der Sonne freiwerdenden Energie. Neutrinomes-
sungen von Broggini u. LUNA Collaboration (2006) zeigen, daÿ die Fusion von Protonen
daran den gröÿten Anteil hat, kompliziertere Brennzyklen wie CNO1 tragen nur einen
kleinen Teil bei.
Die produzierte Energie wird zu einem groÿen Teil durch Strahlungstransport von Pho-
tonen im weichen Röntgen-Bereich durch die Strahlungszone, die nur wenig zur Fusi-
onsleistung der Sonne beiträgt, nach auÿen transportiert. Dabei werden Photonen vom
heiÿen und dichten Plasma häu�g absorbiert und reemittiert, so daÿ die e�ektive Pro-
pagationsgeschwindigkeit der Photonen sehr klein ist (vergleiche Mitalas u. Sills 1992).
Man könnte erwarten, daÿ dies den Strahlungstransport soweit behindert, daÿ ande-
re Transportmechanismen dominieren, tatsächlich werden diese allerdings vom starken
Gravitationsfeld unterdrückt.
Bei etwa 70 Prozent des Sonnenradius wird die Tachokline erreicht. Mit dieser beginnt
die Konvektionszone. Eine ausführliche Beschreibung dieses Teils der Sonne �ndet sich
in Miesch (2005). Ab der Tachokline erfolgt der Energietransport groÿteils durch Kon-
vektion. Die Konvektion bildet sogenannte Bernard-Zellen aus, die für die sichtbare Gra-
nulation der Sonnenober�äche verantwortlich sind. Zudem erfolgt die Rotation ab der
Tachokline nicht mehr, wie bei einem starren Körper, mit konstanter Winkelfrequenz.
Vielmehr rotieren die äquatornahen Regionen viel schneller als die polaren Regionen.
Dieses Phänomen wird als di�erentielle Rotation bezeichnet. Da die Magnetfeldlinien
im (fast) perfekt gut leitenden Plasma �eingefroren� sind, werden sie durch diesen Pro-
zess aufgewickelt, was im Folgenden noch wichtig wird.
Mit zunehmender Höhe kühlt das Material ab, verliert an Dichte und ist nur noch zu
einem kleinen Teil ionisiert. Dadurch wird das Material optisch dünn � sprich transpa-
rent. Gemessen an solaren Längenskalen geschieht dies relativ plötzlich auf weniger als
1000 Kilometern (siehe hierzu Solanki 1998). Dadurch, daÿ sichtbares Licht entkommen
kann, �ndet sich in dieser als Photosphäre bezeichneten Schicht ein Minimum der Tem-
peratur bei etwa 4500 Kelvin. Das sichtbare Licht, das die Erde erreicht, stammt zwar
aus dieser Schicht und besitzt in guter Näherung das Spektrum eines schwarzen Strah-
lers, hat jedoch mit 5700 Kelvin eine etwas höhere Spektraltemperatur. Dies liegt daran,
daÿ die Sonne sich nicht im thermischen Gleichgewicht be�ndet. Die Photosphäre weist
eine gewisse Temperaturschichtung auf und ist für unterschiedliche Wellenlängen erst
ab unterschiedlichen Höhen durchsichtig (siehe Böhm-Vitense 1989 und Böhm-Vitense
1990).
Die Photosphäre ist der kühlste Bereich der Sonne, die sich darüber erstreckende Chro-
mosphäre ist aus nicht genau bekannten Gründen wesentlich wärmer. Da die Chromo-
sphäre optisch dünn ist, kommt Strahlungstransport nicht als Heizmechanismus in Fra-
ge. Es werden daher Wellenphänomene, vor allem die in Abschnitt 3.4.1 beschriebenen

1Beim CNO-Zyklus in seinen verschiedenen Abwandlungen fängt ein 12
6C Atom nach und nach vier

Neutronen ein und wandelt zwei davon durch Beta-Zerfall in Protonen um. Dabei durchläuft es
Isotopen von Sticksto� und Sauersto�, bevor ein Alpha-Zerfall einen Heliumkern und ein 12

6C Atom
zurückläÿt. Die schwereren Kerne wirken in gewisser Hinsicht katalytisch für die Fusion von Proto-
nen.
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Schallwellen, als Ursache dieser Temperaturinversion diskutiert (siehe Kalkofen 2007).
Ein anderer möglicher Mechanismus, der in dieser Schicht Energie freisetzen könnte, ist
die Rekonnexion magnetischer Feldlinien.
Das Unterschreiten der optischen Dichte von zwei Dritteln2 ist auch ein gängiges Krite-
rium, das zur De�nition des Sonnenradius verwendet wird. Emilio et al. (2012) verwen-
deten Bilder von einem Merkur-Transit, um diesen Radius zu 6,96 · 108 m zu bestimmen.
Andere De�nitionen des solaren Radius über die Masse oder die e�ektive Temperatur
liefern bei der Sonne ähnliche Werte, auch wenn sie sich bei anderen Sterntypen deutlich
vom optischen Radius unterscheiden können (siehe Bessell et al. 1989).
An die Chromosphäre schlieÿt die noch heiÿere Korona an. Diese ist extrem dünn, meh-
rere Millionen Kelvin heiÿ (siehe Erdélyi u. Ballai 2007) und hat keine scharfe äuÿere
Grenze, sondern geht in den Sonnenwind über. Verglichen mit inneren Zonen der Sonne,
weist die Korona groÿe zeitliche und räumliche Schwankungen auf. Die Struktur wird da-
bei von den Magnetfeldern bestimmt, die das Plasma in Bereich geschlossener Feldlinien
festhalten. In Bereichen o�ener Feldlinien � sogenannten koronalen Löchern � können
Teilchen die Korona verlassen. Dieser Teil der Sonne verliert dadurch an Dichte und
Temperatur und erscheint im Röntgen-Licht dunkler (vergleiche Russell 2001).
Die Magnetfeldkon�guration ist aber nicht statisch, sondern kann sich im Verlauf von
Minuten oder Stunden verändern. So können sich etwa Bündel von Feldlinien zusammen
mit dem Plasma, in dem sie �eingefroren� sind, aus der Korona in Form von Bögen,
die sich über 108 Meter erstrecken können, erheben (siehe Reale 2010). Auch anders
geformte Feldlinienstrukturen können sich bilden, etwa Helmet Streamers über aktiven
Regionen.

2.2 Sonnenwind

Der Sonnenwind geht aus der sehr heiÿen Korona, die aufgrund des Druckunterschieds
beständig Teilchen in das umgebende interplanetare Medium verliert, hervor. Für den
Äquator und kleine solare Breiten dominiert der langsame Sonnenwind mit etwa 400 km/s,
der aus Streamern oder aktiven Regionen auf der Sonnenober�äche zu stammen scheint.
In höheren Breiten �nden sich zunehmend mehr koronale Löcher, aus denen ein schneller
Sonnenwind mit etwa 750 km/s entströmt. Zu Zeiten des solaren Maximums ist das Ma-
gnetfeld der Sonne relativ ungeordnet, so daÿ die Komponenten des Sonnenwinds nicht
wohlgeordnet sind, sondern sich durchmischen.
In den Teilchenstrom �eingefroren� (dazu unten mehr) �ndet sich das Magnetfeld der
Sonne, welches nach auÿen transportiert wird. Der Sonnenwind verformt dabei das an
sich dipolartige Magnetfeld der Sonne deutlich. So verlaufen die Feldlinien in der Äqua-
torialebene nicht etwa achsparallel, sondern werden nach auÿen gezogen und verlaufen
gröÿtenteils radial. Die Polarität ist dabei ober- und unterhalb der Äquatorialebene ent-
gegengesetzt. Dazwischen liegt eine Stromschicht, die als heliospheric current sheet oder

2Die optische Dichte τ ist die Gröÿe, die als Exponent im Lambert-Beerschen Absorptionsgesetz
I = I0 exp(−τ) auftaucht und durch das Verhältnis der Dicke des Absorbers und Absorptionslänge
gegeben ist. Bei einer optischen Dichte von 2/3 wird exp(−2/3) ≈ 1/2 der Strahlung durchgelassen.
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Abbildung 2.2: Temperatur und Dichte in der Sonne und direkten Sonnen-
nähe. Die Kurven für das Innere der Sonne (durchgezogene Linien) basieren
auf dem BS2005-AGS+OP Modell aus Bahcall et al. (2005). Die Eigenschaften
in der solare Atmosphäre (gestrichelte Kurven) stammen aus den Simulationen
von Selhorst et al. (2005). Der Sonnenwind (gepunktete Linien) wurden anhand
der Fit-Kurven, die in Cranmer u. van Ballegooijen (2005) angegeben sind, ein-
gezeichnet.
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(a) Solares Magnetfeld (b) Parker-Spirale

Abbildung 2.3: Magnetfeld der Sonne in zwei Ansichten aus Smith (2001).
Abbildung 2.3a zeigt, daÿ die meisten Feldlinien nicht geschlossen sind, sondern
durch den Sonnenwind nach auÿen getragen werden. Die heliosphärische Strom-
schicht trennt die beiden Halbräume unterschiedlicher Polarität. Abbildung 2.3b
illustriert die Situation in der Äquatorialebene, wo sich die Parker-Spirale be-
�ndet. Da die Stromschicht nicht vollständig eben ist, �ndet man in einem zwei-
dimensionalen Schnitt Bereiche unterhalb und oberhalb der Schicht und damit
unterschiedlicher Polarität.

kurz HCS bezeichnet wird.
Aufgrund der Rotation der Sonne verlaufen die Feldlinien nicht rein radial, sondern
bilden eine Spirale, die von Parker (1958) vorhergesagt wurde und nach ihm als Parker-
Spirale bezeichnet wird. Eine gute Übersicht über die Struktur des Magnetfelds �ndet
sich in Smith (2001).
Auf seinem Weg durch das Sonnensystem kühlt der Sonnenwind ab, verliert an Dich-
te und wird langsamer. Eine gute Übersicht über die Eigenschaften des Sonnenwindes
�ndet sich in Russell (2001) oder Cranmer u. van Ballegooijen (2005). Um eine grobe
Vorstellung von seinen Eigenschaften zu bekommen, wird im Folgenden der Sonnenwind,
wie er in Erdnähe beobachtet werden kann, beschrieben.
Dort hat er eine Dichte von je etwa fünf Elektronen und Ionen pro cm3 und damit ei-
ne deutlich niedrigere Dichte als ein Ultrahochvakuum im Labor. Diese Dichte und das
mittransportierte Magnetfeld von 5 nT (5 · 10−5 G) genügen jedoch, um einen groÿen
Ein�uss auf den sonnennahen Weltraum zu haben. So verformt dieser Strom aus gelade-
nen Teilchen das ansonsten dipolförmige Magnetfeld der Planeten3, ist für Polarlichter
verantwortlich und hat einen groÿen Ein�uÿ auf den Schweif von Kometen. Der Druck
durch die wenigen, aber etwa 400 km/s schnellen Teilchen ist dabei vergleichbar mit dem
magnetischen Druck.
Das magnetische Feld und die von der Sonne stammenden Teilchen strömen, wie bereits
erwähnt, eng aneinander gekoppelt durch die Heliosphäre, was als eingefrorene Feldlinien

3sofern vorhanden. Insbesondere Venus ist weitgehend unmagnetisiert.
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bezeichnet wird. Ein geeigneter Parameter, um die Stärke dieser Kopplung zu beschrei-
ben, ist die magnetische Reynolds-Zahl Rm. Ist diese Zahl wesentlich kleiner als Eins, so
verhält sich das Magnetfeld näherungsweise wie im Vakuum. Für Werte wesentlich über
Eins werden die Feldlinien mit dem Material mittransportiert. In cgs-Einheiten wird Rm

gegeben durch (siehe Anders 1990):

Rm = 4π v l σ/c2 (2.1)

Dabei ist σ die elektrische Leitfähigkeit, die im Sonnenwind recht hoch4 liegt und laut
Sazhin (1978) bis zu 104 1/s betragen kann. Setzt man diesen Wert zusammen mit der
typischen Geschwindigkeit des Sonnenwinds v und einem Sonnenradius als typischer
Längenskala l ein, so erhält man eine magnetische Reynolds-Zahl von 350. Messungen
der e�ektiven magnetischen Reynolds-Zahl mit Hilfe der Cluster-Satelliten ergaben laut
Weygand et al. (2007) Werte in einer ähnlichen Gröÿenordnung. Dementsprechend kann
man davon ausgehen, daÿ das Magnetfeld hauptsächlich vom strömenden Plasma trans-
portiert wird.
Durch die Tatsache, daÿ der Sonnenwind quasi kollisionsfrei ist � der mittlere Abstand
zwischen zwei Stöÿen ist deutlich gröÿer als ein AU � ist die Geschwindigkeitsverteilung
nicht thermisch. Es gibt schnelle Teilpopulationen, eine anisotrope Temperatur und die
einzelnen Spezies sind nicht im thermischen Gleichgewicht. Trotzdem kann man den
Sonnenwind in der Nähe der Erdbahn näherungsweise durch eine Temperatur von etwa
105 Kelvin beschreiben (siehe Marsch 1991), deutlich kühler als die Korona, aus der er
stammt. Man beobachtet zudem (Marsch, 1991), daÿ die Elektronen � zumindest im
langsamen Sonnenwind � etwas wärmer als die Ionen5 sind.
Ausgehend von dieser Temperatur, erwartet man eine Schallgeschwindigkeit von etwa
100 km/s � also unterhalb der Strömungsgeschwindigkeit. Dies führt einerseits dazu, daÿ
sich vor Hindernissen im Sonnenwind, wie etwa Planeten, ein Bugschock ausbildet. An-
dererseits bildet sich vor der Heliopause, die der Sonnenwind nach etwa 1015 cm erreicht,
ein termination shock, der den Sonnenwind auf Geschwindigkeiten unterhalb der lokalen
Schallgeschwindigkeit abbremst. Etwas weiter auÿerhalb bildet die Heliopause, an der
der Sonnenwind und das interstellare Medium (ISM ) im Druckgleichgewicht sind, die
Grenze unseres Sonnensystems. Durch die Relativbewegung von ISM und Sonnenwind
wird dieser im heliosheath abgelenkt und bildet den heliotail. Ob die Relativgeschwin-
digkeit groÿ genug ist, damit sich an der Vorderseite ein Bugschock ausbilden kann, ist
derzeit ungeklärt.

2.3 CME

Zusätzlich zu dem schnellen und langsamen Sonnenwind, der zeitlich relativ wenig varia-
bel ist, �nden sich noch transiente Ausströmungen, die durch koronale Massenauswürfe
ausgelöst werden. Daher soll an dieser Stelle kurz auf diese Phänomene, die aufgrund

4etwa so hoch wie in einem hochreinen undotierten Halbleiter
5hauptsächlich Wassersto�kerne, aber auch einige Prozent schwerere Kerne
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Abbildung 2.4: Aufnahme eines typischen CME von SOHO. Man erkennt
im Bereich rechts oberhalb der verdeckten Sonnenscheibe deutlich einen CME
mit allen drei typischerweise vorhandenen Teilbereichen. Als Äuÿerstes eine hel-
le, geschlossene Schleife, die eine dunklere Region und einen hellen Kern ein-
schlieÿt. Abbildung mit freundlicher Genehmigung des SOHO/LASCO Konsor-
tiums. SOHO ist ein internationales Kollaborationsprojekt von NASA und ESA.
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ihres englischen Namens coronal mass ejection auch als CME s bezeichnet werden, ein-
gegangen werden.
Seit Weltraummissionen, wie der in MacQueen et al. (1974) beschriebenen OSO-7 Satel-
litenmission, oder den in Sheeley et al. (1980) beschriebenen Sonnenbeobachtungen von
Skylab, ist bekannt, daÿ die Korona zeitweise groÿskalige Eruptionen aufweist. Durch
den Start des SOHO Satelliten, der das in Brueckner et al. (1995) beschriebene LASCO-
Instrument an Bord hat, ist die Zahl und Qualität der Aufnahmen solcher Eruptionen
stark gestiegen. Abbildung 2.4 zeigt eine solche Abbildung, die ein CME in seiner typi-
schen Erscheinung enthält.

Abbildung 2.5: Groÿskaliges Modell eines CME. Zu erkennen sind die Pro-
tuberanz, deren Aufsteigen das Magnetfeld nach auÿen befördert. Der Bereich
hohen Magnetfelds und niedriger Dichte und die umgebende Region, in der sich
das verdrängte Plasma ansammelt. Bei hohen Ausdehnungsgeschwindigkeiten
bildet sich auÿerhalb eine kollisionsfreie Schockfront, die im Weiÿlicht nicht zu
erkennen ist. Abbildung übersetzt und koloriert aus Forbes (2000).

Von der Seite gesehen, enthält der CME eine helle äuÿere Schleife, die eine dunklere
Region mit einem hellen Kern einschlieÿt. Anfänglich erstreckt sich die Struktur über
grob 10000 Kilometer, bewegt sich dann aber nach auÿen und expandiert. Falls der
CME sich auf der erdzugewandten Seite ereignet, kann er sich dabei auch über die ganze
Sonnenscheibe erstrecken. Die Leuchterscheinung umfasst nicht nur den sichtbaren Spek-
tralbereich, sondern kann vom Radio- bis in den weichen Röntgen-Bereich beobachtet
werden (siehe Chen 2011, Kapitel 2 und Referenzen darin).
Viel interessanter, aber auch experimentell unzugänglicher als die Leuchterscheinung,
ist die Magnetfeldstruktur der CMEs. Forbes (2000) identi�ziert diese jedoch als domi-
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nierende Energiequelle, welche das Plasma6 gegen das Gravitationsfeld der Sonne nach
auÿen beschleunigt und so weit aufheizt, daÿ es sichtbar leuchtet. Abbildung 2.5 skizziert
die allgemein angenomme groÿskalige Struktur des Magnetfelds bei einem CME. Ausge-
löst wird ein CME in diesem Modell von einer aufsteigenden Protuberanz, angetrieben
vermutlich von einer Rekon�guration des Magnetfelds.
Das Magnetfeld unterhalb der Protuberanz wird dabei gestreckt und es bildet sich ein
Bereich antiparalleler Feldlinien, die von einer Stromschicht getrennt werden. Kommt es
in diesem Bereich zur Rekonnexion, so kann es ein plötzliches �Abheben� des Filaments
geben. Selbst kleinskalige Rekonnexion, die dafür nicht ausreicht, beschleunigt Elektro-
nen, die zum Teil nach auÿen propagieren und dort Röntgen-Emission verursachen. Die
restlichen Elektronen bewegen sich entlang der Feldlinien nach unten und führen dort zu
starker Emission im Bereich weicher Röntgen-Strahlung und der Wassersto� Hα Linie.
Das Magnetfeld oberhalb der Protuberanz steigt gemeinsam mit dieser auf und räumt
einen Bereich von Plasma frei. Dieser erscheint in Ermangelung von emittierendem Ma-
terial dunkel. Weiter auÿen sammelt sich hingegen das Plasma in einer hellen Schleife.
Geschwindigkeitsmessungen von Ciaravella et al. (2006), die die Doppler-Verschiebung
nutzen, deuten jedoch an, daÿ die Ausbreitung des Leuchtens nicht alleine durch die
Ausbreitung des verdrängten Materials bedingt ist, sondern möglicherweise durch eine
Kompressionswelle entsteht, die das Plasma beim Durchlaufen zum Leuchten anregt.
Getrieben durch die frei werdende Energie im magnetischen Feld, steigt die Protuberanz
immer weiter auf und beschleunigt dabei. Ein signi�kanter Teil des Plasmas in der Pro-
tuberanz wird schlieÿlich in Form eines Plasmoiden in den interplanetaren Weltraum
geschleudert. Diese Plasmoide bewegen sich mit 300 km/s bis 2000 km/s oftmals schnel-
ler als der Sonnenwind vor ihnen, so daÿ die Massenauswürfe den Sonnenwind einholen
und komprimieren. An der Vorfront können sich dabei kollisionsfreie Schockfronten aus-
bilden, die für diese Arbeit von groÿem Interesse sind.

2.4 Beobachtungen

Unsere Kenntnisse über CMEs und den Sonnenwind stammen aus einer Vielzahl von
Quellen. Weltraummissionen haben einen groÿen Beitrag geleistet und daher sollen im
Folgenden die wichtigsten Missionen und Messgeräte in der Reihenfolge ihrer Starts
beschrieben werden.

2.4.1 Satelliten

Orbiting Solar Observatory

Die acht Satelliten des Orbiting Solar Observatory Programms waren ab 1962 die ersten
Missionen, die in groÿer Menge Daten im UV und Röntgen-Bereich lieferten. So beobach-
tete etwa OSO-3 solare Flares im Röntgen-Bereich (siehe Hudson et al. 1969). OSO-4,
OSO-5 und OSO-6 führte diese Beobachtungen mit harten UV- und Röntgenstrahlen

6laut Gopalswamy u. Kundu (1992) immerhin 109 Tonnen
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Abbildung 2.6: Illustration des inneren Sonnensystems und der wichtigsten
Satelliten zur Erforschung des Sonnenwinds. Die Darstellung ist nicht maÿstabs-
gerecht und enthält auÿer den Planeten Merkus, Venus und Erde die Lagrange-
Punkte des Sonne-Erde-Systems. Diese sind wichtig, da sich ACE, SOHO und
Wind in Orbits um L1 be�nden. Rhessi be�ndet sich in einem niedrigen Er-
dorbit, ähnlich wie Skylab und die Satelliten der OSO-Reihe zu einem früheren
Zeitpunkt. Helios 1 und 2 be�nden sich in einem stark elliptischen Orbit von
0,3 bis knapp ein AU. Stereo-A eilt der Erde bei etwas unter einem AU vorraus,
Stereo-B hinkt bei etwas über einem AU hinterher. Die Voyager-Sonden haben
den gezeichneten Bereich kurz nach dem Start verlassen um die äuÿeren Planeten
zu erkunden und sind etwa 100 AU von der Sonne entfernt. Die Ulysses-Sonde
be�ndet sich nach einem Vorbei�ug am Jupiter auf einer Bahn, die etwa 80 Grad
aus der gezeichneten Ekliptik herausgekippt ist, und ist nicht eingezeichnet.
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fort. Auch OSO-7 arbeitete in diesem Energiebereich und entdeckte 1979 einen CME,
wie in Sheeley et al. (1980) berichtet wird.

Skylab

1973, zwei Jahre nach dem Start von OSO-7, wurde Skylab gestartet. Die drei bemannten
Missionen zu dieser Raumstation waren nicht auf Sonnenbeobachtungen spezialisiert.
Trotzdem wurden diese routinemäÿig und in groÿer Zahl mit dem als Apollo Telescope
Mount bezeichneten Sonnenobservatorium durchgeführt. MacQueen et al. (1974) enthält
etwa Beobachtungen der Korona inklusive eines CME.

Helios

1974 und 1976 wurden zwei baugleiche Sonden Helios-A und -B eines deutsch-ameri-
kanischen Kooperationsprojekts gestartet. Beobachtungsziel war hier nicht primär die
Sonne selbst, sondern der von ihr ausgehende Sonnenwind. Der stark elliptische Orbit
brachte die Sonden bis auf 0,3 AU an die Sonne heran. Die Instrumente lieferten Daten
über die Verteilung der drei Geschwindigkeitskomponenten für die Elektronen (Pilipp
et al. 1987), Protonen (Marsch et al. 1982b) und Heliumkerne (Marsch et al. 1982a).
Neben den Eigenschaften der Teilchen wurden auch Plasmawellen im Sonnenwind beob-
achtet, vergleiche etwa Gurnett u. Anderson (1977) oder Gurnett u. Frank (1978).

Voyager

1977 wurde dann die womöglich bekannteste Raumsonde gestartet � Voyager 1. Ur-
sprünglich zur Erkundung der äuÿeren Planeten gebaut und verwendet, wurde die Son-
de auf eine Flugbahn von der Sonne weg gebracht. Seit Ende der Planetenerkundungen
1990 wird die Raumsonde jedoch zur Erforschung des Sonnenwinds am äuÿersten Ende
des Sonnensystems verwendet. Stone et al. (2005) berichten, daÿ die Sonde 2004 den
termination shock in einer Entfernung von 94 AU von der Sonne durchquert und damit
die heliosheath erreicht hat. 2011 erreichte die Sonde dann einen vorher nicht erwarte-
ten Bereich, in dem die Radialgeschwindigkeit des Sonnenwinds auf Null gesunken ist,
ohne daÿ es Anzeichen für ein Erreichen der Heliopause gab (siehe Krimigis et al. 2011).
Die Daten der beiden Voyager-Sonden werden daher in den nächsten Jahren wohl noch
mehrfach zu Verbesserungen an den Modellen für den Rand der Heliosphäre führen, bis
beide Raumfahrzeuge das interstellare Medium erreicht haben.

Ulysses

Die 1990 gestartete Ulysses-Sonde weist einige Unterschiede zu den bisher genannten
Raumfahrzeugen auf. So wurde sie etwa nicht mit einer Trägerrakete, sondern von einem
Spaceshuttle gestartet. Wichtiger jedoch ist, daÿ diese Sonde die Sonne erstmals von
einem Orbit weit auÿerhalb der Ekliptik beobachtet. Dies erlaubt die Untersuchung der
solaren Pole, erfordert jedoch eine Drehung der Bahnebene, was sehr energieaufwendig
ist. Daher wurde, ähnlich wie bei den Voyager-Sonden, aber aus einem anderen Grund,
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ein Vorbei�ug am Jupiter durchgeführt. Auf dem Weg dorthin wurden Daten über den
Sonnenwind gesammelt (siehe Phillips et al. 1993). Nachdem die Bahnebene erfolgreich
um etwa 80 Grad aus der Ekliptik gekippt wurde, war es möglich, den Süd- und später
den Nordpol der Sonne zu beobachten. Dabei wurde der schnelle Sonnenwind, der von
den polaren Regionen der Sonne ausgeht, entdeckt (siehe Phillips et al. 1995).

Wind

1994 wurde Wind gestartet, eine Sonde die auf Sonnenwindbeobachtungen spezialisiert
ist. Dank genug Treibsto� und geschickten Manövern hat diese Raumsonde eine extrem
wechselhafte Reise durch den erdnahen Weltraum hinter sich. Anfangs war die Sonde
auf stark elliptischen Orbits um die Erde unterwegs und hat den Sonnenwind bis etwa
250 Erdradien sonnwärts der Erde untersucht. Die Orbits wurden dabei durch geschickte
Begegnungen mit dem Mond immer wieder modi�ziert und schlossen vier Vorbei�üge
am Lagrange-Punkt L1 zwischen Sonne und Erde ein. Zwischen Dezember 1997 und
Mai 1998 unternahm Wind einen weiteren Abstecher zum L1, und war damit in der
Nähe des kurz zuvor gestarteten ACE Satelliten (zu diesem unten mehr). Dies erlaubte
einen Vergleich zwischen den Instrumenten der beiden Satelliten. Anstatt nun Wind
in diesem Orbit zu belassen, begann man eine bis Dezember 2002 dauernde Serie von
Erdorbits mit wechselnder Orientierung der groÿen Halbachse relativ zur Sonne. Von
August 2000 bis September 2001 und Dezember 2001 bis Juni 2002 unterbrach man
diese Serie und wechselte auf Orbits, die den Satelliten bis auf 350 Erdradien ober- und
unterhalb der Ekliptik brachten. Ab November 2002 begann man mit einem Orbit, der
Wind wiederholt an L1 und L2 vorbeiführte. Seit Juli 2004 ist Wind nun fest in einem
Orbit um L1 stationiert und liefert weiterhin Daten. Jedem Leser, der diese bewegte
Reise nachvollziehen möchte, sei der SSC 4D Orbit Viewer der Nasa empfohlen, der
unter http://sscweb.gsfc.nasa.gov/tipsod/ zu erreichen ist.
Wie der komplizierte Orbit schon vermuten läÿt, war das wissenschaftliche Ziel der
Mission die Untersuchung des Sonnenwinds und seiner Interaktion mit der Magneto-
sphäre der Erde. So ergaben sich auch verbesserte Kenntnisse der Eigenschaften des
ungestörten Sonnenwinds (vergleiche Fitzenreiter et al. 1998 und Hellinger et al. 2006).
Darüber hinaus wurden aber auch Erkenntnisse über den Bugschock der Erde und seine
Rückwirkung auf den Sonnenwind gewonnen, wie zum Beispiel die Ergebnisse von Fit-
zenreiter et al. (1996) zur Elektronenverteilung kurz vor dem Bugschock. Die Vorbei�üge
am Mond führten auch durch den �Schatten�, den dieser im Sonnenwind erzeugt (siehe
Ogilvie et al. 1996).

SOHO

Im Dezember 1995 wurde SOHO gestartet und in einen Orbit um den Lagrange-Punkt L1

gebracht. Der Satellit und die wissenschaftlichen Instrumente sind in Poland (1995) be-
schrieben, für Details wird auf die jeweilige Instrumentenbeschreibung verwiesen. Wich-
tig sind vor allem die Instrumente LASCO, EIT und ERNE.
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LASCO (Large Angle and Spectrometric Coronograph) beobachtet die Sonnenumge-
bung im sichtbaren Licht. Es besteht aus drei Teilinstrumenten, die unterschiedliche
Winkelbereiche abdecken. Die Sonne selbst wird von einem Filter verdeckt, um die we-
sentlich leuchtschwächere Korona gut beobachten zu können. Ein Beispiel einer LASCO-
Aufnahme ist in Abbildung 2.4 zu sehen. Jenseits schöner Bilder hat LASCO eine groÿe
Datenbasis über CMEs gescha�en (siehe Vourlidas et al. 2010 und Vourlidas et al. 2011).
Darüber hinaus wurde es erfolgreich von Bemporad u. Mancuso (2010) genutzt, um die
Eigenschaften CME-getriebener Schocks einzugrenzen.
Das EIT (Extreme ultraviolet Imaging Telescope) ist auf Bobachtungen des Bereichs,
der von LASCO ausgeschnitten wird, im UV Bereich spezialisiert und hat dort die als
EIT-Wellen bezeichneten Phänomene (siehe Mann et al. 1999) entdeckt. Die Herkunft
und Natur dieser Wellen ist immer noch umstritten (vergleiche Hoilijoki et al. 2013).
Im Gegensatz zu den beiden vorher genannten Instrumenten beobachtet ERNE (Ener-
getic and Relativistic Nuclei and Electron experiment) nicht die Sonne aus der Ferne,
sondern misst die Teilcheneigenschaften im Sonnenwind am Ort des Satelliten. Inter-
essant ist dabei insbesondere die Veränderung des Teilchenspektrums nach einem CME,
sowohl für Protonen (siehe Torsti et al. 1998), als auch für schwere Kerne wie Helium,
Sauersto� oder sogar Eisen (siehe Torsti et al. 2000).

ACE

Im August 1997 wurde der bereits erwähnte Advanced Composition Explorer (ACE)
gestartet. Wie in Stone et al. (1998) beschrieben, ist das Ziel dieses Satelliten, den Teil-
chenstrom in der Nähe der Erde zu studieren. Bei niedrigen Energien wird dieser vom
Sonnenwind dominiert, bei höheren Energien7 werden jedoch Beiträge vom interstella-
ren Medium und von galaktischen Quellen wichtig (siehe Fisk u. Gloeckler 2006). Der
Satellit ist in einem Orbit um den Lagrange-Punkt L1 stationiert.

RHESSI

Der Reuven Ramaty High Energy Solar Spectroscopic Imager (kurz RHESSI) wurde im
Februar 2002 gestartet und beobachtet die Sonne im Bereich harter Röntgenstrahlen und
Gammastrahlen und ergänzt so die Beobachtungsmethoden. Lin (2000) erläutert, daÿ
die Hauptüberlegung beim Design die Beobachtung der Strahlung war, die als Brems-
strahlung von hochenergetischen Teilchen in solaren Flares erzeugt wird. Zusätzlich er-
hält man aus Teilchenstöÿen Röntgen-Linien, die Rückschlüsse auf die beschleunigten
Teilchen und die Stoÿpartner in der oberen Atmosphäre der Sonne zulassen. Genau wie
erho�t, konnten Hurford et al. (2003) Gammastrahlung, die von hochenergetischen Ionen
erzeugt worden war, am Fuÿpunkt eines Flares nachweisen. Die gute Energieau�ösung
der gemessenen Röntgenspektren erlaubte Rückschlüsse auf die Energieverteilung der
Elektronen in Flares (siehe Sui et al. 2005).
RHESSI lieferte auch einige Ergebnisse, die über das ursprüngliche Designziel hinaus-
gehen. Aufgrund der Verteilung und Stärke der von RHESSI beobachteten Flares und

7ACE kann bis zu mehreren hundert MeV pro Nukleon messen
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Micro�ares schlieÿt Hannah et al. (2011) diese als Ursache für die extremen koronalen
Temperaturen aus. Da sich RHESSI in einer Erdumlaufbahn be�ndet und regelmässig
wieder die Nachtseite der Erde im Blickfeld hat, wurden von Smith et al. (2005) Gamma-
strahlen, die von hochenergetischen Elektronen in Gewitterwolken stammten, entdeckt.

Stereo

Die Stereo (kurz für Solar TErrestrial RElations Observatory) Mission enthält zwei fast
identische Satelliten, die zusammen im Oktober 2006 gestartet wurden. Durch zwei ge-
trennte Swing-By Manöver am Mond wurden die Raumfahrzeuge vom Erdorbit in unter-
schiedliche Umlaufbahnen um die Sonne versetzt. Stereo A ist dabei etwas sonnennäher
und schneller als die Erde, während Stereo B etwas auÿerhalb der Erdbahn die Sonne um-
kreist und so langsam zurückbleibt. Auf diese Weise kann man die Sonne aus zwei (bzw.
drei, wenn man Satelliten am Erdnahen L1 mit einschlieÿt) Richtungen beobachten.
Wie in Kaiser et al. (2008) beschrieben, enthält jeder der beiden Satelliten Messgeräte,
um die Sonne im Radiobereich, im sichtbarem Licht und im nahen UV zu beobachten.
Zusätzlich sind Instrumente an Bord, die die Teilchenverteilung und Magnetfelder, sowie
elektromagnetische Wellen am Ort des Satelliten messen. Die Sonden sind also darauf
optimiert, CMEs bei ihrer Entstehung und beim Erreichen von 1 AU zu beobachten.
Tatsächlich konnte schon 2007, bei noch kleiner stereoskopischer Basislinie, eine Schlei-
fe in der Korona erfolgreich rekonstruiert werden (siehe Feng et al. 2007). Später, mit
gröÿerer Basislinie, wurden auch CMEs erfolgreich beobachtet. Davis et al. (2009) etwa
berichten von einem erdgerichteten CME, der erfolgreich von beiden Stereo Satelliten
gesehen und der zusätzlich vom ACE Satelliten gemessen wurde.

SDO

Das Solar Dynamics Observatory ist der neueste verfügbare Satellit für Sonnenbeob-
achtungen. Der Satellit wurde 2010 gestartet (siehe Pesnell et al. 2012) und beobachtet
die Sonne über einen weiteren Bereich des ultravioletten Spektrums, um Aufschlüsse
über den Zustand und die Dynamik von Chromosphäre und Korona zu erhalten. Zu-
sätzlich ist mit HMI (Helioseismic and Magnetic Imager) ein Instrument an Bord, das
durch schmalbandige Beobachtungen von Doppler-Verschiebung und Polarisation einer
Eisenlinie das Magnetfeld in der Photosphäre vermessen kann. Zu Design und Funkti-
onsweise dieses Instrumentes sei auf Schou et al. (2012) verwiesen. Cheng et al. (2013)
haben die UV-Beobachtungen vor kurzem dazu verwendet, koronale Strukturen, die zur
Entstehung eines CMEs geführt haben, zu studieren.

2.4.2 Ergebnisse

Zur Illustration was für Ergebnisse man von den zuvorgenannten Satelliten erwarten
kann wird hier exemplarisch gezeigt, wie der CME getriebene Schock, der Stereo A am 20.
August 2010 erreicht, sich in den verschiedenen Instrumenten zeigt. Zu diesem Zeitpunkt
eilte Stereo A bereits etwa 80 Grad entlang der Erdbahn voraus, so daÿ der Schock
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nicht gleichzeitig mit erdnahen Satelliten beobachtet werden konnte. Hieran erkennt
man ein Problem von Beobachtungen: verschiedene Satelliten tragen komplementäre
Instrumente, die sich gut ergänzen könnten, aber nur wenige Schock erreichen mehr als
eine Beobachtungsplattform.

Abbildung 2.7: Gezeigt ist der zeitliche Verlauf der Plasmaeigenschaften wäh-
rend der CME gestriebene Schock Stereo A überstreicht. Von oben nach unten
sind gezeigt: Die Magnetfeldstärke, die Strömunggeschwindigkeit, die Anzahl-
dichte der Protonen und ihre Temperatur. Abbildung aus der Heliospheric Shock
Database der Universität Helsinki.

Der Schock wurde relativ willkürlich ausgewählt und weist eine relativ niedrige Schock-
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geschwindigkeit von 550 km/s auf. Dies reicht jedoch für eine Mach-Zahl von 2,2 und
ein Kompressionsverhältnis von 2,79 aus. Abbildung 2.7 zeigt den zeitlichen Verlauf
von Magnetfeldstärke, Fluÿgeschwindigkeit, Teilchendichte und Temperatur, während
die Schockfront den Satelliten überstreicht.
Man erkennt, daÿ sämtliche Gröÿen im Rahmen der zeitlichen Au�ösung, instantan
von den Werten im ungestörten Sonnenwind (downstream) auf die Werte hinter der
Schockfront (upstream) springen und dort relativ konstant bleiben. Von der Struktur
der Schockfront ist nicht zu erkennen.
Betrachtet man die Messdaten des Swaves Intruments, das elektromagnetische Wellen in
einem breiten Frequenzbereich erfasst, für den gleichen Zeitraum, so erkennt man (siehe
Abbildung 2.8) einerseits, daÿ die Passage der Schockfront nicht nur die Teilchendichte
deutlich erhöht, sondern auch die Wellenaktivität im Plasma stark zunimmt. Anderer-
seits erkennt man, daÿ direkt an der Schockfront selbst starke Wellenaktivität bei 20 bis
30 Kilohertz zu beobachten ist. Dies ist im Bereich der lokalen Plasmafrequenz. Eine ge-
nauere Unterscheidung nach Wellenmoden ist jedoch leider nicht möglich, da der Satellit
nur an einer Stelle misst und daher weder Aussagen über die Wellenlänge tre�en kann,
noch zwischen longitundinaler und transversaler Natur der Wellenmoden unterscheiden
kann.

Abbildung 2.8: Energiedichte in elektromagnetischen Fluktuationen, gemessen
vom Swaves-Instrument. Die Farbskala zeigt willkürliche, logarithmische Einhei-
ten. Deutlich zu erkennen ist die Zunahme der Fluktuationen im Downstream
nach der Passage der Schockfront. Die starke Aktivität direkt an der Schockfront
ist an der lokalen Plasmafrequenz konzentriert.

Die verschiedenen Teile des IMPACT Instruments erlauben es, die Geschwindigkeits-
verteilung der Elektronen näher zu charakterisieren. Abbildung 2.9 enthält dazu drei
Teilplots. Im obersten ist der Fluÿ an Elektronen bei verschiedenen Energien gezeigt.
Man erkennt deutlich, daÿ mit der Ankunft der Schockfront der Elektronen�uÿ im Be-
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reich von 100 bis 200 eV um zwei Gröÿenordnungen ansteigt. Des weiteren erkennt man,
daÿ Elektronen bis auf Energien von zwei Kiloelektronenvolt beschleunigt werden, mehr
als das 200-fache der thermischen Energie.

Abbildung 2.9: Elektronen�uÿ bei verschiedenen Energien, beobachtet mit
SWEA und Verteilung der Pitch-Winkel zwischen Teilchengeschwindigkeit und
lokalem Magnetfeld bei zwei verschiedenen Energien.

In den beiden unteren Plots ist die Verteilung der Pitch-Winkel, sprich der Winkel zwi-
schen der Teilchengeschwindigkeit und dem lokalen Magnetfeld, für Elektronen bei zwei
verschiedenen Energien gezeigt. Auch hier erkennt man, wenn man alle Winkel zusam-
mennimmt, eine starke Zunahme der Teilchendichte bei Passage der Schockfront. Zusätz-
lich erkennt man direkt an der Schockfront eine Häufung bei einem Pitch-Winkel von 90
Grad, die Elektronen gyrieren also um das lokale Magnetfeld. Später ist die Verteilung
durch einen Peak bei 180 Grad bestimmt. Die Elektronen bewegen sich also antiparallel
zu Magnetfeld, was dafür spricht, daÿ sie den Schock entlang der Magnetfeldlinien in
Richtung Downstream verlassen haben.
Nimmt man diese Beobachtungsergebnisse zusammen, so wird klar, daÿ Schocks im
interplanetaren Medium Teilchen zu hohen Energien beschleunigen können. Der Mecha-
nismus, der einen kleinen Teil der Bewegungsenergie der Schockwelle in kinetische Ener-
gie von Einzelteilchen umwandelt ist jedoch nicht erkennbar. Das verstärkte Auftreten
von Wellen direkt an der Schockfront deutet jedoch schon an, daÿ die Wechselwirkung
zwischen Teilchen und Wellen eine Rolle spielen dürfte.
Die zeitlich beschränkte Au�ösung und die Beschränkung auf einen einzigen Punkt im
Raum, den in-situ Messungen immer haben, hinterlassen einige o�ene Fragen: Wie groÿ
kann der Anteil an beschleunigten Teilchen werden und aus welchem Bereich des Phasen-
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raums stammen diese? Was beschränkt die maximale Energie der Teilchen? Wie e�zient
ist die Umwandlung von groÿskaliger Bewegungsenergie der Schockfront in die Bewe-
gungsenergie der schnellsten Teilchen? Inwiefern bestimmen die vorher existierenden
Wellen den Beschleunigungsprozeÿ? Hinterlässt der Beschleunigungsprozeÿ charakteris-
tische Veränderungen im elektromagnetischen Spektrum, die als Signatur beobachtet
werden können?
All diese Fragen erfordern eine mikrophysikalische Untersuchung, die die kinetische Na-
tur der Einzelteilchen und das Wechselspiel zwischen Teilchen und Wellen selbstkonsis-
tent erfasst. Die nötigen Grundlagen hierfür werden im nächsten Kapitel erläutert.
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3 Theorie - Mikrophysik

3.1 De�nition des Plasma-Zustands

Plasma is quasi-neutral gas with so many free charges that collective elec-
tromagnetic phenomena are important to its physical behavior.

(Koskinen 2011)

Diese De�nition ist so kompakt, daÿ sie einiger Erläuterungen bedarf. Als erstes ist
wichtig, daÿ es keinen thermodynamischen Phasenübergang zwischen Gas und Plasma
gibt, weswegen man Plasma entgegen mancher Lehrbücher1 nicht wirklich als eigenen
Aggregatzustand bezeichnen kann. Trotzdem verhält sich natürlich ein Plasma anders
als ein nicht-ionisiertes Gas. Bei ausreichendem Ionisierungsgrad und geringer Dichte
werden die Gase�ekte sogar so unwichtig, daÿ man sie vollständig vernachlässigen kann.
Ein solches Plasma wird als kollisionsfrei bezeichnet. Insbesondere für Plasmen in tech-
nischen Anwendungen ist dies jedoch nicht der Fall und Gase�ekte wie Neutralgas-Stöÿe
müssen genau wie die kollektiven elektromagnetischen E�ekten betrachtet werden.
Betrachtet man die kollektiven E�ekte der Ladungsträger, so erkennt man, daÿ diese
zu einer starken Kopplung an die elektromagnetischen Felder führen, was sich durch
einen nicht trivialen Permeabilitätstensor ausdrücken läÿt. Dies führt dazu, daÿ in Plas-
men eine Vielzahl an Wellenphänomenen existiert. Auÿerdem kann die Kopplung der
Teilchen untereinander durch die selbsterzeugten Felder zu einer Interaktion führen, die
viel stärker ist, als man anhand der Stoÿfrequenz erwarten würde. Insbesondere führt die
Interaktion mit den Feldern im Plasma dazu, daÿ in kollisionsfreien Plasmen Schockfron-
ten existieren können, obwohl die Teilchen ohne Interaktion aneinander vorbeiströmen
könnten.
Der letzte Punkt der De�nition ist die Quasi-Neutralität. In einem Gas sind die Elektro-
nen an die positiven Atomrümpfe gebunden und das Gas ist auf allen nicht-atomaren
Längenskalen neutral. Werden Gasatome ionisiert, so haben die Elektronen prinzipiell
die Möglichkeit, sich von den Atomrümpfen beliebig weit zu entfernen. Allerdings sorgen
die entstehenden elektrischen Felder für eine Kraft, die Bereiche mit einem Überschuss an
Ionen für Elektronen anziehend macht, so daÿ auch ein Plasma auf gröÿeren Längenska-
len neutral ist. Es existiert jedoch eine charakterisitische Längenskala � die Debye-Länge
� unterhalb der zeitlich �uktuierende Ladungsregionen vorhanden sein können.
Manchmal werden auch andere Systeme mit kollektiver langreichweitiger Kopplung als
Plasma bezeichnet, wie zum Beispiel das Quark-Gluonen-Plasma, das bei der Kollision

1Birdsall u. Langdon (2005) begeht diesen Fehler, ist für die Darstellung der Numerik aber sehr zu
empfehlen
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extrem relativistischer Nukleonen entsteht, und in dem die langreichweitige Kopplung
durch die starke Kernkraft geschieht. Solche exotischen Plasmen sind in dieser Arbeit
jedoch vollständig ausgespart.
Möchte man nun das Verhalten eines Plasmas untersuchen, so hat man drei prinzipi-
elle Möglichkeiten. Man kann (Labor-)Experimente entwickeln, man kann theoretische
Modelle aufstellen und versuchen, neue Erkenntnisse daraus abzuleiten, oder man kann
numerische Modelle implementieren und auf Computern ausführen. Die drei Verfahren
haben ihre eigenen Stärken und Schwächen, so daÿ man in den meisten Fällen geschick-
te Kombinationen wählen muÿ. Grundlegende Plasmaphysik läÿt sich gut im Labor
untersuchen. Für astrophysikalische Plasmen hat man jedoch das Problem, daÿ sie cha-
rakteristische Zeit- und Längenskalen aufweisen, die im Labor nicht realisierbar sind.
Auch Rande�ekte und Kollisionse�ekte durch die vergleichweise groÿen Dichten berei-
ten Probleme. Bei analytischen Rechnungen muÿ man oft vereinfachende Annahmen
tre�en, um die starke Selbstkopplung beherrschen zu können und numerische Model-
le müssen oftmals kleine Skalen vernachlässigen oder unnatürliche Werte für Parameter
oder Naturkonstanten annehmen, um auch nur kleine Teilbereiche simulieren zu können.
Da sich sowohl theoretische Modelle, als auch numerische Modelle ausgehend von der
Vlasov-Gleichung konstruieren lassen, soll diese im folgenden Abschnitt erläutert werden.
Auch wenn Particle-in-Cell Codes als ein mögliches numerisches Model aus der Vlasov-
Gleichung hervorgehen, sollte man im Hinterkopf behalten, daÿ sie einerseits nur kol-
lisionsfreie Plasmen simulieren können, andererseits aber auch nicht-neutrale Systeme
simulieren können. So lassen sie sich etwa zur Simulation von Bauteilen von Teilchen-
beschleunigern oder Mikrowellenverstärkern verwenden. In beiden Fällen bewegen sich
Strahlen geladener Teilchen in einer umgebenden Geometrie und bauen elektrische und
magnetische Felder auf, mit denen sie interagieren.

3.2 Beschreibung durch Vlasov-Gleichung

Da die Vlasov-Gleichung, wie schon erwähnt, wichtig für die Beschreibung von kollisions-
freien Plasmen ist, soll in diesem Abschnitt eine Herleitung dieser Gleichung wiedergeben
werden. Diese Herleitung orientiert sich sehr stark an der exzellenten Einführung in die
Theorie kinetischer Plasmen von Nicholson (1983), was nicht2 der historischen Entwick-
lung dieser Theorie entspricht.
Als Ausgangpunkt der Überlegungen diene ein einzelnes Teilchen � vielleicht ein Elek-
tron �, das sich zur Zeit t am Ort x⃗(t) be�ndet. Diese Position ist zeitabhängig, da
das Teilchen die Geschwindigkeit v⃗(t) aufweist, welche im Allgemeinen von Null ver-
schieden ist. Man kann diese beiden Eigenschaften des Teilchens als Punkt in einem
sechsdimensionalen Phasenraum, der Ort und Geschwindigkeit kombiniert, betrachten.
Anstatt nun die zeitabhängige Lage des Punktes im Phasenraum anzugeben, kann man
zu einer Phasenraumdichte übergehen:

N(x⃗, v⃗, t) = δ(x⃗− x⃗(t)) · δ(v⃗ − v⃗(t)). (3.1)

2wie dem aufmerksamen Leser an den Jahreszahlen der zitierten Originalarbeiten au�allen wird
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Da ein einzelnes Teilchen noch kein Plasma ausmacht, kann man im nächsten Schritt
die Phasenraumdichte aller Teilchen einer Spezies betrachten:

Nα(x⃗, v⃗, t) =

α

δ(x⃗− x⃗α(t)) · δ(v⃗ − v⃗α(t)). (3.2)

Um Informationen über die Dynamik dieser zeitabhängigen Dichte zu erhalten, berechnet
man die Zeitableitung und erhält so

∂Nα(x⃗, v⃗, t)

∂t
= −


α

˙⃗xα(t)∇x δ(x⃗−x⃗α(t)) · δ(v⃗−v⃗α(t))+ ˙⃗vα(t)∇v δ(x⃗−x⃗α(t)) · δ(v⃗−v⃗α(t)).

(3.3)
Die Ortsänderung ˙⃗xα(t) kann ohne Probleme durch die Geschwindigkeit v⃗α(t) ersetzt
werden. Nehmen wir für einen Moment an, daÿ nur die elektrischen und magnetischen
Felder im Plasma wirken, so kann man die Geschwindigkeitsänderung ˙⃗vα(t) durch die
Wirkung der Lorentz-Kraft ausdrücken. Berücksichtigt man jetzt noch, daÿ die Terme,
auf die die Ableitungsoperatoren wirken, genau Nα sind, so erhält man die Klimontovich-
Gleichung :

∂Nα(x⃗, v⃗, t)

∂t
+ v⃗ · ∇xNα +

qα
mα


E⃗(x⃗, t) +

v⃗

c
× B⃗(x⃗, t)


· ∇vNα = 0. (3.4)

Diese wurde von Klimontovich (1967) verö�entlicht und bildet zusammen mit den Max-
well-Gleichungen für B⃗(x⃗, t) und E⃗(x⃗, t) und einer Beschreibung, wie man die Ladungs-
dichte ρ und die Stromdichte ⃗ aus Nα berechnet, eine vollständige, aber unhandli-
che Beschreibung eines Plasmas. Zudem enthält die Phasenraumdichte Nα sämtliche
(gröÿtenteils uninteressanten) mikroskopische Informationen und ist als Summe über
extrem viele Delta-Funktionen viel �rauher�, als man es sich für analytische Rechnungen
wünscht.
Man wechselt daher zum Ensemblemittel über viele makroskopisch vergleichbare Reali-
sierungen des untersuchten Plasmas und ersetzt die Phasenraumdichte eines einzelnen
Plasmas durch ihren glatten Mittelwert:

fα(x⃗, v⃗, t) = ⟨Nα(x⃗, v⃗, t)⟩. (3.5)

Möchte man die Entwicklungsgleichung für diese neue Gröÿe aufstellen, so muÿ man
auch für die Felder das Ensemblemittel ⟨E⃗(x⃗, t)⟩, ⟨B⃗(x⃗, t)⟩ und die zufälligen Abweich-
ungen davon in einer einzelnen Realisierung δE⃗(x⃗, t), δB⃗(x⃗, t) betrachten. Für letztere
muÿ � genau wie für den Unterschied zwischen Nα und fα � gelten:

⟨δB⃗⟩ = 0, ⟨δE⃗⟩ = 0, ⟨δNα⟩ = 0. (3.6)

Mit diesen Mittelwerten läÿt sich das Äquivalent zu Gleichung 3.4 ausdrücken:
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∂fα(x⃗, v⃗, t)

∂t
+ v⃗ · ∇xfα +

qα
mα


⟨E⃗(x⃗, t)⟩+ v⃗

c
× ⟨B⃗(x⃗, t)⟩


· ∇vfα = (3.7)

= − qα
mα


δE⃗(x⃗, t) +

v⃗

c
× δB⃗(x⃗, t)


· ∇vδNα


. (3.8)

Die linke Seite enthält nur Ensemblemittelwerte, während die rechte Seite den Ein�uss
der Abweichungen vom Mittelwert in einer einzelnen Realisierung beschreibt. Da man
bei einem Plasma allerdings davon ausgeht, daÿ die kollektiven E�ekte gegenüber (zu-
fälligen) lokalen E�ekten dominieren, ist es nicht unvernünftig davon auszugehen, daÿ
die linke Seite der Gleichung überwiegt. Im Grenzfall von unendlich vielen Teilchen pro
Plasmalängenskala (also unendlich groÿem Plasmaparameter, siehe weiter unten) kann
man die rechte Seite von Gleichung 3.8 Null setzen und erhält die Vlasov-Gleichung :

∂fα(x⃗, v⃗, t)

∂t
+ v⃗ · ∇xfα +

qα
mα


E⃗(x⃗, t) +

v⃗

c
× B⃗(x⃗, t)


· ∇vfα = 0. (3.9)

Diese Gleichung wurde in (Vlasov, 1938) zur Beschreibung von Plasmawellen aufgestellt,
die obige Herleitung ist allerdings viel zugänglicher als das russische Originalpapier.
Eine alternative Herleitung über die Liouville-Gleichung ist ebenfalls in Nicholson (1983)
enthalten. In Abschnitt 5.1 wird erläutert, wie Gleichung 3.9 verwendet werden kann,
um die Grundgleichungen für eine numerische Behandlung in einem PiC-Code zu liefern.

3.3 Fundamentale Plasmagröÿen

Im Gegensatz zu den Maxwell-Gleichungen im Vakuum, die keine ausgezeichneten Zeit-
oder Längenskala enthalten und für Wellen mit Kilometern Wellenlänge genauso funk-
tionieren, wie für solche mit Bruchteilen von Mikrometern im sichtbaren Bereich des
Spektrums, gibt es im Plasma Skalen, die einerseits das Plasma charakterisieren und
die andererseits deutliche Unterschiede im Verhalten hervorrufen, wenn man eine solche
Skala unter- oder überschreitet.

3.3.1 Plasmafrequenz

Als erste solche intrinsische Gröÿe soll die Plasmafrequenz ωp erwähnt werden. Diese
Gröÿe ist zuerst für jede Spezies � Elektronen und Ionen � im Plasma einzeln de�niert.
Anschaulich betrachtet ist die Plasmafrequenz die Frequenz, mit der Ladungsträger um
ihre Ruhelage schwingen, wenn sie aus dieser ausgelenkt werden. Sie hängt von der Masse
der Ladungsträger und der Stärke der elektrischen Felder (und damit der Ladungsträ-
gerdichte) ab und ergibt sich im Falle von Elektronen zu (siehe Bittencourt 2004):

ωpe =


4π ne e2

me

. (3.10)
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Bei einfach geladenen Ionen taucht aufgrund der Neutralität in der Plasmafrequenz ωi

die selbe Ladungsträgerdichte wie für die Elektronen auf. Die Ionenmasse ist jedoch
wesentlich gröÿer als die Elektronenmasse, die Plasmafrequenz entsprechend kleiner.
Man kann nun eine Plasmafrequenz für das gesamte Plasma bilden, indem man die
Plasmafrequenzen der einzelnen Spezies quadratisch addiert.

ωp =


ω2
pe + ω2

pi . (3.11)

Meist dominiert der Beitrag der Elektronen als beweglichste Spezies. Für alle Fälle von
Elektronen-Positronen-Plasmen oder Plasmen in Simulationen mit künstlich verringer-
tem Verhältnis von Ionen- zu Elektronenmasse, kann man den Unterschied zwischen
Plasmafrequenz der Elektronen und des gesamten Plasmas jedoch nicht länger vernach-
lässigen.
Die Plasmafrequenz setzt eine natürliche Frequenz- und damit Zeitskala. So können etwa
elektromagnetische Wellen mit einer Frequenz unterhalb der Plasmafrequenz nicht pro-
pagieren (siehe Abschnitt 3.4.5). Desweiteren geht ωp in die charakteristischen Längen-
skalen wie Debye-Länge und Inertiallänge ein, die im Folgenden erläutert werden.

3.3.2 Debye-Länge

Die kleinste intrinsische Längenskala des unmagnetisierten Plasmas ist durch die soge-
nannte Debye-Länge gegeben. Diese gibt an, auf welchen Längenskalen die beweglichen
Ladungsträger im Plasma elektrische Ladungen abschirmen und damit auf welchen Grö-
ÿenskalen maximal Abweichungen von der elektrischen Neutralität möglich sind.
Diese nach dem Entdecker benannte Längenskala wurde erstmals in (Debye u. Hückel,
1923) beschrieben und ist in moderner Notation gegeben durch (siehe Bittencourt (2004)):

λD =


kB Te

4π ne e2
=

1√
2

vth,e
ωpe

. (3.12)

In Kapitel 3.4 zeigt sich, daÿ diese Längenskala in der Dispersionsrelation etlicher Wellen-
moden auftaucht. Mit anderen Worten: Der Brechungsindex des Plasmas ändert sich,
wenn die Wellenlänge die Debye-Länge unterschreitet. Im Kapitel 5.2 zur Gestaltung nu-
merischer Modelle taucht die Debye-Länge nochmals auf, da viele Simulationsverfahren
diese Längenskala au�ösen müssen, um unphysikalisches Verhalten zu vermeiden.

3.3.3 Inertiallänge

Die nächstgröÿere Längenskala ist die Inertiallänge. Sie wird bestimmt durch die Strecke,
die Licht binnen der Zeitskala einer Plasmaoszillation zurücklegen kann.

δα =
c

ωpα

. (3.13)

Diese Gröÿe gibt an, auf welchen Längenskalen sich die Verteilungsfunktion einer Spezies,
also zum Beispiel die Temperatur, verändern kann. Diese Längenskala spielt eine wichtige
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Rolle bei der Modellierung von Rekonnexion (siehe Klimas et al. 2008). Für die in dieser
Arbeit betrachteten Schocks spielt sie jedoch nur eine untergeordnete Rolle.
Die Inertiallänge der Elektronen (bzw. 1/


1/δα wenn es mehr als eine leichte Spezies

gibt) wird auch als Skin Depth bezeichnet und ist die typische Eindringtiefe von lang-
samen Wechselfeldern, die nur als evanescente Wellen ins Plasma eindringen können.

3.3.4 Gyroskalen

Die letzte verbliebene mikroskopische Längenskala ist der Gyroradius, der auch auch als
Larmor-Radius oder Zyklotronradius bezeichnet wird. Da in die De�nition jedoch die
Gyrofrequenz eingeht, rentiert es sich, zuerst einen Blick auf diese zu werfen (vergleiche
Book 2007).
Geladene Teilchen bewegen sich im homogenen Magnetfeld in der Ebene senkrecht zu
den Feldlinien auf geschlossenen Kreisbahnen. Die Kreisfrequenz dieser Bewegung ist
dabei durch

Ωα =
qα|B⃗|
mα c

(3.14)

gegeben. Der Radius der Kreisbahn hängt dann nur von der Geschwindigkeit in der
Ebene senkrecht zum Magnetfeld und dieser Frequenz ab. Nimmt man an, daÿ sich
Teilchen typischerweise mit der thermischen Geschwindigkeit bewegen, so erhält man
für den Gyroradius:

rα =
vth,α
Ωα

. (3.15)

Für nicht zu stark magnetisierte Plasmen liegt die Gyrofrequenz (deutlich) unter der
Plasmafrequenz und der Gyroradius ist deutlich gröÿer als die Debye-Länge. Während
die Debye-Länge also die Untergrenze für die Au�ösung eines numerischen Modells fest-
legt3, liefert der Gyroradius eine Mindestgröÿe für die Ausdehnung des simulierten Be-
reichs.

3.3.5 Plasmabeta

Nach den Längenskalen in einem Plasma sollen jetzt noch die zwei dimensionslosen
Gröÿen, die ein Plasma charakterisieren, beschrieben werden. Die erste davon wird als
Plasmabeta bezeichnet und dementsprechend mit dem Formelzeichen β abgekürzt. Die
De�nition ist dabei:

β =
8π nα kBTα

B2
. (3.16)

Anschaulich betrachtet gibt dieser Parameter das Verhältnis von Teilchendruck zu ma-
gnetischem Druck an. Wie am Index α zu erkennen ist, ist das Beta für unterschiedliche

3oder äquivalent die Obergrenze für die zulässige Zellgröÿe
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Spezies getrennt de�niert. Sollten auÿer den Elektronen andere Spezies signi�kant bei-
tragen, so werden deren βα summiert. Für kleine Werte von β ist das Verhalten vom
Magnetfeld dominiert, das Plasma wird als �magnetisiert� bezeichnet. Für β ≫ 1 domi-
niert das Verhalten der Teilchen und das Magnetfeld wird ohne groÿen Ein�uss auf die
Dynamik mittransportiert.

3.3.6 Plasmaparameter

Als letzten �fundamentalen� Parameter kann man den sogenannten Plasmaparameter
N betrachten. Dieser gibt die Zahl an freien Ladungsträgern in einer Kugel an, deren
Radius der Debye-Länge entspricht:

N =
4

3
π λ3

D ne. (3.17)

Nur wenn dieser Parameter gröÿer als Eins ist, dominieren die E�ekte der kollektiven
Wechselwirkung über Zweiteilcheninteraktionen. Dies ist jedoch für alle astrophysikali-
schen Plasmen gegeben.

3.4 Wellenmoden

Im Gegensatz zum Vakuum, in dem es nur eine Wellenmode � die elektromagnetische
Welle � gibt, kann ein Plasma eine Vielzahl an Wellenmoden mit komplexem Verhalten
enthalten. Das Verhalten der Wellenmoden kann sich in Abhängigkeit von verschiedenen
Parametern (Temperatur von Ionen und Elektronen, Stärke und Richtung des Hinter-
grundmagnetfelds) ändern. Erschwerend kommt hinzu, daÿ die Nomenklatur der unter-
schiedlichen Moden in unterschiedlichen Bereichen der Plasmaphysik nicht einheitlich
ist und sich von Lehrbuch zu Lehrbuch unterscheiden kann. Um Missverständnisse zu
vermeiden, soll daher im Folgenden ein kurzer Überblick über die Wellenmoden, die für
Schocksimulationen relevant sind, gegeben werden. Die Aufzählung ist jedoch in keinster
Weise vollständig; es existieren weit mehr Wellenmoden als hier diskutiert werden.
Um eine Wellenmode zu charakterisieren, ist neben der Angabe, welche Gröÿen (elektri-
sches Feld, magnetisches Feld, Dichte, Strom) periodische Schwankungen in Raum und
Zeit aufweisen, der Zusammenhang zwischen Frequenz und Wellenlänge interessant. Die-
ser Zusammenhang beschreibt auch die Ausbreitungsgeschwindigkeit in Abhängigkeit
von der Wellenlänge und damit das Auseinanderlaufen von Wellen verschiedener �Far-
ben�. Daher hat sich analog zur Optik der Begri� der Dispersionsrelation für ω(k) (oder
das in manchen Fällen einfachere k(ω)) eingebürgert.
Um die Dispersionsrelation einer Wellenmode zu berechnen, beschreibt man die Wel-
le als kleine Störung aus dem Gleichgewichtszustand und linearisiert so die Vlasov-
Gleichung. Zusammen mit Näherungen, wie dem kalten Plasma (vth → 0), statischen
Ionen (mi → ∞), oder masselosen Elektronen (me → 0), kann man dann analyti-
sche Ausdrücke für die Dispersionsrelation erhalten. Da sich diese Arbeit nicht primär
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mit Wellenmoden und deren Kopplung beschäftigt, werden die Herleitungen hier aller-
dings nicht wiederholt. Der interessierte Leser sei auf Canuto et al. (1978), Stix (1992),
Schreiner (2011) oder Ganse (2012) verwiesen.

3.4.1 Ionenschallwellen

Abbildung 3.1: Die Ionenschallwelle wird durch Dichteschwankungen der Ionen
getragen, die jedoch nicht über Teilchenstöÿe und resultierendem Druck wechsel-
wirken, sondern durch die damit verbundenen Ladungsschwankungen und longi-
tudinalen elektrischen Felder. Die Welle propagiert nur, wenn die Elektronen so
warm sind, daÿ ihre thermische Geschwindigkeit ein Ausgleichen der Ladungs-
schwankungen und damit eine Dämpfung der Welle verhindert. Abbildung aus
Ganse (2012).

Eine Welle, die man in jedem Medium erwartet, ist die Schallwelle. Da die hier betrach-
teten Plasmen allerdings kollisionsfrei sind, gestaltet sich die Schallwelle komplizierter
als man erwarten könnte. Eine Schallwelle in einem Gas wird durch Teilchenstöÿe und
dem damit verbundenen Druck getragen. In einem Plasma hingegen �ndet sich eine lon-
gitudinale Welle der Ionendichte, die mit einer Ladungsschwankung und longitudinalen
elektrischen Feldern verbunden ist. Dies funktioniert nur, wenn die Elektronen so warm
sind, daÿ ihre thermische Bewegung sie daran hindert die Ladungsschwankungen e�ek-
tiv auszugleichen. Dies ist der Fall wenn die Elektronentemperatur Te deutlich über der
Ionentemperatur Ti liegt. Dann ist die Dämpfung der Wellenmode klein und sie kann
sich im Bereich 

kB Ti

mi

<
ω

k
<


kBTe

me

(3.18)

ausbreiten. Die Dispersionsrelation der Ionenschallwelle ist nicht zu kompliziert (ver-
gleiche Koskinen 2011):

ω2 =
v2S k

2

1 + k2 λ2
D

. (3.19)

Die Ausbreitung der Welle erfolgt also für Wellenlängen deutlich gröÿer als die Debye-
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Länge mit konstanter Schallgeschwindigkeit vS, die sich in der Herleitung zu

vS =


γ kB Te

mi

(3.20)

ergibt. Abbildung 3.1 zeigt eine schematische Darstellung der Welle aus Ganse (2012).
Da die meisten Simulationen in dieser Arbeit mit Ionen und Elektronen im thermischen
Gleichgewicht statt�nden, ist diese Mode in PiC Simulationen nicht aufzu�nden. Die
Schallgeschwindigkeit taucht allerdings später bei den magnetosonischen Wellen noch
einmal auf.

3.4.2 Alfvén-Wellen

Abbildung 3.2: Die Alfvén-Welle ist eine linkszirkulare, transversale Störung
von elektrischem und magnetischem Feld, die längs des Hintergrundmagnetfelds
propagiert. Das elektrische Feld steht dabei senkrecht auf dem hier grün gezeich-
neten Magnetfeld und der Ausbreitungsrichtung. Verbunden mit der Welle ist
eine kollektive Modulation der Geschwindigkeit der Ionen. Diese besitzen eine
nicht verschwindende mittlere Geschwindigkeit antiparallel zum transversalen
Anteil des Magnetfelds.

Eine Welle, die charakteristisch für ein Plasma ist, ist die Alfvén-Welle. Auf der einen
Seite benötigt sie eine kollektive Veränderung der Teilchengeschwindigkeiten durch die
Felder (was im nicht-ionisierten Gas nicht gegeben ist), und auf der anderen Seite den
resultierenden Strom (der im Vakuum fehlen würde) als Quellterm in den Maxwell-
Gleichungen. Dies läÿt sich zu einem nicht-trivialen Leitfähigkeitstensor zusammenfas-
sen, der Strom und elektrisches Feld verknüpft und vom Magnetfeld abhängt.
Statt einer Herleitung der Wellenmode soll hier vielmehr eine Beschreibung der charak-
teristischen Eigenschaften Platz �nden. Die Welle erfordert ein Hintergrundmagnetfeld
und breitet sich bevorzugt entlang dieses Felds aus. Eine Ausbreitung senkrecht zum
Hintergrundmagnetfeld ist im Gegensatz zu den im Folgenden diskutierten magnetoso-
nischen Wellen nicht möglich.
Eine schräge Wellenausbreitung ist prinzipell möglich, verändert aber die Welleneigen-
schaften durch das Auftreten weiterer Feldkomponenten und bleibt daher vorerst unbe-
rücksichtigt. Desweiteren beschränkt sich die Beschreibung auf niedrige Frequenzen ω
deutlich unterhalb der Zyklotronfrequenz der Ionen Ωi im Hintergrundmagnetfeld.

29



Für eine Ausbreitung k⃗ ∥ B⃗ �ndet man, daÿ die Welle räumlich und zeitlich harmo-
nische Schwankungen von transversalem Magnetfeld, transversalem elektrischen Feld,
transversalem Strom und transversalen Teilchengeschwindigkeiten aufweist. Longitudi-
nale Schwankungen �nden sich ebensowenig wie Dichte�uktuationen. Dabei ist die trans-
versale Störung des Magnetfelds linkshändig zirkular polarisiert, die beiden Komponen-
ten des Magnetfelds senkrecht zur Richtung des Hintergrundmagnetfelds haben also
einen festen Phasenversatz von 90◦. Das elektrische Feld steht senkrecht auf der Ebene,
die vom k-Vektor und dem transversalen Magnetfeld aufgespannt wird. Der Strom wird
hauptsächlich von den Ionen getragen und �ieÿt antiparallel zur Richtung des transver-
salen magnetischen Felds. Abbildung 3.2 illustriert diese Zusammenhänge.
Die Ausbreitung erfolgt mit der charakteristischen Alfvén-Geschwindigkeit vA:

vA =
B√

4π ni mi

. (3.21)

Für zunehmende Frequenzen, die nicht mehr klein gegen die Ionenzyklotronfrequenz
sind, ist die Mode dispersiv und propagiert mit abnehmender Geschwindigkeit. Bei der
Zyklotronfrequenz be�ndet sich eine Resonanz; die Welle koppelt stark an die Teilchen
und wird schnell gedämpft. Die Dispersionsrelation k(ω) beschreibt diese E�ekte und
lautet:

k2 cos2 ϑ =
ω2

c2
·

1−

ω2
p

(ω + Ωe)(ω − Ωi)


. (3.22)

Der Winkel ϑ erfaÿt dabei die Abweichung zwischen Ausbreitungsrichtung und Hinter-
grundmagnetfeld. In der theoretischen Herleitung (siehe Schreiner 2011 oder Canuto
et al. 1978) der Dispersionsrelation erkennt man, daÿ die Alfvén-Welle eine von vier
Lösungen einer Gleichung vierter Ordnung für den Brechungsindex des Plasmas ist.
Die zweite dieser Lösungen propagiert bei niedrigen Frequenzen ebenfalls mit Alfvén-
Geschwindigkeit. Bei höheren Frequenzen enthält sie jedoch die Whistler -Mode mit der
charakteristischen ω2 ∝ k Abhängigkeit und erreicht erst bei der Zyklotronfrequenz der
Elektronen die Resonanz. Die beiden verbliebenen Lösungen beschreiben die L- und
R-Mode, in welche die elektromagnetische Mode im magnetisierten Plasma aufspaltet.

3.4.3 Magnetosonische Wellen

Da die Alfvén-Welle nicht quer zum Hintergrundmagnetfeld propagieren kann, ist für
senkrechte Schocks eine andere Plasmamode wichtig. Es handelt sich dabei um die
(schnelle) magnetosonische Mode, die in gewisser Weise eine Kombination aus Schall-
welle und Alfvén-Welle darstellt. Die Mode enthält Schwankungen der Magnetfeld-
stärke in den Richtungen senkrecht zum Hintergrundmagnetfeld, aber auch Dichte-
und Geschwindigkeitsschwankungen. Bei der schnellen magnetosonischen Mode sind die
Druck- und Magnetfeldschwankungen in Phase und verstärken sich damit, was zu einer
Phasengeschwindigkeit oberhalb von Schallgeschwindigkeit und Alfvén-Geschwindigkeit
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führt. Zusätzlich exisitiert eine langsame magnetosonische Mode, bei der die Schwan-
kungen gegenphasig sind. Die Dispersionsrelation läÿt sich in Fluid-Näherung herleiten
(siehe Koskinen 2011) und lautet:

ω2

k2
=

1

2


v2S + v2A


± 1

2


(v2S + v2A)

2 − 4 v2S v
2
A cos2 ϑ . (3.23)

Dabei wird die schnelle magnetosonische Mode vom Fall mit dem + und die langsame
durch den Fall mit dem − beschrieben. Der Winkel ϑ �ndet sich zwischen der Ausbrei-
tungsrichtung und der Richtung des Hintergrundmagnetfelds.

Abbildung 3.3 zeigt die Winkelabhängigkeit der Ausbreitungsgeschwindigkeiten der drei
niederfrequenten Plasmamoden. Wichtig ist dabei vor allem, daÿ in der Richtung parallel
zum Hintergrundmagnetfeld die Alfvén-Welle genauso schnell wie die schnelle magneto-
sonische Mode ist. Damit ist für parallele Schocks nur die Machzahl relativ zur Alfvén-
Geschwindigkeit wichtig. Für senkrechte Schocks ist aber die schnelle magnetosonische
Mode wichtig, die sich mit vms = (v2S + v2A)

1/2 ausbreitet.

(a) Ausbreitungsgeschwindigkeit zwischen
paralleler und senkrechter Richtung zum
Hintergrundmagnetfeld

(b) Ausbreitungsgeschwindigkeit in pola-
rer Darstellung

Abbildung 3.3: Die drei niederfrequenten Plasmamoden haben Ausbreitungs-
geschwindigkeiten, die vom Winkel zwischen Ausbreitungsrichtung und Hinter-
grundmagnetfeld abhängen. Gezeigt ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit für die
langsame magnetosonische Mode, die Alfvén-Welle und die schnelle magnetoso-
nische Mode. Nur die zuletzt genannte kann quer zum Hintergrundmagnetfeld
propagieren und ist entsprechend wichtig für senkrechte Schocks. Gezeigt ist
der Fall der supersonischen Alf�vengeschwindigkeit. Andernfalls würde es einen
Geschwindigkeitsbereich zwischen Alfvén- und Schallgeschwindigkeit geben, der
von keiner Wellenmode erreicht wird.
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3.4.4 Langmuir-Mode

Eine Wellenmode, die hauptsächlich für die Simulationen zur Code-Validierung inter-
essant ist, ist die Langmuir-Mode. Bei dieser handelt es sich um eine Auswirkung einer
endlichen Temperatur auf die Plasmaoszillationen, die nicht wie im Grenzfall eines kalten
Plasmas bei allen Wellenlägen mit der Plasmafrequenz erfolgen. Die Dispersionsrelation
für diese Mode �ndet sich z.B. in Koskinen (2011) und lautet:

ω2 = ω2
pe + 3 k2 v2th,e = ω2

pe ·

1 + 3 k2 λ2

D


. (3.24)

Die Mode breitet sich mit etwa vth,e aus4. Die Mode ist gut im longitudinalen elektrischen
Feld zu �nden, koppelt aber nur wenig an Schwankungen der Massendichte und ist daher
für die Schocksimulationen nicht von besonderer Bedeutung.

3.4.5 Elektromagnetische Wellen

Als letzte relevante Wellenmode soll noch die elektromagnetische Mode erwähnt wer-
den. Diese trägt nicht dazu bei, den Shock zu stabilisieren, ist aber in der Form von
Radiowellen für Beobachtungen wichtig und ist als schnellste und hochfrequenteste Wel-
lenmode in Simulationen von Interesse, da sie in das CFL-Kriterium (siehe Abschnitt
5.2.5) eingeht. Zusätzlich ist sie schon mit wenig aufwendigen Simulationen gut aufzu-
lösen und daher eine geeignete Mode, um die Auswirkung von Codeänderungen auf das
Dispersionsverhalten zu untersuchen.
Im Gegensatz zu den bisher genannten Wellenmoden existiert die elektromagnetische
Mode auch im Vakuum und breitet sich dort mit konstanter Geschwindigkeit � der
Lichtgeschwindigkeit c � aus. Für sehr hohe Frequenzen gilt dies auch im Plasma. Für
Frequenzen, die allerdings nicht sehr groÿ gegenüber der Plasmafrequenz sind, muÿ man
berücksichtigen, daÿ die Ladungsträger mit den elektrischen Feldern interagieren und
das Plasma einen nennenswerten Brechungsindex aufweist. Unterhalb der Plasmafre-
quenz sind diese E�ekte so stark, daÿ die elektromagnetische Welle überhaupt nicht
propagieren kann, sondern nur als evaneszente Welle existiert und binnen weniger skin
depth absorbiert wird. All diese E�ekte �nden sich zusammengefasst in der Dispersions-
relation der elektromagnetischen Mode:

ω2 = ω2
p + c2 k2. (3.25)

Dabei ist ωp die schon erwähnte Plasmafrequenz. Als zusätzlichen E�ekt durch das Plas-
ma muÿ man berücksichtigen, daÿ die Dispersionsrelation vom Hintergrundmagnetfeld
abhängt. Wenn sich die Welle längs des Hintergrundmagnetfelds ausbreitet, spaltet sie
in einen linkszirkular und einen rechtszirkular polarisierten Anteil auf. Diese als L- und
R-Mode bezeichneten Wellen haben die Dispersionsrelation (siehe Schreiner 2011):

k2 =
ω2

c2
·

1−

ω2
p

(ω ± Ωe)(ω ∓ Ωi)


. (3.26)

4Genau genommen ist die Phasengeschwindigkeit von der Wellenlänge abhängig
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Abbildung 3.4: Darstellung von Wellenmoden als Dispersionsober�ächen. Die
mit a bezeichnete Wellenmode ist die Whistler-Mode. Die Alfvén-Welle besitzt
eine drei Gröÿenordnungen kleinere Frequenz und ist nicht erkennbar. Die Buch-
staben b und e verweisen auf die L- bzw. R-Mode. Dazwischen be�ndet sich bei
d die Plasmafrequenz ωp. Quer zum Magnetfeld breitet sich die X-Mode (c) und
die ab der Plasmafrequenz vorhandene O-Mode aus. Mit f sind die ersten drei
(Elektronen-)Bernstein-Moden bezeichnet. Die Abbildung stammt aus Koskinen
(2011).
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Bei Propagation quer zum Hintergrundmagnetfeld spaltet die Mode ebenfalls auf. Einer-
seits erhält man die O-Mode mit der selben Dispersionsrelation wie in Gleichung 3.25.
Zusätzlich erhält man noch die X-Mode, die durch den Ein�uÿ der Gyration der Teilchen
auf den Strom, und damit die Permeabilität entsteht.
Betrachtet man schräge Progapation und variiert den Winkel zwischen Ausbreitungs-
richtung und Hintergrundmagnetfeld, so ändert sich das Verhalten der Mode kontinu-
ierlich zwischen den beschriebenen Grenzfällen. Abbildung 3.4 enthält eine Darstellung
der Wellenmoden als Dispersionsober�ächen im dreidimensionale Raum, der von k∥, k⊥
und ω aufgespannt wird.

3.4.6 Thermische Fluktuationen

Für den Fall eines isotropen, unmagnetisierten Plasmas im thermischen Gleichgewicht
wurden die Fluktuationen im elektrischen und magnetischen Feld von Sitenko (1967)
berechnet. Die längliche Herleitung über die Fluktuationen in der Ladungsdichte und
im Strom und den Maxwell-Tensor soll an dieser Stelle nicht wiederholt werden. Diese
führt am Ende auf die Fouriertransformierte der räumlichen und zeitlichen Korrelati-
onsfunktion, die man als Energiedichte im k-ω-Raum betrachten kann. Für den Fall
unbeweglicher Ionen lautet sie:


E2

kω

= (2π)3/2
2 T

ωpe

λD k


e−z2

(λ2
Dk

2 + 1− ϕ(z))
2
+ πz2e−z2

+2
ω2
pe

ω2

e−z2
n2 − 1 +

ω2
pe

ω2 ϕ(z)
2

+ π
ω4
pe

ω4 z2e−2z2

 ,

(3.27)


B2

kω

= (2π)3/2
4 T

ω

ωpe

ω
λD k n2

ω2
pe

ω2

e−z2
n2 − 1 +

ω2
pe

ω2 ϕ(z)
2

+ π
ω4
pe

ω4 z2e−2z2

 . (3.28)

Die Phasengeschwindigkeit ω/k taucht dabei einmal im Vergleich zur Lichtgeschwindig-
keit, in Form des Brechungsindex n, und einmal im Vergleich zur thermischen Geschwin-
digkeit vth,e, in Form der einheitenlosen Frequenz z auf. Zusätzlich taucht die Funktion
ϕ(z) auf, deren Verlauf in Abbildung 3.5 gezeigt ist. In Formeln ausgedrückt lauten diese
Hilfsgröÿen:

n =
k c

ω
, z =


3

2

ω

k vth,e
, ϕ(z) = 2z e−z2

 z

0

ex
2

dx. (3.29)

In Gleichung 3.27 beschreibt der erste Term im elektrischen Feld die gröÿtenteils longitu-
dinalen, niederfrequenten Anregungen rund um die Langmuir-Mode. Der zweite Term ist
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Abbildung 3.5: Verlauf der Funktion ϕ(z). Für sehr z ≪ 1 und z ≫ 1 exisitie-
ren einfach Reihendarstellungen, die jedoch im Bereich dazwischen nur schlecht
konvergieren.

identisch mit der Anregung im magnetischen Feld und beschreibt die Anregung entlang
der elektromagnetischen Mode.
Möchte man nun die Energiedichte im elektrischen Feld plotten, um sie später mit der
Energiedichte in den Dispersionsplots aus der Simulation zu vergleichen, so stöÿt man
auch einige unerwartete Probleme.
Das erste Problem ist, daÿ die Auswertung der Funktion ϕ(x) durch das enthaltene
Integral recht aufwändig ist. Für z ≪ 1 und z ≫ 1 sind Reihenentwicklungen einfach
berechenbar und werden standardmäÿig mit angegeben wenn die Funktion eingeführt
wird. Wie in Abbildung 3.5 angedeutet konvergieren die Reihen für mittlere z selbst mit
vielen Gliedern nur schlecht. Man kann die Funktion um z = 1 und z = 2 entwickeln, was
zu weniger schönen und schlechter konvergierenden Reihen führt, die man aber verwen-
den kann um die Lücke zwischen den bekannten Reihendarstellungen abschnittsweise zu
füllen.
Verwendet man die Plasmaparameter aus den Testsimulationen in Abschnitt 6 so taucht
ein weiteres Problem auf. Die elektromagnetische Mode hat eine Phasengeschwindigkeit
wesentlich gröÿer als die thermische Geschwindigkeit, z ist dementsprechend hoch. Dies
führt einerseits dazu, daÿ die Mode sehr schmallbandig ist5, andererseits dazu daÿ es
schwer wird Terme wie exp−2z2 mit hinreichender Genauigkeit numerisch auszuwerten.
Da der Beitrag der elektromagnetischen Mode so konzentriert ist integriert man den
zweiten Term von Gleichung 3.27 über die Frequenz. Zusammen mit einer Deltafunk-
tion, die der Dispersionsrelation in Gleichung 3.25 entspricht, erhält man als einfacher
auszuwertende Näherung:


E2

kω

= 16π2 T

ωpe

δ(ω2 − ω2
pe − k2c2). (3.30)

5Dies ist letzten Endes der Grund wieso man meist nur die Dispersionsrelation als Zusammenhang zwi-
schen k und ω angibt und davon ausgeht, daÿ die Energiedichte auÿerhalb der Mode vernachlässigbar
ist.
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Abbildung 3.6: Theoretisch erwartete Energiedichte im transversalen elektri-
schen Feld. Die elektromagnetische Mode dominiert den Hochfrequenzbereich.
Mehr als eine Gröÿenordnungen schwächer und wesentlich breitbandiger ist
thermische Emission im Niederfrequenzbereich zu erkennen. Die Farbachse gibt
⟨E2⟩kω dk3 dω in erg/cm3 an.
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Gleichung 3.30 läÿt sich zusammen mit dem ersten Term von Gleichung 3.27 für jeden
Punkt im k-ω-Raum auswerten, um die spektrale Energiedichte zu erhalten. Um diese
einfacher mit dem Output der Testsimulationen vergleichen zu können multipliziert man
mit zusätzlich mit dk3 dω um die Energiedichte in erg/cm3 zu erhalten.
Wie Abbildung 3.6 zeigt dominiert die elektromagnetische Moden den Hochfrequenz-
bereich mit einer Energiedichte von bis zu ⟨E2⟩kω dk3 dω = 7,9 · 10−21 erg/cm3. Der
Niederfrequenzbereich enthält breitbandige thermische Emission rund um die Langmuir-
Mode mit einer Energiedichte von maximal ⟨E2⟩kω dk3 dω = 5,2 · 10−22 erg/cm3. Da das
Plasma unmagnetisiert ist sind keine weiteren Wellenmoden sichtbar.
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4 Theorie - Schocks

4.1 Geschichte der Schockphysik

Betrachtet man die Geschichte der Physik von Schockwellen, so hat man den Eindruck,
daÿ sämtliche bekannte Physiker des 18. und 19. Jahrhunderts an ihrer Entwicklung
beteiligt waren. Dies liegt daran, daÿ man für eine Theorie der Schocks erst deutli-
che Fortschritte in der Mathematik von Di�erentialgleichungen, der Akustik und der
Thermodynamik brauchte. Das Wechselspiel dieser Felder und der beteiligten Personen
ist interessant genug, daÿ es einige Bücher gibt, die sich diesem Thema widmen. Der
nachfolgende kurze Abriss stützt sich hauptsächlich auf Krehl (2008) und Salas (2009,
Kapitel 1.2).
Ausgangspunkt der Entwicklung war le Rond D'Alembert (1749), der die eindimensionale
Wellengleichung (wenn auch nicht in dieser Notation)

1

c2
∂2f

∂t2
=

∂2f

∂x2
(4.1)

und Lösungen dazu angab. Dies war in gewisser Weise die erste partielle Di�erential-
gleichung. Betrachtet man f allerdings nicht als den orts- und zeitabhängigen Luftdruck,
der zu einer Schallwelle gehört, sondern als Auslenkung einer gespannten Saite, kann
sich ein Problem ergeben. Wenn man an nur einer Stelle der Saite zupft, so ist f an
dieser Stelle nicht stetig di�erenzierbar. Diese Möglichkeit wurde von D�Alembert � in
Ermangelung der nötigen mathematischen Methoden � explizit ausgeschlossen, während
Euler (1748) sie als wichtig erachtete. Der korrekte mathematische Umgang mit solchen
Diskontinuitäten sorgte für einen Jahrzehnte langen Streit.
Später verö�entlichte Euler (1755) Gleichungen, die eine reibungsfreie Flüssigkeit be-
schreiben. Diese lassen prinzipiell Schockwellen in Form von endlichen Diskontinuitäten
zu, was jedoch von Euler selbst noch nicht analysiert wurde. Einen weiteren wichtigen
Beitrag lieferte er allerdings 1759 in einem Brief an Joseph de Lagrange, in dem er ver-
mutete, daÿ die Ausbreitung von Schall von dessen Intensität abhängen könnte (siehe
Euler 1759).
Poisson (1808) verö�entlichte eine Theorie der Schallwellen, welche nichtlineare E�ek-
te wie Wellenkopplung und Wellenaufsteilung enthält. Explizit diskutiert wurde dieser
E�ekt jedoch erst von Airy (1841) in seiner Beschreibung von Wasserwellen. Poisson dis-
kutierte zudem den Ein�uss von Druck- und Temperaturabnahme mit steigender Höhe
und verwendet dabei für den Adiabatenindex (den Biot erstmals in die Zustandsglei-
chung eingefügt hat) den noch heute verwendeten Buchstaben γ.
Christian Doppler verewigte sich durch die Erklärung des nach ihm benannten E�ekts
(siehe Doppler 1842). Er leistete einige Jahre später aber noch einen weiteren wichtigen
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Beitrag. Doppler (1847) sagt für Quellen, die sich schneller als die Schallgeschwindigkeit
durch das Medium bewegen, eine kegelförmige Wellenfront voraus und gibt mit Hilfe des
Huygens'schen Prinzips den korrekten Ö�nungswinkel µ an:

µ = arcsin
vS
v


. (4.2)

Stokes (1848) analysiert die schon vorher beobachtete und mathematisch beschriebene
Aufsteilung der führenden Wellenseite und berechnet die Zeit, bei der die Front theore-
tisch unendliche Steigung haben müsste. Er bemerkt korrekterweise, daÿ ab dieser Zeit
eine Diskontinuität besteht und gibt die Erhaltungsgleichungen für Masse und Impuls
an:

(ρd − ρu) vsh = ρdvd − ρuvu, (4.3)

(ρdvd − ρuvu) vsh =

ρdv

2
d − ρuv

2
u


+ (pd − pu) . (4.4)

Die Sprungbedingungen in Gleichungen 4.3 und 4.4 sind dabei in der modernen Notation,
die auch im Rest der Arbeit verwendet wird, angegeben. Diese kennzeichnet Gröÿen vor
dem Durchgang durch die Schockfront mit einem u und solche nach dem Durchgang mit
einem d. Die Geschwindigkeit vSh ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Schockfront
im gewählten Koordinatensystem. Die Dichte des Fluids wird mit ρ, der Druck mit p
bezeichnet.
Rayleigh �el jedoch auf, daÿ in diesem Fall die Energieerhaltung verletzt wird1. Dabei
blieb unberücksichtigt, daÿ in einem Schock Entropie erzeugt wird und ein Teil der
kinetischen Energie der Strömung irreversibel in Wärme umgesetzt wird.
Rankine (1870) �el einige Jahre später auf, daÿ man die beiden schon vorhandenen
Sprungbedingungen nicht genügen um sowohl die Schockgeschwindigkeit als auch Druck
und Dichte im Downstream alleine durch die Gröÿen im Upstream festzulegen. Diese
Unterbestimmtheit muÿ durch die Energieerhaltung aufgehoben werden. Unter der An-
nahme �the integral amount of heat received must be nothing� müssen Druck und Dichte
im Downstream also aus der Thermodynamik gegeben sein.
Hugoniot gibt den Zusammenhang einige Jahre später für ein polytropes Gas explizit
an. Dieser als Hugoniot-Relation bezeichnete Zusammenhang lautet (siehe Courant u.
Friedrichs 1976): 

1

ρu
− 1

ρd


pu + pd

2
= ed − eu. (4.5)

Dabei ist e die innere Energiedichte des Systems pro Masse. Für sie gilt:

e =
1

γ − 1

p

ρ
=

1

γ − 1
RT. (4.6)

Man kann Gleichung 4.5 also einerseits als weitere Gleichung, die Druck und Dichte
verknüpft betrachten. Andererseits hängt die innere Energie direkt mit der Temperatur

1Siehe dazu seinen Brief an Stokes, der in Truesdell (1987) abgedruckt ist.
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zusammen, die sich beim überqueren der Schockfront auf Grund der Entropieproduktion
verändert. Unabhängig von der Betrachtungsweise läÿt sich die innere Energie verwenden
um die Energieerhaltung als dritte Sprungebedingung anzugeben:


v2d
2

+ ed


ρdvSh −


v2u
2

+ eu


ρuvSh = ρdvd


ed +

pd
ρd

+
v2d
2


− ρuvu


eu +

pu
ρu

+
v2u
2


.

(4.7)
Ernst Mach und seine Mitarbeiter fertigten ab 1884 Bilder von Geschossen und der um-
gebenden Luft mit Hilfe der von Toepler 1864 verbesserten Schlierenphotographie. Mach
u. Salcher (1887) enthält mehrere solcher Abbildungen und eine genaue Beschreibung
der beobachteten Bugwelle von überschallschnellen Geschossen. Deren Form wird als
hyperbolisch beschrieben, mit dem später als Mach-Winkel bezeichneten Ö�nungswin-
kel und der Beobachtung, daÿ die Schockwelle ein Stück vor abge�achten Projektilen
beginnt. 2

De Ho�mann u. Teller (1950) erweiterten das Gebiet der Schockphysik von gasdyna-
mischen Schocks auf magnetisierte Schocks und damit auf Schocks im Plasma. Dungey
(1959) und Colgate (1959) diskutierten als Erste, daÿ der Schock nicht auf Fluide mit
Teilchenkollisionen beschränkt sind, sondern daÿ kollisionsfreie Schocks möglich sind.
Bei diesen �ndet der Übergang zwischen Upstream und Downstream nicht durch Teil-
chenstöÿe statt. Als mögliche Mechanismen wurden elektrische Felder durch Ladungs-
trennung oder die Kompression des Magnetfelds vermutet. Diese Arbeit enthält auch die
Vorhersage, daÿ der Druck im geschockten Plasma auf die hohen Elektronentemperatur
zurückzuführen ist, welche nicht mit der Ionentemperatur übereinstimmen muÿ. Auch
die Möglichkeit einer nicht relaxierten und damit nicht thermischen Energieverteilung
der Teilchen im Downstream wird erwähnt.
Axford (1962) und andere vermuteten, daÿ die Magnetosphäre der Erde einen solchen
kollisionsfreien Schock an der Seite, die der Sonne zugewandt ist, aufweisen sollte. Ness
et al. (1964) bestätigt die Existenz dieses Schocks anhand der Messdaten von IMP-1.
Sagdeev (1966) diskutiert ausführlich, wie dispersive Plasmawellen die Rolle von Stö-
ÿen übernehmen können und zu Schocks führen können, die wesentlich dünner als die
möglicherweise sehr lange mittlere freie Weglänge der Teilchen sein können. Zudem be-
schreibt er die mathematischen Analogien zwischen einem gedämpften Oszillator und
den räumlichen Schwankungen der Magnetfeldstärke bei der Überquerung der Schock-
front. Diese später als Sagdeev-Potential bezeichnete Beschreibung erklärt einige Details
der Schockstruktur, die bei der Modellierung als unendlich dünne Diskontinuität ver-
nachlässigt werden. Als dritten wichtigen Beitrag enthält der Artikel die Idee, daÿ Ionen
an der Schockfront re�ektiert werden können und dabei beschleunigt werden.
Forslund u. Shonk (1970) und Mason (1971) waren die ersten Wissenschaftler, die

2Die Tatsache, daÿ die Schockfront einen stumpfen, überschallschnellen Flugkörper nicht berührt,
brachte Julian Allen 1952 auf die Idee, dadurch die Wärmebelastung von Wiedereintrittskörpern
zu minimieren. Die Analyse in Allen u. Eggers (1958) ist also der Grund, wieso die Apollo und
Sojuz-Kapseln �ache Hitzeschilde und keine schlanke Raketenform besitzen, wie man naiv erwarten
könnte.
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Computersimulationen verwendeten, um Entwicklung und Struktur von kollisionsfrei-
en Schocks zu untersuchen.

4.2 Schockbeschreibung

Nach diesem geschichtlichen Abriss sollen nun die grundlegenden Eigenschaften eines
Schocks diskutiert werden. Dafür ist es als erstes nötig, die schon namentlich genannte
Mach-Zahl zu de�nieren:

M =
v

vS
. (4.8)

Im Falle von astrophysikalischen Schocks ist dabei die charakteristische Geschwindig-
keit v die Geschwindigkeit des Upstream-Mediums (zur De�nition dieses Begri�es siehe
weiter unten) vu im Ruhesystem der Schockfront. Auch mit der Geschwindigkeit des
Downstream vd ist eine Mach-Zahl verbunden, die im Folgenden mit Md bezeichnet
wird.
In einem kollisionsfreien Plasma wird die Teilcheninteraktion nicht durch Stöÿe, die
Information mit der Schallgeschwindigkeit vS transportieren, sondern durch kollektive
Wechselwirkung in Form von Plasmawellen dominiert. Dabei kommen mehrere Wellen-
moden in Frage, die ihre eigene charakteristische Ausbreitungsgeschwindigkeit aufweisen.
Die mikrophysikalischen Eigenschaften der Wellenmoden wurden bereits in Kapitel 3.4
erörtert. An dieser Stelle ist wichtig, daÿ die Schallgeschwindigkeit in der De�nition der
Mach-Zahl durch die Geschwindigkeit der Wellenmode, die an die Dichteschwankung
koppelt, ersetzt wird.
De�niert man die Mach-Zahl auf diese Weise, so läÿt sich die Bedingung für einen Schock
in Form der Prandtl-Relation sehr kompakt darstellen (siehe Krehl 2008, Seite 30 oder
Courant u. Friedrichs 1976, Seite 147):

Md < 1 < Mu. (4.9)

Die Strömung im Upstream tri�t also schneller auf die Schockfront, als ihr Wellen von
der Schockfront entgegen kommen können. Die Strömung hat folglich keine Zeit sich auf
kontinuierliche Art und Weise an die Existenz der Schockfront anzupassen, sondern tri�t
diese unvorbereitet und ist dementsprechend geschockt. Hinter der Schockfront hingegen
ist die Strömung langsamer als die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wellen3.
Abbildung 4.1 illustriert wie der Übergang zwischen überschallschnellem4 Upstream und
langsamerem, dichterem und wärmerem Downstream.

3zumindest wenn man die Strömunggeschwindigkeit in einem Koordinatensystem betrachtet, das sich
nicht zu schnell entlang der Schockfront bewegt. Andernfalls gilt die Forderung im Downstream nur
für die Mach-Zahl, die sich aus dem Verhältnis von v

∥
d und der Ausbreitungsgeschwindigkeit der

charakteristischen Wellenmode ergibt.
4oder schneller als die relevante Wellenmode. Es gibt aber kein prägnantes Wort für diese allgemeinere
Bedingung.
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Abbildung 4.1: Skizze der Magnetfeldkompression an einem überkritischen
Schock. Man erkennt deutlich die Trennung in den schnellen, schwach magneti-
sierten Upstream und den langsameren stärker magnetisierten Downstream. Die
beiden Bereich sind durch die Schockfront getrennt. Im Gegensatz zu gasdyna-
mischen Schockwellen in Luft ist die Schockfront nicht ein plötzlicher diskonti-
nuierlicher Sprung, sondern enthält nichttriviale Strukturen, die allerdings auf
deutlich kleineren Längenskalen als der mittleren freien Weglänge entstehen. Zu
diesen Strukturen gehört die Verdichtung schon vor der Schockfront, die durch
re�ektierte Teilchen erzeugt und als shock foot bezeichnet wird. Zudem erkennt
man, daÿ die Kompression zunächst überschieÿt und erst nach einigen Oszilla-
tionen sich dem grob konstanten Wert im Downstream nähert.

Bei Schockfronten in Luft oder typischen Gasen �ndet die Teilcheninteraktion durch Stö-
ÿe statt und die Dicke der Schockfront entspricht somit einigen wenigen freien Wegläng-
en. Die freie Weglänge von Gasmolekülen liegt in Luft bei etwa 0.6 µm (siehe Jennings
1988) und die Schockdicke bei etwa 3 µm (siehe Salas 2009). Im Sonnenwind in der Nähe
der Erdbahn hingegen ist die freie Weglänge der Ionen nach der klassischen Abschätzung
von Palmer (1982) im Bereich von 1010 bis 4 · 1010 Metern. Die Dicke des Bugschocks
(mehr zum Bugschock in Abschnitt 4.8.1) beträgt jedoch nur etwa 105 Meter, wie Bale
et al. (2003) aus Beobachtungen mit den Cluster-Satelliten schlossen.
Diese Längenskala ist weit unter der freien Weglänge aber lang genug, daÿ man die nicht
trivialen Strukturen der Schockfront au�ösen kann, die in Abbildung 4.1 angedeutet
sind.
Eine letzte Eigenschaft ist wichtig, um die Trennung zwischen Up- und Downstream zu
verstehen: Beim Durchgang durch die Schockfront wird Entropie erzeugt. Ein Teil der
kinetischen Energie des Upstream wird in chaotische Bewegung im Downstream � sprich
Wärme � umgewandelt. Die Flussrichtung ist also nicht umkehrbar.
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Das Magnetfeld spielt eine wichtige Rolle in astrophysikalischen Schocks. Unmagneti-
sierte, rein elektrostatische Schocks existieren nur in Ausnahmefällen und bleiben hier
unberücksichtigt. Betrachtet man nun also das Magnetfeld, so spielt neben der Kompres-
sion der Feldstärke, die in Abbildung 4.1 gezeigt ist, auch die Richtung des Magnetfelds
und deren Änderung eine wichtige Rolle. Abbildung 4.2 zeigt daher, wie der Winkel
Θ, der als shock normal angle bezeichnet wird, de�niert ist. Dieser Winkel wird von der
Ober�ächennormalen n⃗ der Schockfront und der Richtung des Magnetfelds im Upstream
eingeschlossen und ist wichtig für die Klassi�kation von Schocks.
Auÿerdem zeigt die Abbildung, wie sich die Magnetfeldkomponenten beim Übergang
über den Schock verhalten. Die parallele Komponente ist dabei erhalten, da andern-
falls Feldlinien an der Schockfront beginnen müssten. Dies würde die Anwesenheit von
magnetischen Monopolen erfordern, die bisher nicht beobachtet wurden. Die Komponen-
te senkrecht zur Schocknormalen hingegen wird verstärkt, was zu einer Änderung der
Magnetfeldrichtung führt.
Mit Hilfe des Winkels zwischen Magnetfeld und Schocknormalen kann man nun drei Fälle
unterscheiden. Der erste ist der sogenannte senkrechte Schock. Bei dieser Sorte Schock
können Teilchen über die Schockfront gyrieren, so daÿ diese eine natürliche Längenskala
durch den Gyroradius der Ionen hat. Zusätzlich ändert das Magnetfeld seinen Winkel
nicht, sondern wird lediglich komprimiert. In gewisser Weise sind diese Schocks daher
am engsten mit gasdynamischen Schocks verwandt. Andererseits führen die Gyration
über die Schockfront und die �freie� Bewegung auf den Feldlinien längs der Schockfront
zu einigen Szenarien für e�ziente Beschleunigung von Teilchen an dieser Schockart. Da
sich nur die schnelle magnetosonische Welle senkrecht zum Magnetfeld ausbreiten kann,
kommt diese als einzige der Moden, die eine Magnetfeldschwankung mit sich führen, als
Mechanismus für diesen Schocktyp in Frage. Daher ist klar, welche Geschwindigkeit zur
De�nition der Mach-Zahl herangezogen werden muÿ.
Die andere einfach zu klassi�zierende Art von Schocks sind solche, bei denen Magnetfeld
und Schocknormale parallel verlaufen. Diese parallelen Schocks sind insofern interessant,
als daÿ sie eigentlich kein senkrechtes Magnetfeld aufweisen, welches komprimiert wer-
den könnte. Da die Magnetfeldstärke aber anwachsen muÿ um die Sprungebdingungen zu
erfüllen, bildet sich ausgehend von mikroskopischen Magnetfeldschwankungen ein end-
liches senkrechtes Magnetfeld im Downstream. Der Winkel des Magnetfelds ändert sich
also deutlich durch das Auftauchen der neuen Magnetfeldkomponente. Da diese quasi
spontan �angeschaltet� wird, bezeichnet man solche Schocks auch als switch-on shocks.
Schocks mit anderen Winkeln fasst man als oblique shock oder schrägen Schock zusam-
men. Kleine Winkel werden teilweise als quasi-parallel bezeichnet, groÿe Winkel nahe
90◦ als quasi-senkrecht. Bis zu welcher Abweichung vom reinen Fall dies sinnvoll ist,
hängt jedoch von der Magnetisierung und der Mach-Zahl im Upstream ab.
Bei schrägen Schocks tritt der interessante Fall auf, daÿ neben der Schallwelle auch die
Alf�ven-Welle und die beiden magnetosonischen Wellen für die Ausbildung des Schocks
in Frage kommen. Je nach dominierender Mode wird der Schock als slow shock, interme-
diate shock oder fast shock bezeichnet. Sollte der Schock die Schockbedingung für mehr
als eine Wellenmode erfüllen, so gewinnt eigentlich immer die schnellste. Dies bedeutet
insbesondere, daÿ sehr starke, schräge Schocks stets fast shocks sind. Slow shocks sind
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(a) slow shock (b) rotational discontinuity (c) fast shock

Abbildung 4.2: Verschiedene Arten von schrägen Schocks. Bei einem slow shock
nimmt die senkrechte Komponente des Magnetfelds ab. Bei einem intermediate
shock wird das Magnetfeld nur um die Schocknormale gedreht, weswegen dieser
Fall auch als rotational discontinuity bezeichnet werden. Bei einem fast shocks
nimmt das senkrechte Magnetfeld zu.
Zusätzlich eingezeichnet ist, wie der Winkel Θ zwischen der Schocknormalen n⃗
und dem Magnetfeld im Upstream de�niert ist.

insofern von Interesse, als daÿ sie die einzige Schockart bilden, bei der die senkrech-
te Komponente des Magnetfelds abnimmt, die Feldlinien also zur Schocknormalen hin
abknicken.

Um die Eigenschaften des Downstream in all diesen Fällen näher zu beschreiben eignen
sich die im Folgenden beschriebenen Sprungbedingungen.

4.3 Sprungbedingungen

Die Sprungbedingungen verknüpfen die Eigenschaften des Mediums weit im Upstream
mit denen weit im Downstream. Sämtliche Modi�kationen durch den Schockfuÿ sind aus-
genommen. Zur Herleitung nimmt man an, daÿ weder Masse, noch Impuls oder Energie
im Bereich zwischen Up- und Downstream deponiert wird. Berücksichtigt man dabei
den Beitrag, den das Magnetfeld zu Impuls und Energie hat, so erhält man statt der
hydrodynamischen Sprungbedingungen in den Gleichungen 4.3 bis 4.7 die umfangreiche-
ren, magnetohydrodynamischen Sprungbedingungen. Zusätzlich benötigt man noch die
Divergenzfreiheit des Magnetfelds aus den Maxwell-Gleichungen. Damit erhält man:
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Herleitungen dieser Gleichungen (leider in unterschiedlichen Notationen) �nden sich zum
Beispiel in Anderson (1963), Tidman u. Krall (1971) oder Courant u. Friedrichs (1976).
Die Bedeutung der meisten Bedingungen ist bei näherer Betrachtung ersichtlich.
Gleichung 4.10 beschreibt, daÿ genausoviel Material in den Schock hineinströmt wie
diesen verläÿt. Die Alternative wäre eine Änderung der Massendichte am Schock, was
zumindest im stationären Fall auf Grund der Kontinuitätsgleichung für die Massendichte
nicht möglich ist, da ansonsten die Massendichte an der Schockfront über kurz oder lange
divergiert.
Gleichung 4.11 verbietet die Entstehung einer parallelen Magnetfeldkomponente. Be-
trachtet man einen Schnitt parallel zur Schockfront, so führt eine Zunahme der Magnet-
feldkomponente längs der Schocknormalen zu einer Zunahme an Fluÿlinien im Bereich
hinter der Schockfront im Vergleich zum Upstream. Das würde jedoch bedeuten, daÿ
Feldlinien an der Schockfront beginnen müssen, was die Existenz von magnetischen La-
dungen dort erfordern würde. Die senkrechten Komponenten des Magnetfelds hingegen
ändern sich, da die Strömung im Downstream langsamer und dichter ist und die Feldlini-
en zusammen mit dem Massenstrom komprimiert werden. Dies führt zu der Bedingung
in Gleichung 4.12.
Gleichung 4.13 kann man als Bedingung an das Druckgleichgewicht oder alternativ den
Impulsstrom pro Fläche durch die Schockfront betrachten. Der Druck muÿ über die
Schockfront ausgeglichen, bzw. der Impulsstrom erhalten sein, da anderenfalls eine Kraft
auf die Schockfront ausgeübt würde. Diese Kraft müsste die Schockfront beschleunigen,
was im verwendeten Koordinatensystem, in dem die Schockfront stationär ist, nicht
möglich ist. Beachtenswert ist, daÿ sowohl der dynamische Druck aus der Strömung
ρ v2, als auch der Gasdruck p aus der mikroskopischen Bewegung, als auch der magne-
tische Druck B2/8π berücksichtigt werden müssen. Gleichung 4.14 enthält analog die
Bedingungen an den Impulsstrom senkrecht zur Schocknormalen. Auch diese Gröÿe ist
erhalten, da andernfalls die Schockfront in der Richtung senkrecht zu ihrer Normalen
beschleunigt werden würde.
Als letzte verbliebene Bedingung beschreibt Gleichung 4.15 die Energieerhaltung am
Schock. Die Energiedichte muÿ in der Summe aus kinetischer Energie v2, innerer Energie
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e, der Spannenergie im Staudruck p · v und Energie im Magnetfeld erhalten bleiben. Der
kompliziert aussehende Ausdruck für die Energie im Magnetfeld ergibt sich aus dem
Poynting-Fluÿ, den Maxwell-Gleichungen und den anderen Sprungbedingungen.

4.4 Kompressionsverhältnis

Es gibt noch eine weitere Gröÿe, die die Verhältnisse in Upstream und Downstream
verknüpft, die jedoch nicht explizit in den Sprungbedingungen vorkommt. Dabei handelt
es sich um das Kompressionsverhältnis r. Dieses ist durch das Verhältnis der Dichten
de�niert:

r =
ρd
ρu

. (4.16)

Mit Hilfe der ersten Sprungbedingung in Gleichung 4.10 läÿt sich das Kompressionsver-
hältnis auch sofort durch die Geschwindigkeitskomponenten parallel zur Schocknormalen
ausdrücken:

r =
v
∥
u

v
∥
d

. (4.17)

Interessanter ist es das Kompressionsverhältnis für das Magnetfeld rM anzugeben:

rB =
|Bd|
|Bu|

. (4.18)

Es muÿ nicht identisch zum Kompressionsverhältnis der Teilchen sein, sondern liegt im
allgemeinen darunter. Dies liegt einerseits daran, daÿ nur die senkrechte Komponente
des Magnetfelds verstärkt wird und andererseits daran, daÿ ein Teil der Zunahme der
Elektronentemperatur aus dem Magnetfeld gespeist wird (siehe dazu auch Abschnitt
4.6).
Möchte man weitergehende Aussagen über das Kompressionsverhältnis tre�en, so lohnt
es sich zuerst einen unmagnetisierten Schock zu betrachten. Damit bleiben als Sprung-
bedingungen nur noch die Gleichungen 4.10, 4.13 und 4.15 übrig. Aus der De�nition
des Kompressionsverhältnis und Gleichung 4.13 für das Druckgleichgewicht erhält man
(diese und die folgenden Rechnungen orientieren sich an Fitzpatrick 2008):

pd = pu +
r − 1

r
ρuv

∥
u

2
. (4.19)

Dieser Ausdruck für den Druck kann in Gleichung 4.15 eingesetzt werden. Ersetzt man
zudem die innere Energie e durch Druck und Dichte, wie in Gleichung 4.6 angegeben,
so erhält man eine Gleichung für das Kompressionsverhältnis, was nur noch von Gröÿen
im Upstream abhängt:

r =
(γ + 1) ρu v

∥
u

2

(γ − 1) ρu v
∥
u

2
+ 2γ pu

. (4.20)
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Um diesen Ausdruck zu vereinfachen verwendet man die Schallgeschwindigkeit im Ups-
tream

vS =


γ
pu
ρu

(4.21)

und schreibt die Strömungsgeschwindigkeit als

v∥u = Mu vS. (4.22)

Das Kompressionsverhältnis hängt dann nur noch von der Mach-Zahl ab und ergibt sich
zu

r =
(γ + 1)M2

u

(γ − 1)M2
u + 2

. (4.23)

Schock, die gerade so die Schockbedingung in Gleichung 4.9 erfüllen, sind mit einem
Kompressionsverhältnis, das nur wenig gröÿer als Eins ist, verbunden. Mit steigender
Schockgeschwindigkeit steigt auch das Kompressionsverhältnis. Im Grenzfall unendlicher
Mach-Zahl divergiert das Kompressionsverhältnis jedoch nicht, sondern strebt gegen
den festen Wert (γ + 1)/(γ − 1). Ein Plasma besteht aus Punktteilchen mit n = 3
Freiheitsgraden und besitzt daher den Adiabatenexponenten γ = 1 + 2/n = 5/3. Der
Downstream ist also maximal viermal so dicht wie der Upstream5.
Betrachtet man zusätzlich ein Magnetfeld senkrecht zur Schocknormalen, so werden die
Sprungebedingungen etwas komplizierter und man muÿ zusätzlich Gleichung 4.12 be-
trachten. Diese Gleichung fordert, daÿ das senkrechte Magnetfeld genauso stark wie die
Dichte komprimiert wird. Eliminiert man wieder nach und nach die Gröÿen im Down-
stream, so erhält man auch hier eine Gleichung, die man nach dem Kompressionsgrad
au�ösen kann. Um diesen Ausdruck so weit wie möglich zu vereinfachen sollte man die
Geschwindigkeit im Upstream relativ zur Alfvén-Geschwindigkeit Mode angeben.
Der resultierende Ausdruck hängt zunächst von Mu, B⊥

u und pu ab. Tatsächlich kann
man allerdings einer der Abhängigkeiten entfernen, wenn man das Verhältnis von Teil-
chendruck und magnetischen Druck durch das Plasma β ausdrückt. Man erhält damit
folgenden Ausdruck für das Kompressionsverhältnis:

r =
M2

u(γ − 1) + (β + 1)γ −

M4

u(γ − 1)2 + 2M2
u(4 + (β − 1)(γ − 1)γ) + (β + 1)2γ2

2(γ − 2)
(4.24)

Dieser Ausdruck ist erkennbar unhandlich und es erscheint sinnvoll Grenzfälle zu be-
trachten. Der Fall β → ∞ führt zurück zum schon diskutierten unmagnetisierten Fall.
Betrachtet man den Fall eines Schock, der völlig vom magnetischen Druck dominiert ist
(β → 0), so erhält man:

r =
M2

u(γ − 1) + γ −


M4
u(γ − 1)2 + 2M2

u(4 + γ − γ2) + γ2

2(γ − 2)
. (4.25)

5Betrachtet man den hier nicht relevanten Fall ultrarelativistischer Teilchen, so erhält man γ = 4/3
und damit ein maximales Kompressionsverhältnis von 7.
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Das Kompressionsverhältnis wächst also mit steigender Mach-Zahl von Eins bis zum
maximal möglichen Wert von Vier.
Den anderen Grenzfall der Magnetfeldrichtung � parallel zur Schocknormalen � kann
man so nicht sinnvoll betrachten. Man erhält bei einer naiven Rechnung das Ergebnis,
daÿ er sich wie ein unmagnetisierter Schock verhält. Die Entwicklung des Magnetfelds
im Downstream wird nicht vorher gesagt. Betrachtet man jedoch den allgemeineren Fall
eines schrägen Schocks und läÿt dann den Winkel zur Schocknormalen gegen Null gehen,
so versteht man was beim parallelen Schock vor sich geht.
Der Fall des schrägen Schocks gestaltet sich leider deutlich schwerer zu handhaben als
der unmagnetisierte oder der senkrechte Schock. Um der zunehmenden Zahl an freien
Gröÿen Herr zu werden ist es sinnvoll das de Ho�mann-Teller-Bezugssystem (siehe 4.5.2)
zu verwenden. In diesem gilt sowohl im Upstream als auch im Downstream:

B⊥

B∥ =
v⊥

v∥
= tanΘ. (4.26)

Setzt man dies zusammen mit den Sprungbedingungen an und ersetzt nach und nach
alle Gröÿen im Downstream, so erhält man eine komplizierte Bestimmungsgleichung für
r. Diese Gleichung läÿt sich etwas vereinfachen, wenn man den Druck im Upstream über
das Plasma-Beta ausdrückt und die Geschwindigkeit des Upstream über die Machzahl
relativ zur Geschwindigkeit der schnellen magnetosonischen Mode. Damit erhält man:

(r(γ − 1)− γ − 1)

r

r − 2M2

u


+M4

u sec
2Θ

+ rM2

u (r(2− γ) + γ) tan2Θ = 0.
(4.27)

Diese Gleichung hat drei Lösungen, korrespondieren mit einem slow shock, einer rotatio-
nal discontinuity und einem fast shock. Die Lösungen lassen sich zwar explizit angeben,
sind aber extrem unhandlich und bringen keine neuen Erkenntnisse.
Ab einer gewissen Mach-Zahl fallen zwei der drei Lösungen zusammen. Physikalisch sind
dies die beiden langsameren Schocks, die sich gegenseitig annihilieren. Nur die Lösung,
die zum fast shock gehört bleibt im Grenzfall β → 0 und Mu → ∞ übrig. Bei dieser
Lösung zeigt sich, daÿ die Dichte und das senkrechte Magnetfeld das asymptotische
Kompressionsverhältnis von (γ+1)/(γ−1) aufweisen, das auch schon beim senkrechten
Schock auftauchte.
Betrachtet man den schon erwähnten Fall von Θ → 0, also einen parallelen Schock, so
gilt:

r =
Mu (γ + 1)

Mu(γ − 1 + 2β)
. (4.28)

Noch interessanter ist das Kompressionsverhältnis des senkrechten Magnetfelds, welches
keine feste Obergrenze besitzt:

B⊥
d

B⊥
u

=
(M2

u − 1) (γ + 1)

M2
u (γ − 1)− (γ + 1)

. (4.29)
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Für Mach-Zahlen nahe an


(γ + 1)/(γ − 1) wird dieses Verhältnis beliebig groÿ und
selbst winzige magnetische Schwankungen im Upstream führen zu einer ausgeprägten
Magnetisierung des Downstreams. Dieser Fall wird als switch-on shock bezeichnet. Für
nicht verschwindenden Winkel Θ divergiert die Magnetfeldverstärkung nicht mehr, kann
aber trotzdem deutlich über Vier liegen.
Neben dem Kompressionsverhältnis für die Plasmadichte und das senkrechte Magnetfeld
kann man auch die Kompression von Wellenmoden betrachten. Da diese für unterschied-
liche Wellenmoden unterschiedlich sein kann beschränkt man sich dabei üblicherweise
auf die Alfvén-Wellen. Diese interagieren am stärksten mit den Teilchen (insbesonde-
re energiereichen Protonen) am Shock und sind gewissermaÿen am interessantesten.
Dementsprechend wird dieses Kompressionsverhältnis auch als scattering center com-
pression ratio rk bezeichnet.
Nach Vainio u. Schlickeiser (1998) hängt diese über

rk = r
Mu +Hu

Mu +
√
rHd

(4.30)

mit dem Kompressionsverhältnis r des Plasmas zusammen. Dabei ist Mu die Mach-Zahl
relativ zur Alfvén-Geschwindigkeit im Upstream und Hu,d die Helizität der betrachteten
Wellenmodem im Upstream bzw. Downstream. Im Grenzfall eines sehr starken Schocks
mit sehr hoher Mach-Zahl ist der Unterschied zwischen r und rk vernachlässigbar. Gerade
für die Schocks mit vergleichsweise kleiner Mach-Zahl, wie die CME-getriebenen Schocks
in dieser Arbeit, kann es jedoch signi�kante Abweichungen geben. Insbesondere kann rk
(zum Beispiel in der Nähe von H = −1 und β = 0) den Wert vier übersteigen. Dies
betri�t vorallem Schocks mit moderater Mach-Zahl wie sie in dieser Arbeit auftauchen.

4.5 Koordinatensysteme

Betrachtet man die Sprungbedingungen in den Gleichungen 4.10-4.15, so fällt auf, daÿ
diese im Ruhesystem der Schockfront angegeben wurden, aber weder für die Richtung
von Strömungsgeschwindigkeit, noch für das Magnetfeld besondere Annahmen getro�en
wurden. Dadurch sind die Sprungbedingungen allgemein, aber auch recht unhandlich. Da
die Schockfront in der Richtung senkrecht zur Schocknormalen als eben und unendlich
ausgedehnt angenommen wird, hat man selbst im Ruhesystem der Schockfront noch die
Freiheit, das Koordinatensystem mit beliebiger Geschwindigkeit entlang der Schockfront
zu boosten. Auf diese Weise kann man in zwei spezielle Bezugssysteme gelangen, die im
Folgenden diskutiert werden sollen.

4.5.1 Bezugssystem mit senkrechter Anströmung

Bei einem Boost des Bezugssystems mit −v⊥ parallel zur Schockober�äche verschwindet
die tangentiale Geschwindigkeit der Strömung im Upstream so daÿ diese dann senkrecht
auf die Schockfront tri�t. Diese Wahl von v⃗u ∥ n⃗ wird auch als normal indicent fra-
me (NIF ) bezeichnet, da die Strömung entlang der Schocknormalen eintri�t. Zusätzlich
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kann das Koordinatensystem so gedreht werden, daÿ die senkrechte Komponente des
Magnetfelds im Upstream längs einer Koordinatenrichtung zeigt. Das Magnetfeld im
Downstream liegt in der Ebene, die von Schocknormale und Upstreammagnetfeld auf-
gespannt wird. Damit verschwindet die dritte Komponente des Magnetfelds auf beiden
Seiten der Schockfront. Dieses Bezugssystem mit senkrechter Anströmung kann unab-
hängig vom Winkel zwischen Magnetfeld und Schocknormale verwendet werden.

4.5.2 de Ho�mann-Teller-Bezugssystem

De Ho�mann u. Teller (1950) haben in ihrer Behandlung von schrägen Schocks ein
nützliches Bezugssystem vorgeschlagen. In diesem Bezugssystem tri�t die Strömung im
Upstream parallel zum Magnetfeld im Upstream ein und verläÿt die Schockfront im
Downstream parallel zum dortigen Magnetfeld. Man erreicht dieses Bezugssystem, indem
man einen Boost mit der de Ho�mann-Teller-Geschwindigkeit v⃗dHT durchführt. Diese ist
gegeben durch:

v⃗dHT =
n⃗× v⃗u × B⃗u

n⃗ · B⃗u

. (4.31)

Im de Ho�mann-Teller Bezugssystem gilt auf beiden Seiten der Schockfront v⃗ × B⃗ = 0,
die Felder sind also (anti-)parallel zur Fluÿrichtung und es gibt keine groÿskaligen elek-
trischen Felder längs der Schockfront. Bei quasi senkrechten Schocks funktioniert diese
Methode allerdings nicht, da die nötige Boostgeschwindigkeit gröÿer als die Lichtge-
schwindigkeit wird. Dieser Fall wird teilweise als superluminal bezeichnet.

4.6 Elektrostatisches Schockpotential

Die Sprungbedingungen in Abschnitt 4.3 verknüpfen die Fluid- und Feldgröÿen weit ab
von der Schockfront. In der Herleitung nimmt man � wie bei der Fluidbeschreibung üblich
� an, daÿ das Plasma neutral und ohne elektrische Felder ist. Bei genauerer Betrach-
tung zeigt sich jedoch, daÿ die Elektronen und Ionen aufgrund ihrer unterschiedlichen
Massen sich am Schock etwas unterschiedlich verhalten. Daher kann es hier kleinskalige,
aber geordnete elektrische Felder geben, die zu einem elektrischen Potentialunterschieds
über die Schockfront führen können. Dieses Schockpotential soll in folgenden näher be-
schrieben werden, bevor in Abschnitt 4.7 auf die möglichen Auswirkungen eingegangen
wird.
Morse (1973) enthält eine zugängliche Herleitung des Potentialsprungs für den Fall eines
senkrechten Schocks. Wichtigste Annahme in der Herleitung ist, daÿ die Schockdicke von
der Gröÿenordnung des Protonengyroradius ist und damit viel dicker als der Gyroradius
der Elektronen. Zumindest die Elektronen können daher als Fluid betrachtet werden.
Die Bewegungsgleichung für ein Flüssigkeitselement lautet:

neme
∂v⃗e
∂t

= −nee


E⃗ +

v⃗e
c
× B⃗


−∇Pe − nemeν (v⃗e − v⃗i) = 0. (4.32)
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Im Gegensatz zum Originalpapier ist die Notation der vorliegenden Arbeit angepasst
und die Rechnung in cgs-Einheiten. Der Kollisionsterm ν ist in der endgültigen Form
für das Potential nicht mehr enthalten. Wichtig ist nur, daÿ die Elektronen eine grob
isotrope Geschwindigkeitsverteilung haben und der Elektronendruck Pe in der Herleitung
als isotrop angenommen werden kann. Ob dies durch Stöÿe mit Ionen, oder durch starke
Fluktuationen der elektromagnetischen Felder bewirkt wird, ist hier egal.
Im gewählten Koordinatensystem mit senkrechtem Schock und Anströmung parallel zur
Schocknormalen lassen sich unter einigen Annahmen die Geschwindigkeiten explizit an-
geben:

ve,x =
Ey

B
c+

ν

Ωe

ve,y, (4.33)

ve,y = −Ex

B
c− c

n eB

∂Pe

∂x
. (4.34)

Die Kontinuitätsgleichung für die Masse erfordert ve,x/nu = vu/ne. Die Geschwindigkeit
ve,x kann man damit aus Gleichung 4.33 elliminieren, die Geschwindigkeit im Upstream
vu durch der Annahme Ey = vuBu. Löst man die resultierende Gleichung nach den
Gröÿen im Downstream auf, so erhält man:

B

n
=

Bu

nu

− η c jy
nuvu

. (4.35)

Darin enthalten ist der Strom jy = n e ve,y, der durch die Ablenkung der Elektronen
entlang der Schockfront erzeugt wird, und der spezi�sche Widerstand η. Dieser entsteht
aus dem Stoÿterm und ist gegeben durch:

η =
me ν

n e2
. (4.36)

Man erkennt jedoch bereits, daÿ das Magnetfeld weniger stark komprimiert wird als die
Dichte, falls der Strom Feldenergie in Wärme dissipieren kann. Besagter Strom läÿt sich
über das Ampèresche Gesetz auch schreiben als:

jy = − c

4π

∂B

∂x
. (4.37)

Setzt man die beiden Gleichungen für den Strom jy gleich und setzt Gleichung 4.34 ein,
so erhält man eine Gleichung für die räumliche Entwicklung des Magnetfelds. Ersetzt
man zusätzlich das elektrische Feld durch die Ableitung des elektrostatischen Potentials
Φ, so erhält man:

1

4π

∂B

∂x
=

n e

B

∂Φ

∂x
− 1

B

∂Pe

∂x
. (4.38)

Da der Druck der Elektronen sowieso als isotrop betrachtet wird, kann er durch die
Temperatur ausgedrückt werden, Pe = n kB Te. Löst man die vorhergehende Gleichung
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nach der Potentialdi�erenz auf und ersetzt den Druck auf diese Weise, so erhält man
direkt:

∂Φ

∂x
=

B

4π n e

∂B

∂x
+

kBTe

n e

∂n

∂x
+

kB
e

∂Te

∂x
. (4.39)

Um dies weiter zu vereinfachen, betrachtet man die zeitliche Veränderung der Beiträge
zur Energie eines in�nitesimalen Elements des Elektronen�uids. Dies umfaÿt die Wärme-
energie, die Spannenergie aufgrund des Drucks und die joulesche Wärme aufgrund von
Strom und Widerstand. Da man dies verwenden will um die vorhergehende Gleichung,
die in räumlichen Ableitungen formuliert ist, zu vereinfachen, ersetzt man die zeitlichen
Ableitungen in der Energiebilanz durch die Strömungsgeschwindigkeit und räumliche
Ableitungen. Zusammengefaÿt erhält man:

3

2
n v kB

∂Te

∂x
= −Pe

∂ve,x
∂x

+ η j2y. (4.40)

Auch diese Gleichung läÿt sich durch das Ersetzen des Elektronendrucks durch die Tem-
peratur und die Kontinuitätsgleichung für die Masse vereinfachen. Dividiert man zusätz-
lich die ganze Gleichung durch n v kB so lautet sie:

3

2

∂Te

∂x
=

Te

n

∂n

∂x
+

η j2y
nu vu kB

. (4.41)

Damit läÿt sich nun Gleichung 4.39 vereinfachen. Man ersetzt dafür B/n mittels Glei-
chung 4.35, ∂n/∂x mittels Gleichung 4.41 und (zum Kürzen des Stromterms) ∂B/∂x
mit Hilfe von Gleichung 4.37. Man erhält nach einigen algebraischen Vereinfachungen
für das Schockpotential :

∂Φ

∂x
=

1

4π e

Bu

nu

∂B

∂x
+

5

2

kB
e

∂Te

∂x
. (4.42)

Betrachtet man das elektrische Feld, das sich aus dem Potentialverlauf ergibt, so er-
kennt man, daÿ es positiv geladene Ionen von der Upstreamgeschwindigkeit zur niedri-
geren Downstreamgeschwindigkeit abbremst. Elektronen hingegen gewinnen durch das
elektrische Feld zunächst Energie, die sie allerdings in eine Zunahme von ungeordneter
thermische Bewegung umwandeln.
Während die Berechnung des Potentialverlaufs für den senkrechten Schock noch be-
herrschbar war, ist die Lage bei schrägen Schocks komplizierter. Goodrich u. Scudder
(1984) erkannten als zusätzliche Schwierigkeit, daÿ das berechnete elektrische Feld nicht
in allen Bezugssystemen gleich ist, sondern durch den Boost beim Wechsel vom und zum
de Ho�mann-Teller-System teilweise in magnetische Felder umgewandelt wird.
Dies erschwert bei Beobachtungsdaten, wie zum Beispiel Schwartz et al. (1988) oder
Bale et al. (2008), die das elektrische Feld in unterschiedlichen Bezugssystemen angeben,
sowohl den Vergleich untereinander, als auch mit theoretischen Vorhersagen. Trotzdem
lieÿ sich die Existenz des elektrostatischen Schockpotentials am Bugschock der Erde
bestätigen und die Stärke liegt mit etlichen hundert Volt im erwarteten Bereich.
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4.7 Teilchenre�exion

Wie in Abschnitt 4.6 beschrieben, kann sich ein elektrisches Feld an der Schockfront
bilden, welches Ionen verzögern kann. Ist der Potentialunterschied gröÿer als die Energie
des einfallenden Teilchens, wird es sogar re�ektiert. Zudem kann die Verdichtung der
magnetischen Feldlinien wie ein magnetischer Spiegel wirken, der ebenfalls Teilchen in
den Upstream re�ektiert. In beiden Fällen genügt die Beschreibung über eine Flüssigkeit
nicht mehr.
Während die Existenz der re�ektierten Teilchen durch einen Mehr-Fluid-Code auch in
MHD-Näherung noch beschrieben werden kann, ist es nicht möglich die Veränderung der
Geschwindigkeitsverteilung und die E�ekte auf das Plasma im Upstream-Bereich (Er-
höhung der Temperatur und Turbulenz) zu erfassen. Möchte man diese selbstkonsistent
beschreiben, muÿ man die Tatsache, daÿ es sich um strömende Einzelteilchen handelt,
berücksichtigen und einen kinetischen Simulationscode verwenden.
Dies betri�t insbesondere Schocks, die als überkritisch bezeichnet werden. Bei diesen
ist die ankommende Strömung so schnell, daÿ die Entropie-Produktion nicht genug der
kinetischen Energie in Wärme umwandeln kann, um den Downstream auf Geschwindig-
keiten im Unterschallbereich zu verlangsamen. Edmiston u. Kennel (1984) berechnen
anhand der magnetohydrodynamischen Sprungbedingungen die kritische Mach-Zahl, ab
der dieses Phänomen auftritt.
Livesey et al. (1982, 1984) analysieren anhand von Beobachtungsdaten des Bugschocks
der Erde, wie sich dieser verändert, wenn das überkritische Regime erreicht wird. Die
erste Veränderung ist, daÿ Oszillationen, wie in Abbildung 4.1 gezeigt, auftreten. Die
zweite neue Eigenschaft ist, daÿ sich ein Schockfuÿ bildet, der bei quasi-senkrechten
Schocks etwa einen Ionengyroradius dick ist. Diese Vorschock -Region wird dadurch er-
zeugt, daÿ Teilchen an der Schockfront gerichtet re�ektiert werden. Die Re�exion erfolgt
anhand eines einfachen Re�exiongesetzes, in das allerdings nicht die Ober�ächennor-
male der Schockfront eingeht, sondern die Richtung des Magnetfelds. Die Ionen prallen
also nicht an der Schockfront ab, sondern werden durch das Magnetfeld abgelenkt. Eine
geometrische Veranschaulichung �ndet sich in Abbildung 4.3a.
Bei der Re�exion wird die Geschwindigkeitskomponente senkrecht zum Magnetfeld im
Upstream erhalten, während die parallele Geschwindigkeitskomponente umgeklappt wird.
Ionen, die mit Geschwindigkeit vi auf die Schockfront tre�en, verlassen diese, falls sie re-
�ektiert werden, mit vref. Ab dem Punkt, an dem Teilchen mit dieser Geschwindigkeit die
Schockfront tangential verlassen können, existiert der Vorschockbereich der Ionen. Die-
ser Bereich ist in Abbildung 4.3a dunkelgrau hinterlegt. Während bei quasi-senkrechten
Schocks der Vorschockbereich nur etwa einen Gyroradius dick ist, kann sich der Schock-
fuÿ beim quasi-parallelen Schock deutlich weiter ausdehnen. Elektronen können zusätz-
lich die Schockregion in einem gröÿeren Winkelbereich � maximal (anti-)parallel zum
Magnetfeld � verlassen und erzeugen daher einen gröÿeren Vorschockbereich. Eine ge-
nauere Darstellung �ndet sich in Balogh u. Treumann (2013, Kapitel 6.2.3).
Interessanter als die genaue Ausdehnung der Vorschockregion sind die Auswirkungen der
Teilchen, die sich gegen die Strömung im Upstream-Bereich vom Schock wegbewegen.
Nah am Schock �ndet man zwei gegenströmende Populationen, eine Kon�guration, die
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(a) Die Re�exion von Ionen und Elek-
tronen in den Vorschock-Bereich erfolgt
gerichtet, mit einem einfachen Re�exi-
onsgesetz zwischen einfallender Geschwin-
digkeit, Magnetfeldrichtung um Upstream
und Richtung der re�ektierten Teilchen.
Abbildung nach Balogh u. Treumann
(2013, Abb. 6.3 und 6.16).

(b) Beobachtete Geschwindigkeitsvertei-
lung von Ionen aus Paschmann et al.
(1981). Man erkennt deutlich den Son-
nenwind mit klar de�nierter Strömungsge-
schwindigkeit und Temperatur. Zusätzlich
existiert ein Beam an re�ektierten Ionen,
der sich wieder vom Schock entfernt (ne-
gatives vy), aber eine etwas breitere Ge-
schwindigkeitsverteilung ausweist.

Abbildung 4.3: Re�exion von Ionen und Elektronen an der Schockfront.

nicht stabil ist. Es bilden sich daher eine oder mehrere Plasmainstabilitäten aus, die
Wellen produzieren und die Geschwindigkeitsverteilung der re�ektierten Teilchen zu-
nehmend modi�zieren. In nicht zu groÿem Abstand zum Schock �ndet man daher eine
Verteilung wie in Abbildung 4.3b wiedergegeben. Diese Geschwindigkeitsverteilung wur-
de von Paschmann et al. (1981) beobachtet. Mit wachsendem Abstand zum Schock wird
die Verteilung zunehmend breiter, sprich wärmer und di�user.

4.8 Kollisionsfreie Schocks in der Heliosphäre

Wie in Kapitel 2.2 schon erwähnt, �nden sich mehrere Sorten kollisionsfreie Schocks
im Sonnensystem. Die drei wichtigsten sollen im Folgenden in Skizzen dargestellt und
erläutert werden.

4.8.1 Bugschocks

Historisch zuerst entdeckt und in der gröÿerer Anzahl vorhanden sind Bugschocks vor
Hindernissen im Sonnenwind. Prinzipiell kann man mehrere Sorten an Bugschocks un-
terscheiden, je nachdem ob das Hindernis ein Magnetfeld oder eine Atmosphäre besitzt.
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Eine schöne Übersicht über die Umgebungen der verschiedenen Planeten �ndet sich in
Russell (1993).
Hindernisse wie der Mond, die keines von beidem besitzen, bilden keinen ausgeprägten
Bugschock aus. Ihr Ein�uÿ auf den Sonnenwind beschränkt sich hauptsächlich darauf,
einen Schatten mit fehlendem Sonnenwind zu hinterlassen, der sich auf einer Längenskala
von etlichen Hindernisdurchmessern von den Rändern her füllt. Eine genauere Beschrei-
bung �ndet sich in Ogilvie et al. (1996).
Schwach magnetisierte Planeten mit Atmosphäre, wie Venus und Mars, besitzen durch-
aus einen Bugschock. Dieser entsteht, weil die obere Atmosphäre ionisiert ist und für
das strömende Plasma des Sonnenwinds ein Hindernis darstellt. Der Schock berührt also
die Ionosphäre des Planeten und der Abstand zwischen dem Scheitel des Schocks und
dem Mittelpunkt des Planeten beträgt nur etwa 1,5 bis 2 Planetenradien. Für weitere
Details sei auf Zhang et al. (1990), beziehungsweise Vignes et al. (2000) verwiesen.
Damit bleibt noch der Fall magnetisierter Hindernisse im Sonnenwind. Wenn das Magnet-
feld des Himmelskörpers stark genug ist, hält es den Sonnenwind lange vor dem Erreichen
einer möglicherweise vorhandenen Atmosphäre auf. Ein solcher Bugschock ist in Abbild-
ung 4.4 für den Fall der Erde skizziert. Auch Merkur und die Gasplaneten Jupiter, Saturn
und Neptun fallen in diese Kategorie.

Abbildung 4.4: Skizziert ist der Bugschock der Erde für den einfachen Fall, daÿ
die Dipolachse des (in schwarz gezeichneten) Magnetfelds der Erde senkrecht auf
der Fluÿrichtung des (blau gezeichneten) Sonnenwinds und parallel zum inter-
planetaren Magnetfeld steht. Dies ist meist nicht der Fall, nördliche und südliche
Hemisphäre sind dann nicht symmetrisch. Die Zeichnung ist nicht maÿstabsge-
treu. Eine hübschere, aber weniger übersichtlichere Darstellung �ndet sich in
Birn et al. (2012)

Das Magnetfeld der Erde ist viel stärker als das Magnetfeld im Sonnenwind und erzeugt
daher eine groÿe Magnetosphäre um die Erde. Der Abstand zwischen dem Scheitel des
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Bugschocks und der Erde beträgt an der sonnenzugewandten Seite 12 bis 15 Erdradi-
en. Die Magnetosphäre der Erde erstreckt sich streng genommen nur bis zu Magneto-
pause, wo der Druck von Sonnenwind und Erdmagnetfeld sich gegenseitig aufheben. Die
Magnetopause trennt das (verformte) Magnetfeld im Sonnenwind vom planetaren Ma-
gnetfeld, was zur Ausbildung einer Stromschicht führt. Der Bereich zwischen der (in
Abbildung 4.4 gestrichelten gezeichneten) Stromschicht und dem Bugschock wird als
Magnetosheath bezeichnet und enthält turbulentes Plasma und ungeordnete Magnetfel-
der.
Auf der sonnenabgewandten Seite werden die Feldlinien des planetaren Magnetfelds
langgezogen und bilden einen als Magnetotail bezeichneten Schweif. Die Plasmadichte
im Schweif ist sehr gering. Da die Feldlinien im nördlichen und südlichen Schweif ent-
gegengesetzte Polarität haben, bildet sich von der letzten geschlossenen Feldlinie strom-
abwärts eine (in der Abbildung grün gezeichnete) Stromschicht. Diese Stromschicht ist
einige Erdradien dick und enthält eine Plasmaumgebung, die heiÿer6 und dichter ist als
der restliche Schweif. Die Stromschicht ist räumlich nicht stabil, sondern bewegt sich auf
der Skala von Stunden merklich auf und ab. Rekonnexion in dieser Stromschicht führt
einerseits dazu, daÿ Teilchen beschleunigt werden. Andererseits zieht sich die Feldlinie,
sobald sie nicht mehr unter Zug steht, zusammen. Durch beide Prozesse strömen Teil-
chen entlang der Feldlinien bis sie an den Polkappen die Atmosphäre der Erde erreichen
(siehe Angelopoulos et al. 2008). Die Interaktion der geladenen Teilchen mit Sticksto�-
und Sauersto�atomen in etwa 80 Kilometer Höhe führt zu sichtbaren Polarlichtern.

4.8.2 Termination Shock

Mittelbarer Grund für alle Bugschocks im Sonnensystem ist, daÿ der Sonnenwind mit
einer Geschwindigkeit auf die Hindernisse tri�t, die gröÿer ist als die Geschwindigkeiten
der Wellenmoden, die Dichteschwankungen und damit Informationen über die Exis-
tenz der Hindernisse in den Upstream transportieren würden. Mit zunehmender Distanz
von der Sonne nehmen Geschwindigkeit und Dichte des Sonnenwinds jedoch ab, so daÿ
ab einem gewissen Punkt die Ausbreitung nicht mehr super-alfvénisch statt�ndet. An
diesem Punkt be�ndet sich der sogenannte Termination Shock. An diesem sollte die Ge-
schwindigkeit des Sonnenwindes deutlich abnehmen, während Temperatur, Dichte und
Magnetfeld zunehmen.
Stone et al. (2005) berichten, daÿ der Satellit Voyager 1 diesen Schock im Dezember 2004
überquert hat. Voyager 2 erreichte auf einer anderen Flugbahn den Termination Shock
Ende August 2007. Die erwarteten Änderungen der Plasmaeigenschaften, wie Tempe-
raturzunahme und Geschwindigkeitsabnahme, wurden, wie in Burlaga et al. (2009) be-
richtet, eindeutig beobachtet. Auch die Zunahme von Dichte und Magnetfeld wurde
bestätigt. Die Messungen dieser beiden Gröÿen zeigen allerdings deutlich gröÿere Fluk-
tuationen, hauptsächlich aufgrund von Unzulänglichkeiten der Sensoren.
Auÿerhalb des Termination Shocks be�ndet sich eine warme Plasmaumgebung, die als
Heliosheath bezeichnet wird. Ganz analog zur Magnetopause der Erde �ndet sich auch für

6tatsächlich sogar heiÿer als der Sonnenwind
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Abbildung 4.5: Simulation der Temperaturverteilung im äuÿeren Sonnensys-
tem. Deutlich zu erkennen sind der termination shock bei 150 AU, an dem der
Sonnenwind sub-alfvénisch und wärmer wird. Bis zur Heliopause kühlt er durch
Expansion ab. Jenseits der Heliopause stammt das Plasma aus dem kälteren
interstellaren Medium. Ob der Bugschock wirklich ein Schock, oder eine unter-
kritische Verdichtung ist, ist nicht abschlieÿend geklärt. Abbildung übersetzt aus
Stone (2001) basierend auf Simulationen von Zank (1999).

den Sonnenwind eine Grenzschicht, an der Druckgleichgewicht mit dem anströmenden
interstellaren Medium herrscht. Diese wird als Heliopause bezeichnet wird. Die genauen
Eigenschaften dieser Grenzschicht, sowie der Plasmaumgebung jenseits davon sind noch
nicht abschlieÿend geklärt. Daher muÿ man sich bisher auf Simulationen wie die von
Zank (1999) verlassen, auch wenn Beobachtungen unerwartete E�ekte wie die Existenz
einer Depletion Region (Burlaga et al., 2013) zeigen. Auch die Existenz eines Bugschocks
des Sonnensystems ist nicht sicher, da unklar ist, ob die Strömung des interstellaren
Mediums dafür schnell genug auf die Heliosphäre tri�t.

4.8.3 CME-getriebene Schocks

Es existiert noch eine dritte Sorte kollisionsfreier Schocks im Sonnenwind. Diese treten
auf, wenn sich Auswürfe aus der Korona wesentlich schneller als der Sonnenwind von der
Sonne wegbewegen und den Sonnenwind einholen. Betrachtet man statistische Auswer-
tungen von CMEs, wie zum Beispiel Yashiro et al. (2004), so erkennt man, daÿ CMEs
sich typischerweise mit einigen hundert Kilometern pro Sekunde von der Sonne wegbe-
wegen. Die Expansionsgeschwindigkeit schwankt zwischen einzelnen CMEs und selbst
die jährlichen Mittelwerte hängen von der Aktivität der Sonne ab.
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Abbildung 4.6: Diese Abbildung zeigt eine Skizze der Magnetfeldstruktur an
einem CME getriebenen Schock im Sonnenwind. Ein CME höherer Dichte (in
grau gezeichnet) transportiert dabei eine Verdichtung von Material und Ma-
gnetfeld durch den Sonnenwind von der Sonne weg. Ist die Geschwindigkeit, mit
der er den Sonnenwind einholt, groÿ genug, so bildet sich eine Schockfront aus.
Abbildung übersetzt aus Lang (2007)

Als zusätzliche Komplikation muÿ man bedenken, daÿ CMEs sich nicht mit konstanter
Geschwindigkeit von der Korona entfernen, sondern anfänglich langsam aufsteigen, dann
deutlich beschleunigen und schlieÿlich mit hoher, nur langsam abnehmender Geschwin-
digkeit propagieren. Interessanterweise scheinen Flares mit der Beschleunigungsphase
korreliert zu sein (siehe Zhang et al. 2001).
Trotz allem kann man sagen, daÿ einige CMEs (etwa fünf Prozent) mit einer Geschwindig-
keit von 1000 Kilometern pro Sekunde oder mehr aufsteigen, schnell genug, um den
Sonnenwind mit einer gröÿeren Geschwindigkeitsdi�erenz als der lokalen Alf�ven-Ge-
schwindigkeit einzuholen.
Dies führt dazu, daÿ sich an der Vorderseite des aufsteigenden CMEs eine Schockfront
bildet. Diese wird in der englischsprachigen Literatur als piston driven bezeichnet, da
die Stoÿwelle durch einen Stoÿ von hinten ausgelöst wird, analog zu einem Kolben in
einem Stoÿrohr.
Abbildung 4.6 zeigt schematisch die Magnetfeldstruktur im Fall eines solchen CME-
getriebenen Schocks. Bildliche Wiedergaben sind trotz der groÿen Zahl an beobachtenden
Satelliten schwer zu �nden, da die Schockfront im Gegensatz zum Plasmoiden kaum
sichtbar ist. Vourlidas et al. (2003) gelang es, einen Schock in den Lasco C2 Bildern zu
identi�zieren.
Die vorliegende Arbeit versucht jedoch nicht die ungeklärten Fragen rund um die Er-
zeugung und Beschleunigung von CMEs zu klären, sondern überläÿt dies Simulationen
mit MHD Codes wie in Pomoell et al. (2011). Das Ziel ist vielmehr, mit realistischen
Parametern für das Plasma im Upstream (Temperatur, Magnetfeld, etc.) Schockfronten
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Abbildung 4.7: Am 2. April 1999 ereignete sich ein CME, der hier in einer
Aufnahme von Lasco C2 und EIT wiedergegeben ist. Vourlidas et al. (2003)
identi�zierten die scharfe Kante am Rand des CMEs als Schockfront.

zu simulieren, die mit den beobachteten Schockgeschwindigkeiten übereinstimmen und
es erlauben, die Mikrophysik am Schock zu untersuchen, ohne sich in den für PiC Codes
unzugänglichen Längenskalen zu verlieren.
Reiner et al. (1998) schlugen ein Modell vor, nach dem die oft mit CMEs koinzidieren-
den Type II Radiobursts durch Emission an der Plasmafrequenz der Vorschockregion
und der ersten Harmonischen entsteht. Energiequelle sind dabei Elektronen, die an der
Schockfront beschleunigt wurden. Wie Elektronen einer fest vorgegebenen Geschwindig-
keitsverteilung in der Vorschockregion Energie abgeben und Wellen erzeugen, wurde in
Ganse (2012) mit dem Acronym Code, der auch für die vorliegende Arbeit verwendet
wurde, untersucht. Wie die Geschwindigkeitsverteilung der Elektronen zustande kommt
soll aus theoretischer Sicht nun im folgenden Abschnitt erläutert werden. In Kapitel 7.3
wird dann diskutiert, ob die erwarteten Prozesse in den Simulationen beobachtet werden
konnten.

4.9 Beschleunigung geladener Teilchen

Schocks können auf verschiedene Arten die kinetische Energie des einströmenden Materi-
als nicht nur in Wärme, sondern auch in die Beschleunigung einzelner Teilchen umsetzen.
Da dies wie im vorherigen Abschnitt angesprochen für die Erzeugung von Radiobursts re-
levant und generell Gegenstand der Untersuchung in der vorliegenden Arbeit ist, werden
im Folgenden die wichtigsten Mechanismen für die Teilchenbeschleunigung an Schock-
fronten erläutert.
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4.9.1 Fermi Beschleunigung 2. Ordnung

Die erste Beschreibung eines e�ektive Beschleunigungsprozess stammt von Fermi (1949).
Auch wenn der Prozess nicht direkt Schockfronten involviert, ist es lehrreich, die Herlei-
tung zu verfolgen.

Abbildung 4.8: Ein Teilchen tri�t unter einem Winkel θ1 auf eine Plasmawolke
der Geschwindigkeit v und wird darin mehrfach gestreut, bevor es die Wolke in
eine zufällige Richtung θ2 wieder verläÿt. Abbildung aus Ivascenko 2009

Abbildung 4.8 skizziert die Situation, von der die Fermi Beschleunigung zweiter Ordnung
ausgeht. Ein (relativistisches) Teilchen tri�t unter dem Winkel θ1 auf eine Region, die
viele Streuzentren bietet und verläÿt diese nach einiger Zeit unter dem Winkel θ2. Die
Region bewegt sich gegen das Laborsystem mit der Geschwindigkeit v. Da die einzelnen
Streuprozesse elastisch sein müssen7, bietet sich eine Region mit starken Schwankungen
im Magnetfeld, etwa in Form von turbulenten Alf�ven-Wellen, an. An diesen kann das
Teilchen e�zient streuen und seine Richtung ändern. Die Energien im Laborsystem
(ungestrichen) und im Ruhesystem der Wolke (gestrichene Gröÿen) sind durch einfache
Lorentz-Transformationen verknüpft:

E ′
1 = γ E1 (1− β cos θ1) , (4.43)

E2 = γ E ′
2 (1 + β cos θ2) . (4.44)

Die relativistische Geschwindigkeit β und der zugehörige Lorentz-Faktor γ beziehen sich
dabei auf die Bewegung der Streuregion im Laborsystem. Da sich im Ruhesystem der
Wolke die Energie des einfallenden Teilchens nicht ändert, gilt E ′

1 = E ′
2. Der relative

Energiegewinn ist damit:

∆E

E
=

1− β cos θ1 + β cos θ2 − β2 cos θ1 cos θ2
1− β2

− 1. (4.45)

Da man eigentlich nicht einzelne Teilchen, sondern die Veränderung der Teilchenverteil-
ung durch die Streuregion betrachten will, mittelt man diese Gröÿe über alle Eintritts-

7andernfalls würde ein überdurchschnittlich energiereiches Teilchen im Mittel Energie verlieren, anstatt
beschleunigt zu werden
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und Austrittswinkel. Wenn genug Streuvorgänge passieren, kann man davon ausgehen,
daÿ θ2 komplett zufällig und isotrop verteilt ist. Für den Eintrittswinkel ist die Lage
etwas komplizierter, da mehr Teilchen die Wolke von vorne tre�en, als sie von hinten
einholen. Der ursprünglich betrachtete und einfach zu berechnende Fall ultrarelativis-
tischer Teilchen liefert dabei, daÿ die einkommenden Teilchen wie 1 − β cos θ1 verteilt
sind. Für die Mittelwerte erhält man also:

⟨cos θ1⟩ ≈ −1

3
β, (4.46)

⟨cos θ2⟩ = 0, (4.47)
∆E

E


≈ 4

3
β2. (4.48)

Man erkennt, daÿ der Energiegewinn wie die zweite Potenz der Geschwindigkeit der
Streuregion skaliert. Diese muÿ also eindeutig relativistisch sein, um signi�kant Teilchen
beschleunigen zu können. Für den erwähnten Fall von Streuung an Alfvén-Wellen ist β
durch das Verhältnis von vA zur Teilchengeschwindigkeit gegeben.
Auf Grund des Skalierungsverhaltens und der Tatsache, daÿ eine � für Schocks rele-
vantere � Abwandlung existiert, die linear mit β skaliert, wird der gerade dargestellte
Beschleunigungsmechanismus als Fermi Beschleunigung zweiter Ordnung bezeichnet.
Blandford u. Eichler (1987) folgend gibt es noch eine zweite Betrachtungsweise. Die Be-
schleunigung ist einMarkov-Prozess8 und erfolgt in kleinen Schritten9 ∆p⃗. Man kann also
an statt über die Bewegung einzelner Teilchen zu mitteln alternativ die Zeitentwicklung
der Phasenraumdichte f betrachten:

∂

∂t
f +

p⃗

m
· ∇xf +∇p ·


∆p⃗

∆t


f − 1

2
∇x


∆p⃗ ∆p⃗

∆t


f


= 0. (4.49)

Die Gröÿen in spitzen Klammern sind dabei die Fokker-Planck-Koe�zienten. Kennt man
die Wahrscheinlichkeit Ψ(p⃗,∆p⃗) mit der ein Teilchen in der Zeitspanne ∆t seinen Impuls
von p⃗ zu p⃗+∆p⃗ ändert, so kann man diese explizit angeben:

∆p⃗

∆t


=

1

∆t


∆p⃗ Ψ(p⃗,∆p⃗) d∆p⃗, (4.50)

∆p⃗ ∆p⃗

∆t


=

1

∆t


∆p⃗ ∆p⃗ Ψ(p⃗,∆p⃗) d∆p⃗. (4.51)

Bei der Fermi-Beschleunigung kann man die Rückwirkung auf die Wellen, die als Streu-
zentren dienen, vernachlässigen weswegen die die Streuwahrscheinlichkeiten einen einfa-
chen Zusammenhang für Energiegewinn und -verlust aufweisen:

Ψ(p⃗,∆p⃗) = Ψ(p⃗+∆p⃗,−∆p⃗). (4.52)

8Sie hängt nur von Ort und Geschwindigkeit des Teilchens ab, nicht von den Details der Teilchenbahn,
die das Teilchen an diesen Punkt des Phasenraums gebracht haben.

9Um einfacher zum relativistischen Fall übergehen zu können wird die Formulierung in den Impulsen
anstelle der Geschwindigkeiten verwendet
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Da zusätzlich die Streuwahrscheinlichkeit für ruhende Teilchen verschwindet kann man
einen (im allgemeinen tensoriellen) Di�usionskoe�zienten im ImpulsraumDpp einführen
und beide Koe�zienten damit ausdrücken:

∆p⃗

∆t


=

1

2
∇p


∆p⃗ ∆p⃗

∆t


= ∇pDpp. (4.53)

Die Zeitentwicklung für die Phasenraumdichte vereinfacht sich damit zu:

∂

∂t
f +


p⃗

m
· ∇x


f = ∇pDpp∇pf. (4.54)

Die rechte Seite dieser Gleichung entspricht von ihrer Struktur einer Di�usion im Im-
pulsraum mit impulsabhängigen Di�ussionskoe�zienten Dpp. Aus diesem Grund wird
Fermi Beschleunigung zweiter Ordnung auch als di�use Beschleunigung bezeichnet.

4.9.2 Fermi Beschleunigung 1. Ordnung

Abbildung 4.9: Skizze der Geometrie zur Herleitung der Fermi Beschleuni-
gung erster Ordnung an einem Schock. Die Winkel θ1 und θ2 werden relativ zur
Schocknormalen im Upstream angegeben. Die Struktur der Schockfront wird je-
doch gar nicht betrachtet, sondern nur der Energiegewinn beim Wechsel vom
Upstream- zum Downstream Bezugssystem.

Nachdem Fermi seine Theorie zur Herkunft der hochenergetischen kosmischen Teilchen
verö�entlicht hatte, gab es darauf aufbauende Arbeiten, die e�zientere Beschleunigungs-
szenarien an Schocks beschrieben. Dazu gehören zum Beispiel die Verö�entlichungen von
Bell (1978a,b) oder Blandford u. Ostriker (1978). Axford (1981) bemerkte, daÿ diese
Szenarien nicht nur für die kosmische Strahlung relevant sind, sondern auch für die
Teilchenbeschleunigung in der Heliosphäre eine Rolle spielen könnten. Daher soll hier,
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der Darstellung in Protheroe u. Clay (2004) folgend, skizziert werden, wie die Fermi
Beschleunigung erster Ordnung abläuft.
Die Herleitung funktioniert ähnlich wie bei dem Prozess zweiter Ordnung. Man verfolgt
die Energieänderung eines relativistischen Teilchens beim Wechsel vom Upstream Be-
zugssystem zum Downstream und zurück. Man erhält damit wieder Gleichungen der
selben Form wie Gleichung 4.43 und 4.44. Die Gröÿen β und γ sind diesmal durch die
Geschwindigkeitsdi�erenz zwischen der Upstream und Downstream Region gegeben. Der
relative Energiegewinn sieht etwas anders aus, da er diesmal im Upstream Bezugssystem
angegeben wird:

∆E

E1

= γ2
p (1− β cos θ1) (1 + β cos θ2)− 1. (4.55)

Der gröÿere Unterschied �ndet sich in der Winkelverteilung. Um diese zu erhalten, muÿ
man die möglichen Winkel mit dem Fluÿ an Teilchen, die unter diesem Winkel die
Schockfront überqueren, gewichten. Der Upstream strömt auf die Schockfront zu, Teil-
chen überqueren diese also hauptsächlich antiparallel zur Schocknormalen. Dies schlägt
sich in einem negativen mittleren θ1 nieder:

⟨cos θ1⟩ ≈ −2

3
. (4.56)

Damit ein Teilchen es vom Downstream wieder in den Upstream scha�t, muÿ es eine
gröÿere Geschwindigkeitskomponente antiparallel zur Schocknormalen aufweisen, als die
Schockfront im Downstream Bezugssystem. Dies ist vor allem für Werte von θ2 nahe
Null der Fall, sprich wenn das Teilchen sich direkt Richtung Upstream bewegt. Dies ist
natürlich nur für einen Teil der Teilchen gegeben, führt aber für die Teilchen, die es
tatsächlich in den Upstream scha�en zu:

⟨cos θ2⟩ ≈
2

3
. (4.57)

Damit erhält man einen relativ groÿen mittleren Energiegewinn, der linear mit der
Schockgeschwindigkeit anwächst: 

∆E

E1


≈ 4

3
β. (4.58)

Der Anteil an Teilchen für die dies passiert ist nicht all zu groÿ. Wenn es klappt, ist der
Energiegewinn aber substanziell. Problematischer ist, daÿ dieser Mechanismus nur für
Schockgeschwindigkeiten funktioniert, die zumindest mild relativistisch sind. Das ist in
manchen astrophysikalischen Szenarien der Fall, tri�t aber auf CME-getriebene Schocks
mit höchstens einem Prozent der Lichtgeschwindigkeit nicht zu. Auch die Frage, wie
Teilchen auf (mild) relativistische Geschwindigkeiten kommen, um dann durch Fermi
Beschleunigung Energie zu gewinnen, ist nicht geklärt und wird als injection problem
bezeichnet.
Falls genug Teilchen mit ausreichender Anfangsenergie in den Prozess injziert werden,
kann man auch das resultierende Spektrum angeben. Blandford u. Eichler (1987) zeigt,
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daÿ man ein Potenzgesetz erhält, dessen Spektralindex man unter einigen sehr allgemei-
nen Annahmen angeben kann. Sofern die Shockfront dünn im Vergleich zur mittleren
Weglänge zwischen zwei Streuvorgängen ist, die Streuung elastisch und zufällig erfolgt
und die Verteilungsfunktion hinreichend isotrop ist, erhält man10:

f(p) ∝ p
−

3 r

r − 1 . (4.59)

Dabei ist 1 < r ≤ 4 das Kompressionsverhältnis aus Abschnitt 4.4. Rechnet man die Ver-
teilung der Impulse via 4πp2f(p) dp = f(E) dE ∝ E−s in das entsprechende Powerlaw
für die Energieverteilung um (vergleiche Caprioli 2012), so erhält man:

f(E) ∝ E
−
r + 2

r − 1 . (4.60)

Der Spektralindex s des Potenzgesetzes für die Energie ist also (r+2)/(r− 1). Die Teil-
chendichte im Bereich hoher Energien fällt also mindestens wie 1/E2 ab. Bei genauerer
Betrachtung stellt man fest, daÿ die Rückwirkung der Teilchen auf den Schock diese
Grenze lockern (s < 2, Berezhko u. Ellison 1999) können. Die Anisotropie durch das
Magnetfeld hingegen kann zu einer strikteren Grenze führen (s = 2.5, Kirk et al. 1996).
Der für diese Arbeit nicht relevante ultrarelativisitsche Fall führt über die Erhöhung
des maximalem Kompressionsverhältnisses von vier auf sieben auch zu einem härteren
Spektrum mit s = 3/2.
Prinzipiell ist die E�zienz der Fermi-Beschleunigung unabhängig von Streumechanis-
mus. Die Herleitung von Gleichung 4.59 bzw. 4.60 geht jedoch davon aus, daÿ die
Streuwahrscheinlichkeit mit dem Kompressionsverhältnis zunimmt. Sollten die Teilchen
hauptsächlich resonante an Alfvén-Wellen gestreut werden, so muÿ man anstelle von r
das Kompressionsverhältnis rk für diese Wellen verwenden. Vainio u. Schlickeiser (1999)
zeigt, daÿ dies Spektralindices im Bereich 1 < s < 2 zuläÿt.
Zusätzlich zu diesen Unsicherheiten im erwarteten Spektralindex, kann man in einer Si-
mulation nicht erwarten, daÿ das Potenzgesetz, welches man für den stationären Zustand
erwartet, bis zu beliebig hohen Energien erfüllt ist, da die Teilchen viele Kollisionen und
damit viel Zeit benötigen, um so weit beschleunigt zu werden. Dementsprechend haben
andere Simulationen einen exponentiellen Cuto� beobachtet, an dem das Spektrum ab-
bricht (siehe Bednarz u. Ostrowski 1996, Spitkovsky 2008 oder Martins et al. 2009). Der
cut-o� Impuls wächst linear mit der Simulationsdauer und kann nach Kang (2011) über

pmax =
(2Mu − 1) · ((r − 1)Mu − r)

rMu (Mu − 1)
· β2 · eB · t (4.61)

abgeschätzt werden. Dabei ist Mu die Mach-Zahl relativ zur Alfvén-Geschwindigkeit
im Upstream, r das Kompressionsverhältnis, β die Schockgeschwindigkeit im Ruhesys-

10All diese Annahmen sind für die hier betrachteten Schock sinnvoll. Das Paper enthält auch noch
zwei weitere, unabhängige Herleitungen, die andere Annahmen tre�en und zum gleichen Ergebnis
kommen.
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tem des Upstreams als Bruchteil der Lichtgeschwindigkeit und B das Magnetfeld im
Upstream.

4.9.3 Ion Shock Sur�ng

Eine Möglichkeit, wie zumindest Ionen auf die nötigen Energien kommen könnten, um
sacht relativistisch zu werden, und einen Gyroradius deutlich gröÿer als die Dicke der
Schockfront zu haben, und dadurch z.B. an Fermi Beschleunigung teilnehmen zu können,
ist das sogenannte Shock Sur�ng.
Dieser Beschleunigungsmechanismus, der zum Beispiel in Shapiro u. Üçer (2003) an-
schaulich erklärt ist, betri�t vor allem Ionen, deren kinetische Energie 1/2miv

2
∥ aus der

Bewegung parallel zur Schocknormalen zu klein ist, um das elektrostatische Schock-
potential Φ zu überwinden. Diese Ionen sind nicht nur für die Vorschockregion verant-
wortlich, sondern halten sich lange genug in der Nähe der Schockfront auf, um vom elek-
trischen Feld, welches im Bezugssystem des Schock durch v⃗/c× B⃗ gegeben ist, entlang
der Schockfront beschleunigt zu werden. Die Geschwindigkeit senkrecht zur Schocknor-
malen v⊥ nimmt solange zu, bis die ablenkende Wirkung des Magnetfelds nicht mehr
durch die elektrische Abstoÿung kompensiert werden kann. Dies ist der Fall bei:

v⊥ =
E∥

B⊥
· c. (4.62)

Die Ionen �surfen� also die Schockfront entlang und sammeln Energie, bis sie das Schock-
potential überwinden können. Wie in Abschnitt 4.6 schon erläutert, ist die Berechnung
des elektrischen Felds nicht trivial und die Magnetfeldstärke ist aufgrund des Über-
schwingens nicht einfach anzugeben. Daher ist es schwer, eine Vorhersage über den
Energiegewinn zu tre�en, die sich mit der beobachteten Energieverteilung der Ionen
vergleichen läÿt. Hier könnten Simulationen mit hinreichender Ausdehnung quer zur
Schockfront Abhilfe scha�en.

4.9.4 Electron Shock Sur�ng

Elektronen können aufgrund der Polarität des elektrischen Schockpotentials nicht durch
den Mechanismus, der im vorhergehenden Abschnitt beschreiben wurde, Energie gewin-
nen. Generell sind Elektronen durch ihre kleinen charakteristischen Längenskalen nur
schwer für Beschleunigungsprozesse zugänglich. Hoshino et al. (2001) hat jedoch ein Mo-
dell zur Beschleunigung von Elektronen vorgeschlagen.
Ausgangspunkt ist, daÿ die einströmenden Elektronen und die re�ektierten Ionen eine Si-
tuation darstellen, die anfällig für die Buneman-Instabilität (siehe Buneman (1958)) ist.
Diese erzeugt starke Wellen, die an der Schockfront Solitonen-Charakter haben können.
Die Wellenlänge kann abgeschätzt werden und man erwartet:

λ = 2M vA/ωpe. (4.63)

Für hohe Machzahlen ist sie vergleichbar mit der Inertiallänge der Elektronen c/ωpe und
die Elektronen können � analog zu den Ionen und dem elektrostatischen Schockpotential
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� von der elektrostatischen Solitonwelle iüber längere Zeit getragen werden und entlang
der Schockfront surfen. Simulationen von Amano u. Hoshino (2007) zeigen Elektronen,
die längere Zeit an der Schockfront verweilen und derweil Energie gewinnen. Ob der Me-
chanismus auch für die CME getriebenen Schockfronten, die in der vorliegenden Arbeit
simuliert werden, relevant ist, wird in folgenden Kapiteln untersucht.
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5 Numerik

5.1 Bewegungsgleichungen für Phasenraumelemente

Die Vlasov-Gleichung beschreibt, wie in 3.2 erläutert, das zeitliche Verhalten der Phasen-
raumdichte f(x⃗, v⃗, t). Durch die Rückkopplung über die selbst erzeugten elektromagneti-
schen Felder entsteht eine komplexe, nichtlineare Dynamik im Plasma, die es unmöglich
macht, eine allgemeine Lösung der Vlasov-Gleichung direkt analytisch anzugeben. Als
Ausweg bietet sich die numerische Lösung einer geeigneten Diskretisierung der Vlasov-
Gleichung an. Systeme mit reduzierter Dimensionalität lassen sich hierbei in einigen Fäl-
len direkt simulieren, siehe Minoshima et al. (2011). Für den Fall, daÿ alle drei Raum-
und Geschwindigkeitsdimensionen relevant sind, erreicht man selbst mit geschickter Dis-
kretisierung und Lösungsverfahren hoher Ordnung, die die begrenzte Au�ösung e�zient
ausnutzen, schnell die Grenzen der gegenwärtig zur Verfügung stehenden Computer.
An dieser Stelle knüpfen Particle-in-Cell Codes an, die die kontinuierliche Phasenraum-
dichte wieder durch eine Summe einzelner Phasenraumelemente ersetzen:

f(x⃗, v⃗, t) →
Np
α=1

fα(x⃗, v⃗, t).

Jedes Phasenraumelement besitzt dabei eine Ausdehnung in Orts- und Geschwindig-
keitsraum:

fα(x⃗, v⃗, t) = wα ·Sx (x⃗− x⃗α(t)) ·Sv (v⃗ − v⃗α(t)) . (5.1)

Die Gröÿe wα wird dabei als Makrofaktor des Phasenraumelements bezeichnet; ihre Be-
deutung wird bei der Herleitung der Bewegungsgleichungen ersichtlich. Die Details der
Funktionen Sx und Sv werden in Abschnitt 5.2.2 erörtert. Um die Bedeutung der Phasen-
raumzerlegung zu erkennen muÿ man sich vergegenwärtigen, daÿ das dreidimensionale
(oder in einigen Fällen auch niedrigerdimensionale) Raumgebiet der Simulation in Zellen
zerlegt wird, die jeweils die Werte für die elektromagnetischen Felder, sowie die Strö-
me und Dichte enthalten. In jeder der Zellen sind aber nur einige Phasenraumelemente
vorhanden. Der Geschwindigkeitsraum wird also analog zum sparse sampling nicht voll-
ständig abgedeckt. Solange genug Phasenraumsamples pro Zelle und genug Zellen pro
räumlicher Variationslänge vorhanden sind, wird die Phasenraumdichte insgesamt aber
hinreichend durch die Summe der einzelnen Phasenraumelemente wiedergegeben.
Die groÿe Besonderheit von Particle-in-Cell Codes ist, neben der deutlichen Rechen-
zeitersparnis gegenüber Codes, die die Vlasov-Gleichung direkt diskretisieren, daÿ die
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resultierenden Bewegungsgleichungen für die Phasenraumelemente sehr intuitiv sind,
wie im Folgenden (folgend Lapenta (2011)) gezeigt werden soll.
Ersetzt man in der Vlasov-Gleichung in ihrer eindimensionalen, nicht-relativistischen
Form die Verteilungsfunktion durch die Summe aus einzelnen fα, so kann man Ablei-
tungen und Summation vertauschen und erhält für die Zeitentwicklung des einzelnen
Phasenraumelements:

∂fα
∂t

+ v · ∂fα
∂x

+
F

m
· ∂fα
∂v

= 0. (5.2)

Ausgehend von dieser Gleichung bildet man Momente und erhält nach Integration ein-
fachere Gleichungen. Im Falle des 0. Moment ergibt sich:

∂fα
∂t

+ v · ∂fα
∂x

+
F

m
· ∂fα
∂v

dx dv = 0. (5.3)

Auf Grund der Linearität des Integrals läÿt sich dies in drei Teile zerlegen. Zusätzlich
kann man Integrationsschritte vertauschen und die Form von fα aus Gleichung 5.1 ein-
setzen. Damit erhält man:

∂

∂t
wα


SxSv dx dv +


v


∂fα
∂x

dx dv +


F

m
· ∂fα
∂v

dv dx = 0. (5.4)

Für den ersten Summanden nutzt man nun aus, daÿ die beiden Formfaktoren in Ort- und
Geschwindigkeitsraum normiert sind. Der zweite verschwindet aufgrund der Periodizität
des Raumes, die wir hier der Einfachheit halber annehmen, bei Integration über den
Ort. Die Erkenntnis, daÿ fα im Limes v → ±∞ verschwinden muÿ, zeigt, daÿ auch
der dritte Teil identisch Null ist. Damit bleibt nur noch eine einfache Gleichung für die
Zeitentwicklung des Makrofaktors übrig:

∂

∂t
wα = 0. (5.5)

Das Gewicht eines jeden Phasenraumelements bleibt also im Verlaufe der Simulation
konstant. Streng genommen gilt Gleichung 5.5 nur für die Summe aller Phasenraumele-
mente. Die zusätzlichen Möglichkeiten und Komplikationen daraus werden in Abschnitt
5.6.2 kurz angeschnitten. Zunächst genügt, daÿ wir nicht in jedem Zeitschritt den Ma-
krofaktor auf komplizierte Art und Weise neu berechnen müssen.
Um die zeitliche Entwicklung des Systems zu simulieren benötigt man jedoch noch wei-
tere Gleichungen. Daher betrachtet man im Folgenden das erste räumliche Moment.

x · ∂fα
∂t

dx dv +


x · v · ∂fα

∂x
dx dv +


F

m
·x · ∂fα

∂v
dx dv = 0. (5.6)

Vereinfacht man wieder die drei Teile des Integrals getrennt, so kann man im ersten Teil
fα einsetzen, den Makrofaktor aus den Integralen ziehen und die Geschwindigkeitsin-
tegration ausführen. Im zweiten Teil des Integrals führt man die räumliche Integration
als partielle Integration aus und erhält so zwei Terme. Der letzte Teil des Integrals fällt
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genau wie bei der Berechnung des nullten Moments bei der Integration im Geschwindig-
keitsraum weg. Damit erhält man den noch nicht wirklich einfacheren Ausdruck:

wα
∂

∂t


x ·Sx dx+


v ·x · [fα(x)]L0 dv −


v


fα dx dv = 0. (5.7)

Die Ortsintegration von x ·Sx führt gemäÿ der Eigenschaften der Formfaktoren auf die
Teilchenposition xα. Der zweite Term hängt dabei vom Unterschied der Verteilungs-
funktion am linken und rechten Rand ab. Für die allermeisten Teilchen im Inneren des
Integrationsgebiets verschwindet diese Di�erenz, genau wie die Phasenraumdichte an
den Rändern selbst. Teilchen nahe an einem Rand haben unter Umständen einen Bei-
trag, der sich jedoch zumindest im Fall der einfachen periodischen Ränder, die wir hier
betrachten, weghebt. Im letzten Term Integration führt man die triviale Ortsintegration
aus. Die Geschwindigkeitsintegration liefert � wieder auf Grund der Eigenschaften der
Formfaktoren � die Teilchengeschwindigkeit vα. Man erhält somit als Bewegungsglei-
chung:

wα
∂

∂t
xα − wα vα = 0. (5.8)

Phasenraumelemente ändern ihre Position also genau wie gewöhnliche Teilchen durch
Propagation mit ihrer charakteristischen Geschwindigkeit. Um die zeitliche Veränderung
dieser Geschwindigkeit zu erhalten ist es nötig, das erste Moment im Geschwindigkeits-
raum zu betrachten.

v · ∂fα
∂t

dx dv +


v2 · ∂fα

∂x
dx dv +


F

m
· v · ∂fα

∂v
dx dv = 0. (5.9)

Dies läÿt sich ein klein wenig vereinfachen:

wα
∂

∂t


v ·Sv dv +


v2


∂fα
∂x

dx dv +


F

m
· v · ∂fα

∂v
dx dv = 0. (5.10)

Der zweite Term ist aufgrund der räumlichen Periodizität, die wir wieder annehmen,
gleich Null. Bei der Kraftwirkung im dritten Term nehmen wir der Einfachheit halber
an, daÿ die Kraft nicht geschwindigkeitsabhängig ist. Dies tri�t in einem Plasma nur für
das elektrische Feld zu. Die Herleitung läÿt sich auch ohne diese Annahme durchführen,
hier genügt aber der elektrostatische Fall1. Damit erhält man:

wα
∂

∂t
vα +

qα
mα

·


E · v · ∂fα
∂v

dx dv = 0. (5.11)

Führt man nun die Integration der Geschwindigkeit partiell aus so erkennt man, daÿ der
erste Term davon verschwindet. Damit bleibt nur noch

wα
∂

∂t
vα − qα ·wα

mα

·


E ·Sx dx = 0 (5.12)

1Es �nden sich zahlreiche Lehrbücher, die eine entsprechende Herleitung über die Momente für die Ma-
gnetohydrodynamik durchführen. Für die Bewegungsgleichung von Phasenraumelementen in PiC-
Codes �ndet sich allerdings keine Quelle, die die Herleitung im Detail ausführt.
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übrig. Der letzte Term ist ein Ausdruck für das elektrische Feld am Teilchenort E(xα).
Insgesamt erhält man so:

∂

∂t
vα − q ·wα

m ·wα

·E(xα) = 0. (5.13)

Die Geschwindigkeit des Phasenraumelements ändert sich also durch die Kraftwirkung,
die man am jeweiligen Ort erwartet. Damit genügt die Zeitentwicklung eines solchen
Elements genau den gleichen Entwicklungsgleichungen wie ein Teilchen der repräsen-
tierten Spezies. Der einzige Unterschied ist, daÿ sowohl Masse als auch Ladung um den
Makrofaktor wα erhöht sind. Dieses Äquivalent führt dazu, daÿ die Phasenraumelemente
oft (genau wie im Rest der Arbeit) als Makroteilchen bezeichnet werden. Ihr Verhalten
gleicht normalen Teilchen, was der Intuition und dem Verständnis bei der Codeentwick-
lung sehr zugute kommt.

5.2 Schema eines expliziten elektromagnetischen
PiC-Codes

Der vorhergehende Abschnitt hat den Zusammenhang zwischen Phasenraumelementen
und Makroteilchen erläutert und die Bewegungsgleichungen dieser motiviert. Nun soll es
darum gehen, wie sich das Wechselspiel mit den elektromagnetischen Feldern, die nur an
diskreten Gitterpositionen realisiert sind, gestaltet. Abbildung 5.1 skizziert den groben
Aufbau eines expliziten elektromagnetischen PiC-Codes.

Abbildung 5.1: Grundlegender Aufbau eines PiC-Codes aus den Zeitschritten
für Feld und Teilchen und den Interpolationsschritten für die lokalen Felder und
Ströme
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Zuerst wird die Teilchenbewegung, welche neue Positionen und Geschwindigkeiten be-
rechnet, ausgeführt. Dazu wird meist der nach seinem Er�nder benannte Boris-Push
verwendet, dessen Funktionsweise und Implementation in Abschnitt 5.2.3 beschrieben
wird.
In diesem Teilschritt werden elektrisch geladene Teilchen bewegt, was in elektrischen
Strömen resultiert. Diese Ströme müssen berechnet und an den geeigneten Gitterposi-
tionen abgelegt werden, um als Quellterme für das elektrische Feld zu dienen. Dazu wird
im Code, der für diese Arbeit verwendet wurde, das Verfahren von Esirkepov (2001)
verwendet, das in Abschnitt 5.2.4 näher erläutert wird.
Ausgehend von den Werten der elektromagnetischen Felder und der Quellterme ist es
möglich, die neuen Werte der Felder aus der Diskretisierung der Maxwell-Gleichungen
zu berechnen. Die verschiedenen Optionen hierzu werden in Abschnitt 5.2.5 diskutiert.
An dieser Stelle sind sowohl Teilchen als auch Felder einen Zeitschritt weiter in der Zu-
kunft bekannt und alle für die weitere Analyse interessanten Gröÿen werden gespeichert.
Durch die schiere Gröÿe der Simulation können hier Schwierigkeiten in der technischen
Umsetzung erwachsen, die in Abschnitt 5.6.4 angerissen werden sollen.
Um den Zeitschritt abzuschlieÿen und die nächste Teilchenbewegung zu beginnen ist
es jetzt noch nötig, aus den Feldern an den Gitterpositionen auf das lokale Feld an der
Teilchenposition zu schlieÿen. Hierfür wird der noch mehrfach vorkommende Formfaktor
benötigt. Aufgrund ihrer zentralen Rolle widmet sich der übernächste Abschnitt eben
diesen Funktionen.

5.2.1 Speicherung von Feldgröÿen auf dem Gitter

Makroteilchen weisen kontinuierliche Koordinaten auf und führen ihre Eigenschaften wie
Masse, Ladung und Geschwindigkeit mit sich; die Informationen über die elektromagne-
tischen Felder werden hingegen nur an diskreten Gitterpositionen gespeichert. Während
in einem elektrostatischen Code die Ladung auf das Gitter deponiert wird, das Potential
und daraus das elektrische Feld berechnet wird und von den gleichen Gitterpositionen
wieder auf die Teilchen wirkt, ist die Situation bei einem elektromagnetischen Code
komplizierter. Die Rotation von elektrischem und magnetischem Feld wirken über die
Maxwell-Gleichungen auf das jeweils duale Feld. Die Berechnung der Rotation benötigt
nicht nur Werte aus der lokalen Zelle sondern auch aus umliegenden Zellen. Damit ist die
Positionierung der Feldgröÿen in der Zelle plötzlich wichtiger als beim elektrostatischen
Code.
Um die Rotation numerisch einfach zu diskretisieren, ist es sinnvoll die beiden Felder
auf zueinander dualen Untergittern, die um ∆x/2 gegeneinander verschoben sind, zu
speichern. Diese Anordnung wurde in Yee (1966) vorgeschlagen und wird daher übli-
cherweise als Yee-Gitter bezeichnet. Für die konkrete Implementation der Rotation gibt
es neben der Diskretisierung von Yee (1966) mehrere Möglichkeiten, die in Abschnitt
5.2.5 diskutiert werden.
Die Wahl, welches der beiden Felder auf den Kanten und welches auf den Seitenmitten
der Zellen liegt, ist prinzipiell frei. Der Vorteil der im Code gewählten und in Abbildung
5.2 gezeigten Anordnung ist, daÿ beide tangentiale elektrische Felder und das normale
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(a) Elektrisches Feld (b) Magnetfeld

(c) Strom (d) Dichte

Abbildung 5.2: Gitterpositionen für elektrische und magnetische Felder, Strö-
me und Dichten von Ladung, Masse und Anzahl. Ströme sind Quellen des elek-
trischen Felds und daher an der gleichen Gitterposition abgelegt. Elektrische und
magnetische Felder sind an die Rotation des jeweils anderen Felds gekoppelt und
daher auf zueinander dualen Untergittern abgelegt. Die Wahl, welches der bei-
den Felder auf den Kanten und welches auf den Seitenmitten liegt, ist prinzipiell
frei. In der gewählten und hier gezeigten Anordnung lassen sich elektrisch leit-
fähige Wände auf die Ober�äche der Gitters legen. Die Dichten werden nicht
für die Berechnung sondern nur für die Visualisierung benötigt und sind daher
zwischen den Strömen und elektrischen Feldern platziert um die Einhaltung der
Kontinuitätsgleichung oder der Poisson-Gleichung leicht überprüfen zu können.
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magnetische Feld, die von den Randbedingungen an einer elektrisch leitfähigen Wand
vorgegeben werden, an der Ober�äche des Gitters liegen.
Ströme sorgen für eine zeitliche Änderung des elektrischen Felds und werden daher an
der gleichen Gitterposition wie dieses abgelegt. Der Code, der für diese Arbeit verwendet
wurde, kann zusätzlich für Visualisierungs- und Interpretationszwecke auch Dichten von
Ladung, Masse und Teilchenzahl berechnen. Diese werden am Ursprung der Zelle ge-
speichert. Damit entsprechen sie zwar nicht der Ladung in der Zelle � diese wird auf die
acht Eckpunkte aufgeteilt � sind aber praktischer gelegen um, die Kontinuitätsgleichung
oder die Poisson-Gleichung in diskreter Form zu betrachten.

5.2.2 Gewichtung zwischen Feld- und Teilchengröÿen

Gleichung 5.1 beschreibt formell, wie jedes der Makroteilchen aufgebaut ist. Damit ist
allerdings noch nicht geklärt, durch welche Funktionen sich die Formfaktoren Sx und
Sv realisieren lassen. Beim Formfaktor für die Geschwindigkeit ist die Lage relativ ein-
deutig. Alle bekannten Particle-in-Cell Codes verwenden Dirac-Delta-Funktionen für Sv.
Andernfalls müsste aufwendig geklärt werden, mit welcher Geschwindigkeit das Teilchen
propagieren soll und wie die Geschwindigkeit in die Berechnung der Lorentz-Kraft ein-
geht.
Im Ortsraum herrscht soweit Einigkeit daÿ die Erweiterung des eindimensionalen Form-
faktors auf zwei oder drei Dimensionen durch Faktorisierung vorgenommen wird:

S(x⃗) = S(x) ·S(y) ·S(z).

Umso gröÿer ist dafür die Auswahl an Funktionen die für S in Frage kommen. Bevor
diese diskutiert werden sei noch darauf verwiesen, daÿ in der Implementation statt der
shape function S oftmals das Integral darüber, also die Gewichtungsfunktion W (von
weight function) benötigt wird. Der Zusammenhang zwischen diesen beiden Möglichkei-
ten, einen Formfaktor zu spezi�zieren, ist gegeben durch:

W (x) =

 x+∆x/2

x−∆x/2

S(x′) dx′. (5.14)

Dieses Integral löst man analytisch und implementiert direkt W im Code, anstatt für
jede Zelle über S von jedem Teilchen zu integrieren. Dadurch spart man Rechenzeit und
erhöht die Genauigkeit.

Nearest Grid Point

Analog zur Wahl von Sv kann man natürlich auch für den Formfaktor im Raum Sx

eine Dirac-Delta-Funktion wählen. Konzeptionell erhält man so Punktteilchen, die sehr
geringen numerischen Aufwand pro Teilchen erfordern. Die Tatsache, daÿ sich ein ganzer
Abschnitt der vorliegenden Arbeit mit Formfaktoren beschäftigt, deutet aber schon an,
daÿ diese naive Wahl nicht optimal ist.
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(a) Teilchenform (b) Gewichtungsfunktion (c) Teilchengewicht in
zwei Dimensionen

Abbildung 5.3: Verschiedene Visualisierungen des einfachst möglichen Form-
faktors, der immer das gesamte Makroteilchen der nächstgelegenen Gitterposi-
tion zuordnet (Nearest Grid Point)

Das grundlegende Problem ist, daÿ die Zuordnung eines Teilchens immer nur direkt zum
nächstgelegenen Gitterpunkt erfolgt und sich bei Teilchenbewegung schlagartig ändern
kann. Dadurch wird die Ladung des Teilchens plötzlich einer anderen Zelle zugeordnet,
was einem starken kurzzeitigen Strompuls durch die Zellober�äche entspricht. Dieser
Strompuls führt zur Produktion starker elektromagnetischer Wellen, so daÿ man bei
diesem Formfaktor mit extrem groÿem Rauschen zu kämpfen hat. Hinzu kommt, daÿ die
Teilchen, wie in Abbildung 5.3c ersichtlich, nicht rund, sondern quadratisch sind. Der
Raum verliert hierdurch seine natürliche Isotropie, achsparallele und diagonale Richtun-
gen weisen unterschiedliche Zeitentwicklungen auf.

Cloud in Cell

Birdsall u. Fuss (1997) verö�entlichten den Vorschlag die Teilchengewichtung durch li-
neare Interpolation auf die beiden benachbarten Gitterpunkte zu verbessern und analy-
sierten die Auswirkungen dieses Verfahrens. Dabei zeigt sich, daÿ die Genauigkeit der
Verteilung von Teilchengröÿen auf Gitterpunkte etwa eine Gröÿenordnung kleinere Feh-
ler aufweist. Diese Verbesserung zeigt sich vor allem in drei Punkten:
Die e�ektive über das Gitter übertragene Kraft zwischen zwei Teilchen entspricht viel
besser dem erwarteten 1/r-Verlauf (die Analyse erfolgte in zwei Dimensionen). Für Ab-
stände kleiner als eine Zelle, in denen Gittere�ekte dominieren, zeigt die Kraft ein lineares
Verhalten, ohne wie beim NGP Schema einen Bereich mit inkorrekterweise verschwin-
dender Abstoÿung zu produzieren.
Abbildung 5.5 zeigt das Verhalten der Formfaktoren im Fourier-Raum. Analysiert man
den Formfaktor nullter Ordnung, so zeigt sich, daÿ dieser Beiträge in Höhe von 60%
des Maximums bei Wellenzahlen k > π/∆x enthält und im Bereich k > 2π/∆x lang-
sam abklingende Nebenmaxima von bis zu 20% der Maximalstärke besitzt. Diese hohen
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(a) Teilchenform (b) Gewichtungsfunktion (c) Teilchengewicht in
zwei Dimensionen

Abbildung 5.4: Verschiedene Visualisierungen des Cloud in Cell Formfaktors,
bei dem Makroteilchen genau eine Gitterzelle groÿ sind

Wellenzahlen werden vom diskreten Gitter auf niedrige Wellenzahlen abgebildet (Alia-
sing), was zu numerischen Artefakten führt. Der Formfaktor erster Ordnung hingegen
ist � aufgrund seiner gröÿeren Ausdehnung im Raum und seiner glatteren Form � im
Fourier-Raum viel kompakter.
Die Reduktion von Anteilen bei hohen Wellenzahlen hat neben der besseren Wiedergabe
von räumlichen Spektren noch einen weiteren Vorteil. Die Erhaltung der Gesamtenergie
ist wesentlich besser, das Plasma wird also viel weniger durch numerische E�ekte geheizt.
Als Abschätzung für den Energiegewinn im elektrostatischen Code verwenden Birdsall
u. Fuss (1997):

∆E ∝
 ∞

π/∆x

W̃ 2(k) dk.

Damit erwartet man für den CIC Formfaktor einen numerischen Energiegewinn der
etwa eine Gröÿenordnung kleiner ist als bei NGP. Abschnitt 6.3 wertet aus, wie groÿ die
Verbesserung in unserem elektromagnetischen Code tatsächlich ist.
Die Autoren merken auÿerdem an, daÿ der Wechsel von NGP zu CIC keine Selbstkräfte
auf das Teilchen hervorruft, solange sowohl Ladungszuweisung als auch Kraftberechnung
mit dem neuen Schema erfolgen. Generell ist es meist ratsam, den gleichen Formfaktor
für alle Teile des Codes zu verwenden. Ausnahmen von dieser Regel werden auf Seite 80
erörtert.

Triangular Shaped Cloud

Trotz aller Vorteile, die der CIC Formfaktor mit sich bringt, ist er nicht perfekt. Eine
mögliche anschauliche Erklärung für die Form des nächst-besseren Formfaktors ist die
Beobachtung, daÿ WNGP und SCIC identisch sind. Es bietet sich also an, ein dreieckiges
Pro�l für den Formfaktor zweiter Ordnung zu verwenden. Ausgehend von seiner Form
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Abbildung 5.5: Fourier-Transformierte der Gewichtungsfunktion und Aliasing.
In Rot ist der Verlauf der Gewichtungsfunktion für das Nearest Grid Point Ver-
fahren über die Wellenzahl k aufgetragen. Aufgrund des räumlichen Gitters wer-
den nur |k| < π/∆x korrekt wieder gegeben. Die Fourier-Transformierte (durch-
gezogene Linie) enthält jedoch auch Beiträge bei höheren k. Diese erscheinen
durch das Gitter fälschlicherweise bei kleineren k (gepunktete Linie), was als
Aliasing bezeichnet wird. E�ektiv führt dies zu einem modi�zierten Formfaktor,
der als gestrichelte Linie gezeigt ist. Zum Vergleich ist auch das Cloud in Cell
Verfahren gezeigt. Die stetige Gewichtungsfunktion fällt bei hohen k viel schnel-
ler ab, der e�ektive Formfaktor kommt dem gewünschten Verlauf viel näher.
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(a) Teilchenform (b) Gewichtungsfunktion (c) Teilchengewicht in
zwei Dimensionen

Abbildung 5.6: Verschiedene Visualisierungen des Standard-Formfaktors. Das
Teilchen hat hier ein Dreieckspro�l, was dem Verfahren die Bezeichnung Trian-
gular Shaped Cloud gegeben hat.

wird dieses Verfahren als Triangular Shaped Cloud bezeichnet. Die exakte Breite und
Höhe von STSC kann aus Überlegungen zur Ladungserhaltung und der korrekten Wie-
dergabe von langreichweitigen Kräften hergeleitet werden (siehe Hockney u. Eastwood,
1988), sie ist allerdings identisch zu WCIC. Die Gewichtungsfunktion besteht aus drei Pa-
rabelstücken, die sich numerisch e�zient auswerten lassen. Die Makroteilchen sind mit
diesem Verfahren doppelt so breit, der Radius, in dem die Hälfte der Ladung konzentriert
ist, steigt allerdings nur moderat von 3


3/π∆x/2 ≈ 0.49∆x auf etwa 0.66∆x.

Die resultierende Kraftwirkung ist stetig di�erenzierbar und die Teilchen sind wesentlich
�runder�. Erkennbar ist dies zum Beispiel wenn man Abbildung 5.4c mit Abbildung 5.6c
vergleicht. Durch die gröÿere Ausdehnung im Ortsraum ist der TSC Formfaktor im
Fourier-Raum besser lokalisiert, was die Wiedergabe von Spektren verbessert und die
Energieerhaltung deutlich genauer erfüllt.

Formfaktoren höherer Ordnung

Die Idee, einen Formfaktor niedrigerer Ordnung mit einer Rechteckfunktion zu falten,
um einen Formfaktor höherer Ordnung zu erhalten � oder anders formuliert Wi als Si+1

zu verwenden � läÿt sich natürlich weiter fortsetzen. Auf diese Art kommt man vom
TSC Formfaktor, der abschnittsweise linear ist, zum PQS (Piecewise Quadratic Shape)
Formfaktor, der, wie der Name schon andeutet, abschnittsweise aus Parabelstücken zu-
sammengesetzt ist. Die resultierende Kraftwirkung ist hier zweimal stetig di�erenzierbar
und die noch gröÿere Ausdehnung im Ortsraum sorgt für noch bessere Lokalisierung im
Fourier-Raum. Der Ladungshalbradius steigt auf etwas über 3∆x/4, die gesamte Aus-
dehnung der Gewichtungsfunktion ist vier Zellen. Diese Gröÿe sorgt dafür, daÿ bei der
Stromzuweisung (siehe 5.2.4) 125 Zellen betrachtet werden müssen, was sehr aufwendig
(und Speicherbandbreiten-intensiv) ist.
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(a) Teilchenform (b) Gewichtungsfunktion (c) Teilchengewicht in
zwei Dimensionen

Abbildung 5.7: Verschiedene Visualisierungen des Formfaktors der nächst hö-
heren Ordnung. Das Teilchenpro�l ist hier aus Parabelstücken zusammengesetzt.
Dementsprechend wird das Verfahren als Piecewise Quadratic Shape bezeichnet.

Eine weitere Iteration liefert den Piecewise Cubic Shape Formfaktor, der wenig überra-
schend aus Stücken von Polynomen dritter Ordnung zusammengesetzt ist. Die bereits
erläuterten Trends in den Eigenschaften setzen sich auch hier fort, der zusätzliche Auf-
wand rechtfertigt aber die erhöhten Kosten nicht, so daÿ dieser Formfaktor nicht in
nennenswertem Umfang verwendet wird.
Mit weiter steigender Ordnung n des Formfaktors nähert sich die Form immer weiter
einer Gausverteilung mit verschwindendem Mittelwert und Breite


n/12 ∆x an (siehe

Abe et al. (1986)).

Kombinationen von Formfaktoren

In der ersten Analyse des CIC Formfaktors und in weitergehenden Analysen anderer
Formfaktoren hat sich gezeigt, daÿ es sinnvoll ist, für beide Schritte, die Teilchengröÿen
und Gittergröÿen verknüpfen, den selben Formfaktor zu verwenden. Im Fall von elektro-
statischen PiC Codes läÿt sich leicht zeigen, daÿ andernfalls das Teilchen Selbstkräfte
von seiner eigenen Ladungsverteilung spürt, was die Impulserhaltung zerstört. Hockney
u. Eastwood (1988) zeigen, daÿ die Selbstkräfte für den Fall, daÿ die Ladung mit dem
CIC Verfahren verteilt und die elektrischen Felder mit dem NGP Verfahren vom Gitter
gesammelt werden, zu harmonischen Oszillationen führen, im umgekehrten Fall jedoch
exponentiell wachsende Felder auftreten. Generell führen Formfaktoren niedrigerer Ord-
nung in der Kraftberechnung zu gutartigerem Verhalten.
Die gängigen Analysen beschränken sich auf eindimensionale elektrostatische Codes,
bei denen Ladungsdichte, Potential und elektrisches Feld an der gleichen Gitterpositi-
on gespeichert werden. Im Falle elektromagnetischer Codes mit ihrer komplizierteren
Feldanordnung (siehe 5.2.1) ist die Lage allerdings komplizierter. Sokolov (2011) machte
daher den Vorschlag für die Feldinterpolation die Formfaktoren der Ordnung n− 1 und
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n geschickt zu kombinieren, während für die Stromverteilung weiterhin der Formfaktor
der Ordnung n verwendet wird.
Überlegungen zu Energie- und Impulserhaltung diktieren dabei, daÿ die Formfaktoren
der Ordnung n − 1 verwendet werden, wenn längs einer Richtung interpoliert wird, in
der die Feldkomponente vom Ursprung weg versetzt ist. Bei Ex, das längs der x-Achse
um ∆x/2 versetzt ist, also für die Interpolation in x:

S(x⃗) = Sn−1(x) ·Sn(y) ·Sn(z).

Für die Magnetfelder, die in den beiden Richtungen, in die sie nicht zeigen, versetzt sind,
wird also sogar zweimal der reduzierte Formfaktor verwendet. Im Fall von Bx also:

S(x⃗) = Sn(x) ·Sn−1(y) ·Sn−1(z).

Es läÿt sich analytisch zeigen, daÿ dieses Vorgehen die Energieerhaltung entscheidend
verbessert, was sich auch bei der Implementation imAcronym Code bestätigt hat (siehe
6.3). Der Preis, den man hierfür zahlt, sind (kleine) Selbstkräfte, die jedoch deutlich
schwächer sein sollten als die Kräfte durch die umgebenden Makroteilchen.

Subtracted Dipole Scheme

(a) Teilchenform (b) Gewichtungsfunktion (c) Teilchengewicht in
zwei Dimensionen

Abbildung 5.8: Die Teilchenform des Subtracted Dipole Scheme ist durch die
drei enthaltenen Delta-Funktionen unterschiedlichen Vorzeichens recht unüblich.
Bei diesem Verfahren wurde allerdings das Teilchengewicht direkt unter Einbe-
ziehung des Dipolmoments des Teilchens konstruiert und die Teilchenform hier
nur zur Visualisierung rekonstruiert. Die Teilchendichte ist hier im Gegensatz zu
allen anderen Formfaktoren stellenweise negativ.

Frühe eindimensionale, elektrostatische Codes (siehe Dawson 1970) nutzten teilweise
keine auf dem Gitter angeordneten Ladungsdichten für die Berechnung der elektrischen
Felder, sondern zerlegten direkt die Ladungsdichteverteilung in die Fourier-Moden. Der
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(a) Teilchenform (b) Gewichtungsfunktion (c) Teilchengewicht in
zwei Dimensionen

Abbildung 5.9: Beim modi�zierten Subtracted Dipole Scheme wurden die Un-
stetigkeiten aus der Teilchenform und die negativen Bereiche aus der Gewich-
tungsfunktion entfernt.

Vorteil ist, daÿ sich das Potential als Lösung der Poisson-Gleichung und damit die Kraft
auf jedes Teilchen sich im Fourier-Raum leicht berechnen läÿt. Der Nachteil ist, daÿ
bei steigender Systemgröÿe L sowohl die Anzahl der Teilchen als auch die Anzahl der
nötigen Fourier-Moden und damit der Aufwand pro Teilchen ansteigt.
Handhabbarer wird die Berechnung, wenn man feste Gitterpositionen einführt. Für je-
des Teilchen werden Multipolmomente der Ladung auf die Gitterpunkte abgelegt. Da-
bei ist der Monopolanteil identisch mit der Ladungsverteilung aus dem NGP-Schema.
Das Dipolmoment erhält man aus dem Produkt aus Teilchenladung und Abstand zum
nächsten Gitterpunkt qα(xα −Xi)/∆x. Das Quadrupolmoment skaliert quadratisch mit
xα − Xi, wird jedoch in den meisten Codes gar nicht betrachtet. Aus den Momenten
der Ladungsverteilung läÿt sich (näherungsweise) die Fourier-Zerlegung der Ladungs-
dichte berechnen, die relativ einfach das Potential liefert. Aus dem Potential werden die
Kraft und deren erste Ableitung für jeden Gitterpunkt berechnet. Diese gehen in die
Taylorentwicklung der Kraft am Teilchenort ein.
Die Berechnung der Momente der Ladungsverteilung und der Ableitungen der Kraft
verbraucht viel Speicher und Rechenkraft. Kruer et al. (1973) kam daher auf die Idee,
die Ableitungen der Kraft nicht explizit zu berechnen, sondern aus �niten Di�erenzen
zwischen den Gitterpunkten zu rekonstruieren, was einigen Speicherplatz spart. Genau-
so lassen sich die höheren Momente der Ladungsverteilung durch �nite Di�erenzen der
Monopoldichte annähern. Üblicherweise betrachtet man dabei nur die Dipoldichte und
erhält das Subtracted Dipole Scheme. Die Besonderheit ist hier, daÿ man einen Formfak-
tor angeben kann, der direkt Ladungs- und Dipoldichte korrekt wiedergibt. Dieser ist in
Abbildung 5.8 gezeigt. Rechnet man zurück auf die zugrundeliegende Teilchenform, so
erhält man Abbildung 5.8a und erkennt einige Unterschiede zu den anderen Verfahren,
die daher rühren, daÿ hier direkt die Gewichtungsfunktion 5.8b konstruiert wurde. Das
Teilchen hat Beiträge in drei Zellen, ist also mindestens zwei Zellen breit, die Diskonti-
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nuitäten sorgen jedoch dafür, daÿ das Spektrum S̃(k) deutlich langsamer abfällt als für
andere Formfaktoren dieser Ausdehnung. Dies führt zu erhöhtem Aliasing und damit
schlechter Energieerhaltung.
Kruer et al. (1973) schlägt daher auch ein verbessertes Verfahren vor, bei dem nicht
Ladungs- und Dipoldichte eines Punktteilchens sondern eines Teilchens, das eine Zelle
breit ist, verteilt werden. Der resultierende Formfaktor ist in 5.9 gezeigt. Das Verfahren
ist identisch zu einer Zerlegung der Teilchen in zwei Hälften, die um ±∆x/2 gegenein-
ander versetzt sind und beide mit dem CIC Formfaktor behandelt werden. Dementspre-
chend funktioniert es auch nicht besser als die direkte Verwendung des CIC Verfahrens
zusammen mit einer Glättung der Quellterme. Tatsächlich zeigt sich, daÿ das linea-
re Interpolieren automatisch die Dipolanteile relativ zur Zellmitte enthält. Aus diesem
Grund wurde die Idee der Multipol-Expansion kaum weitergeführt und die allermeisten
Codes beschränken sich darauf, die Ladungsdichte als nullte Ordnung der Ladungsver-
teilung durch immer bessere Formfaktoren auszudrücken. Abschnitt 5.6.1 behandelt die
Möglichkeit, Quellterme oder Felder im Fourier-Raum zu �ltern, um Aliasinge�ekte zu
reduzieren.

5.2.3 Bewegung der Teilchen

Hat man sich � zum Beispiel nach Lektüre von Abschnitt 6.3 � für einen Formfaktor
entschieden, so kann man diesen verwenden, um aus den Werten des elektromagnetischen
Felds an den Gitterpunkten das elektromagnetische Feld an der Teilchenposition xα zu
bestimmen. Damit die Summation über die Gitterzelle schnell geht, summiert man nicht
über alle Gitterpunkte im Simulationsgebiet, sondern nur über die Gitterpunkte nahe
an der Teilchenposition, für die der Formfaktor S nicht verschwindet. Anschlieÿend läÿt
sich prinzipiell leicht die Kraft auf das Teilchen berechnen:

F⃗ = q

E⃗ + v⃗/c× B⃗


. (5.15)

Damit lieÿe sich eine neue Teilchengeschwindigkeit für den nächsten Zeitschritt berech-
nen:

v⃗ t+1/2 = v⃗ t−1/2 +∆t · F⃗ /m. (5.16)

Genauere Betrachtung zeigt jedoch, daÿ die Kraft F⃗ zum Zeitpunkt t von der Geschwin-
digkeit v⃗ t abhängt, die weder bekannt noch leicht berechenbar ist. Näherungsweise kann
man jedoch annehmen, daÿ gilt:

v⃗ t =
1

2


v⃗ t+1/2 + v⃗ t−1/2


. (5.17)

Setzt man die Gleichungen 5.15, 5.16 und 5.17 ineinander ein, so erhält man folgenden
Zusammenhang, der implizit die korrekte neue Geschwindigkeit angibt:

v⃗ t+1/2 = v⃗ t−1/2 +
q∆t

m
·

E⃗t +

v⃗ t+1/2 + v⃗ t−1/2

2c
× B⃗t


. (5.18)
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Eine gute Möglichkeit diese implizite Gleichung zu lösen, bietet die Methode von Boris
(Penn et al., 2003). Hier wird die Wirkung der elektrischen und magnetischen Felder
getrennt berechnet. Zuerst wird die Beschleunigung durch das elektrische Feld berech-
net und zur Hälfte auf die Geschwindigkeit angewandt. Die Wirkung des Magnetfelds
beschränkt sich auf eine Drehung des Geschwindigkeitsvektors und läÿt sich über zwei
Kreuzprodukte explizit angeben. Die zweite Hälfte der Beschleunigung durch das elek-
trische Feld wird auf die gedrehte Geschwindigkeit angewandt und ergibt die neue Ge-
schwindigkeit v⃗ t+1/2. Die geometrischen Zusammenhänge zwischen den vektoriellen Grö-
ÿen ist in Boris (1970) erklärt und in Abbildung 5.10 wiedergegeben.

v⃗− = v⃗ t−1/2 + q∆t
2m

E⃗,

Ω⃗ = q∆t
2mc

B⃗,

t⃗ = 2 Ω⃗

1+Ω⃗ · Ω⃗ ,
v⃗′ = v⃗− + v⃗− × Ω⃗,

v⃗+ = v⃗− + v⃗′ × t⃗,

v⃗ t+1/2 = v⃗+ + q∆t
2m

E⃗.

Dadurch, daÿ sich die Gleichung 5.18 auf die Weise au�ösen läÿt, benötigt man kein
Prädiktor-Korrektor-Verfahren, sondern kann die neue Geschwindigkeit numerisch e�-
zient ermitteln. Trotzdem erhält man, wie man es sich von einem impliziten Updatever-
fahren erho�t, hohe Genauigkeit und Stabilität. Für den Fall groÿer Zeitschritte riskiert
man keine numerischen Instabilitäten, sondern erhält stabile Gyrationen � allerdings mit
zunehmend verfälschtem Larmor-Radius. Nimmt die Zeitschrittlänge immer weiter zu,
so geht der Boris-Push in die adiabatische Drift über. Für sehr kleine Magnetfelder oder
Zeitschritte zeigt sich das Verfahren selbst bei 107 Schritten pro Gyration unemp�ndlich
gegen Rundungsungenauigkeiten in der Berechnung.
Das Verfahren läÿt sich für den Fall relativistischer Geschwindigkeiten auf u⃗ = γ(v⃗) · v⃗
anwenden, solange man annimmt, daÿ sich die Geschwindigkeit und damit der Lorentz-
Faktor nicht zu schnell ändert. Vay (2008) diskutiert die Grenzen und Verbesserungs-
möglichkeiten dieses Ansatzes, die jedoch erst bei γ ≈ 1000 relevant werden, also bei
Geschwindigkeiten, die weit jenseits dessen liegen, was für diese Arbeit relevant ist.
Während die Geschwindigkeitsabhängigkeit der Kraft die Berechnung der neuen Ge-
schwindigkeit etwas komplizierter gestaltet, ist die Berechnung der neuen Position trivial
möglich. Ort und Geschwindigkeit sind um einen halben Zeitschritt ∆t gegeneinander
versetzt und der neue Ort berechnet sich zu:

x⃗ t+1 = x⃗ t + v⃗ t+1/2 ·∆t. (5.19)

5.2.4 Stromberechnung

Nachdem der erste Schritt aus Abbildung 5.1 � die Bewegung der Teilchen � mit Ab-
schnitt 5.2.3 erfolgt ist, wenden wir uns nun dem nächsten Schritt zu: der Berechnung des
Stroms. Als ersten Ansatz berechnet man den Strom aus der Ladung der Teilchen und
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Abbildung 5.10: Illustration der Funktionsweise des Boris-Push in der Ebene
senkrecht zum lokalen Magnetfeld. Die Rotation durch das Magnetfeld kann in
zwei Schritten geometrisch konstruiert werden. Die Wirkung des elektrischen
Felds wird in zwei Hälften vor und nach der Rotation geteilt.

ihrer Geschwindigkeit und verteilt ihn mit Hilfe des Formfaktors auf die Gitterpunkte:

⃗ (X⃗ijk) =

α

qα · v⃗α ·S(x⃗α − X⃗ijk). (5.20)

Diese naive Methode ist in Abbildung 5.11a skizziert. Leider hat Gleichung 5.20 ein
groÿes Problem: Die Position und Geschwindigkeit der Teilchen sind nicht zu den glei-
chen Zeitpunkten bekannt. Man kann versuchen, dies zu beheben, indem man die Ge-
wichtungsfunktionen der beiden Zeitpunkte vor und nach dem Zeitpunkt, zu dem die
Geschwindigkeit bekannt ist, mittelt (siehe Boris, 1970), oder indem man den Ort durch
Mittelung oder Verschiebung mit der aktuellen Geschwindigkeit für eine halbe Zeit-
schrittlänge berechnet (siehe Morse u. Nielson, 1971) und für die Gewichtung verwendet.
All diese Ansätze führen aber nicht zu einer Stromzuweisung, die die Kontinuitätsglei-
chung zwischen Strom und Ladung erfüllt, was zu einem Anwachsen der elektrischen
Felder führt. Entweder man korrigiert das elektrische Feld, wozu man eine Poisson-
Gleichung lösen muÿ, oder man verwendet eine kompliziertere Stromzuweisung, die per
Konstruktion ladungserhaltend ist.
Glücklicherweise stehen mehrere solche Algorithmen zur Auswahl. Der Erste wurde von
Villasenor u. Buneman (1992) verö�entlicht und nimmt an, daÿ das Teilchen sich wäh-
rend des Zeitschritts auf einer geraden Bahn zwischen Anfangs- und Endpunkt bewegt
hat. Je nachdem wie viele Zellober�ächen auf diesem Weg durchquert wurden, wird der
Strom in mehreren Unteralgorithmen auf die betro�enen Zellen verteilt.
Umeda et al. (2003) enthält eine Alternative, die höhere Rechengeschwindigkeit bei ähn-
lich guter Wiedergabe der Physik bietet. Bei dieser wird die Teilchenbewegung in ein zwei
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Abbildung 5.11: Verschiedene Methoden der Stromberechnung in einem Gitter
(durchgezogene Liniuen). Gestrichelt dargestellt sind die Mittelsenkrechten. In
dieser Darstellung ist der Strom an der Mitte einer Gitterkante einfach das Inte-
gral der Ladungsdichte, das eine Begrenzungslinie in einem Zeitschritt überquert.
In der naiven Stromberechnung wird dies angenähert, in dem man Teilchenge-
schwindigkeit mal Teilchenladung mit Hilfe des Formfaktors um die Position zur
Hälfte des Zeitschrittes aufs Gitter gewichtet. Das Verfahren von Umeda teilt
die Bewegung in zwei Teilstücke auf, die Begrenzungslinie nur an Zellgrenzen
überqueren können. Das Verfahren von Esirkepov spaltet die Bewegung in achs-
parallele Anteile auf und ist im Text näher erläutert.
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Teilstücke zerlegt. Die Einschränkung ist hierbei, daÿ die Teilchen die Symmetrieebenen
der Gitterzelle nur exakt in der Zellmitte durchstoÿen können. Wird keine der Symme-
trieebenen erreicht, so erfolgt die Teilung einfach auf halben Weg. Die Symmetrieebenen
und den resultierenden Knick in der Bewegung (weswegen das Verfahren auch teilweise
als Zick-Zack-Verfahren bezeichnet wird) kann man in Abbildung 5.11b erkennen.
Im Code wird hauptsächlich das Verfahren von Esirkepov (2001) verwendet. Dieses ist
zwar auf kartesische Gitter beschränkt, ist dafür aber mit beliebigen faktorisierbaren
Formfaktoren verwendbar. Im Gegensatz zu den anderen Verfahren enthält es keine
Spezialfälle2 was zu kompakterem Code führt. Da dieses Verfahren für fast alle Simu-
lationen in dieser Arbeit verwendet wurde soll im Folgenden die Funktionsweise und
Implementation näher erläutert werden.
Wer die Erklärung anhand des Originalpapers nachvollziehen will, sollte beachten, daÿ
dort die Gewichtungsfunktion W als Formfaktor S bezeichnet wird, und daÿ die Git-
terpositionen der elektrischen und magnetischen Feld gegenüber der Wahl im Code ver-
tauscht sind. Betrachtet man nun die Kontinuitätsgleichung in einer Zelle i, j, k, so erhält
man in diskreter Form3:

ρ t+1
i,j,k − ρ t

i,j,k

∆t
+
j
t+ 1

2

x i+ 1
2
,j,k

− j
t+ 1

2

x i− 1
2
,j,k

∆x
+
j
t+ 1

2

y i,j+ 1
2
,k
− j

t+ 1
2

y i,j− 1
2
,k

∆x
+
j
t+ 1

2

z i,j,k+ 1
2

− j
t+ 1

2

z i,y,k− 1
2

∆x
= 0. (5.21)

Dabei hat jedes Teilchen α einen Beitrag ρα zur Ladungsdichte:

ρ t
α i,j,k = qα ·W


x t
α −Xi


·W


y t
α − Yj


·W


z t
α − Zk


. (5.22)

Die Gewichtungsfunktion muÿ dazu normiert sein, die Summe über die Ladungsbeiträge
ρα i,j,k über alle Gitterpunkte i, j, k muÿ also die Ladung qα des Teilchens ergeben. Alle
Formfaktoren in Abschnitt 5.2.2 erfüllen diese Forderung.
Für die weitere Herleitung ist es hilfreich, sich den Vektor C⃗ (im Originalpaper als
W bezeichnet, was leicht mit der Gewichtungsfunktion verwechselt werden könnte) als
(skalierte) räumliche Ableitung des Stroms zu de�nieren:

C
t+ 1

2
x i,j,k = − 1

qα

∆t

∆x


j
t+ 1

2

x i+ 1
2
,j,k

− j
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2

x i− 1
2
,j,k


, (5.23)

C
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2
y i,j,k = − 1
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∆x
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y i,j+ 1
2
,k
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t+ 1
2
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
, (5.24)

C
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2
z i,j,k = − 1

qα
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∆x


j
t+ 1

2

z i,j,k+ 1
2

− j
t+ 1

2

z i,j,k− 1
2


. (5.25)

Mit dieser Gröÿe reduziert sich die Kontinuitätsgleichung für den Beitrag eines einzelnen
Teilchens auf:

C
t+ 1

2
x i,j,k + C

t+ 1
2

y i,j,k + C
t+ 1

2
z i,j,k = W


x⃗ t+1
α − X⃗i,j,k


−W


x⃗ t
α − X⃗i,j,k


. (5.26)

2Damit ist das Verfahren prinzipiell branchfrei implementierbar.
3Es ist verständlich, aber beim Nachvollziehen oder Implementieren unpraktisch, daÿ das Originalpaper
einen Groÿteil der Indizes unterdrückt.

87



Zur Bestimmung von C⃗ nimmt man an, daÿ sich dieser Vektor als Linearkombination
von folgenden acht Gröÿen darstellen läÿt:

W1 = W (x t
α −Xi) · W (y t

α − Yj) · W (z t
α − Zk) ,

W2 = W (x t+1
α −Xi) · W (y t

α − Yj) · W (z t
α − Zk) ,

W3 = W (x t
α −Xi) · W (y t+1

α − Yj) · W (z t
α − Zk) ,

W4 = W (x t
α −Xi) · W (y t

α − Yj) · W (z t+1
α − Zk) ,

W5 = W (x t
α −Xi) · W (y t+1

α − Yj) · W (z t+1
α − Zk) ,

W6 = W (x t+1
α −Xi) · W (y t

α − Yj) · W (z t+1
α − Zk) ,

W7 = W (x t+1
α −Xi) · W (y t+1

α − Yj) · W (z t
α − Zk) ,

W8 = W (x t+1
α −Xi) · W (y t+1

α − Yj) · W (z t+1
α − Zk) .

Diese acht Gröÿen beschreiben die Ladungsverteilung des Teilchens zentriert um den
Anfangspunkt der Bewegung, den Endpunkt und die sechs anderen Eckpunkte des ach-
sparallelen Quaders, der von diesen beiden Punkten aufgespannt wird. (Die achsparal-
lelen Bewegungen sind für den zweidimensionalen Fall in Abbildung 5.11c skiziert.) Um
zu bestimmen, welche Linearkombination verwendet wird, stellt man einige physikalisch
motivierte Forderungen auf. Die Erste ist, daÿ die Kontinuitätsgleichung in Form von
Gleichung 5.26 erfüllt ist. Die zweite Forderung betrachtet Teilchenbewegungen in einer
Ebene senkrecht zur Achse e⃗β. Für diesen Fall fordert man, daÿ der entsprechende Strom
jβ und damit Cβ verschwindet. Als drittes fordert man noch, daÿ bei der Vertauschung
zweier Koordinaten auch die Einträge in C⃗ vertauschen, der Strom also unabhängig von
der Reihenfolge der Koordinatenachsen ist. Dies genügt bereits, um die Linearkombina-
tion eindeutig festzulegen und damit eine explizite Konstruktion von C⃗ anzugeben.
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1
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W3 +

1

6
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6
W2 +

1

3
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1

3
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Im ersten Augenblick sieht es so aus, als müsste man Gleichung 5.25 aufwendig lösen,
um von C⃗ aus Gleichung 5.29 auf den Strombeitrag eines Teilchens zu schlieÿen. Glück-
licherweise sind jedoch die Gewichtungsfaktoren W und damit C⃗ nur für einen kleinen
Bereich um die Teilchenposition ungleich Null. Um jx i+ 1

2
,j,k in der Zelle i, j, k zu be-

stimmen, beginnt man also an einem Punkt weit genug links vom Teilchen, so daÿ der
Strom in der linken Nachbarzelle i−1, j, k sicher Null ist. Damit ist die Stromberechnung
trivial. Dies erlaubt es, aus der Kenntnis von Cx i+1,j,k den Strom jx i+ 3

2
,j,k zu bestimmen

und man kann sich Schrittweise durch jede Zelle in dem Streifen mit konstantem j und
k hangeln. Analog arbeitet man sich für die beiden anderen Komponenten des Stroms
entlang von Streifen längs der Stromrichtung vor.
In der Implementation ist dies der Performance-kritische Teil des Codes, da für jedes von
extrem vielen Teilchen Strombeiträge in etliche Zellen geschrieben werden müssen. Im
Falle des TSC-Formfaktors ist die Gewichtungsfunktion drei Zellen breit. Berücksichtigt
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man, daÿ das Teilchen sich ganz am linken oder rechten Rand einer Zelle be�nden kann
und sich in einem Zeitschritt bis zu eine Zelle weit bewegen kann, muÿ der Strombeitrag
in 63 Zellen berechnet und geschrieben werden. Es rentiert sich daher, einige kleine
Änderungen an der Berechnung vorzunehmen.
So berechnet man zum Beispiel nicht alle W1...8 in jeder Zelle neu, sondern einmal die
Gewichte Wx für die Zellpositionen links und rechts der Teilchenposition. Analog be-
rechnet man die Wy und Wz in den beiden anderen Richtungen. Dies erfordert für alle
drei Raumrichtungen nur 15 Auswertungen der Gewichtungsfunktion.
Als nächstes betrachtet man die Änderungen der Gewichte ∆Wi := W t+1

i − W t
i . Dies

erfordert nur 15 zusätzliche Auswertung der Gewichtungsfunktion. Wie Esirkepov (2001,
Gl. (31)) andeutet, lassen sich das Vektorelement C als kompakte Ausdrücke von je drei
Gewichten und vier Änderungen ∆W (im Originalpaper als DS bezeichnet) darstellen.
Tatsächlich ist diese Methode numerisch so e�zient, daÿ nicht die arithmetischen Opera-
tionen die Ausführungsgeschwindigkeit begrenzen, sondern die Operationen zum Laden
des Stroms und zum Zurückschreiben des neuen Stroms, der den Strombeitrag des Teil-
chens enthält, die die Speicherbandbreite zwischen CPU und Arbeitsspeicher sättigen.
Es rentiert aus diesem Grund, die Teilchen vor der Berechnung des Stroms vorzusortie-
ren, so daÿ möglichst oft hintereinander der Strombeitrag von zwei Teilchen, die in der
gleichen Zelle liegen, berechnet wird, da sich in diesem Fall die Gesamtstromdichte in
der Cachehierarchie näher an der CPU be�ndet.

5.2.5 Lösung der Maxwell-Gleichungen

Hat man die Teilchen bewegt und ihren Strombeitrag berechnet, so hat man einen Groÿ-
teil des Rechenaufwandes für den Zeitschritt bereits erbracht. Wie in Abbildung 5.1 er-
kennbar, folgt nun die Berechnung der elektromagnetischen Felder. Deren Entstehung
aus dem Strom und Wechselwirkung untereinander wird von den Maxwell-Gleichungen
beschrieben. In di�erenzieller Form und in den verwendeten Gauÿ-Einheiten lauten diese:

∇ × E⃗ = −1
c
∂B⃗
∂t
,

∇ × H⃗ = 1
c
∂D⃗
∂t

+ 4π
c
⃗,

∇ · D⃗ = 4πρ,

∇ · B⃗ = 0.

(5.30)

Da in einem PiC-Code alle Materiale�ekte durch die Teilchen simuliert werden, sind
ϵr und µr gleich eins. Da in den verwendeten cgs-Einheiten ϵ0 und µ0 ebenfalls gleich
eins sind kann die Unterscheidung zwischen Feldstärke und Fluÿdichte entfällt. Um die
Zeitentwicklung zu verstehen, bietet es sich an, die ersten beiden Gleichungen umzu-
schreiben:

∂B⃗

∂t
= −c · ∇ × E⃗, (5.31)

∂E⃗

∂t
= c · ∇ × B⃗ − 4π⃗. (5.32)
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Der PiC-Code greift hier auf die Methoden der FDTD (Finite-Di�erences Time-Domain)
zurück, um diese gekoppelten Di�erentialgleichungen (näherungsweise) zu lösen. Die
zweite Hälfte des Methodennamens Time-Domain bezieht sich darauf, daÿ die Felder
zeitabhängig simuliert werden und die Simulation in diskreten Zeitschritten voranschrei-
tet. Dies ist gut verträglich mit der ebenfalls schrittweisen Berechnung der Teilchen-
dynamik. Die alternative Methode zur Simulation der elektromagnetischen Felder wäre
ein Verfahren im Frequenzraum, hier sind jedoch zeitlich veränderliche Phänomene nur
schwer zu erfassen. Zusätzlich läÿt sich dieses Verfahren nur schlecht mit der selbstkonsis-
tenten Erzeugung von Feldern durch die Teilchen kombinierbar. Statt diese Probleme zu
lösen, verwendet man die Maxwell-Gleichungen in Form von Gleichung 5.33 als Update-
Vorschrift für die Felder.

B⃗ t+1/2 = B⃗ t−1/2 − c ·∆t · ∇ × E⃗ t,

E⃗ t+1 = E⃗ t + c ·∆t · ∇ × B⃗ t+1/2 − 4π∆t · ⃗ t+1/2.
(5.33)

Dieses Verfahren ist relativ einfach und robust, solange man eine wichtige Einschränkung
beachtet: Der Zeitschritt ∆t darf nicht beliebig groÿ sein. Die maximale Länge eines Zeit-
schritts, die zu einer numerisch stabilen Simulation führt, wird dabei durch die Courant-
Friedrichs-Lewy-Bedingung (CFL) gegeben. Diese Bedingung wurde von Courant et al.
(1928) augestellt und ist für die Konvergenz von hyperbolischen Di�erentialgleichungen,
bei denen man die partiellen Ableitungen (im Original als Di�erentialquotienten be-
zeichnet) durch �nite Di�erenzen (im Orginal: Di�erenzenquotienten) ersetzt hat, nötig.
Anschaulich fordert diese, daÿ das nächste Update erfolgen muÿ, bevor ein Wellenberg
der sich am schnellsten ausbreitenden Welle sich eine Zelle weit fortbewegt hat. Ist diese
Forderung verletzt, so führt das Verfahren in Gleichung 5.33 nicht nur zu einer Ausbrei-
tung, sondern auch einer Verstärkung der Welle. Binnen weniger Zeitschritte wächst die
Welle über alle Grenzen und die Simulation liefert keine physikalischen Ergebnisse mehr.
Die Ableitungsoperatoren werden in der Simulation durch Di�erenzen von Werten, die
an Gitterpositionen mit endlichem Abstand gespeichert sind, genähert. Die verschiede-
nen Möglichkeiten dazu, insbesondere für die Näherung des Rotationsoperators, werden
im folgenden Abschnitt erläutert. Als Beispiel soll dabei immer die Berechnung der x-
Komponente der Rotation des elektrischen Felds dienen, die in das neue Bx eingeht.

Yee

Die einfachste Näherung der Rotation in Gleichung 5.33 � die historisch zur Konstruktion
des Yee-Gitters führte � erhält man aus der Gleichung


∇× f⃗


i
= ϵijk

∂fk
∂xj

und der Ersetzung der partiellen Ableitung durch zentrale Di�erenzen. Für die x-Kom-
ponente der Rotation des elektrischen Felds bedeutet das:
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
∇× E⃗


x
=

∂Ez

∂y
− ∂Ey

∂z
(5.34)

≈ Ez i,j+1,k − Ez i,j,k

∆x
− Ey i,j,k+1 − Ey i,j,k

∆x
. (5.35)

Abbildung 5.12 zeigt in rot die vier Werte des elektrischen Felds aus Gleichung 5.35, die
in den neuen Wert der Komponente des Magnetfelds (in blau eingezeichnet) eingehen.

Abbildung 5.12: x-Komponente des Magnetfelds und die umgebenden Kom-
ponenten des elektrischen Felds, die über die Rotation in den neuen Wert des
Magnetfelds eingehen. In dieser Abbildung erkennt man den Grund für die Kon-
struktion des Yee-Gitters.

Die Abbildung zeigt deutlich, wieso die von Yee (1966) vorgeschlagene Anordnung so
praktisch und nützlich ist. Um jede Feldkomponente des magnetischen (elektrischen)
Felds sind ringförmig die vier Komponenten des elektrischen (magnetischen) Felds ange-
ordnet und drei Additionen und eine Division genügen, um die Rotation zu berechnen.
Das Verfahren liefert automatisch und ohne Interpolation Ergebnisse, die um die rich-
tige Position zentriert sind und deren Fehler wie O ((∆x/λ)2) abnehmen. Auÿerdem
kommt es bei dieser Methode nicht zu einem Anwachsen der Divergenz, so daÿ die bei-
den vernachlässigten Maxwell-Gleichungen erfüllt bleiben, wenn sie es in den Anfangs-
bedingungen sind. Dies erspart ein aufwendiges Divergence-Cleaning. Bei einer naiven
Feldanordnung, in der alle Feldkomponenten an einer Stelle in der Gitterzelle sind, be-
nötigt man zwölf Feldkomponenten aus neun Gitterzellen, was den Rechenaufwand und
die nötige Randkommunikation erhöhen würde.
Der maximal stabil mögliche Zeitschritt aufgrund des CFL Kriteriums beträgt hier (ver-
gleiche Vay et al. 2011)

∆t <


1

3

∆x

c
. (5.36)

Trotz seiner Einfachheit und Robustheit ist der Yee-Zeitschritt natürlich nicht perfekt.
Für kurze Wellenlängen nahe an der Gröÿe der Gitterzellen kommt es zu Abweichungen
von der korrekten Wellenausbreitung. Eine Möglichkeit, diese zu untersuchen, ist die Be-
trachtung der Dispersionsrelation der elektromagnetischen Welle. Diese ist üblicherweise
die kurzwelligste Wellenmode, die in der Simulation von Interesse ist. Ihre Dispersionsre-
lation im kalten Plasma ist in Gleichung 3.25 angegeben. In der numerischen Simulation
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wird diese leicht modi�ziert und lautet (Vay et al. 2011 enthält diese Korrektur in sehr
verkürzter Notation):

sin2


ω∆t

2


2

∆t

2

= ω2
pe+


2c

∆x

2

·

sin2


kx∆x

2


+ sin2


ky∆x

2


+ sin2


kz∆x

2


.

In dieser Dispersionsrelation erkennt man zwei E�ekte aufgrund des endlichen Zeit-
schritts und der endlichen Raumau�ösung. Auf der linken Seite der Gleichung sieht man
den Ein�uss des endlichen Zeitschritts, der in der Simulation meist nicht sonderlich ins
Gewicht fällt, da das CFL-Kriterium Zeitschritte wesentlich unter ω−1 für alle inter-
essanten Wellen erfordert. Auf der rechten Seite erkennt man die Wirkung der endlichen
Gitterausdehnung. In beiden Fälle treten Terme sin2 auf: typisch für Verfahren zweiter
Ordnung. Für groÿe Wellenlängen reduziert sich die numerische Dispersionsrelation auf
die eines kalten Plasmas.
Für achsparallele Wellen mit groÿen k-Werten hingegen sinkt die Gruppengeschwindig-
keit von ihrem erwarteten Wert ab und geht bei k∆x ≈ π gegen Null. Für Wellen
entlang der Raumdiagonalen tritt dieser E�ekt � zumindest für den maximal vom CFL-
Kriterium erlaubten Zeitschritt � nicht auf. Unter anderem wegen dieser nicht perfekten
Isotropie des Raumes sucht man nach besseren Verfahren.

Naives Verfahren vierter Ordnung

Möchte man eine bessere diskrete Näherung der Rotation verwenden, so kann man für
die partiellen Ableitungen in Gleichung 5.35 zentrale Di�erenzen über vier Stützstellen4

verwenden. Für die Rotation, die in Bx ijk eingeht, erhält man damit:


∇× B⃗


x
≈ Ez i,j−1,k − 27Ez i,j,k + 27Ez i,j+1,k − Ez i,j+2,k

24∆x

− Ey i,j,k−1 − 27Ey i,j,k + 27Ey i,j,k+1 − Ey i,j,k+2

24∆x
, (5.37)

An Gleichung 5.37 oder der graphischen Darstellung in Abbildung 5.13 erkennt man
schon, warum das Verfahren nicht die Verbesserung bringt, die man von einem Verfah-
ren vierter Ordnung erwartet. Die Ableitungen werden nur entlang der Achsen besser
genähert. Wellen die entlang der Diagonalen oder entlang schräger Ausbreitungsrich-
tungen laufen, pro�teren kaum. Die numerischen Fehler werden bei Verkleinerung der
Gitterzellen zwar durchaus wie O ((∆x/λ)4) kleiner, bei identischem ∆x/λ überwiegt
jedoch, daÿ der Raum klare Vorzugsrichtungen hat und man gewinnt im Vergleich zum
Verfahren von Yee nicht an Genauigkeit.

4Die benötigten Koe�zienten berechnet man entweder durch Taylor-Entwicklung an den Stützstellen
und Elimination der Terme bis auf die Ableitung und den Fehlerterm fünfter Ordnung selbst, oder
schlägt sie in den praktischen Tabellen in Fornberg (1988) nach.

92



Abbildung 5.13: x-Komponente des Magnetfelds und die Komponenten des
elektrischen Felds, die beim Verfahren vierter Ordnung in den neuen Wert des
Magnetfelds eingehen.

NSFD / CK / CK5

Aus diesem Grund wurden von Cole (2002) und Kärkkäinen et al. (2006) andere Ver-
fahren zweiter Ordnung vorgeschlagen, die bei gegebener Au�ösung geringere Fehler
zeigen. Diese Verfahren werden, da sie nicht dem üblichen Verfahren zweiter Ordnung
entsprechen, als nonstandard �nite di�erences bezeichnet.
Vergleicht man diese Verfahren mit dem einfachen Verfahren von Yee, so erkennt man,
daÿ auÿer Ez i,j,k noch weitere Terme in die Berechnung der Rotation eingehen. Dement-
sprechend gehen die vier direkt umliegenden Feldkomponenten nicht mehr mit Gewicht
±1, sondern nur noch mit niedrigerem Gewicht α ein. Dazu kommen mit Gewicht β/4
jeweils die vier benachbarten Feldkomponenten, also zum Beispiel Ez i−1,j,k, Ez i,j,k+1,
Ez i+1,j,k und Ez i,j,k−1. Zu guter Letzt nimmt man noch mit niedrigem Gewicht γ/4 die
jeweils vier über Eck sitzenden Komponenten mit, also Ez i−1,j,k+1, Ez i+1,j,k+1, Ez i+1,j,k−1

und Ez i−1,j,k−1 und symmetrische. Insgesamt gehen also 36 Feldkomponenten in die Be-
rechnung der Rotation ein.
Betrachtet man die Anordnung der Feldkomponenten in Abbildung 5.14, so erkennt
man, daÿ diese sehr isotrop um die Bx i,j,k-Komponente, in deren Update sie eingehen,
angeordnet sind. Und tatsächlich ist ein Vorteil dieses Verfahrens eine sehr isotrope
Wellenausbreitung. Wie gut diese ist und welche zusätzlichen Vorteile dieses Verfahren
bringt, hängt von der Wahl der drei Parameter ab, die nur einer Zwangsbedingung
unterliegen:

α + β + γ = 1 (5.38)

Vay et al. (2011) untersucht unter dem Stichpunkt tunable solvers unterschiedliche Pa-
rametersätze. Als Referenzpunkt verwendet er das Verfahren von Yee, also den Fall
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Abbildung 5.14: x-Komponente des Magnetfelds (in blau) und alle Kompo-
nenten des elektrischen Felds, die beim nonstandard �nite di�erences Verfahren
betrachtet werden. Die bei anderen Verfahren verwendeten direkt umgebenden
Komponenten des elektrischen Felds sind rot markiert und gehen mit hohem
Gewicht α ein. Zusätzlich werden die direkt benachbarten Komponenten mit
Gewicht β/4 (orange markiert) und die über Eck liegenden Komponenten mit
Gewicht γ/4 (in grün) verwendet, um isotropere Wellenausbreitung zu erreichen.

α = 1, β = 0, γ = 0. Dabei sind allerdings nur zwei der Parametersätze von praktischem
Interesse. Der erste verwendete Parametersatz wird als CK bezeichnet und verwendet:

α = 7/12, β = 4/12, γ = 1/12.

Der groÿe Vorteil ist, daÿ dieses Verfahren längere Zeitschritte von bis zu ∆t = ∆x/c
erlaubt und damit gut 40% längere Zeitschritte als der Algorithmus von Yee. Noch viel
interessanter ist aber eigentlich der als CK5 bezeichnete Parametersatz mit

α = 5/8, β = 3/10, γ = 3/40.

Hier darf der Zeitschritt zwar �nur � maximal

∆t <


5

6

∆x

c
(5.39)

lang sein, dafür ist die Wellenausbreitung aber maximal isotrop.

NSFD / M24

Es existieren auch andere nonstandard �nite di�erences Verfahren. Als Beispiel sei das
als M24 bezeichnete Verfahren von Hadi u. Piket-May (1997) gezeigt. Bei diesem werden
sowohl die Stützstellen, die im Standardverfahren 2. Ordnung verwendet werden als auch
die Stützstellen für das Verfahren 4. Ordnung. Letztere gehen mit einem geringeren
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Gewicht κ1 ein. Zusätzlich werden die übrigen Gitterpositionen, die beim Durchlaufen
einer Schleife mit Durchmesser 3∆x erreicht werden, aber nicht im Verfahren 4. Ordnung
verwendet werden mit Gewicht κ2 verwendet.

Abbildung 5.15: x-Komponente des Magnetfelds (in blau) und alle Kompo-
nenten des elektrischen Felds, die beim M24 Verfahren betrachtet werden. Die
bei anderen Verfahren verwendeten direkt umgebenden Komponenten des elek-
trischen Felds sind rot markiert und gehen mit hohem Gewicht ein. Zusätzlich
werden die weiter entfernt liegenden Komponenten, die auch vom Verfahren 4.
Ordnung verwendet werden, mit Gewicht κ1 (orange markiert) und der Rest der
Schleife mit Durchmesser 3∆x mit Gewicht κ2 (in grün), verwendet.

Im Grenzfall κ1 = 0, κ2 = 0 fällt man zurück auf das Standardverfahren von Yee,
im Falle κ1 = −1/8, κ2 = 0 erhält man das naive Verfahren 4. Ordnung. Man kann
jedoch auch andere Werte κ1 < 0 wählen. Für κ2 wählt man dann üblicherweise 0 oder
2κ1. Greenwood et al. (2004) diskutiert verschiedene Parametersätze und zeigt, daÿ das
Verfahren eine Eigenschaft aufweist, die es für Simulationen mit relativistischen Teilchen
interessant macht. Diese Teilchen erzeugen kurzwellige elektromagnetische Felder, die
aufgrund der numerischen Dispersion eine kleinere Gruppengeschwindigkeit aufweisen
können als die Driftgeschwindigkeit der erzeugenden Teilchen. In diesem Fall entsteht
numerisch bedingte Tscherenkow-Strahlung, mit der die erzeugenden Teilchen nichtlinear
interagieren können was zu unphysikalischen Ergebnissen führt. Bei geeigneter Wahl von
κ1, κ2 kann dieser E�ekt unterdrückt werden. Erkauft wird dieser Vorteil, durch einen
Zeitschritt der

∆t <
∆x√

3 c (1− 4/3κ1 − 2/3κ2)
(5.40)

erfüllen muÿ.
So wie sich das Verfahren von Yee durch die Verwendung von Stützstellen in den Gitter-
zellen, die in der dritten Raumrichtung angrenzen, zu CK oder CK5 erweitern läÿt, kann
man auch das M24 Verfahren durch zwei weitere Schleifen mit Durchmesser 3∆x erwei-
tern. Diese als FV24 bezeichnete Familie verwendet drei wählbare Parameter. Mögliche
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Werte für diese Parameter und Spezialfälle, bei denen ein oder mehrere der Parameter
Null sind und sich das Verfahren auf teilweise schon vorher bekannte Verfahren redu-
ziert, werden in Hadi (2007) diskutiert. All diesen Verfahren ist jedoch ein vergleichs-
weise kurzer maximaler Zeitschritt gemeinsam, so daÿ sie sich höchsten für Spezialfälle
wie relativistische Strahlen in Teilchenbeschleunigern rentieren.
Prinzipiell sind noch viele weitere NSFD Verfahren denkbar, diese wurden hier jedoch
nicht weiter untersucht. Zwei seien kurz namentlich erwähnt. Einerseits das Verfahren
CK3 (siehe Vay et al. 2011), welches für 2d Simulationen maximal isotrop ist und ande-
rerseits das Verfahren von Lehe et al. (2013), welches numerische Tscherenkow-Strahlung
noch e�zienter unterdrückt als das M24 Verfahren, allerdings nur für Bewegungen ent-
lang einer Raumrichtung.

5.2.6 Behandlung von Rändern

Sowohl die Beschreibung der Teilchenbewegung in Abschnitt 5.2.3, als auch die Beschrei-
bung der Feldgleichungen in Abschnitt 5.2.5 gingen immer von einer Position im Inneren
des Simulationsgebiets aus, die auf allen Seiten von Nachbarzellen umgeben ist. Das ist
zwar für groÿe Teile des Simulationsgebiets richtig, aber es ist klar, daÿ das Simulations-
gebiet nicht unendlich weit ausgedehnt sein kann. Es muÿ also auch Bereiche am Rand
geben, die eine spezielle Behandlung erfordern. Für die Simulationen dieser Arbeit sind
drei Sorten von Randbedingungen besonders interessant. Zum einen die periodischen
Ränder, die in vielerlei Hinsicht einem unendlich weit ausgedehnten Raum am nächs-
ten kommen. Desweiteren ungeladene, leitfähige Wände, die Teilchen re�ektieren. Diese
können verwendet werden, um die Strömungsrichtung von Plasma umzukehren und so
gegenströmende Plasmen, die unter den richtigen Bedingungen wechselwirken und zur
Ausbildung einer Schockfront führen, zu erzeugen. Als Drittes kommen noch Wände, die
elektromagnetische Wellen absorbieren und Teilchen aus dem Simulationsgebiet entfer-
nen, in Betracht. Diese eignen sich, um das Entweichen ins Unendliche anzunähern.

Periodische Ränder

Für viele astrophysikalische Szenarien kann man annehmen, daÿ das Gebiet von Interesse
viel gröÿer ist als die kinetischen Skalen, die man mit einem Particle-in-Cell Code simu-
lieren kann. Das Plasma auÿerhalb der Simulationsbox hat also oft genau die gleichen
Eigenschaften wie innerhalb. In diesem Fall kann man für das Simulationsgebiet peri-
odische Ränder annehmen. Dies bedeutet für Zellkoordinaten, daÿ man diese Modulo
der Zellanzahl betrachten kann und für Teilchen, daÿ sie beim Verlassen des Simula-
tionsgebiets an der gegenüberliegenden Wand wieder in die Simulation gelangen. Ein
homogenes Plasma gewinnt an einer solchen Wand Teilchen mit einer vergleichbaren
Geschwindigkeitsverteilung, wie es durch die Wand verliert.
Problematischer ist die Situation bei den elektromagnetischen Feldern. Eine Simulati-
onsbox, die in eine Richtung n Zellen breit ist und an den Enden mit einer periodi-
schen Wand abgeschlossen ist, kann nur n unterschiedliche Wellenmoden, die entlang
dieser Richtung propagieren, enthalten. Davon propagieren jeweils n/2 − 1 vorwärts
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und rückwärts, eine ist der (ortsunabhängige) Hintergrund und eine Wellenmode hat
die Wellenlänge λ = 2∆x und unde�nierte Ausbreitungsrichtung. Für groÿe Ausdeh-
nung ist dies kein Problem, bei kleinen n, wie sie insbesondere in der Querrichtung
von quasi-eindimensionalen Simulationen verlockend wären, kann dies zu ernsten Pro-
blemen führen. Achtet man bei der Wahl der Simulationsparameter darauf, daÿ sowohl
Elektronen- als auch Protonengyroradius mit mehreren Zellen aufgelöst werden und in
allen drei Raumrichtungen in die Simulationsbox passen, so erfordert dies eigentlich im-
mer mehrere Dutzend Zellen in allen drei Raumrichtungen und die Quantisierung der
Wellenmoden auf die möglichen Hohlraummoden beein�uÿt die Simulation kaum.

Metallische Wand

Eine andere Sorte Wand, die gerne verwendet wird, dient gar nicht erst dazu den Ein�uss
auf das Plasma im Simulationsgebiet zu minimieren, sondern wird verwendet um gezielt
das Plasma zu beein�ussen. Diese re�ektierenden Wände werden verwendet, um auf
konsistente Art und Weise die Strömungsrichtung von Plasmaströmen umzukehren. Im
Folgenden sollen die Randbedingungen für alle vorkommenden Gröÿen an einer Wand
bei x = xmin, die den Simulationsraum zu kleineren Koordinaten begrenzt, beschrieben
werden. An der Obergrenze bei x = xmax sind die Randbedingungen symmetrisch, le-
diglich Innen- und Auÿenraum sind vertauscht. Durch die Konstruktion des Yee-Gitters
erhält man die Randbedingungen in y und z Richtung durch zyklische Umbenennung
der Koordinaten.
Teilchen werden an der Wand vollständig elastisch und energieerhaltend re�ektiert.
Das bedeutet, daÿ bei Unterschreiten der Koordinatenuntergrenze die x Position des
Teilchens zurück in den Innenraum des Simulationsgebiets gespiegelt wird. Die beiden
anderen Koordinaten werden nicht angetastet. Auch die beiden Geschwindigkeitskom-
ponenten parallel zur Wand bleiben unverändert, während die dritte Komponente ihr
Vorzeichen ändert.
Beim elektrischen Feld sind die Randbedingungen relativ einfach. Die beiden Kompo-
nenten parallel zur Wand (die genau in der Wand liegen wenn man xmin als ganzzahliges
Vielfaches der Gittergröÿe wählt) sind Null. Die Komponente parallel zur Wandnormalen
ist um eine Halbzelle versetzt und wird von der Wand nicht beein�uÿt. Für alle Zellen
links von der Wand verschwindet das elektrische Feld � genau wie in einer metallischen
Wand mit unendlicher Leitfähigkeit.
Das magnetische Feld wird für alle Zellen in der Wand auf den bei Simulationsbeginn
vorgegebenen Wert des Hintergrundmagnetfelds gesetzt. Für die Komponente parallel
zur Wandnormalen geschieht dies auch für die Zellen, deren linker Rand der Wand selbst
entspricht. Die beiden anderen Komponenten liegen in der Zellmitte und damit ein Stück
von der Wand entfernt und dürfen beliebige Werte annehmen. Dieses Verfahren verletzt
unter Umständen die Divergenzfreiheit des Magnetfelds in den Zellen, die die Wand
enthalten. Um dies zu vermeiden müsste man für die Komponente senkrecht zur Wand
eine Poisson-Gleichung lösen. In der Praxis zeigt sich aber, daÿ diese räumlich begrenzte
Divergenz nicht zu Problemen führt.
Die Randbedingungen für den Strom sind die kompliziertesten, da sich hier der Umstand
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auswirkt, daÿ die Teilchen nicht punktförmig sind, sondern eine gewisse Ausdehnung auf-
weisen und sich teilweise innerhalb und teilweise auÿerhalb der Simulationsbox be�nden.
Herleiten lassen sich die Randbedingungen allerdings aus einer einfachen Überlegung:
Für einen Ladungsträger vor einer metallenen Wand sieht es so aus, als würde sich
symmetrisch hinter der Wand ein Ladungsträger der entgegengesetzten Ladung bewe-
gen. Man deponiert also zuerst den Strom eines jeden Teilchens mit dem Esirkepov-
Algorithmus und berechnet dann aus dem Strom, der hinter der Wand deponiert wurde,
den Strom, der von den Spiegelladungen innerhalb des Simulationsgebiets hervorgerufen
würde. Für die Stromkomponente senkrecht zur Wand, bei der sich die Vorzeichen der
Spiegelladung und der Geschwindigkeit wegheben, wird der Strom also vom Bereich hin-
ter der Wand in den Bereich vor der Wand addiert. In den beiden anderen Komponenten
ist der Strom der Spiegelladungen dem der Ladungen im Simulationsgebiet entgegenge-
setzt. Der Strom im Bereich hinter der Wand wird also vom Strom im Simulationsgebiet
abgezogen. Anhand der Symmetrie erkennt man schon, daÿ dies bedeutet, daÿ der tan-
gentiale Strom an der Ober�äche verschwindet. Und tatsächlich wird der Strom vor der
weiteren Rechnung in der Ober�äche und für alle Gitterzellen dahinter auf Null gesetzt.
Wird für diagnostische Zwecke die Ladungsdichte ausgeben so kann diese ebenfalls über
das Konzept der Spiegelladungen ermittelt werden. Kurz gefasst wird die Ladungsdichte,
die naiverweise hinter der Wand deponiert würde, von der Ladungsdichte im Simulati-
onsbereich abgezogen.
Mittels dieser einfachen Randbedingungen erhält man eine robuste Methode, um sowohl
Teilchen als auch Wellen zu re�ektieren. Wie dies verwendet wird, um einen kollisions-
freien Schock im Simulationsgebiet zu erzeugen, wird in Abschnitt 7.1 erläutert.

Absorbierende Wand

Die dritte Sorte Wand, die in Particle-in-Cell Simulation sehr verbreitet ist, absorbiert
Teilchen und Wellen. Die Absorption von Teilchen von Teilchen ist vergleichsweise ein-
fach, bedeutet aber daÿ das Plasma sich so verhält wenn auf der anderen Seite der
Wand ein Vakuum wäre. Möchte man die Simulationsdomäne in ein thermisches Plas-
ma einbetten, so muÿ man nicht nur hinaus�iegende Teilchen absorbieren, sondern auch
neue Teilchen mit der richtigen Geschwindigkeitsverteilung injizieren. Falls das simulier-
te Plasma mit einer Nettogeschwindigkeit durch die Simulationsbox driftet, wird dieser
Punkt noch wichtiger. Zur korrekten Injektion von Teilchen an einer Wand sei auf Cart-
wright et al. (2000) verwiesen.
Bei elektromagnetischen Wellen ist die Injektion nicht so wichtig, dafür bereitet die
Absorption deutlich mehr Schwierigkeiten. Der naive Ansatz, die elektromagnetischen
Felder im Rand nicht weiter zu berechnen, sondern auf einen festen Wert zu setzen,
führt, wie im vorherigen Abschnitt klar wurde, nicht zu einer absorbierenden sondern
zu einer re�ektierenden Wand. Um nach auÿen laufende Wellen zu absorbieren ist also
etwas mehr Aufwand nötig.
Eine sehr einfache Form der absorbierenden Wand, die sehr gute Ergebnisse liefern kann
und nicht auf eine spezielle Wellengeschwindigkeit oder Einfallsrichtung optimiert wer-
den muÿ, wurde von Liao et al. (1984) verö�entlicht. Obwohl diese Wände ursprünglich
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für die Simulation des (skalaren) Drucks von Erdbebenwellen vorgeschlagen wurden, las-
sen sie sich auf die gekoppelten vektoriellen elektromagnetischen Felder verallgemeinern.
Das Problem hier ist jedoch, daÿ diese Randbedingungen zusätzliche Forderungen an
die Länge des Zeitschritts stellen. Um die kürzest mögliche Wellenlänge λ = 2∆x noch
zu dämpfen, darf der Zeitschritt nicht länger als ∆t < 1

2
∆x
c
sein. Dies ist deutlich kürzer

als die Stabilitätsbedingung der Maxwell Lösers aus Abschnitt 5.2.5.
Eine weit verbreitete Alternative ist daher die Methode des Perfectly Matched Layers.
Diese Methode wurde von Berenger (1994) vorgeschlagen und verwendet einen Bereich,
dessen Impedanz identisch mit der des freien Raums ist. Diese Impedanzanpassung gab
der Methode den Namen und führt dazu, daÿ einlaufende Wellen nicht re�ektiert werden.
In der Schicht verschwindet dann aber � anders als im freien Raum � die Leitfähigkeit
nicht, so daÿ Wellen gedämpft werden. Streng genommen handelt es sich also nicht
um eine absorbierende Wand, sondern einen Bereich, der Wellen absorbiert, bevor die
eigentliche Wand � üblicherweise eine leitfähige Wand � erreicht wird. Diese mögliche
Simulation eines o�enen Endes existiert in mehreren mathematisch äquivalenten Formen.
Die Originalmethode von Berenger selber zerlegt die Felder wie Ex in zwei unphysikali-
sche Teile Exy und Exz, deren Quellen ∂yB und ∂zB sind, und wird daher auch teilweise
als split �eld PML bezeichnet. Die geteilten Felder benötigen beide Speicherplatz. Dies ist
bei PiC-Simulationen, die in jeder Zelle viel Speicherplatz für die enthaltenen Teilchen
benötigen, aber von untergeordneter Bedeutung. Wenige Jahre später schlug Gedney
(1996) eine Variante vor, bei der die Absorption auf Grund von anisotroper Permit-
tivität und Permeabilität erfolgt. Die Variation dieser Materialgröÿen erfolgt entlang
der Achse senkrecht zur Wand, was dieser Formulierung den Namen uniaxial perfectly
matched layer gegeben hat. Auch hier muÿ man im Bereich des Absorbers die doppelte
Anzahl an Feldern simulieren, es handelt sich aber nicht um eine unphysikalische Auftei-
lung, sondern um eine korrekte Unterscheidung zwischen Fluÿdichten und Feldstärken.
Parallel dazu wurde von Chew u. Weedon (1994) eine mathematisch äquivalente For-
mulierung über Koordinatentransformationen entwickelt. Diese als stretched-coordinate
perfectly matched layer bezeichnete Methode eignet sich insbesonders, um die Randbe-
dingungen in nicht kartesischen Koordinatensystemen herzuleiten.
Um zusätzlich zu propagierenden Wellen auch evaneszente Wellen im Absorber zu dämp-
fen schlugen Kuzuoglu u. Mittra (1996) eine Modi�kation vor, bei der der Pol der Trans-
ferfunktion geeignet verschoben wird. Entsprechend der Herleitung wird diese Methode
als Complex frequency shift PML bezeichnet. Eine einfacher zu implementierende Vari-
ante hiervon wird als Convolutional PML bezeichnet. Eine gute Übersicht über all die
verschiedenen Varianten gibt Berenger (2007).
Unabhängig davon, welche Formulierung des PML Absorbers gewählt wird, sind noch
zwei kleine Abweichungen von der analytischen Herleitung zu beachten. Einerseits kommt
es durch die Diskretisierung der Felder zu Re�exionen an der Vorderseite des absorbie-
renden Bereichs, ab der die Leitfähigkeit nicht mehr Null ist. Um diesen unerwünschten
E�ekt zu vermeiden, verwendet man einen vier bis zehn Zellen dicken Absorber, des-
sen Leitfähigkeit langsam zunimmt. Zusätzlich muÿ man im Gegensatz zu reinen FDTD
Simulationen auch die Absorption der Teilchen simulieren. Eine Möglichkeit ist, den
Teilchenmakrofaktor mit zunehmender Eindringtiefe langsam zu verringern und Teil-
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chen kurz vor dem Erreichen der leitfähigen Wand aus der Simulation zu entfernen.
Alternativ kann man die Teilchen in der Mitte des absorbierenden Bereiches entfernen.
Obwohl sehr viele Particle-in-Cell Codes angeben, inzwischen PML Randbedingungen
zu unterstützen, ist keine systematische Untersuchung, welche Teilchenbehandlung die
Absorptionseigenschaften optimiert, verö�entlicht.

5.2.7 Vorgabe der Startbedingungen

Nach den Ein�üssen von Rändern soll nun der Ein�uss der Startbedingungen diskutiert
werden. Hierbei ist zwischen den Startbedingungen für die Teilchen und denen für die
Felder zu unterscheiden.

Teilchenstart

In den meisten Fällen werden die Teilchen zum Beginn homogen im Raum verteilt und
erhalten eine thermische Anfangsgeschwindigkeit, optional überlagert mit einer Driftbe-
wegung. Der Code zieht für die thermische Bewegung drei normalverteilte Zufallszahlen
mit Mittelwert µ = 0 und Verteilungsbreite σ = vth. Die thermische Verteilungsbreite
wird dabei in der Simulationsbeschreibung vorgeben und bestimmt die Temperatur des
Plasmas. Die Driftbewegung wird ebenfalls in der Simulationsbeschreibung angegeben
und wird zum Beispiel dazu genutzt, das Plasma gegen die re�ektierende Wand drif-
ten zu lassen, um die Evolution einer Schockfront auszulösen. Alternativ ist es möglich,
Elektronen und Protonen gegeneinander oder relativ zu einer zweiten Teilchenpopulation
driften zu lassen, um Plasmainstabilitäten anzuregen oder Elektronenbeams wiederzu-
geben.
Um der angestrebten Gleichverteilung im Raum möglichst nahe zu kommen, werden
jeder Gitterzelle exakt gleich viele Makroteilchen zugewiesen. Innerhalb jeder Zelle wird
die Position zufällig gewählt. Diese Abweichung von einer einfachen, zufälligen Verteilung
im Simulationsraum hat zwei Gründe.
Den Ersten erkennt man gut, wenn man die erwarteten Dichte�uktuationen betrach-
tet. Im Plasma sind in einer Kugel mit Radius einer Debye-Länge N Teilchen ent-
halten. Die erwarteten Fluktuationen in dieser Anzahl liegen im Bereich N1/2. Gibt
man nun diese N Teilchen durch n Makroteilchen in der Simulation wieder, die jeweils
wα = N/n reale Teilchen repräsentieren, so schwankt die Makroteilchenanzahl in einer
Debye-Kugel um etwa n1/2. Dies entspricht jedoch Schwankungen der Ladungsträger
von n1/2 ·wα ≫ n

1/2w
1/2
α . Eine naive zufällige Verteilung der Teilchen erhöht also das

Rauschen in der Ladungsdichte um einen Faktor w
1/2
α . Dieser E�ekt wird als Poisson

Clumping bezeichnet. Man kann dieser Fehlerquelle ein Stück weit entgehen, indem
man, wie eingangs erwähnt, in jede Zelle exakt gleich viele Teilchen initialisiert.
Ein zweiter Grund, dies zu tun, ist der zusätzliche Vorteil, daÿ alle CPUs ihr Simula-
tionsgebiet unabhängig voneinander initialisieren können und keinerlei Kommunikation
benötigen. Im Gegensatz zur früher verwendeten Methode, bei der alle CPUs parallel
gemeinsam zufällige Startpositionen zogen und nur die Teilchen, die im eigenen Simu-
lationsgebiet positioniert wurden, gespeichert haben, wird der Simulationsstart deutlich
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beschleunigt und die Parallelisierungse�zienz deutlich erhöht.

(a) Zufällig (b) Durchmischt (c) Geordnet

Abbildung 5.16: Mögliche initiale Anordnungen der Makroteilchen im Phasen-
raum. 5.16a zeigt die im Code verwendete Anordnung mit gleich vielen Teilchen
pro Zelle und zufälliger Positionierung innerhalb der Zelle und im Geschwindig-
keitsraum. 5.16b zeigt die Variante mit geordnet erzeugten Geschwindigkeiten,
die auf das Simulationsgebiet verteilt werden. An den schnellsten acht Teilchen
erkennt man, wie versucht wird die Phasenraumelemente räumlich so homogen
wie möglich zu verteilen. 5.16c zeigt die Möglichkeit, den Phasenraum mit einem
regulären Gitter abzudecken und den Makrofaktor zu variieren.

Möchte man das unphysikalische Rauschlevel weiter unterdrücken als es mit konstanter
Teilchenzahl pro Zelle möglich ist, so muÿ man die Verteilung in den Geschwindigkeits-
koordinaten verbessern. Für jedes Teilchen (unkorrelierte) Zufallszahlen gemäÿ einer
Maxwell-Verteilung zu ziehen, gibt auf groÿen Skalen die thermische Verteilung in all
ihren Momenten korrekt wieder. Auf kleinen Skalen kann es jedoch zu groÿen Abweichun-
gen kommen. Dies läÿt sich vermeiden, indem man den Geschwindigkeitsraum geordnet
mit Teilchen, die jeweils gleichgroÿe Phasenraumvolumina repräsentieren, abrastert und
diese so auf den Simulationsraum verteilt, daÿ sich in jedem Teilgebiet des Simulati-
onsraums ein repräsentatives Sample des Geschwindigkeitsraums be�ndet. Dieses als
noise-free oder quiet start bezeichnete Verfahren wurde erstmals von Byers u. Grewal
(1970) vorgeschlagen. Um die Teilchen gleichmäÿig und ohne groÿe Dichteschwankungen
im Raum zu verteilen eignen sich sogenannte low-discrepancy sequences wie zum Beispiel
die Halton-Sequenz (siehe Halton 1964).
Man kann noch einen Schritt weiter gehen und den Phasenraum in einem wohlgeordneten
Muster abdecken. Um die Geschwindigkeitsverteilung zu berücksichtigen, variiert man
den Makrofaktor gemäÿ der Phasenraumdichte. In diesem Fall sind keinerlei Fluktuatio-
nen bei mittleren oder groÿen Wellenlängen vorhanden. Wie man sich leicht vorstellen
kann, gibt es Zeitpunkte, bei denen mehrere Teilpopulationen, die um δv gegeneinander
versetzt sind, sich an identischen Positionen be�nden. Dies erzeugt starke Dichte�uktua-
tionen, die das elektrische Feld um mehrere Gröÿenordnungen anwachsen lassen können
und damit die Vorteile des �uktuationslosen Starts zunichte machen.
Nicht ganz so dramatisch, aber ebenfalls weniger vorteilhaft als erwartet, gestaltet sich
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die Zeitentwicklung für die Teilchenverteilung, die sorgfältig auf den Simulationsraum
verteilt wurde. Da diese Methode der Teilchenerzeugung sich nicht so einfach paralleli-
sieren läÿt, wurde sie für die Simulationen in dieser Arbeit nicht verwendet.

Feldvorgaben

Nach den Geschwindigkeits- und Positionsvorgaben für die Teilchen sollen in diesem
Abschnitt nun die Startbedingungen für die elektrischen und magnetischen Felder be-
sprochen werden. Die einfachste Art und Weise, den Particle-in-Cell Code zu starten, ist
sämtliche Felder auf Null zu setzen. Für diese Startbedingung verschwindet die Diver-
genz des Magnetfelds o�ensichtlicherweise und auch das in Abschnitt 5.2.5 besprochene
Verfahren führt nicht zu einem Anwachsen einer unphysikalischen Divergenz.
Für das elektrische Feld ist diese Startbedingung etwas heikler. Nach dem Gauÿschen
Gesetz, wie es in 5.30(c) gegeben ist, müsste die Divergenz des elektrischen Felds der
Ladungsdichte entsprechen. Auch wenn, wie im vorherigen Abschnitt besprochen, in je-
der Zelle gleich viele entgegengesetzt geladene Teilchen deponiert werden, bleiben kleine
Ladungsschwankungen übrig, die vom elektrischen Feld widergespiegelt werden müss-
ten. Da dies nicht der Fall ist, verhält sich die ganze Simulation so, als gäbe es eine
unbewegliche, neutralisierende Ladungsverteilung, die ρ für den ersten Zeitschritt genau
ausgeglichen hat und sich im Simulationsverlauf nicht ändert. Dieses Verhalten kann sehr
praktisch sein, wenn man nur die Dynamik von Elektronen simulieren möchte, da man
keine Protonen simulieren muÿ und damit die Simulationsgeschwindigkeit verdoppeln
kann. Umgekehrt können Teilchen natürlich an den statischen Ladungsschwankungen
streuen. Damit dieser E�ekt nicht zu stark wird, muÿ die initiale Ladungsverteilung
glatt genug sein; Man benötigt also genug Teilchen in jeder Zelle. Abbildung 5.17 il-
lustriert in drei Schritten, wie sich das elektrische Feld rings um ein einzelnes Teilchen
ausbildet und wie das Feld um eine entgegengesetzte Pseudoladung am Startpunkt be-
stehen bleibt.
Um den Ein�uss der neutralisierenden Pseudoladung zu minimieren, erlaubt es der Co-
de vor dem ersten Zeitschritt die elektrostatischen Felder aus der Ladungsverteilung
zu berechnen. Die Berechnung erfolgt im Fourier-Raum und ist im Abschnitt 5.3 nä-
her beschrieben. Im dort erläuterten elektrostatischen Particle-in-Cell Code wird diese
Berechnung in jedem Zeitschritt ausgeführt, um das neue elektrische Feld anhand der
Ladungsverteilung zu bestimmen. Die elektrischen und magnetischen Felder, die aus der
Bewegung der Teilchen stammen, werden weiterhin vernachlässigt und dementsprechend
braucht der Code auch weiterhin etwa eine Plasmazeitskala ω−1

p , um diese Felder kor-
rekt zu produzieren. Trotz dieser kleinen Einschränkung sind diese Startbedingungen
eine deutliche Verbesserung. Abbildung 5.18 illustriert die Unterschiede im Verhalten.
Eine weitere Möglichkeit, den Ein�uss der neutralisierenden Pseudoladungen zu min-
dern, beschreibt Marder (1987). In diesem Paper �ndet sich eine Methode, um in der
Simulation auf einfache Art und Weise Verletzungen des Gauÿschen Gesetzes zu besei-
tigen. Dazu konstruiert man eine Gröÿe F , welche den lokalen Fehler beschreibt:

F = ∇E⃗ − 4πρ. (5.41)
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(a) t=0 (b) t = 15 ∆t (c) t = 50 ∆t

Abbildung 5.17: Illustration, wie sich um ein bewegtes Makroteilchen das kor-
rekte elektrische Feld ausbildet. Die Ladungsdichte ist in Graustufen gezeichnet,
das elektrische Feld jeder Zelle ist durch einen Vektor repräsentiert. Vor dem
ersten Zeitschritt ist das Feld inkorrekterweise gleich Null. Über die nächsten 30
Schritte bewegt sich der Ladungsträger nach rechts und bildet in seiner Umge-
bung ein korrektes elektrisches Feld aus. Rings um den Startpunkt bleibt das
elektrische Feld eines unbeweglichen Ladungsträgers umgekehrter Ladung zu-
rück.

(a) t=0 (b) t = 15 ∆t (c) t = 50 ∆t

Abbildung 5.18: Zum Vergleich mit Abbildung 5.17 wurde hier ein Makroteil-
chen mit identischen Eigenschaften und korrektem elektrostatischem Feld gest-
artet. Man erkennt deutlich, daÿ sich für das Feld um den Ladungsträger keine
wesentlichen Änderungen ergeben. Das Feld der Pseudoladung am Startpunkt
hingegen fällt weitgehend weg.
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Ausgehend von dieser Gleichung fügt man in Gleichung 5.32(b) einen kleinen Korrek-
turterm ein:

∂E⃗

∂t
= c∇× B⃗ − 4π ⃗+ d∇F. (5.42)

Dieser Term führt zu einer Di�usion des Fehlers im elektrischen Feld. Da die Simulation
insgesamt elektrisch neutral ist und die Pseudoladungsdichte nur eine kleine Schwankung
um Null ist, führt die Di�usion und der damit verbundene Transport des Fehlers zu
gröÿeren Längenskalen dazu, daÿ sich nach einiger Zeit das korrekte elektrische Feld
ausbildet. Damit dieses Schema stabil ist, darf der Di�usionskoe�zient d nicht zu groÿ
sein. Das Limit der Stabilität ist dabei durch

d <
∆x2

6 ·∆t

gegeben. Anschaulich ergibt sich dieses Limit aus der Forderung, daÿ die Di�usion in
einem Zeitschritt nicht weiter als eine Zelldiagonale reichen darf. Im Code wird ein Zehn-
tel dieses Grenzwertes verwendet, um Fehler schnell auszugleichen ohne die elektrischen
Felder zu sehr zu beein�ussen. Diese Methode der Korrektur kann auch verwendet wer-
den um das elektrische Feld zu korrigieren, wenn an einer absorbierenden Wand (siehe
Abschnitt 5.2.6) ein Teilchen entfernt wurde.

(a) t=0 (b) t = 15 ∆t (c) t = 50 ∆t

Abbildung 5.19: Genau wie in Abbildung 5.17 wurde hier ein Makroteilchen
in verschwindendem elektromagnetischem Feld gestartet. Auch hier bildet sich
neben dem korrekten elektrischen Feld um das Teilchen ein entgegengesetztes
Feld um die Pseudoladung am Startpunkt aus. Diese wird in den folgenden Zeit-
schritten zu gröÿeren Längenskalen di�undiert und kommt somit der korrekten
Feldverteilung näher.

Zusätzlich zu den drei beschriebenen Methoden um die Felder in einem einfachen thermi-
schen Plasma zu initalisieren, unterstützt der Code die Vorgabe von Hintergrundfeldern,
zum Beispiel um das Plasma im gesamten Simulationsgebiet zu magnetisieren. Da die-
se Felder nicht selbstkonsistent zur Teilchenverteilung bestimmt werden müssen, ist die
einfache Methode eines festen Startwertes ausreichend.
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Über die Vorgabe statischer Felder hinausgehend erlaubt es der Code einige Wellen-
moden in selbstkonsistenter Art und Weise zu initialisieren. Verfügbar sind der Hoch-
und Niederfrequenzast der L- und R-Mode. Dies umfaÿt insbesondere den Bereich der
Alfvén-Wellen und der Whistler-Mode. Für weitere Details zu diesen Startbedingungen
sei auf die Bachelorarbeit von Schreiner (2011) verwiesen.
Mit dieser Diskussion der Startbedingungen endet die Beschreibung der nötigen Bau-
steine um einen elektromagnetischen Particle-in-Cell Code zu erhalten. Da man die Mi-
krophysik im Plasma nicht nur simulieren will, sondern auch analysieren will, um neue
Einsichten zu gewinnen, ist es nötig, zumindest manche der simulierten Gröÿen zur spä-
teren Auswertung zu speichern. Dies birgt insbesondere bei groÿen Simulationen ganz
eigene Herausforderungen, die in Abschnitt 5.6.4 kurz angesprochen werden sollen.

5.3 Schema eines expliziten elektrostatischen
PiC-Codes

Abbildung 5.20: Grundlegender Aufbau eines elektrostatischen PiC-Codes aus
den Zeitschritten für die Feldberechnung und Teilchenbewegung und den Inter-
polationsschritten für die Ladungsdichte und die lokalen Felder

Im vorangegangenen Kapitel ging es um den Aufbau des elektromagnetischen Simu-
lationscodes, der auch für den Groÿteil der Simulationen in der vorliegenden Arbeit
verwendet wurde. Dieser Code berücksichtigt die Auswirkungen der Ströme und die
Erzeugung von elektromagnetischen Feldern. In manchen Anwendungen � z.B. wenn
die hochfrequenten Wellenmoden nicht von Interesse sind und die Teilchen nichtrelati-
vistische Geschwindigkeiten besitzen � kann man sich auf die elektrostatischen Felder
beschränken. Diese Näherung erlaubt es einige Rechenzeit einzusparen, was auch erklärt,
warum diese Klasse an Simulationscodes historisch gesehen vor den elektromagnetischen
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Codes populär wurde und warum sich ein Groÿteil der grundlegenden Literatur (Birdsall
u. Fuss (1997), Hockney u. Eastwood (1988)) damit beschäftigt.
Abbildung 5.20 skizziert den groben Ablauf eines Zeitschritts in einem elektrostatischen
Code. Vergleicht man mit dem Ablauf eines elektromagnetischen Codes (Abbildung 5.1),
so erkennt man neben der strukturellen Ähnlichkeit einige kleine Unterschiede. Statt der
vektoriellen Stromdichte wird im elektrostatischen Code nur die skalare Ladungsdichte
auf dem Gitter abgelegt. Aus dieser wird das elektrische Feld berechnet. Das magnetische
Feld wird (sofern es überhaupt berücksichtigt wird) nicht selbstkonsistent berechnet,
sondern wird zum Beginn der Simulation vorgegeben und ist zeitlich unveränderlich.
Um das elektrische Feld zu berechnen, lösen viele Codes nicht das Gauÿsche Gesetz
direkt, sondern lösen die Poisson-Gleichung für das elektrostatische Potential Φ und
berechnen daraus das elektrische Feld. Eine Möglichkeit, das Potential zu bestimmen,
bieten spektrale Verfahren, bei denen man die Tatsache nutzt, daÿ die Poisson-Gleichung

∇2Φ(x⃗) = −4πρ(x⃗) (5.43)

im Fourier-Raum zu einer analytischen Gleichung wird

ı2k2Φ̃(k⃗) = −4πρ̃(k⃗), (5.44)

die sich leicht lösen läÿt. Dazu berechnet man mit einer FFT die Fourier-Darstellung
ρ̃(k⃗) der Ladungsverteilung ρ(x⃗). Punktweise Multiplikation mit einem Faktor und eine
zweite Fouriertransformation liefern das gesuchte Φ(x⃗). Dieses kann zur Berechnung der
elektrischen Felder sowie � zusammen mit der Ladungsverteilung � zur Berechnung der
potentiellen Energie, die eine wichtige diagnostische Gröÿe darstellt, verwendet werden.
Alternativ kann man die Poisson-Gleichung über Multigridverfahren lösen. An dieser
Stelle soll jedoch nicht auf die Vor- und Nachteile der einzelnen Methoden eingegangen
werden, sondern nur die direkte Berechnung der elektrischen Felder im Fourier-Raum,
wie sie im Code durchgeführt wird, beschrieben werden. Der Vorteil ist, daÿ man das
elektrische Feld nicht aus �niten Di�erenzen des Potentials berechnet, was zu numeri-
schen Fehlern bei kleinen Wellenlängen führt. Der Nachteil ist, daÿ man jede der drei
Feldkomponenten getrennt zurück transformieren muÿ.
Auch diese Berechnung beginnt mit der Fouriertransformation der Ladungsverteilung
ρ(x⃗), um ρ̃(k⃗) zu erhalten. Für diese (und alle weiteren) Fouriertransformationen ver-
wendet der Code die MPI-parallelisierte FFT Bibliothek von Steve Plimpton (Sandia
National Laboratories).
Für den nächsten Schritt vergegenwärtigt man sich, daÿ der Zusammenhang zwischen
elektrischem Feld und Potential

E⃗ = −∇Φ (5.45)

lautet, was sich ebenfalls leicht im Fourier-Raum darstellen läÿt. Dort erhält man für
jede Komponente des elektrischen Felds den Zusammenhang

Ẽi = −ıkiΦ̃. (5.46)
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Damit läÿt sich direkt die Fourier-transformierte Komponente des elektrischen Felds
berechnen:

Ẽi(k⃗) = −4πı
ki
k2

ρ̃(k⃗). (5.47)

Insgesamt sind also vier Fouriertransformationen nötig, um die drei Komponenten des
elektrischen Felds zu berechnen.
In der tatsächlichen Implementierung ist es noch nützlich, folgende Substitutionen durch-
zuführen um die Lokalisierung der Ableitungsoperatoren zu verbessern und Gittere�ekte
zu reduzieren (siehe Birdsall u. Fuss 1997).

ki → κi = ki
sin(ki∆x)
ki∆x

,

k2 → K2 = k2

sin


k∆x

2


k∆x

2

 .

(5.48)

Mit dem neuen elektrischen Feld ist es möglich, die Kraftwirkung auf die Teilchen zu
berechnen und damit die neue Geschwindigkeit und Position jedes Teilchens. Daraus
berechnet sich die Ladungsdichte für den nächsten Zeitschritt und der Updatezyklus aus
Abbildung 5.20 ist komplett.
Der Code für den Start und den Output kann quasi unverändert aus dem elektromagne-
tischen Code übernommen werden. Als wichtigster Unterschied bleibt noch zu nennen,
daÿ der elektrostatische Code viel längere Zeitschritte verwenden kann. Da sich keine
elektromagnetischen Wellen, die mit Lichtgeschwindigkeit propagieren, ausbreiten kön-
nen, darf der Zeitschritt länger ausfallen, als vom CFL Limit im elektromagnetischen
Code erlaubt. Dies ist insbesondere für sehr kalte Plasmen nützlich, bei denen durch
die geringe thermische Geschwindigkeit die Debye-Länge und damit die Zellgröÿe und
die Lichtlaufzeit durch eine Zelle extrem klein ausfällt. Die relevante Begrenzung ent-
steht durch die Forderung, daÿ Plasmaoszillationen durch mehrere Zeitschritte aufgelöst
werden. Damit darf der Zeitschritt maximal eine Länge von

∆t <
1

2ωp

(5.49)

haben.

5.4 Schema eines expliziten PiC-Codes in
Darwin-Näherung

Genügt die Näherung eines elektrostatischen Codes nicht, so muÿ man nicht zwangs-
weise auf einen elektromagnetischen Code zurückgreifen. Vielmehr existiert die Darwin-
Näherung5, die man als ersten Schritt einer Entwicklung der Maxwell-Gleichungen in
5Benannt nach Charles Galton Darwin, dem Enkel des Autor von �On the Origin of Species�. Der
Namensgeber zeigte 1920, daÿ der Wechselwirkungs-Lagrangian zweier geladener Teilchen nicht nur
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v/c von den statischen Feldern des elektrostatischen Grenzfalles hin zur vollständig
elektromagnetischen Beschreibung betrachten kann. Teilchenbewegungen werden also
nicht mehr völlig ignoriert, die Wellenausbreitung erfolgt aber so viel schneller als die
Teilchenbewegung, daÿ E�ekte der Lichtlaufzeit vernachlässigt werden können.
Alternativ kann man diese Näherung als technischen Kunstgri� betrachten, der die Mög-
lichkeit elektromagnetischer Wellen aus den Maxwell-Gleichungen eliminiert. Dies ist
von Interesse, da diese Wellenmoden mit ihrer hohen Ausbreitungsgeschwindigkeit den
maximal möglichen Zeitschritt begrenzen und die Untersuchung von niederfrequenten
Plasmaphänomenen, zu denen sie gar nicht beitragen, sehr erschweren.
Eine andere Sicht der Dinge ist, daÿ die Darwin-Näherung das Di�erentialgleichungssys-
tem der Maxwell-Gleichungen von hyperbolischer zu elliptischer Form verändert. Daÿ all
diese verschiedenen Sichtweisen zu den selben Gleichungen führen ist nicht unmittelbar
einsichtig und der Nachweis erfordert einigen Aufwand, siehe Krause et al. (2007).
Um die Darwin-Näherung gut beschreiben zu können, ist es hilfreich, die Zerlegung von
Vektorfeldern in einen longitudinalen und einen transversalen Anteil einzuführen.

F⃗ = F⃗L + F⃗T. (5.50)

Für den longitudinalen Anteil F⃗L gilt dabei:

∇× F⃗L = 0 ⇔ k⃗ × ˜⃗
FL = 0 ⇔ F⃗L = ∇ φ. (5.51)

Der transversale Anteil F⃗T hingegen erfüllt:

∇ · F⃗T = 0 ⇔ k⃗ · ˜⃗
FT = 0 ⇔ F⃗T = ∇× A⃗. (5.52)

Das Helmholtz-Theorem garantiert dabei, daÿ diese Zerlegung bis auf die Wahl des
Potentialnullpunkts φ0 eindeutig ist6. Mit dieser Notation lassen sich die veränderten
Maxwell-Gleichungen, die die Darwin-Näherung beschreiben, kompakt formulieren:

∇× B⃗ =
1

c

∂E⃗L

∂t
+

4π

c
⃗, (5.53)

∇2 E⃗T =
1

c
∇× ∂B⃗

∂t
, (5.54)

∇ E⃗L = 4π ρ, (5.55)

∇ B⃗ = 0. (5.56)

vom elektrostatischen Potential, sondern auch vom Vektor-Potential A⃗ abhängen muÿ. Prinzipi-
ell ist es nötig retardierte Potentiale zu betrachten, bis zur Ordnung v2/c2 ist dies jedoch nicht
nötig. Obwohl diese methode urspünglich hergeleitet wurde um die Auswirkung der Elektronen-
Wechselwrikung auf das Linienspektrum zu studieren, ist sie auch für PiC-Simulationen, die über
den rein elektrostatischen Fall hinausgehen wollen nützlich. Für weitere Details zur Herleitung sei
der Leser auf Darwin (1920) und Jackson (1999) verwiesen.

6Dies entspricht der Wahl wie der Beitrag von ˜⃗
F bei k⃗ = 0⃗ auf den longitudinalen und den transversalen

Anteil aufgeteilt wird.
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Vergleicht man Gleichung 5.56 mit der Originalform in Gleichung 5.30, so fällt auf, daÿ
die wesentliche Änderung die Vernachlässigung des transversalen elektrischen Felds im
Ampèreschen Gesetzes ist.
Die groÿe Herausforderung bei dieser Sorte von Code ist die Tatsache, daÿ man weder
einfache Zeitentwicklungsgleichungen für das elektrische und magnetische Feld hat, noch
alle Felder direkt aus Teilchengröÿen berechnen kann. Der longitudinale Teil des elektri-
schen Felds und das Magnetfeld lassen sich aus der Ladungsdichte und dem elektrischen
Strom berechnen. Für das transversale elektrische Feld jedoch ist die Lage komplizierter.
Gleichung 5.56(b) läÿt sich auch schreiben als

∇2E⃗T =
4π

c2
∂⃗T
∂t

. (5.57)

Abbildung 5.21: Aufbau eines PiC-Codes in Darwin-Näherung. Die Abhängig-
keit zwischen Geschwindigkeitsänderung und transversalem elektrischem Feld
läÿt sich nicht einfach au�ösen. Eine Möglichkeit ist ein Prädiktor-Korrektor-
Schema, das drauf beruht, daÿ sich die Teilchengeschwindigkeit in jedem Zeit-
schritt nicht stark ändert. Die Teilschleife in der rechten Box konvergiert daher
nach nur zwei oder drei Durchläufen.

Um die Änderung des transversalen Anteils des Stroms zu berechnen, benötigt man
aber den neuen Strom und damit die neuen Teilchengeschwindigkeiten, die aber genau
vom elektrischen Feld zwischen den Zeitschritten verändert werden. Eine Möglichkeit
dieser Situation zu entkommen, ist ein Prädiktor-Korrektor-Verfahren. Abbildung 5.21
illustriert, wie damit ein Zeitschritt des PiC-Codes in Darwin-Näherung abläuft. Im
ersten Schritt nimmt man an, daÿ die Teilchengeschwindigkeiten sich nicht ändern. Dar-
aus berechnet man die neuen elektrischen und magnetischen Felder, die man auf die
Teilchengeschwindigkeiten wirken läÿt, um eine bessere Schätzung der neuen Geschwin-
digkeiten zu erhalten. Mit diesen kann man die elektrischen und magnetischen Felder
genauer berechnen. Dieses Verfahren konvergiert zum Glück sehr schnell, so daÿ man
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die Schleife üblicherweise nur zwei- oder dreimal durchlaufen muÿ. Für weitere Details
der Implementierung sei auf Decyk (2011) verwiesen. Eine alternative Formulierung der
Darwin-Näherung basierend auf den Potentialen φ und A⃗ �ndet sich in Eremin et al.
(2013).
Ein einzelner Zeitschritt in Darwin-Näherung ist wesentlich komplizierter als ein Zeit-
schritt eines elektromagnetischen Codes und erfordert für die Fouriertransformationen
von Ladungsdichte und elektrischen Strömen, sowie die wiederholte Lösung der Feldglei-
chungen im Fourier-Raum und die Rücktransformation der elektrischen und magneti-
schen Felder wesentlich mehr Rechenaufwand. Im Gegenzug ist man jedoch nicht durch
die Lichtlaufzeit durch eine Zelle begrenzt.

5.5 Schema eines impliziten elektromagnetischen
PiC-Codes

Die Beschränkung von expliziten elektromagnetischen Particle-in-Cell Codes auf die klei-
nen Längenskalen der Elektronen und die kurzen Zeitskalen durch die Lichtlaufzeit in
den kleinen Gitterzellen macht die Untersuchung von Phänomenen auf der Zeit- und
Längenskala von Protonen oder gar schweren Ionen sehr rechenaufwendig. In einigen
Fällen kann man zufriedenstellende Ergebnisse erhalten, indem man sich auf den elek-
trostatischen Fall oder die Darwin-Näherung beschränkt. Andere Probleme, wie zum
Beispiel die Wechselwirkung einer Plasmarandschicht mit einer Radiowelle, bei der man
die Ausbildung einer Ober�ächenwelle erwartet, sind so nicht zugänglich.
Aus diesem Grund wurden numerische Verfahren entwickelt, die die Beschränkung des
Zeitschritts durch bessere � und aufwendigere � Verfahren umgehen können. Die Arbeiten
von Brackbill und Kollegen (Brackbill u. Forslund (1982), Vu u. Brackbill (1992) und
Referenzen darin) haben dabei eine wichtige Rolle gespielt.
Das Problem ist � wie man schon vermuten kann, wenn man bedenkt daÿ das CFL-
Kriterium der limitierende Faktor ist � der Algorithmus, der die Maxwell-Gleichungen
löst, um die Felder im neuen Zeitschritt zu berechnen. Dies wird durch die Kopplung
zwischen Teilchen und Feldern wesentlich erschwert. Glücklicherweise hängen die Felder
von Teilchendichte und Geschwindigkeiten ab; höhere Momente der Teilchenverteilung
tauchen nicht auf. Für die implizite Methode berechnet man daher Näherungen der
Ladungsdichte und Ströme aus den Teilcheneigenschaften im gegenwärtigen Zeitschritt
und den Feldern zu dieser Zeit und verwendet diese in der Bestimmungsgleichung für
die Felder im nächsten Zeitschritt.
Um dieses Vorgehen zu illustrieren, wird im Folgenden erläutert, wie das semi-impliziten
Verfahren funktioniert, das in Petrov u. Davis (2011) diskutiert wurde und das aufbauend
auf dem expliziten Acronym PiC Code in der Arbeitsgruppe implementiert wurde
(siehe Kempf et al. 2013). Ausgangspunkt der Überlegungen ist die Gleichung 5.18, die
die Lorentz-Kraft auf ein Teilchen beschreibt. Zusammen mit dem Vektor Ω⃗, der das
Magnetfeld und seine Vorfaktoren zusammenfasst, läÿt sich diese Gleichung schreiben
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als:

v⃗ t+1/2 − v⃗ t−1/2 =
q

m
E⃗ t∆t+ v⃗ t+1/2 × Ω⃗ t + v⃗ t−1/2 × Ω⃗ t. (5.58)

Anstatt nun wie beim Boris-Push die Gleichung in eine Beschleunigung durch das elek-
trische Feld, eine Drehung durch das Magnetfeld und eine abschlieÿende Beschleunigung
durch das elektrische Feld zu zerlegen, betrachtet man das Kreuzprodukt mit Ω⃗ als eine
Matrixmultiplikation. Diese kann man mit einer Einheitsmatrix zusammenfassen und in-
vertieren. Die resultierende Matrix wird T̂ genannt und ist in Gleichung (6) von Petrov
u. Davis (2011) ausgeschrieben dargestellt. Mit dieser kann man die Gleichung nach der
neuen Geschwindigkeit au�ösen und erhält

v⃗ t+1/2 = T̂
 q

m
E⃗ t∆t+ v⃗ t−1/2 + v⃗ t−1/2 × Ω⃗


. (5.59)

Dies ist rechnerisch aufwendiger als der Boris-Push, erlaubt uns aber im nächsten Schritt
den Strom ⃗ t durch die Ladung und die gemittelte Teilchengeschwindigkeit auszu-
drücken:

⃗ t =
q

2


T̂
 q

m
E⃗ t∆t+ v⃗ t−1/2 + v⃗ t−1/2 × Ω⃗


+ v⃗ t−1/2


. (5.60)

Den Ausdruck für den Strom kann man nun in zwei Teile zerlegen. Der erste Term
beschreibt die Wirkung des elektrischen Felds auf die Teilchen. Da die Teilchen sich im
Magnetfeld be�nden, ist dieser Term komplizierter als eine einfache Verschiebung längs
des elektrischen Felds, was sich im Tensor T̂ niederschlägt. Der zweite Term wird als
δ⃗ t bezeichnet und fasst alle weiteren Terme aus Gleichung 5.60 zusammen. Mit dieser
Abkürzung erhält man:

⃗ t =
q2∆t

2m
T̂E⃗ t + δ⃗ t. (5.61)

Mit diesem Ausdruck für den Strom kann man nun die Zeitentwicklungsgleichung für das
elektrische Feld erneut betrachten. Diese ist in 5.32 gegeben. Der entscheidende Schritt
für die Entwicklung des impliziten PiC Codes ist, daÿ man das elektrische Feld, das in
den Strom auf der rechten Seite der Gleichung eingeht, durch den Mittelwert aus dem
alten und dem neuen � noch zu berechnenden � elektrischen Feld schreibt, ähnlich wie
bei der impliziten Bestimmungsgleichung für das Teilchenupdate.

E⃗ t+1/2 − E⃗ t−1/2

∆t
= c∇× B⃗ t − 4π

q2∆t

2m
T̂
E⃗ t+1/2 + E⃗ t−1/2

2
− 4πδ⃗ t. (5.62)

Der Einfachheit halber fasst man den Tensor T̂ mit einigen Vorfaktoren zu einem neuen
Tensor Ŝ zusammen

Ŝ =
πq2∆t2

m
T̂ (5.63)
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und erhält so 
1+ Ŝ


E⃗ t+1/2 =


1− Ŝ


E⃗ t−1/2 +


c∇× B⃗ t − 4πδ⃗ t


. (5.64)

Um damit das neue elektrische Feld zu erhalten, berechnet man für alle Teilchen δ⃗ t

und Ŝ und gewichtet sie mit dem üblichen Formfaktor auf das Gitter. Wenn dies ge-
schehen ist, kann man 1+ Ŝ invertieren (dies ist per Konstruktion immer möglich) und
aus den alten elektrischen und magnetischen Feldern und den Teilcheneigenschaften das
neue elektrische Feld berechnen. Dies ist wesentlich aufwendiger als im expliziten Code
und dauert pro Zeitschritt etwa eine Gröÿenordnung länger. Dafür sind die Zellgröÿen
aber nicht mehr an die Debye-Länge gebunden und können ein bis zwei Gröÿenordnun-
gen gröÿer als im expliziten Code gewählt werden. Die Zeitschritte sind im Falle dieses
semi-impliziten Codes immer noch an das CFL-Limit gebunden, können aber durch die
gröÿeren Zellen wesentlich länger ausfallen, so daÿ man bei der Simulation von langwel-
ligen, niederfrequenten Phänomenen unter dem Strich Rechenzeit einspart.

5.6 Weitere technische Überlegungen

5.6.1 Filterung von Quelltermen

Betrachtet man die Speicherung von Feldgröÿen auf einem festen räumlichen Gitter so
ist relativ o�ensichtlich, daÿ dies mit Artefakten einhergehen muÿ. Ein solches Artefakt
ist die Quantisierung der möglichen k⃗ Vektoren in Abständen von π N−1

x ∆x−1 und die
Existenz einer höchsten aufgelösten Wellenzahl kmax = π/∆x. Eine Folge des Sampling
Theorem ist, daÿ räumliche Schwankungen auf kürzeren Skalen durch das Gitter wie
Schwankungen auf einer längeren Skala erscheinen. Dieser E�ekt wird Aliasing genannt
und kann zu unphysikalischen E�ekten führen, z.B. wenn kleinskalige Ladungsschwan-
kungen fälschlicherweise bei gröÿeren Längenskalen wiedergegeben werden. Um diesen
E�ekt zu unterdrücken, ist es möglich, hohe räumliche Frequenzen nahe am Cuto� durch
einen Filter zu unterdrücken. Alle physikalischen Prozesse sollten bei gröÿeren, gut aufge-
lösten Wellenlängen statt�nden und von dieser Filterung unbetro�en sein. Bei spektralen
elektrostatischen Codes bietet es sich an, ρ̃ im Fourier-Raum zu �ltern. Bei elektroma-
gnetischen Codes ist es e�zienter, die Filter durch Faltung mit einem kompakten Stenzil
durchzuführen. Im einfachsten Fall genügt ein Dreipunkt�lter der Form

1− α

2
, α,

1− α

2


.

Der Frequenzgang eines solchen Filters ist (siehe Vay et al. 2011)

g(k, α) = α + (1− α) · cos(k∆x).

Um Aliasing bei kmax zu unterdrücken, bietet es sich an, α = 1/2 zu verwenden. Möchte
man einen gröÿeren ungedämpften Bereich haben, so rentiert sich ein zweiter Durchgang
mit α = 3/2. Da der Filter eine lineare Operation ist, macht es keinen Unterschied
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bei mehrdimensionalen Simulationen, ob man einzelne Durchläufe für jede Dimension
verwendet, oder ob man einen gröÿeren Stenzil verwendet. Weitere Überlegungen zur
Filterung �nden sich in Vay et al. (2011).

5.6.2 Adaptive Teilchen

Bei der Herleitung der Bewegungsgleichungen durch Momentenbildung der Vlasov-Gleich-
ung hatten wir aus dem 0. Moment Gleichung 5.5 erhalten. Berücksichtigt man jedoch,
daÿ die Vlasov-Gleichung eigentlich für die Summe aller Phasenraumelemente fi als
Näherung für die kontinuierliche Phasenraumdichte fα gilt, so muÿ die Gleichung voll-
ständigerweise lauten:

∂

∂t


i

wi = 0. (5.65)

Was sich also nicht ändern darf, ist die Summe aller Makrofaktoren. Es bleibt als zu-
sätzliche, bisher unberücksichtigte Freiheit die Möglichkeit, die Anzahl und Gewichtung
einzelner Makroteilchen zu verändern. Insbesondere können Makroteilchen an interessan-
ten Stellen des Phasenraums � weit über der thermischen Geschwindigkeit oder in der
Nähe einer Phasenraum-Separatrix � durch mehrere dicht gruppierte Makroteilchen klei-
neren Makrofaktors ersetzt werden, um die Abdeckung an dieser Stelle zu verbessern. Im
einfachsten Fall wird hierzu bei jeder Teilchenbewegung jedes Teilchen, das die Grenz-
geschwindigkeit überschreitet, in zwei gleiche Hälften geteilt, die einen Bruchteil einer
Zellgröÿe in der Richtung senkrecht zum lokalen elektrischen und magnetischen Feld ge-
geneinander versetzt werden. Auf diese Art und Weise bleiben die Position des Schwer-
punkts, der Gesamtimpuls und die Gesamtenergie erhalten. Ein etwas komplizierteres
Verfahren ist in Lapenta u. Brackbill (1994) beschrieben.
Die Vereinigung von Makroteilchen in Bereichen mit mehr numerischen Teilchen, als
für die gewünschte Genauigkeit nötig sind, ist komplizierter. Für die einfache Addition
zweier Teilchen ist eine Suche nach einem Partner, der sich sehr nahe im Phasenraum
be�ndet, nötig. Dieses Verfahren wurde von Shon et al. (2001) verwendet. Da eine solche
Suche in drei Dimensionen aufwendig sein kann, gibt es Codes, die für Zellen mit zu
hohen Teilchenzahlen numerisch die ersten Momente der Verteilungsfunktion ausrechnen
und dann die gewünschte kleinere Anzahl an Makroteilchen zufällig so ziehen, daÿ die
Momente der Verteilungsfunktion reproduziert werden. Beschreibungen �nden sich etwa
in Welch et al. (2007) oder Martin u. Cambier (2012).

5.6.3 Parallelisierung

Durch die Simulation der kompletten Mikrophysik im Versuch, die interessante Makro-
physik als emergentes Verhalten zu erreichen, sind Simulation mit Particle-in-Cell Codes
extrem rechenaufwendig. Eine typische Simulation im Rahmen der vorliegenden Arbeit
enthält 107 Zellen mit 109 Teilchen. Selbst gut optimierte Codes scha�en die Berechnung
eines neuen Zeitschritts nur für einige 105 Teilchen pro Sekunde. Typische Simulations-
dauern liegen aber im Bereich von 104 Zeitschritten. Um nun nicht ein Jahr auf ein
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Simulationsergebnis warten zu müssen, ist es nötig, den Rechenaufwand auf mehr als
eine CPU zu verteilen. Verteilt man die gleiche Simulation auf einige tausend CPUs
und scha�t man es, eine hinreichende Parallelisierungse�zienz zu erreichen, so läuft die
gleiche Simulation binnen eines Tages.
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Abbildung 5.22: Zuwachs der Simulationsleistung bei Erhöhung der CPU-
Anzahl bei konstanter Arbeitsmenge pro CPU (Weak Scaling). Der Test erfolgt
ohne Teilchenoutput aber mit vollem Feldoutput in 4% der Zeitschritte. Dies be-
grenzt letzten Endes die Skalierbarkeit auf Jugene. Ohne Output skaliert der Co-
de auf diesem Rechner bis 216 CPUs. Modernere Rechner, wie Hermit oder Sisu,
erreichen höhere Rechenkraft bei kleineren CPU-Anzahlen, was die IO-Probleme
durch Lock-Contention mildert und zu höherer Parallelisierungse�zienz führt.

Der Code erreicht die Arbeitsverteilung über viele CPUs durch eine Zerlegung des Si-
mulationsgebiets in einzelne Teilgebiete. Jede CPU simuliert nur die Teilchen in ihrem
Teilgebiet. Teilchen, die die Gebietsgrenzen überschreiten, sowie die Werte der elektro-
magnetischen Felder an den Gebietsgrenzen werden per MPI zwischen benachbarten
CPUs kommuniziert. Dadurch, daÿ jede CPU nur mit den (maximal) 26 direkten Nach-
barn kommuniziert, skaliert dieses Verfahren sehr gut auf modernen Supercomputern
mit Torus-Interconnect. Abbildung 5.22 zeigt, wie gut der Code ohne maschinenabhän-
gige Optimierungen von einzelnen CPUs, über ein kleines lokales Cluster, zu mehreren
zehntausend CPUs skaliert.
Abbildung 5.23 illustriert die Zerlegung des Simulationsgebiets auf (hier acht farbkodier-
te) CPUs. Allgemein wird das Simulationsgebiet kartesisch aufgeteilt. Jede Achse wird
in Teilintervalle geteilt:

X = [0 . . . Nx − 1] → [0, a1 − 1] ∪ [a1, a2 − 1] ∪ . . . ∪ [al, Nx − 1],
Y = [0 . . . Ny − 1] → [0, b1 − 1] ∪ [b1, b2 − 1] ∪ . . . ∪ [bm, Ny − 1],
Z = [0 . . . Nz − 1] → [0, c1 − 1] ∪ [c1, c2 − 1] ∪ . . . ∪ [cn, Nz − 1].

(5.66)
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Abbildung 5.23: Das Simulationsgebiet wird auf mehrere hier farbkodiert dar-
gestellte CPUs verteilt. Jedes einzelne Gebiet enthält einzelne Gitterzellen. Die
Gröÿe der Gitterzellen ist im ganzen Simulationsgebiet konstant, die Anzahl
der Gitterzellen pro CPU allerdings nicht unbedingt, auch wenn es sich für ein
homogenes Plasma anbietet.

Der gesamte Koordinatenraum wird durch das kartesische Produkt aufgespannt:

X × Y × Z = [0, a1 − 1] × [0, b1 − 1] × [0, c1 − 1] ∪
[0, a1 − 1] × [0, b1 − 1] × [c1, c2 − 1] ∪

...
[al, Nx − 1] × [bm, Ny − 1] × [cn, Nz − 1].

(5.67)

Jede dieser einzelnen Teilmengen wird genau einer CPU zugeordnet. Die Verteilung,
welche CPU welches Teilgebiet simuliert, wird dabei der MPI Implementation überlas-
sen, welche üblicherweise dafür sorgt, daÿ benachbarte Gebiete kommunikationstechnisch
günstig zu liegen kommen. Der Code startet mit anfänglich gleich vielen Zellen auf je-
der CPU, unterstützt aber das loadbalancing zwischen MPI Threads. Dies geschieht
durch Veränderung der Lage der achsparallelen Schnitte durch das Simulationsgebiet,
also durch Veränderung der a, b oder c in Gleichung 5.66. Dies ist eine gewisse Einschrän-
kung im Vergleich zu einer freien Verschiebung von Grenzen zwischen Teilgebieten, sorgt
aber für eine konstante Anzahl an benachbarten CPUs und überschaubaren Code, der
die Übergänge eines Simulationsgebiets und der darin enthaltenen Teilchen an die neu
zuständige CPU übernimmt. Die Gröÿe der einzelnen Gitterzellen ist durch die Debye-
Länge gegeben und sowohl zeitlich als auch im gesamten Simulationsgebiet konstant.

5.6.4 Output

Output ist in Simulationscode ein notwendiges Übel7. Man muÿ mindestens eine Teil-
menge der berechneten Daten ausgeben, um sie zu analysieren, sie graphisch darzu-
stellen und neue Einsichten zu gewinnen. Auf der anderen Seite steht der Ausspruch
von Ken Batcher: �A supercomputer is a device for turning compute-bound problems
into I/O-bound problems.� Es gilt also, Output möglichst zu vermeiden (die Simulati-
onsbeschreibung als Input ist meist klein und unproblematisch) und ihn, wenn nötig,
möglichst e�zient durchzuführen. Aus diesem Grund erlaubt der Acronym Code eine

7Schon Hockney (1966) bemängelt, daÿ Output Zeit kostet, die man besser für die Berechnung weiterer
Zeitschritte nutzen könnte.
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feinmaschige Kontrolle über die Häu�gkeit von verschiedenen Output-Arten, um nur die
benötigten Informationen dauerhaft zu speichern. Diese sollen im Folgenden getrennt
charakterisiert werden.

Makroskopische Variablen

Die kleinste zu speichernde Datenmenge verursacht der Output von aggregierten, makro-
skopischen Gröÿen. Zu diesen gehören die kinetische Energie der Teilchen, die Energien
der elektrischen und magnetischen Felder (einmal für die drei Komponenten getrennt
und einmal aggregiert) und die Gesamtenergie. Diese Gröÿen erlauben es, viele nume-
rische Probleme auf einen Blick zu erkennen, da der PiC Code per Konstruktion den
Gesamtimpuls erhält und die Gesamtenergie nur erhalten ist, solange die getro�enen Mo-
dellannahmen zutre�en. Auch das Anwachsen von physikalischen Instabilitäten, oder die
Produktion vonWellenmoden läÿt sich gut erkennen. Die Gesamtenergie bleibt bei diesen
Vorgängen gut erhalten, es �ndet jedoch eine Umschichtung der genannten Einzelener-
gien statt. Ganz ähnlich funktioniert auch die Ausgabe der Impulse von Teilchen und
Feldern. Da bei dieser Sorte von Output nur kleine Datenmengen anfallen, erfolgt die
Speicherung in Textdateien mit einer Zeile pro Zeitschritt und einer Spalte pro Gröÿe.

Eindimensionale Feldgröÿen

Genügt es nicht, die Energie im elektrischen Feld zu kennen, so bietet sich als nächst-
detailliertere Möglichkeit die Ausgabe von Feldern an, die auf eine Dimension reduziert
wurden. Statt dem vollen dreidimensionalen Ei(x, y, z) schreibt man also die drei ach-
sparallelen Projektionen

Ēi(x) =


y,zEi(x, y, z)

Ny ·Nz

, Ēi(y) =


x,zEi(x, y, z)

Nx ·Nz

und Ēi(z) =


x,y Ei(x, y, z)

Nx ·Ny

.

Für zweidimensionale Simulationen ist Nz = 1 und die Summation in dieser Richtung
trivial. Für jedes Vektorfeld werden alle drei Komponenten getrennt gemittelt und aus-
gegeben. Zur Auswahl stehen, auÿer dem elektrischen Feld, das magnetische Feld, die
Ladungsdichte, die elektrische Stromdichte, die Massendichte und ihre Ströme und die
Anzahldichte.
Die eindimensionalen Gröÿen sparen durch ihren Verzicht auf die räumliche Au�ösung
in zwei Richtungen in vielen Fällen einen Faktor 1000 oder mehr an Speicherplatz und
benötigter IO-Bandbreite bzw. IO-Zeit. Entsprechend öfter kann man sich Output dieser
Art leisten, was die Au�ösung in zeitlicher Richtung verbessert.
Insbesondere für Dispersionsrelationen, bei denen man sich im Normalfall sowieso nur
für die Wellenvektoren exakt parallel und senkrecht zum achsparallelen Hintergrundma-
gnetfeld interessiert, sind diese eindimensionalen Feldgröÿen extrem hilfreich. Neben der
Speicherersparnis pro�tiert man in diesem Fall davon, daÿ die Mittelung über die beiden
vernachlässigten Richtungen nicht beim Plotten von einer einzelnen CPU durchgeführt
wird, sondern von allen, die die Simulation durchführen, gemeinsam. Dementsprechend
schneller hat man nach dem Simulationsende die geplotteten Ergebnisse.
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Dreidimensionale Feldgröÿen

In manchen Fällen reicht es nicht aus die reduzierten Felddaten zu speichern, zum Bei-
spiel wenn man räumliche Strukturen wie Flusschläuche oder Current-Sheets analysieren
möchte, oder das Verhalten entlang eines nicht achsparallelen k⃗ untersuchen möchte.
Auch Schnappschüsse, die die Wiederaufnahme einer Simulation zu einem fortgeschrit-
tenen Zeitschritt erlauben, benötigen die volle Information über die elektrischen und
magnetischen Felder (und die Teilchen), um den Simulationszustand nach einem Neu-
start wieder laden zu können.
Um die groÿen Datenmengen e�zient wegzuschreiben und gut handhabbar zu speichern,
wird das HDF5 Datenformat verwendet. Es handelt sich dabei um ein selbstbeschreiben-
des Datenformat, das im Inneren der Datei eine Baumstruktur aus Daten und Metadaten
enthält. Alle CPUs der Simulation schreiben parallel eine gemeinsame Datei. Darin be-
�nden sich die Daten gruppiert nach Zeitschritten und Feldarten.
Ebenfalls in dieser HDF5 Datei be�nden sich eine Kopie der Simulationsbeschreibung
und wichtige daraus abgeleitete Gröÿen, wie ∆x und ∆t. Dies dient einerseits der Mög-
lichkeit, eine Simulation fortzusetzen und erleichtert andererseits die Auswertung.

Momente der Teilchenverteilung

Neben den Informationen über die Felder sind auch Informationen über die Teilchenei-
genschaften wichtig. (Wenn dem nicht so wäre, hätte man sich nicht die Mühe einer
kinetischen Simulation machen müssen.) Auÿer den vollen Informationen über jedes ein-
zelne Teilchen, bietet der Code jedoch auch die Möglichkeit, sich für jede Spezies die
zentralen Momente der Teilchenverteilung bis zur zweiten Ordnung ausgeben zu lassen.
Das nullte Moment (die Teilchenzahl) ist bei Problemen mit dem Code, absorbierenden
Wänden oder adaptiven Teilchenzahlen interessant. Die drei Momente erster Ordnung
liefern die drei Komponenten der Driftgeschwindigkeit. Von den neun Momenten zweiter
Ordnung liefern die drei Diagonalterme die drei Temperaturen. Der Fall anisotroper Tem-
peratur ist insbesondere für Instabilitäten, wie die Weibel-Instabilität, interessant. Die
symmetrischen restlichen Terme liefern die drei Korrelationen zwischen den Geschwindig-
keitskomponenten. Sämtliche Momente können sowohl auf das Gitter deponiert werden
(was bei vielen Teilchen pro Zelle wesentlich weniger Output erzeugt als die Ausgabe
sämtlicher Teilchen), als auch als globales Mittel über alle Teilchen einer Spezies.

Daten der Einzelteilchen

Die Momente der Teilchenverteilung bieten einen ersten Überblick über die Teilchen-
dynamik. Falls man jedoch die Geschwindigkeitsverteilung oder Phasenraumdiagramme
plotten möchte, so benötigt man mehr Informationen. Diese lassen sich aus dem voll-
ständigen Teilchenoutput entnehmen, der auch dazu verwendet wird die Teilchen bei
einer Wiederaufnahme der Simulation zu laden.
Im Gegensatz zum Format der Feldinformationen gibt es für die Teilchendaten mehrere
Dateiformate. Der Grund ist hier, daÿ sich durch die schlichte Menge an Output und die
damit verbundenen Performance-Probleme selbst kleine Optimierungen rentieren. Zwei
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der Formate basieren ebenfalls auf dem HDF5 Format, im Gegensatz zu den Feldda-
ten wird jedoch pro Zeitschritt und CPU eine neue Datei begonnen. Die Formate sind
mit Metadaten ausgestattet und selbstbeschreibend. Da es bei sehr groÿen Mengen an
Teilchen oder MPI-Threads zu Performance-Problemen gekommen ist, gibt es zusätzlich
noch ein �rohes� Datenformat, bei dem jede CPU ihren Speicherinhalt mit einem mini-
malen Header via MPI-IO ablegt. Dieses Format ist unhandlicher beim Auswerten und
garantiert keine Portabilität über Rechnergrenzen hinweg, ist aber wesentlich schneller
beim Schreiben von Restart-Points.
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6 Validierung

6.1 Design des Test-Problems

Das vorangegangene Kapitel stellt eine Auswahl an Methoden dar, die im Rahmen der
vorliegenden Arbeit implementiert wurden. Um diese zu testen, miteinander zu verglei-
chen und hinsichtlich ihres Nutzens für die Simulation von Schockfronten zu bewerten,
ist es nötig, ein Test-Problem festzulegen. Die Wahl �el hierbei auf die Wellenmoden,
die von den thermischen Fluktuationen im Plasma angeregt werden und Eigenmoden
des Maxwell-Vlasov-Gleichungssystems darstellen. Die Dispersionsrelationen dieser Mo-
den und deren Anregungsstärke sind aus analytischen Rechnungen bekannt. Da die
Wellenmoden ein emergentes Phänomen aus dem Zusammenspiel von Lorentz-Kraft
und Maxwell-Gleichungen sind, werden Teilchenbewegung, Maxwell-Löser und Strom-
zuweisung gleichzeitig getestet. Die Wahl von Hintergrundmagnetfeld und longitudi-
nalen/transversalen Wellen erlaubt es, die Wirkung von externen und selbstkonsistent
erzeugten Feldern zu unterscheiden. Für niederfrequente Wellen kann man auÿerdem un-
tersuchen, wie sich reduzierte Plasma-Modelle verhalten, die die Maxwell-Gleichungen
in elektrostatischer oder Darwin-Näherung enthalten. Die Parameter dieser Simulatio-
nen sind in Tabelle 6.1 angegeben. Sie sind so gewählt, daÿ keine relativistischen E�ekte
zu erwarten sind und selbst ein einzelner Computer in wenigen Stunden gut aufgelöste
Ergebnisse liefern kann.

Parameter Kürzel Wert Einheit
Simulationsdauer Nt 10400 ∆t

200 ω−1
p,e

Länge Nx 2048 ∆x
Breite Ny, Nz 8 ∆x
Teilchen ppc 8 ∆x−3

Massenverhältnis mp/me 1836
thermische Geschwindigkeit vth,e 0,05 c
Plasmafrequenz ωp,e 109 1/s

Tabelle 6.1: Parameter der Testsimulationen

Um die Simulationen reproduzierbar zu machen und einen Vergleich mit anderen Codes
zu erlauben, ist eine kurze Erklärung, wie die spektrale Energiedichte berechnet wur-
de, nützlich. Als Beispiel dient eine Komponente des elektrischen Felds (hier Ey), dessen
Verteilung in Abhängigkeit von kx und ω untersucht werden soll. (Bei dieser Wahl sollten
transversale elektromagnetische Wellen sichtbar sein.) Zuerst wurden die Felddaten für
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jeden Zeitschritt ti über die beiden kurzen Raumrichtungen gemittelt, um Ey(x, ti) zu
erhalten. Eine eindimensionale Fouriertransformation entlang der verbliebenen Raum-
achse liefert Ẽ(kx, ti). Wenn diese Gröÿe für alle Zeitschritte berechnet ist, folgt eine
Fouriertransformation in der Zeit, um Ẽ(kx, ω) zu erhalten. Das Betragsquadrat dieser
Gröÿe entspricht der Energiedichte in erg/cm3. Abbildung 6.1 illustriert dieses Vorgehen
und zeigt auch, daÿ die Reduktion auf Ey(x, ti) noch im Simulationscode erfolgt, die wei-
teren Schritte aber von der Analysepipeline nach dem Ende der Simulation übernommen
werden. Um die Gröÿe der HDF5-Datei zu verringern und nicht auf Output warten zu
müssen, kann der Output mit reduzierter Au�ösung in x oder nur gelegentlich, z.B. alle
15 Schritte, erfolgen. Dies verringert natürlich den nutzbaren k- bzw. ω-Bereich, welcher
aber insbesondere für niederfrequente Wellenmoden immer noch völlig ausreicht.

t = 0

t = 1

t = 2

t = 3

t = 4

t = 5

t = 6

auf 1d reduzieren und speichern

Fourier-Transformation in x

Fourier-Transformation in t

PiC Simulation

HDF5-Datei

Abbildung 6.1: Vorgehen, um von einer Komponente des elektrischen Felds
Ey(x, t) zur spektralen Energieverteilung Ẽ(kx, ω) zu kommen.

Zusätzlich zur spektralen Verteilung der Energiedichte wurde die Energieerhaltung un-
tersucht.

6.2 Maxwell-Solver

In Abschnitt 5.2.5 wurde erläutert, daÿ es verschiedene Algorithmen gibt, um die elek-
tromagnetischen Felder im nächsten Zeitschritt mit Hilfe einer diskretisierten Form der
Maxwell-Gleichungen zu lösen. Um deren Ein�uss zu untersuchen, wurden ansonsten
identische Testsimulationen mit den unterschiedlichen Algorithmen durchgeführt und
das elektrische Feld wie in 6.1 beschrieben analysiert. Die resultierenden spektralen Ener-
giedichten sind in Abbildung 6.2 für die unterschiedlichen Maxwell-Löser aufgetragen.
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Energie in Ey für verschiedene Maxwell-Solver
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Abbildung 6.2: Auswirkung verschiedener Maxwell-Löser auf die Energiever-
teilung im transversalen elektrischen Feld. Eine Erklärung der Unterschiede �n-
det sich im Text.
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Links oben ist die Energieverteilung, die man für ein unmagnetisiertes Plasma im ther-
mischen Gleichgewicht erwartet, anhand von Gleichung 3.27 geplottet. Man erkennt
deutlich die elektromangetische Mode und die niederfrequenten Fluktuationen unterhalb
der Ionenschallgeschwindigkeit. Um der Tatsache Rechnung zu tragen, daÿ das simulier-
te Plasma mit jedem Makroteilchen 39 Millionen physikalische Teilchen repräsentiert,
wurde die Vorhersage mit diesem Makrofaktor reskaliert.
Rechts daneben ist der standardmäÿig verwendete Yee-Zeitschritt gezeigt. Der Cuto�
der elektromagnetischen Mode bei ωp,e ist in der gewählten Auftragung nicht gut zu
erkennen, existiert aber bei der korrekten Frequenz. Die Tatsache, daÿ die Dispersi-
onsrelation für groÿe |kx| keinen linearen Anstieg zeigt, sondern abknickt, ist für ein
einfaches Verfahren zweiter Ordnung zu erwarten. Die gestrichelte Linie zeigt die Vor-
hersage von Gleichung 5.2.5 für diesen Fall und beschreibt das beobachtete Verhalten
sehr gut.
Rechts unten ist das Resultat mit dem Maxwell-Löser 4.Ordnung gezeigt. Der erste Un-
terschied der au�ällt ist, daÿ ein anderer Frequenzbereich gezeigt ist. Dies liegt daran,
daÿ Zellen mit einem gröÿeren Abstand in die Näherung der Rotation eingehen, was
aufgrund des CFL-Kriteriums einen kleineren Zeitschritt erzwingt. Dies bedeutet um-
gekehrt, daÿ höhere Frequenzen in der Simulation vorhanden sind. Da eine konstante
Anzahl an Zeitschritten verwendet wurde1 geht die Abdeckung höherer Frequenzen zu
Lasten der Au�ösung bei niedrigen Frequenzen. Da bei einer Schocksimulation alle Pro-
zesse bei Frequenzen deutlich unterhalb der Plasmafrequenz ablaufen, ist das Verfahren
4. Ordnung für diesen Anwendungfall ine�zienter.
Das Verfahren 4. Ordnung bringt auch bei der Wiedergabe der Dispersionsrelation keinen
entscheidenden Vorteil. Zwar erfolgt das Abknicken der Kurve bei etwas gröÿeren kx bzw.
ω, es kann hierbei jedoch nicht mit den noch folgenden Algorithmen konkurrieren. Der
Grund hierfür ist, daÿ das Verfahren bei einer Verkleinerung der Zellgröÿe ∆x einen
Fehler in der Wiedergabe einer Welle mit Wellenlänge λ aufweist, der wie (∆x/λ)4

kleiner wird. Da die diskrete Natur der Teilchen elektrische Ströme und damit Wellen
anregt, deren Wellenlänge oftmals nicht viel gröÿer als die Kantenlänge der Zellen ist,
bedeutet dies jedoch nicht, daÿ der Fehler bei festem ∆x wesentlich kleiner ist, als bei
einem Verfahren 2. Ordnung.
Dementsprechend ist der Mitte links gezeigte Algorithmus � kurz als CK bezeichnet
� wesentlich besser, obwohl er nur wie O (∆x2) konvergiert2. Bei diesem Algorithmus
handelt es sich um eines der in Abschnitt 5.2.5 erläuterten nonstandard �nite di�erences
Verfahren, aufbauend auf den Ideen von Cole (2002) und Kärkkäinen et al. (2006).
Betrachtet man das Simulationsergebnis für diesen Fall, so gibt es zwei gravierende
Unterschiede verglichen mit dem üblichen Yee-Zeitschritt: Erstens sind die Zeitschritte
deutlich länger, was sich in einer verbesserten Au�ösung bei niedrigen Frequenzen nie-
derschlägt. Zweitens zeigt die Dispersionsrelation der elektromangnetischen Mode den
erwarteten lineraren Verlauf bei groÿen |kx|. Diesen Vorteil sollte man jedoch nicht über-

1Alternativ hätte die gleiche Spanne an physikalischer Zeit simuliert werden können. Dies hätte jedoch
mehr Zeitschritte und damit mehr Rechenzeit erfordert.

2Alle gezeigten Algorithmen auÿer O4 zeigen Konvergenz dieser Ordnung, allerdings mit unterschied-
lichen numerischen Konstanten.
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Abbildung 6.3: Energieverteilung im transversalen elektrischen Feld für ver-
schiedene Maxwell-Solver, sowohl längs einer Gitterachse (in rot) und entlang
einer 2d Diagonale (in grün).
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bewerten. Das Verfahren wurde für diesen Zweck optimiert und die Wahl der Parameter
geht zu Lasten der Wiedergabe der Dispersionsrelationen für k⃗, die nicht achsenparallel
sind. Dies ist deutlich in Abbildung 6.3b zu sehen, die zusätzlich das Verhalten für k längs
einer 2d Flächendiagonale zeigt. Man erkennt, daÿ das wesentlich bessere Verfahren par-
allel zur Gitterachse mit stärkerem Abknicken für Moden, die sich diagonal ausbreiten
erkauft wird. Das Yee-Verfahren hingegen ist ideal entlang der 3d Raumdiagonalen.
An dieser Stelle kommt das rechts daneben und in Abbildung 6.3d gezeigte Verfah-
ren � hier als CK5 bezeichnet � ins Spiel. Auch hierbei handelt es sich um eines der
nonstandard �nite di�erences Verfahren. Allerdings wurde nicht die Wiedergabe der Di-
spersionsrelation in achsparalleler Richtung optimiert, sondern die Isotropie des Raums.
Die gezeigte Dispersionsrelation zeigt also das gleiche, schwache Abknicken fast unab-
hängig von der Orientierung von k⃗. Interessanterweise erlaubt das Verfahren Zeitschritte,
die länger sind als das Verfahren von Yee. Die zusätzlichen Speicherzugri�e werden von
diesem Vorteil mehr als aufgewogen. Nur zwei kleine Details haben die Verwendung
dieses Verfahrens bei den bisherigen Schocksimulationen verhindert: Das Review-Paper
von Vay et al. (2011) ist zu spät erschienen und die bisherige Implementierung der elek-
trisch leitenden Wand ist nicht kompatibel mit diesem Maxwell-Löser. Für zukünftige
Schocksimulationen bietet sich dieses Verfahren aber eindeutig an.
Als letztes verbleibt noch das links unten gezeigte Verfahren aus Hadi u. Piket-May
(1997), hier als M24 bezeichnet. Dieses ist darauf ausgelegt, in FDTD Simulationen
die numerische Dispersion zu minimieren. Für Particle-in-Cell Simulationen ist beson-
ders interessant, daÿ dabei die numerische Tscherenkow-Strahlung unterdrückt wird,
die von Teilchen erzeugt wird, die sich mit Geschwindigkeiten bewegen, die oberhalb
der Gruppengeschwindigkeit der von ihnen produzierten kurzwelligen Felder liegt (siehe
Greenwood et al. 2004). Dies ist für die Simulation relativistischer Beams und Schocks
interessant, bei den Simulationen der nichtrelativistischen Schocks in dieser Arbeit über-
wiegt jedoch der Nachteil durch den vergleichsweise kleinen Zeitschritt, der bei diesem
Maxwell-Löser erlaubt ist.
Betrachtet man die Energiedichten in der elektromagnetischen Mode für Simulationen
mit unterschiedlichen Maxwell-Lösern, so liegt diese nicht weit auseinander, aber durch-
gängig wesentlich oberhalb der theoretischen Vorhersage. Beim Yee-Algorithmus �ndet
man Werte bis 8,5 · 10−15 erg/cm3, beim CK5-Verfahren sogar 1,0 · 10−14 erg/cm3. Die
beiden anderen Verfahren liegen dazwischen. Anhand der Theorie (siehe Abschnitt 3.4.6)
erwartet man für die Parameter der Testsimulation maximal 7,9 · 10−21 erg/cm3. Die
berücksichtigt allerdings noch nicht den E�ekt, daÿ in der Simulation ein Phasenrau-
melement mit vielen physikalischen Teilchen zu einem Makroteilchen zusammengefasst
wird. Die Erfahrung zeigt, daÿ die Energie in den Fluktuationen linear mit dem Ma-
krofaktor skaliert. Verwendet man zehn mal so viele Makroteilchen, so sinken sowohl
Makrofaktor also auch die Energie in den Fluktuationen auf ein Zehntel (siehe hierzu
auch Schreiner 2013). Der Makrofaktor in den Testsimulationen betrug 4,66 · 1010, daher
ist es nicht verwunderlich, daÿ der PiC-Code die Fluktuationen um sechs Gröÿenord-
nungen überschätzt. Die Intensität der niederfrequenten thermischen Anregung und des
numerischen Rauschens zwischen den Moden ist bei allen vier Verfahren vergleichbar,
es ergeben sich also auch daraus keine klaren Vorteile für einen bestimmten Maxwell-
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Solver. Au�allend ist lediglich, daÿ das Verfahren vierter Ordnung im gut aufgelösten
Bereich kleiner Wellenzahlen durch sein besseres Konvergenzverhalten deutlich weniger
Rauschen aufweist.

6.3 Formfaktoren

Die Formfaktoren sind, wie in Abschnitt 5.2.2 erläutert, wichtig, um die Teilcheneigen-
schaften mit den elektromagnetischen Feldern auf dem Gitter zu verknüpfen. Um nun
den Ein�uss der unterschiedlichen Formfaktoren auf das Simulationsergebnis zu unter-
suchen, wurden ebenfalls die Testsimulationen mit thermischem Plasma verwendet.
Abbildung 6.4 enthält die schon gezeigte Abbildung für den Fall des TSC Formfaktors
zusammen mit dem Standard-Löser für die elektromagnetischen Felder und vergleicht
die Verteilung der Energie im kx-ω-Raum mit dem Ergebnissen von Simulationenmit
andere Formfaktoren. Während sich die Lage und Form der elektromagnetischen Mode
nicht ändert, gibt es deutliche Auswirkungen auf die Intensität. Sowohl die Energie in
den elektromagnetischen Wellen, als auch die des weit verteilten Untergrunds, der keiner
Eigenmode des kalten Plasmas entspricht, nimmt bei Formfaktoren niedriger Ordnung
deutlich zu.
Fluktuationen im Strom auf dem Gitter produzieren Fluktuationen im elektrischen Feld.
Weist dieses zufällige Korrelationen in Raum und Zeit auf, werden diese von der Fourier-
Transformation zu einem gleichmäÿigen Untergrund im kx-ω-Raum transformiert. Dieser
Untergrund füllt auch den Bereich innerhalb des Lichtkegels, in dem sich keine physika-
lischen, kausal zusammenhängenden Oszillationen be�nden können. Bei Formfaktoren
niedriger Ordnung sind die Fluktuationen im Strom auf Grund der harten Kanten der
Teilchen so stark, daÿ schwächere Moden komplett überdeckt werden.
Nicht nur der Untergrund, sondern auch die elektromagnetische Mode gewinnt bei Form-
faktoren niedriger Ordnung deutlich an Intensität. Tabelle 6.2 zeigt die Energiedichte des
Rauschens und die maximalen Energiedichten entlang der elektromagnetischen Mode für
die Testsimulationen mit unterschiedlichen Formfaktoren.

Formfaktor Rauschen (erg cm−3) Peak (erg cm−3)
NGP 6,6 · 10−26 2,4 · 10−12

CIC 6,4 · 10−27 1,1 · 10−14

TSC 8,7 · 10−28 8,5 · 10−15

PQS 5,6 · 10−31 8,8 · 10−15

SUDS1 1,3 · 10−25 2,3 · 10−14

SUDS2 1,8 · 10−26 8,2 · 10−15

Tabelle 6.2: Energiedichte im Rauschen und auf der elektromagnetischen Mode
in Abhängigkeit vom Formfaktor.

Man erkennt deutlich, daÿ das NGP-Verfahren der elektromagnetischen Welle viel zu
groÿe Intensität zuschreibt. Sämtliche Prozesse, die an elektromagnetische Wellen kop-
peln, werden dementsprechen völlig falsch wiedergegeben. Bei den Formfaktoren höherer
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Energie in Ey für verschiedene Formfaktoren
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Abbildung 6.4: Auswirkung verschiedener Formfaktoren auf die Energiever-
teilung im transversalen elektrischen Feld. Die Unterschiede werden im Text
erläutert. Der Verlauf der elektromagnetischen Mode ist dem Maxwell-Solver
geschuldet, siehe 6.3 hierzu.
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Ordnung stabilisiert sich die Intensität der elektromagnetischen Welle und das Rauschen
nimmt deutlich ab. Bei TSC und PQS ist das Rauschen so weit gefallen, daÿ man die
niederfrequente, thermische Emission ausmachen kann. Die Formfaktoren, die man aus
der Expansion bis zum Dipolmoment erhält � SUDS 1 und SUDS 2 � zeigen dies genau-
so wenig wie das CIC Verfahren. Dies erklärt, warum diese Verfahren heutzutage kaum
zum Einsatz kommen.
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Abbildung 6.5: Änderung der Gesamtenergie im Verlauf der Testsimulation.
Punktförmige Teilchen (wiedergegeben durch den Nearest Grid Point Formfak-
tor) führen zu starker numerischer Heizung und groÿer Zunahme der Gesam-
tenergie. Teilchen, deren Ladung und Dipolmoment naiv auf die umgebenden
Gitterpunkte deponiert werden (zeroth order subtracted dipole scheme), führen
zu einem ähnlichen Ergebnis.

Eine weitere Möglichkeit, die unterschiedlichen Formfaktoren zu vergleichen, ist die Be-
trachtung von Erhaltungsgröÿen in den Testsimulationen. Während in der Natur in ei-
nem geschlossenen System sowohl Gesamtenergie als auch Gesamtimpuls erhalten sind,
tri�t dies in einem Particle-in-Cell-Code nur für eine der beiden Gröÿen zu. Bei der Kon-
struktion des Codes hat man die Wahl, entweder eine impulserhaltende, oder eine ener-
gieerhaltende Formulierung zu wählen. Die jeweils andere Gröÿe ist nur näherungsweise
erhalten. Wie zum Beispiel in Birdsall u. Langdon (2005) gezeigt, ist eine Konstruktion,
die beides exakt erhält, nicht möglich. Da es sich beim verwendeten Acronym-Code
um einen impulserhaltenden Code handelt, betrachtet man die Gesamtenergie im Verlauf
der Testsimulationen. Je besser diese erhalten ist, um so näher kommt das numerische
Modell der Natur.
Abbildung 6.5 zeigt die relative Änderung der Gesamtenergie im Verlauf der Testsi-
mulationen für den Nearest Grid Point Formfaktor. Man erkennt ein Anwachsen der
Gesamtenergie auf ein Vielfaches der Anfangsenergie im Verlauf von Einhundert Plas-
mazeitskalen. Genau wie die Betrachtung der Energieverteilung kommt auch dieser Test
zu dem Ergebnis, daÿ der NGP-Formfaktor nicht sinnvoll ist.
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Abbildung 6.6: Änderung der Gesamtenergie im Verlauf der Testsimulation.
Bilineare Interpolation (sprich die Verwendung des Cloud in Cell Formfaktor)
führt zu einer deutlichen Verbesserung.
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Abbildung 6.7: Änderung der Gesamtenergie im Verlauf der Testsimulation.
Formfaktoren höherer Ordnung (Triangular Shaped Cloud, Piecewise Quadratic
Shape, Piecewise Cubic Shape) erhalten die Gesamtenergie deutlich besser. Zum
Vergleich ist auch das �rst order subtracted dipole scheme gezeigt.
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Auch der urspüngliche Formfaktor des subtracted dipole scheme (SUDS1) in der gleichen
Abbildung zeigt einen dramatischen Energiezuwachs, der eine Verwendung in Produk-
tivsimulationen verbietet.
In der darau�olgenden Abbildung 6.6 ist der Energiezuwachs für den Cloud in Cell
Formfaktor gezeigt. Dieser zeigt ebenfalls ein konstantes Anwachsen, allerdings mehr als
drei Gröÿenordnungen langsamer. Bei lange laufenden Simulationen akkumulieren sich
jedoch zu groÿe numerische Fehler.
Formfaktoren höherer Ordnung scha�en hier Abhilfe. Abbildung 6.7 zeigt das Verhal-
ten der noch übrigen getesteten Formfaktoren. Das modi�zierte subtracted dipole scheme
(SUDS2) stellt eine deutliche Verbesserung gegenüber der naiven Zuweisung von Ladung
und Dipolmoment (SUDS1) dar, kann jedoch nicht mit dem ähnlich rechenaufwändigen
Triangular Shaped Cloud Verfahren konkurrieren. Der TSC-Formfaktor benötigt zwar
etwa 20 Plasmazeitskalen, um von den Startbedingungen zu einer Situation im nume-
rischen Gleichgewicht zu kommen, erhält dann die Gesamtenergie aber sehr gut. Den
Verfahren noch höherer Ordnung gelingt dies noch etwas besser, allerdings zum Preis
noch höheren Rechenaufwands.
Tabelle 6.3 fasst den Energiegewinn beim Einschwingen, die numerische Heizrate und
die Rechengeschwindigkeit zusammen. Die absolute Anzahl an Teilchenschritten pro
Sekunde hängt sehr von der Taktrate und der CPU des verwendeten Rechners ab, die
Proportionen sind aber relativ stabil.

Formfaktor ∆E/E ∆E/E/ω Teilchen / s
NGP −4,6 · 10−1 6,3 · 10−2 1,01 · 106
CIC 3,6 · 10−4 1,8 · 10−5 5,43 · 105
TSC 1,6 · 10−4 4,3 · 10−7 2,89 · 105
PQS 7,7 · 10−5 2,7 · 10−7 1,20 · 105
PCS 5,1 · 10−5 8,3 · 10−8 7,56 · 104
SUDS1 −2,8 · 10−2 3,3 · 10−2 2,93 · 105
SUDS2 4,3 · 10−5 2,5 · 10−6 3,00 · 105

Tabelle 6.3: E�ekt der verschiedenen Formfaktoren auf die Testsimulationen

Durch geschickte Kombination von Formfaktoren ist es möglich, den Acronym-Code
als energieerhaltenden Code zu verwenden. Diese Möglichkeit und weitere Details zu den
verschiedenen Formfaktoren �nden sich in Kilian et al. (2013).

6.4 Stromzuweisung

Wie in Abschnitt 5.2.4 erklärt, ist die Berechnung des Stroms, der von einer Teilchen-
verteilung erzeugt wird, etwas komplizierter als man naiv annimmt. Zur Auswahl stehen
einmal das Verfahren aus Esirkepov (2001), oder die Alternative aus Umeda et al. (2003).
Beide Verfahren sind im Acronym Code implementiert und in Abbildung 6.8 mitein-
ander verglichen. Es fällt auf, daÿ das Verfahren von Umeda deutlich mehr Rauschen
bei hohen Frequenzen erzeugt.
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Energie in Ey für verschiedene Stromzuweisungen
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Abbildung 6.8: Auswirkung verschiedener Stromzuweisungen auf die Energie-
dichte im transversalen elektrischen Feld. Beide Simulationen wurden mit dem
Yee-Verfahren und dem TSC-Formfaktor durchgeführt.

Betrachtet man Abbildung 5.11, so sieht man, daÿ im ersten Fall die Teilchenbewegung
in achsparallele Bewegungen zerlegt wird, die so gewichtet werden, daÿ sie den korrek-
ten Gesamtstrom ergeben. Im zweiten Fall wird die Teilchenbahn hingegen durch eine
Zick-Zack-Bahn genähert. Die Teilchengeschwindigkeit ändert sich schlagartig zwischen
den beiden Teilstücken. Dies entspricht e�ektiven einer Beschleunigung eines bewegten
Teilchens und man erwartet (zusätzliche) abgestrahlte elektromagnetische Felder. Es
ist also nicht verwunderlich, daÿ der Strom, der von dieser Methode berechnet wird,
in mehr Rauschen resultiert. Dieses Rauschen hat aufgrund seiner sehr hohen Frequenz
kaum einen Ein�uss auf die Schockdynamik, die auf Ionenzeitskalen statt�ndet, und kann
prinzipiell durch zeitliche Mittelung aus dem Output entfernt werden. Da die Methode
aber keinen groÿen Geschwindigkeitsvorteil über das Verfahren von Esirkepov bietet,
wurde letzteres für alle Simulationen in dieser Arbeit verwendet.

6.5 Filter

In Abschnitt 5.6.1 wurde erläutert, daÿ es möglich ist, negative E�ekte von Aliasing
durch einen numerischen Filter, der Wellenzahlen nahe an der Grenze zum Zurückfal-
ten unterdrückt, zu reduzieren. Abbildung 6.9 zeigt, wie sich dies auf Simulationen mit
dem Yee-Verfahren und dem TSC-Formfaktor auswirkt. Das Rauschen bei groÿen |k|
nimmt durch den Filter deutlich ab. Leider zeigt dies keine deutliche Auswirkung auf
die Energieerhaltung. Für die thermischen Testsimulationen rentiert sich der Aufwand
der Filterung daher nicht. Bei Simulationen anderer Situationen, die Wellen mit klei-
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Abbildung 6.9: Auswirkung verschiedener Filter auf die Energieverteilung im
transversalen elektrischen Feld und die Erhaltung der Gesamtenergie. Alle drei
Simulationen wurden mit dem Yee-Verfahren und dem TSC-Formfaktor durch-
geführt.
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ner Wellenlänge anregen, etwa durch strömende Teilchenpopulationen, könnte sich dies
ändern.
Betrachtet man jedoch Simulationen mit dem NGP-Formfaktor, so erkennt man in den
Testsimulationen einen deutlichen Vorteil in der Verwendung des Filters. Die Energie-
erhaltung wird um mehr als eine Gröÿenordnung besser, obwohl der Rechenaufwand
deutlich weniger zunimmt. Die Filterung der Quellterme ist also eine Maÿnahme, die
nicht immer nötig ist, aber in einigen Situationen, die keiner anderen Verbesserung zu-
gänglich sind, deutliche Vorteile bringen kann. Die Schocksimulationen zeigen eine sehr
gute Energieerhaltung, selbst über eine halbe Million Zeitschritte, so daÿ auf die Filte-
rung des Stroms verzichtet wurde.

6.6 Initalisierung

Bei den verschiedenen Möglichkeiten der Initalisierung hat sich gezeigt, daÿ keine der
Startbedingungen für die Teilchen den Start mit zufälligen Positionen innerhalb der Zelle
schlagen kann.
Die Version mit sortierten Geschwindigkeiten und sorgfältig durchmischter Verteilung
im Raum zeigt in der Testsimulation identische Energieverteilung im k-ω-Raum und
eine etwa 20 Prozent gröÿer numerische Heizrate.
Die geordnete Füllung des Geschwindigkeitsraumes benötigt bei drei Geschwindigkeits-
dimensionen extrem viele Teilchen pro Zelle, um genug diskrete Geschwindigkeitswerte,
und gleichzeitig genug Teilchen pro Teilpopulation zu enthalten. Da es sich genau wie
das vorhergehende Verfahren nur schlecht parallelisieren läÿt, wurden alle Schocksimu-
lationen mit zufälligen gewählten Teilchenpositionen und Geschwindigkeiten begonnen.
Das Magnetfeld wurde mit dem homogenen Hintergrundfeld initalisiert, das elektrische
Feld wurde mit Hilfe der Poisson-Gleichung aus der Ladungsverteilung bestimmt. Bei
der sehr langen Simulationsdauer (mehrere Hunderttausend Zeitschritte) wäre dies ver-
mutlich nicht nötig gewesen, da das Verfahren von Marder (1987) verwendet wurde, um
Verletzungen des Gauÿschen Gesetzes zu beseitigen.

6.7 Erweiterung des Test-Problems

Um den Code weitergehend zu testen als hier dargestellt und einen Vergleich mit anderen
Simulationscodes, die teilweise andere Plasmamodelle verwenden welche keine elektro-
magnetische Mode enthalten, enthält das Test-Problem mehr Szenarien als hier gezeigt.
Die einfachste Erweiterung ist auch den longitudinalen Anteil des elektrischen Felds zu
betrachten. Dies ist insbesondere nützlich, wenn man andere Plasmamodelle betrachten
will.
Abbildung 6.10 zeigt, wie sich die elektrostatische Näherung, die Darwin-Näherung und
die volle Beschreibung mithilfe der Maxwell-Gleichungen (numerisch mit dem Verfahren
von Yee gelöst) voneinander unterscheiden. In der linken Spalte ist dabei der longitu-
dinale Anteil des elektrischen Felds, in der rechten Spalte eine der beiden transversalen
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Abbildung 6.10: Longitudinale und transversale Komponenten des elektrischen
Felds in verschiedenen Plasmamodellen. In der longitudinalen Komponente er-
wartet man die Langmuir-Mode, die auch in allen Modellen vorhanden ist. Die
elektromagnetische Mode ist unten rechts ebenfalls wie erwartet sichtbar. In der
Darwin-Näherung wird diese Mode gezielt aus der transversalen Komponente
entfernt. In der elektrostatischen Näherung fehlt diese Komponente ganz.
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Komponenten gezeigt. Letztere verschwindet in der elektrostatischen Näherung natür-
lich komplett. In der Darwin-Näherung bleiben die niederfrequenten Fluktuationen und
die E�ekte der nicht-relativistischen Teilchen (erhöhtes Rauschen für alle Gruppenge-
schwindigkeiten kleiner als die Schallgeschwindigkeit) erhalten. Die elektromagnetische
Mode, die das nicht eingeschränkte Modell in der untersten Zeile dominiert, verschwin-
det jedoch. Bei Wellenlängen gröÿer als die Skin Depth der Elektronen, kommt es zu
einer unphysikalischen Erhöhung der Energiedichte, die auf eine numerische Instabili-
tät des Algorithmus zurückzuführen ist, die sich zwar stabilisieren läÿt, aber nicht ganz
verschwindet.
Die longitudinalen Anteile hingegen werden auch von den reduzierten Plasmamodellen
recht gut wiedergegeben. Einziger deutlich sichtbarer Unterschied ist die Lücke bei k = 0,
die durch die Verwendung der spektralen Solver entsteht. Da im Plasma jedoch generell
keine groÿskaligen elektrischen Felder existieren sollten, ist dies meist vernachlässigbar.
Da die elektromagnetische Mode aus dem Modell entfernt wurde, entfällt auch die Be-
schränkung an den Zeitschritt ∆t aufgrund der Lichtlaufzeit von elektromagnetischen
Wellen über die Länge einer Zelle. Im gezeigten Vergleich konnte der Zeitschritt dadurch
8.6 mal länger sein. Der erhöhte Aufwand pro Zeitschritt friÿt den Vorteil jedoch wie-
der auf. Hinzu kommt, daÿ die spektralen Solver in beiden reduzierten Modellen die
Implementierung von re�ektierenden Randbedingungen um ein Vielfaches erschweren.
Die nächste Erweitung des Testproblems umfasst die Betrachtung von magnetisierten
Plasmen. Dadurch stehen mehr Moden, auch niederfrequenter Natur, zur Verfügung,
was insbesondere für reduzierte Plasmamodelle wichtig ist, die hochfrequente Moden
gezielt unterdrücken. Auÿerdem erö�net die Existenz eines statischen Hintergrundfelds
die Möglichkeit, zwischen der Reaktion auf ein externes Feld und der Interaktion mit den
selbstgenerierten Felder der Teilchen zu unterscheiden. Das Magnetfeld wird dabei stets
so gewählt, daÿ die Gyrofrequenz der Elektronen Ωc,e die Hälfte ihrer Plasmafrequenz ωp,e

beträgt. Die Ausrichtung wird variiert, so daÿ man die Ausbreitung von longitudinalen
und transversalen Wellen längs und quer zum Hintergrundmagnetfeld untersuchen kann.
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7 Schock-Simulationen

7.1 Simulationssetup

Kapitel 5 erläutert den Aufwand und die eleganten Algorithmen, die zur Simulation
verwendet werden. Trotz alle dem ist es nicht möglich, die gesamte Heliosphäre mit
Sonnenwind und CMEs zu simulieren. Die Zellgröÿe der PiC-Simulation wird durch die
Debye-Länge vorgegeben und bewegt sich im Bereich einzelner Zentimeter. Die Aus-
dehnung des CME und damit der Krümmungsradius der Schockfront ist elf Gröÿen-
ordnungen darüber (siehe Gopalswamy u. Kundu 1992). Die Dicke des Schocks liegt
bei Hunderten bis Tausenden Kilometern, also etwa acht Gröÿenordnungen über der
Debye-Länge. Selbst auf einem Supercomputer ist die Simulationsbox nur Hunderttau-
send Zellen lang. Dementsprechend erfasst man in keiner der beiden Richtungen den
gesamten Schock. Längs der Schockfront ändert sich hauptsächlich der Winkel zwischen
Magnetfeld und Schocknormalen. Senkrecht zur Schockfront erfasst man weder den gan-
zen Vorschockbereich, noch genug vom Downstream um sämtlich Oszillationen, die von
der Schockfront angeregt werden, abklingen zu lassen.
Dies bedeutet jedoch nicht, daÿ Simulationen von CME-getriebenen Schockfronten mit
einem PiC-Code unmöglich oder nutzlos sind. Längs der Schockfront ändert sich haupt-
sächlich der Winkel zwischen Schocknormalen und Magnetfeld, den man zwischen ge-
trennten Simulationen variieren kann. Die Oszillationen hinter der Schockfront, die nicht
genug Platz und Zeit zum abklingen haben, kann man durch Mittelung entfernen, um die
Gröÿen, die der Downstream im Gleichgewicht erreicht, in guter Näherung abschätzen
zu können. Der Vorschockbereich in der Simulation fällt durch das reduzierte Massen-
verhältnis und die begrenzte Simulationszeit kleiner als in der Natur aus. Dies könnte
den Ein�uss des Vorschocksbereichs auf das Upstreammedium verändern, bedeutet aber
andererseits, daÿ man sich keine Gedanken machen muÿ, daÿ der Vorschockbereich die
Grenzen der Simulationsdomäne erreicht und zu Problemen führt.
Möchte man nun also einen kleinen Bereich einer CME-getriebenen Schockfront simu-
lieren, so will man prinzipiell die in Abbildung 7.1a gezeigte Situation erreichen: eine
Schockfront in der Simulationsbox, die einen eintre�enden Upstream abbremst und kom-
primiert. Um dies zu erreichen gibt es mehre Möglichkeiten (siehe zum Beispiel Lembège
2003).

Anfangsbedingungen

Man kann versuchen, die gewünschte Situation direkt als Anfangsbedingung für die Si-
mulation vorzugeben. Dazu sucht man zunächst analytisch eine Lösung, die die Sprung-
bedingungen bei den gewünschten Parameter (Winkel zur Schocknormalen, Mach-Zahl
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im Upstream, Temperatur im Upstream, etc.) erfüllt. Abschlieÿend füllt man Upstream
und Downstream mit homogenem Plasma, das der gefundenen Lösung für die beiden
Seiten entspricht. Die Schockfront selbst, also sprich den Übergang zwischen den beiden
Bereichen, sollte man auf etliche Zellen ausdehnen, wobei man die Plasmaeigenschaf-
ten dort durch lineare Interpolation1 gewinnt. Der Vorteil dieser Methode ist, daÿ sie
relativ unabhängig von der Simulationsmethode ist und eine gute Kontrolle über die
gewünschten Parameter erlaubt. Problematisch ist, daÿ die Sprungbedingungen keine
Beschreibung des Vorschocks oder der Oszillationen enthalten. Das Überschieÿen des
Magnetfelds über die asymptotische Kompression spielt aber eine Rolle bei der Verzö-
gerung und Thermalisierung des Upstream. Diese nicht initialisierten Features tauchen
also möglicherweise erst nach einiger Zeit auf, was die Selbstkonsistenz der Schockfront
in Frage stellt. Im schlimmsten Fall zerläuft die Schockfront einfach, ohne diese Features
auszubilden.

Antrieb durch einen Strompuls

Eine weitere Möglichkeit besteht darin die Simulationsbox bis auf einen kleinen Bereich
am linken Rand der Domäne homogen mit Plasma zu füllen, das die gewünschten Para-
meter des Upstream aufweist. An dem Ende der Simulationsbox das nur Vakuum enthält
gibt man dann in den ersten Schritten der Simulationen ein anwachsenden Strompuls
vor. Dieser erzeugt ein starkes Magnetfeld, welches das Plasma am linken Ende der
Simulation vor sich her schiebt. Da das Magnetfeld wie ein Kolben in einem Laborex-
periment auf das Plasma wird wird diese Methode auch als magnetic piston bezeichnet.
Diese Methode ist halbwegs einfach zu implementieren und hat nur wenige freie Parame-
ter2. Es dauert jedoch einige Zeit bis sich an der Vorderfront des geschobenen Materials
eine stabile Schockfront bildet. Auÿerdem ist es extrem schwer vorherzusagen, welche
Parameter der Downstream hinter der Schockfront haben wird, bzw. wie der Strompuls
aussehen muÿ um vorgegebene Schockparameter zu erreichen.

Expansion in ein weniger dichtes Medium

Eine weitere Möglichkeit besteht darin ein dichtes und heiÿes Plasma in ein dünneres
und kälteres Plasma strömen zu lassen. Die Grenz�äche entwickelt sich nach einiger
Zeit zu einer Schockfront. Dieses Verfahren erscheint eine sehr natürliche Wahl für die
Simulation eines CME getriebenen Schocks, bei dem ein heiÿer und dichter Plasmoid
sich im Sonnenwind bewegt. Auÿerdem benötigte der Code fast keine Modifkationen um
dieses Szenario zu ermöglichen. Initiale Tests brachen jedoch keine Schockfront zustande.

Kollision zweier Medien

Eine Variante der vorhergehenden Methode ist die Kollision zweier Plasmapopulatio-
nen. Man füllt dazu sowohl die linke als auch die rechte Hälfte der Simulationsbox mit

1oder einen anderen glatten Übergang wie vd + (vu − vd) · (2 tanh(x)− 1)
2Dauer, Stärke und Form des Strompulses
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Plasma, das die gewünschten Parameter des Upstream aufweist. Zusätzlich zur thermi-
schen Geschwindigkeit gibt man den Teilchen aber noch eine Driftgeschwindigkeit mit,
die die beiden Plasmapopulationen in der Mitte der Simulationsbox kollidieren läÿt.
Im Interaktionsbereich �ndet man zwei gegenströmende �Strahlen�, eine Situation die
Plasmainstabilitäten wie die Two-Stream-Instabilität oder die Firehose-Instabilität an-
regt. Diese Instabilitäten konvertieren kinetische Energie aus der Strömung zunächst
in starke Wellen und � wenn diese dissipiert werden � in eine Temperaturerhöhung.
Dieser Prozess setzt sich fort, bis sich ein warmer und dichter Downstream als Gleich-
gewichtszustand bildet. An der linken und rechten Grenz�äche zwischen Downstream
und Upstream bildet sich jeweils eine Schockfront, die in den Upstream propagiert. Der
Vorteil dieser Methode ist, daÿ man keinerlei Randbedingungen benötigt. Der Nachteil
ist, daÿ man nur wenig Kontrolle über die Ausbildung des Downstream hat, und daÿ
man eine recht lange Zeit simulieren muÿ, bis die beiden Schockfronten durch genug
Downstream getrennt sind, um eine Interaktion auszuschlieÿen. Bei ersten Tests erwies
es sich als Problem, daÿ energiereiche Protonen den gesamten Downstream durchquerten
und den gegenüberliegenden Upstream erreichten. Daher wurde diese Methode nicht für
die endgültigen Simulationen in dieser Arbeit verwendet.

Re�exion an einer Wand

(a) Gewünschtes Ergebnis: Upstream
und Downstream getrennt durch eine
Schockfront

(b) Wichtigstes Hilfsmittel: Eine elek-
trisch leitende Wand, die Teilchen re-
�ektiert

(c) Startbedingung: Plasma strömt ge-
gen die Wand

(d) Resultat: Eine Schockfront die sich
in den Upstream bewegt

Abbildung 7.1: Erzeugung des Schocks mit Hilfe einer elektrisch leitenden
Wand, die Teilchen re�ektiert.

Nach all den möglichen Alternativen soll nun natürlich auch das gewählte Simulations-
setup erläutert werden. In diesem Fall wird eine elektrisch leitfähige Wand (Abbildung
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7.1b enthält eine Skizze, Seite 97 eine Beschreibung der Implementierung im Code) ver-
wendet. Diese re�ektiert sowohl elektromagnetische Wellen, als auch eintre�ende Teil-
chen. Man füllt nun das gesamte Simulationsgebiet mit Plasma, dessen Parameter dem
gewünschten Upstream entsprechen. Zusätzlich erhält das Plasma eine Driftgeschwindig-
keit, mit der die Wand angeströmt wird. Die resultierende Ausgangssituation zu Beginn
der Simulation ist in Abbildung 7.1c dargestellt. Das Plasma, welches auf die Wand tri�t,
wird dort re�ektiert und strömt zurück in den ankommenden Upstream. Genau wie im
vorher besprochenen Fall zweier kollidierender Plasmapopulationen treten Plasmainsta-
bilitäten auf, die das Plasma interagieren lassen und so abbremsen und aufheizen. So
erhält man nach einiger Zeit die in Abbildung 7.1d gezeigte Situation. Nahe der Wand
be�ndet sich ein verdichteter, warmer Downstream, der durch eine Schockfront vom
einströmenden Upstream getrennt ist. Der dichte Downstream entkoppelt das Plasma
relativ schnell von Beein�ussungen durch die Wand. Im Vergleich zum Fall kollidierender
Plasmapopulationen erhält man für die halbe Rechenkraft eine anstatt von zwei Schock-
fronten. Man kann also kleinere Teile eines Supercomputers verwenden und hat weniger
Probleme mit dem Output, ohne an E�zienz zu verlieren. Der Nachteil ist natürlich, daÿ
man die metallische Wand implementieren muÿ, und daÿ die Wahl der Driftgeschwin-
digkeit, welche am Ende die Schockgeschwindigkeit und die Mach-Zahl im Upstream
bestimmt, etwas umständlich ist. Dies bringt uns zur Wahl der Upstream-Parameter,
dem Thema des nächsten Abschnittes.

7.2 Verwendete Parametersätze

Für die Simulation muÿ man einige Parameter vorgeben, die das Ergebnis der Simula-
tion bestimmen. Einige der Parameter wurden für die Simulationen in der vorliegenden
Arbeit konstant gehalten, andere wurden zwischen verschiedenen Simulationsläufen va-
riiert, um ihren Ein�uÿ auf das Simulationsergebnis zu studieren. Tabelle 7.1 enthält die
wichtigsten Parameter, die für alle Simulationen gleich sind, während Tabelle 7.2 eine
Übersicht über die wichtigsten Parameter, die variiert werden, gibt. In beiden Tabellen
nicht enthalten sind numerische Parameter, wie die Häu�gkeit der Ausgabe, oder die
Stärke, mit der Nichterfüllung des Gauÿschen Gesetzes entfernt wird (siehe Seite 102 für
den technischen Hintergrund). Um die Simulationen reproduzierbar zu machen, enthält
der Anhang ab Seite 179 die verwendeten Dateien mit sämtlichen Simulationsparame-
tern.

Parameter Kürzel Wert Einheit
Breite Ny, Nz 8 ∆x
Teilchen ppc 4+4 ∆x−3

Plasmafrequenz ωp,e 2 · 108 1/s
Ortsau�ösung λD,u/∆x 3

Tabelle 7.1: Gemeinsame Parameter der Schocksimulationen

Wie Tabelle 7.1 zu entnehmen ist, wurden die Simulationen mit nur acht Zellen in den
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beiden Querrichtungen durchgeführt. Der Grund hierfür ist, daÿ die Simulationen in
der dritten Richtung extrem lang sind und für sehr viele Zeitschritte ausgeführt werden
müssen. Diese Einschränkung führt aber dazu, daÿ sich die Schockfront nicht verfor-
men kann. Phänomene wie die Krümmung der Schockfront werden daher nicht wieder
gegeben.
Auch die Anzahl an Teilchen pro Zelle ist mit vier Elektronen und vier Protonen an
der Untergrenze des Machbaren3. Diese ist jedoch insofern unproblematisch, als daÿ die
Debye-Länge überaufgelöst wird und genug Makroteilchen pro Debye-Sphäre vorhanden
sind.
Der Grund, wieso die Debye-Länge so weit überaufgelöst wird, liegt in der Art, wie der
Code die Gröÿe der Gitterzellen ∆x berechnet, begründet. Beim Start der Simulation ist
der gesamte Raum mit Plasma, welches die (niedrige) Upstreamdichte aufweist gefüllt.
Daran orientiert sich der Code. Die Gitterzellen müssen jedoch kleiner sein als die Debye-
Länge im Upstream, um auch im Bereich der Plasmainstabilitäten genug Au�ösung zu
bieten. Die Au�ösung im Downstream ist weniger kritisch, da neben der Dichte auch
die Temperatur ansteigt. Bei ersten Tests hat sich gezeigt, daÿ eine Gittergröÿe, die drei
Zellen pro λD,u aufweist, ausreicht, um die die Debye-Länge überall aufzulösen. Daher
wurde dieser Faktor für alle weiteren Simulationen verwendet.
Als vierter Parameter, der allen Simulationen gemein ist, bleibt noch die Plasmafrequenz
der Elektronen im Upstream ωp,e. Diese wird zu 2 · 108 1/s gewählt, was einer Dichte von
2,5 · 107 Teilchen/cm3 entspricht. Diese Dichte ist wesentlich gröÿer als für den Sonnen-
wind in Erdnähe, ist aber realistisch für eine Höhe von etwa 1,2 Sonnenradien über der
Photosphäre. Diese Höhe wurde in Übereinstimmung mit MHD Simulationen von Jens
Pomoell gewählt, die die Ausbildung einer Schockfront zeigen, wenn der aufsteigende
Plasmoid diese Höhe erreicht. Es wäre jedoch durchaus interessant in weiteren Simula-
tionen eine kleinere Plasmafrequenz (und damit kleinere Dichte und gröÿeren Abstand
zur Sonne) zu simulieren, um den Ein�uÿ diesen Parameters zu studieren.

run mp/me |Bu| Θ Te / MK u/c nx
4b 20 0,568 72,0 20,5 −0,23534 60000
5a 20 0,227 72,0 3,28 −0,09414 60000
5b 20 0,784 72,0 6,66 −0,14365 60000
5c 42 1,14 72,0 6,66 −0,13345 60000
5d 100 1,74 72,0 6,59 −0,12704 100000
5e 100 1,74 85,6 6,59 −0,12704 100000
5f 100 1,74 90,0 6,59 −0,12704 100000
6a 100 1,74 72,0 6,59 −0,12704 100000
6b 100 1,74 85,6 6,59 −0,12704 100000
6c 100 1,74 88,9 6,59 −0,12704 100000

Tabelle 7.2: Variierte Parameter der Schocksimulationen

3Die Simulation �run 4b� wurde, da sie vergleichsweise klein war, mit 5+5 Teilchen pro Zelle durchge-
führt.
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Nach den Parametern, die in allen Simulationen identisch waren führt Tabelle 7.2 die Pa-
rameter auf, die variiert wurden. Dies betraf insbesondere die Strömungsgeschwindigkeit,
die Richtung des Magnetfelds relativ zur Schocknormalen Θ und das Massenverhältnis.
Insbesondere das Massenverhältnis ist ein kritischer Parameter. Einerseits sollten Pro-
tonen sehr viel schwerer als Elektronen sein, um zu einer weitgehenden Entkopplung zu
führen. Andererseits ist das natürliche Massenverhältnis von etwa 1836 zu groÿ, um in
einer Simulation verwendet zu werden, denn die Länge der Zeitschritte und Gittergrö-
ÿen ist durch die schnellen und kleinen Elektronenskalen begrenzt, der Schock bildet sich
aber auf den Ionenskalen. Der Rechenaufwand skaliert also mindestens quadratisch im
Massenverhältnis, wenn man den Ionengyroradius in Querrichtung au�öst sogar wie die
vierte Potenz.
Wie in eigentlich allen vollständig kinetischen Simulationen verwendet die vorliegende
Arbeit ein reduziertes Massenverhältnis und variiert diesen Parameter, um die Verän-
derung der Ergebnisse einzuschätzen und im Idealfall auf das echte Massenverhältnis
extrapolieren zu können. Dies gelingt aber nur, wenn das simulierte Massenverhältnis
groÿ genug ist, daÿ Elektronen und Ionen entkoppelt. Erfahrungen mit anderen Szenari-
en (siehe Kilian et al. 2012) haben gezeigt, daÿ Massenverhältnisse unter 20 mit Vorsicht
zu genieÿen sind.
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Abbildung 7.2: Ein�uss des Massenverhältnis mp/me auf die Dauer tform bis
sich eine Schockfront ausbildet. Man erkennt deutlich, daÿ es zwei unterschiedli-
che Regime gibt, die bei einem Massenverhältnis von etwa 25 aufeinandertre�en.

Simuliert man Schocks bei gleichen physikalischen Parametern, sprich mit identischem
Plasmabeta β, Mach-Zahl MA und Magnetisierung ωp,e/Ωe, mit unterschiedlichen Mas-
senverhältnissenmp/me so beobachtet man, wie zu erwarten, daÿ die Zeit bis zur Bildung
einer Schockfront linear mit dem Massenverhältnis anwächst.
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Dies deckt sich gut mit den Ergebnissen von Lembège u. Dawson (1987) und Umeda u.
Yamazaki (2006), die sowohl die Bildung einer Schockfront auf der Zeitskala einiger we-
niger Ionengyrationen beschreiben, als auch die periodische Neubildung der Schockfront.
Dieser als shock reformation bezeichnete Vorgang ist prinzipiell bereits aus Biskamp u.
Welter (1972) bekannt, hier aber nur insofern interessant, als daÿ er auf einer ähnlichen
Zeitskala statt�ndet, wie die erste Bildung einer Schockfront bei Simulationsbeginn.
Die genaue Dauer tform hängt natürlich von der De�nition ab, die man verwendet, um
die Existenz einer Schockfront zu prüfen. Für Abbildung 7.2 wurde die Zeit des ersten
lokalen räumlichen Minimums der Grenze des Upstreams verwendet, in Abbildung 7.4
also etwa 1,6 Ωi. Betrachtet man Abbildung 7.2b, so erkennt man, daÿ diese Dauer für
groÿe Massenverhältnisse annähernd konstant 1,6 Ωi beträgt. Für kleine Massenverhält-
nisse hingegen scheint tform anzusteigen. Dies ist jedoch ein Artefakt der Auftragung,
wie man beim Vergleich mit Abbildung 7.2a erkennt. Vielmehr ist die Dauer durch ei-
ne charakteristische Zeitskala der Elektronen gegeben und beträgt etwa 45Ωe. Hieraus
kann man einerseits schluÿfolgern, daÿ bei den Elektronen ein anderer Mechanismus
zur Bildung der Schockfront führt und andererseits, daÿ die Elektronen bis zu einem
Massenverhältnis von 25 nicht hinreichend von den Elektronen entkoppeln.
Für die weiteren Simulationen wurden daher die Massenverhältnisse 42 und 100 gewählt.
Um den Ein�uss dieser veränderten Teilchenmassen zu testen, wurden Simulationen mit
nominell identischen Parametern (z.B. Simulation 5d und 6a) durchgeführt, bei denen
einmal die Elektronen die physikalische Masse aufweisen und die Protonen zu leicht sind
(5a) und im anderen Fall die Protonen die korrekte Masse ausweisen und die Elektronen
eine erhöhte Masse ausweisen (6a). Mit steigenden Massen nehmen Gittergröÿe und
Zeitschrittlänge zu, was jedoch aus Tabelle 7.2 nicht direkt ersichtlich ist.
Der Winkel Θ zwischen der Richtung des Magnetfelds und der Schocknormalen wurde
variiert, um den Ein�uÿ dieses Parameters auf die Teilchen zu studieren. Die Winkel wur-
den dabei im Bereich quasi-senkrechter Schocks gewählt. Dies hat zum einen den Grund,
daÿ sich senkrechte Schocks auf der Zeitskala einiger Gyrationen entwickeln und nicht
wie parallele Schocks durch die vergleichsweise langsame Anwachsrate einer Instabilität
(Firehose o.ä.) begrenzt sind. Dies bedeutet, daÿ man nur einen vergleichsweise kleinen
Teil der Rechenkraft verliert, bis sich ein selbstkonsistenter Schock gebildet hat. Zum
anderen erwartet man an einem senkrechten Schock e�zientere Teilchenbeschleunigung.
Einerseits weil sich ein elektrisches Potential am Schock ausbilden kann, auf dem Ionen
�surfen� können und dabei Energie gewinnen (siehe Abschnitt 4.9.3), andererseits weil
Fermi Beschleunigung erster Ordnung hier viel e�zienter funktioniert (siehe Abschnitt
4.9.2 und Jokipii 1987).
Bisher wurden keine exakt senkrechten Schocks betrachtet, da es sich hierbei um einen
Spezialfall handelt, der in der Natur nur unwahrscheinlich eintritt. Zum Vergleich mit
analytischen Rechnung könnte sich eine solche Simulation jedoch rentieren.
Strömungsgeschwindigkeit, Magnetfeldstärke und thermische Geschwindigkeit unterlie-
gen einigen Einschränkungen, die dazu führen, daÿ diese Parameter nicht unabhängig
von einander gewählt werden können. Die thermische Geschwindigkeit darf nicht zu klein
sein, da ansonsten die Debye-Länge und damit die Gröÿe der Zellen sehr viel kleiner als
die Inertiallänge der Ionen wird. Sie sollte aber � auch wenn die Langmuir-Mode nur
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schwach an Dichteschwankungen koppelt � auch nicht oberhalb der Schockgeschwin-
digkeit liegen, um zu vermeiden, daÿ schnelle, thermische Elektronen die Schockfront
auswaschen. Zusätzlich de�niert die thermische Geschwindigkeit zusammen mit dem
Massenverhältnis die Geschwindigkeit der Ionenschallwelle. Zusammen mit der Alfvén-
Geschwindigkeit gibt diese die Geschwindigkeit der schnellsten Mode im System, die
magnetosonische Mode, vor. Die Schockgewindigkeit muÿ (deutlich) über all diesen Ge-
schwindigkeiten liegen. Um einen solchen Schock zu erreichen, muÿ die Strömungsge-
schwindigkeit u im Ruhesystem des Downstreammedium ausreichend hoch sein. An-
dererseits sollten Strömung nicht so schnell sein, daÿ relativistische E�ekte eine Rolle
spielen oder störende numerische E�ekte wie Tscherenkow-Strahlung am Gitter auftre-
ten.
Die Werte in Tabelle 7.2 sind ein Kompromiss an all diese Anforderungen.

7.3 Ergebnisse

Eine einzelne Schocksimulation erzeugt Hunderte Gigabyte an Daten und es ist völlig il-
lusorisch, jedes Häppchen Output einzeln zu betrachten. Es ist daher nötig, aus der Fülle
an Daten die interessanten Informationen herauszudestillieren. Eine einzelne Teilchen-
geschwindigkeit ist uninteressant im Vergleich zum Temperaturanstieg beim Durchgang
durch den Schock, ein einzelner Wert des elektrischen Felds irrelevant im Vergleich zum
Potentialunterschied über den Schock. In diesem Abschnitt soll es daher um den nötigen
Schritt der Datenauswertung gehen.

7.3.1 Statistische Methoden zur Erkennung der Schockposition

Möchte man die Änderung von Gröÿen zwischen Upstream und Downstream bestimmen,
ist es als erstes nötig festzulegen, welcher Bereich der Simulation damit jeweils gemeint
ist. Der erste Schritt in diese Richtung besteht darin, die Veränderung von Plasmaeigen-
schaften auf objektive Art und Weise zu erfassen. Zu diesem Zweck wurde die Methode
der kumulativen Summe, kurz CUSUM, verwendet. Diese Methode von Page (1954)
ist im Bereich der Qualitätskontrolle weit verbreitet, wird aber auch zur Analyse von
Meÿdaten, die in Form von Zeitreihen vorliegen, verwendet. Da die Methode kaum bei
Schocksimulationen verwendet wird4, ist es nötig die Methode hier zu erläutern.
Abbildung 7.3a zeigt einen Satz Beispieldaten, die auf die Existenz einer signi�kanten
Veränderung untersucht werden sollen. Bei genauer Betrachtung fällt auf, daÿ die Werte
xi bei höheren i tendenziell gröÿer als der gestrichelt eingezeichnete Mittelwert x̄ ausfal-
len. Da die Daten sehr verrauscht sind, ist aber fraglich, ob dies nur ein Zufall ist, oder
wirklich ein signi�kanter Unterschied. Um diese Frage zu beantworten berechnet man:

x̄ =
n−1
i=0

xi, S0 = 0, Si = Si−1 + xi − x̄. (7.1)

4Das einzige leicht zu �ndende Paper hierzu ist Krausz u. Bauckhage (2011) und behandelt Schocks
in einem ganz anderen �Fluid�.
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Abbildung 7.3: Um statistisch signi�kante Veränderungen in verrauschten Da-
ten zu �nden kann man die kumulative Summe über die Abweichungen verwen-
den. Liegt die Spanne zwischen Minimum und Maximum für die Originaldaten
höher als für die meisten randomisierten Abfolgen der gleichen Daten, so kann
man schlieÿen, daÿ die Originaldaten nicht nur Rauschen enthalten.
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In der Originalde�nition werden Abweichungen nach oben und nach unten getrennt in
S+ und S− erfasst, und beim Überschreiten eines vorher festgelegten Grenzwertes Smax

geht man von einer signi�kanten Änderung aus. Um diesen Grenzwert sinnvoll festlegen
zu können, benötigt man mehr Kenntnis über das Rauschen, als man im allgemeinen Fall
hat. Um dieses Problem zu umgehen, berechnet man im ersten Schritt die Spannbreite
an S, die auftreten:

∆S = max (Si)−min (Si) . (7.2)

Wenn die xi bei groÿen i systematisch gröÿer sind, dann liegen die Datenpunkte bei
kleinen i systematisch unter dem globalen Durchschnitt, was sich in einem zunehmend
negativen Si niederschlägt. Die späteren xi liegen dann systematisch über x̄, S weist
einen Wendepunkt auf und strebt wie man an Abbildung 7.3c erkennt gegen Sn = 0. Im
gezeigten Beispiel führt dies zu ∆S = 28,5.
Den Grenzwert, wie weit sich S durch zufälliges Rauschen von Null entfernen darf, setzt
man nun über die Methode des Bootstrapping (siehe Efron u. Tibshirani 1994 für eine
allgemeine Einführung in diese Technik) fest. Dazu erzeugt man neue Datenfolgen x′

i

durch zufälliges Umsortieren der Daten (siehe Abbildung 7.3b). Für diese neue Daten-
folge berechnet man analog S ′

i und ∆S ′, wie in Abbildung 7.3d illustriert. Für diese
Abfolge erhält man ∆S ′ = 11,6.
Dieser Mischvorgang läÿt sich wiederholen, so daÿ man einen ganzen Satz an ∆S ′ be-
rechnen kann. Falls die Unterschiede zwischen den xi einzig und alleine auf zufälliges
Rauschen zurückzuführen sind, sollte Umsortieren nichts ausmachen. Wenn ∆S jedoch
weit auÿerhalb der beobachteten Verteilung der ∆S ′ liegt, so kann man schluÿfolgern,
daÿ die Abweichungen nicht rein zufällig sind. Für 1000 Permutationen der Beispieldaten
�ndet man, daÿ ∆S ′ in 95 Prozent aller Fälle kleiner als 16,9 ist und in allen Fällen klei-
ner als 22,6 ist. Dementsprechend schlieÿt man mit einem Con�dence Level von (mehr
als) 95 Prozent, daÿ die xi für groÿe i nicht nur zufällig gröÿer ausfallen. Dies entspricht
auch der Erzeugung der Beispieldaten. Die ersten 66 Datenpunkte wurden mit einem
Mittelwert von 23 und einer Standardabweichung von 1,1 erzeugt, danach wurde der
Mittelwert auf 24 erhöht.
Möchte man diese Methode, die auf Taylor (2000) zurückgeht, auf die Massendichte
in den Schocksimulationen anwenden, so kann man die Analyse entweder für die zeit-
liche Entwicklung an unterschiedlichen Punkten, oder für die räumliche Verteilung zu
gegebenen Zeitpunkten durchführen. Obwohl CUSUM-Tests oftmals zur Erkennung von
Veränderungen in Zeitreihen verwendet werden, bietet es sich an, für die Simulationen
die zweite Alternative zu wählen, da dann die Analyse parallel zum Lauf der Simulation
durchgeführt werden kann.
Hierbei tritt allerdings noch eine weitere Komplikation auf. Die CUSUM-Methode geht
von abschnittsweise konstanten Daten und unkorreliertem Rauschen aus. Beides ist in der
Simulation nicht gegeben, da die Massendichte eine nicht verschwindende Autokorrelati-
on aufweist. Dies liegt einerseits an der Numerik, oder genauer gesagt dem Formfaktor,
der die Teilchen auf mehrere benachbarte Zellen verteilt. Andererseits erwartet man rein
physikalisch, daÿ die Massendichte (die von den Ionen dominiert wird) sich nur auf Län-
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genskalen von etwa einer Inertiallänge der Ionen frei entwickeln kann. Die Inertiallänge
umfasst jedoch mehr als 1000 Zellen. Sortiert man nun eine Folge von Datenpunkten
mit korreliertem Rauschen zufällig um, so sinkt ∆S ′ fast zwangsläu�g, da neben einem
Datenpunkt mit zu hohem Wert nicht mehr fast sicher ein weiterer Ausreiÿer nach oben
folgt, sondern genausogut eine Abweichung nach unten folgen kann. Als Ausweg wur-
de die Massendichte vor der Anwendung der CUSUM-Methode über jeweils 200 Zellen
gemittelt. Dies entfernt kleinskalige Schwankungen auf Elektronenskalen, reduziert die
Datenpunkte auf eine handlichere Menge und entfernt alle �false positives� im Bereich
des Upstreams.
Wenn der CUSUM-Test die Existenz einer signi�kanten Änderung feststellt, muÿ man
im nächsten Schritt noch feststellen, wann bzw. wo die Änderung aufgetreten ist. Hierzu
nennt Taylor (2000) zwei Möglichkeiten. Im einfachsten Fall geht man davon aus, daÿ
die Änderung direkt nach dem Punkt i passiert ist, an dem |Si| maximal war. Alternativ
berechnet man

D(m) =
m−1
i=0

(xi − x̄1)
2 +

n−1
i=m

(xi − x̄2)
2 , (7.3)

wobei x̄1 und x̄2 die getrennten Mittelwerte für den ersten bzw. zweiten Teil der Daten
sind:

x̄1 =
m−1
i=0

xi/m, x̄2 =
n−1
i=m

xi/(n−m). (7.4)

Man modelliert die Daten also als zwei Bereiche mit konstantem Mittelwert, der sich
bei m schlagartig ändert und die Gröÿe D(m) gibt an, wie sehr die Daten von dieser
Annahme abweichen. Um die Veränderung des Mittelwerts zu lokalisieren variiert man
m und versucht D(m) zu minimieren. Bei minimalem D(m) schlieÿt man auf eine Än-
derung zwischen m − 1 und m. Diese Methode funktioniert etwas zuverlässiger als das
Maximum von |Si|, benötigt bei groÿen Datenmengen etwas länger5. Da nicht alle 100000
Datenpunkte getrennt betrachtet werden, ist die zweite Methode schnell genug für die
vorliegenden Schocksimulationen.
Hat man die Position einer signi�kanten Änderung ermittelt, so teilt man den Datensatz
an dieser Stelle und prüft, ob im Bereich davor oder dahinter weitere signi�kante Ände-
rungen enthalten sind. Dies wird fortgesetzt bis keine weiteren signi�kanten Änderungen
gefunden werden.
Wenn alle signi�kanten Änderungen gefunden sind, kann es sinnvoll sein, die Liste zu sor-
tieren und zu testen, ob alle Veränderungen immer noch signi�kant sind, wenn man nur
den Bereich zwischen der vorhergehenden und der nachfolgenden Änderung betrachtet.
Andernfalls entfernt man die Position, an der eine Änderung mit dem kleinsten Con-
�dence Level erkannt wird und wiederholt den Vorgang. Bei den Schocksimulationen
werden so nur sehr wenige Punkte entfernt, die Überprüfung geht jedoch schnell und
entfernt Artefakte durch die rekursive Suche. Zusätzlich �ltert man Positionen aus, an

5Eine naive Suche nach dem minimalen D(m) skaliert wie O

n2

.
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denen in den vorhergehenden oder nachfolgenden Zeitschritten keine Veränderungen in
der Nähe au�ndbar waren. Abbildung 7.4 zeigt die Massendichte relativ zur Dichte des
Upstream in der Simulation 5d zusammen mit den Positionen, an denen signi�kante
Änderungen gefunden wurden.
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Abbildung 7.4: Signi�kate Änderungen in der Massendichte am Ende des un-
gestörten Upstreams und an transienten Kompressionsbereichen im Downstre-
ambreich.

In der Abbildung erkennt man rechts den ungestörten Upstream, mit einer relativen
Dichte von 1. Die am weitesten rechts gelegene, signi�kante Änderung wird als Ende
des Upstream identi�ziert. Zwischen dieser Position und der re�ektierenden Wand bei
x = 0 be�ndet sich der Downstream. Dieser ist nicht homogen, sondern weist zusätzliche
Dichteschwankungen auf. Bevor in Abschnitt 7.3.3 auf diese eingegangen wird, befasst
sich der folgende Abschnitt mit der Geschwindigkeit des Schocks.

7.3.2 Schockgeschwindigkeit

Wie man in Abbildung 7.4 gut erkennen kann bewegt sich die Schockfront nicht mit
konstanter Geschwindigkeit in den Upstream. Vielmehr wird die Schockfront zeitweise
langsamer, was zu einer erhöhten Dichte kurz hinter der Schockfront führt und beschleu-
nigt dann erneut in den Upstream. Um diese kurzzeitigen Schwankungen auszugleichen,
�ttet man eine Gerade an die Begrenzung des Upstreams und ermittelt die mittlere
Schockgeschwindigkeit. Diese liegt für die unterschiedlichen Simulationen bei etwa fünf
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run vSh/c
4b 0,09888± 0,00082
5a 0,04765± 0,00093
5b 0,05550± 0,00035
5c 0,05467± 0,00044
5d 0,05307± 0,00048
5f 0,06177± 0,00028
5e 0,05446± 0,00051
6a 0,04936± 0,00085
6b 0,0831± 0,0014
6c 0,0701± 0,0014

Tabelle 7.3: Mittlere Geschwindigkeit der Schockfront im Ruhesystem des
Downstreams in Bruchteilen der Lichtgeschwindigkeit. Die angegebenen Fehler-
grenzen erfassen nur den Standardfehler aus dem Fit.

bis zehn Prozent der Lichtgeschwindigkeit. Tabelle 7.3 enthält eine Übersicht mit den
einzelnen Ergebnissen und Fehlergrenzen aus der Fit-Prozedur. Die angegebenen Fehler
sind die Standardfehler des Fits. Diese unterschätzen den tatsächlichen aus der anfäng-
lich zu hohen Schockgeschwindigkeit sowie aus kurzzeitigen Schwankungen. Sowohl ein
Chi-Quadrat-Test als auch ein Blick auf die Abbildung zeigen eindeutig, daÿ die Schock-
front sich nicht mit konstanter Geschwindigkeit bewegt.

run r Mu

4b 2,449± 0,031 13,61± 0,11
5a 3,05± 0,43 14,44± 0,28
5b 2,259± 0,064 9,053± 0,058
5c 2,388± 0,094 9,222± 0,075
5d 2,43± 0,12 9,276± 0,084
5e 2,50± 0,12 9,309± 0,088
5f 2,0565± 0,0096 11,858± 0,018
6a 2,27± 0,22 9,08± 0,16
6b 4,78± 0,18 10,78± 0,18
6c 3,46± 0,23 10,11± 0,20

Tabelle 7.4: Kennt man die Schockgeschwindigkeit kann man weitere Gröÿen
berechnen. Dies sind einerseits das Kompressionsverhältnis r und andererseits
die Mach-Zahl des Upstreams relativ zur magnetosonischen Mode.

Die Ermittelung der Schockgeschindigkeit ist kein reiner Selbstzweck, sondern erlaubt es,
weitere Gröÿen, welche den Schock charakterisieren, zu berechnen. Als erstes ist hier die
Mach-Zahl Mu zu nennen. Diese ergibt sich aus dem Verhältnis der Geschwindigkeiten
des Upstream und der magnetosonischen Mode dort. Man erhält so Mach-Zahlen von
etwa zehn, was laut Zank et al. (2000) für einen CME getriebenen Schock ab etwa 0,4 AU
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realistisch ist. Für den kleinen Sonnenabstand, der für Dichte und Magnetfeld verwendet
wurde, wäre eine Mach-Zahl von vier oder knapp darüber typischer. Eine niedrigere
Strömungsgeschwindigkeit wurde � auf Kosten einer langsameren Schockbildung und
längerer Rechenzeit � zu einer niedrigeren Mach-Zahl führen.
Desweiteren bietet das Verhältnis aus den Geschwindigkeiten im Upstream und im
Downstream eine Möglichkeit, das Kompressionsverhältnis r zu berechnen. Die resul-
tierenden Werte sind, genau wie die Mach-Zahl, in Tabelle 7.4 aufgeführt. Wie gut das
so berechnete Verhältnis zur Dichtezunahme und zur Vorhersage anhand der Mach-Zahl
passt, wird in den folgenden Abschnitten erläutert.
Die angegebenen Fehler in Kompressionsverhältnis und Mach-Zahl ergeben sich mit Hil-
fe des Fehlerfortp�anzungsgesetzes aus dem Fehler der Schockgeschwindigkeit. Dement-
sprechend sind die Fehlergrenzen auch hier zu niedrig.

7.3.3 Dichte im Downstream

Man kann die Dichte im Downstream auch direkt ermitteln. Betrachtet man aber die
Dichteschwankungen im Downstream, wie sie zum Beispiel in Abbildung 7.4 erkennbar
sind, so ist klar, daÿ man geeignet mitteln muÿ, um die Dichte weit entfernt von der
Schockfront abzuschätzen.

run rD rB
4b 2,80± 0,56
5a 2,44± 0,58
5b 2,97± 0,59
5c 2,82± 0,62
5d 2,59± 0,75 2,61± 0,84
5e 2,40± 0,73 2,59± 0,82
5f 2,9± 1,2 2,67± 0,93
6a 2,7± 1,2 2,52± 0,89
6b 2,16± 0,29
6c 2,22± 0,45

Tabelle 7.5: Die Dichteschwankungen nach dem Durchgang durch die Schock-
front erschweren die Bestimmung von ρd, was sich auch in den gröÿeren Fehler-
grenzen für das Kompressionsverhältnis rD = ρd/ρu niederschlägt. Ähnliches gilt
für die Kompression rB der Magnetfeldkomponente By.

Um die räumlichen und zeitlichen Schwankungen auszugleichen, wird der Bereich ab
einer Ioneninertiallänge von der Wand entfernt bis zu fünf Ioneninertiallänge hinter der
Schockfront gemittelt. Dies entfernt mögliche Ein�üÿe der Wand und ignoriert das Ma-
ximum der Kompression hinter der Schockfront, das Werte deutlich über dem asympto-
tischen Limit von vier erreicht. Spätere Zeitschritte haben bei dieser Methode e�ektiv
ein höheres Gewicht, da sie einen gröÿeren Raumbereich enthalten, der den genannten
Kriterien entspricht. Dies ist jedoch aller Wahrscheinlichkeit nach kein Problem, da hier
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der Downstream mehr Zeit zum Relaxieren hatte und den Verhältnissen weit entfernt
von der Schockfront ähnlicher ist. Alle Zeitschritte, bei denen die Schockfront noch nicht
mindestens sechs Ioneninertiallängen von der Wand entfernt ist, tragen nicht bei. Hat
man so die Dichte im Downstream ermittelt, so kann man mit der bekannten Dichte
im Upstream das Kompressionverhältnis rD als Verhältnis der Dichten ρd/ρu berechnen.
Tabelle 7.5 enthält die so erhaltenen Werte. Auf Grund der Dichteschwankungen im
Downstream sind die Fehlergrenzen deutlich gröÿer als in Abschnitt 7.3.2.
Analog zum Kompressionsverhältnis für die Massendichte kann man auch die Kompres-
sion der Magnetfeldkomponente By betrachten und erhält so rB. Diese ist ebenfalls in
Tabelle 7.5 enthalten.

7.3.4 Temperatur im Downstream

Genauso wie die Dichte im Downstream, ist auch die Temperatur dort eine nicht trivial
zu ermittelnde Gröÿe. Der Grund hierfür ist die kollisionsfreie Natur des System. Die
Teilchen stoÿen nicht permament aneinander und thermalisieren daher nach dem Durch-
gang durch die Schockfront nicht instantan. Abbildung 7.5 illustriert die Zeitentwicklung
im Phasenraum.
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Abbildung 7.5: Drei Entwicklungsschritte der Phasenraumdichte der Ionen.
Die drei Abbildungen verwenden Daten aus der Simulation 5d. Die Zeitpunkte
und Bildausschnitte haben keine besondere Bewandnis.

Zu Beginn der Simulation bewegt sich das Plasma mit konstanter Geschwindigkeit − |u|
und kleiner thermischer Verteilungsbreite vth nach links. Das eintre�ende Plasma wird an
der Wand re�ektiert und bewegt sich mit der gleichen Geschwindigkeit |u| in die Gegen-
richtung. Dies führt zu einer Situation, in der Plasmainstabilitäten anwachsen können.
Diese Instabilitäten betre�en zunächst Elektronen und �nden auf entsprechend kurzen
Längenskalen statt. Die Elektronen wechselwirken jedoch mit den Ionen und beein�ussen
deren Phasenraumdichte. Dies ist im linken Plot von Abbildung 7.5 illustriert, wo man
kleine Wirbel mit einer typischen Längenskala von einigen Zehnteln der Inertiallänge li
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der Ionen6 �ndet.
Einige Zeit später sind die Instabilitäten angewachsen und haben die Ionen voll erfasst.
Dies ist im zweiten Plot dargestellt. Es bilden sich geschlossene Wirbel um Löcher im
Phasenraum, mit einer Längenskala von etwas unter einer Inertiallänge und Geschwin-
digkeiten, die den gesamten Bereich von − |u| bis |u| abdecken.
Der dritte Plot zeigt einen noch späteren Zeitpunkt. Die groÿen Wirbel im Phasenraum
sind über sekundäre Instabilitäten zerfallen. Die Teilchen decken einen groÿen Geschwin-
digkeitsbereich ab, weisen im Mittel aber keine groÿe Drift auf. Die Teilchenpopulation
ist zu diesem Zeitpunkt nicht vollständig thermalisiert, da die Verteilung f(v) aber kaum
noch ansteigende Flanken aufweist ist die Verteilung viel stabiler gegenüber Instabilitä-
ten. Dementsprechend kann man nicht einfach abwarten, bis sich eine Maxwell-Verteilung
eingestellt hat, sondern muÿ die Temperatur im Downstream schätzen.
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Abbildung 7.6: Energieverteilung der Protonen im Downstream nach 6 · 105
Zeitschritten in Simulation �5d�. Zu Vergleichszwecken ist auch die Verteilung
im ursprünglichen Upstream gezeigt. Beide Verteilungen sind auf die höchste
auftretende Teilchenzahl Nmax in einem Histogrambin normiert. Auÿerdem ist
eine Maxwell-Verteilung gezeigt, die die gleiche mittlere Geschwindigkeit ⟨vx⟩
und das gleiche Geschwindigkeitsquadrat ⟨v2x⟩ wie der Downstream aufweist.

Hierzu mittelt man über alle Teilchen (Elektronen und Protonen getrennt) im letzten ver-
fügbaren Zeitschritt der Simulation, die im Raumgebiet liegen, welches für die Schätzung
der Dichte im Downstream verwendet wurde, und berechnet die mittleren quadratischen
Geschwindigkeiten ⟨v2x⟩,


v2y

und ⟨v2z ⟩. Hierbei fällt auf, daÿ die Breite der Geschwindig-

6Das Massenverhältnis mp/me in dieser Simulation ist 100.
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keitsverteilung in der Richtung senkrecht zum Magnetfeld und zur Strömungsrichtung
v2y

wesentlich kleiner als in den beiden anderen Richtungen ausfällt. Daher werden nur

die Geschwindigkeitsverteilung entlang der Strömung ⟨v2x⟩ und längs des Magnetfelds
⟨v2z ⟩ verwendet. Die lassen sich über kBT = 3/2mv2th in eine Temperatur umrechnen und
mitteln. Die so erhaltenen Temperaturen sind in Tabelle 7.6 zusammengefasst.

run Tp / MK Te / MK
4b 2400 129
5a 400 118
5b 900 95
5c 2330 81
5d 3900 108
5e 4400 124
5f 4500 187
6a 3100 194
6b 1900 190
6c 2600 210

Tabelle 7.6: Temperaturen der Protonen und Elektronen im Downstream. Die
Teilchenpopulationen weisen nicht die gleiche Temperatur auf und die Geschwin-
digkeitsverteilung ist nicht isotrop. Dementsprechend groÿ sind die Fehler in
diesen Gröÿen.

Betrachtet man Abbildung 7.6 so fällt auf, daÿ die Geschwindigkeitsverteilung noch zu
viele Teilchen bei hohen Geschwindigkeiten und zu wenige bei kleinen Geschwindigkeiten
aufweist. Dadurch wird vermutlich die Temperatur der Protonen etwas unterschätzt.
Zusätzlich ist die Geschwindigkeitsverteilung der Protonen noch recht anisotrop, was
ebenfalls die Bestimmung der Protonentemperatur erschwert. Bei den Elektronen fällt
auf, daÿ diese zwar eine isotrope Verteilung aufweisen, die in guter Näherung einer
Maxwell-Verteilung entspricht, sie aber eine viel niedrigere Temperatur als die Protonen
besitzen.

7.3.5 Entropieproduktion

Eng verknüpft mit der Umwandlung von kinetischer Energie in der gerichteten Strömung
in die kinetische Energie in der zufälligen thermischen Bewegung einzelner Teilchen ist
die Zunahme der Entropie. Bei dieser thermodynamischen Gröÿe gibt es jedoch ein un-
vorhergesehenes Problem: In einem völlig kollisionsfreien Plasma ist die Entropie gemäÿ
dem H-Theorem konstant. Nur Kollisionen � entweder binäre Kollisionen zweier Teilchen
oder resonante Wechselwirkungen zweier Teilchengruppen � können zu einer Zunahme
der Entropie führen.
In einem Particle-in-Cell-Code, der eigentlich ein kollisionsfreies Plasma simuliert, gibt
es nun drei Mechanismen die zu einer Zunahme der Entropie beim Durchgang durch den
Schock führen. Der erste Mechanismus ist genau genommen eine Schwäche des Simu-
lationsverfahrens. Durch die Verringerung der Teilchenzahl auf vergleichsweise wenige

151



t 
(1

/Ω
i)

x (li)

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

 0  10  20  30  40  50
 10

 20

 30

 40

 50

 60

 70

 80

 90

 100

E
n

tr
o

p
ie

Abbildung 7.7: Entropie, berechnet nach Formel 7.5, mit Hilfe der Teilchen-
verteilung nach einem coarse graining. Da der Absolutwert von der Au�ösung
des coarse graining abhängt, wurde auf eine Normierung verzichtet.
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Makroteilchen sinkt die e�ektive freie Weglänge und es kommt zu �nummerischen� Kol-
lisionen. Ein geschickter Formfaktor minimiert diesen E�ekt, kann ihn aber nicht ganz
entfernen. Der zweite E�ekt ist, daÿ Teilchenpopulationen positiver Steigung ∂f/∂v
Plasmawellen abstrahlen können und damit zu einer Maxwell-Verteilung relaxieren7.
Daÿ tatsächlich sowohl in der Natur ein Relaxationsmechanismus an einem eigentlich
kollisionsfreien Schock vorhanden sein muÿ, erkennt man daran, daÿ die zunächst vor-
handenen oszillatorischen Überschwinger hinter der Schockfront nicht erhalten bleiben,
sondern irgendwann abklingen und einen homogenen Downstream bilden.
Als dritte Möglichkeit bleibt noch, daÿ die Entropie gar nicht auf die Dynamik des Sys-
tems selber sondern die Unwissenheit des Beobachters zurückzuführen ist. Diese Idee
geht auf Buneman (1964) zurück. In diesem Fall führt die kollisionsfreie Dynamik des
Systems zu einer Phasenraumdichte, welche nicht wirklich an Entropie gewinnt, die aber
so kompliziert ist, daÿ jede Berechnung bzw. Messung der Entropie auf Grund des be-
grenzten Wissens bzw. der begrenzten Au�ösung zu einer (scheinbaren) Zunahme der
Entropie führt. Tatsächlicher Grund sind jedoch nicht Kollisionen, sondern das coar-
se graining. In der Auswertung der Simulationen kommt dieser Verlust an Au�ösung
deutlich zum Tragen. Die Entropie wird entlang der langen Richtung der Simulations-
box berechnet, in dem der Simulationsbereich in Abschnitte zerlegt wird. In jedem der
Abschnitte wird die Geschwindigkeitsverteilung durch die Anzahl an Teilchen in einem
32 · 32 · 32-Würfel im Geschwindigkeitsraum beschrieben. Aus diesem Histogramm der
Teilchengeschwindigkeiten wird dann die Entropie berechnet8:

S(x) = −


vx,vy,vz

Ni lnNi. (7.5)

Der numerische Wert von S hängt dabei von der gewählten Au�ösung ab, daher wird S
nur unnormiert in willkürlichen Einheiten verwendet. Wichtiger als der Absolutbetrag
der Entropie ist die Veränderung in Raum und Zeit. Diese ist in Abbildung 7.7 zu
erkennen. Diese enthält die Entropie in der gleichen Auftragung wie die Massendichte
in Abbildung 7.4.
Wie gut zu erkennen ist, bleibt die Entropie im Upstream zeitlich konstant, was da-
für spricht, daÿ die numerischen Kollisionen keinen starken Ein�uss haben, steigt aber
deutlich beim Durchgang durch die Schockfront.

7.3.6 Erfüllung der Sprungbedingungen

Nach all den Beobachtungen der vorangegangen Abschnitte ist der Leser ho�entlich
überzeugt, daÿ sich der Code und das verwendete Setup dazu eignen, einen nichtrelati-
vistischen, kollisionsfreien Schock zu simulieren. Es bleibt aber noch die Frage, wie gut
die beobachteten Gröÿen zu den Vorhersagen der Theorie passen.

7Dieser Prozess ist invers zur Landau-Dämpfung.
8Folgt man Moddemeijer (1989), so sollte noch eine logarithmische Korrektur für die Bingröÿe erfolgen.
Diese ist jedoch konstant und wird genau wie die Normierung vernachlässigt.
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run vSh/c r T / MK
4b 0,079 3,96 2219
5a 0,032 3,96 355
5b 0,049 3,96 824
5c 0,045 3,97 1484
5d 0,043 3,98 3190
5e 0,042 3,99 3199
5f 0,042 3,99 3200
6a 0,043 3,98 3190
6b 0,042 3,99 3199
6c 0,042 3,99 3200

Tabelle 7.7: Vorhersage anhand
der Sprungbedingungen und der
Gröÿen im Upstream für einen Adia-
batenexponenten von γ = 5/3.

run vSh/c r T / MK
4b 0,119 2,98 3317
5a 0,047 2,98 531
5b 0,072 2,98 1233
5c 0,067 2,99 2225
5d 0,064 2,99 4787
5e 0,064 3,00 4795
5f 0,064 3,00 4796
6a 0,064 2,99 4787
6b 0,064 3,00 4795
6c 0,064 3,00 4796

Tabelle 7.8: Vorhersage für einen
Medium mit nur zwei Freiheitsgra-
den und einem Adiabatenexponen-
ten von γ = 2.

Tabelle 7.7 enthält die Werte, die man aus den Sprungbedingungen erhält, wenn man die
vorgegebenen Eigenschaften des Upstreams einsetzt. Die vorgesagten Schockgeschwin-
digkeiten liegen jedoch deutlich unterhalb der Werte, die aus der Simulation bestimmt
werden. Da die Temperatur in y-Richtung nicht mit der Temperatur entlang der beiden
anderen Raumrichtungen gestiegen ist, liegt es nahe die Vorhersage für zwei Freiheits-
grade und γ = 2 zu wiederholen. So erhält man Tabelle 7.8.

Die so vorhergesagten Schockgeschwindigkeiten sind höher und passen besser zu den
Werten in Tabelle 7.3. Trotzdem sind die Werte in der Simulation nochmal etwas höher,
was darauf zurückzuführen ist, daÿ die Schockfront sich am Anfang der Simulation erst
bildet und zunächst mit der Geschwindigkeit u des Upstreams unterwegs ist, bevor sie
an Geschwindigkeit verliert.

Die Kompressionsverhältnis in Tabelle 7.5, die direkt aus der Dichte im Downstream
ermittelt werden, stimmen im Rahmen der Fehlergrenzen mit den Vorhersagen für γ = 2
überein. Die Werte für das Kompressionsverhältnis in Tabelle 7.4 fallen (auÿer bei den
sehr kurz laufenden Simulationen) niedriger aus. Im Rahmen der Fehlergrenzen stimmen
sie nicht mit der Theorie überein, die Fehlergrenzen stammen jedoch nur aus dem Fit,
mit dem die Schockgeschwindigkeit ermittelt wurde, und sind höchstwahrscheinlich zu
niedrig.

Die Temperaturen im Downstream, die in Tabelle 7.6 angegeben sind, zeigt sich, daÿ die
Elektronen etwa eine Gröÿenordnung kühler als erwartet sind. Die Protonen weisen eine
Temperatur auf, die etwas unter der Vorhersage für γ = 5/3 liegt. Die vorhergesagten
Temperaturen für γ = 2 liegen noch etwas höher. Da die Verteilung noch nicht einer
isotropen Maxwell-Verteilung entspricht, ist es sehr schwer, Fehlergrenzen anzugeben
und zu entscheiden, ob es eine signi�kante, systematische Abweichung gibt.
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7.3.7 Vermittlung der Inter-Teilchen-Wechselwirkung
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Abbildung 7.8: Gezeigt ist die Energie im divergenzfreien Anteil des magneti-
schen Felds. Da der räumlich konstante Anteil miteinbezogen ist, ist dies wie zu
erwarten der dominante Anteil des elektromagnetischen Felds.
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Abbildung 7.9: Hier die Energie im wirbelfreien Anteil des magnetischen Felds.
Diese wird vom spektralen Algorithmus für die Helmholtz Zerlegung deutlich
überschätzt, ist aber trotzdem vernachlässigbar klein.
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Abbildung 7.10: In der Energie des wirbelfreien, elektrostatischen elektrischen
Felds erkennt man deutlich die Downstream Region hinter der Schockfront.
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Abbildung 7.11: In der Energieverteilung des divergenzfreien elektrischen Felds
erkennt man ein deutliches Maximum am Punkt gröÿter Dichte und im Ups-
tream. Die horizontalen Streifen sind ein Artefakt der Randbedingungen.
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Im Abschnitt 5.4 wurde erläutert, daÿ man die elektromagnetischen Felder in den di-
vergenzfreien, transversalen und den wirbelfreien, longitudinalen Anteil zerlegen kann.
Im Kontext der Darwin-Näherung wird diese Helmholtz-Zerlegung verwendet, um die
Entwicklungsgleichungen der Felder zu modi�zieren. Die Zerlegung ist aber auch für die
Auswertung interessant, um die relative Stärke der unterschiedlichen Felder zu verglei-
chen.
Für die Zerlegung wurden die Felder einer elektromagnetischen Simulation nach deren
Ende Fourier-transformiert, auf den Anteil parallel zum k-Vektor reduziert und zurück-
transformiert. Der so erhaltene longitudinale Anteil wurde vom Ausgangsfeld abgezogen,
um den transversalen Anteil zu erhalten. Einziges Problem der Methode ist, daÿ die
Fourier-Transformation impliziert periodische Daten erwartet, was jedoch aufgrund der
Randbedingungen in x-Richtung nicht zutri�t.
Vergleicht man die beiden Komponenten des magnetischen Felds in Abbildung 7.8 und
7.9, so sieht man, daÿ der transversale Anteil (der auch den k = 0 Anteil enthält) deutlich
dominiert. Der longitudinale Anteil verschwindet jedoch nicht. Prüft man jedoch in jeder
Zelle einzeln die Divergenz des magnetischen Felds, so verschwindet diese überall im
Rahmen der Flieÿkommagenauigkeit. Ein kleiner Anteil, mit einer relativen Amplitude
von etwa 10−4, des ursprünglich divergenzfreien Magnetfelds wird von der Methode also
fälschlich dem wirbelfreien Anteil zugeordnet. Solche Probleme sind in Diagnosetools
lästig. In Simulationen in Darwin-Näherung wären sie, selbst wenn die Implementierung
der re�ektierenden Ränder fertiggestellt würde, jedoch verheerend.
Ein weiterer Punkt, den man an Abbildung 7.8 erkennen kann, ist daÿ die Änderungen
im magnetischen Feld δB deutlich gröÿer sind, als das ursprüngliche Magnetfeld B im
Upstream. Alle analytischen Verfahren, die δB/B ≪ 1 betrachten, sind hier also nutzlos.
Beim magnetischen Feld ist die Zerlegung in wirbelfreien und divergenzfreien Anteil
von vornherein klar und kann durch �nite Di�erenzen leicht überprüft werden. Beim
elektrischen Feld ist die Zerlegung hingegen interessanter.
Das elektrostatische Feld in Abbildung 7.10 ist hauptsächlich entlang der Schockfront
und im Downstream gegenwärtig. An der Schockfront wird es durch die Ladungstrennung
von Elektronen und Protonen, die aufgrund ihrer unterschiedlichen Masse unterschied-
lich schnell von der Schockfront abgebremst werden, erzeugt. Im Downstream hinter
der Schockfront ist die Teilchenverteilung nicht sofort thermisch und relaxiert durch
Emission von elektrostatischen Wellen9.
Das transversale elektrische Feld in Abbildung 7.11 ist ebenfalls an der Schockfront und
der Stelle gröÿter Verdichtung vertreten. Von dort aus breitet es sich jedoch vorallem
in den Upstream aus. Grund hierfür ist die höhere Ausbreitungsgeschwindigkeit der
elektromagnetischen Wellen, die die Schockfront überholen können und in den Upstream
entkommen. Die erkennbaren Streifen sind ein Artefakt der Randbedingung bzw des
nichtverschwindenen elektrischen Potentials zwischen linker und rechter Wand, die von
der spektralen Zerlegung nicht korrekt behandelt werden.
Trotzdem ist erkennbar, daÿ die transversalen elektrischen Felder nicht gegenüber den
elektrostatischen longitudinalen Feldern vernachlässigt werden können. Dies stellt, zu-

9Dieser Prozess ist invers zur Landau-Dämpfung.
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sammen mit der Schwierigkeit re�ektierende Wände mit einem spektralen elektrostati-
schen Solver zu koppeln, einen guten Grund für die Benutzung eines elektromagnetischen
Codes dar.
Bei der Untersuchung der erwähnten Artefakte, die die spektrale Zerlegung hinterläÿt,
wurde versuchsweise auch das elektrische Feld aufgrund des Hall-E�ekts Ehall = j⃗ × B⃗
betrachtet. Dies ist trotz der hohen Magnetisierung und der Strömung des Upstreams
vernachlässigbar, da das strömende Plasma elektrisch neutral ist und daher kaum Net-
tostrom führt.

7.3.8 Energieverteilung der Teilchen

Abschnitt 7.3.4 hat gezeigt, daÿ die Geschwindigkeitsverteilung der Teilchen im Down-
stream mehr oder weniger einer thermischen Verteilung entspricht. Betrachtet man die
Energieverteilung der Teilchen genauer, so �ndet man jedoch einen kleinen Anteil an
Teilchen, die wesentlich höhere Energien aufweisen.
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Abbildung 7.12: Geschwindigkeitsverteilung der Protonen im Upstream und
Downstream. Beide Kurven sind jeweils auf die höchste auftretende Anzahl Nmax

pro Geschwindigkeitsintervall ∆v normiert. Ebenfalls eingezeichnet ist eine Fit-
Kurve in Form eines Powerlaw. Diese ist im Bereich, der ge�ttet wurde, durch-
gezogen, auÿerhalb nur gepunktet.

Betrachtet man Abbildung 7.12, so fallen in der gewählten (doppelt-logarithmischen)
Auftragung zwei Dinge auf. Erstens weist die Verteilung der Protonen im Downstream
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bei hohen Geschwindigkeiten einen Bereich auf, der gut von einem Potenzgesetz be-
schrieben wird. Ein Fit dieses Bereichs liefert einen Spektralindex von -2,55. Bei noch
höheren Energien bricht das Potenzgesetz jedoch plötzlich ab. Der Grund ist, daÿ die
Simulation zum gewählten Zeitpunkt (zu dem noch einige Teilchen im Upstream übrig
sind) noch keine Teilchen zu höheren Energien beschleunigt hat. Dies ist ein oft beob-
achtetes Phänomen in PiC-Simulationen von Schockbeschleunigung. Die Grenzenergie
verschiebt sich dabei mit fortschreitender Simulationsdauer nach oben. Dies deckt sich
mit den Simulationen von Amano u. Hoshino (2009).
Betrachtet man die Energieverteilung des Upstreams, so muÿ man beachten, daÿ diese
hier im Ruhesystem des Downstreams betrachtet wird. Die relative Strömungsgeschwin-
digkeit verschiebt die Verteilung also zu höheren Geschwindigkeitsbeträgen. Andererseits
erkennt man so, daÿ ein Groÿteil der Teilchen im Upstream ähnliche Geschwindigkeits-
beträge aufweisen. Ein nicht unerheblicher Anteil verliert sogar an Geschwindigkeit. Die
kinetische Energie dieser Teilchen ist die Energiequelle für die Beschleunigung einer klei-
nen Teilpopulation zu hohen Energien und für die Erzeugung von Plasmawellen.
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Abbildung 7.13: Geschwindigkeitsverteilung der Elektronen im Upstream und
Downstream. Beide Kurven sind jeweils auf die höchste auftretende Anzahl Nmax

pro Geschwindigkeitsintervall ∆v normiert. Ebenfalls eingezeichnet ist eine Fit-
Kurve in Form eines Powerlaw. Diese ist im Bereich, der ge�ttet wurde, durch-
gezogen, auÿerhalb nur gepunktet.

Betrachtet man die Verteilung der Elektronen wie in Abbildung 7.13, so kann man
ebenfalls eine Verteilung erkennen, die einen Abschnitt enthält, der gut durch ein Po-
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tenzgesetz beschrieben wird. Dieses setzt jedoch erst bei höheren Energien ein und hat
kein scharfes Ende. Dies erschwert den Fit um den Spektralindex zu bestimmen.

run αe αp αr α2 α3

5d −2,13 −3,90 −4,8± 1,1 −4,5 −4,0
5e −2,41 −3,64 −5,1± 1,5 −4,5 −4,0
5f −2,36 −4,55 −4,6± 1,7 −4,5 −4,0
6a −2,32 −3,49 −4,8± 2,5 −4,5 −4,0

Tabelle 7.9: Exponenten der Powerlaw-Fits für Elektronen (αe) und Protonen
(αp) im Downstream. Zum Vergleich die Werte, die man anhand des mittleren
Kompressionsverhältnisses im Downstream erwartet (αr) und die Vorhersagen
mit dem Kompressionsverhältnis aus den Sprungbedingungen für Einzelteilchen
mit zwei bzw. drei Freiheitsgraden.

Tabelle 7.9 fasst die Simulationen mit dem gröÿten Massenverhältnis zusammen und
erlaubt einen Vergleich der Fitparameter. Die Simulationen unterscheiden sich vorallem
durch den Winkel Θ zwischen Magnetfeld und Schocknormale. Mit steigendem Win-
kel (näher am Grenzfall des senkrechten Schocks) erkennt man (insbesondere bei den
Protonen) ein Spektrum bei dem die Teilchenanzahl immer schneller mit der Energie
abnimmt. Der Schock wird also etwas ine�zienter beim Beschleunigen der Teilchen.
Zum Vergleich kann man die Vorhersagen für Fermibeschleunigung erster Ordnung aus
Gleichung 4.59 betrachten. Dazu setzt man das Kompressionsverhältnis aus Tabelle 7.5
ein und erhält so den erwarteten Exponenten αr. Zusätzlich kann man den Powerlaw-
index anhand des Kompressionsverhältnisses, das man für ein Medium mit zwei oder
drei Freiheitsgraden vorhersagt (siehe Tabellen 7.7 und 7.8), berechnen. Diese sind in
der Übersicht in Tabelle 7.9 als α2 bzw. α3 aufgeführt.
In allen Fällen erhält man aus den Simulationen mehr energetische Teilchen, sprich �a-
chere Spektren mit weniger negativen Powerlawindizes, als man für Fermibeschleunigung
erster Ordnung an einem Schock mit dem gegebenen Kompressionsverhältnis erwarten
würde. Dies liegt auf jeden Fall mit daran, daÿ die Teilchenstreuung hauptsächlich an
Dichtekonzentrationen erfolgt. Diese weisen jedoch lokal wesentlich höhere Kompressi-
onsverhältnisse auf. Die Lokalisierung der Streuzentren sieht man auch gut im Abschnitt
7.3.10.

7.3.9 Teilchentrajektorien

Eine weitere Möglichkeit, die Beschleunigung von Teilchen zu untersuchen, bietet die
Verfolgung der Bahnen von energtischen Teilchen. Dazu wurde in einem ersten Simu-
lationsdurchlauf die Maximalgeschwindigkeit jedes Teilchens erfasst. In einem zweiten
Durchlauf wurde dann für die schnellsten Tausend Teilchen sehr oft Position und Ge-
schwindigkeit ausgegeben (würde man alle Teilchen verwenden, würde man den verfüg-
baren Speicherplatz deutlich überschreiten). Zum Vergleich wird ein weiterer Durchlauf
mit Tausend zufällig gewählten Teilchen gestartet, die jedoch keine hohen Energien er-
reichen. Aufgrund des groÿen zusätzlichen Simulationsaufwands wurden diese Schritte
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nur für die Elektronen und Protonen an einem senkrechten Schock (Parametersatz 5f)
und am maximal schrägen Schock (Parametersatz 6a) durchgeführt.
Betrachtet man die schnellen Elektronen in Abbildung 7.14a und vergleicht mit zufällig
ausgewählten Elektronen in Abbildung 7.14b, so sieht man, daÿ die Geschwindigkeits-
normalisierung so gewählt ist, daÿ man die Teilchenbahnen erst nach der Überquerung
der Schockfront sieht. Die zufällig gewählten Elektronen gewinnen nach dem Aufheizen
im Downstream aber nicht weiter an Energie. Die energetischeren Elektronen hingegen
gewinnen oftmals beim Durchqueren dichterer Raumgebiete nochmals Energie. Au�ällig
ist auch, daÿ insbesondere Elektronen, die beim Zurückweichen der Schockfront, kurz
bevor sich diese neu bildet, den Downstream erreichen dann zu hohen Energien gelan-
gen. Elektronen, die den Downstream erreichen, während sich die Schockfront nach der
Neubildung schnell vorwärtsbewegt, erreichen hingegen meist keine so hohen Geschwin-
digkeiten.
Vergleicht man die Geschwindigkeiten entlang der Teilchenbahnen, so fällt zuerst auf,
daÿ sich die beiden Populationen in der Geschwindigkeit längs des Magnetfelds vy nicht
unterscheiden. Es kommt zu keiner nennenswerten Drift und die Temperatur nimmt auch
bei den schnellen Elektronen nur sehr moderat zu. Dies deckt sich mit Abschnitt 7.3.4.
Die Geschwindigkeit längs der Schocknormalen vx geht in beiden Fällen auf einen kleinen
Bruchteil der Upstreamgeschwindigkeit zurück. Der Erwartungswert des Geschwindig-
keitsquadrats ⟨v2x⟩ ∝ Te,x nimmt jedoch stark zu, im Falle der zufälligen Elektronen auf
das Doppelte, im Falle der schnellen Elektronen sogar auf das Achtfache. Ähnlich verhält
es sich in der dritten Raumrichtung, in der ⟨v2z ⟩ auf das gut Doppelte bzw. das Neunfache
ansteigt.
Die Situation am schrägen Schock weist einige Unterschiede auf (siehe Abbildung 7.15a
und 7.15b). Als erstes ist anzumerken, daÿ die tausend schnellen Teilchen deutlich höhere
Geschwindigkeiten erreichen, weswegen die willkürliche Referenzgeschwindigkeit höher
angesetzt ist. Der wichtigste Unterschied ist, daÿ schnelle Elektronen auftreten, die die
Schockfront einholen können und in den Upstream entweichen.
Die Beschleunigung �ndet auch wieder in einer kurzen Zeitspanne an der Schockfront
oder an einem Bereich mit erhöhter Dichte im Downstream statt. Nach dem Beschleuni-
gungsvorgang bleibt die Energie der Teilchen gröÿtenteils konstant oder nimmt langsam
ab. Während die zufälligen Elektronen beim Überqueren der Schockfront von der (im
Ruhesystem des Downstreams negativen) Anströmgeschwindigkeit −u auf etwa Null ab-
gebremst werden, ist die Geschwindigkeit längs der Schocknormalen vx für die schnellen
Teilchen diesmal nicht vernachlässigbar. Sie bewegen sich vielmehr mit vx = 1,1 . . . 1,3u
entgegen dem Upstream. Die Geschwindigkeit in y Richtung (grob die Richtung des Ma-
gnetfelds) ist für die zufälligen Teilchen vor und nach der Schockfront vernachlässigbar.
Die schnellen Teilchen weisen auch in dieser Komponente eine mittlere Geschwindig-
keit von etwa vy = 1,3 u auf. Gleichzeitig steigt die Temperatur


v2y

∝ Te,y in dieser

Richtung auf das 18-fache. Zum Vergleich: Bei den zufällig gewählten Teilchen steigt
die Temperatur im Downstream nur auf das Doppelte der Temperatur im Upstream. In
der dritten Raumrichtung ist kein Drift der gesamten Population schneller Elektronen
erkennbar, die Temperatur nimmt aber auch drastisch, auf das Neunfache, zu.
Betrachtet man statt x und y Richtung die Komponente entlang des lokalen Magnet-
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(a) Massendichte in Graustufen und die Bahn der 1000 schnellsten Elektronen am senkrechten
Schock.
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(b) Massendichte in Graustufen und die Bahn von 1000 zufälligen Elektronen am senkrechten
Schock. Die Geschwindigkeitsnormierung ist willkürlich, aber identisch zu Abbildung 7.14a
gewählt.

Abbildung 7.14
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(a) Massendichte in Graustufen und Bahnen von 1000 zufälligen Elektronen am schrägen
Schock.
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(b) Massendichte in Graustufen und Bahnen der 1000 schnellesten Elektronen am schrägen
Schock. Die Farben für die Geschwindigkeit sind relativ zu einer willkürlichen Refernzgeschwin-
digkeit, die aber mit Abbildung 7.15a übereinstimmt.

Abbildung 7.15
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felds, so �ndet man für die zufälligen Elektronen keine groÿe Geschwindigkeitsänderung,
und eine moderate Temperaturzunahme auf das Doppelte. Für die schnellen Elektro-
nen hingegen �ndet man eine drastische Temperaturzunahme und eine Drift entlang des
Magnetfelds mit grob 1,2 u.
Geht man über das erste und zweite Moment der Verteilungen für die Geschwindigkeits-
komponenten hinweg und betrachtet die Verteilung der Teilchen in zweidimensionalen
Schnitten x − vi durch den Geschwindigkeitsraum, so fällt auf, daÿ es einerseits die
äuÿersten Enden der thermischen Verteilung im Downstream in die Auswahl scha�en.
Zusätzlich gibt es einen Teil der Teilchen, die in den Upstream entkommen. Diese weisen
eine deutlich gröÿere Driftgeschwindigkeit längs des Magnetfelds auf, die sich in einen
groÿen Anteil längs y und einen kleineren Anteil längs x aufspaltet. Insgesamt erhält
man eine Driftgeschwindigkeit von etwa 5 u und eine hohe Temperatur, die aber längst
nicht das 18-fache des Upstreams erreicht. Genaue Zahlenwerte sind aufgrund der kleinen
Teilchenzahl und der daraus resultierenden schlechten Statistik nicht verfügbar.
Soweit wurde nur das Verhalten der Elektronen betrachtet. Protonen verhalten sich
aufgrund ihrer gröÿeren Masse jedoch deutlich anders, so daÿ es sich lohnt, diese getrennt
zu betrachten. Abbildung 7.16b und 7.16a zeigen das Verhalten von zufällig ausgewählten
Protonen als Referenz und den 1000 Protonen, die die höchste Maximalgeschwindigkeit
erreichen.
Im Vergleich zu den Elektronen fällt sofort die gröÿere Zeit- und Längenskala der Be-
wegungen auf, die sich aus der viel kleineren spezi�schen Ladung ergibt. Die Gyration
um das Magnetfeld erfolgt � unabhängig von der Teilchengeschwindigkeit und daher
für beide Populationen übereinstimmend � mit einer Gyrofrequenz von 106 rad/s. Dar-
aus kann man schlieÿen, daÿ das Magnetfeld nach der Kompression das 3,26-fache des
Upstream-Felds betragen muÿ. Dies ist konsistent mit dem Kompressionsverhältnis in
Abschnitt 7.3.3. Der Gyroradius beträgt für die langsameren Protonen etwa 6,8 li, wobei
li die Inertiallänge c/Ωi in den Bedingungen des Upstreams bezeichnet. Die Gyration
erfolgt also mit einer überraschend hohen Geschwindigkeit von 2,6 u, die sich aus gerich-
teter Bewegung und der gestiegenen Temperatur im Downstream zusammensetzt. Die
schnellen Protonen haben wie erwartet einen gröÿeren Gyroradius, im Schnitt 14 li.
Betrachtet man die Bewegung der schnellen Protonen genauer, so fällt auf, daÿ diese mit
ihrer Gyrobewegung beginnen, wenn sie aus dem Upstream kommend auf die Schock-
front tre�en und gestreut werden. Passiert dies im Zustand kurz vor der Neubildung der
Schockfront, während der Schock eine unterdurchschnittliche Geschwindigkeit und ma-
ximale Verdichtung aufweist, so gewinnen die Teilchen überdurchschnittlich viel Energie.
Dies deckt sich mit den Beobachtungen von Chapman et al. (2005).
Der Grund für die Richtungsänderung und den Energiegewinn der Protonen muÿ in den
elektromagnetischen Feldern liegen. Betrachtet man deren Mittelwert längs der Bahnen
der schnellen Teilchen, so stellt man keine signi�kanten Unterschiede zu den Mittelwerten
längs der Bahnen zufälliger Teilchen fest. Dies ist insofern nicht verwunderlich, daÿ die
Beschleunigung nur einen kleinen Bruchteil der gesamten Simulation andauert. Betrach-
tet man die Entwicklung der Geschwindigkeit über die Zeit, so stellt man fest, daÿ der
Anstieg binnen einer Gyration statt�ndet. Im Output ist dieser Zeitraum durch zehn
Zeitschritte repräsentiert. Mittelt man über diese, so erhält man die mittleren Felder
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(a) Die farbigen Spuren stellen die Spuren der schnellsten Protonen am senkrechten Schock
dar. Der Hintergrund in Graustufen repräsentiert die Massendichte.
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(b) Spuren zufällig ausgewählter Protonen, eben falls farbkodiert anhand der Geschwindigkeit
relativ zu einer willkürlichen Referenzgeschwindigkeit, die auch in 7.16b verwendet wurde.

Abbildung 7.16
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während des Beschleunigungszeitraums.
Durch den Aufenthalt im komprimierten Downstream ist die dominierende Magnetfeld-
komponente ⟨By⟩ entlang einer zufällig gewählten Teilchenbahn das 1,57 fache des Werts
im Upstream. Während der Beschleunigungsphase ist es jedoch sogar das 4,84 fache,
einen Faktor drei höher. Die Fluktuation im Magnetfeld in den Richtungen senkrecht
dazu werden ebenfalls deutlich verstärkt.
Beim elektrischen Feld dominiert die Komponente Ex längs der Schocknormalen. Dieses
ist auf die Ladungstrennung an der Schockfront und das damit verbundene elektrostati-
sche Potential zurückzuführen. Da dieses Feld für die Verzögerung der Ionen und die Bil-
dung des Downstreams wichtig ist, wird es im folgenden Abschnitt getrennt betrachtet.
Die Komponente Ey längs des Magnetfelds ist vernachlässigbar klein, daÿ die Teilchen
in dieser Richtung eine sehr hohe Mobilität aufweisen und Felder sofort zugunsten einer
Bewegung der Ladungsträger (vorallem der Elektronen) abgebaut werden.
Die verbliebene, dritte Komponente Ez zeigt ein interesantes Verhalten. Im Upstream
hat sie als Inital- und Randbedingung einen kleinen positiven Wert, um u⃗× B⃗ zu kom-
pensieren und die Protonen senkrecht zum Magnetfeld Richtung −x strömen zu lassen.
Direkt hinter der Schockfront jedoch weist sie einen etwa fünfmal so groÿen negativen
Wert auf. Dieses elektrische Feld beschleunigt die Protonen kurzfristig in −z Richtung.
Binnen eines Bruchteils einer Gyration sind die Protonen aber soweit abgebremst, daÿ
ux positiv wird und der u⃗ × B⃗ Term dominiert die Beschleunigung in z Richtung. Die
Geschwindigkeit uz nimmt zu und eine Gyration um By beginnt. Die Geschwindigkeit
wird zu zeitlich variablen Anteilen auf ux und uz aufgeteilt, ist aber insgesamt etwa
dreimal so groÿ wie die Upstream Geschwindigkeit.
Betrachtet man nochmals den schrägen Schock in den Abbildungen 7.18a und 7.18b, so
stellt man fest, daÿ die Unterschiede bei den Protonen viel kleiner ausfallen. Die Ener-
gieverteilung ist ähnlich, keine Protonen werden im Laufe der Simulation ausreichend
beschleunigt um in den Upstream zu entkommen.
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Abbildung 7.17: Entwicklung von teilchenbasierten Gröÿen für die 1000
schnellsten Protonen rund um den Moment der Beschleunigung tacc.
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(a) Massendichte am schrägen Schock als Graustufenbild und darüber die Spuren von 1000
zufälligen Protonen mit einem Farbcode, der Vielfache einer willkürlichen Referenzgeschwin-
digkeit abgibt.
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(b) Ebenfalls Massendichte, aber mit den Spuren der 1000 Protonen, die während der Simula-
tion die höchsten Momentangeschwindigkeiten erreicht haben.

Abbildung 7.18
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7.3.10 Cross Shock Potential

Φ
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Abbildung 7.19: Potentialverlauf über die Schockfront zusammen mit zwei
Möglichkeiten, den Potentialunterschied über die Schockfront trotz der groÿen
Fluktuationen im Downstream zu ermitteln.

run ∆Φconst(statV ) ∆Φlin(statV ) ∆ΦB(statV ) ∆ΦT(statV )
5d 819 708 64 218
5e 660 601 92 253
5f 1335 1542 99 389
6a 914 919 60 404

Tabelle 7.10: Unterschiede im elektrostatischen Potentialverlauf über die
Schockfront, die man bei Annäherung des Downstream mit einem konstanten
Potential oder konstanten elektrischen Feld erhält.

Es bietet sich an, den Potentialverlauf aus Gleichung 4.42 über die Schockfront hinweg
zu integrieren, um mit den Simulationsdaten zu vergleichen. Man erhält:

∆Φ =
1

4π e

Bu

nu

· (Bd −Bu) +
5

2

kB
e

· (Td,e − Tu,e) . (7.6)

Der erste Term beschreibt den Beitrag ∆ΦB der Kompression des Magnetfelds zum
elektrostatischen Potential über die Schockfront, während der zweite Teil den Beitrag
∆ΦT durch die Aufheizung der Elektronen erfasst.
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Nicht alle Schocks, die simuliert wurden, sind tatsächlich senkrechte Schockfronten,
trotzdem enhält die Tabelle 7.10 neben den Werten aus der Simulation zum Vergleich
auch die Vorhersagen, die man für diesen Grenzfall erwartet.
Dabei fällt auf, das man anhand von Gleichung 4.42 nur ein Drittel bis die Hälfte des
Potentialsprungs erwarten würde, der in der Simulation auftritt. Schätzt man anderer-
seits das maximal mögliche Potential Φmax durch die kinetische Energie der Protonen
im Upstream ab, so erhält man:

eΦmax =
1

2
mp u

2. (7.7)

Der maximal mögliche Potentialsprung beträgt 4121 statV, von denen nur ein Bruchteil
tatsächlich erreicht wird. Dieser Bruchteil steigt mit gröÿer werdendem Winkel zwischen
Schocknormale und Richtung des Magnetfelds. Man muÿ bei diesem Vergleich natürlich
beachten, daÿ sowohl Φmax, als auch die Vorhersagen für ∆ΦB und ∆ΦT auf zeitlich
gemittelten Gröÿen beruhen. Die Werte ∆Φ aus der Simulation hingegen sind zwar
räumlich integriert, was die kleinskaligen Schwankungen der Particle-in-Cell Methode
entfernt, geben aber nur einen einzelnen Zeitpunkt wieder.
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8 Zusammenfassung

Um Prozesse im Sonnenwind zu studieren, sind Simulationen unverzichtbar. In-situ
Beobachtungen von Satelliten sind nur punktuell verfügbar und vermischen zeitliche
und räumliche Veränderungen von Beobachtungsgröÿen längs der Trajektorie. Remote-
sensing Beobachtungen können Aussagen für gröÿere Raumgebiete tre�en, haben aber
eine begrenzte Au�ösung und stehen meist vor dem Problem der Inversion, welche Mo-
dellannahmen erfordert, um die eigentlich gewünschten Gröÿen aus den Rohdaten zu
erhalten.
Im Falle der Teilchenbeschleunigung müssen die Simulationen, da sie Veränderungen der
Geschwindigkeitsverteilung der Teilchen erfassen wollen, zwingend kinetische Prozesse
umfassen. Die Simulation erfasst so alle mikrophysikalischen Prozesse und die Makro-
physik folgt emergent aus der selbstkonsistenten Beschreibung des Systems auf kleinen
Skalen. Der Preis dieses Ansatzes ist der hohe numerische Aufwand.

Der Particle-in-Cell Code Acronym wurde für dieses Projekt wesentlich erweitert. Es
wurden verschiedene Lösungsverfahren für die Maxwell-Gleichungen implementiert, um
die numerische Dispersion von elektromagnetischen Wellen zu minimieren, die zu Pro-
blemen bei Teilchen mit hoher Geschwindigkeit führen kann. Auf der Teilchenseite wur-
den Modi�kationen zum Standardverfahren von Boris implementiert und getestet. Ver-
schiedene Gewichtungsfunktionen, die die Langrage-Beschreibung der Teilchen mit der
Eulerschen Sichtweise der Felder verknüpfen, wurden implementiert und systematisch
untersucht, um die Abstimmung zwischen Genauigkeit und Rechenaufwand zu optimie-
ren. Neue Arten des Outputs wurden erprobt, welche nur makroskopische, physikalisch
relevante Gröÿen speichern, um so die E�zienz der Simulationen zu erhöhen und die
Skalierung zu gröÿeren Systemen zu erlauben.
Um den Schock erzeugen zu können, wurde der Code, der vorher auf periodische Setups
beschränkt war, um nichttriviale Randbedingungen ergänzt. Zuerst wurden re�ektieren-
de, elektrisch leitende Wände implementiert, welche mit dem bewegten Upstream intera-
gieren, um eine Schockfront zu erzeugen. Darüber hinaus wurden absorbierende Wände
implementiert, die zusätzlich die Injektion von Teilchen erlauben, um den Upstream
wieder au�üllen und längere Zeiträume bei gegebener Simulationsgröÿe simulieren zu
können. Die Möglichkeit von alternativen Startbedingungen, welche das Rauschnivau in
der Simulation senken können, wurde erruiert. Um die verfügbare Rechenzeit e�zient
zu nutzen und die Skalierung auf Supercomputern zu verbessern, wurde ein dynamische
Lastverteilung eingeführt, welche den Rechenaufwand, der mit der Position der Schock-
front zeitlich variiert, gleichmässig auf alle verfügbaren Resourcen verteilt.
Da Simulationen nur so verlässlich sein können wie ihre numerischen Bausteine, wurden
alle Teile des Particle-in-Cell Codes für dieses Projekt sorgfältig getestet und eine Reihe
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an automatisierten Tests implementiert, die Verhindern, daÿ funktionierende Verfahren
bei Veränderungen am Code versehentlich beschädigt werden. Darüber hinaus wurden
Test-Probleme erprobt, um das Zusammenspiel der verschiedenen Verfahren im fertigen
Code validieren zu können.

Nach all den Vorarbeiten wurden Simulationen durchgeführt, die so angelegt sind, daÿ
sich selbstkonsistent eine kollisionsfreie Schockfront bildet, deren Parameter so weit wie
möglich den Bedingungen an einem CME getriebenen Schock im Sonnenwind entspre-
chen. Die entstehenden Schockfronten sind stabil und erfüllen auf groÿen Skalen die
Sprungbedingungen der MHD. Darüber hinaus zeigen sie aber eine zeitliche Dynamik,
bei der sich die Schockfront kontinuerlich neu bildet.
Die Untersuchung der simulierten elektromagnetischen Felder liefert mehrere Ergebnisse:
Die Wechselwirkung der Teilchen ist nicht auf eine einfache elektrostatische Abstoÿung
beschränkt und es ist wichtig, den E�ekt transversaler Felder zu berücksichtigen. Dar-
über hinaus erhöht die Schockfront nicht nur die Massendichte sondern auch die Stärke
der Plasmawellen, was zu einer Erhöhung der Streuwahrscheinlichkeit im Downstream
führt. Direkt an der Schockfront beobachtet man ein elektrisches Feld längs der Schock-
normalen, was zu einem Potentialunterschied über die Schockfront führt, der sich mit
den Vorhersagen aus der Zwei-Fluid-Theorie vergleichen lässt.
Betrachtet man die Teilchen, so �ndet man, daÿ sowohl Elektronen, als auch Protonen
an Dichtekonzetrationen direkt hinter der Schockfront gestreut werden und dabei zu
höheren Energien gelangen können. Dies führt bei den Elektronen (und in begrenztem
Maÿe auch bei den Protonen) zu einen Anteil hochenergetischer Teilchen, die durch ein
Potenzgesetz beschrieben werden können. Der genaue Zeitpunkt des Eintre�ens an der
Schockfront während der zyklischen Neubildung der selben spielt dabei eine entschei-
dende Rolle für den Energiegewinn der Teilchen.

8.1 Ausblick

Der Simulationscode bietet in seiner jetzigen, erweiterten Form die Möglichkeit, Schocks
im gesamten Bereich von mild relativistisch bis hinunter zu nichtrelativistischen Schocks
mit kleiner Mach-Zahl zu simulieren.
Damit lassen sich nun der Ein�uss von Parametern wie Mach-Zahl und Magnetisierung,
aber auch künstlich angeregten Plasmawellen im Upstream auf die Streuung und Be-
schleunigung von Teilchen an kollisionsfreien Schockfronten untersuchen. Diese müssen
nicht unbedingt dem Fall von CME getriebenen Schockfronten entsprechen, auch der
Fall des Bugschocks von Planeten mit einem intrinsischen Magnetfeld ist realisierbar.

Die Verbesserungen am Code sind allgemeiner auch für die Simulation anderer Szenarien
nützlich, insbesondere die Verbesserung der Maxwell-Löser um eine isotropere Wellen-
ausbreitung zu garantieren und die Probleme durch Selbstwechselwirkung relativistischer
Teilchen zu beseitigen. Die Lastverteilung kommt sämtlichen Simulationen zugute, die
eine nicht homogene Plasmadichte aufweisen, etwa im Falle von dünnen Stromschichten,
die im Zusammenhang mit Rekonnexion gerne betrachtet werden.
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Abbildung 8.1: Einordnung der Schockbeschleunigung in den gröÿeren Kontext
im Sonnenwind. Kinetische Prozesse spielen dabei an vielen Stellen eine Rolle.
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Abbildung 8.1 ordnet die Simulationen zur Schockbeschleunigung aus dieser Doktorar-
beit in den gröÿeren Kontext der CME-verbundenen Phänomene ein. Dazu gehört der
Auslöser des CMEs, bei dem Feldlinien zwischen Plasmoid und Sonne durch Rekon-
nexion getrennt werden, was das Aufsteigen des CMEs erlaubt. Auf der anderen Seite
erzeugen die schnellen Teilchen, die der Schockfront entlang der Feldlinien entkommen,
Radiowellen, die von der Erde aus beobachtet werden können. Ein Teil der Teilchen folgt
den Feldlinien weiter in den interplanetaren Raum und kann dort von Satelliten (z.B.
im erdnahen Orbit) beobachtet werden.
Für etliche dieser Prozesse haben andere Benutzer des Acronym Codes bereits Simu-
lationen durchgeführt. Für die Rekonnexion sei inbesondere auf Muñoz et al. (2014),
Muñoz et al. (2015) und Muñoz (2015) verwiesen. Die Erzeugung von Radiowellen durch
schnelle Elektronen im Sonnenwind wurde in Ganse (2009), Ganse et al. (2012), Ganse
et al. (2014), Ganse (2012) von einem weiteren Doktoranden in der Arbeitsgruppe un-
tersucht. Die Propagation der energetischen Teilchen durch den Sonnenwind ist durch
die wesentlich gröÿeren Längenskalen für kinetische Simulationen schlechter zugänglich.
Daher sei an dieser Stelle auf Wisniewski (2011) und Lange (2012) verwiesen. Doch
auch hier kann man die Mikrophysik mit kinetischen Methoden genauer untersuchen,
wie Schreiner u. Spanier (2014) gezeigt hat.
Auch wenn die einzelnen Teile dieses zusammenhängenden Bildes gut untersucht sind,
einige sogar mit Hilfe von Acronym, so bleibt doch die Beschränkung, daÿ keine ein-
zelne Simulation das ganze Bild auf einmal erfassen kann. Dementsprechend ist es nicht
möglich, mit einer Simulation synthetische Messdaten zu erzeugen, die man mit den
tatsächlichen Beobachtungen vergleichen könnte, oder gar die Parameter der Ausgangs-
situation zu bestimmen. Vielmehr muÿ man die Erkenntnisse eines Modells erst als
Input für das nächste Modell verwenden und bei jeden Schritt bewusst entscheiden,
welche Prozesse relevant sind und welche vernachlässigt werden können. Dafür sind die
Simulationen reproduzierbar und erlauben die getrennte Variation einzelner Parameter,
um ihren Ein�uss zu untersuchen. Beobachtungsdaten hingegen enthalten immer das
Endergebnis der konsistenten Interaktion aller möglichen Prozesse, dafür ist man aber
auf einzelne punktuelle Ergebnisse beschränkt, in denen es selbst bei einer statistischen
Auswertung über alle je beobachteten Schockfronten schwer ist, einzelne Prozesse soweit
zu isolieren, daÿ sie verständlich werden.
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Simulationsparameter

run 4b

seed = 42

nx0 = 60000
nx1 = 8
nx2 = 8

space_part_x = 0
space_part_y = 1
space_part_z = 1

ge samt_ze i t s ch r i t t e = 290000

ou tpu t_ze i t s ch r i t t e = 5000
par t_output_ze i t s chr i t t e = 5000
rhoM_l ineout_ze i t schr i t t e = 500
energy_output_ze i t s chr i t t e = 500

move_border_ze itschr i t te = 100

mpzume = 20

electronnumberbg = 5
protonnumberbg = 5

plasmafreq = 200000000

Bx = 0.17551337924037225
By = 0.5401746378420905
Bz = 0

widthbg = 0.05883484054145523
widthj = 0

resca le_dx = 3
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r e sca l e_dt = 1.01

bordertype_x = 3
bordertype_y = 0
bordertype_z = 0

do_poisson = 1
gauss_cleaning = 0 .1

vbgx = −0.235339
vbgy = 0
vbgz = 0

run 5a

seed = 42

nx0 = 60000
nx1 = 8
nx2 = 8

space_part_x = 0
space_part_y = 1
space_part_z = 1

ge samt_ze i t s ch r i t t e = 659961

ou tpu t_ze i t s ch r i t t e = 10000
par t_output_ze i t s chr i t t e = 10000
rhoM_l ineout_ze i t schr i t t e = 1000
energy_output_ze i t s chr i t t e = 500

move_border_ze itschr i t te = 50

mpzume = 20

electronnumberbg = 4
protonnumberbg = 4

plasmafreq = 200000000

Bx = 0.0702053516961489
By = 0.2160698551368362
Bz = 0
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widthbg = 0.02353393621658209
widthj = 0

resca le_dx = 3
resca l e_dt = 1.01

bordertype_x = 3
bordertype_y = 0
bordertype_z = 0

do_poisson = 1
gauss_cleaning = 0 .1

vbgx = −0.0941357
vbgy = 0
vbgz = 0

run 5b

seed = 42

nx0 = 60000
nx1 = 8
nx2 = 8

space_part_x = 0
space_part_y = 1
space_part_z = 1

ge samt_ze i t s ch r i t t e = 480000

ou tpu t_ze i t s ch r i t t e = 5000
par t_output_ze i t s chr i t t e = 5000
rhoM_l ineout_ze i t schr i t t e = 1000
energy_output_ze i t s chr i t t e = 500

move_border_ze itschr i t te = 50

mpzume = 20

electronnumberbg = 4
protonnumberbg = 4
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plasmafreq = 200000000

Bx = 0.242208
By = 0.745441
Bz = 0 .

widthbg = 0.033541
widthj = 0

resca le_dx = 3
resca l e_dt = 1.01

bordertype_x = 3
bordertype_y = 0
bordertype_z = 0

do_poisson = 1
gauss_cleaning = 0 .1

vbgx = −0.14365
vbgy = 0 .
vbgz = 0 .

run 5c

seed = 42

nx0 = 60000
nx1 = 8
nx2 = 8

space_part_x = 0
space_part_y = 1
space_part_z = 1

ge samt_ze i t s ch r i t t e = 500000

ou tpu t_ze i t s ch r i t t e = 5000
par t_output_ze i t s chr i t t e = 5000
rhoM_l ineout_ze i t schr i t t e = 1000
energy_output_ze i t s chr i t t e = 500

move_border_ze itschr i t te = 50
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mpzume = 42

electronnumberbg = 4
protonnumberbg = 4

plasmafreq = 200000000

Bx = 0.351027
By = 1.080349
Bz = 0 .

widthbg = 0.033544
widthj = 0

resca le_dx = 3
resca l e_dt = 1.01

bordertype_x = 3
bordertype_y = 0
bordertype_z = 0

do_poisson = 1
gauss_cleaning = 0 .1

vbgx = −0.133454
vbgy = 0 .
vbgz = 0 .

run 5d

seed = 42

nx0 = 100000
nx1 = 8
nx2 = 8

space_part_x = 0
space_part_y = 1
space_part_z = 1

ge samt_ze i t s ch r i t t e = 1000000

ou tpu t_ze i t s ch r i t t e = 5000
par t_output_ze i t s chr i t t e = 5000
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rhoM_l ineout_ze i t schr i t t e = 1000
energy_output_ze i t s chr i t t e = 500

move_border_ze itschr i t te = 5

mpzume = 100

electronnumberbg = 4
protonnumberbg = 4

plasmafreq = 200000000

Bx = 0.53865056
By = 1.65779596
Bz = 0 .

widthbg = 0.033358
widthj = 0

resca le_dx = 3
resca l e_dt = 1.01

bordertype_x = 3
bordertype_y = 0
bordertype_z = 0

do_poisson = 1
gauss_cleaning = 0 .1

vbgx = −0.127037
vbgy = 0 .
vbgz = 0 .

run 5e

seed = 42

nx0 = 100000
nx1 = 8
nx2 = 8

space_part_x = 0
space_part_y = 1
space_part_z = 1
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ge samt_ze i t s ch r i t t e = 1000000

ou tpu t_ze i t s ch r i t t e = 5000
par t_output_ze i t s chr i t t e = 5000
rhoM_l ineout_ze i t schr i t t e = 1000
energy_output_ze i t s chr i t t e = 500

move_border_ze itschr i t te = 5

mpzume = 100

electronnumberbg = 4
protonnumberbg = 4

plasmafreq = 200000000

Bx = 0.13466264
By = 1.73790041
Bz = 0 .

widthbg = 0.033358
widthj = 0

resca le_dx = 3
resca l e_dt = 1.01

bordertype_x = 3
bordertype_y = 0
bordertype_z = 0

do_poisson = 1
gauss_cleaning = 0 .1

vbgx = −0.127037
vbgy = 0 .
vbgz = 0 .

run 5f

seed = 42

nx0 = 100000
nx1 = 8
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nx2 = 8

space_part_x = 0
space_part_y = 1
space_part_z = 1

ge samt_ze i t s ch r i t t e = 1000000

ou tpu t_ze i t s ch r i t t e = 10000
par t_output_ze i t s chr i t t e = 10000
rhoM_l ineout_ze i t schr i t t e = 1000
energy_output_ze i t s chr i t t e = 1000

move_border_ze itschr i t te = 1

mpzume = 100

electronnumberbg = 4
protonnumberbg = 4

plasmafreq = 200000000

Bx = 0 .
By = 1.74310982
Bz = 0 .

widthbg = 0.033358
widthj = 0

resca le_dx = 3
resca l e_dt = 1.01

bordertype_x = 3
bordertype_y = 0
bordertype_z = 0

do_poisson = 1
gauss_cleaning = 0 .1

vbgx = −0.127037
vbgy = 0 .
vbgz = 0 .
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run 6a

seed = 42

nx0 = 100000
nx1 = 8
nx2 = 8

space_part_x = 0
space_part_y = 1
space_part_z = 1

ge samt_ze i t s ch r i t t e = 1000000

ou tpu t_ze i t s ch r i t t e = 5000
par t_output_ze i t s chr i t t e = 5000
rhoM_l ineout_ze i t schr i t t e = 1000
energy_output_ze i t s chr i t t e = 500

move_border_ze itschr i t te = 5

mpzume = 100

electronnumberbg = 4
protonnumberbg = 4

plasmafreq = 200000000

Bx = 0.53865056
By = 1.65779596
Bz = 0 .

widthbg = 0.033358
widthj = 0

resca le_dx = 3
resca l e_dt = 1.01

bordertype_x = 3
bordertype_y = 0
bordertype_z = 0

do_poisson = 1

187



gauss_cleaning = 0 .1

vbgx = −0.127037
vbgy = 0 .
vbgz = 0 .

run 6b

seed = 42

nx0 = 100000
nx1 = 8
nx2 = 8

space_part_x = 0
space_part_y = 1
space_part_z = 1

ge samt_ze i t s ch r i t t e = 1000000

ou tpu t_ze i t s ch r i t t e = 1000
par t_output_ze i t s chr i t t e = 1000
rhoM_l ineout_ze i t schr i t t e = 1000
energy_output_ze i t s chr i t t e = 1000

move_border_ze itschr i t te = 1

mpzume = 100

electronnumberbg = 4
protonnumberbg = 4

plasmafreq = 200000000

Bx = 0.13466264
By = 1.73790041
Bz = 0 .

widthbg = 0.033358
widthj = 0

resca le_dx = 3
resca l e_dt = 1.01
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bordertype_x = 3
bordertype_y = 0
bordertype_z = 0

do_poisson = 1
gauss_cleaning = 0 .1

vbgx = −0.127037
vbgy = 0 .
vbgz = 0 .

run 6c

seed = 42

nx0 = 100000
nx1 = 8
nx2 = 8

space_part_x = 0
space_part_y = 1
space_part_z = 1

ge samt_ze i t s ch r i t t e = 4000000

ou tpu t_ze i t s ch r i t t e = 1000
par t_output_ze i t s chr i t t e = 1000
rhoM_l ineout_ze i t schr i t t e = 1000
energy_output_ze i t s chr i t t e = 1000

move_border_ze itschr i t te = 1

mpzume = 100

electronnumberbg = 4
protonnumberbg = 4

plasmafreq = 200000000

Bx = 0.03366566
By = 1.74278469
Bz = 0 .

widthbg = 0.033358
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widthj = 0

resca le_dx = 3
resca l e_dt = 1.01

bordertype_x = 3
bordertype_y = 0
bordertype_z = 0

do_poisson = 1
gauss_cleaning = 0 .1

vbgx = −0.127037
vbgy = 0 .
vbgz = 0 .
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