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QUASIBASEN ABELSCHER, NICHTSEPARABLER
»-GRUPPEN

ANDRIJA VODOPIVEC

1. EINLEITUNG

In dieser Arbeit wird der Bau der (abzéhlbaren) abelschen p-Gruppen
untersucht, durch die Betrachtung der dazugehorigen Quasibasen, die
in [3, Kapitel 34] als bestimmte erzeugende Systeme der gegebenen p-
Gruppe definiert sind. In [4] wurde gezeigt, dass jede p-Gruppe eine
sogenannte induktive Quasibasis besitzt, die sich allgemein mit verein-
fachten Relationen zwischen ihrer Elementen, d.h. zwischen Erzeugen-
den der gegebenen p-Gruppe, auszeichnet. Unsere Untersuchung wird
insbesondere auf die nichtseparablen p-Gruppen und ihre induktiven
Quasibasen bezogen.

Fiir eine p-Gruppe G und eine ihrer basic Untergruppen B lésst
sich leicht, durch eine Erweiterung der Basis von B, eine Quasibasis
(vgl. [3]) bzw. eine induktive Quasibasis (vgl. [4]) konstruieren. Allein
durch die Angabe der Untergruppe B, erhéilt man allerdings wenig
Informationen iiber den Bau der Gruppe G. Anhand einer gegebenen
Quasibasis von G lassen sich, was wir in dieser Arbeit zeigen werden,
einige wesentliche Struktureigenschaften der Gruppe G ermitteln.

Im Kapitel 6 werden anhand einer gegebenen induktiven Quasibasis
von GG notwendige und hinreichende Kriterien fiir separabel bzw. redu-
ziert angegeben. Im Kapitel 7 werden weiter wichtige Eigenschaften der
ersten Ulm-Untergruppe p*G von G angegeben. SchlieBlich werden wir
im Kapitel 8 zeigen, wie sich mittels der gegebenen induktiven Quasiba-
sis von G die Ulm-Kaplansky-Invarianten fiir die Ordinalzahlen < 2w,
berechnen lassen. Auflerdem werden wir in Kapitel 4 die verallgemei-
nerten Priifergruppen der Langen w+n,n € N und 2w+ 1 konstruieren
und eine induktive Quasibasis ermitteln. Die theoretischen Ergebnisse
aus diversen Kapiteln werden an diesen konkreten Darstellungen der

Priifergruppen demonstriert.
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2. PRALIMINARIEN

Zunéchst sollen einige dieser Arbeit zugrundeliegende Definitionen
und Hilfsmittel zusammengestellt werden. Eine abelsche Gruppe, de-
ren simtliche Elemente Ordnungen haben, die Potenzen einer festen
Primzahl p sind, heiit p-Gruppe. Mit Z(p"™),n € N wird eine zyklische
p-Gruppe der Ordnung p" bezeichnet. Im folgenden sei p eine fixierte
Primzahl und mit einer Gruppe G ist immer eine abzihlbare unend-
liche abelsche p-Gruppe gemeint. Der Sockel von G, d.h. die Menge
aller Elemente der Ordnung p in G, einschlieilich der Null, ist eine
Untergruppe von G und wird mit G[p| bezeichnet. Mit Z, wird der
Ring der p-adischen ganzen Zahlen bezeichnet. Dann ist Z, \ pZ, die
Einheitengruppe von Z,.

Nun sei g € G\ {0}. Ist die Gleichung

pr=g

nur fir £ < n € N in G losbar, so heiit h(g) = n die Héhe von g.
Wenn diese Gleichung fiir alle £ € N losbar ist, ist g von unendlicher
Héhe in G. Ist jedes g € G\ {0} von endlicher Hohe, d.h. h(g) < oo,
so heifit die Gruppe G separabel. Die Menge aller Elemente von unend-
licher Hohe in G bildet eine Untergruppe, die sogenannte erste Ulm-

Untergruppe von G, die wir mit p“G bezeichnen werden. Es gilt

PG = ﬂ p"G.
neN
Die k-te Ulm-Untergruppe p**G von G wird rekursiv fiir alle & € N
als die erste Ulm-Untergruppe von p*~*G definiert. Mit p**+"G =
p" (pk“’G) fiir n, k € N wird die Menge aller Elemente von der Héhe > n
in p**G bezeichnet. Gilt g € p°G \ p°tG fiir ein ¢ € G und eine
Ordinalzahl o, so wird h(g) = o als Hohe von ¢ in G definiert. Dazu
wird angemerkt, dass diese Definition im Fall 0 € Ny mit der obigen
Definition endlicher Hohen iibereinstimmt.
Fiir eine p-Gruppe G definiert man zu jeder Ordinalzahl ¢ die Fak-
torgruppe

Fo(G) = (07G)[pl/ (07" G)lp]-
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Die Kardinalzahl f,(G) = rg F,(G) heit o-te Ulm-Kaplansky Invari-
ante von G. Nach dem Satz von Ulm ([3, 77.3]) sind zwei reduzierte,
abzéhlbare p-Gruppen genau dann isomorph, wenn sie dieselben Ulm-
Kaplansky Invarianten besitzen.

Eine p-Gruppe G heif3t divisibel, falls pG = G gilt. Eine Gruppe heifit
reduziert, falls die Nullgruppe ihre einzige divisible Untergruppe ist.
Die kleinste Ordinalzahl o mit p°G = p° G heiBt die Linge von G.
Ist o die Lange von G, so ist p?G natiirlich die mazimale divisible
Untergruppe von G. Fiir die Hohe eines Elementes ¢ € G wird die
Bezeichnung h(g) = oo verwendet, wenn g € p*G fiir alle k € N
gilt, d.h. genau dann, wenn g in der maximalen divisiblen Untergruppe
von G liegt.

Ein typisches Beispiel fiir eine divisible Gruppe ist die Gruppe

Z(p™) = (a1, az, . ..) mit pa; = 0,pa;;1 = a; # 0,7 € N.
Folglich gilt o(a;) = p'.

Lemma 2.1. Fir jedes Element a € Z(p>) \ {0} ezistiert ein j € N
und ein A € N mit pt A, so dass a = Aa; und o(a) = o(a;).

Beweis. Es sei a € Z(p™) \ {0} beliebig gegeben. Dann existieren ein
J € N und natiirliche Zahlen 0 < A; < p, A; # 0, so dass

J J
a = Z )\iai = Z )\ipj_iaj = /\aj
i=1 =1
mit A = 7 pP~i\. Es gilt p t A, da p { ;. Somit gilt auch o(a) =
o(a;). [ |

In dieser Arbeit verwenden wir als wesentliches Hilfsmittel eine Un-
tergruppe von [, Z,, der additiven Gruppe aller Folgen (A | k € I)
mit \; € Z,, wobei I eine gegebene nicht leere abzéhlbare Indexmen-
ge ist. Wir wollen jetzt diese Untergruppe definieren und einige ihrer
Eigenschaften ableiten. Dazu wird fiir jedes A € Z,, \ {0} eine durch

A€ P'Z,\ p"Z,

eindeutig bestimmte nichtnegative Zahl n € Ny betrachtet. Als p-
adische Norm von A\ € Z, \ {0} bezeichnen wir die rationale Zahl



6 ANDRIJA VODOPIVEC

IIMl = p~™ und setzen [|0|| = 0. AuBlerdem wird jede p-adische Zahl
A € Zy in der Form
A= Ap' mit A €{0,1,..,p—1}
i€Np
dargestellt. Falls A #£ 0 ist, gilt

Al = p™" mit n = min{i € Ny | \; # 0}.

Nun sei fiir eine nicht leere abzdhlbare Indexmenge I durch (A |
kel)e H| 11Zp eine Folge dargestellt, die weiterhin in der Kurzform
(Ak, I) verwendet wird. Definiert man die Menge I; = {k € I | p* { \¢}
zu jedem ¢ € N; so heifit die Folge (Mg, I) eine Nullfolge, falls I; endlich
fiir alle ¢ € N ist. Mit

*

1z, ] =s.De]]z

1] 1]
wird die Menge aller Nullfolgen in [, Z, bezeichnet. Jede Folge (A, I)
€ @III Z,,d.h. A\ = 0 fiir fast alle k € 1, ist eine Nullfolge. Ist || = oo,
so ist leicht zu priifen, dass (Ag, I) genau dann eine Nullfolge ist, wenn
die Folge (|| \¢]| | £ € I) mit dem Grenzwert Null konvergiert. Natiirlich
ist ([];Z,)" eine Untergruppe von [, Z, und @y, Z, € (I, Zp)* C
I11 Zyp.

Im Folgenden zeigen wir, dass (I Z,)"/ @, Z, die maximale di-

|I;] < oo fiir allei € N

visible Untergruppe von [[ Z,/ €D Z, ist. Fiir ein beliebiges A =
(Ae, I) € (I1j;Zp)* gilt p t Ax fiir hochstens endlich viele k € I,
d.h. es existiert ein X' € €D Z, mit A € N + p([[;Z)". Somit ist
(I11Zy)*/ 1 Zy divisibel. Fiir jedes A = (A, I) € [, Zp\(I]} Zp)"
existiert andererseits ein ¢ € N, so dass I; = {k € I | p' A} un-
endlich ist, d.h. A + (B, Z,) hat endliche Héhe in []Z,/ D,y Zyp-
Somit ist ([],;Zy)"/ @y Zp die maximale divisible Untergruppe von
[ 2o/ By B

Weiter sei eine Folge (A, ) € [[; Zp, sowie eine beliebige Folge
(gx | k € I) von Elementen g, € G gegeben. Die Summe ), _; \igi
ist ein Element von G, wenn Apgr # 0, also o(gx) 1 Ag, fiir hochstens
endlich viele k € I. Ist die Menge {o(gx) | k € I} beschriankt, d.h. es
existiert ein n € N mit o(gy) < n fiir alle k € I, so ist >, ; Agr ein
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Element von G, sofern (A, I) € ([];Z,)". In dieser Arbeit werden die
Nullfolgen (Ay,!) € ([];Zp)* mit A\, € Z, \ pZ, fiir mindestens ein
k € I von besonderem Interesse sein. Eine Nullfolge (A, I) mit dieser
Eigenschaft wird normiert genannt. Die Herkunft der Definition einer
Nullfolge wird deutlich mit folgender Darstellung von Untergruppen
divisibler p-Gruppen.

Proposition 2.2. Es sei G = @, (g7 | i € N) = D Z(p™) divisibel
mit pg¥ = 0, pgF,, = g¥ # 0 fir alle k € I,i € N. Dann ist (d; € G |
i € N) 2 Z(p™) mit pdy = 0, pd;1 = d; # 0 fiir alle i € N eine divisible
Untergruppe von G, genau wenn eine normierte Nullfolge (\g, I) mit
di =Y ey Mgl fiir alle i € N existiert.

Beweis. Es sei (d; € G | i € N) = Z(p*>) mit pdy = 0,pd;11 = d; # 0.
Zu jedem i € N besitzen die Elemente d; € @, (¢F | i € N) = Z(p*™)
die Form d; = >, ., A\FgF mit 0 < A\F < p’ (vgl. 2.1), wobei AF = 0 fiir
fast alle k € I und p 1 \¥ fiir mindestens ein k € I aus Ordnungsgriinden
gilt. Weiter gilt fiir alle : € N

0=d; —pdiys = Z )\fgf - Z )‘Z-lpgf—i—l = Z()‘f - )‘fﬂ)gf-
kel kel kel
Folglich ist (\F — A¥ )gF =0, d.h. p’ | (\F — A\E,)) fiir alle k € . Nun
wird zu jedem k € I definiert

=AY N =N =N - ez,
jEN I s
epiz
wobei die letzte Gleichung fiir ein beliebiges ¢ € N erfiillt ist. Fiir ein
festes i € N gilt p’ | Ay fiir fast alle k& € I, da A\¥ = 0. AuBerdem ist
p 1\ fiir mindestens ein k € I, wegen p t A¥ fiir mindestens ein i € N.
Also ist (A, ) eine normierte Nullfolge. Insbesondere gilt A\,gF = \fgF
und somit d; = Y, Mgl =3, Mgl fiir alle i € N.
Nun sei d; = >, ; Mg, zu jedem i € N, fiir eine normierte Nullfol-
ge (Ag, ). Definiert man I; = {k € I | p" { A}, so gilt

pdy =Y phgh =0

kel
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und
pdicy= Y Mpgii = > Mg = gl =d;
k€Tt k€It kel
fiir alle 7 € N. Insbesondere gilt o(d;) = p’, da (A, I) eine normierte
Nullfolge ist. Also ist (d; € G | i € N) = Z(p™) mit pdy; = 0,pd; 11 =
d; # 0 fiir alle ¢ € N. [ |

Zur obigen Proposition merken wir noch an, dass durch die Grup-
pe G eine beliebige divisible p-Gruppe gegeben ist, da jede divisible
Torsionsgruppe zu einer direkten Summe P, Z(p*), fiir irgendwelche
Primzahlen p, nach [3, 23.1] isomorph ist (fiir ein festes p und die p-
Gruppe G ist natiirlich G = @ Z(p™)). In Proposition 2.2 wurden also
alle divisiblen Untergruppen vom Rang 1 einer divisiblen p-Gruppe
beschrieben.

Definition 2.3. Eine Untergruppe B einer p-Gruppe G heifit basic
Untergruppe von G, falls die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(i) B ist direkte Summe zyklischer p-Gruppen,
(ii) B ist rein in G (d.h. p*B = BN p*G gilt fiir alle k € N),
(iii) G/B ist divisibel.

Satz 2.4. [3, 35.2] Alle basic Untergruppen einer p-Gruppe sind iso-

morph.

Um die beiden ersten Bedingungen in Definition 2.3 nachzuweisen,
kann man sogenannte p-unabhéngige Systeme betrachten.

Definition 2.5. Ein System {z;};c; C G\ {0} heifit p-unabhingig, falls
fiir jedes endliche Teilsystem {x1,..., 2z} und jedes r € N aus

Mx1+ ...+ x €P°G
fir \je; £0, \; € Z,i € {1,...,k} folgt, dass
PN, i=1,... k.
Es gilt das folgende Lemma.

Lemma 2.6. [3, 32.1] Eine Untergruppe einer p-Gruppe, die von einem

p-unabhdingigen System in G erzeugt wird, ist rein in G.
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Insbesondere ist die erzeugte Untergruppe direkte Summe zyklischer
Gruppen, da ein p-unabhéngiges System auch ein unabhéngiges System
ist.

Definition 2.7. [4] Es sei B = By = D,y @uelj (z}f) eine basic Un-
tergruppe der p-Gruppe G vom Isomorphietyp A = (\; | 7 € N) mit
Aj = |I;|, und es sei o(z}) = p’ fiir j € N, u € I;. Weiter sei die divisible
Gruppe G/B vom Rang d und I eine Indexmenge der Méchtigkeit d.
Dann heifit die Menge

Q= {%,”Z]ENkEIUGI}CG

eine Quasibasis von G, falls gilt

(i) {=%|j € N,u € I;} ist eine Basis der basic Untergruppe B mit
o(z¥) = p/ fiir alle j € N,u € Ij;
(ii) G/B = @ A", mit A¥ = (af + B |i e N) 2 Z(p™), kel
undpafﬂ—i-B:af—i-B, fiir allet € N, k € I;
(iii) o(a¥) = p' fiir alle i € N, k € I.

Man sieht leicht, dass gilt

G=(al,z%|i,j eNkel,ucl).

l Y j
Nach [3, 33.5] besitzt jede p-Gruppe eine Quasibasis, und diese defi-

niert eine Reihe von Gleichungen, die die korrespondierenden Relatio-

nen zwischen den Erzeugern beschreiben:

pal, =af ZZ@““ zeN,kEI,aier).

JEN uel;

Das Array o = (« k“) heif3t korrespondierendes Relationsarray. Wegen
o(z¥) = p/ werden wir 0.B.d.A. 0 < a ! < p/ annehmen.

Ly i, jeNk el ue I}
von G, die bzgl. der basic Untergruppe B = P, wel, (z}) definiert

Welterhln wird eine Quasibasis () = {a

ist, in der Kurzform Q = {aF,x z}} dargestellt. Die basic Untergrup—
pe B wird die korrespondierende basic Untergruppe genannt und im-
mer mit B bezeichnet. Mit den Elementen z¥ und af in Q = {a}, z¥

sind immer die Elemente, durch die die korrespondlerenden Relationen

definiert sind, gemeint.
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Fiir eine Quasibasis Q@ = {a}, 2%} von G und ein n € N wird die
Menge PR = {cl,y] | i,j € Nk € [u € Ijy,} durch yf = p"z},,

und ¢f = p"a¥,,, definiert.

Lemma 2.8. Es sei Q = {a, 2%} eine Quasibasis von G mit dem
Relationsarray o = ( ;; ) Dann ist p™Q fiir ein beliebiges n € N eine

Quasibasis von p"G mit dem zugehorigen Array (afjr“nmrn).

Beweis. Es wird gezeigt, dass die Menge p"(@Q die Bedingungen (i)-(iii)
aus Definition 2.7 bzgl. der p-Gruppe p"G erfiillt. Da
rB=@ D v
]GN UEIJ+n
eine basic Untergruppe von p"G ist und o(p"zY, ) = p?, o(p"af,,) = p'
gilt, sind die Bedingungen (i) und (iii) erfiillt. Mit p"G/p"B = G/B =
@D, Z(p>) und den Relationen

n+1 _k E : 2
p ai+n+1 p aern az—l—n ]+np x]Jrn
]GN ’U,EI]+n

ist auch die Bedingung (ii) erfiillt. Aus den obigen Relationen erhélt
man das angegebene Array. [ |

Lemma 2.9. Ist Q = {af,x )
respondierenden Relationsarray o = ( ; 1), dann ist P = {cF, yi'} mit

= Nyt und cf = Apaf fiir beliebige Ny, € Zy \ pZy und X € 7\ pZ,
auch eine Quasibasis von G mit dem zugehdrigen Relationsarray § =

Ul eine Quaszbaszs von G mit dem kor-

(Ao ku) Insbesondere definiert die Abbildung i} — yi einen Auto-
morphismus der basic Untergruppe B = ®jGN,u€Ij< ).

%), so dass
zf = Njyj bzw. (z}) = (\jy¥) = (yj) gilt. Somit ist 2} +— yi ein
Automorphismus von B. Weiter gilt (a¥+B |i € N) = (c*+ B | i € N),

sowie
A Apak =\ Dt =c (ARt )y
pCerl =D kaz+1 = AkQy; k Q; k
jeEN uel; JjeEN uelj

Folglich erfiillt P die Bedingungen (i)-(iii) aus Definition 2.7 und das
zugehorige Array ist 5 = ()\k)\;*af”;‘). [

Beweis. Zu jedem \§ € Z \ pZ existiert genau ein yj € (z



QUASIBASEN ABELSCHER, NICHTSEPARABLER p-GRUPPEN 11
3. INDUKTIVE QUASIBASEN

Definition 3.1. [4, 3.] Eine Quasibasis {af, z j} heilt induktiv, falls
die korrespondierenden Relationen die Form paf,, = a¥ —b¥ mit i € N,
k € I besitzen, wobei bf € B; = @, (z¥) ist, vgl. auch [1]. Weiterhin
nennt man ein Relationsarray a = (Ozfy’j”) diagonal, falls Ozﬁf = 0 ist
fiir i # j. Ein diagonales Array wird mit a = (/") = (ai ) bezeichnet.

Nach [4, Lemma 6] besitzt jede p-Gruppe eine induktive Quasibasis,
und das zugehorige Relationsarray ist diagonal. Eine induktive Qua-
sibasis @ = {af,z%} wird oft mit Q = {a}, B} oder Q = {af, @ B;}
bezeichnet, falls die Angabe der erzeugenden Elemente z{ von B von
keiner wesentlichen Bedeutung ist.

Mit den beiden folgenden Lemmas zeigen wir einige spezifische Re-
lationen zwischen den Elementen, die eine induktive Quasibasis bilden.
Anschlieflend wird gezeigt, wie sich ein Relationsarray einer indukti-
ven Quasibasis verdndern lésst, so dass dadurch die gleiche Gruppe
beschrieben wird.

Lemma 3.2. Es sei Q = {af, 2!
den korrespondierenden Relationen P@z+1 =af—0F, i e N kel Dann

Ut eine induktive Quasibasis von G mit

qilt fir ein beliebiges n € N

k
p" az—l—n = CL - Zprbz—l-r

Beweis. Wir fithren eine Induktion iiber n. Es gilt pa¥ ; = af—bF. Wird

angenommen, dass die Behauptung fiir ein n € N richtig ist, dann gilt

n+1 _k nik
p Aiynt1 = p aH—n - bH—n
n
. ri1k nik k r1k
=a; - E Pbi, = P iy, = ai — E POy u

Zwei Quasibasen () = {al, j
heiflen verwandt, wenn sie die gleiche korrespondierende basic Unter-

ul und P = {cF ,yj'} einer p-Gruppe G

gruppe B und die gleiche direkte Zerlegung B = @jeN Bj besitzen,
also wenn fiir alle j € N

By = Pa) = Py

UEIj UEI]'
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Die zugehorigen Relationsarrays werden ebenfalls verwandt genannt.
Es ist zu beachten, dass die verwandten Quasibasen () und P defi-
nitionsgeméf gleichméchtige Indexmengen besitzen. Daher kann man
0.B.d.A. anzunehmen, dass die Indexmengen aller zueinander verwand-

ten Quasibasen von G gleich sind.

Lemma 3.3. Es seien Q = {a¥, @ B;} und P = {cF, @ B;} zwei ver-
wandte induktive Quasibasen von G mit den korrespondierenden Rela-
tionen af — pa¥, | = b und ¢f — pcf, = d¥. Dann existiert zu jedem
ko € I eine normierte Nullfolge (A, I), so dass zu jedem n € N
df = " \bf € p"B;
kel

fir fast alle i € N gult.

Beweis. Wegen G/B = @, (aF + B | i € N) = @, ,(cf + B |
i € N) = @ Z(p™) existiert nach Proposition 2.2 eine normierte
Nullfolge (Mg, I), so dass ¢k = >, Awak +b,,b, € B zu jedem n € N
und fiir ein festes kg € I. Somit gilt fiir alle n € N

dy’ = Z Aebr, = €7’ = pcfffjrl - Z Ar(a, — pafzﬂ) = bp — pbny1 € By,
kel kel

weil (Q und P induktiv sind. Die Elemente b, € B besitzen die Form
bn = Y ieny bng mit by; € B, Es gilt zu jedem n € N

bn - pbn+1 = Z (bn,i - panrl,i) € Bna
e e
ieN €B;
d.h. b,; — pby+1,; = 0 fiir alle 7 € N mit ¢ # n. Folglich ist zu jedem
n €N
bn,i = pbn+17i = prn+27Z‘ =..=0, falls i < n,

bn,i = prLJrl,i = pzbn+27i =..= pi_nbiﬂ', falls ¢ Z n,
und somit

bn = bn,l + ...+ bn,nfl +bn,n + bn,nJrl + bn,n+2 + ...

~~
=0

= bn,n + pbn+1,n+1 + p2bn+2,n+2 + ...+ prbn—l-r,n—&—r + ...
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Diese Summe ist endlich, also gilt fiir jedes n € N die Gleichheit
P onsrnir = 0, bzw. " | bpyrnsr, fur fast alle r € Nj. Somit gilt
zu jedem n € N

dfz?l—r - Z )‘k‘blri-i-r = bnyr — Pbnyy

kel
= Z pmbn+r+m,n+r+m _Z pm+1bn+r+m+1,n+r+m+1
meENg meNg
= bn+r,n+7‘ € panJrr
fiir fast alle r € Ny, woraus die Behauptung folgt. |

Weiter sei Q = {af,z%} eine induktive Quasibasis von G mit den
korrespondierenden Relationen

—pal = Zaku v =bF e B,.

u€el;

Das zugehérige diagonale Relationsarray a = (a/*) wird in der Form

o= (ozk)kel, o = ob und ozf = (af’“)ugi

u

mit ¢ € N,af’ € 7 dargestellt, wobei o € ZI'il als ein finites Tu-
pel und « als eine Folge diagonaler Matrizen o* zu betrachten ist. Zwei
o) und 8 = (3", die durch die glei-

diagonale Relationsarrays a = («;

chen Indexmengen definiert sind, was insbesondere bei zwei verwandten
Arrays der Fall ist, heiflen fast gleich, wenn zu jedem k die Gleichung

= ¥ fiir fast alle i € N erfiillt ist. Zwei induktive verwandte Quasi-
basen von G mit den zueinander fast gleichen Relationsarrays werden
fast gleich genannt. Das folgende Lemma zeigt, dass jedes Array (3, das
zu einem Relationsarray o von G fast gleich ist, auch ein Relationsarray
von G darstellt.

Lemma 3.4. Es seien Q = {aF,x x;

mit dem Relationsarray o = (Oz’-C “Y und ein beliebiges zu « fast gleiches

7

U1 eine induktive Quasibasis von G

Array B gegeben. Dann existiert eine Quasibasis P = {cf,x;‘} von G

mit dem Relationsarray 3 und cf = af zu jedem k € I fiir fast alle

© € N.
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Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass sich eine zu () fast gleiche Quasibasis
{ck 2%} von G mit dem Relationsarray ﬁ = (ﬁk) konstruieren l&sst, so
dass die Gleichheiten of = 3F und af = cf zu jedem k € I bis auf
eine Stelle ¢ = 1, € N erfiillt sind. Durch endlich viele Wiederholungen,
unabhéngig fiir jedes k, dieses Verfahrens erhilt man jede zu @) fast
gleiche Quasibasis P. Also sei ein Array 3 = (%), das zu « fast gleich
ist durch

g = { (aFVuer,  falls i # iy,

Y (BVaer,  falls i =i

definiert, wobei 4, € N und ein finites Tupel (z** | u € I,,) € Zl
zu jedem k € I beliebig gegeben sind. Wir zeigen, dass P = {c¥, z¥ T}
i,jeNkel,uel;} CGmit

i k, o
ok {af—i—p“« ’Zuelik(zk —oy )y, falls i <y,

b a®. falls i > i,

)

fiir alle k € I eine induktive Quasibasis von G ist, bzw. dass P die
Bedingungen (i)-(iii) aus Definition 2.7 erfiillt. Die Bedingungen (i)
und (iii) sind trivialerweise erfiillt. Da cf + B = a¥ + B fiir alle k € I,
i € N gilt, wird auch die Bedingung (ii) erfiillt. Weiter gilt fiir alle
kel

koo k i1 ku Eauy
DCi1 =P | Qi +D E (™" — o, )ka

U«Elz’k
_ kau ik —1 kyau kauy u
= _E:O‘ T; +p E (2" = a;")xj,
u€el; ue[ik
_k ku . .
=c — a; x, falls @ < i,
u€el;
k kau o
PG 41 = pazk—H = a E Q.
uEI
k
=ch - g (2 — - E o ay = — gy
k 1
u€ly, u€ly, u€l;,
k k
pclH—paHl—a—g au“—c—g oy falls @ > iy
uel; uel;

Somit erhélt man das angegebene Array f3. [ |
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Lemma 3.5. Es seien Q = {a¥, B} eine induktive Quasibasis von G
und J C I eine beliebige Untermenge. Weiler seien zu jedem k € I\ J
Nullfolgen (\F | 1 € J) gegeben. Dann ist P = {c¥, B} mit

& af + 3, M d,  fallskeI\J
o ak. fallsk e J

(2
()
eine induktive Quasibasis von G.

Beweis. Wir zeigen, dass P = {c¥, B} eine Quasibasis von G ist bzw.
dass die Bedingungen (i)-(iii) aus Definition 2.7 erfiillt sind. Die Bedin-
gungen (i) und (iii) sind trivialerweise erfiillt. Nun zeigen wir, dass die
Bedingung (ii) auch erfiillt ist. Wegen af = ¥ =3, Njc fir k € I\ J
gilt natiirlich (a¥ | k € I,i € N) = (¢} | k € I,i € N). Folglich ist
G/B=@(af +BlieN)=> (¢ +B|i€eN).
kel kel

Bezeichnet man C* = (cF+ B | i € N), so bleibt noch zu zeigen, dass die
Summe Y, _, C* direkt ist. Da C* 2 Z(p>) trivialerweise gilt, kénnen
wir ein beliebiges Element ¢ € Y, ; C* inder Form ¢ = Y, _; uncf + B,
Wy € Z fiir ein ¢ € N darstellen. Dann gilt

c= Z Lk (af+2)\faﬁ> ~|—Zukaf+B

kel\J leJ keJ

= > maf+> Y wNaf+ > uaf + B

kel\J keJ leT\J keJ

IZMkaf+Z ZM)\ZJF/% al + B.

kel\J keJ \lel\J

Ist c=0¢€ G/B, so ist p' | py fiir alle k € I\ J und

i

P D N+

lel\J

fiir alle k € J. Es folgt p' | uy fiir alle k € I. Also ist ¢ = 0 € G/B
nur fiir peef = 0 erfiillt, d.h. die Summe Y, _; C* ist direkt. Somit
ist P eine Quasibasis von G. Da ¢ —cf, | € B, trivialerweise gilt, ist P

induktiv. [ |
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Korollar 3.6. Es secien Q = {af, B} eine induktive Quasibasis von G

und (Mg, I) eine normierte Nullfolge. Definiert man

o Seral,  falls k= ko
L af,  falls k # kg

fiir ein beliebiges ko € T mit p{ Ay, so ist P = {cF, B} eine induktive
Quasibasis von G.

Beweis. Nach Lemma 2.9 ist P = {¢, B} mit " = \;,a™ und & = a*
fiir alle k # ko auch eine Quasibasis von G. Insbesondere ist P induktiv.
Wendet man nun Lemma 3.5 fiir die Quasibasis P mit J = I\ {ko}
an, zeigt sich, dass die in Korollar angegebene Quasibasis P auch eine

induktive Quasibasis von G ist. |
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4. KONSTRUKTION UND QUASIBASEN VON Ha, 11

Die verallgemeinerten Prifergruppen H, der Lénge o werden durch
die folgenden Eigenschaften fiir alle Ordinalzahlen o definiert (vgl. [3,
Kapitel 81]):

(1) p"Hy1 ist zyklisch der Ordnung p und Hyy1/p"Hor1 = Hy;
(i) Hy = B,., H,, falls o eine Limeszahl ist.

Insbesondere existiert die Gruppe H,, zu jedem o, vgl. auch [6, Satz 6.3].

In [4] wurde die verallgemeinerte Priifergruppe Hyi, = (bo, by, ...)
der Linge w + n,n € N mit den definierenden Relationen p"by = 0,
pib; = by betrachtet. Weiter wurde eine induktive Quasibasis Q =
{a;,z; | i € N} von Hy4p, mit a; = p"b; und z; = b; — pb;y1 ermit-

telt, deren Relationsarray die folgende Form besitzt

Insbesondere ist @, (i) = @,;cy Z(p') eine basic Untergruppe der
Gruppe Hyqn.

Nun berechnen wir alle Ulm-Kaplansky Invarianten von H,,. Es
ist leicht zu priifen, dass p"Hyon = (bo, P"bri1, D bry2, ) = Hypy fiir
alle r € N und p*H,,+,, = (bp). Somit erhélt man p"H,,.,.[p] = (p" 'bo)

fiir alle 0 < 0 < w + n, sowie

1, falls0<o<w+n,
0, fallso>w+n.

fJ(Hw+n) = {

Bevor wir mit der Konstruktion der Gruppe Hs,,1 beginnen, be-
rechnen wir noch ihre Ulm-Kaplansky-Invarianten. Da basic Unter-
gruppen von He,y, zu @,y Z(p") isomorph sind, sind basic Untergrup-
pen von Hy, und somit auch von Hauq1 zu @, By, Z(p°) isomorph.
Nach [3, 37. Ex 9] folgt f,(Hawt1) = No fiir alle n € Ny. Weiter gilt

pwHQw-i-l/pszQw-i-l = pwHQw = @pwHw—I—i = @ Z<pz)

1€Np 1€Np



18 ANDRIJA VODOPIVEC

Wegen p**Ha,i1 = Z(p) folgt p*Hauwi1 = @Piey, Z(p'). Somit erhilt
man p " Haouq1 = @y, Z(p') fiir alle n € No, woraus

(pw+n7'(2w+1) [p]/ (Pw+n+1H2w+1) [p] = Z(p)

folgt. Also ist foin(Howy1) = 1 fiir alle n € Ny. AuBerdem ist p**Ha,, 1
= Z(p) und somit fo,(Hawi1) = 1. Also gilt

Ny, falls 0 <o <w,
fo(Howi1) = 1, falls w<o <2w
0, falls o> 2w.

In diesem Kapitel werden wir weiter die verallgemeinerte Priifergrup-
pe Ha,11 der Lange 2w + 1 konstruieren und eine induktive Quasibasis
ermitteln. Es sei H = (ho) ® (D, yen (b)) eine freie abelsche Gruppe

und
L = (pho,p"h¥ — ho,p" 'h¥ — ¥ | i ke N) C H

eine Untergruppe von H. Wir bezeichnen G = H/L = (go, g¥ | i,k € N)
mit go = ho + L und g¥ = h¥ + L. Die definierenden Relationen von G
sind

pgo = 0,p%g¥ = go und p'~'gF = gf fiir i,k € N,

da pgo = pho + L =0 € G, p*gf = p*hi + L = ho + L = go und
plgh = pi W+ L=hE+ L = gF fiir i, k € N.

Lemma 4.1. FEs gilt

(i) Jedesl € L besitzt die Form | = Xoho+ Y, pen AhE mit Ao € Z,
AP e p'mVZ. Insbesondere gilt Ny € p*Z, wenn | = ", o AFRY,
sowie hg ¢ L;

(ii) Fir ein beliebiges r € N besitzt jedes g € p"G die Form

g=>_ (u'fgf + Zufﬁ)

keN i>r

mit u§ € Z und pf € p"Z firi > r.
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Beweis. (i) Esseil € L beliebig gegeben. Dann existieren o, 3%, v* € 7Z,

so dass
L= apho+ Y B (*hY —ho) + D F (0 hf — hf)
keN i,keEN
- (ap—Zﬁk) th(( Z%>h’“+z~y’”1h’“>
keN keN i>1 i>1
= Xoho + > Ahf
i,kEN

fiir geeignete \g € Z und \f € pi~1Z.

Es sei | = Y, .y APAY angenommen. Durch Koeffizientenvergleich
bei hf ergibt sich vF = 0 fir i > 1,k € N und somit \} = pFgk
fiir k € N. Also gilt \} € p*Z fiir alle k € N,

Nun sei [ = hg angenommen. Durch Koeffizientenvergleich bei h¥
ergibt sich v¥ = 0 fiir 4 > 1,k € N und somit auch p*3* = 0 bzw.
Bk =0 fiir k € N, sowie

L=X=ap—>» p*=ap,
keN
im Widerspruch zu a € Z.

(ii) Es sei g € p"G fiir ein r € N beliebig gegeben. Dann existieren

N € 7Z, so dass

g=p"[g0+ Y Mg | =D D Mpgr+> Mg
(o2 0) - )

i,k€N keN \1<:<r i>r

= ( NPT g Y N gl>

keN \1<:i<r P>

=> (u’fgl +Zuzgz>

keN i>r

fiir geeignete p¥ € Z und p¥ € p'Z fiir i > r. |
Im Folgenden wird gezeigt, dass G = Hy,11. Dazu wird zuerst ein

Lemma bewiesen.
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Lemma 4.2. Es gilt p*G = (¢¥ | k € N) = H,,,.

Beweis. Zuerst wird gezeigt, dass p*G C (g¥ | k € N) gilt. Dazu sei
ein beliebiges Element g = Negh € p*G mit \F € Z gegeben.
Es existiert ein r € N, so dass AF = 0 fiir alle i > r gilt. Da g € p'G
ist, existieren ganze Zahlen pf € Z und u¥ € p'Z fiir i > r nach

Lemma 4.1.(ii), so dass

g=>_ Mg=>" <u191 +Zuzgz) :

i,keN keN >

Folglich gilt

> Ngb-> (mgl + Zuzgz)

i,kEN keN i>r
-3 (08 i+ 3 k- Skt ) o€
keN 1<i<r i>r

Durch Koeffizientenvergleich in H bei h¥ (vgl. Darstellung 4.1.(i)) gilt
N e pi17Z fiir 1 <4 < r. Somit, und mit \F = 0 fiir 4 > r, existiert ein
A€ Z zu jedem AF| so dass \F = p=1)\F. Es gilt
g= > MpTlgf=> MNgie(g|keN)
i,keN 1,keEN
Also ist p*G C {g¥ | k € N). Wegen g = pi~1gF fiir alle i,k € N folgt
PG = (g% | k € N). Andererseits ist go = pgi € (g% | k € N) mit
o(go) = p, da go = ho + L # 0 € H/L nach Lemma 4.1.(i). Somit ist

(g¢¥ | k € N) = H,4, da die definierenden Relationen von g, g% in G
identisch mit denen von H,; sind. [

Lemma 4.3. FEs gilt

No, falls 0 <o <w,
f+(9) = fo(Hows1) = 1,  falls w <o <2w
0, falls 0> 2w,

fur alle Ordinalzahlen o, d.h. G = Hoyy1.



QUASIBASEN ABELSCHER, NICHTSEPARABLER p-GRUPPEN 21

Beweis. Es gilt f,(G) = Xq fiir 0 < ¢ < w nach [3, 37. Ex 9]. Mit
Lemma 4.2 gilt weiter

("G [pl/ (T G)[p] = (p"Heur1)[P]/ (0" Husr) D] = Z(p)

fiir alle n € Ny und somit f,(G) = 1 fiir w < 0 < 2w. Da p*G = (g} |
k € N) = H,,; nach Lemma 4.2 ist, gilt p**G = (go) = Z(p) und
p*T1G =0, d.h. fo,(G) =1 und f,(G) = 0 fiir 0 > 2w. [

Um eine basic Untergruppe von G zu finden, wird
i = g1 — Y2 €6
fiir alle 4, k € N definiert. Weiter sei B = (z¥ | k,i € N) definiert.

Lemma 4.4. Es gilt o(z}) = p' und B = @, ;. cn(z). Insbesondere

ist B eine basic Untergruppe von G.

Beweis. Wegen p'a¥ = pigF | — p™ gk, = gf — gF = 0 gilt o(aF) < p'.

Nun nehmen wir Az = \gF,, — )\pgi+2 = ( fiir ein A € Z an. Dann gilt
ARE — Aph¥ o € L, d.h. p' | X nach Koeffizientenvergleich bei h¥ mit
Darstellung 4.1.(i). Also gilt o(x¥) = p’.
Wir zeigen zuerst, dass B = @), ey (7)) gilt, bzw. dass {x} | i, k € N}
ein p-unabhéngiges System ist. Es sei ein beliebiges Element
Z Negh e prg
i,k€N

mit 0 < \¥ < p? fiir ein r € N gegeben. Nach Lemma 4.1.(ii) gilt

> (ufgl + > uf gz> = > Maf= ) Alof — gk

keN i>r i,keN i,keN
_ k
= E (>‘ p)\z 1)92+1
i,keN

mit geeigneten uf € Z, uf € p"Z fiir i > r und A} = 0. Folglich gilt

Z (Ak - p)\z l)gz-i-l Z (Mlgl + Z/J'z gz)

i keN keN i>r
=) ( phgr 4+ > 0 (M —pAE g+ ) (- A — uf+1)gf+1>
keN 1<i<r i>r

=0e H/L.
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Durch Koeffizientenvergleich in H bei h¥ (vgl. Darstellung 4.1.(i)) folgt

(1) Ne—pA\t | € p'Z fiir alle 1 <i <7,
(2) Nf—pAF | —ub € p'Z fiir alle i > 1.

Aus (1) erhilt man rekursiv \¥ = 0 fiir alle 1 <14 < r, da A\f = 0 und
0 < \F < pf gilt. Andererseits folgt \¥ — pAF | € p"Z fiir i > r aus (2),
da pf , € p"Z. Da \F_, = 0 ist, gilt rekursiv A} € p"Z fiir alle i > 7.
Also gilt 37, oy Afzf € p'G nur fiir p™ [ A}, Somit ist B = @B, (7))
und wegen der p-Unabhéngigkeit, ist B rein in G.

Es bleibt noch nachzuweisen, dass G/B divisibel ist. Dazu ist es aus-
reichend zu zeigen, dass G/B C p(G/B) ist, da p(G/B) C G/B trivia-
lerweise erfiillt ist. Wird ein g = Aogo + D, ren Neghk e G mit Mg, ¥ € Z
beliebig gegeben, so ist

g = Xogo + Z)‘191 + Z A (25 + pgiis)

keN i,keN
= Xopg; + ZP <>\192 Z)‘z+192+1> + Z /\2+1x
keN €N i,k€N
Also gilt g + B € p(G/B). [ |

Nun werden wir eine induktive Quasibasis von G = Hs,, 1 ermitteln.

Dazu sei definiert
k k _k k k .
a? = p2‘gi1+1 und a; =p°giy, — P +1gl:—11 fir £k € N.

Wir zeigen, dass o(af) = p'. Wegen p'a) = p?gt = pgo = 0 und p'af =
prgl — p"gF = gy — g0 = 0 fiir k > 1 gilt o(a¥) < p'. Weiter
wird gezeigt, dass p*~taF # 0 fiir alle i € N,k € Ny. Es gilt p'~ta? =

pgi = go # 0, da hy §é L nach Lemma 4.1.(i). Wird 0 = p*! f =

“lgk — pFgt™ fiir k > 1 angenommen, so ist p*~ Ak — pFRIT € L
und folglich p*~! € p*Z nach Lemma 4.1.(i), ein Widerspruch. Also gilt
o(af) = p' fiir alle i € N, k € N.

Insbesondere gilt a) — pal,, = p*gi,; — p*gi o = p*x} € B und

k ko o kok pRHLGRFL gkt gkl k2 kel
(1) a; — Py = P Giy1 — 9it1 Jivo T DG4

= phak _pk+1 ?+1 c B
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fir & € N. Weiter sei A* = (af + B |i € N) C G/B fiir alle k € N,
definiert.

Lemma 4.5. Es gilt G/B = @, oy, A* = @y, Z(p™).

Beweis. Da a = p*gs = pgi € p*G und af = pFlgh — pFght! ¢

p“G, sowie af # 0 wegen o(af) = p gilt, ist af ¢ B. Somit und mit
af — paf,, € B gilt A¥ = Z(p™) fiir alle k € N,

Weiter wird gezeigt, dass G/B C ), .y, A¥. Dazu sei gF € G beliebig
fiir 4, k € N. Es gilt gf = p?g3 = af,

1 1 1 2 1 1 1 0
Giy1 = T; +PTipq T PG5 = T; T+ PTipq + Qg (*)

fiir 2 € N und
k—1
k k _k ror T r
9t =0 9k = G = D0 G — P 0iTD)
r=1
k—1
= p(ay, + iy + apy,) — Uy
r=1
fir k € N. Mit (%) und
k
k r k r k k
g =D Wi — Tl ) 0 e
r=0

k-1

- vkl k k k

= E :p ity = Oiyp1 TP 9kt
r=0

gilt rekursiv gf +B € 37, o AFfiralle i,k € N, dh. G/B =3, A"

Es bleibt noch zu zeigen, dass die Summe ), AF direkt ist. Da
AF = Z(p*>) gilt, geniigt es nachzuweisen, dass ., (a} + B) direkt
ist, bzw. dass a = Y, .y, af € Bmit 0 < A\, < p nur fir Ay = 0 zu
jedem k € Ny erfiillt ist. Dazu sei a € B angenommen, d.h.

a= ) Ma}=Xpgi + ) Mgy —pFgrT)
keNp keN

= (Aop+A)g1 + Y (M1 — Mgl € B.
keEN
Dann gilt a = 0, da ¢gf € p*G. Also ist
(Mop + A1)gr + Z(Akﬂ —M)ptgi T =0e H/L

keN
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Durch Koeffizientenvergleich in H bei h¥ (vgl. Darstellung 4.1 (i)) folgt
Aps1 — Ap € pZ fir alle £ € N. Da Ay = 0 fiir fast alle £ € N und
0 < M\ < p ist, gilt rekursiv A\, = 0 fiir alle k£ € N. Somit ist a =
Xopgi = Mogo = 0 bzw. X\ohg € L, woraus \g = 0 folgt, da hy #
L nach Lemma 4.1.(i). Also ist \y = 0 fiir alle £ € Ny, d.h. es gilt
G/B =B cn, A" |

Der folgende Satz zeigt uns, dass Hsa,1 spezielle Relationsarrays

besitzt, niamlich Arrays (a”)zen, mit den zueinander gleichen Diago-
k

i

nalelementen «

Satz 4.6. Die Menge Q = {a¥,2¥ | i € Nk € Ny} ist eine induktive

17

Quasibasis von G = Ha,11 mit dem korrespondierenden Relationsarray

of
k
Qy
ak = Oék )
3
wobei o = (p*,0,...) und of = (0,...,0,pF —p*1.0,...) fiir alle
k1

1,k € N.

Beweis. Nach den Lemmas 4.4 und 4.5 erfiillt die Menge Q die Bedin-
gungen (i)-(iii) aus Definition 2.7. Mit

S ok — pir;, falls k=0
i 7 P = pral — pF g falls k£ 0

(vgl. (1)) erhédlt man das angegebene Array. [
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5. DIE HOHE VON QUASIBASEN

Es sei B = @,y Bi eine basic Untergruppe von G' und sei B =
[I,en Bi- Jedes Element 6 € B wird in der Form

§ = (by,by,...) € B!

dargestellt, wobei b; € B; fiir alle ¢ € N. Weiter wird mit h(9) fiir ein
§ € B die Hohe von § = § + B in B"/B bezeichnet. Wenn wir fiir ein
§ = (b; € B; | i € N) € B! mit hB(b;) die Hohe von b; in B bezeichnen,
so gilt
h(0) = lim inf(R®(b;))sen.

Dabei ist noch zu beachten, dass h®(b;) = oo genau fiir b; = 0 und
hB(b;) € {0,1,...,5 — 1} fiir b; # 0 gilt.

Im Weiteren bezeichnen wir mit Bf' C B™ die Menge aller Elemente
§ € B™ mit der Eigenschaft, dass § € B"/B von unendlicher Héhe in
BY/B ist. Debei ist zu beachten, dass Bi' = B die Komplettierung in
der p-adischen Topologie ist, vgl. auch [2]. Wir merken an, dass B!
eine Untergruppe von B™ ist und dass B C B! C B gilt. Aufierdem
ist zu beachten, dass ein § = (b; € B; | i € N) genau dann in B!
liegt, wenn lim; o (hZ(b;))ien = 0o. Die Gruppe B! ist eine gemischte
Gruppe, denn fiir die beliebigen Elemente b; € B; mit hZ(b;) = 0, d.h.
o(b;) = p', ist beispielsweise

(b1, pba, p°bs, ...) € By'
ein Element endlicher Ordnung, ndmlich der Ordnung p, und
(P"/%b; | i € N) = (b, pbo, pbs, p*ba, p*bs, p*be, p°br, ...) € By
ein Element unendlicher Ordnung. Mit dem folgenden Lemma zeigen
wir, dass BY/B = p*(B"/B) bzw. BY' = {6 € B" | h(§) = oo} gilt.

Lemma 5.1. Bf'/B = p*(B"/B) ist die mazimale divisible Unter-
gruppe von B/ B. Insbesondere gilt tor(BH/B) =tor B"/B C B{'/B.

Beweis. Fiir ein beliebiges 6 = (b; € B; | i € N) € B]! existiert ein
n € N, so dass p | b; fiir alle ¢ > n. Es gilt
§+ B =1(0,....,0,bys1,bpio,...) + B € p(By'/B),

n
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woraus Bf'/B C p(B{'/B) folgt. Somit ist Bf'/B divisibel. Da Bf!/B =
p*(B"/B) definitionsgemé8 gilt, ist Bi! /B sogar die maximale divisible
Untergruppe von BY/B.

Nun zeigen wir, dass tor(BH/B) = tor B!/ B. Dazu ist ausreichend
nachzuweisen, dass § € tor(B"/B) genau dann gilt, wenn § € tor B™.
Es gilt p"6 = 0 fiir ein n € N, falls § € tor B und somit p*6 =
0 € B"/B bzw. § € tor(B"/B). Ist andererseits 0 € tor(B"/B), so
existiert ein n € N mit p"0 = 0 € BY/B, d.h. p"§ € B. Folglich
existiert ein m > n, so dass p™d = 0 bzw. § € tor B'. Insbesondere
gilt tor B"/B C B{'/B, da tor B C B{". |

Das folgende Lemma gibt uns einige Rechenregeln fiir die Hohe h(9),
§ € B, die eine Folgerung der in [3, Kapitel 37] angegebenen Rechen-
regeln fiir die sogenannte verallgemeinerte p-Hohe sind. In dieser Arbeit

beschrinken wir uns jedoch auf die in 5.2 angegebenen Eigenschaften.
Lemma 5.2. Fiir die Elemente 6,05 € B" und \ € Z, mit |\|| = p~
qilt
() h(dy +82) = minfh(3). h(&)},
(ii) 2(01 + 02) = h(0 ) falls h(01) < h(2),
(iii) h(A6) = h(d) +

Beweis. (i) und (ii) sind aus [3, Kapitel 37] bekannte Hoheneigenschaften.

Eigenschaft (iii) gilt wegen
h(AS) = h(p" ) = h(\6) +n = h(8) + n,
wobei A € Z,, \ pZ, mit A = p"\. [ |

Nun kommen wir zu einer Notation, auf die viele weitere Ergebnisse

Bezug nehmen werden.

Notation 5.3. Fiir eine induktive Quasibasis Q = {a¥, @ B;} von G

mit den zugehdrigen Relationen af — pa¥ , = b¥ € B; bezeichnen wir
0" = o%(Q) = (b, b3,...) € BY

und die Folge Ag = (6% | k € I). Durch die Angabe der Folge Ag bzw.

der Elemente 6" = (af — pa¥,, | i € N) werden die korrespondierenden

Relationen von G bestimmt. Nun wird an Stelle des Relationsarrays



QUASIBASEN ABELSCHER, NICHTSEPARABLER p-GRUPPEN 27

von @ oft die Folge Ag betrachtet. Dabei werden die Hohe h(§) der
Elemente 6 € (0% | k € I) und der Wert

h(Q) = min{h(0") | k € I'} € NgU {00},

der die Héhe von () genannt wird, von wesentlicher Bedeutung sein.

N)

wobei (Mg, I) eine Nullfolge ist, eine §-Kombination von . Eine 6-

Weiter heifit ein Tupel der Form

§=> "= (Z At

kel kel

Kombination ist ein wohldefiniertes Element von B!, da jede ihrer
Komponenten eine endliche Summe ist. Die Menge aller §-Kombination-
en von () wird mit A(Q) bezeichnet. Fiir jede induktive Quasibasis @
von G ist leicht zu zeigen, dass A(Q) C B eine Untergruppe von B!
ist, weil °, ., A\pd* = 0 fiir die Nullfolge (A, I) = (0,0, ...) gilt und weil
durch die Addition zweier Nullfolgen wieder eine Nullfolge entsteht.
Eine 6-Kombination § = Y, ; \x0" € A(Q) wird normiert genannt,
falls (Mg, I) eine normierte Nullfolge ist. Die Menge aller normierten
d-Kombinationen bezeichnen wir mit A*(Q). Die Bedeutung der J-
Kombinationen bzw. der Menge A(Q) wird weiter unten, hauptséichlich
im néchsten Kapitel deutlich werden.

Beispiel 5.4. Wir werden fiir drei Quasibasen Q = {a¥, 2%} aus den
zugehorigen Arrays die Hohe h(Q) ablesen. In allen drei Féllen geht
es um Quasibasen mit |I| = || = 1, dh. B = >, Z(p') und
G/B = Z(p>). Daher werden die Indizes k,u weggelassen und die
Hohe h(0) = h(Q) betrachtet, wobei § das einzige Folgenglied von Ag
ist. In [4, Kapitel 2 und 5] wurden die Quasibasen mit den folgenden
Arrays angegeben

(i) a= " ,0 = (ptxy, pTaa, ...), h(0) =n,
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(11) a = 1 ,(5 = (xl,O,azg,O, ), h(é) = 1,

(111) o = p 76 = (wlap$27p2x37 )7 h<5) = 0.

Im folgenden Beispiel werden wir fiir die im Satz 4.6 angegebene
induktive Quasibasis Q von G = Hy,,,1 die Folge Ag ermitteln und die
Hohen h(5%(Q)), h(Q) berechnen.

Beispiel 5.5. Fiir die Quasibasis Q = {aF, 2%} von G = Ho,, ;1 gilt

1%

B = b — pat., = p’xl,  falls k=0,
P T PR gk — pah ) falls ke N,

nach Satz 4.6 und damit Ag = (6% = (bF|i € N) | k € Ny), sowie
h(6°) = h(6°) = 2 und h(0%) = h(6*) = k fiir k € N. AuBerdem ist
h(Q) = min{h(6*) | k € I} = h(6') =1

Mit dem folgenden Lemma wird gezeigt, dass fiir jedes § € A*(Q)
eine zu () verwandte Quasibasis P existiert, so dass ¢ ein Element der
Folge Ap ist.

Lemma 5.6. Es seien eine induktive Quasibasis Q = {a¥, B} von G
und ein 6 =Y, 6" (Q) € A*(Q) gegeben. Dann existiert eine zu Q
verwandte Quasibasis P von G, so dass zu einem beliebig gewdhlten
ko € I mit pt A,

o 0, falls k= ko
o(P) = {5’“(@), falls k # ko.
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Beweis. Nach Korollar 3.6 existiert eine induktive Quasibasis P =

{c¥ B} von G mit

o el Nab, o falls k= kg
L ab,  falls k # ko,

da pt \g,. Insbesondere gilt 6*(P) = 6*(Q) fiir k # ko und
0 (P) =D Anlaf —paii [1€N) = 3 MHQ) =4 .

kel kel

Eine induktive Quasibasis Q von G heifit normiert, falls h(6%) = h(Q)
fiir alle £ € I. Nun wird gezeigt, dass die Gruppe G eine normierte
Quasibasis P mit h(P) = h(Q) besitzt.

Lemma 5.7. Zu jeder induktiven Quasibasis () von G existiert eine
normierte zu @ verwandte Quasibasis P mit h(P) = h(Q).

Beweis. Wir bezeichnen Q = {af, @ B;} und 6* = 6*(Q) fiir alle
k € I. Um die Quasibasis P zu konstruieren, wihlt man ein ky € I mit
h(6%) = h(Q) und definiert eine Untermenge J = {k € I | h(6*) #
h(Q)} C I. Es wird gezeigt, dass P = {c¥, @ B;} mit

— (]

& ak firk eI\ J,
af + afo, tir k € J,

eine induktive Quasibasis von G ist. Die Menge P erfiillt trivialerweise
die Bedingungen (i) und (iii) aus Definition 2.7. Die Bedingung (ii)
wird ebenfalls wegen der folgenden Relationen erfiillt. Fiir k£ € J ist
¢f = péipy = af —pagy, + @ —pag, = b} + b € B;.
Daher gilt
Pk +B|ieN)

kel

- <@<a§+afO+Byz‘eN>)@ P @i +BlieN)

keJ keI\J

=Pf+BlieN).

kel
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Somit ist P eine induktive Quasibasis von G mit

ok, firkel\J
5kP — ) )
(P) {5’f+5’f0, fiir k € J.

Nach Lemma 5.2 gilt
h(6"(P)) = h(3* +6") = h(6™) = h(Q)

fiir alle k € J, da h(6*) < h(6%). Also ist h(6¥(P)) = h(Q) fiir alle
k € I, d.h. P ist normiert mit h(P) = h(Q). |

Satz 5.8. Verwandte induktive Quasibasen von G besitzen dieselbe
Héhe.

Beweis. Nach Lemma 5.7 geniigt es zu zeigen, dass h(Q) = h(P) fiir
zwei normierte zueinander verwandte Quasibasen Q = {a¥, @ B;} und
P = {c}, @ B;} von G gilt. Es wird h(Q) > h(P) € Ny angenommen
und h = h(P) bezeichnet. AuBerdem bezeichnen wir b¥ = a¥ — pal,,,
df = cF—pck. . Zu einem festen ko € I existiert eine normierte Nullfolge
(Ak, I) nach Korollar 3.6, so dass
df* = Nbf € p'B;

kel
zu jedem n € N und fast alle i € N. Bezeichnet man 6% = §ko(P) =
@ |ieNudd =3, ,M"Q) = ;b | i € N), so
folgt (6% — &) = liminf(h(d;® — Y ",c; MbF)) = oo und nach Lem-
ma 5.2.(1), (ii) gilt

h(8) = h(6™) = h.
Nun wird eine endliche nicht leere Menge J = {k € I | p"*! { Az} de-
finiert. Bezeichnet man 8, = -, ; \d™(Q) und &y = 37, 1\ ; Ad*(Q),
so ist
h(01) > min{h(A0"(Q)) | k € J} > h,

weil h(Ax6%(Q)) > h(6%(Q)) = h(Q) > h fiir alle k € J gilt. Anderer-
seits ist h(dy) > h, da dy € p"1 B Da h(d,), h(d2) > h gilt, ist

ein Widerspruch. Also ist h(Q) = h(P). |
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6. (QUASIBASEN REDUZIERTER p-GRUPPEN

In diesem Kapitel wird gezeigt wie sich anhand einer gegebenen in-
duktiven Quasibasis von GG bestimmen lasst, ob die Gruppe G separabel

bzw. reduziert ist.

Lemma 6.1. Es sei Q = {a¥, B} eine induktive Quasibasis von G.
Dann ist jedes g € G\ {0} mit o(g) = p/ bzw. jedes g € 3, ., \eas + B
mit einer endlichen Folge ganzer Zahlen (Mg, 1) genau dann von un-
endlicher Hohe in G, wenn ein n € N mit

_.n k _ . n+l k . n+2 k _
g=p E AkQjyy =D E Aol ypin =D E :)‘kaj+n+2 = ..
kel kel kel

existiert. Dann gilt insbesondere (3", ; Mo*(Q)) > J.

Beweis. Es sei ein ¢ € G\ {0} mit o(g) = p’ gegeben. Da G/B =
@D, (af + B|ieN) = @D, Z(p™), existiert eine normierte Nullfolge
(A&, 1) nach Proposition 2.2, so dass g € >, ; )\ka;? + B. Nun sei g =
Y kel )\ka;? + b mit b € @,_, B; fiir ein | € N bezeichnet und g € p*G
angenommen. Dann gilt nach Lemma 3.2 fiir alle n € N

n—1
g= Z )\kaf +b= Z i <pna;?+n + Zprbﬁr) 4 bepG
r=0

kel kel

Folglich gilt

n—1 ntj—1
g—p" Z)‘ka§+n = ZZ)\kprb?H +b= Z Z A" IO + b
kel r=0 kel r=j kel
-1 nt+j—1
= Z Z )\kp’”_jb,’f + b+ Z Z )\kp’”_jb,’f ep"B
=i kel r=l kel
c®,., B; €Brr>l

fiir alle n > [. Bezeichnet man b, = Y, ; \xp" /0% € B,, gilt folglich
wegen der direkten Summe von B = @, B;

-1
> b+b=0
r=j
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und somit

nt+j—1
> b €p"B fiir allen > 1,
r=l
d.h. b, = 0 fiir alle 7 > . Also gilt g = p" ), )\k@§+n fiir alle n > 1.
Somit besitzt ein g € p“G (sogar genau) die angegebene Form. Aufler-
dem ist b, = >, AN 90F = 0, d.h. pd | D0, AkbE, filr alle r > 1.
Somit ist (>, Md™(Q)) > J. [

Korollar 6.2. Es sei Q = {a¥, B} eine induktive Quasibasis von G.
Dann gilt a¥ ¢ p*G zu jedem k € I fiir alle i > h(5%).

Beweis. Wir nehmen an, dass ein k¥ € I und ein j > h = h(0*) mit

a? € p“@G existieren. Dann existiert nach Lemma 6.1 ein m € Ny mit

a¥ = ptaf,, fir alle n > m. Da unendlich viele i € N mit p"*' {

b = af — paf, |, € B; existieren, konnen wir 0.B.d.A. ein n > m mit

phtty bé? +n fixieren. Dann gilt nach Lemma 3.2

n

rpk k. n+l_k —
E P, =a; —p"aj g =0
r=0

Wegen direkter Zerlegung von B = €,y B; folgt p’”bf = 0 fiir alle

0 < r < n. Insbesondere ist p”b;? +n = 0 bzw. j< b;? +n» €in Widerspruch
zu p"tHE b Also gilt af ¢ prG. |

Satz 6.3. Es sei Q = {a¥, B} eine induktive Quasibasis von G. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Die Gruppe G ist separabel;
(ii) h(0) = 0 fiir alle 6 € A*(Q);
(iii) h(8) =0 fiir alle 6 € (Q) \ p(Q), wobei Q = {6*(Q) | k € I}.

Beweis. (1) = (ii),(iii): Es sei 6 = Y, ; \d* € A*(Q) beliebig. Wird
h(6) > 0 angenommen, existiert ein j € N, so dass >, _; b} € pB;
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fiir alle ¢ > 7. Somit und mit Lemma 3.2 ergibt sich fiir alle n € N

n—1
04 S = S (s
r=0

kel kel

n—1
— pj-i-n—l Z )\ka?-t,-n + Zpi-i-r—l Z )‘k’b?-i-r
r=0

kel kel

J/

€pitrBjr=0

_ _j4+n—1 k
- p] E :)\kaj-ﬁz‘

kel

Folglich ist ), ., \ep’'af € G\ {0} ein Element unendlicher Hohe
bzw. G nicht separabel. Also gilt (i) = (ii). Da (Q) \ p(Q) C A*(Q) ist
und 0 € A*(Q) beliebig gewéhlt wurde, gilt auch (i) = (iii).

(ii) = (i): Angenommen, G ist nicht separabel, d.h. es existiert ein
g € G\ {0} mit h(g) = co. Es sei o(g) = p/. Nach Lemma 6.1 existiert
eine normierte Nullfolge (A, 1) mit A(3",.; Aed*) > j > 0.

(iii) = (ii): Angenommen, es existiert ein 6 = Y, ; \d" € A*(Q)
mit 7(5) > 0. Bezeichnet man 6, = Y, . /\kéi und 5/2\ =D kel \e0¥,
wobel In ={k € I|ptA}#0, sogilt d € (Q)\ p(Q) und h(d2) > 0.
Folglich gilt

h(81) = h(6 — 83) > min{h(5), h(8;)} > 0.
Also existiert ein 6; € (@> \p(@) mit h(d;) > 0, falls ein § € A*(Q)

mit h(6) > 0 existiert. [

Mit dem folgenden Lemma wird gezeigt, wie sich anhand eines ge-

gebenen § € A*(Q)) mit h(d) = oo eine divisible Untergruppe von G
konstruieren lésst.

Lemma 6.4. Es seien Q = {a¥, B} eine induktive Quasibasis von G
und 6 =Y, 0™ € A(Q)* mit h(d) = co. Dann existiert eine streng
monoton steigende Folge (n;)ien natirlicher Zahlen, so dass (d; € G |
i € N) = Z(p™) mit d; = pdiyr = p™ Y ey Aual, # 0 firi e N und
pdy = 0.

Beweis. Da h(§) = oo gilt, existiert eine streng monoton steigende

Folge (n;);en natiirlicher Zahlen, so dass p’ | Y, ., AebE fiir alle n > n,.
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Nun wird d; = p™ 3", ; Akaly, fiir alle i € N definiert. Es gilt pd; =
Pty )\kaﬁlﬂ = 0 und mit Lemma 3.2 fiir alle i € N

. SR FERE S | k
pdiy = p™ E )‘kai+ni+1+1
kel

_ it (nip1—ni+1) k
=P Akai-ﬁ-m-ﬁ-(nwl —n;+1)

kel
Njy1—n;
= pnl Z )\kaf+ni — Z pni-i—?" Z Akb?—&-nﬁ-r = dz
kel r=0 kel
=d; € Biyn,tr
Also ist (d; € G | i € N) = Z(p>). Da (A, I) normiert ist, gilt
o(d) = p, dh. d; # 0, fiir alle i € N n

Lemma 6.5. Es sei Q = {a¥, B} eine induktive Quasibasis von G.
Ist G nicht reduziert mit einer divisiblen Untergruppe 0 # D < G,
dann existiert ein 6 = Y, 0¥ € A*(Q) mit h(d) = oo, so dass
D C 3 ierMeak i eN).

Beweis. Es sei G nicht reduziert mit einer divisiblen Untergruppe D =
(9: € G | i € N) = Z(p>) mit pg1 = 0,pgit1 = g # 0. Da Z(p™) =
(9i+B|ieN) C P, G/B existiert eine normierte Nullfolge (A, I),
so dass g; € Y 4er Awa¥ + B, fiir alle i € N nach Proposition 2.2 gilt.
Folglich gilt fiir jedes ¢ € N nach Lemma 6.1

g =p" Z )\kaf—&-n fiir fast alle n € N.
kel

Somit gilt zu jedem ¢ € N und fiir fast alle n € N

0=gi —pgis1 =" Y Mel@fy, = pafi ) =" > Mebky, € " Bign,

kel kel
d.h. p' | Yo, Akbh,, fiir fast alle n € N. Folglich ist h(}",.; Awd¥) = occ.
Insbesondere gilt D = (g; € G |i € N) C (3", ., Mal | i € N). |

Satz 6.6. Es sei Q = {a¥, B} eine induktive Quasibasis von G. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Die Gruppe G ist reduziert;

(il) h(0) < oo fiir alle 6 € A(Q);

(ili) h(d) < oo fir alle 6 € A*(Q).
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Beweis. (i) <= (iii): Das ist eine direkte Folgerung von Lemmata 6.4
und 6.5.

(i) <= (iii): Es gilt A*(Q) C A(Q). Existiert andererseits ein Ele-
ment § = Y, ; \p6® € A(Q) mit h(d) = oo, fiir das wir eine normierte
Nullfolge (Ag, I) durch A\, = p"\;, fiir ein n € N definieren werden, so
gilt nach Lemma 5.2.(iii)

00 = h(8) =n+h()_ M6").
kel

Somit ist h(Y,c; Akd") = oo, wobei Y, ; Awd® € A*(Q). [
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7. QUASIBASEN UND DIE ERSTE ULM-UNTERGRUPPE

In diesem Kapitel werden wir anhand einer gegebenen Quasibasis
von G einige Eigenschaften der ersten Ulm-Untergruppe p*G ableiten.
Dazu fithren wir einen bestimmten Typ von Quasibasen, nédmlich die
sogenannte bereinigte Quasibasis, der Gruppe G ein, der weiterhin als
ein wesentliches Hilfsmittel verwendet wird.

Es sei ein § € B! = H]EN B; fiir eine basic Untergruppe B =
@, Bi von G bereinigt genannt, falls

h(8) = h(5)

gilt, wobei h(d) die Hohe von ¢ in BY bezeichnet. Definitionsgemifl
ist jedes & € B™ mit h(d) = 0 bereinigt. Fiir ein bereinigtes § = (b; |
i € N) € B" mit h(d) =n € N gilt b; € p"B fiir alle i € N und somit
by = ... = b, = 0, sowie b; ¢ p""!'B; fiir unendlich viele i > n. Ist
§ € B mit h(5) = oo bereinigt, so ist 6 = (0,0,...) = 0. Es ist zu
beachten, dass zu jedem § € B mit h(5) < oo ein bereinigtes &' € BY
mit § = ¢’ modulo B existiert.

Fiir eine induktive Quasibasis ) von G werden wir in diesem Kapitel
insbesondere die Elemente 6* = 6*(Q) mit h(0*) = oo betrachten. Dazu
wird I, = {k € I | h(6*) = oo} bezeichnet. Weiter heifit eine induktive
Quasibasis Q von G bereinigt, wenn jedes 6%(Q) bereinigt ist. Falls Q
bereinigt ist, gilt insbesondere 6% = 0 fiir alle k¥ € I.. Das folgende

Lemma zeigt, dass jede p-Gruppe eine bereinigte Quasibasis besitzt.

Lemma 7.1. Fiir jede induktive Quasibasis Q = {a¥, B} von G exi-
stiert eine zu Q verwandte bereinigte Quasibasis P, so dass 0*(P) =
68(Q) modulo B fiir k € I'\ I,. Insbesondere gilt h(§%(P)) = h(6*(Q))
fir alle k € 1.

Beweis. Nach Lemma 6.4 existiert zu jedem k € I, d.h. h(0*) = oo,
eine streng monoton steigende Folge (n¥);cn, so dass (d¥ € G | i € N) &

Z(p™) mit d¥ = p™i afmk fir alle k € I, gilt. Weiter wird gezeigt, dass
die Menge Q' = {c¥, B} mit

o af, fallsk eI\ I,
Yl dh, falls ke I,
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eine Quasibasis von G ist bzw. dass die Eigenschaften (i)-(iii) aus
Definition 2.7 erfiillt sind. Wir werden nur die Eigenschaft (ii) zei-
gen, da (i) und (iii) trivialerweise erfiillt sind. Dazu bezeichnen wir
A = {(a* + B |ieN) firk € [\ I, und D* = (d* + B | i € N)
fir k € Io. Da Z(p>) & D* C A* = Z(p>) gilt, ist D = A fiir
alle k € I,. Somit gilt

G/B=PAa= P Ao (@ Dk) .
kel keI k€l

Folglich ist @' eine Quasibasis von GG. Auflerdem ist @)’ induktiv, da Q)
induktiv ist. Nach Lemma 3.4 existiert eine zu )’ verwandte und fast
gleiche Quasibasis P, wobei die Elemente 6*(P), die mit *(Q’) bis auf
endlich viele Komponenten zueinander gleich sind, beliebig vorgegeben
werden konnen. Also konnen wir die Quasibasis P so wéhlen, dass P
mit 6*(P) = 6*(Q') = 0 € B fiir k € I, und 6*(P) = ¢*(Q') =
6¥(Q) modulo B fiir k € I'\ I, bereinigt ist. Natiirlich gilt h(5(P))
h(6%(Q)) fiir alle k € 1.

Nun zeigen wir noch einige Eigenschaften bereinigter Quasibasen.

Lemma 7.2. Es sei Q = {a¥, B} eine bereinigte Quasibasis von G.
Dann gilt

(i) a¥ ' 5k fiir h(6%) < oo, falls 1 < i < h(8%),
(ii) a “ak fir alle i > h(0%),

(iii)

)

)

h(Sk
k|z€N) Z(p™®) fir alle k € 1,

(a
(k|k€]1<2<h(5k)> PG,
ak € pr+h=iG fiir h(6%) < oo, falls 1 < i < h(5%).

(iv
(v
Beweis. (i) Da @ bereinigt ist, gilt b¥ = af — paf,, = 0, da 0f €
"B, =0, falls 0 < i < h(6%) < oo. Folglich ist a¥ = ph©®")- faf s
(i) Da b¥ € p"@") B;, gilt nach Lemma 3.2 fiir alle i > h(6*)

. . i—h(6*)—1 . .
aﬁ(&k) = p" Mgk 4 Z priwkm = p Mgk,
r=0 —

=0
(iii) Ist k € I, so gilt 0¥ = (bF | i € N) = 0. Somit ist (a¥ | i € N)
= Z(p™).
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(iv) Es gilt af € p“G fiir alle k € I, und i < h(6¥) = oo nach (iii).
Andererseits ist aﬁ( sry € PG fiir k ¢ Iog mach (i) und somit af € pG
fir 1 <14 < h(6%) nach (i).

(v) Da aj s € p*G nach (iv) und af = ph((sk)_iai(dk) nach (i) fiir alle
1 <4 < h(d%) < oo gilt, ist a¥ von der Hohe > h(6%) — i in p*G. Also
ist af € pthe-iq. [ ]

Lemma 7.3. Es sei Q = {a¥, B} eine induktive Quasibasis von G.
Dann gilt (1) = (ii) = (iii) mat
(i) Es emistiert ein 6 € A*(Q) mit j = h(d) € N,
(ii) FEs existiert ein g € p*G mit o(g) = P/,
(iii) Es existiert ein 6 € A*(Q) mit h(8) > j.

Beweis. (1)==-(ii): Es sei 6 € A*(Q) mit j = h(d) € N. Dann existiert
eine induktive Quasibasis P von G nach Lemma 5.6, so dass § = §%(P)
fiir ein £ € I. Nach Lemma 7.1 konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass P
bereinigt ist. Dann gilt j = h(d) = h(5). Somit ist a¥ € p*G nach
Lemma 7.2.(iv). Insbesondere gilt o(a¥) = p/.

(il)==(iii): Nach Lemma 6.1 besitzt jedes g € p*G mit o(g) = p’ die
Form g = p" Y, ., Akaly,, fiir ein n € N und eine normierte Nullfolge
(Ak, I), wobei h(6) > j mit & = (Y, Aud") gilt. [ |

Nun geben wir eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir
die endliche Lénge der ersten Ulm-Untergruppe p“G einer reduzierten
Gruppe G an.

Satz 7.4. Es sei Q = {a¥, B} eine induktive Quasibasis einer reduzier-
ten Gruppe G. Die Gruppe p*G ist von der Linge n € Ny genau dann,

wenn n = max{h(J) | § € A*(Q)} € Ny.

Beweis. Es sei n = max{h(d) | § € A*(Q)} € Ny und § € A*(Q)) mit
h(8) = n. Ist n = 0, so ist G separabel bzw. p*G = 0 nach Satz 6.3. Ist
n € N, so existiert ein ¢ € p*G mit o(g) = p" nach Lemma 7.3. Folglich
ist pT™G #£ 0 fiir alle m < n. Ist p*™G # 0, so existiert ein g € p*G
mit o(g) > p™ und somit existiert nach Lemma 7.3 ein 6 € A*(Q) mit
h(8) > n, ein Widerspruch. Also ist p*G von der Linge n.

Nun sei p“G von der Lénge n € Ny, d.h. fiir jedes g € p*G gilt

o(g) < p". Da G reduziert ist, sind alle § mit 6 € A*(Q) von endlicher



QUASIBASEN ABELSCHER, NICHTSEPARABLER p-GRUPPEN 39

Hohe nach Satz 6.6. Wire n < h(d) < oo, so hétte nach Lemma 7.3
ein ¢ € p*G mit o(g) = p"® > p" existiert, ein Widerspruch. Also

ist max{h(0) | § € A*(Q)} < n. Andererseits existiert mindestens ein

g € p“G mit o(g) = p", d.h. es existiert ein § € A*(Q) mit h(d) > n

nach Lemma 7.3. Also ist n = max{h(d) | § € A*(Q)} € Ny. [ ]
Mit dem folgenden Beispiel wird Satz 7.4 auf die, in Kapitel 4 ange-
gebenen Gruppen H, ., und G = Hy, 11, angewendet.

Beispiel 7.5. Fiir die Gruppe H,, wurde eine Quasibasis () mit
[I] =1 und A*(Q) = {0 | A € Z, \ pZ,,6 = (p",p",...)} angegeben.
Es gilt h(A0) = k() = n € N fiir alle \d € A*(Q) nach Lemma 5.2.(iii).
Somit ist max{h(d) | 6 € A*(Q)} = n € N, bzw. ist die Gruppe H,1n
von der Lénge w + n nach Satz 7.4.

Nun betrachten wir die Quasibasis Q von G mit Ag = (6% | k € Ny)
und h(6F) = k — 1 fiir k € N (vgl. Beispiel 5.5). Somit ist max{h(¢) |
d € A*(Q)} = oo, d.h. die Gruppe G ist nicht von der Linge w + n,
n € Ny nach Satz 7.4, bzw. ist von der Linge > 2w.

Im Weiteren sei die Gruppe G nicht reduziert mit einer beliebigen
divisiblen Untergruppe D. Nach [3, 21.3] ist D ein direkter Summand
von G. Durch G = G @ D wird ein Komplement G C G definiert.
Falls D die maximale divisible Untergruppe von G ist, ist G’ reduziert.
Weiterhin wird die Gruppe D fiir eine Indexmenge J mit |J| = rg D
in der Form D = @, _,{(af | i € N) = D, Z(p™) dargestellt, wobei
pat =0 und pa¥,, = a¥. Falls D = 0, wird J = () vereinbart.

Ist weiter Q' = {a¥, B | k € J'} eine beliebige (induktive) Quasibasis
von G, so ist leicht zu zeigen, dass Q = {a¥, B| k€ I} mit [ = JU.J
eine (induktive) Quasibasis von G ist. Dabei ist zu beachten, dass

G/B = (G'/B)® D

:@<a§+Byz‘eN>@<@<an€N>>

keJ’ keJ

~ (P Z(p™)

]

gilt. Diesen Sachverhalt werden wir im Folgenden oft anwenden.
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Ein diagonales Relationsarray o = (o) bzgl. einer induktiven Qua-

sibasis @ von G heifit klein, falls h(0(Q)) = oo fir alle £ € I, d.h.
h(Q) = oo (vgl. Kapitel 5). Der Begriff eines kleinen Relationsarrays
wurde schon in [4, Kapitel 3] definiert bzgl. einer beliebigen, nicht un-
bedingt induktiven, Quasibasis von G, vgl. auch [5]. Die obige Defini-
tion eines kleinen Relationsarrays ist fiir diagonale Arrays, also fiir in-
duktiven Quasibasen dquivalent zur in [4] angegebenen Definition. Der
folgende Satz entspricht der Proposition [4, 11] und wird mit einem

neuen Beweis gegeben, ndmlich durch die Betrachtung der Elemente
68 = 6*(Q) und ihrer Hohen h(5%).

Satz 7.6. Eine basic Untergruppe B von G ist genau dann ein direkter
Summand von G, wenn eine (und somit jede) induktive Quasibasis Q =
{a¥, B} von G unendliche Hohe hat.

Beweis. Zuerst sei G = B @ D fiir eine basic Untergruppe B und die
maximale divisible Untergruppe D von G angenommen. Wegen D =
G/B = @ Z(p™), besitzt die Gruppe D die Form D = @, _,(af € G|
i € N) mit pa} = 0,pa¥; = af # 0 fiir alle i € N, wobei I eine
Indexmenge mit |/| = rg(G/B) ist. Natiirlich ist Q = {aF, B} eine
induktive Quasibasis von G. Insbesondere gilt §*(Q) = (af — paf,, |
i€ N) =0 € B" fiir alle k € I, d.h. h(Q) = co. Weiter sei B = B;
eine beliebige Zerlegung von B. Mit dem oben gezeigten, existiert eine
Quasibasis Q' = {a’¥, @ B;} von G mit h(Q) = oo. Dann ist jede
zu ' verwandte Quasibasis von unendlicher Hohe nach Satz 5.8. Da
dies fiir eine beliebige Zerlegung B = @ B; gilt, ist insbesondere jede
Quasibasis Q = {a¥, B} von G von unendlicher Héhe.

Sei nun umgekehrt Q = {a¥, B} eine beliebige induktive Quasibasis
von G mit h(6¥(Q)) = oo fiir alle k € I. Dann existieren nach Lem-
ma 6.5 die Elemente d¥ € G, so dass (d¥ | i € N) = Z(p™) fiir alle
k € I und

P +BlieN) =l +B|iecN)=G/B.

kel kel
Bezeichnet man D = @, (df | i € N), so ist also G = B + D.
AuBerdem ist BN D = 0 wegen D = (P, Z(p™). Somit gilt G =
B& D. |
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Falls eine basic Untergruppe B C G ein direkter Summand von G
mit G = B @ D ist, wird noch angemerkt, dass p*G = D gilt. Fiir die
maximale divisible Untergruppe D von G gibt uns das folgende Lemma
eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir p*G = D an.

Satz 7.7. Die erste Ulm-Untergruppe p*G von G ist genau dann die
maximale divisible Untergruppe von G, wenn eine induktive Quasibasis
Q = {a¥, B} von G euistiert, so dass die Folge (6¥(Q) | k € I\ 1)
in B/ B p-unabhdingig ist.

Beweis. Es sei Q = {a¥, B} eine beliebige induktive Quasibasis von G.
Wegen Lemma 7.1 kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass ) bereinigt
ist. Mit D C p“G bezeichnen wir weiter die maximale divisible Unter-
gruppe von G. Ist D G p“G, so existiert ein Element g € p*G \ D
und sei o(g) = p’ fiir ein j € N. Nach Lemma 6.1 existiert eine
normierte Nullfolge (Ax, I) mit g = p" >, ., Aeal,, fiir ein n € N
und 2(Y,c; Aed¥) > j. Mit Lemma 5.2 folgt h(Xken . Aok > 5.
Nun wird aus Notationsgriinden J = {k € I\ I | p’ ¥ \x} ge-
setzt. Es gilt J # (), da sonst g = p" .., )\kag?M = 0 wire. Al-
so ist 0 < |J| < oo, da (A, I) eine Nullfolge ist. Weiter ergibt sich
MY ey Ae0F) > j nach Lemma 5.2, da h(Xken . A\0F) > §. Somit ist
die Folge (6¥(Q) | k € J) p-abhéingig in B"/B.

Ist nun p*G = D, so ist die Gruppe G’ mit G = G’ ® D separabel. Es
seien weiter Q' = {a¥, B | k € J'} mit |J'| = rg(G’/B) eine induktive
Quasibasis von G’ und D = @, _,(a¥ € G | i € N) = @D, Z(p™)
fiir eine Indexmenge J. Dann ist Q = {a¥, B | k € I = JU J'} eine
induktive Quasibasis von G. Nach Satz 6.3 ist insbesondere die Folge
(6*(Q) | k € J' = I\ Ix) p-unabhingig in B"/B, da G’ separabel
ist. |
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8. QUASIBASEN UND DIE ULM-KAPLANSKY INVARIANTEN

Ist B = @,cn Ducs, (21) = Djen D)1, Z(p') eine basic Untergruppe
von G, so gilt fiir die Ulm-Kaplansky Invarianten f;(G) = |[;44] fiir
alle i € Ny nach [3, 37. Ex 9]. In diesem Kapitel werden wir weiter
zeigen, wie sich anhand einer gegebenen induktiven Quasibasis () =
{a¥, B} von G die Ulm-Kaplansky Invarianten f,(G) fiir w < o < 2w
bestimmen lassen.

Es seien Q = {af, B} eine induktive Quasibasis von G und I, =
I,(Q) = {k € I | h(6¥) > n} fiir alle n € Ny definiert. Insbesondere
gilt I =1o21 O..2 I,. Weiter bezeichnen wir Ag,, = (px | k € I)
zu jedem n € Ny, wobei

{ 58, falls k € I, \ Insr,
Pk =
0, sonst.

Die Familie von Folgen {p™ "Ag, | 0 < r < m} fiir ein beliebiges
m € Ny besitzt paarweise disjunkte Trdger

Supp(pmirAQﬂ“) = {k S I | Pk # 0} = Ir \ Ir+1‘

Somit ist [J,p™ "Ag, fir jedes m € Nj eine wohldefinierte Folge.
Weiter wird vereinbart, dass eine Folge p-unabhéngig ist, falls die Folge
der Komponenten ungleich 0, d.h. mit dem Index aus dem Trager, p-
unabhéngig ist.

Fiir ein n € Ny heifit eine bereinigte (vgl. Kapitel 7) Quasibasis eine
n-Quasibasis von G, falls |J_,p™ "Ag, p-unabhingig in p™B" fiir
alle 0 < m < n ist. Definitionsgeméf ist eine n-Quasibasis auch eine
m-Quasibasis von G fiir alle 0 < m < n.

Mit dem folgenden Lemma zeigen wir, dass jede p-Gruppe zu jedem
n € Ny eine n-Quasibasis besitzt.

Lemma 8.1. Es sei Q = {a¥, @ B;} eine induktive Quasibasis von G.
Dann existiert zu jedem n € Ny eine zu @ verwandte n-Quasibasis

von G.

Beweis. Zuerst sei definiert zu einem festen n € Ny mit 7, = I,,(Q)

ko af + > N\l falls ke I, \ (JU L),
P ak sonst,

79
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wobei Al € Z und J, C I, \ I,41 beliebig gegeben sind. Dann ist
P = {cf, @ B;} eine induktive Quasibasis von G' nach Lemma 3.5. Mit
ok = §%(Q) gilt insbesondere

{ 0% 437 ALY, falls k€ I, \ (J, U L),

§F(P) =
(P) §%,  sonst.

Nach Lemma 7.1 kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass P bereinigt ist.
Im Folgenden wird die Quasibasis P abhiingig von der Wahl von A € Z
und J, C I, \ I,.1 angewendet.

Nun fithren wir eine Induktion iiber n. Fiir den Fall n = 0 sei () als
eine beliebige Quasibasis von G betrachtet und Jy C I\ I; dadurch
definiert, dass die Folge (5’1C € Ago | k € Jo) eine in B maximale
p-unabhéngige Teilfolge von (5’“ | ke I\ Il) ist. Somit ist P eine 0-
Quasibasis von G, da die Folge (6’“ | k€ Jy =supp A p70) p-unabhéngig
in B ist.

Weiter sei @) eine (n—1)-Quasibasis von G fiir ein n € N und wir zei-
gen, dass eine zu () verwandte n-Quasibasis von G existiert. Dazu wird
A = U;:ol p" 1" Ag, gesetzt. Dann ist pA natiirlich p-unabhingig
in p"B". Weiter sei durch pAU (6% € Ag,, | k € J,,) mit J, C I, \ L1
eine in p"B" maximale p-unabhingige Teilfolge von pA U Ag,, defi-
niert. Dann existieren ganze Zahlen X, zu jedem k € I, \ (J, U I,,11),
so dass p"tt | 6% + > e, ALO%. Somit ist P eine n-Quasibasis von G,
da U, p™ " Ap, p-unabhingig in p™B" fiir alle 0 < m < n. [ |

Lemma 8.2. Fs sei Q = {a¥, B} eine n-Quasibasis von G. Dann gilt
(r77G) o] = €D (ah)
k’e[r+l

fiir alle 0 < r <n.

Beweis. Da ab € p*+t0"-1G C p+rG fiir k € I, nach Lemma 7.2.(v)
und o(af) = p gilt, ist af € (p*7"G) [p]. Also ist (af | k € I,41) C
(P G) [p].

Nun sei g € (p**"G) [p] fiir ein beliebiges 0 < r < n. Dann exi-
stiert ein ¢’ € p*G mit o(g’) = p"*!, so dass p"g’ = g. Nach Lem-
ma 6.1 existieren ein m € Ny und eine normierte Nullfolge (Ag, 1),
so dass ¢ = p™ > icp ak oy und A(3,c; AdF) > 1+ 1. Wegen
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W(Xer,,, M0*) > 7+ 1 gilt folglich /(3 cp;,, M0") =7+ 1. DaQ
eine r-Quasibasis von G ist, folgt p | Ay fiir alle &k € I\ I,1. Mit
p | b =af - pafﬂ fir k € I,.41, da @ bereinigt ist, folgt mit Lem-

ma 3.2

g=p"g = Z Akpr+mafn+r+1+ Z Akpr+mafn+r+1
kEI\L«+1m k€lr41
r+m—1
= Z A | ab — Z P | = Z Arak.
kel i1 =0 ) kel

0
Also ist (p*T"G) [p] C (a¥ | k € I.11).
Nun wird gezeigt, dass (af | k € I1) = @, (a}). Essei ., Aeal =
0 fiir 0 < A\ < p. Dann gilt A\rat € B fiir alle k € I; wegen der direk-
ten Zerlegung G/B = @, (af + B | i € N). Da jede n-Quasibasis
auch eine 0-Quasibasis ist, gilt (a} | k € ) = (p*G) [p], woraus
Ara} € BNpPG = 0 folgt, d.h. (af | k € I) = @, (af). |

Satz 8.3. Es sei QQ eine n-Quasibasis von G fir ein n € N. Dann gilt
fiir die Ulm-Kaplansky Invarianten von G

warr(G) = ‘[r+1 \ Ir+2| = |Supp AQ,rJrl‘
zu jedem 0 < r < n.

Beweis. Nach Lemma 8.2 gilt fiir alle 0 < r <n

PG )/ (TG = P <a’f+ &b (al1>>

k€lr41\Ir42 lel\I 42

und somit f(G) = [L41 \ Lry2| = |supp AQ,'I’-FI" u

Im folgenden Beispiel wenden wir Satz 8.3 fiir die in Kapitel 4 kon-
struierten Gruppe G = Hy,1+1 an, um die Ulm-Kaplansky Invarianten
fuir(G) fiir alle r € Ny zu berechnen.

Beispiel 8.4. Wir betrachten die induktive Quasibasis Q = {aF, B}
von G = Hy,pq mit B = @i?keNxf und 68 = 65(Q) = (bF | i € N),
wobei
2!, falls k=0
b= aF — pat, = P ’
i a; Pa; 1 {pk(xig _ p$§+1>7 falls k 7é 0.
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Die Quasibasis Q ist eine 1-Quasibasis von G mit Ago = (0,0, ...) und
Aoy =(0,0',0,0...). Nun sei ein beliebiges n € N gegeben. Durch
ad +p35al, falls k=0,
C. =
! a¥, falls k # 0,

77

wird nach Lemma 3.5 eine induktive Quasibasis P = {c¥,2¥} von G
definiert. Es gilt 6¥(P) = §%(Q) fiir alle k € N und

n—1
Py =38"+py ¢
=1
n—1
= (P} = P (el —pait)|i €N
=1

— (pn-i-lx;l ‘ = N) c pn-i-lBH‘

Die Quasibasis P ist natiirlich eine n-Quasibasis von G mit
AP,T+1 = AQ,T+1 = (07 SES) OJ 5T+17 07 )
fiir alle 0 < r < n. Mit dem Satz 8.3 folgt f,,.(G) =1 fiir alle r € Ny
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