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QUASIBASEN ABELSCHER, NICHTSEPARABLER
p-GRUPPEN

ANDRIJA VODOPIVEC

1. Einleitung

In dieser Arbeit wird der Bau der (abzählbaren) abelschen p-Gruppen

untersucht, durch die Betrachtung der dazugehörigen Quasibasen, die

in [3, Kapitel 34] als bestimmte erzeugende Systeme der gegebenen p-

Gruppe definiert sind. In [4] wurde gezeigt, dass jede p-Gruppe eine

sogenannte induktive Quasibasis besitzt, die sich allgemein mit verein-

fachten Relationen zwischen ihrer Elementen, d.h. zwischen Erzeugen-

den der gegebenen p-Gruppe, auszeichnet. Unsere Untersuchung wird

insbesondere auf die nichtseparablen p-Gruppen und ihre induktiven

Quasibasen bezogen.

Für eine p-Gruppe G und eine ihrer basic Untergruppen B lässt

sich leicht, durch eine Erweiterung der Basis von B, eine Quasibasis

(vgl. [3]) bzw. eine induktive Quasibasis (vgl. [4]) konstruieren. Allein

durch die Angabe der Untergruppe B, erhält man allerdings wenig

Informationen über den Bau der Gruppe G. Anhand einer gegebenen

Quasibasis von G lassen sich, was wir in dieser Arbeit zeigen werden,

einige wesentliche Struktureigenschaften der Gruppe G ermitteln.

Im Kapitel 6 werden anhand einer gegebenen induktiven Quasibasis

von G notwendige und hinreichende Kriterien für separabel bzw. redu-

ziert angegeben. Im Kapitel 7 werden weiter wichtige Eigenschaften der

ersten Ulm-Untergruppe pωG von G angegeben. Schließlich werden wir

im Kapitel 8 zeigen, wie sich mittels der gegebenen induktiven Quasiba-

sis von G die Ulm-Kaplansky-Invarianten für die Ordinalzahlen < 2ω,

berechnen lassen. Außerdem werden wir in Kapitel 4 die verallgemei-

nerten Prüfergruppen der Längen ω+n, n ∈ N und 2ω+1 konstruieren

und eine induktive Quasibasis ermitteln. Die theoretischen Ergebnisse

aus diversen Kapiteln werden an diesen konkreten Darstellungen der

Prüfergruppen demonstriert.
3
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2. Präliminarien

Zunächst sollen einige dieser Arbeit zugrundeliegende Definitionen

und Hilfsmittel zusammengestellt werden. Eine abelsche Gruppe, de-

ren sämtliche Elemente Ordnungen haben, die Potenzen einer festen

Primzahl p sind, heißt p-Gruppe. Mit Z(pn), n ∈ N wird eine zyklische

p-Gruppe der Ordnung pn bezeichnet. Im folgenden sei p eine fixierte

Primzahl und mit einer Gruppe G ist immer eine abzählbare unend-

liche abelsche p-Gruppe gemeint. Der Sockel von G, d.h. die Menge

aller Elemente der Ordnung p in G, einschließlich der Null, ist eine

Untergruppe von G und wird mit G[p] bezeichnet. Mit Zp wird der

Ring der p-adischen ganzen Zahlen bezeichnet. Dann ist Zp \ pZp die

Einheitengruppe von Zp.

Nun sei g ∈ G \ {0}. Ist die Gleichung

pkx = g

nur für k ≤ n ∈ N in G lösbar, so heißt h(g) = n die Höhe von g.

Wenn diese Gleichung für alle k ∈ N lösbar ist, ist g von unendlicher

Höhe in G. Ist jedes g ∈ G \ {0} von endlicher Höhe, d.h. h(g) < ∞,

so heißt die Gruppe G separabel. Die Menge aller Elemente von unend-

licher Höhe in G bildet eine Untergruppe, die sogenannte erste Ulm-

Untergruppe von G, die wir mit pωG bezeichnen werden. Es gilt

pωG =
⋂

n∈N
pnG.

Die k-te Ulm-Untergruppe pkωG von G wird rekursiv für alle k ∈ N
als die erste Ulm-Untergruppe von p(k−1)ωG definiert. Mit pkω+nG =

pn
(
pkωG

)
für n, k ∈ N wird die Menge aller Elemente von der Höhe ≥ n

in pkωG bezeichnet. Gilt g ∈ pσG \ pσ+1G für ein g ∈ G und eine

Ordinalzahl σ, so wird h(g) = σ als Höhe von g in G definiert. Dazu

wird angemerkt, dass diese Definition im Fall σ ∈ N0 mit der obigen

Definition endlicher Höhen übereinstimmt.

Für eine p-Gruppe G definiert man zu jeder Ordinalzahl σ die Fak-

torgruppe

Fσ(G) = (pσG)[p]/(pσ+1G)[p].
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Die Kardinalzahl fσ(G) = rg Fσ(G) heißt σ-te Ulm-Kaplansky Invari-

ante von G. Nach dem Satz von Ulm ([3, 77.3]) sind zwei reduzierte,

abzählbare p-Gruppen genau dann isomorph, wenn sie dieselben Ulm-

Kaplansky Invarianten besitzen.

Eine p-Gruppe G heißt divisibel, falls pG = G gilt. Eine Gruppe heißt

reduziert, falls die Nullgruppe ihre einzige divisible Untergruppe ist.

Die kleinste Ordinalzahl σ mit pσG = pσ+1G heißt die Länge von G.

Ist σ die Länge von G, so ist pσG natürlich die maximale divisible

Untergruppe von G. Für die Höhe eines Elementes g ∈ G wird die

Bezeichnung h(g) = ∞ verwendet, wenn g ∈ pkωG für alle k ∈ N
gilt, d.h. genau dann, wenn g in der maximalen divisiblen Untergruppe

von G liegt.

Ein typisches Beispiel für eine divisible Gruppe ist die Gruppe

Z(p∞) = 〈a1, a2, . . .〉 mit pa1 = 0, pai+1 = ai 6= 0, i ∈ N.

Folglich gilt o(ai) = pi.

Lemma 2.1. Für jedes Element a ∈ Z(p∞) \ {0} existiert ein j ∈ N
und ein λ ∈ N mit p - λ, so dass a = λaj und o(a) = o(aj).

Beweis. Es sei a ∈ Z(p∞) \ {0} beliebig gegeben. Dann existieren ein

j ∈ N und natürliche Zahlen 0 ≤ λi < p, λj 6= 0, so dass

a =

j∑
i=1

λiai =

j∑
i=1

λip
j−iaj = λaj

mit λ =
∑j

i=1 pj−iλi. Es gilt p - λ, da p - λj. Somit gilt auch o(a) =

o(aj). ¥

In dieser Arbeit verwenden wir als wesentliches Hilfsmittel eine Un-

tergruppe von
∏
|I| Zp, der additiven Gruppe aller Folgen (λk | k ∈ I)

mit λk ∈ Zp, wobei I eine gegebene nicht leere abzählbare Indexmen-

ge ist. Wir wollen jetzt diese Untergruppe definieren und einige ihrer

Eigenschaften ableiten. Dazu wird für jedes λ ∈ Zp \ {0} eine durch

λ ∈ pnZp \ pn+1Zp

eindeutig bestimmte nichtnegative Zahl n ∈ N0 betrachtet. Als p-

adische Norm von λ ∈ Zp \ {0} bezeichnen wir die rationale Zahl
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‖λ‖ = p−n und setzen ‖0‖ = 0. Außerdem wird jede p-adische Zahl

λ ∈ Zp in der Form

λ =
∑

i∈N0

λip
i mit λi ∈ {0, 1, ..., p− 1}

dargestellt. Falls λ 6= 0 ist, gilt

‖λ‖ = p−n mit n = min{i ∈ N0 | λi 6= 0}.
Nun sei für eine nicht leere abzählbare Indexmenge I durch (λk |

k ∈ I) ∈ ∏
|I| Zp eine Folge dargestellt, die weiterhin in der Kurzform

(λk, I) verwendet wird. Definiert man die Menge Ii = {k ∈ I | pi - λk}
zu jedem i ∈ N, so heißt die Folge (λk, I) eine Nullfolge, falls Ii endlich

für alle i ∈ N ist. Mit
∏

|I|
Zp



∗

=



(λk, I) ∈

∏

|I|
Zp

∣∣∣∣ |Ii| < ∞ für alle i ∈ N




wird die Menge aller Nullfolgen in
∏
|I| Zp bezeichnet. Jede Folge (λk, I)

∈ ⊕
|I| Zp, d.h. λk = 0 für fast alle k ∈ I, ist eine Nullfolge. Ist |I| = ∞,

so ist leicht zu prüfen, dass (λk, I) genau dann eine Nullfolge ist, wenn

die Folge (‖λk‖ | k ∈ I) mit dem Grenzwert Null konvergiert. Natürlich

ist (
∏
|I| Zp)

∗ eine Untergruppe von
∏
|I| Zp und

⊕
|I| Zp ⊆ (

∏
|I| Zp)

∗ ⊆∏
|I| Zp.

Im Folgenden zeigen wir, dass (
∏
|I| Zp)

∗/
⊕

|I| Zp die maximale di-

visible Untergruppe von
∏
|I| Zp/

⊕
|I| Zp ist. Für ein beliebiges λ =

(λk, I) ∈ (
∏
|I| Zp)

∗ gilt p - λk für höchstens endlich viele k ∈ I,

d.h. es existiert ein λ′ ∈ ⊕
|I| Zp mit λ ∈ λ′ + p(

∏
|I| Zp)

∗. Somit ist

(
∏
|I| Zp)

∗/
⊕

|I| Zp divisibel. Für jedes λ = (λk, I) ∈ ∏
|I| Zp\(

∏
|I| Zp)

∗

existiert andererseits ein i ∈ N, so dass Ii = {k ∈ I | pi - λk} un-

endlich ist, d.h. λ + (
⊕

|I| Zp) hat endliche Höhe in
∏
|I| Zp/

⊕
|I| Zp.

Somit ist (
∏
|I| Zp)

∗/
⊕

|I| Zp die maximale divisible Untergruppe von∏
|I| Zp/

⊕
|I| Zp.

Weiter sei eine Folge (λk, I) ∈ ∏
|I| Zp, sowie eine beliebige Folge

(gk | k ∈ I) von Elementen gk ∈ G gegeben. Die Summe
∑

k∈I λkgk

ist ein Element von G, wenn λkgk 6= 0, also o(gk) - λk, für höchstens

endlich viele k ∈ I. Ist die Menge {o(gk) | k ∈ I} beschränkt, d.h. es

existiert ein n ∈ N mit o(gk) ≤ n für alle k ∈ I, so ist
∑

k∈I λkgk ein
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Element von G, sofern (λk, I) ∈ (
∏
|I| Zp)

∗. In dieser Arbeit werden die

Nullfolgen (λk, I) ∈ (
∏
|I| Zp)

∗ mit λk ∈ Zp \ pZp für mindestens ein

k ∈ I von besonderem Interesse sein. Eine Nullfolge (λk, I) mit dieser

Eigenschaft wird normiert genannt. Die Herkunft der Definition einer

Nullfolge wird deutlich mit folgender Darstellung von Untergruppen

divisibler p-Gruppen.

Proposition 2.2. Es sei G =
⊕

k∈I〈gk
i | i ∈ N〉 ∼=

⊕
|I| Z(p∞) divisibel

mit pgk
1 = 0, pgk

i+1 = gk
i 6= 0 für alle k ∈ I, i ∈ N. Dann ist 〈di ∈ G |

i ∈ N〉 ∼= Z(p∞) mit pd1 = 0, pdi+1 = di 6= 0 für alle i ∈ N eine divisible

Untergruppe von G, genau wenn eine normierte Nullfolge (λk, I) mit

di =
∑

k∈I λkg
k
i für alle i ∈ N existiert.

Beweis. Es sei 〈di ∈ G | i ∈ N〉 ∼= Z(p∞) mit pd1 = 0, pdi+1 = di 6= 0.

Zu jedem i ∈ N besitzen die Elemente di ∈
⊕

k∈I〈gk
i | i ∈ N〉 ∼= Z(p∞)

die Form di =
∑

k∈I λk
i g

k
i mit 0 ≤ λk

i < pi (vgl. 2.1), wobei λk
i = 0 für

fast alle k ∈ I und p - λk
i für mindestens ein k ∈ I aus Ordnungsgründen

gilt. Weiter gilt für alle i ∈ N

0 = di − pdi+1 =
∑

k∈I

λk
i g

k
i −

∑

k∈I

λk
i+1pg

k
i+1 =

∑

k∈I

(λk
i − λk

i+1)g
k
i .

Folglich ist (λk
i − λk

i+1)g
k
i = 0, d.h. pi | (λk

i − λk
i+1) für alle k ∈ I. Nun

wird zu jedem k ∈ I definiert

λk = λk
1 +

∑

j∈N
(λk

j+1 − λk
j ) = λk

i +
∑
j≥i

(λk
j+1 − λk

j )︸ ︷︷ ︸
∈pjZ

∈ Zp,

wobei die letzte Gleichung für ein beliebiges i ∈ N erfüllt ist. Für ein

festes i ∈ N gilt pi | λk für fast alle k ∈ I, da λk
i = 0. Außerdem ist

p - λk für mindestens ein k ∈ I, wegen p - λk
i für mindestens ein i ∈ N.

Also ist (λk, I) eine normierte Nullfolge. Insbesondere gilt λkg
k
i = λk

i g
k
i

und somit di =
∑

k∈I λk
i g

k
i =

∑
k∈I λkg

k
i für alle i ∈ N.

Nun sei di =
∑

k∈I λkg
k
i , zu jedem i ∈ N, für eine normierte Nullfol-

ge (λk, I). Definiert man Ii = {k ∈ I | pi - λk}, so gilt

pd1 =
∑

k∈I

pλkg
k
1 = 0
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und

pdi+1 =
∑

k∈Ii+1

λkpgi+1 =
∑

k∈Ii+1

λkg
k
i =

∑

k∈Ii

λkg
k
i = di

für alle i ∈ N. Insbesondere gilt o(di) = pi, da (λk, I) eine normierte

Nullfolge ist. Also ist 〈di ∈ G | i ∈ N〉 ∼= Z(p∞) mit pd1 = 0, pdi+1 =

di 6= 0 für alle i ∈ N. ¥

Zur obigen Proposition merken wir noch an, dass durch die Grup-

pe G eine beliebige divisible p-Gruppe gegeben ist, da jede divisible

Torsionsgruppe zu einer direkten Summe
⊕

p Z(p∞), für irgendwelche

Primzahlen p, nach [3, 23.1] isomorph ist (für ein festes p und die p-

Gruppe G ist natürlich G ∼= ⊕
Z(p∞)). In Proposition 2.2 wurden also

alle divisiblen Untergruppen vom Rang 1 einer divisiblen p-Gruppe

beschrieben.

Definition 2.3. Eine Untergruppe B einer p-Gruppe G heißt basic

Untergruppe von G, falls die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

(i) B ist direkte Summe zyklischer p-Gruppen,

(ii) B ist rein in G (d.h. pkB = B ∩ pkG gilt für alle k ∈ N),

(iii) G/B ist divisibel.

Satz 2.4. [3, 35.2] Alle basic Untergruppen einer p-Gruppe sind iso-

morph.

Um die beiden ersten Bedingungen in Definition 2.3 nachzuweisen,

kann man sogenannte p-unabhängige Systeme betrachten.

Definition 2.5. Ein System {xi}i∈I ⊂ G\{0} heißt p-unabhängig, falls

für jedes endliche Teilsystem {x1, . . . , xk} und jedes r ∈ N aus

λ1x1 + . . . + λkxk ∈ prG

für λixi 6= 0, λi ∈ Z, i ∈ {1, . . . , k} folgt, dass

pr|λi, i = 1, . . . , k.

Es gilt das folgende Lemma.

Lemma 2.6. [3, 32.1] Eine Untergruppe einer p-Gruppe, die von einem

p-unabhängigen System in G erzeugt wird, ist rein in G.
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Insbesondere ist die erzeugte Untergruppe direkte Summe zyklischer

Gruppen, da ein p-unabhängiges System auch ein unabhängiges System

ist.

Definition 2.7. [4] Es sei B = Bλ =
⊕

j∈N
⊕

u∈Ij
〈xu

j 〉 eine basic Un-

tergruppe der p-Gruppe G vom Isomorphietyp λ = (λj | j ∈ N) mit

λj = |Ij|, und es sei o(xu
j ) = pj für j ∈ N, u ∈ Ij. Weiter sei die divisible

Gruppe G/B vom Rang d und I eine Indexmenge der Mächtigkeit d.

Dann heißt die Menge

Q = {ak
i , x

u
j | i, j ∈ N, k ∈ I, u ∈ Ij} ⊂ G

eine Quasibasis von G, falls gilt

(i) {xu
j | j ∈ N, u ∈ Ij} ist eine Basis der basic Untergruppe B mit

o(xu
j ) = pj für alle j ∈ N, u ∈ Ij;

(ii) G/B =
⊕

k∈I Ak, mit Ak = 〈ak
i + B | i ∈ N〉 ∼= Z(p∞), k ∈ I

und pak
i+1 + B = ak

i + B, für alle i ∈ N, k ∈ I;

(iii) o(ak
i ) = pi für alle i ∈ N, k ∈ I.

Man sieht leicht, dass gilt

G = 〈ak
i , x

u
j | i, j ∈ N, k ∈ I, u ∈ Ij〉.

Nach [3, 33.5] besitzt jede p-Gruppe eine Quasibasis, und diese defi-

niert eine Reihe von Gleichungen, die die korrespondierenden Relatio-

nen zwischen den Erzeugern beschreiben:

pak
i+1 = ak

i −
∑

j∈N

∑
u∈Ij

αk,u
i,j xu

j (i ∈ N, k ∈ I, αk,u
i,j ∈ Z).

Das Array α = (αk,u
i,j ) heißt korrespondierendes Relationsarray. Wegen

o(xu
j ) = pj werden wir o.B.d.A. 0 ≤ αk,u

i,j < pj annehmen.

Weiterhin wird eine Quasibasis Q = {ak
i , x

u
j | i, j ∈ N, k ∈ I, u ∈ Ij}

von G, die bzgl. der basic Untergruppe B =
⊕

j∈N,u∈Ij
〈xu

j 〉 definiert

ist, in der Kurzform Q = {ak
i , x

u
j } dargestellt. Die basic Untergrup-

pe B wird die korrespondierende basic Untergruppe genannt und im-

mer mit B bezeichnet. Mit den Elementen xu
j und ak

i in Q = {ak
i , x

u
j }

sind immer die Elemente, durch die die korrespondierenden Relationen

definiert sind, gemeint.
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Für eine Quasibasis Q = {ak
i , x

u
j } von G und ein n ∈ N wird die

Menge pnQ = {ck
i , y

u
j | i, j ∈ N, k ∈ I, u ∈ Ij+n} durch yu

j = pnxu
j+n

und ck
i = pnak

i+n definiert.

Lemma 2.8. Es sei Q = {ak
i , x

u
j } eine Quasibasis von G mit dem

Relationsarray α = (αk,u
i,j ). Dann ist pnQ für ein beliebiges n ∈ N eine

Quasibasis von pnG mit dem zugehörigen Array (αk,u
i+n,j+n).

Beweis. Es wird gezeigt, dass die Menge pnQ die Bedingungen (i)-(iii)

aus Definition 2.7 bzgl. der p-Gruppe pnG erfüllt. Da

pnB =
⊕

j∈N

⊕
u∈Ij+n

〈pnxu
j+n〉

eine basic Untergruppe von pnG ist und o(pnxu
j+n) = pj, o(pnak

i+n) = pi

gilt, sind die Bedingungen (i) und (iii) erfüllt. Mit pnG/pnB ∼= G/B ∼=⊕
|I| Z(p∞) und den Relationen

pn+1ak
i+n+1 = pnak

i+n −
∑

j∈N

∑
u∈Ij+n

αk,u
i+n,j+npnxu

j+n

ist auch die Bedingung (ii) erfüllt. Aus den obigen Relationen erhält

man das angegebene Array. ¥

Lemma 2.9. Ist Q = {ak
i , x

u
j } eine Quasibasis von G mit dem kor-

respondierenden Relationsarray α = (αk,u
i,j ), dann ist P = {ck

i , y
u
j } mit

xu
j = λu

j y
u
j und ck

i = λka
k
i für beliebige λk ∈ Zp \ pZp und λu

j ∈ Z \ pZ,

auch eine Quasibasis von G mit dem zugehörigen Relationsarray β =

(λkλ
u
j α

k,u
i,j ). Insbesondere definiert die Abbildung xu

j 7→ yu
j einen Auto-

morphismus der basic Untergruppe B =
⊕

j∈N,u∈Ij
〈xu

j 〉.
Beweis. Zu jedem λu

j ∈ Z \ pZ existiert genau ein yu
j ∈ 〈xu

j 〉, so dass

xu
j = λu

j y
u
j bzw. 〈xu

j 〉 = 〈λu
j y

u
j 〉 = 〈yu

j 〉 gilt. Somit ist xu
j 7→ yu

j ein

Automorphismus von B. Weiter gilt 〈ak
i +B | i ∈ N〉 = 〈ck

i +B | i ∈ N〉,
sowie

pck
i+1 = pλka

k
i+1 = λka

k
i −λk

∑

j∈N

∑
u∈Ij

αk,u
i,j xu

j = ck
i −

∑

j∈N

∑
u∈Ij

(λkλ
u
j α

k,u
i,j )yu

j .

Folglich erfüllt P die Bedingungen (i)-(iii) aus Definition 2.7 und das

zugehörige Array ist β = (λkλ
u
j α

k,u
i,j ). ¥
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3. Induktive Quasibasen

Definition 3.1. [4, 3.] Eine Quasibasis {ak
i , x

u
j } heißt induktiv, falls

die korrespondierenden Relationen die Form pak
i+1 = ak

i − bk
i mit i ∈ N,

k ∈ I besitzen, wobei bk
i ∈ Bi =

⊕
u∈Ii

〈xu
i 〉 ist, vgl. auch [1]. Weiterhin

nennt man ein Relationsarray α = (αk,u
i,j ) diagonal, falls αk,u

i,j = 0 ist

für i 6= j. Ein diagonales Array wird mit α = (αk,u
i ) = (αk,u

i,i ) bezeichnet.

Nach [4, Lemma 6] besitzt jede p-Gruppe eine induktive Quasibasis,

und das zugehörige Relationsarray ist diagonal. Eine induktive Qua-

sibasis Q = {ak
i , x

u
j } wird oft mit Q = {ak

i , B} oder Q = {ak
i ,

⊕
Bi}

bezeichnet, falls die Angabe der erzeugenden Elemente xu
i von B von

keiner wesentlichen Bedeutung ist.

Mit den beiden folgenden Lemmas zeigen wir einige spezifische Re-

lationen zwischen den Elementen, die eine induktive Quasibasis bilden.

Anschließend wird gezeigt, wie sich ein Relationsarray einer indukti-

ven Quasibasis verändern lässt, so dass dadurch die gleiche Gruppe

beschrieben wird.

Lemma 3.2. Es sei Q = {ak
i , x

u
j } eine induktive Quasibasis von G mit

den korrespondierenden Relationen pak
i+1 = ak

i −bk
i , i ∈ N, k ∈ I. Dann

gilt für ein beliebiges n ∈ N

pnak
i+n = ak

i −
n−1∑
r=0

prbk
i+r.

Beweis. Wir führen eine Induktion über n. Es gilt pak
i+1 = ak

i −bk
i . Wird

angenommen, dass die Behauptung für ein n ∈ N richtig ist, dann gilt

pn+1ak
i+n+1 = pnak

i+n − pnbk
i+n

= ak
i −

n−1∑
r=0

prbk
i+r − pnbk

i+n = ak
i −

n∑
r=0

prbk
i+r. ¥

Zwei Quasibasen Q = {ak
i , x

u
j } und P = {ck

i , y
u
j } einer p-Gruppe G

heißen verwandt, wenn sie die gleiche korrespondierende basic Unter-

gruppe B und die gleiche direkte Zerlegung B =
⊕

j∈NBj besitzen,

also wenn für alle j ∈ N
Bj =

⊕
u∈Ij

〈xu
j 〉 =

⊕
u∈Ij

〈yu
j 〉.
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Die zugehörigen Relationsarrays werden ebenfalls verwandt genannt.

Es ist zu beachten, dass die verwandten Quasibasen Q und P defi-

nitionsgemäß gleichmächtige Indexmengen besitzen. Daher kann man

o.B.d.A. anzunehmen, dass die Indexmengen aller zueinander verwand-

ten Quasibasen von G gleich sind.

Lemma 3.3. Es seien Q = {ak
i ,

⊕
Bi} und P = {ck

i ,
⊕

Bi} zwei ver-

wandte induktive Quasibasen von G mit den korrespondierenden Rela-

tionen ak
i − pak

i+1 = bk
i und ck

i − pck
i+1 = dk

i . Dann existiert zu jedem

k0 ∈ I eine normierte Nullfolge (λk, I), so dass zu jedem n ∈ N

dk0
i −

∑

k∈I

λkb
k
i ∈ pnBi

für fast alle i ∈ N gilt.

Beweis. Wegen G/B =
⊕

k∈I〈ak
i + B | i ∈ N〉 =

⊕
k∈I〈ck

i + B |
i ∈ N〉 ∼= ⊕

|I| Z(p∞) existiert nach Proposition 2.2 eine normierte

Nullfolge (λk, I), so dass ck0
n =

∑
k∈I λka

k
n + bn, bn ∈ B zu jedem n ∈ N

und für ein festes k0 ∈ I. Somit gilt für alle n ∈ N

dk0
n −

∑

k∈I

λkb
k
n = ck0

n − pck0
n+1 −

∑

k∈I

λk(a
k
n − pak

n+1) = bn − pbn+1 ∈ Bn,

weil Q und P induktiv sind. Die Elemente bn ∈ B besitzen die Form

bn =
∑

i∈N bn,i mit bn,i ∈ Bi. Es gilt zu jedem n ∈ N

bn − pbn+1 =
∑

i∈N
(bn,i − pbn+1,i)︸ ︷︷ ︸

∈Bi

∈ Bn,

d.h. bn,i − pbn+1,i = 0 für alle i ∈ N mit i 6= n. Folglich ist zu jedem

n ∈ N

bn,i = pbn+1,i = p2bn+2,i = ... = 0, falls i < n,

bn,i = pbn+1,i = p2bn+2,i = ... = pi−nbi,i, falls i ≥ n,

und somit

bn = bn,1 + ... + bn,n−1︸ ︷︷ ︸
=0

+bn,n + bn,n+1 + bn,n+2 + ...

= bn,n + pbn+1,n+1 + p2bn+2,n+2 + ... + prbn+r,n+r + ...



QUASIBASEN ABELSCHER, NICHTSEPARABLER p-GRUPPEN 13

Diese Summe ist endlich, also gilt für jedes n ∈ N die Gleichheit

prbn+r,n+r = 0, bzw. pn | bn+r,n+r, für fast alle r ∈ N0. Somit gilt

zu jedem n ∈ N
dk0

n+r −
∑

k∈I

λkb
k
n+r = bn+r − pbn+r

=
∑

m∈N0

pmbn+r+m,n+r+m −
∑

m∈N0

pm+1bn+r+m+1,n+r+m+1

= bn+r,n+r ∈ pnBn+r

für fast alle r ∈ N0, woraus die Behauptung folgt. ¥

Weiter sei Q = {ak
i , x

u
j } eine induktive Quasibasis von G mit den

korrespondierenden Relationen

ak
i − pak

i+1 =
∑
u∈Ii

αk,u
i xu

i = bk
i ∈ Bi.

Das zugehörige diagonale Relationsarray α = (αk,u
i ) wird in der Form

α = (αk)k∈I , α
k =




αk
1

αk
2

. . .


 und αk

i = (αk,u
i )u∈Ii

mit i ∈ N, αk,u
i ∈ Z dargestellt, wobei αk

i ∈ Z|Ii| als ein finites Tu-

pel und α als eine Folge diagonaler Matrizen αk zu betrachten ist. Zwei

diagonale Relationsarrays α = (αk,u
i ) und β = (βk,u

i ), die durch die glei-

chen Indexmengen definiert sind, was insbesondere bei zwei verwandten

Arrays der Fall ist, heißen fast gleich, wenn zu jedem k die Gleichung

αk
i = βk

i für fast alle i ∈ N erfüllt ist. Zwei induktive verwandte Quasi-

basen von G mit den zueinander fast gleichen Relationsarrays werden

fast gleich genannt. Das folgende Lemma zeigt, dass jedes Array β, das

zu einem Relationsarray α von G fast gleich ist, auch ein Relationsarray

von G darstellt.

Lemma 3.4. Es seien Q = {ak
i , x

u
j } eine induktive Quasibasis von G

mit dem Relationsarray α = (αk,u
i ) und ein beliebiges zu α fast gleiches

Array β gegeben. Dann existiert eine Quasibasis P = {ck
i , x

u
j } von G

mit dem Relationsarray β und ck
i = ak

i zu jedem k ∈ I für fast alle

i ∈ N.



14 ANDRIJA VODOPIVEC

Beweis. Es genügt zu zeigen, dass sich eine zu Q fast gleiche Quasibasis

{ck
i , x

k
i } von G mit dem Relationsarray β = (βk

i ) konstruieren lässt, so

dass die Gleichheiten αk
i = βk

i und ak
i = ck

i zu jedem k ∈ I bis auf

eine Stelle i = ik ∈ N erfüllt sind. Durch endlich viele Wiederholungen,

unabhängig für jedes k, dieses Verfahrens erhält man jede zu Q fast

gleiche Quasibasis P . Also sei ein Array β = (βk
i ), das zu α fast gleich

ist durch

βk
i =

{
(αk,u

i )u∈Ii
, falls i 6= ik

(zk,u)u∈Ii
, falls i = ik

definiert, wobei ik ∈ N und ein finites Tupel (zk,u | u ∈ Iik) ∈ Z|Iik
|

zu jedem k ∈ I beliebig gegeben sind. Wir zeigen, dass P = {ck
i , x

u
j |

i, j ∈ N, k ∈ I, u ∈ Ij} ⊂ G mit

ck
i =

{
ak

i + pik−i
∑

u∈Iik
(zk,u − αk,u

ik
)xu

ik
, falls i ≤ ik

ak
i , falls i > ik

für alle k ∈ I eine induktive Quasibasis von G ist, bzw. dass P die

Bedingungen (i)-(iii) aus Definition 2.7 erfüllt. Die Bedingungen (i)

und (iii) sind trivialerweise erfüllt. Da ck
i + B = ak

i + B für alle k ∈ I,

i ∈ N gilt, wird auch die Bedingung (ii) erfüllt. Weiter gilt für alle

k ∈ I

pck
i+1 = p


ak

i+1 + pik−i−1
∑
u∈Iik

(zk,u − αk,u
ik

)xu
ik




= ak
i −

∑
u∈Ii

αk,u
i xu

i + pik−i
∑
u∈Iik

(zk,u − αk,u
ik

)xu
ik

= ck
i −

∑
u∈Ii

αk,u
i xu

i , falls i < ik,

pck
ik+1 = pak

ik+1 = ak
ik
−

∑
u∈Iik

αk,u
ik

xu
ik

= ck
ik
−

∑
u∈Iik

(zk,u − αk,u
ik

)xu
ik
−

∑
u∈Iik

αk,u
ik

xu
ik

= ck
ik
−

∑
u∈Iik

zk,uxu
ik

,

pck
i+1 = pak

i+1 = ak
i −

∑
u∈Ii

αk,u
i xu

i = ck
i −

∑
u∈Ii

αk,u
i xu

i , falls i > ik.

Somit erhält man das angegebene Array β. ¥
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Lemma 3.5. Es seien Q = {ak
i , B} eine induktive Quasibasis von G

und J ⊆ I eine beliebige Untermenge. Weiter seien zu jedem k ∈ I \ J

Nullfolgen (λk
l | l ∈ J) gegeben. Dann ist P = {ck

i , B} mit

ck
i =

{
ak

i +
∑

l∈J λk
l a

l
i, falls k ∈ I \ J

ak
i , falls k ∈ J

eine induktive Quasibasis von G.

Beweis. Wir zeigen, dass P = {ck
i , B} eine Quasibasis von G ist bzw.

dass die Bedingungen (i)-(iii) aus Definition 2.7 erfüllt sind. Die Bedin-

gungen (i) und (iii) sind trivialerweise erfüllt. Nun zeigen wir, dass die

Bedingung (ii) auch erfüllt ist. Wegen ak
i = ck

i −
∑

k∈J λk
l c

l
i für k ∈ I \J

gilt natürlich 〈ak
i | k ∈ I, i ∈ N〉 = 〈ck

i | k ∈ I, i ∈ N〉. Folglich ist

G/B =
⊕

k∈I

〈ak
i + B | i ∈ N〉 =

∑

k∈I

〈ck
i + B | i ∈ N〉.

Bezeichnet man Ck = 〈ck
i +B | i ∈ N〉, so bleibt noch zu zeigen, dass die

Summe
∑

k∈I Ck direkt ist. Da Ck ∼= Z(p∞) trivialerweise gilt, können

wir ein beliebiges Element c ∈ ∑
k∈I Ck in der Form c =

∑
k∈I µkc

k
i +B,

µk ∈ Z für ein i ∈ N darstellen. Dann gilt

c =
∑

k∈I\J
µk

(
ak

i +
∑

l∈J

λk
l a

l
i

)
+

∑

k∈J

µka
k
i + B

=
∑

k∈I\J
µka

k
i +

∑

k∈J

∑

l∈I\J
µlλ

l
ka

k
i +

∑

k∈J

µka
k
i + B

=
∑

k∈I\J
µka

k
i +

∑

k∈J


 ∑

l∈I\J
µlλ

l
k + µk


 ak

i + B.

Ist c = 0 ∈ G/B, so ist pi | µk für alle k ∈ I \ J und

pi

∣∣∣∣


 ∑

l∈I\J
µlλ

l
k + µk




für alle k ∈ J . Es folgt pi | µk für alle k ∈ I. Also ist c = 0 ∈ G/B

nur für µkc
k
i = 0 erfüllt, d.h. die Summe

∑
k∈I Ck ist direkt. Somit

ist P eine Quasibasis von G. Da ck
i − ck

i+1 ∈ Bi trivialerweise gilt, ist P

induktiv. ¥
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Korollar 3.6. Es seien Q = {ak
i , B} eine induktive Quasibasis von G

und (λk, I) eine normierte Nullfolge. Definiert man

ck
i =

{ ∑
l∈I λla

l
i, falls k = k0

ak
i , falls k 6= k0

für ein beliebiges k0 ∈ I mit p - λk0, so ist P = {ck
i , B} eine induktive

Quasibasis von G.

Beweis. Nach Lemma 2.9 ist P̄ = {c̄k
i , B} mit c̄k0

i = λk0a
k0
i und c̄k

i = ak
i

für alle k 6= k0 auch eine Quasibasis von G. Insbesondere ist P̄ induktiv.

Wendet man nun Lemma 3.5 für die Quasibasis P̄ mit J = I \ {k0}
an, zeigt sich, dass die in Korollar angegebene Quasibasis P auch eine

induktive Quasibasis von G ist. ¥
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4. Konstruktion und Quasibasen von H2ω+1

Die verallgemeinerten Prüfergruppen Hσ der Länge σ werden durch

die folgenden Eigenschaften für alle Ordinalzahlen σ definiert (vgl. [3,

Kapitel 81]):

(i) pσHσ+1 ist zyklisch der Ordnung p und Hσ+1/p
σHσ+1

∼= Hσ;

(ii) Hσ =
⊕

ρ<σ Hρ, falls σ eine Limeszahl ist.

Insbesondere existiert die GruppeHσ zu jedem σ, vgl. auch [6, Satz 6.3].

In [4] wurde die verallgemeinerte Prüfergruppe Hω+n = 〈b0, b1, ...〉
der Länge ω + n, n ∈ N mit den definierenden Relationen pnb0 = 0,

pibi = b0 betrachtet. Weiter wurde eine induktive Quasibasis Q =

{ai, xi | i ∈ N} von Hω+n mit ai = pnbi und xi = bi − pbi+1 ermit-

telt, deren Relationsarray die folgende Form besitzt

α =




pn

pn

pn

. . .




.

Insbesondere ist
⊕

i∈N〈xi〉 ∼=
⊕

i∈N Z(pi) eine basic Untergruppe der

Gruppe Hω+n.

Nun berechnen wir alle Ulm-Kaplansky Invarianten von Hω+n. Es

ist leicht zu prüfen, dass prHω+n = 〈b0, p
rbr+1, p

rbr+2, ...〉 ∼= Hω+n für

alle r ∈ N und pωHω+n = 〈b0〉. Somit erhält man pσHω+n[p] = 〈pn−1b0〉
für alle 0 ≤ σ < ω + n, sowie

fσ(Hω+n) =

{
1, falls 0 ≤ σ < ω + n,

0, falls σ ≥ ω + n.

Bevor wir mit der Konstruktion der Gruppe H2ω+1 beginnen, be-

rechnen wir noch ihre Ulm-Kaplansky-Invarianten. Da basic Unter-

gruppen von Hω+n zu
⊕

i∈N Z(pi) isomorph sind, sind basic Untergrup-

pen von H2ω und somit auch von H2ω+1 zu
⊕

i∈N
⊕

ℵ0
Z(pi) isomorph.

Nach [3, 37. Ex 9] folgt fn(H2ω+1) = ℵ0 für alle n ∈ N0. Weiter gilt

pωH2ω+1

/
p2ωH2ω+1

∼= pωH2ω =
⊕

i∈N0

pωHω+i
∼=

⊕

i∈N0

Z(pi).
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Wegen p2ωH2ω+1
∼= Z(p) folgt pωH2ω+1

∼= ⊕
i∈N0

Z(pi). Somit erhält

man pω+nH2ω+1
∼= ⊕

i∈N0
Z(pi) für alle n ∈ N0, woraus

(
pω+nH2ω+1

)
[p]

/(
pω+n+1H2ω+1

)
[p] ∼= Z(p)

folgt. Also ist fω+n(H2ω+1) = 1 für alle n ∈ N0. Außerdem ist p2ωH2ω+1

∼= Z(p) und somit f2ω(H2ω+1) = 1. Also gilt

fσ(H2ω+1) =





ℵ0, falls 0 ≤ σ < ω,

1, falls ω ≤ σ ≤ 2ω

0, falls σ > 2ω.

In diesem Kapitel werden wir weiter die verallgemeinerte Prüfergrup-

pe H2ω+1 der Länge 2ω +1 konstruieren und eine induktive Quasibasis

ermitteln. Es sei H = 〈h0〉 ⊕ (
⊕

i,k∈N〈hk
i 〉) eine freie abelsche Gruppe

und

L = 〈ph0, p
khk

1 − h0, p
i−1hk

i − hk
1 | i, k ∈ N〉 ⊆ H

eine Untergruppe von H. Wir bezeichnen G = H/L = 〈g0, g
k
i | i, k ∈ N〉

mit g0 = h0 + L und gk
i = hk

i + L. Die definierenden Relationen von G
sind

pg0 = 0, pkgk
1 = g0 und pi−1gk

i = gk
1 für i, k ∈ N,

da pg0 = ph0 + L = 0 ∈ G, pkgk
0 = pkhk

1 + L = h0 + L = g0 und

pi−1gk
i = pi−1hk

i + L = hk
1 + L = gk

1 für i, k ∈ N.

Lemma 4.1. Es gilt

(i) Jedes l ∈ L besitzt die Form l = λ0h0 +
∑

i,k∈N λk
i h

k
i mit λ0 ∈ Z,

λk
i ∈ pi−1Z. Insbesondere gilt λk

1 ∈ pkZ, wenn l =
∑

k∈N λk
1h

k
1,

sowie h0 /∈ L;

(ii) Für ein beliebiges r ∈ N besitzt jedes g ∈ prG die Form

g =
∑

k∈N

(
µk

1g
k
1 +

∑
i>r

µk
i g

k
i

)

mit µk
1 ∈ Z und µk

i ∈ prZ für i > r.
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Beweis. (i) Es sei l ∈ L beliebig gegeben. Dann existieren α, βk, γk
i ∈ Z,

so dass

l = αph0 +
∑

k∈N
βk(pkhk

1 − h0) +
∑

i,k∈N
γk

i (pi−1hk
i − hk

1)

=

(
αp−

∑

k∈N
βk

)
h0 +

∑

k∈N

((
pkβk −

∑
i>1

γk
i

)
hk

1 +
∑
i>1

γk
i pi−1hk

i

)

= λ0h0 +
∑

i,k∈N
λk

i h
k
i

für geeignete λ0 ∈ Z und λk
i ∈ pi−1Z.

Es sei l =
∑

k∈N λk
1h

k
1 angenommen. Durch Koeffizientenvergleich

bei hk
i ergibt sich γk

i = 0 für i > 1, k ∈ N und somit λk
1 = pkβk

für k ∈ N. Also gilt λk
1 ∈ pkZ für alle k ∈ N.

Nun sei l = h0 angenommen. Durch Koeffizientenvergleich bei hk
i

ergibt sich γk
i = 0 für i > 1, k ∈ N und somit auch pkβk = 0 bzw.

βk = 0 für k ∈ N, sowie

1 = λ0 = αp−
∑

k∈N
βk = αp,

im Widerspruch zu α ∈ Z.

(ii) Es sei g ∈ prG für ein r ∈ N beliebig gegeben. Dann existieren

λk
i ∈ Z, so dass

g = pr

(
g0 +

∑

i,k∈N
λk

i g
k
i

)
=

∑

k∈N

( ∑
1≤i≤r

λk
i p

rgk
i +

∑
i>r

λk
i p

rgk
i

)

=
∑

k∈N

( ∑
1≤i≤r

λk
i p

r−i+1gk
1 +

∑
i>r

λk
i p

rgk
i

)

=
∑

k∈N

(
µk

1g
k
1 +

∑
i>r

µk
i g

k
i

)

für geeignete µk
1 ∈ Z und µk

i ∈ prZ für i > r. ¥

Im Folgenden wird gezeigt, dass G ∼= H2ω+1. Dazu wird zuerst ein

Lemma bewiesen.
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Lemma 4.2. Es gilt pωG = 〈gk
1 | k ∈ N〉 ∼= Hω+1.

Beweis. Zuerst wird gezeigt, dass pωG ⊆ 〈gk
1 | k ∈ N〉 gilt. Dazu sei

ein beliebiges Element g =
∑

i,k∈N λk
i g

k
i ∈ pωG mit λk

i ∈ Z gegeben.

Es existiert ein r ∈ N, so dass λk
i = 0 für alle i > r gilt. Da g ∈ prG

ist, existieren ganze Zahlen µk
1 ∈ Z und µk

i ∈ prZ für i > r nach

Lemma 4.1.(ii), so dass

g =
∑

i,k∈N
λk

i g
k
i =

∑

k∈N

(
µk

1g
k
1 +

∑
i>r

µk
i g

k
i

)
.

Folglich gilt

∑

i,k∈N
λk

i g
k
i −

∑

k∈N

(
µk

1g
k
1 +

∑
i>r

µk
i g

k
i

)

=
∑

k∈N

(
(λk

1 − µk
1)g

k
1 +

∑
1<i≤r

λk
i g

k
i −

∑
i>r

µk
i g

k
i

)
= 0 ∈ H/L.

Durch Koeffizientenvergleich in H bei hk
i (vgl. Darstellung 4.1.(i)) gilt

λk
i ∈ pi−1Z für 1 ≤ i ≤ r. Somit, und mit λk

i = 0 für i > r, existiert ein

λ̄k
i ∈ Z zu jedem λk

i , so dass λk
i = pi−1λ̄k

i . Es gilt

g =
∑

i,k∈N
λ̄k

i p
i−1gk

i =
∑

i,k∈N
λ̄k

i g
k
1 ∈ 〈gk

1 | k ∈ N〉.

Also ist pωG ⊆ 〈gk
1 | k ∈ N〉. Wegen gk

1 = pi−1gk
i für alle i, k ∈ N folgt

pωG = 〈gk
1 | k ∈ N〉. Andererseits ist g0 = pg1

1 ∈ 〈gk
1 | k ∈ N〉 mit

o(g0) = p, da g0 = h0 + L 6= 0 ∈ H/L nach Lemma 4.1.(i). Somit ist

〈gk
1 | k ∈ N〉 ∼= Hω+1, da die definierenden Relationen von g0, g

k
1 in G

identisch mit denen von Hω+1 sind. ¥

Lemma 4.3. Es gilt

fσ(G) = fσ(H2ω+1) =





ℵ0, falls 0 ≤ σ < ω,

1, falls ω ≤ σ ≤ 2ω

0, falls σ > 2ω,

für alle Ordinalzahlen σ, d.h. G ∼= H2ω+1.
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Beweis. Es gilt fσ(G) = ℵ0 für 0 ≤ σ < ω nach [3, 37. Ex 9]. Mit

Lemma 4.2 gilt weiter

(pω+nG)[p]/(pω+n+1G)[p] ∼= (pnHω+1)[p]/(pn+1Hω+1)[p] ∼= Z(p)

für alle n ∈ N0 und somit fσ(G) = 1 für ω ≤ σ < 2ω. Da pωG = 〈gk
1 |

k ∈ N〉 ∼= Hω+1 nach Lemma 4.2 ist, gilt p2ωG = 〈g0〉 ∼= Z(p) und

p2ω+1G = 0, d.h. f2ω(G) = 1 und fσ(G) = 0 für σ > 2ω. ¥

Um eine basic Untergruppe von G zu finden, wird

xk
i = gk

i+1 − pgk
i+2 ∈ G

für alle i, k ∈ N definiert. Weiter sei B = 〈xk
i | k, i ∈ N〉 definiert.

Lemma 4.4. Es gilt o(xk
i ) = pi und B =

⊕
i,k∈N〈xk

i 〉. Insbesondere

ist B eine basic Untergruppe von G.

Beweis. Wegen pixk
i = pigk

i+1 − pi+1gk
i+2 = gk

1 − gk
1 = 0 gilt o(xk

i ) ≤ pi.

Nun nehmen wir λxk
i = λgk

i+1− λpgk
i+2 = 0 für ein λ ∈ Z an. Dann gilt

λhk
i+1 − λphk

i+2 ∈ L, d.h. pi | λ nach Koeffizientenvergleich bei hk
i mit

Darstellung 4.1.(i). Also gilt o(xk
i ) = pi.

Wir zeigen zuerst, dass B =
⊕

i,k∈N〈xk
i 〉 gilt, bzw. dass {xk

i | i, k ∈ N}
ein p-unabhängiges System ist. Es sei ein beliebiges Element

∑

i,k∈N
λk

i x
k
i ∈ prG

mit 0 ≤ λk
i < pi für ein r ∈ N gegeben. Nach Lemma 4.1.(ii) gilt

∑

k∈N

(
µk

1g
k
1 +

∑
i>r

µk
i g

k
i

)
=

∑

i,k∈N
λk

i x
k
i =

∑

i,k∈N
λk

i (g
k
i+1 − pgk

i+2)

=
∑

i,k∈N
(λk

i − pλk
i−1)g

k
i+1

mit geeigneten µk
0 ∈ Z, µk

i ∈ prZ für i > r und λk
0 = 0. Folglich gilt

∑

i,k∈N
(λk

i − pλk
i−1)g

k
i+1 −

∑

k∈N

(
µk

1g
k
1 +

∑
i>r

µk
i g

k
i

)

=
∑

k∈N

(
−µk

1g
k
1 +

∑
1≤i<r

(λk
i − pλk

i−1)g
k
i+1 +

∑
i≥r

(λk
i − pλk

i−1 − µk
i+1)g

k
i+1

)

= 0 ∈ H/L.
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Durch Koeffizientenvergleich in H bei hk
i (vgl. Darstellung 4.1.(i)) folgt

(1) λk
i − pλk

i−1 ∈ piZ für alle 1 ≤ i < r,

(2) λk
i − pλk

i−1 − µk
i+1 ∈ piZ für alle i ≥ r.

Aus (1) erhält man rekursiv λk
i = 0 für alle 1 ≤ i < r, da λk

0 = 0 und

0 ≤ λk
i < pi gilt. Andererseits folgt λk

i − pλk
i−1 ∈ prZ für i ≥ r aus (2),

da µk
i+1 ∈ prZ. Da λk

r−1 = 0 ist, gilt rekursiv λk
i ∈ prZ für alle i ≥ r.

Also gilt
∑

i,k∈N λk
i x

k
i ∈ prG nur für pr | λk

i . Somit ist B =
⊕

i,k∈N〈xk
i 〉

und wegen der p-Unabhängigkeit, ist B rein in G.

Es bleibt noch nachzuweisen, dass G/B divisibel ist. Dazu ist es aus-

reichend zu zeigen, dass G/B ⊆ p(G/B) ist, da p(G/B) ⊆ G/B trivia-

lerweise erfüllt ist. Wird ein g = λ0g0 +
∑

i,k∈N λk
i g

k
i ∈ G mit λ0, λ

k
i ∈ Z

beliebig gegeben, so ist

g = λ0g0 +
∑

k∈N
λk

1g
k
1 +

∑

i,k∈N
λk

i+1(x
k
i + pgk

i+2)

= λ0pg
1
1 +

∑

k∈N
p

(
λk

1g
k
2 −

∑

i∈N
λk

i+1g
k
i+1

)
+

∑

i,k∈N
λk

i+1x
k
i .

Also gilt g + B ∈ p(G/B). ¥

Nun werden wir eine induktive Quasibasis von G ∼= H2ω+1 ermitteln.

Dazu sei definiert

a0
i = p2g1

i+1 und ak
i = pkgk

i+1 − pk+1gk+1
i+1 für k ∈ N.

Wir zeigen, dass o(ak
i ) = pi. Wegen pia0

i = p2g1
1 = pg0 = 0 und piak

i =

pkgk
1 − pk+1gk+1

1 = g0 − g0 = 0 für k ≥ 1 gilt o(ak
i ) ≤ pi. Weiter

wird gezeigt, dass pi−1ak
i 6= 0 für alle i ∈ N, k ∈ N0. Es gilt pi−1a0

i =

pg1
1 = g0 6= 0, da h0 /∈ L nach Lemma 4.1.(i). Wird 0 = pi−1ak

i =

pk−1gk
1 − pkgk+1

1 für k ≥ 1 angenommen, so ist pk−1hk
1 − pkhk+1

1 ∈ L

und folglich pk−1 ∈ pkZ nach Lemma 4.1.(i), ein Widerspruch. Also gilt

o(ak
i ) = pi für alle i ∈ N, k ∈ N0.

Insbesondere gilt a0
i − pa0

i+1 = p2g1
i+1 − p3g1

i+2 = p2x1
i ∈ B und

(1)
ak

i − pak
i+1 = pkgk

i+1 − pk+1gk+1
i+1 − pk+1gk+1

i+2 + pk+2gk+1
i+2

= pkxk
i − pk+1xk+1

i ∈ B
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für k ∈ N. Weiter sei Ak = 〈ak
i + B | i ∈ N〉 ⊆ G/B für alle k ∈ N0

definiert.

Lemma 4.5. Es gilt G/B =
⊕

k∈N0
Ak ∼= ⊕

ℵ0
Z(p∞).

Beweis. Da a0
1 = p2g1

2 = pg1
1 ∈ pωG und ak

1 = pk−1gk
1 − pkgk+1

1 ∈
pωG, sowie ak

1 6= 0 wegen o(ak
1) = p gilt, ist ak

i /∈ B. Somit und mit

ak
i − pak

i+1 ∈ B gilt Ak ∼= Z(p∞) für alle k ∈ N0.

Weiter wird gezeigt, dass G/B ⊆ ∑
k∈N0

Ak. Dazu sei gk
i ∈ G beliebig

für i, k ∈ N. Es gilt g1
1 = p2g1

3 = a0
2,

g1
i+1 = x1

i + px1
i+1 + p2g1

i+3 = x1
i + px1

i+1 + a0
i+2 (∗)

für i ∈ N und

gk
1 = pkgk

k+1 = pg1
k+1 −

k−1∑
r=1

(prgr
k+1 − pr+1gr+1

k+1)

= p(x1
k + px1

k+1 + a0
k+2)−

k−1∑
r=1

ar
k+1

für k ∈ N. Mit (∗) und

gk+1
i+1 =

k∑
r=0

(prgk+1
i+r+1 − pr+1gk+1

i+r+2) + pk+1gk+1
i+k+2

=
k−1∑
r=0

prxk+1
i+r − ak

i+k+1 + pkgk
i+k+1

gilt rekursiv gk
i +B ∈ ∑

k∈N0
Ak für alle i, k ∈ N, d.h. G/B =

∑
k∈N0

Ak.

Es bleibt noch zu zeigen, dass die Summe
∑

k∈N0
Ak direkt ist. Da

Ak ∼= Z(p∞) gilt, genügt es nachzuweisen, dass
∑

k∈N0
〈ak

1 + B〉 direkt

ist, bzw. dass a =
∑

k∈N0
ak

1 ∈ B mit 0 ≤ λk < p nur für λk = 0 zu

jedem k ∈ N0 erfüllt ist. Dazu sei a ∈ B angenommen, d.h.

a =
∑

k∈N0

λka
k
1 = λ0pg

1
1 +

∑

k∈N
λk(p

k−1gk
1 − pkgk+1

1 )

= (λ0p + λ1)g
1
1 +

∑

k∈N
(λk+1 − λk)p

kgk+1
1 ∈ B.

Dann gilt a = 0, da gk
1 ∈ pωG. Also ist

(λ0p + λ1)g
1
1 +

∑

k∈N
(λk+1 − λk)p

kgk+1
1 = 0 ∈ H/L
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Durch Koeffizientenvergleich in H bei hk
i (vgl. Darstellung 4.1 (i)) folgt

λk+1 − λk ∈ pZ für alle k ∈ N. Da λk = 0 für fast alle k ∈ N und

0 ≤ λk < p ist, gilt rekursiv λk = 0 für alle k ∈ N. Somit ist a =

λ0pg
1
1 = λ0g0 = 0 bzw. λ0h0 ∈ L, woraus λ0 = 0 folgt, da h0 6=

L nach Lemma 4.1.(i). Also ist λk = 0 für alle k ∈ N0, d.h. es gilt

G/B =
⊕

k∈N0
Ak. ¥

Der folgende Satz zeigt uns, dass H2ω+1 spezielle Relationsarrays

besitzt, nämlich Arrays (αk)k∈N0 mit den zueinander gleichen Diago-

nalelementen αk
i .

Satz 4.6. Die Menge Q = {ak
i , x

k
i | i ∈ N, k ∈ N0} ist eine induktive

Quasibasis von G ∼= H2ω+1 mit dem korrespondierenden Relationsarray

αk =




αk
1

αk
2

αk
3

. . .




,

wobei α0
i = (p2, 0, . . .) und αk

i = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k−1

, pk,−pk+1, 0, . . .) für alle

i, k ∈ N.

Beweis. Nach den Lemmas 4.4 und 4.5 erfüllt die Menge Q die Bedin-

gungen (i)-(iii) aus Definition 2.7. Mit

ak
i − pak

i+1 =

{
p2x1

i , falls k = 0

pkxk
i − pk+1xk+1

i , falls k 6= 0

(vgl. (1)) erhält man das angegebene Array. ¥
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5. Die Höhe von Quasibasen

Es sei B =
⊕

i∈NBi eine basic Untergruppe von G und sei BΠ =∏
i∈NBi. Jedes Element δ ∈ BΠ wird in der Form

δ = (b1, b2, ...) ∈ BΠ

dargestellt, wobei bi ∈ Bi für alle i ∈ N. Weiter wird mit h(δ̄) für ein

δ ∈ BΠ die Höhe von δ̄ = δ + B in BΠ/B bezeichnet. Wenn wir für ein

δ = (bi ∈ Bi | i ∈ N) ∈ BΠ mit hB(bi) die Höhe von bi in B bezeichnen,

so gilt

h(δ̄) = lim inf(hB(bi))i∈N.

Dabei ist noch zu beachten, dass hB(bi) = ∞ genau für bi = 0 und

hB(bi) ∈ {0, 1, ..., i− 1} für bi 6= 0 gilt.

Im Weiteren bezeichnen wir mit BΠ
0 ⊂ BΠ die Menge aller Elemente

δ ∈ BΠ mit der Eigenschaft, dass δ̄ ∈ BΠ/B von unendlicher Höhe in

BΠ/B ist. Debei ist zu beachten, dass BΠ
0 = B̂ die Komplettierung in

der p-adischen Topologie ist, vgl. auch [2]. Wir merken an, dass BΠ
0

eine Untergruppe von BΠ ist und dass B ⊆ BΠ
0 ⊆ BΠ gilt. Außerdem

ist zu beachten, dass ein δ = (bi ∈ Bi | i ∈ N) genau dann in BΠ
0

liegt, wenn limi→∞(hB(bi))i∈N = ∞. Die Gruppe BΠ
0 ist eine gemischte

Gruppe, denn für die beliebigen Elemente bi ∈ Bi mit hB(bi) = 0, d.h.

o(bi) = pi, ist beispielsweise

(b1, pb2, p
2b3, ...) ∈ BΠ

0

ein Element endlicher Ordnung, nämlich der Ordnung p, und

(p[i/2]bi | i ∈ N) = (b1, pb2, pb3, p
2b4, p

2b5, p
3b6, p

3b7, ...) ∈ BΠ
0

ein Element unendlicher Ordnung. Mit dem folgenden Lemma zeigen

wir, dass BΠ
0 /B = pω(BΠ/B) bzw. BΠ

0 = {δ ∈ BΠ | h(δ̄) = ∞} gilt.

Lemma 5.1. BΠ
0 /B = pω

(
BΠ/B

)
ist die maximale divisible Unter-

gruppe von BΠ/B. Insbesondere gilt tor
(
BΠ/B

)
= tor BΠ/B ⊂ BΠ

0 /B.

Beweis. Für ein beliebiges δ = (bi ∈ Bi | i ∈ N) ∈ BΠ
0 existiert ein

n ∈ N, so dass p | bi für alle i > n. Es gilt

δ + B = (0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
n

, bn+1, bn+2, ...) + B ∈ p
(
BΠ

0 /B
)
,
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woraus BΠ
0 /B ⊆ p

(
BΠ

0 /B
)

folgt. Somit ist BΠ
0 /B divisibel. Da BΠ

0 /B =

pω(BΠ/B) definitionsgemäß gilt, ist BΠ
0 /B sogar die maximale divisible

Untergruppe von BΠ/B.

Nun zeigen wir, dass tor
(
BΠ/B

)
= tor BΠ/B. Dazu ist ausreichend

nachzuweisen, dass δ̄ ∈ tor
(
BΠ/B

)
genau dann gilt, wenn δ ∈ tor BΠ.

Es gilt pnδ = 0 für ein n ∈ N, falls δ ∈ tor BΠ und somit pnδ̄ =

0 ∈ BΠ/B bzw. δ̄ ∈ tor
(
BΠ/B

)
. Ist andererseits δ̄ ∈ tor

(
BΠ/B

)
, so

existiert ein n ∈ N mit pnδ̄ = 0 ∈ BΠ/B, d.h. pnδ ∈ B. Folglich

existiert ein m ≥ n, so dass pmδ = 0 bzw. δ ∈ tor BΠ. Insbesondere

gilt tor BΠ/B ⊂ BΠ
0 /B, da tor BΠ ⊂ BΠ

0 . ¥

Das folgende Lemma gibt uns einige Rechenregeln für die Höhe h(δ̄),

δ ∈ BΠ, die eine Folgerung der in [3, Kapitel 37] angegebenen Rechen-

regeln für die sogenannte verallgemeinerte p-Höhe sind. In dieser Arbeit

beschränken wir uns jedoch auf die in 5.2 angegebenen Eigenschaften.

Lemma 5.2. Für die Elemente δ1, δ2 ∈ BΠ und λ ∈ Zp mit ‖λ‖ = p−n

gilt

(i) h(δ̄1 + δ̄2) ≥ min{h(δ̄1), h(δ̄2)},
(ii) h(δ̄1 + δ̄2) = h(δ̄1), falls h(δ̄1) < h(δ̄2),

(iii) h(λδ̄) = h(δ̄) + n.

Beweis. (i) und (ii) sind aus [3, Kapitel 37] bekannte Höheneigenschaften.

Eigenschaft (iii) gilt wegen

h(λδ̄) = h(pnλ̄δ̄) = h(λ̄δ̄) + n = h(δ̄) + n,

wobei λ̄ ∈ Zp \ pZp mit λ = pnλ̄. ¥

Nun kommen wir zu einer Notation, auf die viele weitere Ergebnisse

Bezug nehmen werden.

Notation 5.3. Für eine induktive Quasibasis Q = {ak
i ,

⊕
Bi} von G

mit den zugehörigen Relationen ak
i − pak

i+1 = bk
i ∈ Bi bezeichnen wir

δk = δk(Q) = (bk
1, b

k
2, ...) ∈ BΠ

und die Folge ∆Q = (δk | k ∈ I). Durch die Angabe der Folge ∆Q bzw.

der Elemente δk = (ak
i − pak

i+1 | i ∈ N) werden die korrespondierenden

Relationen von G bestimmt. Nun wird an Stelle des Relationsarrays
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von Q oft die Folge ∆Q betrachtet. Dabei werden die Höhe h(δ̄) der

Elemente δ ∈ 〈δk | k ∈ I〉 und der Wert

h(Q) = min{h(δ̄k) | k ∈ I} ∈ N0 ∪ {∞},

der die Höhe von Q genannt wird, von wesentlicher Bedeutung sein.

Weiter heißt ein Tupel der Form

δ =
∑

k∈I

λkδ
k =

(∑

k∈I

λkb
k
i

∣∣∣∣ i ∈ N
)

,

wobei (λk, I) eine Nullfolge ist, eine δ-Kombination von Q. Eine δ-

Kombination ist ein wohldefiniertes Element von BΠ, da jede ihrer

Komponenten eine endliche Summe ist. Die Menge aller δ-Kombination-

en von Q wird mit ∆(Q) bezeichnet. Für jede induktive Quasibasis Q

von G ist leicht zu zeigen, dass ∆(Q) ⊆ BΠ eine Untergruppe von BΠ

ist, weil
∑

k∈I λkδ
k = 0 für die Nullfolge (λk, I) = (0, 0, ...) gilt und weil

durch die Addition zweier Nullfolgen wieder eine Nullfolge entsteht.

Eine δ-Kombination δ =
∑

k∈I λkδ
k ∈ ∆(Q) wird normiert genannt,

falls (λk, I) eine normierte Nullfolge ist. Die Menge aller normierten

δ-Kombinationen bezeichnen wir mit ∆∗(Q). Die Bedeutung der δ-

Kombinationen bzw. der Menge ∆(Q) wird weiter unten, hauptsächlich

im nächsten Kapitel deutlich werden.

Beispiel 5.4. Wir werden für drei Quasibasen Q = {ak
i , x

u
i } aus den

zugehörigen Arrays die Höhe h(Q) ablesen. In allen drei Fällen geht

es um Quasibasen mit |I| = |Ii| = 1, d.h. B =
∑

i∈N Z(pi) und

G/B ∼= Z(p∞). Daher werden die Indizes k, u weggelassen und die

Höhe h(δ̄) = h(Q) betrachtet, wobei δ das einzige Folgenglied von ∆Q

ist. In [4, Kapitel 2 und 5] wurden die Quasibasen mit den folgenden

Arrays angegeben

(i) α =




pn

pn

pn

. . .




, δ = (pnx1, p
nx2, ...), h(δ̄) = n,
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(ii) α =




1

0

1

0
. . .




, δ = (x1, 0, x3, 0, ...), h(δ̄) = 1,

(iii) α =




1

p

p2

p3

. . .




, δ = (x1, px2, p
2x3, ...), h(δ̄) = ∞.

Im folgenden Beispiel werden wir für die im Satz 4.6 angegebene

induktive Quasibasis Q von G ∼= H2ω+1 die Folge ∆Q ermitteln und die

Höhen h(δ̄k(Q)), h(Q) berechnen.

Beispiel 5.5. Für die Quasibasis Q = {ak
i , x

k
i } von G ∼= H2ω+1 gilt

bk
i = ak

i − pak
i+1 =

{
p2x1

i , falls k = 0,

pk(xk
i − pxk+1

i ), falls k ∈ N,

nach Satz 4.6 und damit ∆Q = (δk = (bk
i |i ∈ N) | k ∈ N0), sowie

h(δ̄0) = h(δ0) = 2 und h(δ̄k) = h(δk) = k für k ∈ N. Außerdem ist

h(Q) = min{h(δ̄k) | k ∈ I} = h(δ̄1) = 1.

Mit dem folgenden Lemma wird gezeigt, dass für jedes δ ∈ ∆∗(Q)

eine zu Q verwandte Quasibasis P existiert, so dass δ ein Element der

Folge ∆P ist.

Lemma 5.6. Es seien eine induktive Quasibasis Q = {ak
i , B} von G

und ein δ =
∑

k∈I λkδ
k(Q) ∈ ∆∗(Q) gegeben. Dann existiert eine zu Q

verwandte Quasibasis P von G, so dass zu einem beliebig gewählten

k0 ∈ I mit p - λk0

δk(P ) =

{
δ, falls k = k0

δk(Q), falls k 6= k0.
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Beweis. Nach Korollar 3.6 existiert eine induktive Quasibasis P =

{ck
i , B} von G mit

ck
i =

{ ∑
l∈I λla

l
i, falls k = k0

ak
i , falls k 6= k0,

da p - λk0 . Insbesondere gilt δk(P ) = δk(Q) für k 6= k0 und

δk0(P ) =
∑

k∈I

λk(a
k
i − pak

i+1 | i ∈ N) =
∑

k∈I

λkδ
k(Q) = δ. ¥

Eine induktive Quasibasis Q von G heißt normiert, falls h(δ̄k) = h(Q)

für alle k ∈ I. Nun wird gezeigt, dass die Gruppe G eine normierte

Quasibasis P mit h(P ) = h(Q) besitzt.

Lemma 5.7. Zu jeder induktiven Quasibasis Q von G existiert eine

normierte zu Q verwandte Quasibasis P mit h(P ) = h(Q).

Beweis. Wir bezeichnen Q = {ak
i ,

⊕
Bi} und δk = δk(Q) für alle

k ∈ I. Um die Quasibasis P zu konstruieren, wählt man ein k0 ∈ I mit

h(δ̄k0) = h(Q) und definiert eine Untermenge J = {k ∈ I | h(δ̄k) 6=
h(Q)} ⊆ I. Es wird gezeigt, dass P = {ck

i ,
⊕

Bi} mit

ck
i =

{
ak

i , für k ∈ I \ J,

ak
i + ak0

i , für k ∈ J,

eine induktive Quasibasis von G ist. Die Menge P erfüllt trivialerweise

die Bedingungen (i) und (iii) aus Definition 2.7. Die Bedingung (ii)

wird ebenfalls wegen der folgenden Relationen erfüllt. Für k ∈ J ist

ck
i − pck

i+1 = ak
i − pak

i+1 + ak0
i − pak0

i+1 = bk
i + bk0

i ∈ Bi.

Daher gilt
⊕

k∈I

〈ck
i + B | i ∈ N〉

=

(⊕

k∈J

〈ak
i + ak0

i + B | i ∈ N〉
)
⊕


 ⊕

k∈I\J
〈ak

i + B | i ∈ N〉



=
⊕

k∈I

〈ak
i + B | i ∈ N〉.
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Somit ist P eine induktive Quasibasis von G mit

δk(P ) =

{
δk, für k ∈ I \ J,

δk + δk0 , für k ∈ J.

Nach Lemma 5.2 gilt

h(δ̄k(P )) = h(δ̄k + δ̄k0) = h(δ̄k0) = h(Q)

für alle k ∈ J , da h(δ̄k0) < h(δ̄k). Also ist h(δ̄k(P )) = h(Q) für alle

k ∈ I, d.h. P ist normiert mit h(P ) = h(Q). ¥

Satz 5.8. Verwandte induktive Quasibasen von G besitzen dieselbe

Höhe.

Beweis. Nach Lemma 5.7 genügt es zu zeigen, dass h(Q) = h(P ) für

zwei normierte zueinander verwandte Quasibasen Q = {ak
i ,

⊕
Bi} und

P = {ck
i ,

⊕
Bi} von G gilt. Es wird h(Q) > h(P ) ∈ N0 angenommen

und h = h(P ) bezeichnet. Außerdem bezeichnen wir bk
i = ak

i − pak
i+1,

dk
i = ck

i−pck
i+1. Zu einem festen k0 ∈ I existiert eine normierte Nullfolge

(λk, I) nach Korollar 3.6, so dass

dk0
i −

∑

k∈I

λkb
k
i ∈ pnBi

zu jedem n ∈ N und fast alle i ∈ N. Bezeichnet man δk0 = δk0(P ) =

(dk0
i | i ∈ N) und δ =

∑
k∈I λkδ

k(Q) = (
∑

k∈I λkb
k
i | i ∈ N), so

folgt h(δ̄k0 − δ̄) = lim inf(h(dk0
i − ∑

k∈I λkb
k
i )) = ∞ und nach Lem-

ma 5.2.(i), (ii) gilt

h(δ̄) = h(δ̄k0) = h.

Nun wird eine endliche nicht leere Menge J = {k ∈ I | ph+1 - λk} de-

finiert. Bezeichnet man δ1 =
∑

k∈J λkδ
k(Q) und δ2 =

∑
k∈I\J λkδ

k(Q),

so ist

h(δ̄1) ≥ min{h(λkδ̄
k(Q)) | k ∈ J} > h,

weil h(λkδ̄
k(Q)) ≥ h(δ̄k(Q)) = h(Q) > h für alle k ∈ J gilt. Anderer-

seits ist h(δ̄2) > h, da δ̄2 ∈ ph+1BΠ. Da h(δ̄1), h(δ̄2) > h gilt, ist

h = h(δ̄) = h(δ̄1 + δ̄2) ≥ min{h(δ̄1), h(δ̄2)} > h,

ein Widerspruch. Also ist h(Q) = h(P ). ¥
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6. Quasibasen reduzierter p-Gruppen

In diesem Kapitel wird gezeigt wie sich anhand einer gegebenen in-

duktiven Quasibasis von G bestimmen lässt, ob die Gruppe G separabel

bzw. reduziert ist.

Lemma 6.1. Es sei Q = {ak
i , B} eine induktive Quasibasis von G.

Dann ist jedes g ∈ G \ {0} mit o(g) = pj bzw. jedes g ∈ ∑
k∈I λka

k
j +B

mit einer endlichen Folge ganzer Zahlen (λk, I) genau dann von un-

endlicher Höhe in G, wenn ein n ∈ N mit

g = pn
∑

k∈I

λka
k
j+n = pn+1

∑

k∈I

λka
k
j+n+1 = pn+2

∑

k∈I

λka
k
j+n+2 = ...

existiert. Dann gilt insbesondere h(
∑

k∈I λkδ̄
k(Q)) ≥ j.

Beweis. Es sei ein g ∈ G \ {0} mit o(g) = pj gegeben. Da G/B =⊕
k∈I〈ak

i + B | i ∈ N〉 ∼= ⊕
|I| Z(p∞), existiert eine normierte Nullfolge

(λk, I) nach Proposition 2.2, so dass g ∈ ∑
k∈I λka

k
j + B. Nun sei g =∑

k∈I λka
k
j + b mit b ∈ ⊕

i<l Bi für ein l ∈ N bezeichnet und g ∈ pωG

angenommen. Dann gilt nach Lemma 3.2 für alle n ∈ N

g =
∑

k∈I

λka
k
j + b =

∑

k∈I

λk

(
pnak

j+n +
n−1∑
r=0

prbk
j+r

)
+ b ∈ pnG.

Folglich gilt

g − pn
∑

k∈I

λka
k
j+n =

n−1∑
r=0

∑

k∈I

λkp
rbk

j+r + b =

n+j−1∑
r=j

∑

k∈I

λkp
r−jbk

r + b

=
l−1∑
r=j

∑

k∈I

λkp
r−jbk

r + b

︸ ︷︷ ︸
∈Li<l Bi

+

n+j−1∑

r=l

∑

k∈I

λkp
r−jbk

r

︸ ︷︷ ︸
∈Br,r≥l

∈ pnB

für alle n ≥ l. Bezeichnet man br =
∑

k∈I λkp
r−jbk

r ∈ Br, gilt folglich

wegen der direkten Summe von B =
⊕

i∈NBi

l−1∑
r=j

br + b = 0
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und somit

n+j−1∑

r=l

br ∈ pnB für alle n ≥ l,

d.h. br = 0 für alle r ≥ l. Also gilt g = pn
∑

k∈J λka
k
j+n für alle n ≥ l.

Somit besitzt ein g ∈ pωG (sogar genau) die angegebene Form. Außer-

dem ist br =
∑

k∈I λkp
r−jbk

r = 0, d.h. pj | ∑
k∈I λkb

k
r , für alle r ≥ l.

Somit ist h(
∑

k∈I λkδ̄
k(Q)) ≥ j. ¥

Korollar 6.2. Es sei Q = {ak
i , B} eine induktive Quasibasis von G.

Dann gilt ak
i /∈ pωG zu jedem k ∈ I für alle i > h(δ̄k).

Beweis. Wir nehmen an, dass ein k ∈ I und ein j > h = h(δ̄k) mit

ak
j ∈ pωG existieren. Dann existiert nach Lemma 6.1 ein m ∈ N0 mit

ak
j = pnak

j+n für alle n ≥ m. Da unendlich viele i ∈ N mit ph+1 -
bk
i = ak

i − pak
i+1 ∈ Bi existieren, können wir o.B.d.A. ein n ≥ m mit

ph+1 - bk
j+n fixieren. Dann gilt nach Lemma 3.2

n∑
r=0

prbk
j+r = ak

j − pn+1ak
j+n+1 = 0.

Wegen direkter Zerlegung von B =
⊕

i∈NBi folgt prbk
j+r = 0 für alle

0 ≤ r ≤ n. Insbesondere ist pnbk
j+n = 0 bzw. pj | bk

j+n, ein Widerspruch

zu ph+1 - bk
j+n. Also gilt ak

j /∈ pωG. ¥

Satz 6.3. Es sei Q = {ak
i , B} eine induktive Quasibasis von G. Dann

sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(i) Die Gruppe G ist separabel;

(ii) h(δ̄) = 0 für alle δ ∈ ∆∗(Q);

(iii) h(δ̄) = 0 für alle δ ∈ 〈Q̂〉 \ p〈Q̂〉, wobei Q̂ = {δk(Q) | k ∈ I}.

Beweis. (i) =⇒ (ii),(iii): Es sei δ =
∑

k∈I λkδ
k ∈ ∆∗(Q) beliebig. Wird

h(δ̄) > 0 angenommen, existiert ein j ∈ N, so dass
∑

k∈I λkb
k
i ∈ pBi
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für alle i ≥ j. Somit und mit Lemma 3.2 ergibt sich für alle n ∈ N

0 6=
∑

k∈I

λkp
j−1ak

j =
∑

k∈I

λkp
j−1

(
pnak

j+n +
n−1∑
r=0

prbk
j+r

)

= pj+n−1
∑

k∈I

λka
k
j+n +

n−1∑
r=0

pj+r−1
∑

k∈I

λkb
k
j+r

︸ ︷︷ ︸
∈pj+rBj+r=0

= pj+n−1
∑

k∈I

λka
k
j+n.

Folglich ist
∑

k∈I λkp
j−1ak

j ∈ G \ {0} ein Element unendlicher Höhe

bzw. G nicht separabel. Also gilt (i) ⇒ (ii). Da 〈Q̂〉 \ p〈Q̂〉 ⊆ ∆∗(Q) ist

und δ ∈ ∆∗(Q) beliebig gewählt wurde, gilt auch (i) ⇒ (iii).

(ii) =⇒ (i): Angenommen, G ist nicht separabel, d.h. es existiert ein

g ∈ G \ {0} mit h(g) = ∞. Es sei o(g) = pj. Nach Lemma 6.1 existiert

eine normierte Nullfolge (λk, I) mit h(
∑

k∈I λkδ̄
k) ≥ j > 0.

(iii) =⇒ (ii): Angenommen, es existiert ein δ =
∑

k∈I λkδ
k ∈ ∆∗(Q)

mit h(δ̄) > 0. Bezeichnet man δ1 =
∑

k∈I0
λkδ

k und δ2 =
∑

k∈I\I0 λkδ
k,

wobei I0 = {k ∈ I | p - λk} 6= ∅, so gilt δ1 ∈ 〈Q̂〉 \ p〈Q̂〉 und h(δ̄2) > 0.

Folglich gilt

ĥ(δ̄1) = h(δ̄ − δ̄2) ≥ min{h(δ̄), h(δ̄2)} > 0.

Also existiert ein δ1 ∈ 〈Q̂〉 \ p〈Q̂〉 mit h(δ̄1) > 0, falls ein δ ∈ ∆∗(Q)

mit h(δ̄) > 0 existiert. ¥

Mit dem folgenden Lemma wird gezeigt, wie sich anhand eines ge-

gebenen δ ∈ ∆∗(Q) mit h(δ̄) = ∞ eine divisible Untergruppe von G

konstruieren lässt.

Lemma 6.4. Es seien Q = {ak
i , B} eine induktive Quasibasis von G

und δ =
∑

k∈I λkδ
k ∈ ∆(Q)∗ mit h(δ̄) = ∞. Dann existiert eine streng

monoton steigende Folge (ni)i∈N natürlicher Zahlen, so dass 〈di ∈ G |
i ∈ N〉 ∼= Z(p∞) mit di = pdi+1 = pni

∑
k∈I λka

k
i+ni

6= 0 für i ∈ N und

pd1 = 0.

Beweis. Da h(δ̄) = ∞ gilt, existiert eine streng monoton steigende

Folge (ni)i∈N natürlicher Zahlen, so dass pi | ∑k∈I λkb
k
n für alle n ≥ ni.
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Nun wird di = pni
∑

k∈I λka
k
i+ni

für alle i ∈ N definiert. Es gilt pd1 =

pn1+1
∑

k∈I λka
k
n1+1 = 0 und mit Lemma 3.2 für alle i ∈ N

pdi+1 = pni+1+1
∑

k∈I

λka
k
i+ni+1+1

= pni+(ni+1−ni+1)
∑

k∈I

λka
k
i+ni+(ni+1−ni+1)

= pni

∑

k∈I

λka
k
i+ni

︸ ︷︷ ︸
=di

−
ni+1−ni∑

r=0

pni+r
∑

k∈I

λkb
k
i+ni+r

︸ ︷︷ ︸
∈piBi+ni+r

= di.

Also ist 〈di ∈ G | i ∈ N〉 ∼= Z(p∞). Da (λk, I) normiert ist, gilt

o(di) = pi, d.h. di 6= 0, für alle i ∈ N. ¥

Lemma 6.5. Es sei Q = {ak
i , B} eine induktive Quasibasis von G.

Ist G nicht reduziert mit einer divisiblen Untergruppe 0 6= D ≤ G,

dann existiert ein δ =
∑

k∈I λkδ
k ∈ ∆∗(Q) mit h(δ̄) = ∞, so dass

D ⊆ 〈∑k∈I λka
k
i | i ∈ N〉.

Beweis. Es sei G nicht reduziert mit einer divisiblen Untergruppe D =

〈gi ∈ G | i ∈ N〉 ∼= Z(p∞) mit pg1 = 0, pgi+1 = gi 6= 0. Da Z(p∞) ∼=
〈gi +B | i ∈ N〉 ⊆ ⊕

k∈I G/B existiert eine normierte Nullfolge (λk, I),

so dass gi ∈
∑

k∈I λka
k
i + B, für alle i ∈ N nach Proposition 2.2 gilt.

Folglich gilt für jedes i ∈ N nach Lemma 6.1

gi = pn
∑

k∈I

λka
k
i+n für fast alle n ∈ N.

Somit gilt zu jedem i ∈ N und für fast alle n ∈ N
0 = gi − pgi+1 = pn

∑

k∈I

λk(a
k
i+n − pak

i+n+1) = pn
∑

k∈I

λkb
k
i+n ∈ pnBi+n,

d.h. pi | ∑k∈I λkb
k
i+n für fast alle n ∈ N. Folglich ist h(

∑
k∈I λkδ̄

k) = ∞.

Insbesondere gilt D = 〈gi ∈ G | i ∈ N〉 ⊆ 〈∑k∈I λka
k
i | i ∈ N〉. ¥

Satz 6.6. Es sei Q = {ak
i , B} eine induktive Quasibasis von G. Dann

sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(i) Die Gruppe G ist reduziert;

(ii) h(δ̄) < ∞ für alle δ ∈ ∆(Q);

(iii) h(δ̄) < ∞ für alle δ ∈ ∆∗(Q).
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Beweis. (i) ⇐⇒ (iii): Das ist eine direkte Folgerung von Lemmata 6.4

und 6.5.

(ii) ⇐⇒ (iii): Es gilt ∆∗(Q) ⊂ ∆(Q). Existiert andererseits ein Ele-

ment δ =
∑

k∈I λkδ
k ∈ ∆(Q) mit h(δ̄) = ∞, für das wir eine normierte

Nullfolge (λk, I) durch λk = pnλ̄k für ein n ∈ N definieren werden, so

gilt nach Lemma 5.2.(iii)

∞ = h(δ̄) = n + h(
∑

k∈I

λ̄kδ̄
k).

Somit ist h(
∑

k∈I λ̄kδ̄
k) = ∞, wobei

∑
k∈I λ̄kδ

k ∈ ∆∗(Q). ¥
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7. Quasibasen und die erste Ulm-Untergruppe

In diesem Kapitel werden wir anhand einer gegebenen Quasibasis

von G einige Eigenschaften der ersten Ulm-Untergruppe pωG ableiten.

Dazu führen wir einen bestimmten Typ von Quasibasen, nämlich die

sogenannte bereinigte Quasibasis, der Gruppe G ein, der weiterhin als

ein wesentliches Hilfsmittel verwendet wird.

Es sei ein δ ∈ BΠ =
∏

j∈NBj für eine basic Untergruppe B =⊕
i∈NBi von G bereinigt genannt, falls

h(δ̄) = h(δ)

gilt, wobei h(δ) die Höhe von δ in BΠ bezeichnet. Definitionsgemäß

ist jedes δ ∈ BΠ mit h(δ̄) = 0 bereinigt. Für ein bereinigtes δ = (bi |
i ∈ N) ∈ BΠ mit h(δ̄) = n ∈ N gilt bi ∈ pnB für alle i ∈ N und somit

b1 = ... = bn = 0, sowie bi /∈ pn+1Bi für unendlich viele i > n. Ist

δ ∈ BΠ mit h(δ̄) = ∞ bereinigt, so ist δ = (0, 0, ...) = 0. Es ist zu

beachten, dass zu jedem δ ∈ BΠ mit h(δ̄) < ∞ ein bereinigtes δ′ ∈ BΠ

mit δ ≡ δ′ modulo B existiert.

Für eine induktive Quasibasis Q von G werden wir in diesem Kapitel

insbesondere die Elemente δk = δk(Q) mit h(δ̄k) = ∞ betrachten. Dazu

wird I∞ = {k ∈ I | h(δ̄k) = ∞} bezeichnet. Weiter heißt eine induktive

Quasibasis Q von G bereinigt, wenn jedes δk(Q) bereinigt ist. Falls Q

bereinigt ist, gilt insbesondere δk = 0 für alle k ∈ I∞. Das folgende

Lemma zeigt, dass jede p-Gruppe eine bereinigte Quasibasis besitzt.

Lemma 7.1. Für jede induktive Quasibasis Q = {ak
i , B} von G exi-

stiert eine zu Q verwandte bereinigte Quasibasis P , so dass δk(P ) ≡
δk(Q) modulo B für k ∈ I \ I∞. Insbesondere gilt h(δk(P )) = h(δk(Q))

für alle k ∈ I.

Beweis. Nach Lemma 6.4 existiert zu jedem k ∈ I∞, d.h. h(δ̄k) = ∞,

eine streng monoton steigende Folge (nk
i )i∈N, so dass 〈dk

i ∈ G | i ∈ N〉 ∼=
Z(p∞) mit dk

i = pnk
i ak

i+nk
i

für alle k ∈ I∞ gilt. Weiter wird gezeigt, dass

die Menge Q′ = {ck
i , B} mit

ck
i =

{
ak

i , falls k ∈ I \ I∞,

dk
i , falls k ∈ I∞,
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eine Quasibasis von G ist bzw. dass die Eigenschaften (i)-(iii) aus

Definition 2.7 erfüllt sind. Wir werden nur die Eigenschaft (ii) zei-

gen, da (i) und (iii) trivialerweise erfüllt sind. Dazu bezeichnen wir

Ak = 〈ak
i + B | i ∈ N〉 für k ∈ I \ I∞ und Dk = 〈dk

i + B | i ∈ N〉
für k ∈ I∞. Da Z(p∞) ∼= Dk ⊆ Ak ∼= Z(p∞) gilt, ist Dk = Ak für

alle k ∈ I∞. Somit gilt

G/B =
⊕

k∈I

Ak =
⊕

k∈I\I∞
Ak ⊕

(⊕

k∈I∞

Dk

)
.

Folglich ist Q′ eine Quasibasis von G. Außerdem ist Q′ induktiv, da Q

induktiv ist. Nach Lemma 3.4 existiert eine zu Q′ verwandte und fast

gleiche Quasibasis P , wobei die Elemente δk(P ), die mit δk(Q′) bis auf

endlich viele Komponenten zueinander gleich sind, beliebig vorgegeben

werden können. Also können wir die Quasibasis P so wählen, dass P

mit δk(P ) = δk(Q′) = 0 ∈ BΠ für k ∈ I∞ und δk(P ) ≡ δk(Q′) =

δk(Q) modulo B für k ∈ I \ I∞ bereinigt ist. Natürlich gilt h(δk(P )) =

h(δk(Q)) für alle k ∈ I. ¥

Nun zeigen wir noch einige Eigenschaften bereinigter Quasibasen.

Lemma 7.2. Es sei Q = {ak
i , B} eine bereinigte Quasibasis von G.

Dann gilt

(i) ak
i = ph(δk)−iak

h(δk)
für h(δk) < ∞, falls 1 ≤ i ≤ h(δk),

(ii) ak
h(δk)

= pi−h(δk)ak
i für alle i ≥ h(δk),

(iii) 〈ak
i | i ∈ N〉 ∼= Z(p∞) für alle k ∈ I∞,

(iv) 〈ak
i | k ∈ I, 1 ≤ i ≤ h(δk)〉 ⊆ pωG,

(v) ak
i ∈ pω+h(δk)−iG für h(δk) < ∞, falls 1 ≤ i ≤ h(δk).

Beweis. (i) Da Q bereinigt ist, gilt bk
i = ak

i − pak
i+1 = 0, da bk

i ∈
ph(δk)Bi = 0, falls 0 < i ≤ h(δk) < ∞. Folglich ist ak

i = ph(δk)−iak
h(δk)

.

(ii) Da bk
i ∈ ph(δk)Bi, gilt nach Lemma 3.2 für alle i ≥ h(δk)

ak
h(δk) = pi−h(δk)ak

i +

i−h(δk)−1∑
r=0

prbk
h(δk)+r︸ ︷︷ ︸
=0

= pi−h(δk)ak
i .

(iii) Ist k ∈ I∞, so gilt δk = (bk
i | i ∈ N) = 0. Somit ist 〈ak

i | i ∈ N〉
∼= Z(p∞).
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(iv) Es gilt ak
i ∈ pωG für alle k ∈ I∞ und i < h(δk) = ∞ nach (iii).

Andererseits ist ak
h(δk)

∈ pωG für k /∈ I∞ nach (ii) und somit ak
i ∈ pωG

für 1 ≤ i ≤ h(δk) nach (i).

(v) Da ak
h(δk)

∈ pωG nach (iv) und ak
i = ph(δk)−iak

h(δk)
nach (i) für alle

1 ≤ i ≤ h(δk) < ∞ gilt, ist ak
i von der Höhe ≥ h(δk) − i in pωG. Also

ist ak
i ∈ pω+h(δk)−iG. ¥

Lemma 7.3. Es sei Q = {ak
i , B} eine induktive Quasibasis von G.

Dann gilt (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii) mit

(i) Es existiert ein δ ∈ ∆∗(Q) mit j = h(δ̄) ∈ N,

(ii) Es existiert ein g ∈ pωG mit o(g) = pj,

(iii) Es existiert ein δ ∈ ∆∗(Q) mit h(δ̄) ≥ j.

Beweis. (i)=⇒(ii): Es sei δ ∈ ∆∗(Q) mit j = h(δ̄) ∈ N. Dann existiert

eine induktive Quasibasis P von G nach Lemma 5.6, so dass δ = δk(P )

für ein k ∈ I. Nach Lemma 7.1 können wir o.B.d.A. annehmen, dass P

bereinigt ist. Dann gilt j = h(δ̄) = h(δ). Somit ist ak
j ∈ pωG nach

Lemma 7.2.(iv). Insbesondere gilt o(ak
j ) = pj.

(ii)=⇒(iii): Nach Lemma 6.1 besitzt jedes g ∈ pωG mit o(g) = pj die

Form g = pn
∑

k∈I λka
k
j+n für ein n ∈ N und eine normierte Nullfolge

(λk, I), wobei h(δ̄) ≥ j mit δ̄ = h(
∑

k∈I λkδ̄
k) gilt. ¥

Nun geben wir eine notwendige und hinreichende Bedingung für

die endliche Länge der ersten Ulm-Untergruppe pωG einer reduzierten

Gruppe G an.

Satz 7.4. Es sei Q = {ak
i , B} eine induktive Quasibasis einer reduzier-

ten Gruppe G. Die Gruppe pωG ist von der Länge n ∈ N0 genau dann,

wenn n = max{h(δ̄) | δ ∈ ∆∗(Q)} ∈ N0.

Beweis. Es sei n = max{h(δ̄) | δ ∈ ∆∗(Q)} ∈ N0 und δ ∈ ∆∗(Q) mit

h(δ̄) = n. Ist n = 0, so ist G separabel bzw. pωG = 0 nach Satz 6.3. Ist

n ∈ N, so existiert ein g ∈ pωG mit o(g) = pn nach Lemma 7.3. Folglich

ist pω+mG 6= 0 für alle m < n. Ist pω+nG 6= 0, so existiert ein g ∈ pωG

mit o(g) > pn und somit existiert nach Lemma 7.3 ein δ ∈ ∆∗(Q) mit

h(δ̄) > n, ein Widerspruch. Also ist pωG von der Länge n.

Nun sei pωG von der Länge n ∈ N0, d.h. für jedes g ∈ pωG gilt

o(g) ≤ pn. Da G reduziert ist, sind alle δ̄ mit δ ∈ ∆∗(Q) von endlicher
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Höhe nach Satz 6.6. Wäre n < h(δ̄) < ∞, so hätte nach Lemma 7.3

ein g ∈ pωG mit o(g) = ph(δ̄) > pn existiert, ein Widerspruch. Also

ist max{h(δ̄) | δ ∈ ∆∗(Q)} ≤ n. Andererseits existiert mindestens ein

g ∈ pωG mit o(g) = pn, d.h. es existiert ein δ ∈ ∆∗(Q) mit h(δ̄) ≥ n

nach Lemma 7.3. Also ist n = max{h(δ̄) | δ ∈ ∆∗(Q)} ∈ N0. ¥

Mit dem folgenden Beispiel wird Satz 7.4 auf die, in Kapitel 4 ange-

gebenen Gruppen Hω+n und G ∼= H2ω+1, angewendet.

Beispiel 7.5. Für die Gruppe Hω+n wurde eine Quasibasis Q mit

|I| = 1 und ∆∗(Q) = {λδ | λ ∈ Zp \ pZp, δ = (pn, pn, ...)} angegeben.

Es gilt h(λδ̄) = h(δ̄) = n ∈ N für alle λδ ∈ ∆∗(Q) nach Lemma 5.2.(iii).

Somit ist max{h(δ̄) | δ ∈ ∆∗(Q)} = n ∈ N, bzw. ist die Gruppe Hω+n

von der Länge ω + n nach Satz 7.4.

Nun betrachten wir die Quasibasis Q von G mit ∆Q = (δk | k ∈ N0)

und h(δ̄k) = k − 1 für k ∈ N (vgl. Beispiel 5.5). Somit ist max{h(δ̄) |
δ ∈ ∆∗(Q)} = ∞, d.h. die Gruppe G ist nicht von der Länge ω + n,

n ∈ N0 nach Satz 7.4, bzw. ist von der Länge ≥ 2ω.

Im Weiteren sei die Gruppe G nicht reduziert mit einer beliebigen

divisiblen Untergruppe D. Nach [3, 21.3] ist D ein direkter Summand

von G. Durch G = G′ ⊕ D wird ein Komplement G′ ⊆ G definiert.

Falls D die maximale divisible Untergruppe von G ist, ist G′ reduziert.

Weiterhin wird die Gruppe D für eine Indexmenge J mit |J | = rg D

in der Form D =
⊕

k∈J〈ak
i | i ∈ N〉 ∼= ⊕

|J | Z(p∞) dargestellt, wobei

pak
1 = 0 und pak

i+1 = ak
i . Falls D = 0, wird J = ∅ vereinbart.

Ist weiter Q′ = {ak
i , B | k ∈ J ′} eine beliebige (induktive) Quasibasis

von G′, so ist leicht zu zeigen, dass Q = {ak
i , B | k ∈ I} mit I = J ∪ J ′

eine (induktive) Quasibasis von G ist. Dabei ist zu beachten, dass

G/B ∼=
(
G′/B

)⊕D

=
⊕

k∈J ′
〈ak

i + B | i ∈ N〉 ⊕
(⊕

k∈J

〈ak
i | i ∈ N〉

)

∼=
⊕

|I|
Z(p∞)

gilt. Diesen Sachverhalt werden wir im Folgenden oft anwenden.
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Ein diagonales Relationsarray α = (αk) bzgl. einer induktiven Qua-

sibasis Q von G heißt klein, falls h(δ̄(Q)) = ∞ für alle k ∈ I, d.h.

h(Q) = ∞ (vgl. Kapitel 5). Der Begriff eines kleinen Relationsarrays

wurde schon in [4, Kapitel 3] definiert bzgl. einer beliebigen, nicht un-

bedingt induktiven, Quasibasis von G, vgl. auch [5]. Die obige Defini-

tion eines kleinen Relationsarrays ist für diagonale Arrays, also für in-

duktiven Quasibasen äquivalent zur in [4] angegebenen Definition. Der

folgende Satz entspricht der Proposition [4, 11] und wird mit einem

neuen Beweis gegeben, nämlich durch die Betrachtung der Elemente

δk = δk(Q) und ihrer Höhen h(δ̄k).

Satz 7.6. Eine basic Untergruppe B von G ist genau dann ein direkter

Summand von G, wenn eine (und somit jede) induktive Quasibasis Q =

{ak
i , B} von G unendliche Höhe hat.

Beweis. Zuerst sei G = B ⊕ D für eine basic Untergruppe B und die

maximale divisible Untergruppe D von G angenommen. Wegen D ∼=
G/B ∼= ⊕

Z(p∞), besitzt die Gruppe D die Form D =
⊕

k∈I〈ak
i ∈ G |

i ∈ N〉 mit pak
1 = 0, pak

i+1 = ak
i 6= 0 für alle i ∈ N, wobei I eine

Indexmenge mit |I| = rg(G/B) ist. Natürlich ist Q = {ak
i , B} eine

induktive Quasibasis von G. Insbesondere gilt δk(Q) = (ak
i − pak

i+1 |
i ∈ N) = 0 ∈ BΠ für alle k ∈ I, d.h. h(Q) = ∞. Weiter sei B =

⊕
Bi

eine beliebige Zerlegung von B. Mit dem oben gezeigten, existiert eine

Quasibasis Q′ = {a′ki ,
⊕

Bi} von G mit h(Q) = ∞. Dann ist jede

zu Q′ verwandte Quasibasis von unendlicher Höhe nach Satz 5.8. Da

dies für eine beliebige Zerlegung B =
⊕

Bi gilt, ist insbesondere jede

Quasibasis Q = {ak
i , B} von G von unendlicher Höhe.

Sei nun umgekehrt Q = {ak
i , B} eine beliebige induktive Quasibasis

von G mit h(δ̄k(Q)) = ∞ für alle k ∈ I. Dann existieren nach Lem-

ma 6.5 die Elemente dk
i ∈ G, so dass 〈dk

i | i ∈ N〉 ∼= Z(p∞) für alle

k ∈ I und
⊕

k∈I

〈dk
i + B | i ∈ N〉 =

⊕

k∈I

〈ak
i + B | i ∈ N〉 = G/B.

Bezeichnet man D =
⊕

k∈I〈dk
i | i ∈ N〉, so ist also G = B + D.

Außerdem ist B ∩ D = 0 wegen D ∼= ⊕
|I| Z(p∞). Somit gilt G =

B ⊕D. ¥
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Falls eine basic Untergruppe B ⊆ G ein direkter Summand von G

mit G = B ⊕D ist, wird noch angemerkt, dass pωG = D gilt. Für die

maximale divisible Untergruppe D von G gibt uns das folgende Lemma

eine notwendige und hinreichende Bedingung für pωG = D an.

Satz 7.7. Die erste Ulm-Untergruppe pωG von G ist genau dann die

maximale divisible Untergruppe von G, wenn eine induktive Quasibasis

Q = {ak
i , B} von G existiert, so dass die Folge

(
δ̄k(Q) | k ∈ I \ I∞

)

in BΠ/B p-unabhängig ist.

Beweis. Es sei Q = {ak
i , B} eine beliebige induktive Quasibasis von G.

Wegen Lemma 7.1 können wir o.B.d.A. annehmen, dass Q bereinigt

ist. Mit D ⊆ pωG bezeichnen wir weiter die maximale divisible Unter-

gruppe von G. Ist D $ pωG, so existiert ein Element g ∈ pωG \ D

und sei o(g) = pj für ein j ∈ N. Nach Lemma 6.1 existiert eine

normierte Nullfolge (λk, I) mit g = pn
∑

k∈I λka
k
j+n für ein n ∈ N

und h(
∑

k∈I λkδ̄
k) ≥ j. Mit Lemma 5.2 folgt h(

∑
k∈I\I∞ λkδ̄

k) ≥ j.

Nun wird aus Notationsgründen J = {k ∈ I \ I∞ | pj - λk} ge-

setzt. Es gilt J 6= ∅, da sonst g = pn
∑

k∈I∞ λka
k
j+n = 0 wäre. Al-

so ist 0 < |J | < ∞, da (λk, I) eine Nullfolge ist. Weiter ergibt sich

h(
∑

k∈J λkδ̄
k) ≥ j nach Lemma 5.2, da h(

∑
k∈I\I∞ λkδ̄

k) ≥ j. Somit ist

die Folge
(
δ̄k(Q) | k ∈ J

)
p-abhängig in BΠ/B.

Ist nun pωG = D, so ist die Gruppe G′ mit G = G′⊕D separabel. Es

seien weiter Q′ = {ak
i , B | k ∈ J ′} mit |J ′| = rg(G′/B) eine induktive

Quasibasis von G′ und D =
⊕

k∈J〈ak
i ∈ G | i ∈ N〉 ∼= ⊕

|J | Z(p∞)

für eine Indexmenge J . Dann ist Q = {ak
i , B | k ∈ I = J ∪ J ′} eine

induktive Quasibasis von G. Nach Satz 6.3 ist insbesondere die Folge(
δ̄k(Q) | k ∈ J ′ = I \ I∞

)
p-unabhängig in BΠ/B, da G′ separabel

ist. ¥
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8. Quasibasen und die Ulm-Kaplansky Invarianten

Ist B =
⊕

i∈N
⊕

u∈Ii
〈xu

i 〉 ∼=
⊕

i∈N
⊕

|Ii| Z(pi) eine basic Untergruppe

von G, so gilt für die Ulm-Kaplansky Invarianten fi(G) = |Ii+1| für

alle i ∈ N0 nach [3, 37. Ex 9]. In diesem Kapitel werden wir weiter

zeigen, wie sich anhand einer gegebenen induktiven Quasibasis Q =

{ak
i , B} von G die Ulm-Kaplansky Invarianten fσ(G) für ω ≤ σ < 2ω

bestimmen lassen.

Es seien Q = {ak
i , B} eine induktive Quasibasis von G und In =

In(Q) = {k ∈ I | h(δ̄k) ≥ n} für alle n ∈ N0 definiert. Insbesondere

gilt I = I0 ⊇ I1 ⊇ ... ⊇ I∞. Weiter bezeichnen wir ∆Q,n = (ρk | k ∈ I)

zu jedem n ∈ N0, wobei

ρk =

{
δk, falls k ∈ In \ In+1,

0, sonst.

Die Familie von Folgen {pm−r∆Q,r | 0 ≤ r ≤ m} für ein beliebiges

m ∈ N0 besitzt paarweise disjunkte Träger

supp(pm−r∆Q,r) = {k ∈ I | ρk 6= 0} = Ir \ Ir+1.

Somit ist
⋃m

r=0 pm−r∆Q,r für jedes m ∈ N0 eine wohldefinierte Folge.

Weiter wird vereinbart, dass eine Folge p-unabhängig ist, falls die Folge

der Komponenten ungleich 0, d.h. mit dem Index aus dem Träger, p-

unabhängig ist.

Für ein n ∈ N0 heißt eine bereinigte (vgl. Kapitel 7) Quasibasis eine

n-Quasibasis von G, falls
⋃m

r=0 pm−r∆Q,r p-unabhängig in pmBΠ für

alle 0 ≤ m ≤ n ist. Definitionsgemäß ist eine n-Quasibasis auch eine

m-Quasibasis von G für alle 0 ≤ m ≤ n.

Mit dem folgenden Lemma zeigen wir, dass jede p-Gruppe zu jedem

n ∈ N0 eine n-Quasibasis besitzt.

Lemma 8.1. Es sei Q = {ak
i ,

⊕
Bi} eine induktive Quasibasis von G.

Dann existiert zu jedem n ∈ N0 eine zu Q verwandte n-Quasibasis

von G.

Beweis. Zuerst sei definiert zu einem festen n ∈ N0 mit In = In(Q)

ck
i =

{
ak

i +
∑

l∈J λl
ka

l
i, falls k ∈ In \ (J ∪ In+1),

ak
i , sonst,
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wobei λl
k ∈ Z und Jn ⊆ In \ In+1 beliebig gegeben sind. Dann ist

P = {ck
i ,

⊕
Bi} eine induktive Quasibasis von G nach Lemma 3.5. Mit

δk = δk(Q) gilt insbesondere

δk(P ) =

{
δk +

∑
l∈J λl

kδ
l, falls k ∈ In \ (Jn ∪ In+1),

δk, sonst.

Nach Lemma 7.1 können wir o.B.d.A. annehmen, dass P bereinigt ist.

Im Folgenden wird die Quasibasis P abhängig von der Wahl von λl
k ∈ Z

und Jn ⊆ In \ In+1 angewendet.

Nun führen wir eine Induktion über n. Für den Fall n = 0 sei Q als

eine beliebige Quasibasis von G betrachtet und J0 ⊆ I \ I1 dadurch

definiert, dass die Folge
(
δk ∈ ∆Q,0 | k ∈ J0

)
eine in BΠ maximale

p-unabhängige Teilfolge von
(
δk | k ∈ I \ I1

)
ist. Somit ist P eine 0-

Quasibasis von G, da die Folge
(
δk | k ∈ J0 = supp ∆P,0

)
p-unabhängig

in BΠ ist.

Weiter sei Q eine (n−1)-Quasibasis von G für ein n ∈ N und wir zei-

gen, dass eine zu Q verwandte n-Quasibasis von G existiert. Dazu wird

∆ =
⋃n−1

r=0 pn−1−r∆Q,r gesetzt. Dann ist p∆ natürlich p-unabhängig

in pnBΠ. Weiter sei durch p∆∪ (δk ∈ ∆Q,n | k ∈ Jn) mit Jn ⊆ In \ In+1

eine in pnBΠ maximale p-unabhängige Teilfolge von p∆ ∪ ∆Q,n defi-

niert. Dann existieren ganze Zahlen λl
k zu jedem k ∈ In \ (Jn ∪ In+1),

so dass pn+1 | δk +
∑

l∈Jn
λl

kδ
k. Somit ist P eine n-Quasibasis von G,

da
⋃m

r=0 pm−r∆P,r p-unabhängig in pmBΠ für alle 0 ≤ m ≤ n. ¥

Lemma 8.2. Es sei Q = {ak
i , B} eine n-Quasibasis von G. Dann gilt

(
pω+rG

)
[p] =

⊕

k∈Ir+1

〈ak
1〉

für alle 0 ≤ r ≤ n.

Beweis. Da ak
1 ∈ pω+h(δk)−1G ⊆ pω+rG für k ∈ Ir+1 nach Lemma 7.2.(v)

und o(ak
1) = p gilt, ist ak

1 ∈ (pω+rG) [p]. Also ist 〈ak
1 | k ∈ Ir+1〉 ⊆

(pω+rG) [p].

Nun sei g ∈ (pω+rG) [p] für ein beliebiges 0 ≤ r ≤ n. Dann exi-

stiert ein g′ ∈ pωG mit o(g′) = pr+1, so dass prg′ = g. Nach Lem-

ma 6.1 existieren ein m ∈ N0 und eine normierte Nullfolge (λk, I),

so dass g′ = pm
∑

k∈I λka
k
m+r+1 und h

(∑
k∈I λkδ̄

k
) ≥ r + 1. Wegen
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h
(∑

k∈Ir+1
λkδ̄

k
) ≥ r + 1 gilt folglich h

(∑
k∈I\Ir+1

λkδ̄
k
) ≥ r + 1. Da Q

eine r-Quasibasis von G ist, folgt p | λk für alle k ∈ I \ Ir+1. Mit

p | bk
i = ak

i − pak
i+1 für k ∈ Ir+1, da Q bereinigt ist, folgt mit Lem-

ma 3.2

g = prg′ =
∑

k∈I\Ir+1

λkp
r+mak

m+r+1︸ ︷︷ ︸
=0, da p|λk

+
∑

k∈Ir+1

λkp
r+mak

m+r+1

=
∑

k∈Ir+1

λk


ak

1 −
r+m−1∑

l=0

plbk
l+1︸ ︷︷ ︸

=0


 =

∑

k∈Ir+1

λka
k
1.

Also ist (pω+rG) [p] ⊆ 〈ak
1 | k ∈ Ir+1〉.

Nun wird gezeigt, dass 〈ak
1 | k ∈ I1〉 =

⊕
k∈I1

〈ak
1〉. Es sei

∑
k∈I1

λka
k
1 =

0 für 0 ≤ λk < p. Dann gilt λka
k
1 ∈ B für alle k ∈ I1 wegen der direk-

ten Zerlegung G/B =
⊕

k∈I〈ak
i + B | i ∈ N〉. Da jede n-Quasibasis

auch eine 0-Quasibasis ist, gilt 〈ak
1 | k ∈ I1〉 = (pωG) [p], woraus

λka
k
1 ∈ B ∩ pωG = 0 folgt, d.h. 〈ak

1 | k ∈ I1〉 =
⊕

k∈I1
〈ak

1〉. ¥

Satz 8.3. Es sei Q eine n-Quasibasis von G für ein n ∈ N. Dann gilt

für die Ulm-Kaplansky Invarianten von G

fω+r(G) = |Ir+1 \ Ir+2| = | supp ∆Q,r+1|
zu jedem 0 ≤ r < n.

Beweis. Nach Lemma 8.2 gilt für alle 0 ≤ r < n

(
pω+rG

)
[p]/

(
pω+r+1G

)
[p] =

⊕

k∈Ir+1\Ir+2

〈
ak

1 +
⊕

l∈I\Ir+2

〈al
1〉

〉

und somit fω+r(G) = |Ir+1 \ Ir+2| = | supp ∆Q,r+1|. ¥

Im folgenden Beispiel wenden wir Satz 8.3 für die in Kapitel 4 kon-

struierten Gruppe G ∼= H2ω+1 an, um die Ulm-Kaplansky Invarianten

fω+r(G) für alle r ∈ N0 zu berechnen.

Beispiel 8.4. Wir betrachten die induktive Quasibasis Q = {ak
i ,B}

von G ∼= H2ω+1 mit B =
⊕

i,k∈N xk
i und δk = δk(Q) = (bk

i | i ∈ N),

wobei

bk
i = ak

i − pak
i+1 =

{
p2x1

i , falls k = 0,

pk(xk
i − pxk+1

i ), falls k 6= 0.
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Die Quasibasis Q ist eine 1-Quasibasis von G mit ∆Q,0 = (0, 0, ...) und

∆Q,1 = (0, δ1, 0, 0...). Nun sei ein beliebiges n ∈ N gegeben. Durch

ck
i =

{
a0

i + p
∑n−1

l=1 al
i, falls k = 0,

ak
i , falls k 6= 0,

wird nach Lemma 3.5 eine induktive Quasibasis P = {ck
i , x

k
i } von G

definiert. Es gilt δk(P ) = δk(Q) für alle k ∈ N und

δ0(P ) = δ0 + p

n−1∑

l=1

δl

=

(
p2x1

i −
n−1∑

l=1

pl+1(xl
i − pxl+1

i )

∣∣∣∣i ∈ N
)

=
(
pn+1xn

i | i ∈ N
) ∈ pn+1BΠ.

Die Quasibasis P ist natürlich eine n-Quasibasis von G mit

∆P,r+1 = ∆Q,r+1 = (0, ..., 0, δr+1, 0, ...)

für alle 0 ≤ r < n. Mit dem Satz 8.3 folgt fω+r(G) = 1 für alle r ∈ N0.
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