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1 Einleitung
Viele Prozesse, die in der Natur ablaufen, oder die sich Menschen zunutze machen, benöti-
gen Energie und eines der wichtigsten „Transportmittel“ für diese Energie ist Licht. Trifft
Licht auf Materie wie etwa ein Molekül, so kann ein Lichtquant absorbiert werden. Die
Energie liegt dann in Form eines veränderten Zustands des Moleküls vor und steht so für
weitere physikalische und chemische Prozesse zur Verfügung. Der wohl bekannteste na-
türliche Vorgang dieser Art ist die Photosynthese, bei der mit Hilfe von Lichtenergie aus
energiearmen SubstanzenwieWasser und Kohlenstoffdioxid energiereiche Stoffe wie etwa
Zucker gebildet werden [1, 2]. Ein technologisches Beispiel für die Nutzung von Lichtener-
gie ist die Photovoltaik. Hier wird durch Lichtabsorption zunächst ein sogenanntes Exziton
gebildet [3], das sich dann an einer Grenzfläche in freie Ladungsträger trennt, wodurch ein
elektrischer Strom zustandekommt.
In vielen Fällen absorbiert nicht ein einzelnesMolekül das einfallende Photon, sondern eine
Gruppe benachbarter Molekülen, die miteinander in Wechselwirkung stehen. So wird im
viel diskutierten Beispiel des FMO-Lichtsammelkomplexes, der in grünen Schwefelbak-
terien der Gattung Chlorobium vorkommt, die aktive Einheit aus sieben oder acht Farb-
stoffmolekülen gebildet, deren räumliche Anordnung durch ein sie umgebendes Protein
bestimmt wird [4]. Auch der Transport der Anregungsenergie zur Grenzfläche oder zum
Reaktionszentrum erfolgt über die Wechselwirkung mehrerer Moleküle [5, 6]. Mit solchen
Molekülaggregaten oder Molekül-Oligomeren (vom griechischen ὀλίγος, dt. „einige“ oder
„wenige“), wenn auch nicht am illustrativen Beispiel der Photosynthese, beschäftigt sich
diese Doktorarbeit. Besonderes Augenmerk liegt dabei auf ihren Absorptionseigenschaften
und auf der Dynamik des Energietransports nach der Absorption.
Die Prozesse in biologischen Systemen laufen sehr effizient ab, und diesem Vorbild ver-
sucht man mit Technologien wie Solarzellen aus organischen Farbstoffen zu folgen. Der
Energietransport in organischen Solarzellen ist jedoch an verschiedenen Verlustmechanis-
men ausgesetzt, deren Ursachen auf molekularer Ebene zu suchen sind. Einer der Verlust-
kanäle ist das sogenannte Self-trapping der generierten Exzitonen. Dabei gehen die betei-
ligten Moleküle schnell in einen Zustand über, von dem aus die Anregungsenergie nicht
mehr auf andere Moleküle übertragen werden kann [7]. Bei perylenbasierten Farbstoffen,
die als aussichtsreiche Kandidaten für eine Anwendung in organischen Solarzellen gelten
[8], wird dies darauf zurückgeführt, dass die Anregungsenergie, die zunächst auf mehrere
Moleküle verteilt ist – für α-Perylen wird eine Zahl von 16 Monomeren genannt [9] – auf
einer Untereinheit aus zwei Monomeren lokalisiert [10]. Dieses Dimer geht dann durch
eine schnelle Verzerrung der Monomere in einen Zustand über, in dem das Exziton „ge-
fangen“ ist [11–14]. Ein weiterer Mechanismus, der zu einer Lokalisation von Anregungs-
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1 Einleitung

energie führt, ist eine zeitabhängige Störung am Molekülaggregat, etwa durch den Stoß
mit einem Lösemittelmolekül [15]. Dies lässt sich über eine durch die Störung gebrochene
Symmetrie des Aggregats erklären.
Zur Untersuchung von molekularen Systemen werden oft spektroskopische Methoden an-
gewandt. Die linearen Absorptions- und Emissionsspektren geben zunächst Aufschluss
über die energetische Lage der Zustände, die das Molekül oder Molekülaggregat einneh-
men kann. Mittels Transienter Absorption kann man die zeitliche Entwicklung eines Sys-
tems beobachten – etwa den Übergang in den Fallenzustand beim Exzitonen-Self-Trapping
[12]. Die Kopplung zwischenMonomeren in einemAggregat kann durch zweidimensiona-
le Spektroskopie beobachtet werden [16]. Schließlich wird die Form von linearen Spektren
auch dazu herangezogen, die Anzahl der Monomereinheiten zu bestimmen, über die sich
ein Exziton erstreckt [17, 18].

Zur Analyse der experimentellen Daten sind oft theoretische Untersuchungen notwen-
dig. Ein zentrales Element ist dabei die Beschreibung des Systems durch einen Hamilton-
operator, in den alle Energiebeiträge eingehen, die für das System und den betrachteten
Prozess eine Rolle spielen. In Modellen wird durch das Identifizieren weniger einflussrei-
cher Parameter die Komplexität der Beschreibung reduziert. Dies macht es möglich, die
Auswirkungen von Änderungen der Eingangsgrößen auf spektrale oder Transporteigen-
schaften systematisch zu untersuchen. Dabei müssen jedoch die Grenzen der Modelle be-
rücksichtigt werden. So kann ein Modell beispielsweise das Absorptionsspektrum eines
Molekülaggregats sehr gut wiedergeben, aber gleichzeitig Effekte vernachlässigen, die für
sein Emissionsspektrum relevant sind [11].
Die Zeitskala, auf denen die angesprochenen Transfer- und Trappingprozesse stattfinden,
liegt im Bereich von Femto- bis Picosekunden. Dies ist auch die charakteristische Zeitska-
la für die Bewegung der Atomrümpfe in Molekülen, also für eine Schwingungsbewegung
der Moleküle. Dadurch wird die Kernbewegung zu einem wichtigen Einfluss für die zu-
nächst rein elektronisch erscheinenden Transferprozesse [19, 20], wie man auch an der
erwähnten Verzerrungsbewegung beim Self-Trapping erkennen kann. Insbesondere sind
an biologischen Lichtsammelkomplexen vibronische Kohärenzen zu beobachten [21]. Dies
macht es prinzipiell notwendig, auch für die Beschreibung der Kernbewegung ein quan-
tenmechanisches Modell zu verwenden.
Dabei muss jedoch beachtet werden, dass große Moleküle, und mehr noch Molekülag-
gregate, viele Schwingungsfreiheitsgrade aufweisen: Im Allgemeinen kommen für jedes
zusätzliche Atom in einem Molekül drei Freiheitsgrade hinzu. Vor dem Hintergrund, dass
das numerisch exakte Lösen der zeitabhängigen Schrödingergleichung nur fürwenige Frei-
heitsgrade praktisch möglich ist, müssen methodische Näherungen eingeführt werden.
Einen Ansatz stellen dabei semiklassische Methoden dar, in denen Quanteneffekte mit ei-
nem Phasenfaktor verknüpftwerden, der entlang einer klassisch bestimmten Teilchenbahn
berechnet wird [22]. Die quantenmechanische Wellenfunktion wird darüber hinaus durch
einen Schwarm von einzelnen Trajektorien repräsentiert, deren Anfangswerte durch eine
geeignete Verteilungsfunktion bestimmt werden [23, 24]. Das Berücksichtigen nichtadia-
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batischer Effekte und externer Felder führt dann auf Methoden, die unter dem Stichwort
„Surface Hopping“ zusammengefasst werden [25–27].
Im Gegensatz zu solchen semiklassischen Ansätzen, die am Skalierungsverhalten des Pro-
blems angreifen, stehen quantenmechanische Methoden, die die Skalierung der numerisch
exakten Lösung beibehalten, jedoch durch ihre Näherungen zu einer kleinen Basisgröße
führen. Dadurch lassen sich Systeme mit bis zu etwa 50 Freiheitsgraden noch effizient be-
rechnen. Darüber hinaus werden mit ihnen nichtadiabatische Effekte wie etwa die Dyna-
mik an konischen Durchschneidungen oder vermiedenen Kreuzungen und weitere quan-
tenmechanische Besonderheiten intrinsisch korrekt beschrieben. Ein prominenter Vertre-
ter dieser Gruppe ist die MCTDH-Methode [28–30] (Multi-Configuration Time-Dependent
Hartree). Darin wird die Reduktion der Basisgröße durch zeitlich veränderliche, nicht not-
wendigerweise orthogonale [31], Basisfunktionen erreicht. Dies ermöglicht zu jedem Zeit-
punkt die Verwendung einer optimierten Basis für die numerische Rechnung.
Die effiziente Lösung der im MCTDH-Ansatz auftretenden Differentialgleichungen erfor-
dert, dass der Hamiltonoperator des untersuchten Systems eine bestimmte Form aufweist
oder sich entsprechend umformen lässt [32]. Diese Form liegt in konstruierten Modellsys-
temen, anders als in der Beschreibung vollständiger Moleküle, häufig ohne weiteres vor.
Die MCTDH-Methode eignet sich somit besonders für Untersuchungen an solchen Mo-
dellen. Sie kommt daher in dieser Arbeit für größere Aggregatmodelle zum Einsatz, neben
einem numerisch exakten Verfahren bei kleineren Systemen.

Diese Arbeit ist wie folgt gegliedert: In Kapitel 2 werden die Grundlagen, die für das Ver-
ständnis der Arbeit nötig sind, kurz zusammengefasst. Dabei wird auch dasModell begrün-
det, das in den folgenden Kapiteln zur Beschreibung der Molekülaggregate benutzt wird.
Die Untersuchung solcher Aggregat-Modellsysteme erfolgt anhand von Daten, die durch
die numerische Lösung der zeitabhängigen Schrödingergleichung gewonnen werden. Ka-
pitel 3 beschreibt die dabei verwendeten numerischen Methoden. Besonderes Augenmerk
liegt hier auf der Herleitung der MCTDH-Bewegungsgleichungen, denn an ihr können die
Charakteristika und Stärken dieser Methode am besten verdeutlicht werden.
Kapitel 4 befasst sich mit den Absorptions- und Emissionsspektren von Makrozyklen aus
Squarain-Farbstoffmolekülen. Die Aggregate bestehen aus drei oder vier Monomereinhei-
ten, die in einer ringförmigen Struktur kovalent gebunden sind. Ihre Spektren zeigen zum
einen einen großen Stokes-Shift und ein Emissionsmaximum im nahen Infrarot, was sie zu
einem vielversprechenden Material für viele praktische Anwendungen macht, und weisen
zum anderen eine ungewöhnliche vibronische Struktur auf. Ziel der Untersuchung ist, die-
se Spektren sowohl in ihrer Form als auch in ihrer Lage anhand von Modellrechnungen zu
erklären [33].
Solche Untersuchungen werfen die Frage nach der Eindeutigkeit ihrer Ergebnisse auf. Da-
her wird in Kapitel 5 amBeispiel von PBI-Aggregaten der Einfluss verschiedener Parameter
auf die Form des Absorptionsspektrums untersucht [34]. Hierbei zeigt sich, dass vor allem
die Aggregatgröße eine wichtige Grundlage für die Interpretation spektroskopischer Da-
ten darstellt.
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1 Einleitung

Kapitel 6 behandelt die Populationsdynamik von angeregtenmolekularenAggregaten, hier
wieder am Beispiel von PBI-Farbstoffen, die einer äußeren Störung ausgesetzt sind [35].
Diese Störung führt zu einer Lokalisation der Anregungsenergie auf einem Teil des Ag-
gregats. Das Lokalisierungsverhalten lässt sich dabei durch die gezielte Präparation eines
Anfangszustands steuern. Außerdem zeigt sich, dass es bei einer Kombination verschiede-
ner Anregepulse auch ohne externe Störung zu einem Lokalisationseffekt kommen kann.
Eine abschließende Zusammenfassung der Arbeit in deutscher bzw. englischer Sprache
findet sich in den Kapiteln 7 und 8.
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2 Theoretische Grundlagen
In diesem Kapitel werden die theoretischen Grundlagen zusammengefasst, die für das Ver-
ständnis dieser Arbeit relevant sind. Den Rahmen für alle folgendenUntersuchungen bildet
dieQuantenmechanik. Daher befasst sich Abschnitt 2.1 zunächst mit ihren grundlegenden
Zusammenhängen. In Abschnitt 2.2 folgt dann eine quantenmechanische Beschreibung
von Molekülen und molekülähnlichen Systemen sowie insbesondere von Aggregaten sol-
cher Systeme. Abschnitt 2.3 befasst sich schließlich mit der linearen Spektroskopie zur
Untersuchung von molekularen Aggregaten.

2.1 Quantenmechanik

2.1.1 ZeitunabhängigeQuantenmechanik
Das mathematische Modell für ein quantenmechanisches System ist ein Zustandsvektor Ψ
in einemkomplexenHilbertraum [36, 37]. Dabeiwird häufig die sogenannteDirac-Notation
benutzt, in der ein Vektor imHilbertraum als |Ψ⟩ notiert wird. Das Skalarprodukt zwischen
zwei Vektoren Ψ und Φ schreibt man als ⟨Φ | Ψ⟩, wobei für das Vertauschen der Vektoren
⟨Φ | Ψ⟩ = ⟨Ψ | Φ⟩∗ gilt. In Anlehnung an das englischeWort „bracket“, deutsch „Klammer“,
wird ⟨Ψ| als Bra- und |Ψ⟩ als Ket-Vektor bezeichnet.
Eine beobachtbare Größe oder Observable 𝑂 wird dann durch einen hermiteschen Opera-
tor 𝑂̂ in diesemHilbertraum beschrieben:Wenn ein klassisches Gegenstück zu einer quan-
tenmechanischen Observablen existiert, entspricht der Erwartungswert des Operators ⟨𝑂̂⟩
dem klassischen Messwert. In Dirac-Notation gilt ⟨𝑂̂⟩ = ⟨Ψ | 𝑂̂ | Ψ⟩, wenn sich das Sys-
tem im Zustand |Ψ⟩ befindet. Die Beschreibung der Messung an sich und ihrer Wirkung
auf das Quantensystem ist jedoch kompliziert. So führen verschiedene Lösungsansätze zu
unterschiedlichen Interpretationen der Quantenmechanik [38, 39].
Ein wichtiger Operator ist der Hamiltonoperator oder Hamiltonian 𝐻̂ . Sein Erwartungs-
wert ⟨𝐻̂⟩ entspricht der klassischen Gesamtenergie des Systems. Der Hamiltonoperator
besteht aus dem Operator der kinetischen Energie ̂𝑇 und dem Operator der potentiellen
Energie ̂𝑉 :

𝐻̂ = ̂𝑇 + ̂𝑉 . (2.1)
In Analogie zur klassischen Hamiltonfunktion gilt

𝐻̂ = ̂𝑝2

2𝑚 + ̂𝑉 ( ̂𝑥), (2.2)

5



2 Theoretische Grundlagen

wenn das Potential ̂𝑉 nur eine Funktion des Ortes ist, und nicht von der Zeit oder dem
Impuls abhängt. Dabei bezeichnet ̂𝑝 den Impulsoperator und ̂𝑥 den Ortsoperator, und 𝑚
beschreibt als effektive Masse die Trägheit des Systems.
Den Hamiltonoperator hat Eigenwerte oder Eigenenergien 𝐸𝑖 und dazugehörige Eigenvek-
toren oder Eigenzustände |𝜓𝑖⟩. Die entsprechende Eigenwertgleichung

𝐻̂|𝜓𝑖⟩ = 𝐸𝑖|𝜓𝑖⟩ (2.3)

wird als zeitunabhängige Schrödingergleichung bezeichnet. Sie ist eine der grundlegen-
den Gleichungen der Quantenmechanik. Die Eigenzustände des Hamiltonoperators hei-
ßen analog dazu stationäre Zustände. Der Grund für die Bezeichnungen „zeitunabhängig“
und „stationär“ wird in Absatz 2.1.2 deutlich.
Die Menge {|𝜓𝑘⟩} aller normierten Eigenzustände von 𝐻̂ stellt eine Basis des Hilbert-
raums dar. Das heißt, die Zustände bilden ein vollständiges Orthonormalsystem mit den
Eigenschaften

⟨𝜓𝑖 |𝜓𝑗⟩ = 𝛿𝑖𝑗, (2.4a)

mit dem Kronecker-Delta 𝛿𝑖𝑗, und

∑
𝑖

| 𝜓𝑖⟩⟨𝜓𝑖 | = 𝟏. (2.4b)

Dies erlaubt es, einen beliebigen Zustandsvektor |Ψ⟩ als Linearkombination der stationä-
ren Zustände mit komplexwertigen Koeffizienten 𝑐𝑖 zu schreiben:

|Ψ⟩ = ∑
𝑖

|𝜓𝑖⟩ ⟨𝜓𝑖 |Ψ⟩⏟
𝑐𝑖

. (2.5)

Eine weitere häufig genutzte Basis sind die Eigenzustände |𝑥⟩ des Ortsoperators ̂𝑥:
̂𝑥|𝑥⟩ = 𝑥|𝑥⟩. (2.6)

Dieser Operator hat ein kontinuierliches Spektrum, so dass die Orthonormalitätsbedin-
gungen hier

⟨𝑥 | 𝑥′⟩ = 𝛿(𝑥 − 𝑥′), (2.7a)

mit 𝛿(𝑥 − 𝑥′) als Dirac-Deltafunktion, und

∫
+∞

−∞
𝑑𝑥| 𝑥⟩⟨𝑥 | = 𝟏 (2.7b)

lauten. Stellt man nun einen Zustand |Ψ⟩ in dieser Basis dar, also

|Ψ⟩ = ∫
+∞

−∞
𝑑𝑥|𝑥⟩⟨𝑥 | Ψ⟩, (2.8)
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2.1 Quantenmechanik

treten Koeffizienten der Form ⟨𝑥 | Ψ⟩ auf. Sie werden als Ortswellenfunktion Ψ(𝑥) bezeich-
net. Wenn ein Zustand |Φ⟩ ein Eigenzustand zu einem Operator ist, dann heißt seine Orts-
darstellung Φ(𝑥) = ⟨𝑥 | Φ⟩ auch Eigenfunktion dieses Operators.
Analog zum Ortsoperator werden die Eigenzustände |𝑝⟩ des Impulsoperators ̂𝑝 als Basis
genutzt. Für sie gilt

̂𝑝|𝑝⟩ = 𝑝|𝑝⟩, (2.9a)
⟨𝑝 | 𝑝′⟩ = 𝛿(𝑝 − 𝑝′), (2.9b)

∫
+∞

−∞
𝑑𝑝 | 𝑝⟩⟨𝑝 | = 𝟏 (2.9c)

und

|Ψ⟩ = ∫
+∞

−∞
𝑑𝑝 |𝑝⟩⟨𝑝 | Ψ⟩. (2.10)

Die Koeffizienten dieser Entwicklung heißen Impulswellenfunktion Ψ̃(𝑝) = ⟨𝑝 | Ψ⟩. Orts-
und Impulswellenfunktion können ineinander überführt werden, denn sie tragen die glei-
che Information über das System.
Um die genaue Form der Transformation zu bestimmen ist noch ein Zusammenhang zwi-
schen verschiedenen Observablen nötig. In der klassischen Mechanik wird dieser durch
die Poissonklammer {𝐴, 𝐵} der Phasenraumfunktionen 𝐴 und 𝐵 bestimmt [40]. Das Kor-
respondenzprinzip zwischen klassischer Mechanik und Quantenmechanik verlangt nun,
dass die mathematische Struktur hinter beiden Formalismen die gleiche ist. Dazu wird in
der Quantenmechanik die Poissonklammer durch den Kommutator 1

iℏ [ ̂𝐴, 𝐵̂] ersetzt, wo-
bei

[ ̂𝐴, 𝐵̂] = ̂𝐴𝐵̂ − 𝐵̂ ̂𝐴 (2.11)

gilt. Für die Größen Ort und Impuls ist die Poissonklammer {𝑥, 𝑝} = 1. In der Quanten-
mechanik bedeutet dies für den Kommutator von Orts- und Impulsoperator

[ ̂𝑥, ̂𝑝] = iℏ. (2.12)

Aus dem Satz von Stone [41] folgt, dass ein unitärer Operator 𝑈𝑠( ̂𝑝) = e− i𝑠𝑝̂
ℏ existiert,

da der Impulsoperator ̂𝑝 hermitesch ist. Man kann nun mithilfe des Kommutators (2.12)
zeigen (Abschnitt 2.11 in Ref. [36]), dass das Anwenden von 𝑈𝑠( ̂𝑝) auf eineWellenfunktion
eine Translation um den Betrag 𝑠 entlang der 𝑥-Achse bewirkt. Daraus folgt die Form des
Impulsoperators in Ortsdarstellung:

̂𝑝Ψ(𝑥) = −iℏ 𝜕
𝜕𝑥Ψ(𝑥). (2.13)
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2 Theoretische Grundlagen

Die Eigenfunktionen des Impulsoperators in Ortsdarstellung sind ebene Wellen der Form

⟨𝑥 | 𝑝⟩ = 1√
2𝜋

e i
ℏ 𝑝𝑥. (2.14)

Damit kann man nun Wellenfunktionen von der Impuls- in die Ortsdarstellung transfor-
mieren, denn unter Ausnutzung von (2.9c) gilt

Ψ(𝑥) = ⟨𝑥 | Ψ⟩ = ∫
+∞

−∞
𝑑𝑝⟨𝑥 | 𝑝⟩⟨𝑝 | Ψ⟩

= 1√
2𝜋

∫
+∞

−∞
𝑑𝑝 e i

ℏ 𝑝𝑥 Ψ̃(𝑝). (2.15)

Die inverse Transformation von der Orts- in die Impulsdarstellung lautet analog

Ψ̃(𝑝) = 1√
2𝜋

∫
+∞

−∞
𝑑𝑥 e− i

ℏ 𝑝𝑥 Ψ(𝑥). (2.16)

Orts- und Impulsdarstellung eines quantenmechanischen Zustands sind also durch eine
Fourier-Transformation [42] miteinander verknüpft.

2.1.2 Zeitliche Entwicklung von quantenmechanischen Systemen
Die Zeit wird in der nicht-relativistischen Quantenmechanik nicht als Observable behan-
delt und durch einen Operator beschrieben, sondern als einfacher reeller Parameter. Eine
formale Begründung dafür ist, dass der Hamiltonoperator sonst zwingend ein kontinuierli-
ches Spektrum besäße [43]. Nichtsdestotrotz kann ein quantenmechanisches System einer
zeitlichen Entwicklung unterliegen.
Mathematisch soll die Norm eines Zustandsvektors während der Zeitentwicklung erhalten
bleiben. Daher wird diese durch einen unitären Operator 𝑈(𝑡, 𝑡0) beschrieben, der auf die
Wellenfunktion wirkt:

|Ψ(𝑡)⟩ = 𝑈(𝑡, 𝑡0)|Ψ(𝑡0)⟩. (2.17)

Daraus folgen weitere Eigenschaften des Zeitentwicklungsoperators:

𝑈(𝑡0, 𝑡0) = 𝟏, (2.18a)
𝑈(𝑡, 𝑡0) = 𝑈(𝑡, 𝑡′)𝑈(𝑡′, 𝑡0) ∀𝑡′ (2.18b)

und

𝑈(𝑡0, 𝑡) = 𝑈†(𝑡, 𝑡0). (2.18c)

Als unitärer Operator wird, wiederum nach dem Satz von Stone, auch der Zeitentwick-
lungsoperator 𝑈 durch einen hermiteschen Operator erzeugt, der hier als ̂𝐺 bezeichnet

8
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wird. So kann analog zur Ortsdarstellung des Impulsoperators (2.13) eine Bewegungsglei-
chung für den Zustandsvektor aufgestellt werden:

𝜕
𝜕𝑡|Ψ(𝑡)⟩ = 1

iℏ
̂𝐺 |Ψ(𝑡)⟩. (2.19)

Die zeitliche Entwicklung von einer Messgröße ⟨ ̂𝐴⟩ ist dann durch die Gleichung

𝑑
𝑑𝑡⟨ ̂𝐴⟩ = ⟨Ψ | ̂𝐴 | Ψ̇⟩ + ⟨Ψ̇ | ̂𝐴 | Ψ⟩ + ⟨Ψ | 𝜕

𝜕𝑡
̂𝐴 | Ψ⟩

= 1
iℏ⟨Ψ | ̂𝐴 ̂𝐺 | Ψ⟩ − 1

iℏ⟨Ψ | ̂𝐺 ̂𝐴 | Ψ⟩ + ⟨𝜕 ̂𝐴
𝜕𝑡 ⟩

= 1
iℏ⟨[ ̂𝐴, ̂𝐺]⟩ + ⟨𝜕 ̂𝐴

𝜕𝑡 ⟩ (2.20)

gegeben. In der klassischen Mechanik wird die Zeitentwicklung von Observablen durch
ihre explizite Zeitabhängigkeit und durch ihre Poissonklammer mit der Hamiltonfunktion
bestimmt [40]. In Analogie dazu kann man im quantenmechanischen Fall den Generator

̂𝐺 mit dem Hamiltonoperator 𝐻̂ identifizieren. Dies führt zur zeitabhängigen Schrödinger-
gleichung:

iℏ 𝜕
𝜕𝑡|Ψ(𝑡)⟩ = 𝐻̂(𝑡) |Ψ(𝑡)⟩. (2.21)

Der Hamiltonian kann dabei selbst von der Zeit abhängen. Wenn das nicht der Fall ist,
bleibt wie in der klassischen Mechanik der Energieerwartungswert ⟨𝐻̂⟩ des Systems kon-
stant, denn für denKommutator in (2.20) gilt [𝐻̂, 𝐻̂] = 0. Darüber hinaus nimmt in diesem
Fall der Zeitentwicklungsoperator die einfache Form

𝑈(𝑡, 𝑡0) = e− i
ℏ 𝐻̂⋅(𝑡−𝑡0) (2.22)

an.
Falls sich das System sich in einem Eigenzustand |𝜓𝑖⟩ von 𝐻̂ befindet, kann man die sta-
tionäre Schrödingergleichung (2.3) einsetzen. Damit vereinfacht sich Gleichung (2.21) zu

iℏ 𝜕
𝜕𝑡|𝜓𝑖⟩ = 𝐸𝑖|𝜓𝑖⟩, (2.23)

was durch

|𝜓𝑖(𝑡)⟩ = e− i
ℏ 𝐸𝑖(𝑡−𝑡0)|𝜓𝑖(𝑡0)⟩ (2.24)

gelöst wird. Der Zustand dieses Systems ändert sich mit der Zeit nur um einen globa-
len Phasenfaktor. Dieser hebt sich jedoch bei Messgrößen, also Erwartungswerten, wieder
heraus. Daher werden die Eigenzustände von 𝐻̂ als stationäre Zustände bezeichnet.

9



2 Theoretische Grundlagen

Ein beliebiger Zustand |Ψ⟩ lässt sich wie in Gleichung (2.5) in stationäre Zustände entwi-
ckeln, so dass für seine Zeitentwicklung

|Ψ(𝑡)⟩ = ∑
𝑖

e− i
ℏ 𝐸𝑖(𝑡−𝑡0)𝑐𝑖(𝑡0)|𝜓𝑖⟩ (2.25)

gilt. Wenn also der Zustand des Systems zu einem Zeitpunkt 𝑡0 und die Eigenfunktionen
des Hamiltonoperators bekannt sind, kann der Zustandsvektor zu jedem beliebigen Zeit-
punkt bestimmt werden.
Für einen zeitabhängigen Hamiltonian kann aus der Schrödingergleichung (2.21) durch die
Integration

iℏ ∫
𝑡

𝑡0

𝑑𝑡′ 𝜕
𝜕𝑡′ |Ψ(𝑡′)⟩ = ∫

𝑡

𝑡0

𝑑𝑡′𝐻̂(𝑡′)|Ψ(𝑡′)⟩, (2.26)

der Zustand |Ψ(𝑡)⟩, der die Gleichung löst, rekursiv formuliert werden. Dazu löst man das
formal Integral auf der linken Seite, also

iℏ (|Ψ(𝑡)⟩ − |Ψ(𝑡0)⟩) = ∫
𝑡

𝑡0

𝑑𝑡′𝐻̂(𝑡′)|Ψ(𝑡′)⟩, (2.27)

stellt dies nach |Ψ(𝑡)⟩ um, und setzt das Ergebnis auf der rechten Seite wieder ein:

|Ψ(𝑡)⟩ = |Ψ(𝑡0)⟩ + 1
iℏ ∫

𝑡

𝑡0

𝑑𝑡′𝐻̂(𝑡′)|Ψ(𝑡0)⟩

− 1
ℏ2 ∫

𝑡

𝑡0

𝑑𝑡′ ∫
𝑡′

𝑡0

𝑑𝑡″𝐻̂(𝑡′)𝐻̂(𝑡″)|Ψ(𝑡0)⟩ + 𝒪(𝐻̂3). (2.28)

In einigen Fällen kann der Gesamt-Hamiltonian in einen zeitunabhängigen Teil 𝐻̂0 und
einen zeitabhängigen Teil 𝑊̂ (𝑡) aufgeteilt werden:

𝐻̂(𝑡) = 𝐻̂0 + 𝑊̂(𝑡). (2.29)

Dies kommt beispielsweise dann vor, wenn ein System mit einem externen, sich zeitlich
ändernden Feld wechselwirkt. Man kann nun einen Zeitentwicklungsoperator 𝑈0(𝑡) =
exp [− i

ℏ𝐻̂0𝑡] einführen, der nur vom stationären Anteil 𝐻0 erzeugt wird. Dieser Operator
transformiert den Zustandsvektor des Systems durch

|Ψ𝐼(𝑡)⟩ = 𝑈†
0(𝑡)|Ψ𝑆(𝑡)⟩ (2.30)

vom Schrödinger- (Index 𝑆) ins sogenannte Wechselwirkungsbild (Index 𝐼 von engl. inter-
action picture). Benutzt man noch die zeitabhängige Schrödingergleichung im Schrödin-
gerbild (2.21), kommt man so zu einer Bewegungsgleichung für den Zustandsvektor im
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2.1 Quantenmechanik

Wechselwirkungsbild:

iℏ 𝜕
𝜕𝑡|Ψ𝐼(𝑡)⟩ = 𝑈†

0(𝑡)𝑊̂ (𝑡)|Ψ𝑆(𝑡)⟩ = 𝑈†
0(𝑡)𝑊̂ (𝑡) 𝑈0(𝑡)𝑈†

0(𝑡)⏟⏟⏟⏟⏟
=𝟏

|Ψ𝑆(𝑡)⟩

= 𝑊̂𝐼(𝑡)|Ψ𝐼(𝑡)⟩. (2.31)

Die explizite Zeitentwicklung eines Zustands im Wechselwirkungsbild wird also nur noch
vom zeitabhängigen Teil des Gesamthamiltonoperators bzw. demWechselwirkungsopera-
tor bestimmt. Daher kann eine solche Transformation auch bei einem zeitunabhängigen
Wechselwirkungsoperator hilfreich sein.
Wie in Gleichung (2.28) kann der Wechselwirkungsbild-Zustand zum Zeitpunkt 𝑡 als

|Ψ𝐼(𝑡)⟩ = |Ψ𝐼(𝑡0)⟩ + 1
iℏ ∫

𝑡

𝑡0

𝑑𝑡′𝑊̂𝐼(𝑡′)|Ψ𝐼(𝑡0)⟩

− 1
ℏ2 ∫

𝑡

𝑡0

𝑑𝑡′ ∫
𝑡′

𝑡0

𝑑𝑡″𝑊̂𝐼(𝑡′)𝑊̂𝐼(𝑡″)|Ψ𝐼(𝑡0)⟩ + 𝒪(𝑊̂ 3
𝐼 ) (2.32)

ausgedrückt werden. Jeder Summand dieser Reihe beinhaltet nun eine bestimmte Anzahl
anWechselwirkungsprozessen, über die integriert wird. Ist der Effekt derWechselwirkung
klein, kann man die Reihe nach 𝑁 Gliedern abbrechen. Diese Näherung heißt zeitabhän-
gige Störungstheorie 𝑁 -ter Ordnung. Für 𝑁 = 2 gilt also beispielsweise

|Ψ𝐼(𝑡)⟩ ≈ |Ψ𝐼(𝑡0)⟩ + 1
iℏ ∫

𝑡

𝑡0

𝑑𝑡′𝑊̂𝐼(𝑡′)|Ψ𝐼(𝑡0)⟩

− 1
ℏ2 ∫

𝑡

𝑡0

𝑑𝑡′ ∫
𝑡′

𝑡0

𝑑𝑡″𝑊̂𝐼(𝑡′)𝑊̂𝐼(𝑡″)|Ψ𝐼(𝑡0)⟩. (2.33)

Mit der umgekehrten Transformation zu Gleichung (2.30) bringt man diesen Ausdruck
wieder zurück ins Schrödingerbild. Man erhält also für 𝑡0 = 0 in zweiter Ordnung:

|Ψ𝑆(𝑡)⟩ ≈ 𝑈0(𝑡)|Ψ𝑆(0)⟩

+ 1
iℏ ∫

𝑡

0
𝑑𝑡′𝑈0(𝑡 − 𝑡′)𝑊̂ (𝑡′)𝑈0(𝑡′)|Ψ𝑆(0)⟩

− 1
ℏ2 ∫

𝑡

0
𝑑𝑡′ ∫

𝑡′

0
𝑑𝑡″𝑈0(𝑡 − 𝑡′)𝑊̂ (𝑡′)𝑈0(𝑡′ − 𝑡″)𝑊̂ (𝑡″)𝑈0(𝑡″)|Ψ𝑆(0)⟩. (2.34)

Die Ausdrücke für die anderen Ordnungen sind nach dem gleichen Schema aufgebaut [24].
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2 Theoretische Grundlagen

2.2 Moleküle und Molekülaggregate
Die quantenmechanischen Systeme, die in dieser Arbeit untersucht werden, sindMoleküle.
Der Fokus liegt dabei auf dem Einfluss von Kernbewegungen auf Anregungstransferpro-
zesse in Suprastrukturen, sogenannten Aggregaten oder Oligomeren, die aus mehreren
Molekülen gebildet werden. Zur deren Charakterisierung werden vereinfachte Modelle
verwendet. Daher werden in diesem Abschnitt der Hamiltonoperator zur Beschreibung
von Molekülen und die verwendeten Vereinfachungen sowie der Modellhamiltonoperator
zur Beschreibung der molekularen Aggregate erklärt.

Im Folgenden wird zur besseren Übersichtlichkeit der Gleichungen ℏ = 1 gesetzt.

2.2.1 Molekularer Hamiltonoperator

Ein Molekül besteht aus miteinander wechselwirkenden Atomkernen und Elektronen. Der
Hamiltonoperator zur Beschreibung dieses Moleküls

𝐻̂(𝒓, 𝑹) = ̂𝑇𝑁(𝑹) + ̂𝑇𝑒(𝒓) + ̂𝑉 (𝒓, 𝑹) (2.35)

setzt sich daher zusammen aus den kinetischen Energien der Elektronen und der Atom-
kerne und einer potentiellen Energie, die von den Positionen der Teilchen abhängt. Dabei
bezeichnet 𝒓 die Elektronenkoordinaten und 𝑹 die Kernkoordinaten. Für die kinetischen
Energien ̂𝑇𝑁 und ̂𝑇𝑒 der Kerne bzw. der Elektronen gilt

̂𝑇𝑁 = − ∑
𝜈

1
2𝑀𝜈

∇2
𝜈 und ̂𝑇𝑒 = − ∑

𝑖

1
2𝑚𝑒

∇2
𝑖 . (2.36)

Die potentielle Energie ̂𝑉 wird durch Coulomb-Wechselwirkung zwischen Kernen und
Elektronen hervorgerufen:

̂𝑉 = 1
4𝜋𝜀0

[∑
𝑖,𝑗≠𝑖

𝑒2

2 | ⃗𝑟𝑖 − ⃗𝑟𝑗|
+ ∑

𝜈,𝜆≠𝜈

𝑍𝜈𝑍𝜆 𝑒2

2 |𝑅⃗𝜈 − 𝑅⃗𝜆|
− ∑

𝑖,𝜈

𝑍𝜈 𝑒2

|𝑅⃗𝜈 − ⃗𝑟𝑖|
] . (2.37)

Dabei ist 𝑒 die Elementarladung, 𝑚𝑒 die Elektronenmasse, 𝑀𝜈 die Masse des 𝜈-ten Atom-
kerns und 𝑍𝜈 die entsprechende Kernladungszahl. Griechische Indizes (𝜆, 𝜈) bezeichnen
hier Atomkerne, lateinische Indizes (𝑖, 𝑗) Elektronen.
Die Eigenfunktionen Ψ(𝒓, 𝑹) des Hamiltonoperators (2.35) können nun in einer Basis von
elektronischen Wellenfunktionen 𝜑𝑛(𝒓, 𝑹) entwickelt werden:

Ψ(𝒓, 𝑹) = ∑
𝑛

𝜒𝑛(𝑹)𝜑𝑛(𝒓, 𝑹). (2.38)
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Diese Basisfunktionen sind die Eigenfunktionen des elektronischen Hamiltonians, der aus
der kinetischen Energie der Elektronen und der potentiellen Energie gebildet wird:

[ ̂𝑇𝑒(𝒓) + ̂𝑉 (𝒓, 𝑹)]⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
=𝐻̂𝑒

𝜑𝑛(𝒓, 𝑹) = 𝑉𝑛(𝑹)𝜑𝑛(𝒓, 𝑹). (2.39)

Sie hängen wie die Energien 𝑉𝑛(𝑹) parametrisch¹ von den Kernkoordinaten ab. Diese
elektronischen Eigenzustände werden als adiabatische Zustände bezeichnet [45] und Glei-
chung (2.38) dementsprechend als adiabatische Entwicklung der Gesamtwellenfunktion.
Durch die Projektion ⟨𝜑𝑚(𝒓, 𝑹)|𝐻̂ | Ψ(𝒓, 𝑹)⟩ auf einen elektronischen Eigenzustand er-
hält man dann den Hamiltonoperator 𝐻̂𝑁 für die Kernschrödingergleichung:

𝐻̂𝑁𝜒𝑚(𝑹) = ( ̂𝑇𝑁 + 𝑉𝑚(𝑹)) 𝜒𝑚(𝑹) + ∑
𝑛

(𝑇 (1)
𝑚𝑛 + 𝑇 (2)

𝑚𝑛) 𝜒𝑛(𝑹) = 𝐸𝜒𝑚(𝑹). (2.40)

Die Energien 𝑉𝑚(𝑹) bilden nun für diese Kernschrödingergleichung die potentielle En-
ergie. Sie werden daher adiabatische Potentialflächen genannt. Bei der Integration über
die Elektronenkoordinaten (Index 𝒓 in den folgenden Gleichungen) muss jedoch beachtet
werden, dass auch Ableitungen der elektronischen Wellenfunktionen nach den Kernkoor-
dinaten auftreten. Dies führt zu den nicht-adiabatischen Kopplungen

𝑇 (1)
𝑛𝑚 = − ∑

𝜈

1
2𝑀𝜈

⟨𝜑𝑚(𝒓, 𝑹)| 𝜕2

𝜕𝑅𝜈
2 𝜑𝑛(𝒓, 𝑹)⟩𝒓 (2.41a)

und

𝑇 (2)
𝑛𝑚 = − ∑

𝜈

1
𝑀𝜈

⟨𝜑𝑚(𝒓, 𝑹)| 𝜕
𝜕𝑅𝜈

𝜑𝑛(𝒓, 𝑹)⟩𝒓
𝜕

𝜕𝑅𝜈
, (2.41b)

die manwegen der Ableitung auch als kinetische Kopplungen bezeichnet [46].Werden diese
Kopplungen vernachlässigt, spricht man von der Born-Oppenheimer-Näherung [47].
Eine andere Herangehensweise ist die Konstruktion einer neuen elektronischen Basis aus
elektronischen Wellenfunktionen 𝜓𝑛(𝒓, 𝑹), die sich bei einer Änderung der Kerngeome-
trie nicht oder nur wenig verändern. Man spricht davon, dass der elektronische Charakter
der Wellenfunktion erhalten bleibt. Dies bedeutet, dass hier die kinetischen Kopplungen
(nahezu) verschwinden. Stattdessen treten hier Kopplungsterme

̃𝑉𝑛𝑚(𝑹) = ⟨𝜓𝑛(𝒓, 𝑹)|𝐻̂𝑒 | 𝜓𝑚(𝒓, 𝑹)⟩𝒓 (2.42)

¹Der elektronische Hamiltonian weist keine Ableitungen nach den Kernkoordinaten auf. Daher kann die
Gleichung für jede (festgehaltene) Kerngeometrie separat gelöst werden.
Das Lösen der elektronischen Schrödingergleichung ist ein Gegenstand der Quantenchemie [44].
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zwischen verschiedenen elektronischen Zuständen auf, die wie die potentielle Energie
Funktionen der Kernkoordinaten sind [48]. Sie sind die Außerdiagonalelemente des elek-
tronischen Hamiltonoperators aus Gleichung (2.39) in der neuen Basis. Diese neuen elek-
tronischen Basisfunktionen werden diabatische Wellenfunktionen genannt. Die Transfor-
mation von der adiabatischen zur diabatischen elektronischen Basis (sogenannte „Diaba-
tisierung“) ist jedoch im Allgemeinen nicht eindeutig [49].
Die Ursache für einen Übergang von einem elektronischen Zustand in einen anderen muss
allerdings nicht die Wechselwirkung zwischen Kern- und Elektronenbewegung im Mole-
kül sein. Er kann auch durch die Wechselwirkung des Moleküls mit einem äußeren Feld
hervorgerufen werden, denn das Molekül stellt eine Gruppe geladener Teilchen dar, auf
die ein elektrisches Feld eine Kraft ausübt. Für den Operator 𝑊̂ der Wechselwirkungs-
energie zwischen einem elektrischen Feld 𝑬 und einer Ladungsverteilung schreibt man
näherungsweise 𝑊̂ = −𝝁̂𝑬, wobei 𝝁̂ = ∑𝑖 𝑞𝑖𝒙̂𝑖 das Dipolmoment der Ladungsvertei-
lung bezeichnet [50]. DieMatrixelemente dieses zusätzlichen Beitrags imHamiltonian sind
proportional zu

𝝁𝑛𝑚(𝑹) = −𝑒⟨𝜓𝑛(𝒓, 𝑹)|𝒓 |𝜓𝑚(𝒓, 𝑹)⟩𝒓 + ∑
𝜈

𝑍𝜈𝑒⟨𝜓𝑛(𝒓, 𝑹)| 𝑅⃗𝜈 | 𝜓𝑚(𝒓, 𝑹)⟩𝒓, (2.43)

wobei die 𝜓𝑖 sowohl diabatische als auch adiabatische Basisfunktionen darstellen kön-
nen [48]. Bei den Außerdiagonalelementen, in die die elektronischen Wellenfunktionen
von zwei verschiedenen Zuständen eingehen, verschwindet die Summe über die Kerne
aus Symmetriegründen und übrig bleiben die elektronischen Übergangsdipolmomente. Auf
der Diagonalen verschwindet dagegen der elektronische Anteil.
Selbst wenn nur die Kernschrödingergleichung betrachtet wird, bleiben Moleküle nicht-
starre Vielteilchensysteme mit einer großen Zahl von Freiheitsgraden. Dies erschwert die
Beschreibung von Effekten, die in molekularen Systemen auftreten. Jedes Atom eines Mo-
leküls bringt hier drei Freiheitsgrade ein, denn es kann sich in drei Raumrichtungen be-
wegen. In Schwerpunkts- und Relativkoordinaten transformiert werden davon drei Frei-
heitsgrade für die Bewegung des Schwerpunkts benötigt. Weitere drei Freiheitsgrade be-
schreiben die Rotation des gesamten Moleküls um die drei Raumachsen. Damit bleiben
für ein Molekül mit 𝑁 Atomen 3𝑁 − 6 (bei linearen Molekülen 3𝑁 − 5) Freiheitsgrade
für intramolekulare Vibrationsbewegungen übrig. Das Gerüst des PBI-Farbstoffmoleküls
in Abbildung 2.1 mit 40 Atomen (im einfachsten Fall 𝖱 = 𝖧) hat also schon 114 Vibrati-
onsmoden. Daher wird in dieser Arbeit ein vereinfachtes Modell benutzt:

• Translation und Rotation des Moleküls werden vernachlässigt.

• Die elektronische Schrödingergleichung wird nicht betrachtet. Stattdessen wird im
Sinne von Gleichung (2.39) angenommen dass verschiedene elektronische Zustände
|𝑛⟩ existieren und jeder Kernkonfiguration 𝑹 eine potentielle Energie 𝑉𝑛(𝑹) zuge-
ordnet werden kann. Die einzelnen elektronischen Zustände sind im Allgemeinen
miteinander gekoppelt. Auf diesen Potentialflächen findet nun eine Kernbewegung
statt und wird als Wellenpaketdynamik beschrieben.
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2.2 Moleküle und Molekülaggregate

𝖱 𝖭

𝖮 𝖮

𝖭 𝖱

𝖮𝖮

Abbildung 2.1: Strukturformel eines Perylenbisimid-Farbstoffmoleküls (kurz PBI). Die-
se Moleküle bilden oft stapelförmige Aggregate durch Wechselwirkung ihrer 𝜋-Elek-
tronensysteme [51]. Daher werden die Parameter in den Modellrechnungen dieser Ar-
beit häufig so gewählt, dass sie die spektralen Eigenschaften von PBI reproduzieren.

• Die einzelnen Vibrationsbewegungen werden zu einer oder wenigen effektiven Vi-
brationsmoden zusammengefasst. Die Ortskoordinate dieser effektiven Mode kann
daher meist nicht mehr mit tatsächlichen Atompositionen im Molekül identifiziert
werden. Darüber hinaus wird der Verlauf der potentiellen Energie und der Kopp-
lungselemente entlang der Vibrationskoordinaten durch einfache Funktionen, bei-
spielsweise eine Parabel oder eine Gaußkurve, angenähert.

Der Hamiltonoperator für solch ein Modellsystem (ohne äußeres Feld) hat die also Form

𝐻̂ = ∑
𝑛

|𝑛⟩𝐻𝗏𝗂𝖻
𝑛 (𝒙)⟨𝑛| + ∑

𝑛,𝑚
|𝑛⟩ ̃𝑉𝑛𝑚(𝒙)⟨𝑚|. (2.44)

Der Hamiltonoperator für die Kernbewegung 𝐻𝗏𝗂𝖻
𝑛 = ̂𝑇𝑁 + 𝑉𝑛(𝒙) auf der Diagonalen

hängt dabei von den Vibrationskoordinaten 𝒙 ab. Die Anzahl der effektiven Schwingungs-
freiheitsgrade ist jedoch gegenüber den Kernfreiheitsgraden in Gleichung (2.40) stark re-
duziert. Die elektronischen Zustände sind durch die Außerdiagonalelemente ̃𝑉𝑛𝑚 mitein-
ander gekoppelt, die im Allgemeinen ebenfalls von den Vibrationskoordinaten abhängen.
Abbildung 2.2 zeigt exemplarisch die potentiellen Energien für den Fall von zwei unge-
koppelten elektronischen Zuständen und einem einzelnen Vibrationsfreiheitsgrad.

2.2.2 Aggregatmodell

Moleküle, die nur einen kleinen räumlichen Abstand zueinander haben, wechselwirken
miteinander durch Coulombkräfte zwischen den (geladenen) Teilchen des einen und de-
nen eines anderen Moleküls. Das selbe gilt für mehrere molekülartige Untergruppen in
einem großen Molekül, zwischen denen kovalente Bindungen existieren (siehe auch Kapi-
tel 4). So entstehen Suprastrukturen wie Molekülaggregate oder Oligomere. Diese können
prinzipiell durch den gleichenHamiltonoperator (2.35) wie ein einzelnesMolekül beschrie-
ben werden. Ordnet man die einzelnen Kerne und Elektronen jeweils einem Molekül zu,
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𝑉

𝑥

|𝑔⟩

|𝑒⟩

𝑉𝑔(𝑥)

𝑉𝑒(𝑥)

Abbildung 2.2: Skizze der potentiellen Energie 𝑉 in einemModellsystem mit zwei elektro-
nischen Zuständen und der Vibrationskoordinate 𝑥. Im Zustand |𝑔⟩ findet eine Kernbe-
wegung auf der Potentialkurve 𝑉𝑔(𝑥) statt, im Zustand |𝑒⟩ auf der Kurve 𝑉𝑒(𝑥).

kann man den Gesamthamiltonian für ein Aggregat aus 𝑁 Molekülen in intra- und inter-
molekulare Beiträge trennen:

𝐻̂(𝑁)(𝒓, 𝑹) = ∑
𝑛

𝐻̂𝑛(𝒓𝑛, 𝑹𝑛) + ∑
𝑛,𝑚≠𝑛

̂𝑉𝑛𝑚(𝒓, 𝑹). (2.45)

Dabei ist 𝐻̂𝑛 der Hamiltonoperator (2.35) bzw. (2.44) für das isolierte 𝑛-te Molekül und

̂𝑉𝑛𝑚 = 1
4𝜋𝜀0

[∑
𝑖,𝑗

𝑒2

2 | ⃗𝑟𝑛,𝑖 − ⃗𝑟𝑚,𝑗|
+ ∑

𝜈,𝜆

𝑍𝑛,𝜈𝑍𝑚,𝜆 𝑒2

2 |𝑅⃗𝑛,𝜈 − 𝑅⃗𝑚,𝜆|
− ∑

𝑖,𝜈

𝑍(𝑛,𝑚),𝜈 𝑒2

|𝑅⃗(𝑛,𝑚),𝜈 − ⃗𝑟(𝑚,𝑛),𝑖|
]

(2.46)

die Wechselwirkungsenergie zwischen dem 𝑛-ten und dem 𝑚-ten Molekül.
In einem Aggregatmodell wird nun jedes Molekül bzw. Monomer durch zwei elektroni-
sche Zustände, einen Grundzustand |𝑔⟩ und einen angeregten Zustand |𝑒⟩, beschrieben.
Hierbei wird die Born-Oppenheimer-Näherung ̃𝑉𝑛𝑚 ≡ 0 angenommen, also intramoleku-
lare Kopplungen zwischen den elektronischen Zuständen vernachlässigt. Dies entspricht
der Situation in Abbildung 2.2. Die elektronische Basis für das Aggregat wird dann aus
Produkten der einzelnen Molekül-Zustände konstruiert. So gilt für den Grundzustand des
Aggregats, in dem sich jedes Molekül in seinem elektronischen Grundzustand befindet,

|𝑔1, 𝑔2, … , 𝑔𝑁⟩ = |𝑔1⟩ ⊗ |𝑔2⟩ ⊗ … ⊗ |𝑔𝑁⟩, (2.47)

wobei 𝑁 die Anzahl der Moleküle ist, aus denen sich das Aggregat zusammensetzt. Er
wird im Folgenden mit |𝐺⟩ abgekürzt. Wenn sich ein einzelnes Molekül im elektronisch
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angeregten Zustand befindet, spricht man von einem Frenkel-Exziton [52]. Im Aggregat
kann dies durch 𝑁 verschiedene lokalisierte Zustände

|𝑛⟩ ∶= |𝑔1, … , 𝑒𝑛, … , 𝑔𝑁⟩ = |𝑔1⟩ ⊗ … ⊗ |𝑒𝑛⟩ ⊗ … ⊗ |𝑔𝑁⟩ (2.48)

beschrieben werden. Hier ist ein Molekül (mit dem Index 𝑛) in seinem elektronisch ange-
regten Zustand und alle anderen Moleküle in ihrem elektronischen Grundzustand. Mehr-
fach angeregte Zustände lassen sich auf die gleiche Weise konstruieren, werden hier aber
nicht betrachtet. Diese Zustände sind diabatisch in dem Sinne, dass ihr elektronischer Cha-
rakter – also welches der Moleküle sich im elektronisch angeregten Zustand befindet –
nicht von der aktuellen Anordnung der Atomkerne abhängt.
Eine Kopplung zwischen den Zuständen wird nun durch die Matrixelemente der intermo-
lekularen Wechselwirkung (2.46) herbeigeführt [52]. Im Grundzustand nimmt man dabei

∑
𝑘,𝑙≠𝑘

⟨𝐺 | ̂𝑉𝑘𝑙 | 𝐺⟩𝒓 = 0 (2.49)

an, ebenso wie für ⟨𝑛 | ̂𝑉𝑘𝑙 | 𝐺⟩𝒓. Die Diagonalelemente

∑
𝑘,𝑙≠𝑘

⟨𝑛 | ̂𝑉𝑘𝑙 | 𝑛⟩𝒓 = Δ𝑛(𝑹) (2.50)

in den angeregten Zuständen sorgen für ein zusätzliches Potential für die Kernbewegung
[53]. Sie sind meist auch vernachlässigbar – ein Beispiel für den gegenteiligen Fall findet
sich in Kapitel 4. Damit bleiben die Außerdiagonalterme

∑
𝑘,𝑙≠𝑘

⟨𝑛 | ̂𝑉𝑘𝑙 | 𝑚⟩𝒓 = 𝐽𝑛𝑚(𝑹), (2.51)

in denen die Übergänge |𝑒⟩ → |𝑔⟩ bzw. |𝑔⟩ → |𝑒⟩ in zwei verschiedenen Monomeren
miteinander gekoppelt werden, als relevante Beiträge übrig.
Analog zur Wechselwirkung mit einem äußeren Feld kann auch hier der Ausdruck für
die Wechselwirkungsenergie taylor- bzw. multipolentwickelt werden. In Dipolnäherung
erhält man dann

𝐽𝑛𝑚 = 𝝁𝑛 ⋅ 𝝁𝑚
|𝑹𝑛𝑚|3

− 3 (𝑹𝑛𝑚 ⋅ 𝝁𝑛)(𝑹𝑛𝑚 ⋅ 𝝁𝑚)
|𝑹𝑛𝑚|5

. (2.52)

Mit 𝝁𝑘 wird dabei das Übergangsdipolmoment 𝝁𝑒𝑔 des 𝑘-ten Monomers bezeichnet. Es
wird als Punktdipol im Schwerpunkt des jeweiligen Moleküls angenommen, wobei 𝑹𝑘𝑙
der Verbindungsvektor zwischen den Schwerpunkten der Moleküle 𝑘 und 𝑙 ist. Sowohl die
Übergangsdipole als auch die Schwerpunkte hängen im Allgemeinen von den Koordina-
ten der einzelnen Kerne ab. Dieser Ausdruck ist eine gute Näherung, wenn die Moleküle
verglichen mit ihrer räumlichen Ausdehnung weit voneinander entfernt sind. Ist das nicht
der Fall, müssen auch höhere Multipolmomente berücksichtigt werden.
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Wie bei einem einzelnen Molekül kann im Aggregat nun zusätzlich eine Kernbewegung
stattfinden. Bezeichnet man wieder die Kernkoordinaten als 𝒙 und setzt (2.44) für den
Hamiltonoperator eines Monomers ein, erhält für das gesamte Aggregat einen Modellha-
miltonoperator der Form [52, 54]

𝐻̂(𝑁) = |𝐺⟩𝐻𝗏𝗂𝖻,(𝑁)
𝐺 (𝒙)⟨𝐺| + ∑

𝑛
|𝑛⟩𝐻𝗏𝗂𝖻,(𝑁)

𝑒,𝑛 (𝒙)⟨𝑛| + ∑
𝑛,𝑚

|𝑛⟩𝐽𝑛𝑚(𝒙)⟨𝑚|. (2.53)

Der Vibrationshamiltonian im Grundzustand ist wegen (2.49) dabei

𝐻𝗏𝗂𝖻,(𝑁)
𝐺 (𝒙) = ∑

𝑛
𝐻𝗏𝗂𝖻

𝑔,𝑛( ⃗𝑥𝑛). (2.54)

Mit dem oberen Index (𝑁) ist wiederum das Aggregat gemeint, die unteren Indizes –
𝑔, 𝑘 bzw. 𝑒, 𝑘 – kennzeichnen den elektronischen Zustand des 𝑘-ten Monomers. Dessen
Schwingungskoordinaten werden als ⃗𝑥𝑘 bezeichnet. Für die Vibrationshamiltonians in den
lokalisierten angeregten Zuständen kann man

𝐻𝗏𝗂𝖻,(𝑁)
𝑒,𝑛 (𝒙) = 𝐻𝗏𝗂𝖻

𝑒,𝑛( ⃗𝑥𝑛) + ∑
𝑚≠𝑛

𝐻𝗏𝗂𝖻
𝑔,𝑚( ⃗𝑥𝑚) + Δ𝑛 (2.55)

schreiben. Dabei wird angenommen, dass der Ausdruck (2.50) nicht von den Vibrations-
koordinaten abhängt, sondern nur eine konstante Energieverschiebung Δ𝑛 des Zustands
bewirkt. Auch die Kopplungselemente 𝐽𝑛𝑚 werden oft als konstant angenommen.

2.3 Lineare Spektroskopie
In der optischen Spektroskopie wird die Wechselwirkung von Materie mit elektromagne-
tischen Feldern benutzt, um Informationen über das untersuchte Material zu gewinnen.
Bei schwachen Feldstärken können hier lineare Absorptions- und Emissionsspektren ge-
wonnen werden. Mit diesen beschäftigt sich der folgende Abschnitt.
Das Verhältnis der absorbierten Energie pro Frequenzintervall zur eingestrahlten Ener-
gie pro Frequenzintervall und Fläche wird als frequenzaufgelöster Absorptionsquerschnitt
𝜎(𝜔) bezeichnet. In spektroskopischen Experimenten wird häufig der spektrale Extinkti-
onskoeffizient bestimmt. Dieser ist proportional zum Absorptionsquerschnitt [52, 55].
Für die Bestimmung der absorbierten Energie pro Frequenzintervall betrachtet man zu-
nächst die Wechselwirkungsenergie zwischen dem Feld und einem quantenmechanischen
System. Wie oben beschrieben ist diese Wechselwirkung in Dipolnäherung durch den

𝑊̂ (𝑡) = −𝝁̂𝑬(𝑡) (2.56)

gegeben, wobei 𝑬(𝑡) das einfallende elektrische Feld und 𝝁̂ den Dipolmoment-Operator
des Systems bezeichnet. Seine Matrixelemente sind durch Gleichung (2.43) gegeben. Der
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Gesamthamiltonian 𝐻̂ als Summe aus dem Systemhamiltonian 𝐻̂0 und der Wechselwir-
kungsenergie 𝑊̂ (𝑡) ist nun zeitabhängig, der Energieerwartungswert 𝐸 des Systems ist
damit nicht mehr konstant. Für die Änderungsrate der Energie im System gilt nach Glei-
chung (2.20)

𝑑
𝑑𝑡𝐸 = 𝑑

𝑑𝑡⟨𝐻̂⟩ [𝐻̂,𝐻̂]=0= ⟨ 𝜕
𝜕𝑡𝐻̂⟩ = − ⟨Ψ(𝑡) | 𝝁̂ | Ψ(𝑡)⟩⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

=∶𝑷 (𝑡)

𝜕
𝜕𝑡𝑬. (2.57)

Hierbei bezeichnet |Ψ(𝑡)⟩ den Zustandsvektor des Systems zum Zeitpunkt 𝑡. Der Erwar-
tungswert des Dipolmoment-Operators heißt Polarisation 𝑷 (𝑡).
Durch die Wechselwirkung wird dem System Energie zugeführt oder entzogen. Diese Än-
derung der Gesamtenergie lässt sich durch zeitliches Integrieren der Änderungsrate be-
stimmen:

Δ𝐸 = ∫
+∞

−∞
𝑑𝑡 𝑑

𝑑𝑡𝐸 = − ∫
+∞

−∞
𝑑𝑡𝑷 (𝑡)𝑬̇(𝑡). (2.58)

Weiter betrachtet man die Fouriertransformationen

𝑷 (𝑡) = ∫
+∞

−∞
𝑑𝜔e−i𝜔𝑡 ̃𝑷 (𝜔) und 𝑬̇(𝑡) = ∫

+∞

−∞
𝑑𝜔e−i𝜔𝑡 ̃𝑬̇(𝜔) (2.59)

für die Polarisation bzw. die zeitliche Ableitung des elektrischen Feldes. Setzt man dies in
das Integral aus Gleichung (2.58) ein, erhält man [56]:

− ∫
+∞

−∞
𝑑𝑡𝑷 (𝑡)𝑬̇(𝑡) = − ∫

+∞

−∞
𝑑𝑡 ∫

+∞

−∞
𝑑𝜔e−i𝜔𝑡 ̃𝑷 (𝜔) ∫

+∞

−∞
𝑑𝜔′ e−i𝜔′𝑡 ̃𝑬̇(𝜔′)

= − ∫
+∞

−∞
𝑑𝜔 ̃𝑷 (𝜔) ∫

+∞

−∞
𝑑𝜔′ ̃𝑬̇(𝜔′) ∫

+∞

−∞
𝑑𝑡e−i(𝜔+𝜔′)𝑡

⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
=𝛿(𝜔+𝜔′)

= − ∫
+∞

−∞
𝑑𝜔 ̃𝑷 (𝜔) ̃𝑬̇(−𝜔). (2.60)

Da sowohl 𝑷 (𝑡) als auch 𝑬̇(𝑡) reell sind, sind die jeweiligen Fouriertransformierten Her-
mite-symmetrisch. Es gilt also ̃𝑷 (−𝜔) = [ ̃𝑷 (𝜔)]∗

und ̃𝑬̇(−𝜔) = [ ̃𝑬̇(𝜔)]
∗
. So kann die

Gesamtenergieänderung also nicht nur durch ein Zeitintegral, sondern genauso durch ein
Integral über alle Frequenzen ausgedrückt werden:

Δ𝐸 = − ∫
+∞

−∞
𝑑𝜔 ̃𝑷 (𝜔) [ ̃𝑬̇(𝜔)]

∗
. (2.61)
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Hier trägt nur der gerade Anteil des Integranden zum Integral bei. Bei Hermite-symmet-
rischen Funktionen ist dies der Realteil, der Imaginärteil ist dann ungerade. Aus (2.59) folgt
außerdem ̃𝑬̇(𝜔) = −i𝜔𝑬̃(𝜔). Damit gilt für die Gesamtenergieänderung

Δ𝐸 = − ∫
+∞

0
𝑑𝜔2Re [ ̃𝑷 (𝜔) ⋅ i𝜔𝑬̃∗(𝜔)] = ∫

+∞

0
𝑑𝜔2𝜔 Im [ ̃𝑷 (𝜔)𝑬̃∗(𝜔)] . (2.62)

Die übertragene Energie pro Frequenzintervall 𝑑
𝑑𝜔Δ𝐸 entspricht also dem Integranden

dieses Ausdrucks.
Um einen Absorptionsquerschnitt zu erhalten, muss dies mit der spektralen Energiedichte
𝑤𝑖𝑛(𝜔) des einfallenden Feldes in Zusammenhang gesetzt werden. Die Energiedichte eines
zeitabhängigen elektrischen Feldes 𝑬(𝑡) ist proportional zum Betragsquadrat der Fourier-
transformierten des elektrischen Feldes [24]:

𝑤𝑖𝑛(𝜔) ∼ |𝑬̃(𝜔)|2. (2.63)

Der Absorptionsquerschnitt als Quotient dieser beiden Größen ist also

𝜎(𝜔) =
𝑑

𝑑𝜔Δ𝐸
𝑤𝑖𝑛(𝜔) ∼

2𝜔 Im [ ̃𝑷 (𝜔)𝑬̃∗(𝜔)]
|𝑬̃(𝜔)|2

. (2.64)

Für die Emission müssen im Allgemeinen zwei Fälle unterschieden werden. Bei der stimu-
lierten Emissionwird dasQuantensystem durch ein äußeres Feld dazu gebracht, Energie an
dieses abzugeben. Die stimulierte Emission ist also der umgekehrte Prozess zur Absorpti-
on. Das zugehörige Spektrum nimmt daher auch die Form (2.64) an.
Bei der spontanen Emission gibt das System die Energie ohne Einwirkung eines äußeren
Feldes ab. Für eine korrekte Beschreibung muss daher auch das abgegebene Photon bzw.
das Vakuum quantisiert beschrieben werden [57]. Der entstehende Ausdruck für die Emis-
sionsrate – der Begriff der „Rate“ ist bei der spontanen Emission angemessener als der des
„Querschnitts“ – ist jedoch äquivalent zum störungstheoretischen Ausdruck aus Abschnitt
2.3.1 für das Absorptions- bzw. stimulierte Emissionsspektrum [58–60]. Auf eine detaillier-
te Betrachtung wird daher verzichtet. Allerdings ist die Emissionswahrscheinlichkeit bei
einer Frequenz 𝜔 proportional zur Zustandsdichte des emittierten Feldes bei dieser Fre-
quenz. Daher wird der Faktor 𝜔 in Gleichung (2.64) durch 𝜔3 ersetzt [24].

2.3.1 Lineare Antwort und Autokorrelationsfunktion
Der Zustandsvektor |Ψ(𝑡)⟩ aus Gleichung (2.57) lässt sich störungstheoretisch entwickeln.
Wenn die Feldstärke des einfallenden Feldes schwach genug ist, reicht die Entwicklung bis
zur ersten Ordnung aus. Nach Gleichung (2.34) lautet sie

|Ψ(𝑡)⟩ = e−i𝐸𝑖𝑡|Ψ𝑖⟩⏟⏟⏟⏟⏟
=∶ |Ψ(0)(𝑡)⟩

+ 1
i ∫

𝑡

−∞
𝑑𝑡′ e−i𝐻̂0(𝑡−𝑡′) (−𝝁̂𝑬(𝑡′)) e−i𝐸𝑖𝑡′|Ψ𝑖⟩

⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
=∶ |Ψ(1)(𝑡)⟩

. (2.65)
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2.3 Lineare Spektroskopie

Dabei wird angenommen, dass sich das System vor der Wechselwirkung in einem Eigen-
zustand |Ψ𝑖⟩ des Systemhamiltonians 𝐻0 befindet; die dazugehörige Eigenenergie ist 𝐸𝑖.
Beide Ordnungen enthalten streng genommen noch einen Phasenfaktor, der die Zeitent-
wicklung des Eigenzustands |Ψ𝑖⟩ für das Zeitintervall [−∞, 0] beschreibt. Solche Phasen-
faktoren heben sich bei Erwartungswerten gegenseitig auf. Für die Polarisation, also den
Erwartungswert des Dipolmoment-Operators, gilt dann

𝑷 (𝑡) = ⟨Ψ(0)(𝑡) | 𝝁̂ | Ψ(0)(𝑡)⟩⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
= 𝑃 (0)(𝑡)

+ ⟨Ψ(0)(𝑡) | 𝝁̂ | Ψ(1)(𝑡)⟩ + ⟨Ψ(1)(𝑡) | 𝝁̂ | Ψ(0)(𝑡)⟩⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
= 𝑃 (1)(𝑡)

+𝒪(𝑊̂ 2).

(2.66)

Die nullte Ordnung 𝑷 (0)(𝑡) verschwindet durch die Winkelmittelung – vgl. Gleichung
(2.75) und die Rechnung in Abschnitt 2.3.2. Der Term erster Ordnung 𝑷 (1)(𝑡) trägt zu
linearen Absorptions- und Emissionsspektren bei. Höhere Ordnungen treten bei höheren
Feldstärken oder mehreren Lichtpulsen auf. Sie bestimmen die nichtlinearen Spektren wie
etwa CARS [61, 62] oder zweidimensionale Photon-Echo-Spektroskopie [16, 62, 63], die
jedoch in dieser Arbeit nicht behandelt werden.
Für linear polarisiertes Licht² der Polarisationsrichtung 𝜺, also 𝑬(𝑡) = 𝜺ℰ(𝑡), erhält man
durch Einsetzen den ersten Summanden

⟨Ψ(0)(𝑡) | 𝝁̂ | Ψ(1)(𝑡)⟩ = −i∫
𝑡

−∞
𝑑𝑡′ ⟨Ψ𝑖|e+i𝐸𝑖𝑡𝝁̂ e−i𝐻̂0(𝑡−𝑡′) (−𝝁̂𝑬(𝑡′)) e−i𝐸𝑖𝑡′|Ψ𝑖⟩

= +i∫
∞

0
𝑑𝜏 ⟨Ψ𝑖|𝝁̂ e−i𝐻̂0𝜏(𝝁̂𝜺)|Ψ𝑖⟩ei𝐸𝑖𝜏ℰ(𝑡 − 𝜏), (2.67)

der in 𝑷 (1)(𝑡) eingeht. Hierbei wurde die Substitution 𝜏 = 𝑡 − 𝑡′ durchgeführt. Er stellt
eine Faltung des einfallenden elektrischen Feldes mit der Funktion

𝑺(𝑡) = {⟨Ψ𝑖|𝝁̂ e−i𝐻̂0𝑡(𝝁̂𝜺)|Ψ𝑖⟩ei𝐸𝑖𝑡, 𝑡 ⩾ 0
0, 𝑡 < 0 (2.68)

dar. Seine Fouriertransformation ist also i ̃ℰ(𝜔) ̃𝑺(𝜔). Setzt man dies nun in den Ausdruck
(2.64) für den Absorptionsquerschnitt ein, erhält man

𝜎(𝜔) ∼ 2𝜔
Im [i𝜺 ̃ℰ∗(𝜔) ̃ℰ(𝜔) ̃𝑺(𝜔)]

| ̃ℰ(𝜔)|2
= 𝜔 𝜺 ( ̃𝑺(𝜔) + ̃𝑺∗(𝜔)) . (2.69)

Zurück in den Zeitbereich transformiert wird dies zu

𝜎(𝜔) ∼ 𝜔 ∫
+∞

−∞
𝑑𝑡ei𝜔𝑡𝜺 (𝑺(𝑡) + 𝑺∗(−𝑡)) . (2.70)

²Für zirkular oder elliptisch polarisiertes Licht ist der Polarisationsvektor 𝜺 selbst zeitabhängig.
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Dabei verschwindet 𝑺(𝑡) für negative Zeiten. 𝑺∗(−𝑡) verschwindet für positive Zeiten
und nimmt bei negativen Zeiten die selben Werte an, wie 𝑺(𝑡) bei positiven Zeiten. Für
den Absorptionsquerschnitt ergibt sich also

𝜎𝑎𝑏𝑠(𝜔) ∼ 𝜔 ∫
+∞

−∞
𝑑𝑡ei(𝜔+𝐸𝑖)𝑡⟨Ψ𝑖 | (𝝁̂𝜺) e−i𝐻̂0𝑡 (𝝁̂𝜺) | Ψ𝑖⟩. (2.71)

Die zeitabhängige Funktion

𝑐′(𝑡) = ⟨Ψ𝑖|(𝝁̂𝜺) e−i𝐻̂0𝑡(𝝁̂𝜺)|Ψ𝑖⟩ei𝐸𝑖𝑡 (2.72)

wird als Autokorrelationsfunktion des Systems bezeichnet. Sie weist hermitesche Symme-
trie auf, d. h. es gilt 𝑐′(−𝑡) = 𝑐′∗(𝑡). Der Absorptionsquerschnitt ist damit eine rein reelle
Größe.
Emission von Licht würde nach der obigen Darstellung bei negativen Frequenzen auftre-
ten. Um ebenfalls ein Spektrum bei positiven Frequenzen zu erhalten, betrachtet man die
inverse Richtung der Fourier-Transformation (2.71):

𝜎𝑒𝑚𝑖(𝜔) ∼ 𝑓(𝜔) ∫
+∞

−∞
𝑑𝑡e−i(𝜔−𝐸𝑖)𝑡⟨Ψ𝑖 | (𝝁̂𝜺) e−i𝐻̂0𝑡 (𝝁̂𝜺) | Ψ𝑖⟩, (2.73)

wobei bei stimulierter Emission 𝑓(𝜔) ∼ 𝜔 und bei spontaner Emission 𝑓(𝜔) ∼ 𝜔3 ist.

In die Autokorrelationsfunktion (2.72) geht die relative Ausrichtung des Dipolmoments
und der Polarisationsrichtung des elektrischen Feldes ein. In einem Experiment besteht
die Probe in den allermeisten Fällen aus vielen Molekülen, die zufällig angeordnet sind.
Daher muss das Absorptionsspektrum über alle möglichen Ausrichtungen von 𝝁̂𝜺 gemit-
telt werden. Am einfachsten ist dies im „körperfesten“ Koordinatensystems des Moleküls.
Hier kann 𝜺 durch zwei Winkel 𝜃 und 𝜙 beschrieben werden:

𝜺(𝜃, 𝜙) = sin 𝜃 cos 𝜙 ̂𝑒𝑥 + sin 𝜃 sin 𝜙 ̂𝑒𝑦 + cos 𝜃 ̂𝑒𝑧. (2.74)

Auch die Autokorrelationsfunktion ist dann eine Funktion dieser beiden Winkel. Durch
Integration über die Winkel erhält man die gemittelte Autokorrelationsfunktion

𝑐(𝑡) = 1
4𝜋 ∫

2𝜋

0
𝑑𝜙 ∫

𝜋

0
𝑑𝜃 sin 𝜃 𝑐′(𝜃, 𝜙, 𝑡). (2.75)

Wenn das zu untersuchende Molekül o. ä. nur einen Übergang aufweist, an den das elektri-
sche Feld koppeln kann, führt die Winkelmittelung – Integral über sin 𝜃 cos2 𝜃 – zu einem
konstanten Vorfaktor 1

3 [24]. Für den allgemeinen Fall wird die Mittelung im folgenden
Abschnitt explizit durchgeführt.
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2.3 Lineare Spektroskopie

2.3.2 Absorptions- und Emissionsspektren von Aggregaten
Bei Molekülaggregaten oder Molekülen mit mehreren „hellen“ Zuständen im relevanten
Energiebereich gibt es auch mehrere Übergangsdipolmomente. Sie sind jedoch oft nicht
parallel. Der Dipolmoment-Operator lässt sich dann als

𝝁̂ = ∑
𝑛

|𝑛⟩𝝁𝑛⟨𝑔| + ℎ.𝑐. (2.76)

schreiben, wobei |𝑔⟩ den Grundzustand bezeichnet und |𝑛⟩ die Zustände sind, die durch
Wechselwirkungmit dem elektrischen Feld mit demGrundzustand gekoppelt werden kön-
nen. Bei der Spektroskopie im Bereich des sichtbaren Lichts sind dies typischerweise elek-
tronisch angeregte Zustände³. Denkbare Übergänge zwischen verschiedenen angeregten
Zuständen werden hier nicht betrachtet. Die Übergangsdipolmomente sind im Allgemei-
nen von den Kernkoordinaten abhängig. Im Folgenden wird diese Abhängigkeit jedoch
vernachlässigt. Man spricht dabei von der Condon-Näherung [64].
Im Fall der Absorption, bei der das Aggregat vom elektronischen Grundzustand in die
gekoppelten angeregten Zustände übergeht, gilt dann für die Korrelationsfunktion

𝑐′
𝑎𝑏𝑠(𝜃, 𝜙, 𝑡) = ∑

𝑛,𝑚
⟨𝜓𝑖, 𝑛 | ̂𝑈𝑒(𝑡) | 𝑚, 𝜓𝑖⟩ ei𝐸𝑖𝑡⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

= 𝐶𝑛𝑚(𝑡)
(𝜺 ⋅ 𝝁𝑛) (𝜺 ⋅ 𝝁𝑚) , (2.77)

wobei |𝜓𝑖⟩ die anfängliche Schwingungswellenfunktion darstellt und ̂𝑈𝑒(𝑡) den Zeitent-
wicklungsoperator in den gekoppelten angeregten Zuständen. Bei der Emission ist das
Aggregat zu Beginn in einem angeregten Eigenzustand

|Ψ𝑖⟩ = ∑
𝑛

|𝑛, 𝜓𝑖,𝑛⟩ (2.78)

mit der Eigenenergie 𝐸𝑖. Damit ist die Korrelationsfunktion

𝑐′
𝑒𝑚𝑖(𝜃, 𝜙, 𝑡) = ∑

𝑛,𝑚
⟨𝜓𝑖,𝑛 |𝑈𝑔(𝑡) |𝜓𝑖,𝑚⟩ ei𝐸𝑖𝑡⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

= 𝐶𝑛𝑚(𝑡)

(𝜺 ⋅ 𝝁𝑛) (𝜺 ⋅ 𝝁𝑚) . (2.79)

Hier tritt nur der Zeitentwicklungsoperator 𝑈𝑔(𝑡) in einem einzelnen elektronischen Zu-
stand, demGrundzustand, auf. Die Korrelationsfunktion ist in diesem Fall also eine Summe
von Kreuzkorrelationsfunktionen verschiedener Schwingungswellenfunktionen – den ein-
zelnen Schwingungskomponenten der Anfangseigenfunktion |Ψ𝑖⟩.
Im körperfesten Koordinatensystem kann man die Übergangsdipolmomente als

𝝁𝑛 = 𝜇𝑛 (cos 𝛽𝑛 cos 𝛾𝑛 ̂𝑒𝑥 + cos 𝛽𝑛 sin 𝛾𝑛 ̂𝑒𝑦 + sin 𝛽𝑛 ̂𝑒𝑧) , (2.80)

³Hier wird durchgängig das Bild von elektronischen Zuständen mit abseparierbarer Schwingungswellen-
funktion |𝜓𝑖⟩ benutzt. Die Gleichungen sind jedoch auch für andere Energiebereiche gültig, beispiels-
weise die IR-Spektroskopie. Die Vektoren |𝑛⟩ bezeichnen dann Schwingungseigenzustände.
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ausdrücken, wobei 𝛽𝑛 den Winkel zwischen 𝝁𝑛 und der 𝑥-𝑦-Ebene des Koordinatensys-
tems beschreibt und 𝛾𝑛 die Drehung um die 𝑧-Achse. Die Polarisationsrichtung des Lichts
ist wie in Gleichung (2.74) auch von zwei Winkeln abhängig, über die anschließend die
Mittelung durchgeführt wird. Somit ist

𝜺 ⋅ 𝝁𝑛 = 𝜇𝑛 [sin 𝜃 cos 𝛽𝑛 (cos 𝜙 cos 𝛾𝑛 + sin 𝜙 sin 𝛾𝑛) + cos 𝜃 sin 𝛽𝑛] , (2.81)

und

(𝜺 ⋅ 𝝁𝑛) (𝜺 ⋅ 𝝁𝑚) = 𝜇𝑛𝜇𝑚

⋅[ sin2 𝜃 cos 𝛽𝑛 cos 𝛽𝑚 (cos 𝜙 cos 𝛾𝑛 + sin 𝜙 sin 𝛾𝑛) (cos 𝜙 cos 𝛾𝑚 + sin 𝜙 sin 𝛾𝑚)

+ sin 𝜃 cos 𝜃 cos 𝛽𝑛 sin 𝛽𝑚 (cos 𝜙 cos 𝛾𝑛 + sin 𝜙 sin 𝛾𝑛)
+ sin 𝜃 cos 𝜃 sin 𝛽𝑛 cos 𝛽𝑚 (cos 𝜙 cos 𝛾𝑚 + sin 𝜙 sin 𝛾𝑚)

+ cos2 𝜃 sin 𝛽𝑚 sin 𝛽𝑛]. (2.82)

Wenn man nun wie in Gleichung (2.75) über alle möglichen Polarisationsrichtungen mit-
telt, ergibt sich durch Ausführen des 𝜃-Integrals zunächst

𝑐(𝑡) = ∑
𝑛,𝑚

𝐶𝑛𝑚(𝑡) ⋅ 𝜇𝑛𝜇𝑚
4𝜋 ∫

2𝜋

0
𝑑𝜙 [2

3 sin 𝛽𝑛 sin 𝛽𝑚

+ 4
3 cos 𝛽𝑛 cos 𝛽𝑚 (cos2 𝜙 cos 𝛾𝑛 cos 𝛾𝑚 + sin2 𝜙 sin 𝛾𝑛 sin 𝛾𝑚)

+ 4
3 cos 𝛽𝑛 cos 𝛽𝑚 (cos 𝜙 sin 𝜙 (cos 𝛾𝑛 sin 𝛾𝑚 + cos 𝛾𝑚 sin 𝛾𝑛))] . (2.83)

Anschließendes Ausführen des 𝜙-Integrals und Ausnutzen der Additionstheoreme für tri-
gonometrische Funktionen führt dann auf die Form

𝑐(𝑡) = ∑
𝑛,𝑚

𝜇𝑛𝜇𝑚
3 𝐶𝑛𝑚(𝑡) [sin 𝛽𝑛 sin 𝛽𝑚 + cos 𝛽𝑛 cos 𝛽𝑚 cos(𝛾𝑛 − 𝛾𝑚)] (2.84)

für die Korrelationsfunktion. Aus (2.80) geht hervor, dass für das Skalarprodukt der Dipol-
momentsvektoren 𝝁𝑛 und 𝝁𝑚

𝝁𝑛 ⋅ 𝝁𝑚
𝜇𝑛𝜇𝑚

= (sin 𝛽𝑛 sin 𝛽𝑚 + cos 𝛽𝑛 cos 𝛽𝑚 cos(𝛾𝑛 − 𝛾𝑚)) =∶ cos 𝛼𝑛𝑚 (2.85)

gilt, wobei 𝛼𝑛𝑚 den Winkel zwischen 𝝁𝑛 und 𝝁𝑚 bezeichnet. Damit erhält die Autokor-
relationsfunktion (2.84) die einfache Form

𝑐(𝑡) = 1
3 ∑

𝑛,𝑚
𝐶𝑛𝑚(𝑡)𝜇𝑛𝜇𝑚 cos 𝛼𝑛𝑚 = 1

3 ∑
𝑛,𝑚

𝐶𝑛𝑚(𝑡)𝝁𝑛 ⋅ 𝝁𝑚. (2.86)
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En

er
gi
e

𝐸

𝝁1

𝐸− = 𝐸 − 𝐽

𝐸+ = 𝐸 + 𝐽

𝐸

𝝁2

𝐽

𝜎(𝜔)

𝜔𝐸−

|𝝁1 − 𝝁2|2

𝐸+

|𝝁1 + 𝝁2|2

Abbildung 2.3: Links die Levelstruktur eines Homodimers aus zwei gekoppelten Zwei-
Level-Systemen und rechts die schematische Darstellung seines Absorptions- (blau) und
Emissionsspektrums (rot).

Wenn man die Schwingungswellenfunktion |𝜓𝑖⟩ vernachlässigt und so das rein elektro-
nische Problem als gekoppeltes (𝑁 + 1)-Zustandssystem betrachtet, werden die Matrix-
elemente 𝐶𝑛𝑚 durch die elektronischen Energien und Kopplungen bestimmt. Im Fall von
ungekoppelten Zuständen (Born-Oppenheimer-Näherung), sind auch nur die Diagonal-
elemente 𝐶𝑛𝑛 ungleich Null. Im Spektrum sieht man hier Linien bei den Zustandsenergi-
en 𝐸𝑛. Ihre spektrale Intensität wird durch das Betragsquadrat |𝝁𝑛|2 des entsprechenden
Übergangsdipolmoments bestimmt. Wenn Kopplungen auftreten kann der Systemhamil-
tonian diagonalisiert werden. Wie im ungekoppelten Fall entsprechen die Positionen der
Linien im Spektrum den Eigenenergien des gekoppelten Systems. In die Korrelationsfunk-
tion (2.86) gehen bei Absorption die Übergangsdipolmomente vom Grundzustand in die
Eigenzustände des Systems ein. Sie können als Linearkombinationen der „diabatischen“
Dipolmomente dargestellt werden, denn die Diagonalisierung wirkt sich auch auf den Di-
polmomentsoperator (2.76) aus. Die Intensität der Spektrallinien wird also durch das Be-
tragsquadrat dieser Linearkombinationen bestimmt [65]. Bei Emission gilt das Gleiche,
allerdings treten nicht alle gekoppelten angeregten Zustände auf, sondern nur ein einzel-
ner, aus dem die Emission erfolgt. Dabei handelt es sich üblicherweise um den energetisch
niedrigsten Zustand [66].
Abbildung 2.3 zeigt dies beispielhaft für ein Dimer. Der Hamilton- und der Übergangsdi-
polmomentoperator eines solchen Systems sind

𝐻̂ = ⎛⎜
⎝

0 0 0
0 𝐸 𝐽
0 𝐽 𝐸

⎞⎟
⎠

und 𝝁̂ = ⎛⎜
⎝

0 𝝁1 𝝁2
𝝁1 0 0
𝝁2 0 0

⎞⎟
⎠

. (2.87)
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Wenn man nun 𝐻̂ diagonalisiert, nehmen diese beiden Operatoren die Form

𝐻̂diag = ⎛⎜
⎝

0 0 0
0 𝐸− 0
0 0 𝐸+

⎞⎟
⎠

und 𝝁̂diag = 1
2

⎛⎜
⎝

0 𝝁1 − 𝝁2 𝝁1 + 𝝁2
𝝁1 − 𝝁2 0 0
𝝁1 + 𝝁2 0 0

⎞⎟
⎠

(2.88)

an.Weitere Fälle finden sich in anderen Kapiteln dieser Arbeit: In Kapitel 4 werden zyklisch
gekoppelte Trimere und Tetramere behandelt und Kapitel 5 betrachtet lineare Oligomere,
wobei Vibrationszustände explizit in die Behandlung eingeschlossen werden.

2.3.3 Numerische Bestimmung der Korrelationsfunktion
Im Allgemeinen ist der Hamiltonoperator nicht einfach zu diagonalisieren. Die Korrelati-
onsfunktion (2.86) muss dann numerisch bestimmt werden. Bei der Emission ist dies un-
kompliziert möglich, indem die einzelnen Schwingungs-Kreuzkorrelationsfunktionen in
Gleichung (2.79) bestimmt werden. Diese werden dann mit den entsprechenden Dipolmo-
menten gewichtet und addiert.
Wenn der Übergang in gekoppelte Zustände erfolgt, wie es typischerweise bei der Ab-
sorption der Fall ist, ist die Berechnung komplizierter. Das liegt daran, dass die einzelnen
Matrixelemente 𝐶𝑛𝑚(𝑡) hier nicht direkt zugänglich sind. Hinzu kommt, dass die Über-
gangsdipolmomente nicht in einer Ebene liegen müssen, wenn mehr als zwei mögliche
Übergänge betrachtet werden. Um die Bestimmung der Korrelationsfunktion zu vereinfa-
chen, kann man diese in drei Summanden

𝑐(𝑡) = ei𝐸𝑖𝑡 ( ̂𝑐𝖢𝖢(𝑡) + ̂𝑐𝖢𝖲(𝑡) + ̂𝑐𝖲(𝑡)) , (2.89)

zerlegen, wobei jeweils die Geometrie der Dipolmomente die Anfangswellenfunktion für
die Propagation bestimmt. Die Indizes 𝖢𝖢, 𝖢𝖲 und 𝖲 bezeichnen die Winkelfunktionen,
die die jeweilige Anfangswellenfunktion bestimmen. Für die einzelnen Summanden gilt

̂𝑐𝖢𝖢(𝑡) = ⟨⎛⎜
⎝

𝜇1 cos 𝛽1 cos 𝛾1
⋮

𝜇𝑁 cos 𝛽𝑁 cos 𝛾𝑁

⎞⎟
⎠

𝜓𝑖 ∣ ̂𝑈𝑒(𝑡) ∣ 𝜓𝑖
⎛⎜
⎝

𝜇1 cos 𝛽1 cos 𝛾1
⋮

𝜇𝑁 cos 𝛽𝑁 cos 𝛾𝑁

⎞⎟
⎠

⟩

= ∑
𝑛,𝑚

𝜇𝑛𝜇𝑚𝐶𝑛𝑚(𝑡) ⋅ cos 𝛽𝑛 cos 𝛽𝑚 ⋅ cos 𝛾𝑚 cos 𝛾𝑛, (2.90a)

̂𝑐𝖢𝖲(𝑡) = ⟨⎛⎜
⎝

𝜇1 cos 𝛽1 sin 𝛾1
⋮

𝜇𝑁 cos 𝛽𝑁 sin 𝛾𝑁

⎞⎟
⎠

𝜓𝑖 ∣ ̂𝑈𝑒(𝑡) ∣ 𝜓𝑖
⎛⎜
⎝

𝜇1 cos 𝛽1 sin 𝛾1
⋮

𝜇𝑁 cos 𝛽𝑁 sin 𝛾𝑁

⎞⎟
⎠

⟩

= ∑
𝑛,𝑚

𝜇𝑛𝜇𝑚𝐶𝑛𝑚(𝑡) ⋅ cos 𝛽𝑛 cos 𝛽𝑚 ⋅ sin 𝛾𝑚 sin 𝛾𝑛 (2.90b)
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und

̂𝑐𝖲(𝑡) = ⟨⎛⎜
⎝

𝜇1 sin 𝛽1
⋮

𝜇𝑁 sin 𝛽𝑁

⎞⎟
⎠

𝜓𝑖 ∣ ̂𝑈𝑒(𝑡) ∣ 𝜓𝑖
⎛⎜
⎝

𝜇1 sin 𝛽1
⋮

𝜇𝑁 sin 𝛽𝑁

⎞⎟
⎠

⟩

= ∑
𝑛,𝑚

𝜇𝑛𝜇𝑚𝐶𝑛𝑚(𝑡) ⋅ sin 𝛽𝑛 sin 𝛽𝑚. (2.90c)

Dabei steht jeweils im Bra- und im Ket-Vektor derselbe Zustand. Die Summe dieser drei
Funktionen ergibt mit den trigonometrischen Additionstheoremen wieder den Ausdruck
(2.84). Da für die Absorption nur die angeregten Zustände eine Rolle spielen, geht der
elektronische Grundzustand nicht in die Propagation ein. Auf diese Weise kann die Kor-
relationsfunktion (2.86) für die Absorption durch die Zeitentwicklung von höchstens drei
speziellen Wellenfunktionen rekonstruiert werden. Dabei ist zu beachten, dass die An-
fangswellenfunktionen in (2.90) nicht normiert sind. Wenn der Anfangszustand vor der
Propagation normiert wird, wie dies im MCTDH-Programm (siehe Kapitel 3.2) automa-
tisch passiert, müssen die Funktionen ̂𝑐𝖢𝖢(𝑡), ̂𝑐𝖢𝖲(𝑡) und ̂𝑐𝖲(𝑡) mit der jeweiligen Norm
gewichtet werden.
Der Zeitentwicklungsoperator kann darüber hinaus wie in Gleichung (2.18b) in ̂𝑈𝑒(𝑡) =

̂𝑈𝑒( 𝑡
2) ̂𝑈𝑒( 𝑡

2) aufgeteilt werden.Wenn die Anfangswellenfunktion |𝜓𝑖⟩ reell ist, nehmen die
Terme (2.90) also die Form

̂𝑐(𝑡) = ⟨Ψ∗ ( 𝑡
2) ∣ Ψ ( 𝑡

2)⟩ (2.91)

an [67, 68]. Die Wellenfunktion muss also nur für die Hälfte des Zeitintervalls propagiert
werden, während dessen die Korrelationsfunktion bestimmt werden soll. Wenn die Wel-
lenfunktion numerisch nur zu diskreten Zeitpunkten vorliegt, erhält man dadurch jedoch
ein gröberes Raster für die Korrelationsfunktion. Gleichung (2.91) gilt auch für die Kreuz-
korrelationsfunktionen zur Bestimmung des Emissionsspektrums.
Der Phasenfaktor ei𝐸𝑖𝑡, der von der Eigenenergie der Ausgangswellenfunktion abhängt,
wird in der numerischen Rechnung zunächst vernachlässigt. Dies wird nach der Fourier-
transformation durch eine Verschiebung des Spektrums um eben diesen Energiebetrag aus-
geglichen.
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3 Numerische Methoden
Die Grundlage für die numerische Lösung der zeitabhängigen Schrödingergleichung ist
eine Diskretisierung der Zeit. Das heißt, aus der Wellenfunktion zu einem Zeitpunkt 𝑡 und
dem Systemhamiltonoperator 𝐻̂ wird dieWellenfunktion zum Zeitpunkt 𝑡+Δ𝑡 berechnet.
Eine Möglichkeit ist die direkte numerische Integration der zeitabhängigen Schrödinger-
gleichung, einer Differentialgleichung erster Ordnung in der Zeit. Für diesen Fall, ein soge-
nanntes Anfangswertproblem, existieren viele numerische Lösungsverfahren [69, 70]. Bei
einem großen Systemhamiltonian kann es jedoch hilfreich sein, aus der Schrödingerglei-
chung einen neuen Satz an Bewegungsgleichungen zu gewinnen, die effizienter integriert
werden können.
Eine spezielle Möglichkeit der Integration ist, die Wirkung des Zeitentwicklungsoperator
auf das System zu berechnen: Im Allgemeinen, siehe Gleichung (2.17), gilt

|Ψ(𝑡 + Δ𝑡)⟩ = 𝑈(𝑡 + Δ𝑡, 𝑡)|Ψ(𝑡)⟩. (3.1)

Für einen zeitunabhängigen Hamiltonoperator kann man den Zeitentwicklungsoperator
als Exponentialfunktion des Systemhamiltonoperators schreiben:

𝑈(𝑡 + Δ𝑡, 𝑡) = e−i𝐻̂⋅(𝑡+∆𝑡−𝑡) = e−i𝐻̂∆𝑡. (3.2)

Der hier auftretende Ausdruck e−i𝐻̂∆𝑡 wird als Kurzzeitpropagator 𝑈𝑆𝑇 (Δ𝑡) bezeichnet.
Durch wiederholtes Anwenden wird dann die Wellenfunktion zu einer um die entspre-
chende Anzahl Zeitschritte Δ𝑡 späteren Zeit bestimmt. Für explizit zeitabhängige Hamil-
tonoperatoren kann der Propagator näherungsweise auf die gleiche Weise geschrieben
werden, wenn der Zeitschritt klein genug ist. Allerdings sollte dieser auch für zeitunab-
hängige Hamiltonoperatoren kurz sein, um alle vorkommenden Energien bzw. Frequenzen
numerisch richtig zu erfassen.
In Abschnitt 3.1 wird eine Methode zur Bestimmung des Kurzzeitpropagators, die Split-
Operator-Methode [71], vorgestellt. Abschnitt 3.2 behandelt dann mit demMulticonfigura-
tion Time-Dependent Hartree-Ansatz [28–30, 72], kurz MCTDH, eine weitere Methode zur
Lösung der zeitabhängigen Schrödingergleichung. Sie basiert darauf, die Wellenfunktion
in bestimmte Teile zu zerlegen und für diese Teile spezielle Bewegungsgleichungen aufzu-
stellen. Dadurch ist sie ist zwar komplexer als der Split-Operator-Algorithmus, bietet aber
vor allem für Systeme mit vielen Freiheitsgraden Vorteile in Hinblick auf die numerische
Effizienz. Aus diesem Grund wird sie in dieser Arbeit bevorzugt eingesetzt. Im letzten Ab-
schnitt 3.3 wird schließlich die Propagation in imaginärer Zeit [73] angesprochen. Sie dient
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3 Numerische Methoden

dazu, die Grundzustandswellenfunktion eines Systems zu bestimmen. In beiden Ansätzen,
Split-Operator und MCTDH, ist sowohl die Propagation in reeller als auch in imaginärer
Zeit möglich.

3.1 Split-Operator
In numerischen Rechnungen kann eine Wellenfunktion nicht als eine Funktionsgleichung
analytisch dargestellt werden. Vielmehr speichert man sie als eine Liste von Funktionswer-
ten an bestimmten Stützstellen, dem sogenannten Grid. Um die Gridpunkte zu bestimmen,
bietet es sich an, aus den kontinuierlichen Eigenwerten des Ortsoperators einige auszu-
wählen. Die zugehörigen Ortseigenfunktionen nimmt man dann als Basis, in der die Wel-
lenfunktion entwickelt wird:

|Ψ⟩ = ∑
𝑖

|𝑥𝑖⟩⟨𝑥𝑖 |Ψ⟩ = ∑
𝑖

Ψ(𝑥𝑖)|𝑥𝑖⟩. (3.3)

Die Gridpunkte 𝑥𝑖 sollten so gewählt sein, dass die Funktionswerte Ψ(𝑥𝑖) den Verlauf der
Wellenfunktion Ψ(𝑥) entlang der 𝑥-Achse gut wiedergeben. Bei Systemen mit mehr als
einem Freiheitsgrad, wo die Wellenfunktion also von mehreren (Orts-)Variablen abhängt,
führt man diese Diskretisierung für jede Koordinate durch und erhält die Wellenfunktion
auf einem mehrdimensionalen Grid.
Viele Operatoren, unter anderem der der potentiellen Energie, sind Funktionen der Orts-
koordinaten. Sie sind in der Basis der Gridpunkte diagonal:

̂𝑉 = ∑
𝑖,𝑗

| 𝑥𝑖⟩⟨𝑥𝑖 | ̂𝑉 | 𝑥𝑗⟩⟨𝑥𝑗 | = ∑
𝑖,𝑗

|𝑥𝑖⟩𝑉 (𝑥𝑖)𝛿𝑖𝑗⟨𝑥𝑗| = ∑
𝑖

|𝑥𝑖⟩𝑉 (𝑥𝑖)⟨𝑥𝑖|. (3.4)

Das gleiche gilt dann auch für einen Kurzzeitpropagator der Form

e−i ̂𝑉 ∆𝑡 = ∑
𝑖

|𝑥𝑖⟩e−i𝑉 (𝑥𝑖)∆𝑡⟨𝑥𝑖|. (3.5)

Damit reduziert sich das Anwenden von e−i ̂𝑉 ∆𝑡 auf die Wellenfunktion zu

e−i ̂𝑉 ∆𝑡|Ψ⟩ = ∑
𝑖

e−i𝑉 (𝑥𝑖)∆𝑡Ψ(𝑥𝑖)|𝑥𝑖⟩, (3.6)

also einer Multiplikation jedes Koeffizienten Ψ(𝑥𝑖) mit einem entsprechenden ortsabhän-
gigen Phasenfaktor.
Der Hamiltonoperator von in dieser Arbeit betrachteten Systemen besteht jedoch neben
der potentiellen Energie ̂𝑉 auch aus der kinetischen Energie ̂𝑇 . Dieser Operator ist in der
Basis der Orts-Gridpunkte nicht diagonal. Als Funktion des Impulses ist er vielmehr dann
diagonal, wenn als Basis analog zu (3.3) Eigenfunktionen des Impulsoperators ausgewählt
werden. Dann kann analog zu (3.6) das Anwenden von e−i ̂𝑇 ∆𝑡 auf die Wellenfunktion
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als Multiplikation der Funktionswerte auf dem Impulsgrid mit einem impulsabhängigen
Phasenfaktor beschrieben werden:

e−i ̂𝑇 ∆𝑡|Ψ⟩ = ∑
𝑖

e−i𝑇 (𝑝𝑖)∆𝑡Ψ(𝑝𝑖)|𝑝𝑖⟩. (3.7)

Für eine effizente Anwendung von sowohl e−i ̂𝑇 ∆𝑡 als auch e−i ̂𝑉 ∆𝑡 muss also die Wellen-
funktion dazwischen von der Orts- in die Impulsdarstellung oder umgekehrt überführt
werden. Dies leistet – vgl. (2.15) und (2.16) – die Fouriertransformation; bei den hier ver-
wendeten diskreten Grids kommt numerisch das Verfahren der diskreten Fouriertransfor-
mation (kurz DFT [74]) zum Einsatz. Bei einer passend gewählten Basisgröße kann die
DFT durch eine schnelle Fouriertransformation¹ (kurz FFT, von engl. fast fourier transform)
ersetzt werden.
Wie oben angedeutet vertauschen die Operatoren der kinetischen und der potentiellen En-
ergie nicht, [ ̂𝑇 , ̂𝑉 ] ≠ 0. Daher kann auch der Zeitentwicklungsoperator nicht faktorsiert
werden:

e−i𝐻̂∆𝑡 = e−i( ̂𝑇 + ̂𝑉 )∆𝑡 ≠ e−i ̂𝑇 ∆𝑡e−i ̂𝑉 ∆𝑡. (3.8)

Hier kommt das namensgebende Splitten der Operatoren ins Spiel: Man wendet einen der
beiden Teil-Propagatoren, mit einem Faktor 1

2 versehen, sowohl vor als auch nach dem
anderen an, also

e−i( ̂𝑇 + ̂𝑉 )∆𝑡 ≈ e−i ̂𝑉
2 ∆𝑡 e−i ̂𝑇 ∆𝑡 e−i ̂𝑉

2 ∆𝑡. (3.9)

Dies stellt für kurze Zeitschritte Δ𝑡 eine gute Näherung dar, denn für die Taylor-Entwick-
lung des Split-Operator-Ausdrucks gilt

e−i ̂𝑉
2 ∆𝑡e−i ̂𝑇 ∆𝑡e−i ̂𝑉

2 ∆𝑡

=1 − iΔ𝑡 (
̂𝑉

2 + ̂𝑇 +
̂𝑉

2 ) − Δ𝑡2

2 (
̂𝑉 2

4 + ̂𝑇 2 +
̂𝑉 2

4 + ̂𝑉 ̂𝑇 + ̂𝑇 ̂𝑉 +
̂𝑉 2

2 ) + 𝒪(Δ𝑡3)

=1 − iΔ𝑡 ( ̂𝑇 + ̂𝑉 ) − Δ𝑡2

2 ( ̂𝑇 2 + ̂𝑉 2 + ̂𝑇 ̂𝑉 + ̂𝑉 ̂𝑇 ) + 𝒪(Δ𝑡3). (3.10)

Bis zur zweiten Ordnung in Δ𝑡 stimmen also die korrekte Entwicklung des Zeitentwick-
lungsoperators e−i( ̂𝑇 + ̂𝑉 )∆𝑡 und die Splitting-Näherung überein.
Die Berechnung der um einen Zeitschritt weiterentwickeltenWellenfunktion (hier in Orts-
darstellung) nach dem Split-Operator-Algorithmus lässt sich also als

Ψ(𝑥, 𝑡 + Δ𝑡) = e−i ̂𝑉
2 ∆𝑡ℱ−1 {e−i ̂𝑇 ∆𝑡ℱ {e−i ̂𝑉

2 ∆𝑡Ψ(𝑥, 𝑡)}} (3.11)

¹ In dieser Arbeit wurde die am Massachusetts Institute of Technology entwickelte, frei verfügbare Pro-
grammbibliothek FFTW (Fastest Fourier Transform in the West) [74] benutzt. Diese wählt automatisch
die schnellste verfügbare FFT- oder DFT-Routine für die jeweilige Gridgröße.
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ausdrücken. Dabei stehen ℱ und ℱ−1 für die FFT bzw. inverse FFT, und das Anwenden
der Teilpropagatoren entspricht jeweils einer Multiplikation mit einem vom Gridpunkt
abhängigen Phasenfaktor.

Die Anwendung von Gleichung (3.10) ist nicht auf die kinetische und potentielle Ener-
gie beschränkt, sondern gilt für alle nichtkommutierenden Operatoren. In molekularen
Systemen wird beispielsweise häufig die Zeitentwicklung eines Systems bei gekoppelten
elektronischen Zuständen benötigt, so dass der Hamiltonoperator

𝐻̂ = ̂𝑇 + ̂𝑉 + ̂𝐽 (3.12)

einen Kopplungsterm ̂𝐽 enthält, der mit kinetischer und potentieller Energie nicht ver-
tauscht. Hier führt das symmetrische Auftrennen auf zwei verschiedene, aber bis zur zwei-
ten Ordnung in Δ𝑡 gleichwertige, Ausdrücke

e−i ̂𝑉 + ̂𝐽
2 ∆𝑡e−i ̂𝑇 ∆𝑡e−i ̂𝑉 + ̂𝐽

2 ∆𝑡 = e−i ̂𝐽
4 ∆𝑡e−i ̂𝑉

2 ∆𝑡e−i ̂𝐽
4 ∆𝑡e−i ̂𝑇 ∆𝑡e−i ̂𝐽

4 ∆𝑡e−i ̂𝑉
2 ∆𝑡e−i ̂𝐽

4 ∆𝑡 (3.13)

und

e−i ̂𝐽
2 ∆𝑡e−i( ̂𝑇 + ̂𝑉 )∆𝑡e−i ̂𝐽

2 ∆𝑡 = e−i ̂𝐽
2 ∆𝑡e−i ̂𝑉

2 ∆𝑡e−i ̂𝑇 ∆𝑡e−i ̂𝑉
2 ∆𝑡e−i ̂𝐽

2 ∆𝑡. (3.14)

Letzterer ist numerisch weniger aufwendig zu berechnen.

Wenn der Systemhamiltonoperator selbst von der Zeit abhängt, wie etwa bei der Wech-
selwirkung eines Moleküls mit einem oszillierenden elektrischen oder magnetischen Feld,
kann der Kurzzeitpropagator 𝑈𝑆𝑇 (Δ𝑡) im Allgemeinen nicht als einfache Exponential-
funktion geschrieben werden – vgl. Gleichung (2.28). Näherungsweise ist dies jedoch mög-
lich, wenn die Zeitschritte so kurz sind, dass sich der Hamiltonoperator während eines
Zeitschritts nur wenig ändert. Der Kurzzeitpropagator hängt dann nicht nur von der Grö-
ße des Zeitschritts ab, sondern auch vom Zeitpunkt, zu dem er auf die Wellenfunktion
angewendet wird:

|Ψ(𝑡 + Δ𝑡)⟩ = e−i𝐻̂(𝑡)∆𝑡|Ψ(𝑡)⟩ = 𝑈𝑆𝑇 (Δ𝑡, 𝑡)|Ψ(𝑡)⟩. (3.15)

Dieser Propagator muss dann in jedem Zeitschritt neu berechnet werden. Dabei kann sich
aber die Neuberechnung auf den Teilpropagator des Split-Operator-Algorithmus beschrän-
ken, der die Zeitabhängigkeit trägt. Wenn schließlich der zeitabhängige Anteil des Ha-
miltonians nicht mit dem stationären Anteil vertauscht, kann einer der Teile analog zu
Gleichung (3.14) symmetrisch um den anderen aufgespalten werden. Dies ist beispielswei-
se der Fall, wenn in einem molekularen System zwei (elektronische) Zustände durch ein
oszillierendes Feld gekoppelt sind.
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3.2 MCTDH
In konventionellen Algorithmen zur Lösung der zeitabhängigen Schrödingergleichung, so
auch der Split-Operator-Methode, wird die Wellenfunktion in einer zeitunabhängigen Ba-
sis mit zeitabhängigen Koeffizienten entwickelt. Bei mehreren bis vielen Freiheitsgraden,
z. B. Schwingungsmoden eines Moleküls, ist eine höherdimensionale Produktbasis nötig,
wenn die Korrelationen oder Kopplungen zwischen den verschiedenen Moden korrekt be-
schrieben werden sollen. Dies ist numerisch sehr aufwendig: Sowohl die Rechenzeit als
auch der Arbeitsspeicherbedarf skalieren ungefähr wie 𝑁𝑓 , wenn 𝑁 die mittlere Basis-
größe (pro Freiheitsgrad) bezeichnet und 𝑓 die Anzahl der Freiheitsgrade.
Die Multiconfiguration Time-Dependent Hartree-Methode ist ein Ansatz, mit diesem Pro-
blem effizient umzugehen. Dazu wird eine zeitabhängige Basis eingeführt. Diese Basis aus
sogenannten Single-Particle Functions (siehe unten) beseitigt nicht das Problem der expo-
nentiellen Skalierung. Sie erlaubt jedoch, eine viel kleinere Basis zu verwenden, da die
Basisfunktionen in jedem Zeitschritt optimiert werden können.
Der MCTDH-Ansatz für die Wellenfunktion lautet

Ψ(𝒒, 𝑡) =
𝑛1

∑
𝑗1=1

⋯
𝑛𝑓

∑
𝑗𝑓=1

𝐴𝑗1,…,𝑗𝑓
(𝑡)

𝑓
∏
𝑘=1

𝜑𝑘
𝑗𝑘

(𝑞𝑘, 𝑡). (3.16)

Hier bezeichnet zunächst 𝑓 die Anzahl der Freiheitsgrade und die 𝑛𝑘 die Anzahl der Ba-
sisfunktionen für den jeweiligen Freiheitsgrad.
Die Basis selbst ist eine Produktbasis aus 𝑓 Funktionen (eine pro Freiheitsgrad), die jeweils
nur von der Ortskoordinate 𝑞𝑘 dieses einzelnen Freiheitsgrads abhängen. Die Funktionen
𝜑𝑘

𝑗𝑘
(𝑞𝑘, 𝑡) werden als Single-Particle Functions oder kurz SPF des 𝑘-ten Freiheitsgrads be-

zeichnet. Diese werden wiederum, als nun eindimensionale aber immer noch zeitabhängi-
ge Wellenfunktion, auf konventionelle Weise in einer statischen Basis mit zeitabhängigen
Koeffizienten entwickelt, siehe hierzu Abschnitt 3.2.3.
Man fordert analog zu zeitunabhängigen Basisfunktionen, dass zwei Single-Particle Func-
tions desselben Freiheitsgrades orthonormiert sind, also

⟨𝜑𝑘
𝑗 |𝜑𝑘

𝑙 ⟩ = 𝛿𝑗𝑙. (3.17)
Die 𝐴𝑗1,…,𝑗𝑓

(𝑡) sind die ebenfalls zeitabhängigen Entwicklungskoeffizienten. Die Menge
dieser A-Koeffizienten wird A-Vektor genannt.
Fasst man alle 𝑗𝑘 zu einem zusammengesetzten Index 𝐽 zusammen, kann man Gleichung
(3.16) kurz als

Ψ(𝒒, 𝑡) = ∑
𝐽

𝐴𝐽(𝑡)Φ𝐽(𝒒, 𝑡) (3.18)

schreiben, wobei Φ𝐽(𝒒, 𝑡) = ∏𝑓
𝑘=1 𝜑𝑘

𝑗𝑘
(𝑞𝑘, 𝑡) als Hartree-Produkt bezeichnet wird. Die

MCTDH-Wellenfunktion ist also eine gewichtete Summe von vielen zeitabhängigen Har-
tree-Produkt-Konfigurationen. Dies schlägt sich im Namen Multiconfiguration Time-De-
pendent Hartree nieder.
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In einer alternativen Darstellung kann eine Single-Particle Function und die dazu gehörige
Summe vorgezogen werden,

Ψ(𝒒, 𝑡) = ∑
𝑗

𝜑𝑘
𝑗 (𝑞𝑘, 𝑡) ∑

𝑗1,…,𝑗𝑓

(𝑘) 𝐴𝑗1,…,𝑗𝑘−1,(𝑗𝑘=𝑗),𝑗𝑘+1,…,𝑗𝑓⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
=∶ 𝐴𝐽𝑘

𝑗

∏
𝑘′≠𝑘

𝜑𝑘′
𝑗𝑘′ (𝑞𝑘′, 𝑡), (3.19)

wobei der Index (𝑘) in Klammern an der Summe bedeutet, dass die Summe über den 𝑘-ten
Freiheitsgrad nicht durchgeführt und der Index 𝑗𝑘 des A-Vektors als 𝑗 festgehalten wird.
Der hintere Teil dieses Ausdrucks,

𝜓(𝑘)
𝑗 ∶= ∑

𝑗1,…,𝑗𝑓

(𝑘)𝐴𝐽𝑘
𝑗

∏
𝑘′≠𝑘

𝜑𝑘′
𝑗𝑘′ (𝑞𝑘′, 𝑡) (3.20)

wird als Single-Hole Function (kurz SHF) bezeichnet: Aus der Gesamtwellenfunktion fehlt
eine einzelne Single-Particle Function. Damit lässt sich der Wellenfunktionsansatz (3.16)
ebenfalls als

Ψ(𝒒, 𝑡) = ∑
𝑗

𝜑𝑘
𝑗 𝜓(𝑘)

𝑗 (3.21)

schreiben.

3.2.1 Bewegungsgleichungen
Die Zeitentwicklung der Gesamtwellenfunktion Ψ(𝒒, 𝑡) wird nun durch die gekoppelte
zeitliche Entwicklung der Single-Particle Functions und des A-Vektors bestimmt. Für die
zeitliche Ableitung der Gesamtwellenfunktion nach dem Ansatz (3.16) gilt mit (3.18) und
(3.21):

Ψ̇ = ∑
𝐽

̇𝐴𝐽Φ𝐽 + ∑
𝑘

∑
𝑗

𝜑̇𝑘
𝑗 𝜓(𝑘)

𝑗 . (3.22)

Die SPF-Basis hat, notwendigerweise für eine numerische Rechnung, eine endliche Größe.
Das heißt, sie ist nicht vollständig. Damit kann auch jedeMCTDH-Wellenfunktion nur eine
Näherungslösung der zeitabhängigen Schrödingergleichung sein. Die beste Näherung für
eine vorgegebene Größer der SPF-Basis ist die, die das Variationsprinzip nach Dirac und
Frenkel bzw. nach McLachlan [75–78]

⟨𝛿Ψ | i 𝜕
𝜕𝑡 − 𝐻̂ | Ψ⟩ = 0. (3.23)

erfüllt. Aus der Neu-Herleitung des Variationsprinzips durch Raab [79] ist ersichtlich, dass
durch Bestimmung der Variation der Wellenfunktion bezüglich des A-Vektors und der
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3.2 MCTDH

Single-Particle Functions Bewegungsgleichungen für diese beiden Größen gefunden wer-
den können: Man setzt den Wellenfunktionsansatz (3.16) und die Zeitableitung (3.22) in
die Ausdrücke

⟨ 𝜕
𝜕𝐴𝐽

Ψ | i 𝜕
𝜕𝑡 − 𝐻̂ | Ψ⟩ = ⟨Φ𝐽 | i 𝜕

𝜕𝑡 − 𝐻̂ | Ψ⟩ = 0 (3.24)

und

⟨ 𝜕
𝜕𝜑𝑘

𝑗
Ψ | i 𝜕

𝜕𝑡 − 𝐻̂ | Ψ⟩ = ⟨𝜓(𝑘)
𝑗 | i 𝜕

𝜕𝑡 − 𝐻̂ | Ψ⟩ = 0 (3.25)

ein, und löst sie nach der dann auftretenden Zeitableitung der A-Koeffizienten bzw. der
Single-Partice Functions auf. Zu jedem Zeitpunkt kann so eine beste Näherung für die
Wellenfunktion als Kombination aus (endlich vielen) Basisfunktionen und den entspre-
chenden Koeffizienten gefunden werden.
Als Komplikation kommt hinzu, dass Phasenfaktoren zwischen den A-Koeffizienten und
den Single-Particle Functions hin- und hergeschoben werden können. Der Wellenfunkti-
onsansatz (3.16) ist also nicht eindeutig. Aus der Orthonormiertheit der SPFs (3.17) für alle
Zeiten folgt jedoch, dass der Operator 𝒈𝑘 mit den Matrixelementen

𝑔𝑘
𝑖𝑗 ∶= i ⟨𝜑𝑘

𝑗 | 𝜑̇𝑘
𝑙 ⟩ (3.26)

hermitesch sein muss; ansonsten kann 𝒈𝑘 frei gewählt werden. Die Wahl fixiert die zeit-
liche Entwicklung der erwähnten Phasenfaktoren. Für die folgenden Betrachtungen wird
𝒈𝑘 ≡ 0 gesetzt. Dies ergibt zum einen die einfachste Form der Bewegungsgleichungen
und ist zum anderen vorteilhaft [80] für das Constant Mean Field-Integrationsschema, das
in Abschnitt 3.2.2 behandelt wird. Für eine Diskussion verschiedener Fälle mit 𝒈𝑘 ≠ 0
siehe Absatz 3.2 in Ref. [29].
Damit ergibt sich aus (3.24) die Bestimmungsgleichung für die zeitliche Entwicklung der
A-Koeffizienten:

i ̇𝐴𝐽 = ∑
𝐿

⟨Φ𝐽 | 𝐻̂ | Φ𝐿⟩⏟⏟⏟⏟⏟
=∶𝒦𝐽𝐿

𝐴𝐿. (3.27)

Analog folgt aus (3.25) die Bewegungsgleichung für die Single-Particle Functions. Bei die-
ser treten weitere Größen auf: Dies sind zum einen der MCTDH-Projektor

𝑃 𝑘 = ∑
𝑗

| 𝜑𝑘
𝑗 ⟩⟨𝜑𝑘

𝑗 | (3.28)

auf den Unterraum, der durch die SPFs des 𝑘-ten Freiheitsgrads aufgespannt wird, und
zum anderen die aus den Single-Hole Functions gebildete MCTDH-Dichtematrix 𝝆(𝑘) mit
den Matrixelementen

𝜌(𝑘)
𝑗𝑙 = ⟨𝜓(𝑘)

𝑗 |𝜓(𝑘)
𝑙 ⟩. (3.29)
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Darüber hinaus teilt man den Hamiltonian in Terme ℎ𝑘, die nur auf einen einzelnen Frei-
heitsgrad wirken, und einen Restterm 𝐻𝑅 auf:

𝐻̂ = ∑
𝑘

ℎ𝑘 + 𝐻𝑅. (3.30)

Für den Restterm stellt man den Mean-Field Hamiltonian ⟨𝑯̂𝑅⟩(𝑘) mit Matrixelementen

⟨𝐻̂𝑅⟩(𝑘)
𝑗𝑙 = ⟨𝜓(𝑘)

𝑗 | 𝐻̂𝑅 | 𝜓(𝑘)
𝑙 ⟩ (3.31)

auf, der die Wirkung des Hamiltonoperators „im Feld der anderen Freiheitsgrade“ be-
schreibt. Mit diesen Größen lautet die Bewegungsgleichung für den Vektor 𝝋𝑘 aller Single-
Particle Functions eines Freiheitsgrads

i 𝝋̇𝑘 = (1 − 𝑃 𝑘) [ℎ𝑘𝟏 + (𝝆(𝑘))−1 ⟨𝑯̂𝑅⟩(𝑘)] 𝝋𝑘. (3.32)

Eine ausführliche Herleitung der Gleichungen (3.27) und (3.32) findet sich in Anhang A.
Für Systememit mehreren elektronischen Zuständen (hier notiert durch griechische Buch-
staben), also einer Wellenfunktion der Form

|Ψ(𝒒, 𝑡)⟩ =
𝜎

∑
𝛼=1

Ψ𝛼(𝒒, 𝑡)|𝛼⟩

=
𝜎

∑
𝛼=1

𝑛𝛼
1

∑
𝑗1=1

⋯
𝑛𝛼

𝑓

∑
𝑗𝑓=1

𝐴𝛼
𝑗1,…,𝑗𝑓

(𝑡)
𝑓

∏
𝑘=1

𝜑𝛼,𝑘
𝑗𝑘

(𝑞𝑘, 𝑡)|𝛼⟩, (3.33)

und einem Hamiltonian 𝐻̂ = ∑𝛼,𝛽|𝛼⟩𝐻̂𝛼𝛽⟨𝛽|, der gegebenenfalls nicht-adiabatische Ef-
fekte oder externe Felder beschreibt, werden die Bewegungsgleichungen modifiziert zu

i ̇𝐴𝛼
𝐽 = ∑

𝛽
∑

𝐿
⟨Φ𝛼

𝐽 | 𝐻̂𝛼𝛽 | Φ𝛽
𝐿⟩𝐴𝛽

𝐿 (3.34)

und

i 𝝋̇𝛼,𝑘 = (1 − 𝑃 𝛼,𝑘) [ℎ𝛼,𝑘𝟏 + (𝝆𝛼,(𝑘))−1 ∑
𝛽

⟨𝑯̂𝑅⟩𝛼𝛽,(𝑘)] 𝝋𝛽,𝑘. (3.35)

Für die Matrixelemente des Mean-Field Hamiltonians gilt hierbei

⟨𝐻̂𝑅⟩𝛼𝛽,(𝑘)
𝑗𝑙 = ⟨𝜓𝛼,(𝑘)

𝑗 | 𝐻̂𝛼𝛽
𝑅 | 𝜓𝛽,(𝑘)

𝑙 ⟩. (3.36)

Das Lösen der Bewegungsgleichungen und damit die Propagation der Wellenfunktion er-
folgt durch Verfahren zur numerischen Integration von nichtlinearen gekoppelten Diffe-
rentialgleichungen. Beispiele für bekannte Verfahren sind die Extrapolationmethode nach
Bulirsch und Stoer [81] und das Prädiktor-Korrektor-Verfahren nach Adams, Bashforth
und Moulton [69].
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3.2.2 Das Constant Mean Field Integrationsschema
Für eine effiziente numerische Auswertung des Mean-Field Hamiltonians und der Matrix-
elemente 𝒦𝐽𝐿 ist es notwendig, den Restterm 𝐻̂𝑅 als Produkt aus Operatoren zu schrei-
ben, die jeweils nur auf einen Freiheitsgrad wirken:

𝐻̂𝑅 = ∑
𝑟

𝑐𝑟

𝑓
∏
𝑘=1

ℎ𝑘
𝑟 . (3.37)

Damit gilt für die A-Bewegungsgleichung

i ̇𝐴𝐽 = ∑
𝑘

∑
𝑙1,…,𝑙𝑓

⟨𝜑𝑘
𝑗𝑘

|ℎ𝑘 |𝜑𝑘
𝑙𝑘

⟩𝐴𝑙1,…,𝑙𝑓

+ ∑
𝑟

𝑐𝑟 ∏
𝑘

(∑
𝑙𝑘

⟨𝜑𝑘
𝑗𝑘

|ℎ𝑘
𝑟 |𝜑𝑘

𝑙𝑘
⟩) 𝐴𝑙1,…,𝑙𝑓

, (3.38)

und für die Matrixelemente des Mean-Field-Hamiltonians

⟨𝐻̂𝑅⟩(𝑘)
𝑗𝑙 = ∑

𝑟
ℎ𝑘

𝑟𝑐𝑟∑
𝐽

(𝑘)𝐴∗
𝐽𝑘

𝑗
∏

𝑘′≠𝑘
(∑

𝑙𝑘

⟨𝜑𝑘′
𝑗𝑘′ |ℎ𝑘′

𝑟 |𝜑𝑘′
𝑙𝑘′ ⟩) 𝐴𝐿𝑘′

𝑙

= ∑
𝑟

ℎ𝑘
𝑟 ℋ(𝑘)

𝑟𝑗𝑙. (3.39)

Die sonst auftretenden 𝑓- bzw. (𝑓 − 1)-dimensionalen Integrale werden damit durch Pro-
dukte von eindimensionalen Integralen ersetzt. Dadurch, dass die aktuelle Konfiguration
der Single-Particle Functions und des A-Vektors in die 𝒦𝐽𝐿, ℋ(𝑘)

𝑟𝑗𝑙 und die Elemente der
Dichtematrix 𝝆(𝑘) eingehen, sind die Bewegungsgleichungen gekoppelt und darüber hin-
aus nicht-linear.
Diese Größen verändern sich jedoch sehr viel langsamer als die einzelnen Einträge des A-
Vektors und Single-Particle Functions. Die Grundidee des Constant Mean Field- oder CMF-
Integrators ist daher, erstere für eine gewisse Zeit 𝜏 konstant zu belassen [80]: In einem
ersten Schrittwerden 𝒦𝐽𝐿(𝑡0), 𝝆(𝑘)(𝑡0) und ℋ(𝑘)

𝑟𝑚𝑙(𝑡0) zu einemZeitpunkt 𝑡0 ausgewertet.
Im zweiten Schritt werden dann der A-Vektor und die SPFs entsprechend den Gleichungen

i ̇𝐴𝐽 = ∑
𝐿

𝒦̄𝐽𝐿𝐴𝐿 (3.40)

und

i 𝜑̇𝑘
𝑗 = (1 − 𝑃 𝑘) [ℎ𝑘𝟏 + ∑

𝑚,𝑙
[( ̄𝜌(𝑘))−1]

𝑗𝑚
∑

𝑟
ℋ̄(𝑘)

𝑟𝑚𝑙ℎ𝑘
𝑟𝜑𝑘

𝑙 ] (3.41)
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propagiert, wobei die überstrichenen Größen die zum Zeitpunkt 𝑡0 festgehaltenen Mean
Fields darstellen. Schließlich werden diese zum neuen Zeitpunkt 𝑡1 = 𝑡0 + 𝜏 neu ausge-
wertet. Dies wird so lange wiederholt, bis die Wellenfunktion zum Zielzeitpunkt bekannt
ist. Dadurch, dass die Änderung der Single-Particle Functions und des A-Vektors sich nicht
mehr direkt auf die mean field Größen auswirkt, sind die diskretisierten Gleichungen (3.40)
und (3.41) kein gekoppeltes System mehr, sondern stellen 𝑓 + 1 disjunkte Gleichungen
dar. Die Bewegungsgleichung (3.40) ist darüber hinaus nun eine lineare Differentialglei-
chung. Gleichung (3.41) bleibt hingegen, aufgrund des Projektors 𝑃 𝑘, nicht-linear. Dies
eröffnet die Möglichkeit, die Bewegung des A-Vektors mittels einer Lösungsmethode für
lineare Differentialgleichungen zu bestimmen, etwa der Short Iterative Lanczos-Methode
(kurz SIL) [82, 83] oder des Tschebyschow²-Integrators [84].
Das hier dargestellte CMF-Schema erster Ordnung entspricht also einem Kurzzeitpropa-
gator. Hier wird durch das Festhalten von 𝒦̄𝐽𝐿, ℋ̄(𝑘)

𝑟𝑗𝑙 und ̄𝝆(𝑘) ein numerischer Fehler
eingeführt, der mit der Länge 𝜏 der CMF-Schritte ansteigt. Um diesen Fehler zu quan-
tifizieren, und bei Bedarf die Schrittweite dynamisch anzupassen, wird in der Praxis ein
CMF-Schema zweiter Ordnung (analog einer Mittelpunktsmethode [69]) angewendet. Die
Funktionsweise dieses second order CMF wird in Ref. [80] (insbesondere Abbildung 1 darin)
erklärt.

3.2.3 Das DVR-Grid und Mode Combination
Da die Single-Particle Functions zeitabhängige Funktionen sind, muss für sie ebenfalls ei-
ne numerische Darstellung gefunden werden. Sie werden als Vektor zeitabhängiger Ko-
effizienten auf einem festen Ortsgrid dargestellt. Die Gridpunkte liegen jedoch im Allge-
meinen nicht äquidistant. Zur Konstruktion dieses Grids wird zunächst eine Basis {|𝜙𝑖⟩}
aufgestellt. Diese wird so gewählt, dass die Basisfunktionen in Ortsdarstellung orthogo-
nale (bzgl. einer Wichtungsfunktion) Polynome sind, wie etwa die Eigenfunktionen des
quantenmechanischen harmonischen Oszillators. Man fordert nun, dass in dieser Basis die
Matrixelemente

𝑄𝑖𝑗 = ⟨𝜙𝑖 | ̂𝑥 | 𝜙𝑗⟩, (3.42)
𝑃𝑖𝑗 = ⟨𝜙𝑖 | ̂𝑝 | 𝜙𝑗⟩, (3.43)
𝑇𝑖𝑗 = ⟨𝜙𝑖 | ̂𝑝2 | 𝜙𝑗⟩ (3.44)

analytisch bestimmbar sind. Zusätzlich soll 𝑸 eine Tridiagonalmatrix sein [85]. Eine end-
liche Basisgröße wird nun erreicht, indem man nur die 𝑁 energetisch niedrigsten Basis-
funktionen berücksichtigt. Die so entstehende Matrix 𝑸FBR (finite basis-set representation)
wird durch eine unitäre Matrix 𝑼 diagonalisiert:

𝑸FBR = 𝑼† 𝑸DVR 𝑼. (3.45)

²in kyrillischer Schrift Чебышёв, im Englischen meist als Chebyshev transkribiert
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3.3 Propagation in imaginärer Zeit

Ihre Eigenwerte dienen als Gridpunkte für das Discrete Variable Representation-Grid (kurz
DVR). Das Diagonalisieren des Ortsoperators geht auf Harris et al. [86] zurück; Light et al.
[87] kommen über den Weg der Gauß-Quadratur zu einem für tridiagonale Ortsoperator-
Matrizen äquivalenten Ergebnis. Aufgrund der Unitarität von 𝑼 werden auf diesem Grid
alleWellenfunktionen exakt abgebildet, die keineAnteile höherer Basisfunktionen als |𝜙𝑁⟩
aufweisen. Operatoren werden durch dieselbe Transformation von der FBR- in die DVR-
Basis überführt:

𝑨DVR = 𝑼 𝑨FBR 𝑼†. (3.46)

Operatoren, die als Funktionen des Ortsoperators (in der DVR-Basis diagonal) ausgedrückt
werden können, sind in dieser Basis ebenfalls diagonal. Andere, nichtdiagonale Operato-
ren wie der Impulsoperator oder die kinetische Energie werden auf dem DVR-Grid als
Matrix dargestellt. Das Anwenden des Operators auf eine DVR-Wellenfunktion ist dann
numerisch eine einfache Matrixmultiplikation. Diese Matrizen aufzustellen ist wegen der
analytischen Bestimmbarkeit von (3.43) und (3.44) ebenfalls nicht aufwendig.
Bisher wurden hier eindimensionale SPFs behandelt. Sowohl die Konstruktion des DVR-
Grids als auch die MCTDH-Ansatz (3.16) und die Bewegungsgleichungen (3.27) und (3.32)
lassen jedoch auch mehrdimensionale Basisfunktionen zu, die dann generalisierte „Teil-
chen“ beschreiben und als Multimode Single-Particle Functions bezeichnet werden. Durch
dieses Mode Combination genannte Verfahren ist es möglich, Speicheraufwand und Re-
chenzeit optimal auf die Berechnung des A-Vektors auf der einen und der SPFs auf der an-
deren Seite zu verteilen [88] oder eine starke Korrelation zwischen Freiheitsgraden nicht
künstlich auf verschiedene Basisfunktionen aufzuteilen [89].
Zusätzlich ergibt sich die Möglichkeit, die Single-Particle Functions selbst wiederum als
MCTDH-Wellenfunktionen aufzufassen und ihrerseits in einer zweiten SPF-Basis zu ent-
wickeln. Dies führt dann zum Multilayer- oder ML-MCTDH [90].

3.3 Propagation in imaginärer Zeit
Das Lösen der zeitabhängigen Schrödingergleichung führt zu einer Entwicklung der Wel-
lenfunktion in reller Zeit. Wenn man diese formal durch negative imaginäre Zeit ersetzt,
also die Substitution 𝑡 → −i𝜏 durchführt, erhält man eine Gleichung der Form

− 𝜕
𝜕𝜏 |Ψ(𝜏)⟩ = 𝐻̂|Ψ(𝜏)⟩. (3.47)

Das Lösen dieser Gleichung führt zu einer Entwicklung des Systems in der gerade einge-
führten imaginären Zeit. Das Verfahren wird daher als imaginäre Zeitpropagation bezeich-
net. Die Auswirkungen dieser Entwicklung sind besonders gut ersichtlich, wenn man ana-
log zum Kurzzeitpropagators aus Gleichung (3.2) vorgeht: Man erhält statt des unitären
𝑈𝑆𝑇 (Δ𝑡) einen nicht-unitären Operator der Form e−𝐻̂∆𝜏 . Wenn der Zustandsvektor |Ψ⟩
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nun in den Eigenzuständen des Hamiltonoperators entwickelt wird, lässt sich die „Zeit“-
entwicklung analog zu Gleichung (2.25) als

|Ψ(𝜏 + Δ𝜏)⟩ = ∑
𝑛

e−𝐸𝑛∆𝜏𝑐𝑛(𝜏)|𝜓𝑛⟩ (3.48)

schreiben. Für jeden Eigenzustand wird also während der Entwicklung der entsprechende
Koeffizent 𝑐𝑛 mit der zugehörigen Eigenenergie 𝐸𝑛 gedämpft. Komponenten mit höherer
Energie erfahren dabei eine stärkere Dämpfung als solche mit geringerer Energie³. Daher
konvergiert |Ψ(𝜏)⟩ gegen einen Zustand, der proportional zum energetischen Grundzu-
stand von 𝐻̂ ist:

lim
𝜏→∞

|Ψ(𝜏)⟩ ∝ |𝜓0⟩. (3.49)

Die Methode wird daher zur Bestimmung des energetischen Grundzustands von nicht-
trivialen Hamiltonoperatoren eingesetzt. Der erhaltene End-Zustand ist wegen der feh-
lenden Unitarität von e−𝐻̂∆𝜏 nicht normiert, dies kann jedoch durch wiederholtes Nach-
normieren während der Berechnung ausgeglichen werden.

3.4 Eingesetzte Software
Rechnungen nach der Split-Operator-Methode wurden mit selbstgeschriebenen (Fortran)
Programmen durchgeführt. Dabei wurde auf die Bibliotheken FFTW [74] zur Fouriertrans-
formation und LAPACK [91] zum Diagonalisieren von Matrizen zurückgegriffen.
Für MCTDH-Rechnungen wurde das Programmpaket der Universität Heidelberg [92] in
Version 8.4.7 benutzt. Die Ausgabedateien dieses Programms wurden falls nötig mithilfe
von numpy-Skripten [93] weiter bearbeitet.

³Wenn der Nullpunkt der Energieachse so liegt, dass einige Eigenenergien negativ sind, werden diese ver-
stärkt. Für die relativen Anteile der Eigenzustände an derWellenfunktion hat dies jedoch keinen Einfluss.
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4 Absorption und Emission von
cis-Indolenin-Squarain-Farbstoffen

Eine erste Anwendung für die in Kapitel 2 und 3 beschriebenen Modelle und Methoden
sind die Absorptions- und Emissionsspektren von Squarain-basierten Farbstoffmolekü-
len. Kürzlich ist es gelungen, neben Polymeren aus cis-Indolenin-Squarain-Molekülen [94]
auch zyklische Trimere und zyklische Tetramere herzustellen und spektroskopisch zu un-
tersuchen [95]. Die Strukturformeln der Monomere, Trimere und Tetramere sind zusam-
men mit ihren Spektren¹ in den Abbildungen 4.1 bis 4.3 abgebildet.
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Abbildung 4.1: Links die Strukturformel eines cis-Indolenin-Squarain-Monomers. Rechts
das gemessene Absorptions- und Emissionsspektrum.

Man erkennt, dass insbesondere das Trimer sein Emissionsmaximum im nahen Infrarot
(NIR) hat. Solche Farbstoffe sind für viele praktische Anwendungen [96–102] von großer
Bedeutung. Darüber hinaus weisen die hier untersuchten Moleküle einen großen Stokes-
Shift zwischen Absorptions- und Emissionsmaximum auf. Dies ist vorteilhaft für die An-
wendung als Fluoreszenzfarbstoff [103], da so zum einen die erneute Absorption von emit-
tiertem Licht minimiert wird und zum anderen Streulicht mit der Anregungswellenlänge
leichter herausgefiltert werden kann. Ein weiterer Vorteil ist, dass sie aus identischen Bau-
steinen bestehen und daher nicht unter der Lösemittelabhängigkeit der Spektren leiden,

¹Die experimentellen Daten wurden von Sebastian F. Völker und Christoph Lambert, Institut für Organi-
sche Chemie, Uni Würzburg bereitgestellt.
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Abbildung 4.2: Strukturformel (links) und gemessene Spektren (rechts) des zyklischen Tri-
mers, das aus den cis-Indolenin-Squarain-Monomereinheiten aus Abbildung 4.1 aufge-
baut ist.

wie man sie bei den oft verwendeten Donor-Akzeptor-Systemen findet [103, 104]. Für die
weitere Entwicklung von NIR-Emittern ist daher wertvoll zu verstehen, wie die Spektren
der Squarain-Makrozyklen zustandekommen. Dabei fällt ihre ungewöhnliche Linienform
mit doppelten Hauptpeaks undmehreren Seitenpeaks auf. Die Form derMonomerspektren
deutet auf eine Vibrationsprogression hin. Es ist daher anzunehmen, dass auch die anderen
Spektren maßgeblich durch Vibrationsmoden und ihr Zusammenspiel mit der elektroni-
schen Kopplung der einzelnen Monomereinheiten bestimmt wird.
Wir betrachten daher für ein System aus 𝑁 Monomereinheiten den Modellhamiltonope-
rator

𝐻̂(𝑁) = |𝐺⟩𝐻𝗏𝗂𝖻,(𝑁)
𝐺 ⟨𝐺|⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

=∶ 𝐻(𝑁)
𝑔

+
𝑁

∑
𝑛=1

|𝑛⟩𝐻𝗏𝗂𝖻,(𝑁)
𝑒,𝑛 ⟨𝑛| + ∑

𝑛≠𝑚
|𝑛⟩𝐽𝑛𝑚⟨𝑚|

⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
=∶ 𝐻(𝑁)

𝑒

. (4.1)

Wie in Abschnitt 2.2.2 bezeichnet |𝐺⟩ den gemeinsamen Grundzustand und |𝑛⟩ die loka-
lisierten angeregten Zustände, in denen sich jeweils genau das 𝑛-te Monomer in seinem
elektronisch angeregten Zustand befindet. 𝐻𝗏𝗂𝖻,(𝑁)

𝐺 und 𝐻𝗏𝗂𝖻,(𝑁)
𝑒,𝑛 sind Schwingungshamil-

tonoperatoren in diesen elektronischen Zuständen.
Für die elektronischen Kopplungselemente 𝐽𝑛𝑚 nehmenwir eine reine Dipol-Dipol-Wech-
selwirkung wie in Gleichung (2.52) an. Beim Monomer ist bekannt, dass das Übergangs-
dipolmoment in der Ebene des 𝜋-Systems liegt [95]. Für das Trimer und das Tetramer
nehmen wir daher an, dass die einzelnen Übergangsdipole ebenfalls in einer Ebene liegen,
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Abbildung 4.3: Strukturformel (links) und Spektren (rechts) des zyklischen Tetramers aus
cis-Indolenin-Squarain-Monomeren. Die Cyclohexylen- anstelle der Methylgruppen im
Inneren des Ringes haben keinen Einfluss auf die spektroskopischen Eigenschaften.

Trimer

𝐽12 = 𝜇2

𝐿3 ⋅ [cos(𝛾1 − 𝛾2) − 3
4(cos 𝛾1 +

√
3 sin 𝛾1)(cos 𝛾2 +

√
3 sin 𝛾2)]

𝐽23 = 𝜇2

𝐿3 ⋅ [cos(𝛾2 − 𝛾3) − 3 cos 𝛾2 cos 𝛾3]
𝐽31 = 𝜇2

𝐿3 ⋅ [cos(𝛾3 − 𝛾1) − 3
4(cos 𝛾3 −

√
3 sin 𝛾3)(cos 𝛾1 −

√
3 sin 𝛾1)]

Tetramer

𝐽𝑛,𝑛+1 = 𝜇2

𝐿3 ⋅ (−1
2) [cos(𝛾𝑛 − 𝛾𝑛+1) − (−1)𝑛 3 sin(𝛾𝑛 + 𝛾𝑛+1)]

𝐽13 = 𝜇2

𝐿3 ⋅ 1√
8 [cos(𝛾1 − 𝛾3) − 3 sin 𝛾1 sin 𝛾3]

𝐽24 = 𝜇2

𝐿3 ⋅ 1√
8 [cos(𝛾2 − 𝛾4) − 3 cos 𝛾2 cos 𝛾4]

Tabelle 4.1: Elektronische Kopplungselemente, die in den Modellhamiltonian für das Tri-
mer und das Tetramer eingehen, in Abhängigkeit der geometrischen Anordnung der
einzelnen Übergangsdipolmomente.
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4 Absorption und Emission von cis-Indolenin-Squarain-Farbstoffen

und zwar auf den Ecken eines gleichseitigen Dreiecks bzw. eines Quadrats mit jeweils der
Seitenlänge 𝐿. Wir legen das Koordinatensystem so, dass diese Figur in der 𝑥-𝑦-Ebene
liegt. Die erste Ecke befindet sich im Ursprung, so dass die 𝑦-Achse die Figur symmetrisch
teilt. Die weiteren Eckenwerden imGegenuhrzeigersinn durchnummeriert. Die Lage eines
einzelnen Übergangsdipolmoments

𝝁𝑛 = 𝜇 [cos 𝛾𝑛 ̂𝑒𝑥 + sin 𝛾𝑛 ̂𝑒𝑦] (4.2)

in diesem Koordinatensystem wird dann durch einen Winkel 𝛾𝑛 zur 𝑥-Achse beschrie-
ben. Wir nehmen an, dass alle Übergangsdipolmomente den gleichen Betrag 𝜇 haben. Die
Abhängigkeit der einzelnen Kopplungselemente von diesen Winkeln wird in Tabelle 4.1
zusammengefasst, eine Herleitung der Ausdrücke findet sich in Anhang B.
Im völlig symmetrischen Fall ist 𝛾𝑛 = (𝑛−1) ⋅ 2𝜋

𝑁 . Dann nehmen die Trimer-Kopplungsel-
emente 𝐽12, 𝐽23 und 𝐽31 den selben konstanten Wert 𝐽 an. Im symmetrischen Tetramer
gilt 𝐽12 = 𝐽23 = 𝐽34 = 𝐽41 ≡ 𝐽 (wobei 𝐽 im Trimer und Tetramer nicht identisch sein
muss) für die Kopplungselemente zwischen nächsten Nachbarn und 𝐽13 = 𝐽24 = 𝐽

3
√

2 für
die übrigen Beiträge.

4.1 Analytische Betrachtung des rein elektronischen
Falls

Wir wollen zunächst am rein elektronischen Modell der angeregten Zustände, also einem
gekoppelten Drei- bzw. Vierniveausystem, klären, welche elektronischen Eigenzustände
durch eine Wechselwirkung mit einem äußeren elektrischen Feld mit dem Grundzustand
gekoppelt werden können. Dies sind die möglichen „hellen“ Übergänge, die in den Spek-
tren zu sehen sind.
Wir betrachten zunächst das Trimer in symmetrischer Anordnung der Dipolmomente, so
dass 𝛾1 = 0, 𝛾2 = 2𝜋

3 und 𝛾3 = 4𝜋
3 ist. In der Basis der angeregten Zustände |𝑛⟩ aus (4.1)

können wir den elektronischen Kopplungsterm dann als Matrix der Form

𝑱 (3) = ⎛⎜
⎝

0 𝐽 𝐽
𝐽 0 𝐽
𝐽 𝐽 0

⎞⎟
⎠

(4.3)

schreiben. Diese Matrix wird durch 𝑨𝑇 𝑱 (3)𝑨 diagonalisiert, wobei

𝑨 = √2
3

⎛⎜⎜
⎝

1√
2 cos 2𝜋

3 sin 4𝜋
3

1√
2 cos 4𝜋

3 sin 8𝜋
3

1√
2 1 0

⎞⎟⎟
⎠

(4.4)

ist [105]. Die Eigenwerte 𝑆𝑛 von 𝑱 (3) sind 𝑆1 = +2𝐽 und 𝑆2 = 𝑆3 = −𝐽 . Durch die
symmetrische, ringförmige Geometrie ist 𝐽 < 0 und 𝑆1 ist die Energie des niedrigsten
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4.1 Analytische Betrachtung des rein elektronischen Falls

angeregten Zustands. Da die höher liegenden Zustände zu 𝑆2 und 𝑆3 entartet sind, ist zu
erwarten, dass die Spektren nur zwei anstatt drei Banden aufweisen.
Die Oszillatorstärken bzw. die spektralen Intensitäten dieser Banden werden durch Line-
arkombinationen der (diabatischen) Übergangsdipolmoments-Vektoren bestimmt:

𝐼1 = 2
3 ∣ 1√

2
(𝝁𝟏 + 𝝁2 + 𝝁3)∣

2
= 0, (4.5a)

𝐼2 = 2
3 ∣cos 2𝜋

3 𝝁1 + cos 4𝜋
3 𝝁𝟐 + 𝝁3∣

2
= 3𝜇2

2 , (4.5b)

𝐼3 = 2
3 ∣sin 4𝜋

3 𝝁1 + sin 8𝜋
3 𝝁𝟐∣

2
= 3𝜇2

2 . (4.5c)

Die Koeffizienten vor den 𝝁𝑛 sind dabei die Spalten-Einträge der diagonalisierenden Ma-
trix 𝑨. Die Intensität des Übergangs 𝑆0 → 𝑆1 ist Null. Im Spektrum erwarten wir also
nur ein elektronisches Band, das sich aus den beiden energetisch entarteten Übergängen
𝑆0 → 𝑆2 und 𝑆0 → 𝑆3 zusammensetzt, wobei 𝑆0 den elektronischen Grundzustand be-
zeichnet. Die Linienform des Absorptionsspektrums in Abbildung 4.2 wird dann durch
Vibrationszustände des angeregten Trimers verursacht.
Auf die gleiche Weise gehen wir beim Tetramer vor. Hier nehmen wir die Winkel 𝛾1 = 0,
𝛾2 = 𝜋

2 , 𝛾3 = 𝜋 und 𝛾4 = 3𝜋
2 an. Außerdem vernachlässigen wir zunächst die Kopplungs-

elemente 𝐽13 und 𝐽24 zwischen den Monomeren, die nicht nächste Nachbarn sind. Das
führt zu der Kopplungsmatrix

𝑱 (4) =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

0 𝐽 0 𝐽
𝐽 0 𝐽 0
0 𝐽 0 𝐽
𝐽 0 𝐽 0

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

, (4.6)

welche durch die Matrix

𝑩 = 1
2

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0 −
√

2 −1
1 −

√
2 0 1

1 0
√

2 −1
1

√
2 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

(4.7)

diagonalisiert wird. Die Eigenwerte sind 𝑆1 = +2𝐽 , 𝑆2 = 𝑆3 = 0 und 𝑆4 = −2𝐽 . Für die
Intensitäten der einzelnen Übergänge gilt

𝐼1 = 1
4 |𝝁1 + 𝝁2 + 𝝁3 + 𝝁4|2 = 0, (4.8a)

𝐼2 = 1
4 ∣−

√
2𝝁2 +

√
2𝝁4∣2 = 2𝜇2, (4.8b)

𝐼3 = 1
4 ∣−

√
2𝝁1 +

√
2𝝁3∣2 = 2𝜇2 (4.8c)
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4 Absorption und Emission von cis-Indolenin-Squarain-Farbstoffen

und

𝐼4 = 1
4 |−𝝁1 + 𝝁2 − 𝝁3 + 𝝁4|2 = 0. (4.8d)

Wie im Trimer sind im Spektrum nur die Übergänge in die beiden entarteten elektroni-
schen Zustände zu sehen, der energetisch niedrigere und der energetisch höhere Zustand
sind dipol-verboten. Die Absorptions-Linienform ist also auch hier durch die Vibrations-
zustände bestimmt.
Wenn wir die bisher vernachlässigten Kopplungselemente mit berücksichtigen und 𝐽13 =
𝐽24 = 𝐽

3
√

2 setzen, verschieben sich die Eigenwerte:

𝑆1 = (2 + 1
3
√

2
) 𝐽, 𝑆2 = 𝑆3 = − 1

3
√

2
𝐽 und 𝑆4 = (−2 + 1

3
√

2
) 𝐽. (4.9)

Die Matrix 𝑩 bleibt jedoch gleich. Damit bleiben auch die spektralen Intensitäten der ein-
zelnen Übergänge unverändert. In einer rein elektronischen Betrachtung beeinflussen die
zusätzlichen Kopplungsterme also nur die Lage der Peaks im Spektrum, jedoch weder ihre
relative Intensität noch die Tatsache, dass die beiden „hellen“ Zustände entartet sind.

4.2 Ein-Moden-Modell
Wir wollen nun die Spektren numerisch reproduzieren. Dazu betrachten wir die Vibra-
tionshamiltonians 𝐻𝗏𝗂𝖻,(𝑁)

𝐺 und 𝐻𝗏𝗂𝖻,(𝑁)
𝑒,𝑛 aus Gleichung (4.1) als Summe von harmonischen

Oszillatoren mit einem einzelnen Schwingungsfreiheitsgrad pro Monomer:

𝐻𝗏𝗂𝖻,(𝑁)
𝐺 (𝒙) = ∑

𝑛
𝐻𝗏𝗂𝖻

𝑔,𝑛(𝑥𝑛) (4.10)

und

𝐻𝗏𝗂𝖻,(𝑁)
𝑒,𝑛 (𝒙) = 𝐻𝗏𝗂𝖻

𝑒,𝑛(𝑥𝑛) + ∑
𝑚≠𝑛

𝐻𝗏𝗂𝖻
𝑔,𝑚(𝑥𝑚) + Δ. (4.11)

Die Kreisfrequenz der Vibrationsbewegung ist in allen Moden und beiden elektronischen
Zuständen gleich und wird mit 𝜔 bezeichnet, und die Vibrationskoordinate 𝑥𝑛 wird so
skaliert, dass die Masse 𝑚 = 1 (einheitenlos) ist. Das Potential im angeregten Zustand
ist jedoch entlang der Schwingungskoordinate um einen Betrag 𝑥𝑒 verschoben. Für ein
Monomer lauten die Schwingungshamiltionians daher

𝐻𝗏𝗂𝖻
𝑔,𝑛 = −1

2
𝜕2

𝜕𝑥𝑛2 + 𝜔2

2 𝑥2
𝑛 (4.12)

im elektronischen Grundzustand und

𝐻𝗏𝗂𝖻
𝑒,𝑛 = −1

2
𝜕2

𝜕𝑥𝑛2 + 𝜔2

2 (𝑥𝑛 − 𝑥𝑒)2 + ̃𝐸 (4.13)
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4.2 Ein-Moden-Modell

Monomer
𝜔 1164 cm−1

𝑥𝑒 1,646 eV−1/2

̃𝐸 14290 cm−1

Trimer 𝜇2/𝐿3 440 cm−1

Δ -713 cm−1

Tetramer 𝜇2/𝐿3 315 cm−1

Δ -651 cm−1

Tabelle 4.2: Parameter, die in den Hamiltonoperator beim Ein-Moden-Modell eingehen.
Links: Parameter für die Monomer-Vibrationshamiltonians 𝐻𝑔 und 𝐻𝑒. Rechts: Para-
meter, die zusätzlich in den Aggregat-Hamiltonoperator beim Trimer bzw. Tetramer
eingehen.

im angeregten Zustand. Hier kommt auch ein Energieoffset von ̃𝐸 hinzu. Eine zusätzliche
Energieverschiebung aufgrund von Aggregationseffekten [52, 53] wird beim Trimer und
Tetramer phänomenologisch durch den Parameter Δ berücksichtigt, siehe auch Gleichung
(2.50). Die in den Rechnungen verwendeten Zahlenwerte sind in Tabelle 4.2 aufgelistet.
Die Spektren berechnen wir jeweils durch Fouriertransformation einer Korrelationsfunk-
tion. So gilt für das Absorptionsspektrum

𝜎𝑎𝑏𝑠(𝐸) ∼ 𝐸 ∫
+∞

−∞
𝑑𝑡e+i(𝐸+𝐸𝑖)𝑡 𝑐𝑎𝑏𝑠(𝑡)𝑤(𝑡) (4.14a)

und für das (spontane) Emissionsspektrum

𝜎𝑒𝑚𝑖(𝐸) ∼ 𝐸3 ∫
+∞

−∞
𝑑𝑡e−i(𝐸−𝐸𝑖)𝑡 𝑐𝑒𝑚𝑖(𝑡)𝑤(𝑡). (4.14b)

Hier kommt eine gaußförmige Fensterfunktion 𝑤(𝑡) hinzu, durch die die Korrelations-
funktionen künstlich gedämpft werden. So wird eine homogene Linienverbreiterung mo-
delliert. Zur numerischen Bestimmung der Korrelationsfunktionen gehen wir wie in Ab-
schnitt 2.3.3 beschrieben vor. Für die Absorption werden also die Gleichungen (2.89) und
(2.90) benutzt. Die Winkel 𝛾𝑛 dort entsprechen den 𝛾𝑛 hier (vgl. Tabelle 4.1). Da die Über-
gangsdipolmomente in unserem Fall in einer Ebene liegen, gilt für die dort auftretenden
Winkel 𝛽𝑛 = 0. Dahermuss auch der Term (2.90c) nicht berechnetwerden. Die anfängliche
Schwingungswellenfunktion 𝜓𝑖 ist die energetisch niedrigste Eigenfunktion des Vibrati-
onshamiltonians im elektronischen Grundzustand:

𝐻𝗏𝗂𝖻,(𝑁)
𝐺 𝜓𝑖(𝒙) = 𝐸𝑖 𝜓𝑖(𝒙). (4.15)

Ihre Eigenenergie ist 𝐸𝑖. Aus dieser Schwingungswellenfunktion und Wichtungsfaktoren,
die aus der geometrischen Anordnung der Übergangsdipolmomente stammen, wird nun
der vollständige Anfangszustand

|Ψ𝑖⟩𝖢𝖢 = ∑
𝑛

cos(𝛾𝑛)𝜓𝑖(𝒙) |𝑛⟩ (4.16)
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4 Absorption und Emission von cis-Indolenin-Squarain-Farbstoffen

bzw.

|Ψ𝑖⟩𝖢𝖲 = ∑
𝑛

sin(𝛾𝑛)𝜓𝑖(𝒙) |𝑛⟩, (4.17)

konstruiert, je nachdem, welcher Summand von (2.90) bestimmt werden soll. Dieser wird
dann mit dem Zeitentwicklungsoperator im angeregten Zustand 𝑈𝑒(𝑡) = e−i𝐻(𝑁)

𝑒 𝑡 propa-
giert, und die Korrelationsfunktion wird durch das Integral (2.91) berechnet.
Für die Emission wird zunächst die energetisch niedrigste Eigenfunktion

|Ψ𝑖⟩ = ∑
𝑛

𝜓𝑖,𝑛(𝒙) |𝑛⟩ (4.18)

durch imaginäre Zeitpropagation bestimmt. Die Vibrationswellenfunktionen 𝜓𝑖,𝑛(𝒙) die-
nen anschließend einzeln als Anfangswellenfunktion für eine Propagation im elektroni-
schen Grundzustand. Aus ihrer Zeitentwicklung werden dann die Kreuzkorrelationsfunk-
tionen (2.79) berechnet. Da die 𝜓𝑖,𝑛(𝒙) reelle Funktionen sind, kommt auch hier Gleichung
(2.91) zum Einsatz.
Die numerischen Rechnungen für die Monomerspektren erfolgen mit der Split-Operator-
Methode. Die Propagation für die Trimer- und Tetramerspektren wird mit die MCTDH-
Methode durchgeführt. Das Absorptionsspektrum des Trimers wurde zum Vergleich auch
durch eine Split-Operator-Rechnung bestimmt. Dies führte zu den gleichen Ergebnissen,
jedoch war die MCTDH-Rechnung schneller. Eine Übersicht über numerische Details fin-
det sich im Anhang D.1.
Die Zahlenwerte aus Tabelle 4.2 für die Monomer-Parameter wurden nun durch Anpassen
des Modell-Absorptionsspektrums an die experimentellen Daten gewonnen. Abbildung
4.4 zeigt den Vergleich zwischen den experimentellen Absorptions- und Emissionsspek-
tren der isoliertenMonomereinheiten und dem „Best Fit“ desModellabsorptionsspektrums.
Dieser Vergleich zeigt eine sehr gute Übereinstimmung, was die Form der Spektren an-
geht. Für das Modell-Emissionsspektrum wurden dabei die gleichen Zahlenwerte benutzt
wie für das Absorptionsspektrum, das Spektrum musste jedoch zusätzlich um -310 cm−1

auf der Energieachse verschoben werden um an der gleichen Position zu liegen wie das
experimentelle Spektrum. Der Grund dafür wird in Abschnitt 4.3 deutlich.
Mit diesen Monomer-Parametern konnten nun Modellspektren für das Trimer und das Te-
tramer berechnet werden. Das Anpassen an das jeweilige Absorptionsspektrum bei fest-
gehaltenen Monomer-Parametern führt zu den übrigen Zahlenwerten in Tabelle 4.2. Die
jeweils am besten übereinstimmenden Spektren für das Trimer und das Tetramer sind in
Abbildung 4.5 dargestellt.
Hier erkennt man, dass die Linienformen der Absorptionsspektren sehr gut reproduziert
werden. Dies ist sowohl beim Trimerspektrum mit einem Hauptpeak und je einer Schulter
auf beiden Seiten der Fall als auch beim Tetramerspektrum mit der Doppelpeak-Struktur
auf der Hauptabsorptionsbande. Ins Bild passt ebenfalls, dass der Faktor 𝜇2

𝐿3 beim Trimer
größer ist als beim Tetramer. Dies lässt sich darauf zurückführen, dass das Trimer klei-
ner ist und die Schwerpunkte der Monomereinheiten hier näher beieinander liegen. Die
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Abbildung 4.4: Mit dem Ein-Moden-Modell berechnetes Absorptions- und Emissionsspek-
trum für ein Squarain-Monomer im Vergleich mit den experimentellen Spektren. Die
Fensterfunktion 𝑤(𝑡) in Gleichung (4.14) bewirkt eine Faltung der Modellspektren mit
einer Gaußkurve. Deren Halbwertsbreite beträgt 75meV ≈ 605 cm−1 (Absorption) bzw.
110meV ≈ 887 cm−1 (Emission).

Emissionsspektren werden hingegen durch das Ein-Moden-Modell nicht korrekt beschrie-
ben. Hier wird zwar jeweils die Schulter auf der langwelligen Seite richtig wiedergegeben,
allerdings fehlt in beiden Spektren der prominente Peak auf der kurzwelligen Seite.
Das numerisch berechnete Emissionsspektrum mit dem zweiten Peak in den gemessenen
Spektren zu identifizieren anstatt mit dem energetisch höchsten, wird durch die folgende
Betrachtung unterstützt. Vorübergehend wollen wir dabei den Vergleich mit den experi-
mentellen Daten vernachlässigen. Die Emissionsspektren der Modellaggregate geben Auf-
schluss über die Vibrationsstruktur im elektronischen Grundzustand. Dieser weist für jede
einzelne Schwingungsmode ein harmonisches Potential (4.12) auf und hat keine Kopplung
zwischen denVibrationsmoden. Für die Energien der Schwingungs-Eigenzustände gilt also
analytisch

𝐸𝒗″ = 𝜔
𝑁

∑
𝑗=1

(𝑣″
𝑗 + 1

2) , (4.19)

wobei 𝒗″ = (𝑣″
1 , … , 𝑣″

𝑁) den Vektor der Vibrationsquantenzahlen bezeichnet. Das Modell-
emissionsspektrum sollte also nach einem Offset von 𝑁𝜔

2 eine Reihe von äquidistanten Li-
nien aufweisen. Abbildung 4.6 zeigt das Beispiel des höher aufgelösten Trimer-Emissions-
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Abbildung 4.5: Wie Abbildung 4.4, hier für das Trimer (links) und das Tetramer (rechts).
Alle Spektren sind mit Gaußkurven gefaltet. Deren Halbwertsbreite beträgt beim Trimer
60meV ≈ 484 cm−1 für das Absorptions- und 90meV ≈ 726 cm−1 für das Emissions-
spektrum, das außerdem um -722 cm−1 auf der Energieachse verschoben wurde. Beim
Tetramer sind die Halbwertsbreiten 65meV ≈ 524 cm−1 für die Absorption und 110meV
≈ 887 cm−1 für die Emission, die Verschiebung auf der Energieachse beträgt -660 cm−1.

spektrums im Vergleich mit den analytischen Eigenenergien des Grundzustandshamilto-
nians für das Trimer. Dort ist keine Emissionslinie bei der Eigenenergie des Schwingungs-
grundzustands zu sehen. Die intensivste Emissionslinie entspricht dem Übergang in die
Zustände, bei denen ∑ 𝑣″

𝑗 = 1 ist.
Dies ist dadurch zu erklären, dass der Übergang in den Schwingungsgrundzustand dem
Fall 𝑆1 → 𝑆0 aus der vorherigen analytischen Betrachtung entspricht. Dieser ist bei beiden
Molekülenwegen der Anordnung der Übergangsdipolmomente dipolverboten, sowie auch
der umgekehrte Prozess 𝑆0 → 𝑆1 bei der Absorption – vgl. (4.5a) und (4.8a). Die Eigen-
funktionen der höheren Schwingungsniveaus weisen jedoch verschiedene Knotenebenen
entlang der Vibrationskoordinaten auf. Dies bricht die Symmetrie, wodurch Übergänge in
diese Zustände erlaubt sind.
Daher liegt die Vermutung nahe, dass es im Experiment einen weiteren Faktor gibt, der
bei der Emission den Übergang in den Schwingungsgrundzustand ermöglicht. Dies könn-
te angesichts der Molekülgröße eine weitere Schwingungsmode sein. Wenn diese Mode
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4.2 Ein-Moden-Modell
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Abbildung 4.6: Hochaufgelöstes Modellemissionsspektrum des Trimers im Vergleich mit
den analytischen Eigenenergien. Das Emisssionsspektrum ist hier gegen den Abstand
𝐸 = 𝐸𝑖 − 𝐸𝑝ℎ zwischen der Eigenenergie des Ausgangszustands für den Emissions-
prozess und der Energie des emittierten Photons aufgetragen. Es ist außerdem mit einer
Gaußkurve mit einer Halbwertsbreite von 10meV gefaltet. Bei Energien ab 3500 cm−1

weist das Emissionsspektrum nur eine geringe Intensität auf. Um die einzelnen Peaks
trotzdem sichtbar zu machen, ist dort nur der untere Bereich der 𝑦-Achse gezeigt (vgl.
gestrichelte Linie links).

eine Kreisfrequenz hat, die wesentlich kleiner als der im Ein-Moden-Modell angenomme-
ne Wert von 1164 cm−1 ist, führt dies in den Spektren anstelle jeder Vibrationslinie zu
einer Reihe von Linien, deren Abstand von der kleineren Kreisfrequenz bestimmt wird.
Diese Progression verschwindet im Experiment jedoch aufgrund der Linienverbreiterung.
Für das Emissionsspektrum bedeutet eine solche zweite Mode, dass zwar wie bisher der
Übergang in den Schwingungsgrundzustand verboten bleibt, aber Übergänge in diverse
Niveaus erlaubt sein können, in denen die Wellenfunktion nur entlang der niederfrequen-
ten Schwingungskoordinaten Knotenebenen aufweist. Die Auswirkungen einer solchen
„langsamen“ Schwingungsmode werden im folgenden Abschnitt untersucht.
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4 Absorption und Emission von cis-Indolenin-Squarain-Farbstoffen

4.3 Zwei-Moden-Modell
Im Ein-Moden-Modell konnten zwar die Linienformen der Absorptionsspektren gut re-
produziert werden, die Emissionsspektren jedoch nicht. Dies ist bereits beim Monomer
zu sehen: Die Spektren zeigen einen Stokes-Shift von etwa 310 cm−1. Diese Verschiebung
ist zu gering, als dass sie durch eine Vibrationsrelaxation² in der im Modell verwende-
ten Schwingungsmode erklärt werden könnte, denn der Abstand zwischen benachbarten
Energieniveaus beträgt dort 𝜔 = 1164 cm−1.
Wir erweitern die Vibrationshamiltonians 𝐻𝗏𝗂𝖻

𝑔,𝑛 und 𝐻𝗏𝗂𝖻
𝑒,𝑛 daher um eine zweite Mode ent-

lang der Koordinate 𝑦 und mit der Kreisfrequenz 𝜔𝑦. Die Kreisfrequenz der bisherigen Mo-
de 𝑥 bezeichnen wir nun mit 𝜔𝑥. Die Hamiltonoperatoren für die Schwingungsbewegung
auf einem Monomer lauten dann

𝐻𝗏𝗂𝖻
𝑔,𝑛 = −1

2
𝜕2

𝜕𝑥𝑛2 − 1
2

𝜕2

𝜕𝑦𝑛2 + 𝜔2
𝑥

2 𝑥2
𝑛 + 𝜔2

𝑦
2 𝑦2

𝑛 (4.20)

und

𝐻𝗏𝗂𝖻
𝑒,𝑛 = −1

2
𝜕2

𝜕𝑥𝑛2 − 1
2

𝜕2

𝜕𝑦𝑛2 + 𝜔2
𝑥

2 (𝑥𝑛 − 𝑥𝑒)2 + 𝜔2
𝑦

2 (𝑦𝑛 − 𝑦𝑒)2 . (4.21)

Im elektronisch angeregten Zustand ist das Potential in beiden Schwingungskoordinaten
verschoben, und zwar um den Betrag 𝑥𝑒 bzw. 𝑦𝑒.
Wir nehmen nun an, dass der Stokes-Shift durch eine „Relaxation“ in dieser zweiten Mode
verursacht wird. Das bedeutet, dass im Absorptionsspektrum die Linie mit dem Franck-
Condon-Faktor ⟨𝑣′

𝑦 = 1|𝑣″
𝑦 = 0⟩ die höchste Intensität aufweist. Dabei bezeichnet 𝑣′

𝑦
eine Schwingungsquantenzahl im angeregten Zustand und 𝑣″

𝑦 im elektronischen Grundzu-
stand. Da die Modellpotentiale harmonisch sind und in beiden elektronischen Zuständen
die selbe Frequenz 𝜔𝑦 aufweisen, ist im Emissionsspektrum der Franck-Condon-Faktor
⟨𝑣″

𝑦 = 1|𝑣′
𝑦 = 0⟩ am größten. Der Unterschied zwischen Absorptions- und Emissions-

maximum beträgt also 2 𝜔𝑦. Die Gleichgewichtsverschiebung 𝑦𝑒 wählen wir so, dass die
erwähnten Franck-Condon-Faktoren tatsächlich die größten und die Übergänge in die je-
weils benachbarten Zustände etwa gleich intensiv sind. Eine Übersicht über die Zahlen-
werte gibt Tabelle 4.3.
Absorptions- und Emissionsspektrum des Monomers können mit diesem Zwei-Moden-
Modell nun sowohl in der Linienform als auch in der Position reproduziert werden, ohne

²Schwingungsrelaxation meint hier, dass bei der Absorption der Zielzustand für den vibronischen Über-
gangmit der höchsten Intensität eine Schwingungsquantenzahl 𝑣′ > 0 aufweist, die Emission jedoch aus
dem Zustand mit 𝑣′ = 0 erfolgt. Beide Zustände sind dabei prinzipiell im Absorptionsspektrum sichtbar
und ihre relativen Intensitäten werden durch die Franck-Condon-Faktoren bestimmt. Im verwendeten
Modell des harmonischen Oszillators werden die Franck-Condon-Faktoren ⟨𝑣′ |𝑣″ = 0⟩ für verschie-
dene Quantenzahlen 𝑣′ durch die Verschiebung 𝑥𝑒 bzw. 𝑦𝑒 bestimmt und sind somit nicht unabhängig
voneinander, vgl. Kapitel 5.
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4.3 Zwei-Moden-Modell

Monomer

𝜔𝑥 1164 cm−1

𝑥𝑒 1,646 eV−1/2

𝜔𝑦 155 cm−1

𝑦𝑒 11,732 eV−1/2

̃𝐸 14122 cm−1

Trimer 𝜇2/𝐿3 436 cm−1

Δ -725 cm−1

Tetramer 𝜇2/𝐿3 303 cm−1

Δ -700 cm−1

Tabelle 4.3: Parameter, die in den Hamiltonoperator beim Zwei-Moden-Modell eingehen.
Links: Parameter für die Monomer-Vibrationshamiltonians 𝐻𝑔,𝑛 und 𝐻𝑒,𝑛. Rechts: Pa-
rameter, die zusätzlich in den Trimer- bzw. Tetramer-Hamiltonoperatoren eingehen.

das Emissionsspektrum künstlich auf der Energieachse zu verschieben. Dies ist in Ab-
bildung 4.7 dargestellt. Wie im Ein-Moden-Modell halten wir nun die Parameter für die
Schwingungshamiltonoperatoren fest und passen die Kopplungsstärke 𝜇2/𝐿3 und den En-
ergieshift Δ für die Absorptionsspekten des Trimers und Tetramers an. Dies führt zu den
Spektren, die in Abbildung 4.8 (Seite 55) dargestellt sind.
Die Absorptionsspektren werden auch in diesen Rechnungen sehr gut reproduziert. Bei
den Emissionsspekten (grüne Linie) fallen zwei Dinge auf: Zum einen ist der Emissions-
peak auf der „blauen“ Seite des Spektrums nun vorhanden, wenn auch wesentlich schwä-
cher ausgeprägt als in den experimentellen Daten. Zum anderen müssten die Emissions-
spekten weiterhin auf der Energieachse verschoben werden, um in ihrer Position mit den
gemessenen Spektren übereinzustimmen. Dies steht im Gegensatz zu den Monomerspek-
tren, bei denen die zusätzliche Mode den beobachteten Stokes-Shift erklären kann.
Dabei ist zu beachten, dass die Trimer- und Tetramerspektren in der bisher durchgehend
verwendeten symmetrischen Anordnung der Übergangsdipolmomente berechnet wurden.
Sowohl der Intensitätsunterschied als auch die zusätzliche Rotverschiebung des Spektrums
lassen sich jedoch durch eine veränderte geometrische Anordnung der Monomere erklä-
ren: Wenn wir annehmen, dass die symmetrische Konfiguration bei einem Ring aus iden-
tischen Monomereinheiten die energetisch günstigste ist, führt eine solche Deformation
zum einen zu einer Destabilisierung des elektronischen Grundzustands. Diese Anhebung
der Grundzustandsenergie wird jedoch im Modell nicht berücksichtigt. Zum anderen be-
deutet jede Asymmetrie in der Anordnung der Übergangsdipolmomente, dass der Über-
gang in den Schwingungsgrundzustand nicht mehr dipolverboten ist. Die relative Inten-
sität des energetisch höchsten Emissionspeaks, also eben dieses Übergangs, hängt daher
stark von der Ausrichtung der Übergangsdipolmomente zueinander ab.
Wenn wir beim Trimer ein Übergangsdipolmoment aus der symmetrischen Konfigurati-
on herausdrehen, indem wir 𝛾3 = 251° setzen, erhalten wir das Emissionsspektrum (rot)
aus Abbildung 4.8. Das Modellemissionsspektrum wurde dabei zusätzlich um den Betrag
𝐸𝑑𝑒𝑠 = -638 cm−1 auf der Energieachse verschoben. DiesenWert nehmen wir als Abschät-
zung für die Destabilisierungsenergie des Grundzustands bei der vermuteten Verzerrung
des Trimers im angeregten Zustand. Für das Emissionsspektrum des Tetramers ist bei-
spielhaft das Modellspektrum für eine trapezartige Anordnung der Übergangsdipole, bei
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4 Absorption und Emission von cis-Indolenin-Squarain-Farbstoffen

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 10000  12000  14000  16000  18000

σ
ab

s,
em

i (
no

rm
ie

rt
)

E / cm
-1

Absorption (exp.)
Absorption (theo.)

Emission (exp.)
Emission (theo.)

Abbildung 4.7: Vergleich zwischen den mit dem Zwei-Moden-Modell berechneten Mono-
merspektren und den experimentellen Daten. Die Modellspektren wurden mit Gaußkur-
ven mit den Halbwertsbreiten 60meV ≈ 484 cm−1 (Absorption) und 90meV ≈ 726 cm−1

(Emission) gefaltet. Die Halbwertsbreiten sind geringer als im Ein-Moden-Modell, da
hier in jeden sichtbaren Peak eine Vibrationsprogression der 𝜔𝑦-Mode eingeht.

der wir 𝛾2 = 77° und 𝛾4 = 283° setzen, gezeigt. Die Destabilisierungsenergie schätzen wir
hier mit 𝐸𝑑𝑒𝑠 = -760 cm−1 ab.
Die vibronische Absorptionslinienform des Übergangs 𝑆0 → 𝑆2, 𝑆3 wäre von der Verzer-
rung zwar nur geringfügig beeinflusst, jedoch wäre der Übergang in 𝑆1 dann erlaubt und
müsste im Absorptionsspektrum zu sehen sein. Die experimentellen Daten geben aller-
dings keinen Hinweis darauf. Es ist also davon auszugehen, dass die Monomere im Grund-
zustand symmetrisch angeordnet sind.
Die prinzipielle Auswirkung der Deformation ist in den Modellspektren klar zu erkennen.
Da die Verzerrung im Modell jedoch von außen vorgegebenen Parametern, den Winkeln,
entspricht, bleibt ihre Ursache hier unbekannt. Auch für andere asymmetrische Anord-
nungen lassen sich ähnliche Emissionsspektren berechnen. Dabei besteht grundsätzlich
auch die Möglichkeit, dass die Übergangsdipolmomente nicht mehr in einer Ebene liegen.
Daher sind die angegebenen Winkel nur als vorläufig zu betrachten.
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4.3 Zwei-Moden-Modell
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Abbildung 4.8: Wie Abbildung 4.7, hier für das Trimer (links) und Tetramer (rechts). Das
Absorptionsspektrum (jeweils oben) und Emissionsspektrum (unten) sind zur besseren
Übersichtlichkeit in einzelnen Graphen dargestellt. Beim Trimer betragen die Winkel in
der symmetrischen Anordnung 𝛾1 = 0°, 𝛾2 = 120° und 𝛾3 = 240°, in der asymmetrischen
Konfiguration ist 𝛾3 = 251°. Beim Tetramer sind die Winkel im symmetrischen Fall 𝛾1 =
0°, 𝛾2 = 90°, 𝛾3 = 180° und 𝛾4 = 270°, im asymmetrischen Fall beträgt 𝛾2 = 77° und 𝛾4 =
283°. Die Halbwertsbreiten betragen beim Trimer 55meV ≈ 443 cm−1 (Absorption) bzw.
90meV ≈ 726 cm−1 (Emission) und beim Tetramer 60meV ≈ 484 cm−1 (Absorption) bzw.
70meV ≈ 565 cm−1 (Emission).
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4 Absorption und Emission von cis-Indolenin-Squarain-Farbstoffen

4.4 Zusammenfassung

Die Untersuchung von spektralen Linienformen von zyklischen Aggregaten, die aus cis-
Indolenin-Squarain-Molekülen aufgebaut sind, mittels eines Frenkel-Exziton-Modells mit
vibronischen Kopplungselementen führt zu den Ergebnissen, die im Folgenden zusammen-
gefasst sind.
Während sich die Absorptionsspektren sehr gut mit einem Modell reproduzieren ließen,
das einen einzelnen Schwingungsfreiheitsgrad pro Monomereinheit aufweist, gilt dies für
die Emissionsspektren nicht. Hier zeigt sich schon im Monomer ein Stokes-Shift, der in-
nerhalb des Ein-Moden-Modells nicht erklärt werden kann. Insbesondere ist er zu gering,
als dass er durch Relaxationseffekte in der Schwingungsmode erklärt werden könnte, die
der beobachteten Vibrationsprogression im Absorptionsspektrum entspricht. Hier ist eine
zweite Vibrationsmode mit einer wesentlich kleineren Frequenz nötig, deren Ursprung für
das Modell allerdings unerheblich ist. Dabei kann es sich also um eine weitere intramole-
kulare Schwingung handeln, eineMode im Lösemittel ist allerdings genau somöglich. Eine
Deformation der Anordnung wie bei den größeren Systemen (siehe unten) kommt beim
Monomer mit einem einzelnen Übergangsdipolmoment nicht in Frage, die Verzerrung des
Monomers an sich entspricht als Kernbewegung der erwähnten weiteren Vibrationsmode.
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Abbildung 4.9: Schematische Darstellung der strahlenden und nichtstrahlenden Prozes-
se im Trimer (links) und Tetramer (rechts). Die geometrische Anordnung der einzel-
nen Übergangsdipolmomente ist jeweils oben gezeigt, die relevanten Übergänge für die
Absorption und Emission unten. Die dünnen Linien bezeichnen Vibrationszustände. In
der symmetrischen Anordnung ist der Übergang 𝑆0 → 𝑆1 in beiden Systemen dipol-
verboten. Er ist jedoch in der asymmetrischen Anordnung erlaubt und die sichtbaren
Peaks im Emissionsspektrum entsprechen Übergängen von 𝑆1 in verschiedene Vibrati-
onsbänder innerhalb des 𝑆0-Zustandes.
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4.4 Zusammenfassung

Im Trimer und Tetramer kommen weitere Prozesse hinzu. Diese sind in Abbildung 4.9 zu-
sammengefasst. Von einer symmetrischen Anordnung der Übergangsdipolmomente aus-
gehend erfolgt der Übergang bei der Absorption in die entarteten elektronischen Zustände
𝑆2 und 𝑆3, sowohl beim Trimer als auch beim Tetramer. Die Übergänge in den Zustand 𝑆1
und, beim Tetramer, in 𝑆4 sind dipol-verboten. Die Form des Spektrums wird dann durch
die vibronischen Effekte innerhalb der hellen Zuständ bestimmt.
In den angeregten Zuständen findet dann eine Verzerrung des Moleküls statt, wodurch
die Übergangsdipolmomente keine symmetrische Anordnung mehr aufweisen – dies kann
als ein Speziallfall des Jahn-Teller-Effekts angesehen werden [106]. Die Verzerrung wird
begleitet von einem nichtstrahlenden Übergang in den energetisch niedrigsten angereg-
ten Zustand 𝑆1. Sie bewirkt außerdem eine Destabilisierung des elektronischen Grund-
zustands, also eine Anhebung seiner Energie. Der strahlende Übergang bei der Emission
findet dann von 𝑆1 in diesen destabilisierten Grundzustand 𝑆0 statt. Sowohl die nichtstrah-
lende Relaxation 𝑆2, 𝑆3 → 𝑆1 als auch die Destabilisierung von 𝑆0 führen zu einer Rot-
verschiebung des Emissionsspektrums. Dieses zeigt eine Vibrationsprogression, die durch
die Schwingungseigenzustände im elektronischen Grundzustand bestimmtwird. Dabei be-
stimmt die Stärke der Verzerrung sehr deutlich die Intensität des Peaks, der zu Übergängen
in die Schwingungszustände mit der Quantenzahl 𝑣″

𝑥 = 0 gehört.
Der Ursprung und die Charakterisierung der Deformationsbewegung war nicht im Fo-
kus dieser Untersuchungen. Um die Form der Emissionsspekten zu erklären, ist es aus-
reichend anzunehmen, dass diese Verzerrung vorliegt und dass sie wahrscheinlich den
Übergang in den 𝑆1-Zustand bewirkt, der daraufhin emittiert. Als mögliche Ursachen der
Verzerrung kommen Wechselwirkungen mit dem Lösemittel oder auch die Anregung von
symmetriebrechenden Vibrationsmoden infrage. Letzteres wird in Verbindung mit nicht-
adiabatischen Übergängen durch konische Durchschneidungen [106–108] oder dem „in-
tensity borrowing“-Effekt nach Herzberg und Teller [109] auch für andere Moleküle dis-
kutiert, so beispielsweise für zyklische Aggregate aus Porphyrin-Monomeren [110]. Eine
genauere Untersuchung der Kernbewegungen in den angeregten elektronischen Zustän-
den würde umfassende quantenchemische Rechnungen zur Bestimmung der relevanten
Moden und der entsprechenden Potentiale erfordern.
Auch wenn das hier verwendete einfache Modell keinen Aufschluss über die Dynamik der
Verzerrung und Relaxation im angeregten Zustand bringt, liefert es dennoch eine plau-
sible Erklärung für die Form der Spektren. Die Emissionsspektren des Trimers und Te-
tramers können auch im Ein-Moden-Modell reproduziert werden, wenn dort eine Geo-
metrieverzerrung wie im Zwei-Moden-Modell angenommen wird. Dann wird jedoch der
Stokes-Shift im Monomer nicht richtig wiedergegeben. Als zentrale Schlussfolgerung die-
ses Projekts ergibt sich also, dass die Emissionseigenschaften der Squarain-Makrozyklen
stark durch das Zusammenspiel von geometrischen Verzerrungen und Effekten vibroni-
scher Kopplung beeinflusst werden. Alle Spektren zeigen eine vibronische Struktur. Dies
deutet auf eine wichtigen Einfluss der nuklearen Freiheitsgrade hin, und sollte bei der Ent-
wicklung von molekularen NIR-Emittern berücksichtigt werden.
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Absorptionsspektren vonmolekularen Aggregaten, typischerweise im sichtbaren bis ultra-
violetten Bereich, können Aufschluss über ihre Geometrie und die Kopplung zwischen den
einzelnen Monomeren geben. Ein Beispiel dazu wurde in Kapitel 4 dieser Arbeit gezeigt.
Historisch bedeutend ist die Entdeckung des sogenannten J-Bands [111–113], einer sehr
scharfen Spektrallinie, die typischerweise dann auftritt, wenn sich einzelne Farbstoffmo-
leküle in langen dünnen Strängen anordnen [114]. Als Gegenstück zum schmalen J-Band,
das gegenüber dem Monomerspektrum rotverschoben ist, gilt das blauverschobene und
oft sehr breite H-Band bei stapelförmigen Aggregaten [51, 115].
Hier stellt sich die Frage, ob es möglich ist, Parameter wie die Größe des Aggregats oder
die Stärke der Kopplung zwischen denMonomereinheiten aus der Form der linearen Spek-
tren zu bestimmen, oder ob auf nicht-lineare Methoden wie die zeitaufgelöste zweidimen-
sionale Spektroskopie [16] zurückgegriffen werden muss. Ansätze, die Parameter zu be-
stimmen sind beispielsweise die Anwendung von Summenregeln [53, 116, 117] oder das
numerische Berechnen vonModellspektren für verschiedene Parametersätze. In dieser Ar-
beit wird letztere Herangehensweise verfolgt und die Zahlenwerte zur Parametrisierung
der Modelle durch Anpassen der Modellspektren an experimentelle Daten gewonnen, wie
auch in Kapitel 4 gezeigt.
Sowohl die Monomerspektren als auch die der Aggregate zeigen häufig eine Vibrations-
progression, wobei diese bei J-Aggregaten wesentlich schwächer ausgeprägt ist. In or-
ganischen Farbstoffen kann diese Struktur auf die Dehnungsbewegung von Kohlenstoff-
Kohlenstoff-Bindungen zurückgeführt werden [118]. Zur Modellierung solcher Aggrega-
te ist daher ein vibronischer Hamiltonoperator [54, 119] nötig. Die Parameter, die einen
großen aber nicht einfach zu erkennenden Einfluss auf die Spektren haben, sind dabei die
geometrische Anordnung derMonomere bzw. ihrer Übergangsdipolmomente, ihre Anzahl,
die Stärke der Kopplung zwischen den Monomeren und die Franck-Condon-Faktoren, die
von den Vibrationswellenfunktionen abhängen. Dagegen können die elektronische An-
regungsenergie und die Schwingungsfrequenz meist direkt aus den Spektren abgelesen
werden.
In diesem Kapitel wird nun untersucht¹, inwiefern unterschiedliche Sätze von Zahlenwer-
ten zu gleichen oder ähnlichen Absorptionsspektren führen.Wenn dies der Fall ist, können

¹Das Projekt entstand in Zusammenarbeit mit Klaus Renziehausen, der die störungstheoretischen Rech-
nungen durchgeführt hat.
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die Parameter nicht mehr eindeutig aus den Spektren bestimmt werden. Durch eine ana-
lytische Untersuchung, die auf Arbeiten anderer Gruppen [120–122] aufbaut, wollen wir
zunächst Einblick gewinnen, wie das Zusammenspiel der verschiedenen Parameter die
Spektren beeinflusst. Dabei werden Näherungen in Form stationärer Störungstheorie ge-
macht, deren Gültigkeit wir durch direkte numerische Berechnungen von Modellspektren
überprüfen. Die Rechnungen zeigen schließlich auch, dass das Modell tatsächlich nahezu
identische Absorptionsspektren für unterschiedliche Zahlenwerte liefern kann.
Wie bereits in Abschnitt 2.2.2 und Kapitel 4 betrachten wir molekulare Aggregate 𝑀1 –
𝑀2 – … – 𝑀𝑁 , die aus 𝑁 Monomeren bestehen. Jede Monomereinheit 𝑛 weist dabei einen
elektronischen Grundzustand |𝑔𝑛⟩ und einen angeregten Zustand |𝑒𝑛⟩ auf. Dementspre-
chend hat der Hamiltonoperator für das Aggregrat die bekannte Form

𝐻̂(𝑁)(𝒙) = |𝐺⟩𝐻𝗏𝗂𝖻,(𝑁)
𝐺 (𝒙)⟨𝐺|⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
=∶ 𝐻(𝑁)

𝑔

+
𝑁

∑
𝑛=1

|𝑛⟩𝐻𝗏𝗂𝖻,(𝑁)
𝑒,𝑛 (𝒙)⟨𝑛| +

=∶ 𝐽 (𝑁)

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞∑
𝑛≠𝑚

|𝑛⟩𝐽𝑛𝑚⟨𝑚|
⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

=∶ 𝐻(𝑁)
𝑒

. (5.1)

Darin bezeichnet |𝐺⟩ den gemeinsamen elektronischen Grundzustand des Aggregats und
|𝑛⟩ die Zustände, in denen genau das 𝑛-te Monomer in seinem angeregten Zustand ist.
Höhere Anregungen werden nicht betrachtet und die Diagonalelemente der Wechselwir-
kung (siehe Gleichung (2.50)) zwischen den Monomeren werden vernachlässigt. Der Vek-
tor 𝒙 bezeichnet die Menge der Vibrationskoordinaten, wobei jedes Monomer eine effekti-
ve Schwingungsmode beiträgt. Der Vibrationshamiltonian im Grundzustand nimmt dann
die Form

𝐻𝗏𝗂𝖻,(𝑁)
𝐺 (𝒙) = ∑

𝑛
𝐻𝗏𝗂𝖻

𝑔,𝑛(𝑥𝑛). (5.2)

In den angeregten Zuständen lautet der Schwingungshamiltonoperator

𝐻𝗏𝗂𝖻,(𝑁)
𝑒,𝑛 (𝒙) = 𝐻𝗏𝗂𝖻

𝑒,𝑛(𝑥𝑛) + ∑
𝑚≠𝑛

𝐻𝗏𝗂𝖻
𝑔,𝑚(𝑥𝑚). (5.3)

Für die Schwingungsbewegung wird ein in beidenMonomer-Zuständen harmonisches Po-
tential mit der Kreisfrequenz 𝜔 angenommen, wobei sich der Gleichgewichtsabstand zwi-
schen dem angeregten Zustand und dem Grundzustand unterscheidet. Dies wird durch
den einheitenlosen Huang-Rhys-Faktor 𝜆 gekennzeichnet:

𝐻𝗏𝗂𝖻
𝑔,𝑛(𝑥𝑛) = −1

2
𝜕

𝜕𝑥𝑛
+ 𝜔2

2 𝑥2
𝑛, (5.4)

𝐻𝗏𝗂𝖻
𝑒,𝑛(𝑥𝑛) = −1

2
𝜕

𝜕𝑥𝑛
+ 𝜔2

2 (𝑥𝑛 − 𝜆√ 2
𝜔)

2

+ ̃𝐸. (5.5)
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Abbildung 5.1: Beispielspektrum für ein Dimersystem (𝑁 = 2). Als Parametersatz wurde
𝜔 = 0,175 eV, 𝑗 = 0,2, 𝜆 = 0,76 und 𝛾 = 30° gewählt. Das Spektrum wurde durch die
Fensterfunktion 𝑤(𝑡) in (5.7) mit einer Gaußfunktion gefaltet, so dass Peaks mit einer
Halbwertsbreite von 20meV resultieren.

Der angeregte Zustand weist einen Energieunterschied von ̃𝐸 zum Grundzustand auf. Au-
ßerdem werden wie in Kapitel 4 massenskalierte Ortskoordinaten für die Vibrationsfrei-
heitsgrade benutzt.
Im Folgenden werden ausschließlich lineare Aggregate betrachtet, wobei jedes Monomer
nur Kopplungen zu seinen nächsten Nachbarn aufweist. Mit einer konstanten, nicht von
Schwingungskoordinaten oder der Anordnung der Monomere abhängigen Kopplungsstär-
ke gilt für die Kopplungselemente 𝐽𝑛𝑚 aus Gleichung (5.1)

𝐽𝑛𝑚 = 𝑗𝜔 (𝛿𝑛,𝑚+1 + 𝛿𝑛,𝑚−1) . (5.6)

Hierbei ist 𝜔 wiederum die Kreisfrequenz der Schwingungsmoden. Der einheitenlose Para-
meter 𝑗 kennzeichnet dann in Analogie zum Huang-Rhys-Faktor die Stärke der Kopplung
im Verhältnis zur charakteristischen Energie der Schwingungsbewegung.
Wir untersuchen nun die Absorptionsspektren von solchen Modellaggregaten. Wie in Ab-
schnitt 2.3 beschrieben, können diese Spektren durch die Fouriertransformation

𝜎𝑎𝑏𝑠(𝐸) ∼ ∫ 𝑑𝑡 ei(𝐸+𝐸(𝑁)
0 )𝑡 𝑐𝑎𝑏𝑠(𝑡)𝑤(𝑡) (5.7)

einer Korrelationsfunktion 𝑐𝑎𝑏𝑠(𝑡) berechnet werden. Für diese Funktion gilt

𝑐𝑎𝑏𝑠(𝑡) = ⟨Ψ0(𝒙) | (𝜺𝝁̂) e−i𝐻(𝑁)
𝑒 𝑡 (𝜺𝝁̂) | Ψ0(𝒙)⟩. (5.8)
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5 Analyse der Absorptionsbanden von molekularen Aggregaten

Der Anfangszustand ist |Ψ0(𝒙)⟩ = 𝜓0(𝒙) |𝐺⟩, wobei 𝜓0(𝒙) die Grundzustandswellen-
funktion des Hamiltonoperators 𝐻𝗏𝗂𝖻,(𝑁)

𝐺 (Gleichung (5.2)) mit der Eigenenergie 𝐸(𝑁)
0 =

1
2𝑁𝜔 ist. Die Fensterfunktion 𝑤(𝑡) wird nur bei numerisch bestimmten Spektren verwen-
det.
In Gleichung (5.7) entfällt der Faktor 𝐸 vor dem Integral, anders als in den Kapiteln 2.3
und 4: Die hier betrachteten Absorptionsspektren haben eine Breite 𝑏 von nur wenigen
Vibrationsquanten, im Beispiel von Abbildung 5.1 ist 𝑏 ≈ 3 𝜔. Diese Breite ist deutlich
kleiner als die Monomer-Anregungsenergie ̃𝐸, sodass ̃𝐸 + 𝑏 ≈ ̃𝐸 als konstanter Faktor
vor dem Integral betrachtet werden kann. Darüber hinaus vergleichen wir hier die Mo-
dellspektren nicht mit experimentellen Daten, sondern nur untereinander. Daher reicht es
aus, sich allein auf die fouriertransformierte Korrelationsfunktion zu beschränken.
Diese enthält die Wechselwirkung des einfallenden elektrischen Feldes (mit der Polarisa-
tionsrichtung 𝜺) mit dem Aggregat durch den Übergangsdipolmoment-Operator

𝝁̂ = ∑
𝑛

|𝑛⟩ 𝝁𝑛 ⟨𝐺| + ℎ.𝑐. (5.9)

Seine Matrixelemente sind die Übergangsdipolmomente 𝝁𝑛 zwischen dem elektronischen
Grundzustand und dem angeregten Zustand des 𝑛-ten Monomers. Analog zur konstan-
ten Kopplung aus Gleichung (5.6) wird hier die Condon-Näherung [64] benutzt und die
Dipolmomente als unabhängig von den Kernkoordinaten betrachtet. Darüber hinaus neh-
men wir an, dass alle Übergangsdipolmomente den gleichen Betrag 𝜇 haben, sie auch bei
größeren Aggregaten alle in einer Ebene liegen und jeweils einen festen Winkel 𝛾 zu den
benachbarten Übergangsdipolen aufweisen. Wir können also schreiben:

𝝁𝑛 = 𝜇 (cos(𝑛𝛾)
sin(𝑛𝛾)) . (5.10)

Aus diesen Betrachtungen zum Modell ergeben sich nun eine Reihe von Parametern, von
denen das Absorptionsspektrum abhängt: Der Winkel 𝛾 beeinflusst die relativen Inten-
sitäten der einzelnen elektronischen Übergangsbänder [123], siehe auch Abschnitt 2.3.2.
Darüber hinaus bestimmen die elektronische Kopplungsstärke 𝑗, der Huang-Rhys-Faktor
𝜆 und die Aggregatgröße 𝑁 maßgeblich die Absorptionslinienform.
Der Betrag der Übergangsdipolmomente 𝜇 stellt nur einen konstanten Vorfaktor dar und
ist daher für die folgenden Betrachtungen nicht von Interesse. Dies gilt auch für den
Energie-Offset ̃𝐸, der nur eine Verschiebung des Spektrums auf der Energieachse bewirkt.
Auch die Vibrationsfrequenz 𝜔 kann, bei ausreichender Auflösung, oft aus dem experimen-
tellen Absorptionsspektrum direkt abgelesen werden. Daher halten wir im Folgenden alle
diese Größen fest und wählen 𝜔 = 0,175 eV und ̃𝐸 = 2,35 eV. Diese Zahlenwerte stammen
aus Untersuchungen der Absorptionsspektren von Perylenbisimid-Aggregaten [117, 124,
125], vgl. auch Abbildung 2.1.
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5.1 Analytischer Ausdruck für die Korrelationsfunktion

Wirwollen nun einen analytischen (störungstheoretischen) Ausdruck für die Korrelations-
funktion (5.8) finden, in dem die Vibrationsfreiheitsgrade explizit berücksichtigt sind. In
der Produktbasis aus elektronischen und Schwingungszuständen können wir die vibroni-
schen Eigenzustände eines Monomers als

|𝑔, 𝑣″⟩ ∶= |𝑔⟩ ⊗ |𝑣″⟩ bzw. |𝑒, 𝑣′⟩ ∶= |𝑒⟩ ⊗ |𝑣′⟩ (5.11)

schreiben, wobei wir mit der Quantenzahl 𝑣″ die Vibrationseigenzustände im elektroni-
schen Grundzustand bezeichnen und mit 𝑣′ diejenigen im elektronisch angeregten Zu-
stand. Das Skalarprodukt zwischen den Vibrationszuständen |𝑣′⟩ im angeregten Zustand
und |𝑣″ = 0⟩ im Grundzustand

⟨𝑣′ | 𝑣″ = 0⟩ = ⟨𝑣″ = 0|𝑣′⟩ = 𝜆𝑣′e− 𝜆2
2√

𝑣′!
(5.12)

wird durch den Huang-Rhys-Faktor, also die Verschiebung des Gleichgewichtsabstandes
im angeregten Zustand, und durch die Quantenzahl 𝑣′ bestimmt [126]. Man erkennt, dass
bei 𝜆 = 1 die Überlappintegrale ⟨𝑣′ = 0|𝑣″ = 0⟩ und ⟨𝑣′ = 1|𝑣″ = 0⟩ den gleichen Wert
annehmen. Ohne Verschiebung der Potentiale, also im Grenzfall 𝜆 → 0, verschwinden alle
Integrale bis auf ⟨𝑣′ = 0|𝑣″ = 0⟩.
In größeren Aggregaten betrachten wir nun als Basis die Zustände, in denen nur das elek-
tronisch angeregte Monomer eine Schwingungsanregung trägt. Alle anderen Monomere
befinden sich sowohl im elektronischen Grundzustand als auch im Schwingungsgrundzu-
stand. Die Basisvektoren haben also die Form

|𝑛, 𝑣′⟩ = |𝑒𝑛, 𝑣′⟩ ∏
𝑚≠𝑛

|𝑔𝑚, 𝑣″ = 0⟩, (5.13)

und werden in der Nomenklatur von Ref. [17] als „one-particle states“ oder „single-particle
states“ bezeichnet². Der elektronische Grundzustand des Aggregats weist überhaupt keine
Schwingungsanregung auf.
Bei der Kopplung durch dieNichtdiagonalterme inGleichung (5.1) geht nun ein bestimmtes
Monomer 𝑛 – in der „one-particle“-Basis (5.13) – vom schwingungsangeregten Zustand
|𝑚, 𝑢′⟩ in seinen elektronischen und Vibrations-Grundzustand über, während ein anderes
Monomer 𝑚 vom Grundzustand in den angeregten Zustand |𝑛, 𝑣′⟩ übergeht. Dabei ist im
Allgemeinen 𝑣′ ≠ 𝑢′. Für den Kopplungsanteil 𝐽 (𝑁) des Gesamthamiltonians gilt daher in

²Dabei handelt es sich trotz des fast gleichen Namens nicht um die Single-Particle Functions des MCTDH-
Ansatzes!
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dieser Basis

𝐽 (𝑁) = 𝑗𝜔 ∑
𝑛≠𝑚

∞
∑
𝑣′=0

∞
∑
𝑢′=0

|𝑛, 𝑣′⟩⟨𝑣′ | 𝑣″ = 0⟩ (𝛿𝑛,𝑚+1 + 𝛿𝑛,𝑚−1) ⟨𝑢″ = 0|𝑢′⟩⟨𝑚, 𝑢′|

= 𝑗𝜔 ∑
𝑛≠𝑚

∑
𝑣′,𝑢′

|𝑛, 𝑣′⟩ 𝑠𝑣′𝑠𝑢′ (𝛿𝑛,𝑚+1 + 𝛿𝑛,𝑚−1) ⟨𝑚, 𝑢′|, (5.14)

wobei 𝑠′
𝑣 ein Vibrations-Überlappintegral wie in Gleichung (5.12) bezeichnet. Wir kür-

zen das Produkt von zwei Überlappintegralen 𝑠𝑢′ ⋅ 𝑠𝑣′ im Folgenden als 𝑆𝑢′,𝑣′ ab. Diese
Überlappintegrale treten auch in der Darstellung des Übergangsdipolmoment-Operators
auf. Zur Bestimmung der Korrelationsfunktion (5.8) wird dieser auf den (vibrationslosen)
Grundzustand angewandt:

(𝜺𝝁̂) |𝐺⟩ = ∑
𝑛,𝑣′

(𝜺𝝁𝑛) 𝑠𝑣′ |𝑛, 𝑣′⟩. (5.15)

Für die Korrelationsfunktion gilt also

𝑐𝑎𝑏𝑠(𝑡) = ∑
𝑛,𝑣′

∑
𝑚,𝑢′

(𝜺𝝁𝑛) (𝜺𝝁𝑚) 𝑆𝑣′,𝑢′⟨𝑚, 𝑢′ |e−i𝐻(𝑁)
𝑒 𝑡 |𝑛, 𝑣′⟩. (5.16)

Wir wollen nun die Matrixelemente ⟨𝑚, 𝑢′ |e−i𝐻(𝑁)
𝑒 𝑡 |𝑛, 𝑣′⟩ berechnen. Dazu betrachten

wir die elektronische Kopplung als eine Störung und bestimmenmithilfe zeitunabhängiger
Störungstheorie die Eigenfunktionen und -energien des gekoppelten Systems.
Im störungsfreien bzw. kopplungsfreien Fall 𝑗 = 0 sind die Zustände |𝑛, 𝑣′⟩ tatsächlich
Eigenzustände des Systems aus 𝑁 harmonischen Oszillatorenmit der gleichen Frequenz 𝜔,
wobei nur ein einzelner Oszillator 𝑣′ Schwingungsquanten aufweist. Für die Eigenenergie
dieses Zustands gilt

𝐸𝑛,𝑣′ = (𝑣′ + 1
2) 𝜔 + (𝑁 − 1) 𝜔

2 + ̃𝐸 = 𝑣′ 𝜔 + Δ, (5.17)

wobei wir in der konstanten Energie Δ alle Beiträge zusammenfassen, die nicht von den
Quantenzahlen 𝑛 und 𝑣′ abhängen. Man sieht, dass die Eigenenergien nicht davon ab-
hängen, welches Monomer 𝑛 die elektronische Anregung trägt. Die zugehörigen Eigen-
zustände sind also bezüglich 𝑛 entartet. Für die weitere Rechnung müssen wir daher den
Stör- bzw. Kopplungsoperator bezüglich dieser elektronischen Quantenzahl diagonalisie-
ren [127]. Dies wird erreicht, indem wir eine neue Basis aus den Zuständen

|𝑘, 𝑣′⟩(0) = √ 2
𝑁 + 1

𝑁
∑
𝑛=1

sin ( 𝑛𝑘𝜋
𝑁 + 1) |𝑛, 𝑣′⟩ (5.18)

einführen [105]. Diese Zustände können als delokalisierte Eigenzustände des ungekoppel-
ten Systems (oberer Index (0)) aufgefasst werden. Die Eigenenergien 𝐸(0)

𝑘,𝑣′ des ungekop-
pelten Systems entsprechen den 𝐸𝑛,𝑣′ aus Gleichung (5.17).
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Wir entwickeln nun die Störung bis zur ersten Ordnung in 𝑗 und erhalten die Eigenener-
gien des gekoppelten Systems:

𝐸(1)
𝑘,𝑣′ = 𝐸(0)

𝑘,𝑣′ + 2𝑗𝜔𝑆𝑣′,𝑣′ cos ( 𝑘𝜋
𝑁 + 1)

= 𝑣′ 𝜔 + Δ + 2𝑗𝜔𝑆𝑣′,𝑣′ cos ( 𝑘𝜋
𝑁 + 1) . (5.19)

Für die zugehörigen Eigenzustände gilt

|𝑘, 𝑣′⟩(1) = |𝑘, 𝑣′⟩(0) − 2𝑗 cos ( 𝑘𝜋
𝑁 + 1) ∑

𝑢′≠𝑣′

𝑆𝑣′,𝑢′

𝑢′ − 𝑣′ |𝑘, 𝑢′⟩(0). (5.20)

Eine ausführliche Herleitung der Eigenenergien und -zustände findet sich in Anhang C.1.
Wir können nun die lokalisierten Basiszustände |𝑛, 𝑣′⟩ in der neuen Basis der störungs-
theoretisch bestimmten Eigenzustände |𝑘, 𝑣′⟩(1) darstellen. Dies führt zu den Matrixele-
menten des Propagators:

⟨𝑚, 𝑢′ |e−i𝐻(𝑁)
𝑒 𝑡 |𝑛, 𝑣′⟩ = 2

𝑁 + 1 ∑
𝑘,𝑝′

[ sin ( 𝑛𝑘𝜋
𝑁 + 1) sin ( 𝑚𝑘𝜋

𝑁 + 1) e−i𝐸(1)
𝑘,𝑝′

× (𝛿𝑢′,𝑝′ − 2𝑗 cos ( 𝑘𝜋
𝑁 + 1) 𝑆𝑢′,𝑝′

𝑢′ − 𝑝′ (1 − 𝛿𝑢′,𝑝′))

× (𝛿𝑣′,𝑝′ − 2𝑗 cos ( 𝑘𝜋
𝑁 + 1) 𝑆𝑣′,𝑝′

𝑣′ − 𝑝′ (1 − 𝛿𝑣′,𝑝′)) ]. (5.21)

Setzen wir dies nun in den Ausdruck (5.16) ein, erhalten wir für die Korrelationsfunktion

𝑐𝑎𝑏𝑠(𝑡) =
𝑁

∑
𝑘=1

𝐺(𝑁)
𝑘 ({𝜺𝝁}) ∑

𝑣′
𝑉 (𝑁)

𝑘 (𝑗, 𝜆, 𝑣′)e−i𝐸(1)
𝑘,𝑣′𝑡. (5.22)

Das Absorptionsspektrum setzt sich also aus Peaks an den Stellen der Eigenenergien 𝐸(1)
𝑘,𝑣′

zusammen. Diese können wir in Bänder einteilen, die wir mit der Quantenzahl 𝑘 numme-
rieren. Die Bänder stellen die vibronische Entsprechung zu den elektronischen Eigenergi-
en 𝐸+ und 𝐸− aus Gleichung (2.88) und Abbildung 2.3 dar. Innerhalb der Bänder finden
wir einzelne Vibrationspeaks, die wir mit derQuantenzahl 𝑣′ bezeichnen. Deren Intensität
wird nun durch den jeweiligen Vibrationsfaktor

𝑉 (𝑁)
𝑘 (𝑗, 𝜆, 𝑣′) = 𝜆2𝑣′e−𝜆2

𝑣′!
⎛⎜
⎝

1 − 2𝑗 cos ( 𝑘𝜋
𝑁 + 1) ∑

𝑢′≠𝑣′

𝜆2𝑢′e−𝜆2

(𝑢′ − 𝑣′)
√

𝑢′! 𝑣′!
⎞⎟
⎠

2

(5.23)

bestimmt. Hier gehen, neben den Quantenzahlen 𝑘 und 𝑣′, die Kopplungsstärke 𝑗 und der
Huang-Rhys-Faktor 𝜆 ein. Ein weiterer Faktor, der Geometriefaktor

𝐺(𝑁)
𝑘 ({𝜺𝝁}) = 2

𝑁 + 1 ∑
𝑛,𝑚

(𝜺𝝁𝑛) (𝜺𝝁𝑚) sin ( 𝑛𝑘𝜋
𝑁 + 1) sin ( 𝑚𝑘𝜋

𝑁 + 1) , (5.24)
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Abbildung 5.2: Numerisch bestimmte Dimerspektren (𝑗 = 0,1 und 𝜆 = 0,76). Bei einem
Differenzwinkel von 𝛾 = 0 ist nur das energetisch höhere Band (𝑘 = 1) zu sehen, bei
𝛾 = 𝜋 das energetisch niedrigere Band (𝑘 = 2). Den einzelnen Vibrationspeaks in ei-
nem Band können die Quantenzahlen 𝑣′ zugeordnet werden. Das Spektrum für 𝛾 = 30°
aus Abbildung 5.1 setzt sich unterschiedlich gewichtet aus diesen Bändern zusammen.
Zusätzlich sind die Intensitäten markiert, die in die Verhältnisse 𝑄(𝑁)

𝑘 (siehe Gleichung
(5.27) in Abschnitt 5.2) eingehen.

legt darüber hinaus die Intensität eines gesamten Bandes fest. Dieser Faktor hängt von der
Quantenzahl 𝑘 und der geometrischenAnordnung der Übergangsdipolmomente ab, jedoch
nicht von der Vibrationsquantenzahl 𝑣′. Die Rechnung, die auf die Korrelationsfunktion
(5.22) und die Vibrations- und Geometriefaktoren führt, ist in Anhang C.2 durchgeführt.
Wir wollen nun den Geometriefaktor über alle möglichen Ausrichtungen des Polarisati-
onsvektors 𝜺 mitteln. Der Ausdruck (5.24) hat die gleiche Form wie die Korrelationsfunk-
tion (2.77). Wir erhalten also für den gemittelten Geometriefaktor

𝐺(𝑁)
𝑘 ({𝝁}) = 2

3 (𝑁 + 1) ∑
𝑛,𝑚

𝝁𝑛𝝁𝑚 sin ( 𝑛𝑘𝜋
𝑁 + 1) sin ( 𝑚𝑘𝜋

𝑁 + 1) (5.25)

analog zu Gleichung (2.86). Im Spezialfall (5.10), dass alle Übergangsdipolmomente in einer
Ebene liegen und den selben Betrag 𝜇 haben und der relative Winkel zwischen den Über-
gangsdipolmomenten zweier benachbarter Monomere den konstanten Wert 𝛾 hat, wird
der Geometriefaktor schließlich zu einer Funktion dieses Winkels:

𝐺(𝑁)
𝑘 (𝛾) = 2 𝜇2

3 (𝑁 + 1) ∑
𝑛,𝑚

cos[(𝑛 − 𝑚)𝛾] sin ( 𝑛𝑘𝜋
𝑁 + 1) sin ( 𝑚𝑘𝜋

𝑁 + 1) . (5.26)
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Daraus ergeben sich folgende Extrema für die Intensität der einzelnen Bänder in Abhäng-
igkeit des Winkels 𝛾:

1. 𝛾 = 0: Das Band mit 𝑘 = 1 hat den größten Geometriefaktor und damit die größte
spektrale Intensität. Alle Bänder, für die 𝑘 gerade ist, verschwinden völlig, da der
Geometriefaktor den Wert Null annimmt.

2. 𝛾 = 𝜋: Den größten Geometriefaktor hat das Band mit 𝑘 = 𝑁 . Wenn 𝑁 eine gerade
Zahl ist, verschwinden alle Bänder, für die 𝑘 ungerade ist, und umgekehrt. ImBeispiel
von Abbildung 5.2 ist 𝑘 = 𝑁 = 2.

Für eine positive Kopplungsstärke 𝑗 > 0 ergibt sich aus Gleichung (5.19), dass das Bandmit
𝑘 = 1 das energetisch höchste und 𝑘 = 𝑁 das energetisch niedrigste ist. Die beschriebenen
Grenzfälle sind also gleichbedeutend zu den bekannten Regeln für die Absorptionsspek-
tren von Molekülaggregaten [65] (vgl. auch Gleichung (2.88) und Abbildung 2.3 sowie die
Gleichungen (4.5) und (4.8)), die auch zur Erklärung von Spektren von Heteroaggregaten
und Copolymeren [128] herangezogen werden. Abbildung 5.2 zeigt die beiden beschriebe-
nen Fälle am Beispiel von numerisch bestimmten Absorptionsspektren für ein Dimer.

5.2 Variation der Parameter
Wir wollen nun untersuchen, wie sich Änderungen der Parameter auf die Spektren aus-
wirken. Dazu betrachten wir jeweils innerhalb eines Bandes 𝑘, welche Intensität der Peak
mit der Quantenzahl 𝑣′ = 1 im Vergleich zum Peak mit 𝑣′ = 0 aufweist [129, 130]. Das
Intensitätsverhältnis ist durch den Quotienten der jeweiligen Vibrationsfaktoren gegeben,
da sich bei gleichem Band 𝑘 der Geometriefaktor herauskürzt:

𝑄(𝑁)
𝑘 (𝑗, 𝜆) = 𝑉 (𝑁)

𝑘 (𝑗, 𝜆, 𝑣′ = 1)
𝑉 (𝑁)

𝑘 (𝑗, 𝜆, 𝑣′ = 0)
. (5.27)

Soll diese Untersuchung für experimentelle Spektren durchgeführt werden, kommt noch
ein zusätzlicher Faktor 𝐸𝑘,1−𝐸0

𝐸𝑘,0−𝐸0
hinzu, siehe auch Ref. [131].

Um nun das Intensitätsverhältnis der beiden Peaks zu bestimmen, berechnen wir die Vi-
brationsfaktoren entsprechend der analytisch hergeleiteten Gleichung (5.23). Für die dort
auftretende Summe wird keine analytische Grenzwertbetrachtung durchgeführt, sondern
der Wert numerisch ermittelt. Zum Vergleich führen wir auch Rechnungen durch, in de-
nen wir das Absorptionsspektrum (5.7) bzw. die Korrelationsfunktion (5.8) durch numeri-
sches Lösen der zeitabhängigen Schrödingergleichung mit dem am Anfang des Kapitels in
den Gleichungen (5.1) bis (5.6) beschriebenen Hamiltonoperator, berechnen. Diese Rech-
nungen werden mit der MCTDH-Methode durchgeführt und enthalten im Gegensatz zur
analytischen Betrachtung alle Vibrationszustände. Es können also auch diejenigen Mo-
nomere, die sich im elektronischen Grundzustand befinden, eine Schwingungsanregung
tragen. Details zu den numerischen Rechnungen finden sich in Anhang D.2.
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5 Analyse der Absorptionsbanden von molekularen Aggregaten

5.2.1 Kopplungsstärke und Huang-Rhys-Faktor

Als ersten Punkt wollen wir klären, wie sich das Verhältnis 𝑄(𝑁)
𝑘 (𝑗, 𝜆) mit der Kopplungs-

stärke 𝑗 und dem Huang-Rhys-Faktor 𝜆 verändert. Dazu betrachten wir bei verschiedenen
festen Aggregatgrößen (𝑁 = 2, 3, 9) jeweils die Bänder mit 𝑘 = 1 und 𝑘 = 𝑁 . In den
Abbildungen 5.3 bis 5.5 ist jeweils das Intensitätsverhältnis in einem Ausschnitt der (𝑗,𝜆)-
Parameterraums dargestellt. Dabei zeigt sich, dass jedes Verhältnis durch viele verschiede-
ne Kombinationen von 𝑗 und 𝜆 erzeugt werden kann. Verschieden große Aggregate zeigen
dabei qualitativ das gleiche Verhalten. Es ist jedoch zu erkennen, dass bei größeren Aggre-
gaten der Bereich, in dem die betrachteten Peaks die gleiche Intensität aufweisen, in der
gewählten Darstellung flacher verläuft. Dies wird im folgenden Abschnitt 5.2.2 genauer
erörtert.
Der störungstheoretische Ausdruck ist jedoch nur für kleine Kopplungsstärken eine gu-
te Näherung. Aufschluss darüber, welche Kopplungsstärke noch als „klein“ anzusehen ist,
gibt der Simpson-Peterson-Parameter SP [132], der als das Verhältnis von exzitonischem
Splitting 2 |𝑗|𝜔 und der Breite des Monomer-Absorptionsspektrums definiert ist. Die Breite
wird durch die Verteilung der Franck-Condon-Faktoren, also desQuadrats der Überlappin-
tegrale aus Gleichung (5.12) bestimmt und entspricht formal einer Poisson-Verteilung mit
dem Parameter 𝜆2. Die Standardabweichung einer solchen Verteilung ist 𝜆, für die Breite
des Monomerspektrums erhalten wir daher 𝜆𝜔. Für unser Modellsystem gilt also SP = 2 |𝑗|

𝜆
[113, 133]. Der größte SP-Parameter im untersuchten Parameterbereich ist 2⋅0,25

0,7 ≈ 0,714.
Dies liegt schon im Bereich mittlerer Kopplung (SP ≈ 1), in dem Abweichungen zu er-
warten sind. Tatsächlich ergeben sich im Fall der numerisch bestimmten Spektren leicht
andere Intensitätsverhältnisse, wobei der Unterschied zwischen der numerischen und der
analytischen Berechnung zu größeren Kopplungsstärken hin zunimmt. Dies führt jedoch
nicht dazu, dass das Peakverhältnis nun eindeutig auf die Kopplung und den Huang-Rhys-
Faktor schließen ließe. Nur die Zahlenwerte, bei denen gleiche Peakintensitäten auftreten,
weichen von der analytischen Vorhersage ab.
Die Abbildungen zeigen außerdem, dass im (𝑘 = 1)-Band der Übergang in den Zustand
𝑣′ = 1 (und höhere Zustände) intensiver wird, je größer die Kopplungsstärke ist. Für ne-
gative Kopplungen dominiert dagegen der Vibrationsgrundzustand. Im (𝑘 = 𝑁 )-Band ist
der Verlauf genau umgekehrt. Wenn nun das Spektrum durch äußere Einflüsse verbrei-
tert wird, so dass die einzelnen Vibrationslinien nicht mehr gut aufgelöst weden können,
äußert sich die Intensitätsabnahme der höheren Vibrationspeaks in einer schmaleren Ab-
sorptionsbande. Entsprechend führt die Intensitätszunahme der höheren Vibrationspeaks
zu einer sehr breiten Absorptionsbande. Auch der Fall, dass im Aggregat ein energetisch
höherer Vibrationspeak am intensivsten ist, während das Absorptionsmaximum im Mo-
nomerspektrum beim Vibrationsgrundzustand liegt, ist aus Messungen an PBI-Farbstoffen
bekannt [124].
Darüber hinaus erfährt bei positiven Kopplungen das (𝑘 = 1)-Band eine Blauverschie-
bung und das (𝑘 = 𝑁 )-Band ein Rotverschiebung, siehe auch Gleichung (5.19). Bei nega-
tiven Kopplungen tauschen die beiden Bänder ihre Position im Spektrum. Damit finden
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Abbildung 5.3: (a)Analytisch bestimmtes Verhältnis 𝑄(2)
𝑘 (𝑗, 𝜆) für das (𝑘 = 1)-Band (links)

und das (𝑘 = 𝑁 = 2)-Band (rechts). In den blauen Bereichen ist der jeweilige Peak mit
𝑣′ = 0 höher, in den orangenen Bereichen der Peak mit 𝑣′ = 1. Die schwarze Linie
kennzeichnet die (𝑗, 𝜆)-Punkte, an denen beide Peaks gleich intensiv sind. (b)Numerisch
bestimmtes Verhältnis, jedoch nur für positive Kopplungsstärke. Die schwarze Linie ist
die selbe wie in (a) und kennzeichnet die Punkte, an denen analytisch ein Verhältnis von
𝑄(2)

𝑘 (𝑗, 𝜆) = 1 zu erwarten wäre.
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Abbildung 5.4: Wie Abbildung 5.3, hier für den Fall eines Trimers (Verhältnis 𝑄(3)
𝑘 (𝑗, 𝜆)).
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Abbildung 5.5: Wie Abbildung 5.3, hier für den Nonamer-Fall (Verhältnis 𝑄(9)
𝑘 (𝑗, 𝜆)). Die

durchgezogene Linie gibt die Punkte an, an denen im Nonamer das Verhältnis den Wert
1 annimmt, die gestrichelte Linie zeigt zum Vergleich die entsprechenden Punkte für ein
Dimer.
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5 Analyse der Absorptionsbanden von molekularen Aggregaten

wir für H-Aggregate mit blauverschobenen Spektren, die eine deutliche Vibrationsstruk-
tur aufweisen, zwei mögliche Parameterbereiche: zum einen bei einem Differenzwinkel
von 𝛾 = 0° (𝑘 = 1) und positiver Kopplung 𝑗 > 0 und zum anderen bei einem Diffe-
renzwinkel von 𝛾 = 180° (𝑘 = 𝑁 ) und negativer Kopplung. Ein Beispiel für den letzteren
Fall findet sich bei Merocyanin-Farbstoffen [134, 135]. Entsprechend finden wir in den je-
weils anderen Kopplungsbereichen J-Aggregate mit rotverschobenen Spektren, in denen
die Intensität der höheren Vibrationspeaks nur sehr klein ist.

5.2.2 Einfluss der Aggregatgröße
Es ist aus vielen Untersuchungen, sowohl an H- als auch an J-Aggregaten, bekannt, dass
die jeweils typische, breite und blauverschobene bzw. schmale und rotverschobene Form
der Absorptionsbande deutlicher hervortritt, wenn sich mehr Monomereinheiten zum Ag-
gregat verbinden [114, 136]. Wir wollen daher nun untersuchen, wie sich das Intensitäts-
verhältnis 𝑄(𝑁)

𝑘 (𝑗, 𝜆) mit der Zahl der Monomere ändert. Dabei beschränken wir uns auf
das Band mit 𝑘 = 1 und positive Kopplungsstärken, für die anderen Fälle sind wie im
vorherigen Absatz gegenläufige Änderungen zu erwarten. Man erkennt bereits in den Ab-
bildungen 5.3 bis 5.5 im vorherigen Absatz, dass der Bereich des Parameterraums, für den
𝑄(𝑁)

𝑘 (𝑗, 𝜆) ∈ [ 12 , 2] gilt, bei zunehmender Aggregatgröße schmaler wird.
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Abbildung 5.6: Die Funktion 𝑓2(𝜆) aus Gleichung (5.30) bestimmt, wie sich das Verhältnis
der Vibrationspeaks bei steigender Aggregatgröße ändert.
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Betrachten wir 𝑁 als kontinuierliche Größe, können wir die Ableitung des Intensitätsver-
hältnisses nach der Aggregratgröße bilden:

𝜕
𝜕𝑁 𝑄(𝑁)

𝑘=1 = 4𝜋 𝑗 sin( 𝜋
𝑁+1)

(𝑁 + 1)2 𝑓1(𝑁, 𝑗, 𝜆)𝑓2(𝜆), (5.28)

wobei wir mit 𝑓1 und 𝑓2 die Ausdrücke

𝑓1(𝑁, 𝑗, 𝜆) =
1 − 2 𝑗cos( 𝜋

𝑁+1) ∑
𝑢′≠1

𝜆2𝑢′e−𝜆2

(𝑢′−1)𝑢′!

(1 − 2𝑗cos( 𝜋
𝑁+1) ∑

𝑢′≠0
𝜆2𝑢′e−𝜆2

𝑢′ 𝑢′! )
3 ≈ 1 (5.29)

und

𝑓2(𝜆) = 𝜆2 e−𝜆2 ⎛⎜
⎝

1 + 𝜆2 − ∑
𝑢′≠(0,1)

𝜆2𝑢′

𝑢′ (𝑢′ − 1)𝑢′!
⎞⎟
⎠

(5.30)

abkürzen. Insbesondere die Funktion 𝑓2(𝜆) ist hier von Interesse, da sie bei Huang-Rhys-
Faktoren in dem Parameterbereich, den wir hier betrachten, im Gegensatz zu 𝑓1(𝑁, 𝑗, 𝜆)
stark variiert. Ihr Verlauf ist in Abbildung 5.6 gezeigt. Man erkennt, dass die Funktion an
der Stelle𝜆 ≈ 1,1 einMaximum (bei positiven Funktionswerten) aufweist, bei𝜆 ≈ 1,8 einen
Nulldurchgang und bei 𝜆 ≈ 2,4 ein Minimum bei negativen Funktionswerten. Die Ablei-
tung (5.28) ist nun noch proportional zur Kopplungsstärke 𝑗, und der Faktor sin(𝜋/(𝑁+1))

(𝑁+1)2

geht für große Werte von 𝑁 gegen Null. Wir erwarten daher eine starke Änderung der
Linienform mit zunehmender Aggregatgröße bei kleinen Werten von 𝑁 , großen Kopp-
lungsstärken und einem Huang-Rhys-Faktor von 𝜆 ≈ 1. Abbildung 5.7 zeigt das Inten-
sitätsverhältnis 𝑄(𝑁)

1 in Abhängigkeit der Aggregatgröße bei Huang-Rhys-Faktoren von
𝜆 = 0,7 und 𝜆 = 1 jeweils für verschiedene Kopplungsstärken. Dabei wird wiederum der
analytisch erwartete Verlauf mit den Intensitätsverhältnissen von numerisch bestimmten
Spektren verglichen.
Wie erwartet zeigt sich dabei, dass die stärkste Änderung jeweils bei der größten Kopp-
lungsstärke erfolgt. Bis ungefähr zum Pentamer (𝑁 = 5) hängt das Intensitätsverhältnis
stark von der Kettenlänge ab, bei größeren Aggregaten ist die Änderung nur noch schwach
ausgeprägt. Man erkennt auch, dass der Effekt im Fall 𝜆 = 1 stärker ist als bei 𝜆 = 0,7. Der
Verlauf ist jedoch qualitativ gleich. Die Kurven für die numerisch bestimmten Peakver-
hältnisse folgen der analytischen Vorhersage, aber wie bei der vorherigen Untersuchung
zeigen sich auch hier Abweichungen bei hohen Kopplungsstärken. Wiederum stimmen
aber die analytischen und numerischen Ergebnisse in ihrem grundsätzlichen Verlauf über-
ein.
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Abbildung 5.7: Verhältnis der Intensitäten der (𝑣′ = 1) und (𝑣′ = 0)-Peaks im (𝑘 = 1)-Band
als Funktion der Aggregratgröße 𝑁 bei verschiedenen Kopplungsstärken 𝑗. Der Huang-
Rhys-Faktor beträgt in (a) 𝜆 = 0,7 und in (b) 𝜆 = 1. Die durchgezogenen Linien stellen
die analytische Vorhersage dar, die gestrichelt verbundenen Punkte einzelne numerische
Rechnungen.

5.3 Identische Spektren bei verschiedenen Systemen
Bis hierhin haben wir uns auf das Verhältnis der Peaks mit 𝑣′ = 0 und 𝑣′ = 1 konzentriert.
In den Beispielspektren in Abbildung 5.1 und 5.2 sind jedoch auch höhere Vibrationspeaks
zu sehen. Es lohnt sich, den Einfluss der Parameter auf diese Linien zu untersuchen, wenn
wir klärenwollen, ob sich die Parameter eindeutig aus der Form des Absorptionsspektrums
bestimmen lassen.
In Abbildung 5.8 sind numerisch berechnete Spektren für verschiedene Parametersätze ge-
zeigt, wobei die jeweils miteinander verglichenen Spektren das selbe Intensitätsverhältnis
𝑄(𝑁)

𝑘=1(𝑗, 𝜆) ihrer ersten beiden Vibrationspeaks aufweisen. In allen Fällen steigt aber die In-
tensität der Peaks, die zu höheren Vibrationsquantenzahlen 𝑣′ ⩾ 2 gehören, bei größerem
Huang-Rhys-Faktor an. Die Abweichung nimmt mit steigender Schwingungsquantenzahl
zu, so dass die Spektren anhand ihrer Vibrationsprogression auf der höherenergetischen
Seite der Absorptionsbande unterschieden werden können.
Dabei fällt auf, dass das Intensitätsverhältnis zwischen dem Peak mit 𝑣′ = 2 und demjeni-
gen mit 𝑣′ = 1 von der Kopplungsstärke nahezu unbeeinflusst ist. In den Dimerspektren
in Abbildung 5.8a und b beträgt dieses Verhältnis 0,293 bzw. 0,296 für 𝜆 = 0,8 und 0,433
bzw. 0,457 für 𝜆 = 0,95. Beim Nonamer (Abbildung 5.8c und d) findet man Verhältnisse
von 0,285 bzw. 0,288 für 𝜆 = 0,75 und 0,415 bzw. 0,413 für 𝜆 = 0,9. Hier scheint auch die
Aggregatgröße keinen großen Einfluss auf das Intensitätsverhältnis der höheren Vibra-
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Abbildung 5.8: Dimerspektren (Felder (a) und (b)) und Nonamerspektren (Felder (c) und
(d)) für verschiedene (𝑗, 𝜆)-Parametersätze. Die Zahlenwerte sind in den einzelnen Fel-
dern aufgeführt. Die ersten zwei Vibrationspeaks zeigen jeweils gleiche Intensität, bei
den höheren Peaks ergeben sich zunehmend Unterschiede zwischen den Spektren.

tionspeaks zu haben. Die Werte folgen vielmehr dem allgemeinen Trend, dass diese Peaks
eine höhere relative Intensität zeigen, wenn der Huang-Rhys-Faktor größer ist.

Hier ist zu beachten, dass die Kopplungsstärke zwischen den Monomereinheiten und ihre
Anzahl (sowie natürlich ihre geometrische Anordnung) auf der einen Seite und der Huang-
Rhys-Faktor auf der anderen sich durch ihrem Ursprung unterscheiden: Während erstere
inter-molekulare Größen sind, die die spektralen Eigenschaften der Aggregate bestimmen,
handelt es sich bei letzterem um einen intra-molekularen Parameter. Es ist oft eine gute Nä-
herung, dass dieser im Aggregat den gleichen Wert annimmt wie im isolierten Monomer.
Auf der anderen Seite kann vor allem die Aggregatgröße stark von Umgebungsbedingun-
gen, beispielsweise der Temperatur, abhängen [51, 137].
Man erkennt nun bereits in Abbildung 5.7, dass bei einem festen Huang-Rhys-Faktor in
kleinen Aggregaten das selbe Intensitätsverhältnis auftreten kann wie in größeren, jedoch
bei einer anderen, größeren Kopplungsstärke. Formal können wir dies wie folgt ausdrü-
cken:Wennwir den Term 𝑗 cos( 𝜋

𝑁+1) als 𝑎(𝑁, 𝑗) abkürzen, erhaltenwir für das Verhältnis
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Abbildung 5.9: Absorptionsspektren für ein Dimer, Trimer und Nonamer bei den jeweils
angegebenen Kopplungsstärken. In der linken Spalte beträgt der Huang-Rhys-Faktor
𝜆 = 0,7 und in der rechten Spalte 𝜆 = 0,9. Die Spektren in einer Spalte sind praktisch
identisch. Zusätzlich ist der Faktor 𝑎(𝑁, 𝑗) angegeben, der in Gleichung (5.31) auftritt.
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5.4 Zusammenfassung

(5.27) der Peaks 𝑣′ = 0 und 𝑣′ = 1 die Form

𝑄(𝑁)
1 (𝑗, 𝜆) = (𝜆 ⋅ 1 − 2 𝑎(𝑁, 𝑗) 𝑐1(𝜆)

1 − 2 𝑎(𝑁, 𝑗) 𝑐0(𝜆))
2

. (5.31)

Dabei sind die Funktionen 𝑐1(𝜆) und 𝑐0(𝜆) jeweils die Summe aus Gleichung (5.23) zusam-
mengefasst. Wollen wir nun bei festgehaltenemHuang-Rhys-Faktor das gleiche Verhältnis
für zwei verschiedene (𝑁, 𝑗)-Paare erhalten, ergibt sich daraus die Bedingung

𝑎(𝑁1, 𝑗1) != 𝑎(𝑁2, 𝑗2). (5.32)

Abbildung 5.9 zeigt numerisch bestimmte Absorptionsspektren für solche Paare von Ag-
gregatgröße und Kopplungsstärke bei festgehaltenem Huang-Rhys-Faktor. Diese Spektren
sind nahezu identisch. Die jeweiligen Zahlenwerte für 𝑎(𝑁, 𝑗) sind in den Graphen notiert.
Im Fall 𝜆 = 0,7 sind diese praktisch gleich, was die vorangegangene Überlegung bestätigt.
Bei 𝜆 = 0,9 zeigen sich Unterschiede, wobei bei dem dort betrachteten (willkürlich ge-
wählten) Intensitätsverhältnis die Kopplungsstärken generell höher sind. Die Unterschie-
de sind also unabhängig vom Huang-Rhys-Faktor und vielmehr darauf zurückzuführen,
dass die störungstheoretische Betrachtung fragwürdig wird, wenn der Bereich schwacher
Kopplung verlassen wird. Nichtsdestotrotz zeigen die Untersuchungen, dass deutlich un-
terschiedliche Systeme nahezu identische Absorptionsspektren aufweisen können, die ins-
besondere bei stärkerer Linienverbreiterung im Experiment nicht zu unterscheiden sind.

5.4 Zusammenfassung
In diesem Kapitel wurde der Einfluss verschiedener Parameter, die in einen häufig genutz-
ten Hamiltonoperator für molekulare Aggregate eingehen, auf die Absorptionsspektren
dieses Modellsystems untersucht. Eine starke Auswirkung auf die Form der Spektren, also
die relativen Intensitäten der einzelnen Linien, haben dabei die Anzahl der Monomerein-
heiten, die geometrische Anordnung der Übergangsdipolmomente, die hier nur durch ei-
nen Winkel charakterisiert wird, die Stärke der Kopplung zwischen den Monomeren und
der Huang-Rhys-Faktor, der das Überlappintegral der Schwingungswellenfunktionen be-
stimmt.
Im Grenzfall schwacher Kopplung können die Absorptionsspektren durch einen störungs-
theoretischen Ansatz in verschiedene Bänder aus jeweils einer Vibrationsprogression zer-
legt werden. Dabei zeigt sich, dass die relative Intensität der Vibrationspeaks innerhalb ei-
nes Bandes nicht vomWinkel zwischen den Übergangsdipolmomenten abhängt und dieser
nur bestimmt, welche Bänder im Spektrum zu sehen sind. Betrachtet man Aggregate fester
Größe, gibt es nun viele verschiedene Paare von Kopplungsstärke und Huang-Rhys-Faktor,
die zum gleichen Intensitätsverhältnis der Vibrationspeaks mit den Quantenzahlen 𝑣′ =
0 und 𝑣′ = 1 führen. Zusätzlich wurde die Abhängigkeit dieses Verhältnisses, bei festem
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Huang-Rhys-Faktor, von der Anzahl der Monomere im Aggregat untersucht. Diese ana-
lytischen Untersuchungen können durch numerische Rechnungen bestätigt werden. Für
stärkere Kopplungen („intermediate coupling“) weichen die analytisch berechneten Spek-
tren von den numerisch exakten quantitativ ab. Qualitativ ergibt sich aber weiterhin das
gleiche Bild: Die Parameter können nicht eindeutig aus den Absorptionsspektren bestimmt
werden.
Die numerischen Untersuchungen zeigen jedoch, dass bei gleicher Aggregatgröße aber
verschiedenen Paaren von Kopplung und Huang-Rhys-Faktor bei den Vibrationspeaks zu
höheren Quantenzahlen Unterschiede auftreten, obwohl das Intensitätsverhältnis der un-
teren Peaks für beiden Paare gleich ist. Allerdings wird das Verhältnis der (𝑣′ = 1)- und
(𝑣′ = 2)-Peaks nur sehr schwach durch die Größe des Aggregates und die Kopplungsstärke
beeinflusst. Letztere wirkt sich vor allem auf die relative Intensität des (𝑣′ = 0)-Peaks aus.
Hier ist zu beachten, dass derHuang-Rhys-Faktor eine intramolekulare Größe ist, die durch
den Aggregationsprozess nur sehr wenig verändert wird. So können sich nun bei einem
festen Huang-Rhys-Faktor praktisch identische Spektren für verschieden große Aggregate
ergeben, wenn auch bei unterschiedlichen Kopplungsstärken. Dies unterstreicht die Tat-
sache, dass der Parameterraum zu groß ist um mittels eines Absorptionsspektrums einen
eindeutigen Satz an charakteristischen Parametern zu bestimmen.
In einem Experiment, etwa an selbtaggregierten Systemen, können nun verschieden große
Aggregate vorliegen. Die Größenverteilung ist zunächst unbekannt und muss selbst durch
Messungen bestimmt werden. Für die Analyse der spektroskopischen Daten muss also
die unterschiedliche Anzahl der Monomere im Aggregat berücksichtigt werden. Es kann
dabei vorkommen, dass die Absorptionsspektren verschieden großer Aggregate praktisch
nicht zu unterscheiden sind. Diese Systeme unterscheiden sich dann durch die Stärke der
elektronischen Kopplung. Für eine detaillierte Untersuchung ist es daher notwendig, die
jeweiligen Einflüsse durch zusätzliche spektroskopische Methoden zu separieren.
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6 Lokalisierung von
Anregungsenergie in molekularen
Aggregaten

Wie in der Einleitung dieser Arbeit erwähnt, ist der Transport von Anregungsenergie von
der Stelle, an der beispielsweise ein Photon absorbiert wird, zu einem Reaktionszentrum
oder einer Grenzfläche von fundamentaler Bedeutung. So stellt dieser Transport auch eine
der größten Herausforderungen für die organische Photovoltaik dar.
Lässt man Unordnung oder andere Störungen außer Acht, entsteht durch die Absorption
eines Photons in einemmolekularen Aggregat ein delokalisierter Ein-Exziton-Zustand, der
als Superposition von Zuständen betrachtet werden kann, in denen die Anregungsenergie
auf einem Monomer lokalisiert ist. Die Kopplung zwischen diesen Konfigurationen führt
dann zu einer Energie- und Populationstransferdynamik [133, 137, 138]. Eine dauerhafte
Lokalisierung auf einer Untereinheit des Aggregats, wie etwa einemMonomer oder Dimer,
ist dabei nicht zu erwarten. Für Kristalle aus Perylen-basierten Farbstoffmolekülen geht
man auf Grund von Beobachtungen jedoch davon aus, dass sich das Exziton nach kurzer
Zeit nur noch über zwei Monomereinheiten erstreckt [9, 10].
Ein Erklärungsansatz für zunächst nicht von Unordnung beeinflusste Systeme ist, dass eine
zeitabhängige Störung auf einen kleinen Teil des Aggregats wirkt. Dies bricht die Symme-
trie des Systems und beeinflusst so die Energietransfereigenschaften. Solange die Störung
effektiv ist, kann dies durchaus zu einer Lokalisierung der Anregungsenergie führen [15].
Wenn diese nun für eine Zeit 𝜏𝗅𝗈𝗄 anhält, kann sich eine elektronische Relaxation, die auf
der Zeitskala 𝜏𝗋𝖾𝗅𝖺𝗑 < 𝜏𝗅𝗈𝗄 verläuft, auf den Transport auswirken. Insbesondere kann es zu
einem „Self-Trapping“ des Exzitons kommen, wodurch seine Energie nicht mehr für Fol-
geprozesse zur Verfügung steht [12]. Falls doch eine Unordnung im System vorliegt, etwa
wenn die Anregungsenergie von Monomer zu Monomer leicht schwankt, kommt es auch
ohne äußere Störung zu einer Lokalisation [139–141].
Wir wollen nun aufbauend auf Ref. [15] die Transferdynamik in molekularen Aggregaten
untersuchen. Besonderes Augenmerk legen wir dabei auf den Zustand des Systems, der
durch das absorbierte Photon entsteht. Durch die Möglichkeit, diesen zu kontrollieren,
können auch Energietransfer und -lokalisation gesteuert werden – vergleichbar mit dem
Ansatz der „state-selective chemistry“, in dem chemische Reaktionen durch die Präparation
eines bestimmten Anfangszustands beeinflusst werden [142, 143]. Im Bereich organischer
Photovoltaik stellt eine effizientere Exzitonendiffusion das Ziel dieses Kontrollansatzes dar.
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Der Hamiltonoperator für das betrachtete Aggregatmodell

𝐻̂(𝑁)(𝒙, 𝑡) = |𝐺⟩𝐻𝗏𝗂𝖻,(𝑁)
𝐺 (𝒙)⟨𝐺|⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
=∶ 𝐻(𝑁)

𝑔

+
𝑁

∑
𝑛=1

|𝑛⟩𝐻𝗏𝗂𝖻,(𝑁)
𝑒,𝑛 (𝒙)⟨𝑛| + ∑

𝑛≠𝑚
|𝑛⟩𝐽𝑛𝑚⟨𝑚|

⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
=∶ 𝐻(𝑁)

𝑒

+𝑊̂(𝑡)

(6.1)

beinhaltet einen zeitabhängigen Störterm 𝑊̂ (𝑡) und hat ansonsten die aus den vorheri-
gen Kapiteln bekannte Form mit elektronischen Zuständen |𝑛⟩, in denen allein das 𝑛-te
Monomer angeregt ist, und den Schwingungshamiltonoperatoren

𝐻𝗏𝗂𝖻,(𝑁)
𝐺 (𝒙) = ∑

𝑛
𝐻𝗏𝗂𝖻

𝑔,𝑛(𝑥𝑛) (6.2)

im gemeinsamen Grundzustand |𝐺⟩ und

𝐻𝗏𝗂𝖻,(𝑁)
𝑒,𝑛 (𝒙) = 𝐻𝗏𝗂𝖻

𝑒,𝑛(𝑥𝑛) + ∑
𝑚≠𝑛

𝐻𝗏𝗂𝖻
𝑔,𝑚(𝑥𝑚) (6.3)

in den lokalisierten angeregten Zuständen. Die Monomer-Schwingungsbewegung entlang
der massenskalierten Koordinate 𝑥𝑛 ist wiederum harmonisch mit der Kreisfrequenz 𝜔
und im angeregten Zustand einem um 𝑥𝑒 verschobenen Gleichgewichtsabstand und der
Anregungsenergie ̃𝐸:

𝐻𝗏𝗂𝖻
𝑔,𝑛(𝑥𝑛) = −1

2
𝜕2

𝜕𝑥𝑛2 + 𝜔2

2 𝑥2
𝑛, (6.4)

𝐻𝗏𝗂𝖻
𝑒,𝑛(𝑥𝑛) = −1

2
𝜕2

𝜕𝑥𝑛2 + 𝜔2

2 (𝑥𝑛 − 𝑥𝑒)2 + ̃𝐸. (6.5)

Jeder lokalisierte angeregte Zustand ist über ein konstantes Kopplungselement 𝐽 mit den
Zuständen gekoppelt, bei denen die Anregung auf einem benachbartenMonomer zu finden
ist:

𝐽𝑛𝑚 = 𝐽 (𝛿𝑛,𝑚+1 + 𝛿𝑛,𝑚−1 + 𝛿𝑠,𝖼𝗒𝖼𝗅 (𝛿𝑁,1 + 𝛿1,𝑁)) , (6.6)

wobei 𝑠 ∈ {𝗅𝗂𝗇, 𝖼𝗒𝖼𝗅} die Form des Aggregats beschreibt und die beiden letzten Summan-
den nur im zyklischen Fall eine Rolle spielen.
Die numerischen Werte der Parameter stammen aus Untersuchungen an PBI-Farbstoffen
[124], vgl. auch Kapitel 5: 𝜔 = 0,175 eV, ̃𝐸 = 2,35 eV und 𝑥𝑒 = 2,57 eV−1/2. Die Kopp-
lungsstärke wird, sofern nicht ausdrücklich angegeben, mit 𝐽 = 0,0175 eV so angesetzt,
dass man noch vom Bereich niedriger Kopplung sprechen kann – der Simpson-Peterson-
Parameter (siehe Kapitel 5) beträgt 0,263.
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Abbildung 6.1: Potentiale für die Schwingungsbewegung in den Zuständen |1⟩ und |2⟩ in
einem Dimer. Auf ersteren wirkt die Störung 𝑊(𝑡) mit dem dargestellten Verlauf, so
dass das entsprechende Potential energetisch angehoben wird. Ihre Zeitabhängigkeit ist
durch Gleichung (6.8) mit den angegebenen Zahlenwerten für 𝑡1, 𝑡2 und 𝛽 bestimmt.

Eine simple zeitabhängige Störung wird nun durch den zusätzlichen Summanden

𝑊̂ (𝑡) = ∑
𝑝

|𝑝⟩𝑊(𝑡)⟨𝑝| = ∑
𝑝

|𝑝⟩Δ ⋅ 𝑔(𝑡)⟨𝑝| (6.7)

im Hamiltonian beschrieben. Die Summe läuft über alle Zustände, auf die die Störung
wirkt. In den folgenden Betrachtungen ist dies jeweils nur an einem oder zwei Monomeren
der Fall. Aufgrund der Basis der lokalisierten angeregten Zustände kann hier die Störung
an einem bestimmten Monomer mit der Störung an einem bestimmten elektronischen Zu-
stand identifiziert werden. Die Funktion 𝑔(𝑡) beschreibt dabei den zeitlichen Verlauf der
Störung, wobei wir hier

𝑔(𝑡) =
⎧{
⎨{⎩

e−𝛽(𝑡−𝑡1)2, 𝑡 ⩽ 𝑡1
1, 𝑡1 < 𝑡 < 𝑡2
e−𝛽(𝑡−𝑡2)2, 𝑡 ⩾ 𝑡2

(6.8)
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annehmen. Der Faktor Δ bestimmt dann den maximalen Energiebetrag, um den die ge-
störten Monomere verschoben sind. Der Verlauf des Energieshifts 𝑊(𝑡) ist, zusammen
mit typischen Zahlenwerten für 𝑡1, 𝑡2 und 𝛽, in Abbildung 6.1 dargestellt. Die Störung
verläuft im Modell glatt, wohingegen bei einem oder mehreren Stoßprozessen mit Löse-
mittelmolekülen ein verrauschter Verlauf zu erwarten wäre. Im Mittel führt dies jedoch zu
den gleichen Ergebnissen wie die glatte Störung [35].
Die Bewegung der Anregungsenergie über die verschiedenen Monomere des Aggregats
wird über die Population

𝑃𝑛(𝑡) = ⟨𝑛, 𝜓𝑛(𝒙, 𝑡) |𝜓𝑛(𝒙, 𝑡), 𝑛⟩ = ∫𝑑𝒙 |⟨𝑛 | Ψ(𝑡)⟩|2 = ∫𝑑𝒙 |𝜓𝑛(𝒙, 𝑡)|2 (6.9)

der lokalisierten angeregten Zustände verfolgt, in die die Wellenfunktion in den angereg-
ten Zuständen zur Zeit 𝑡

|Ψ(𝑡)⟩ = ∑
𝑛

|𝜓𝑛(𝒙, 𝑡), 𝑛⟩ (6.10)

eingeht. Diese setzt sich aus Schwingungskomponenten 𝜓𝑛(𝒙, 𝑡) in den elektronischen
Zuständen |𝑛⟩ zusammen und wird durch den Anfangszustand |Ψ(𝑡 = 0)⟩ bestimmt, der
sich gemäß der zeitabhängigen Schrödingergleichung entwickelt. Die genaue Form des
Anfangszustands, also die Schwingungskomponenten in den elektronischen Zuständen,
hängt von seiner Präparation ab, die typischerweise durch die Wechselwirkung mit einem
äußeren Laserfeld erfolgt. Der Wechselwirkungsoperator ist durch

𝑊̃ (𝑡) = −𝜇𝑓(𝑡 − 𝑡0) cos (Ω(𝑡 − 𝑡0)) ∑
𝑛

|𝑛⟩⟨𝐺| + ℎ.𝑐. (6.11)

gegeben, wobei angenommen wird, dass alle Monomer-Übergangsdipolmomente den glei-
chen Betrag 𝜇 haben und parallel zueinander sind. Die Funktion 𝑓(𝑡−𝑡0) beschreibt die um
𝑡0 zentrierte Einhüllende des Laserpulses und Ω seine Zentralfrequenz. Einzelheiten des
Anregeprozesses sind hier nicht von Belang. Vielmehr sind die Anfangswellenfunktionen
in den untersuchten Fällen vor dem Hintergrund einer solchen Laserpuls-Anregung zu
betrachten.
An Dimeren wurden bereits Untersuchungen durchgeführt [15]. Daraus ist bekannt, dass
es zu einer Lokalisierung der Anregungsenergie im energetisch höheren elektronischen
Zustand kommt, wenn durch die Störung 𝑊̂ (𝑡) die Energien der Zustände |1⟩ und |2⟩
„auseinandergeschoben“ werden. Dieser Effekt tritt auch schon bei kleinen Störstärken
Δ auf, sowohl für den rein elektronischen Fall, als auch für ein vibronisches System. Bei
letzterem ist die Anfangswellenfunktion durch die Anregung mit einem unendlich kurzen
Laserpuls, also einer Dirac-Delta-förmigen Einhüllenden 𝑓(𝑡 − 𝑡0) = 𝛿(𝑡 − 𝑡0), bestimmt:

|Ψ(𝑡 = 0)⟩ = 1√
2

2
∑
𝑛=1

𝜓𝐺,0(𝒙)|𝑛⟩. (6.12)

82



 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

∆ ≪ ω

P
op

ul
at

io
n

P1(t)
P2(t)

(a)

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 0  500  1000  1500  2000  2500

∆ = ω

P
op

ul
at

io
n

t / fs

P1(t)
P2(t)

(c)

∆ < ω

P1(t)
P2(t)

(b)

 0  500  1000  1500  2000  2500  3000

∆ > ω

t / fs

P1(t)
P2(t)

(d)

Abbildung 6.2: Populationen der lokalisierten angeregten Zustände im Dimer bei symme-
trischer Anfangswellenfunktion (6.12). Das Potential im Zustand |1⟩ wird zeitabhängig
um maximal Δ zu höheren Energien verschoben: (a) Δ = 0,00875 eV, (b) Δ = 0,160 eV,
(c) Δ = 0,175 eV, (d) Δ = 0,220 eV.

Dabei stellt 𝜓𝐺,0(𝒙) die niedrigste Eigenfunktion des Grundzustands-Schwingungshamil-
tonoperators 𝐻𝗏𝗂𝖻,(2)

𝐺 aus Gleichung (6.2) dar. Ihre Form wird durch einen deltaförmigen
Puls nicht verändert.
Abbildung 6.2 zeigt den Verlauf der Populationen 𝑃1(𝑡) und 𝑃2(𝑡) in einem vibronischen
Dimer für verschiedene Störstärken Δ. Im Unterschied zu Abbildung 1 aus Ref. [15] wurde
hier die numerische Rechnungmit der MCTDH-Methode durchgeführt, außerdem sind die
numerischenWerte fürΔ teilweise andere. Die Ergebnisse stimmenmit denen aus Ref. [15]
überein. Man erkennt insbesondere den Populationsaustausch zwischen den Zuständen,
wenn die Störstärke in der Nähe der Schwingungsfrequenz 𝜔 liegt.
Im vibronischen Fall bewirkt die Störung (6.7) eine Anhebung des gesamten Potentials für
die Schwingungsbewegung um den Betrag 𝑊(𝑡). Dadurch ist bei Δ = 𝜔 der Schwin-
gungsgrundzustand des Zustands |1⟩ mit einem schwingungsangeregten Niveau im elek-
tronischen Zustand |2⟩ in Resonanz, solange 𝑔(𝑡) = 1 ist. Da die beiden Potentiale entlang
von unterschiedlichen Vibrationskoordinaten verschoben sind, sind die Schwingungswel-
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6 Lokalisierung von Anregungsenergie in molekularen Aggregaten

lenfunktionen nicht orthogonal, vgl. auch die Diskussion am Ende von Abschnitt 4.2 und
die Definition der Überlappintegrale (5.12). Dies führt zu einer Kopplung der beiden Vi-
brationsniveaus, und es kommt zum oszillierenden Populationsaustausch.
Wenn nun die Störstärke Δ größer als der Energieunterschied 𝜔 zweier benachbarter
Schwingungseigenzustände ist, ist die Resonanzbedingung nur zu dem Zeitpunkt erfüllt,
an dem während der steigenden Flanke gerade 𝑊(𝑡) = 𝜔 ist. Hier kommt es zum reso-
nanten Transfer der Population auf das energetisch niedrigereMonomer. Der Rücktransfer
wird aber durch die zwischenzeitlich weiter erhöhte Störung 𝑊(𝑡) unterbunden und die
Population bleibt auf dem energetisch niedrigeren Monomer lokalisiert, solange die Vibra-
tionsniveaus nicht wieder in Resonanz kommen, was im Verlauf der fallenden Flanke von
𝑊(𝑡) passiert.
In den folgenden Abschnitten wird die Untersuchung von Ref. [15] auf andere Fälle aus-
gedehnt. Zunächst wird der Verlauf der Populationen in größeren Aggregaten untersucht.
Im Anschluss wird der Frage nachgegangen, ob das Lokalisierungsverhalten durch die ge-
zielte Präparation einer Anfangswellenfunktion beeinflusst werden kann. Dabei wird zum
einen der Fall betrachtet, in denen der Anfangszustand ein Eigenzustand des Hamiltono-
perators 𝐻(𝑁)

𝑒 ist, und zum anderen die Situation, in der es durch eine unsymmetrische
Anfangsverteilung auch ohne externe Störung zu einer längerfristigen Lokalisation der
Anregungsenergie auf einem Monomer kommt.

6.1 Lokalisierungseffekte in Oligomeren
Als ersten Punkt wollen wir klären, ob sich die Ergebnissse der Dimer-Untersuchung auch
auf größere Aggregate übertragen lassen. Das Dimer stellt aus mehreren Gründen einen
Spezialfall dar. Hier liegen beide Monomere am Rand der „Kette“, gleichzeitig nimmt der
Kopplungsanteil (6.6) im Hamiltonoperator für die lineare und die zyklische Anordnung
die gleiche Form an, diese beiden Fälle können also im Dimer nicht unterschieden wer-
den. Außerdem können in größeren Aggregaten mehrere Monomere gleichzeitig gestört
werden.
Wir untersuchen nun die zeitabhängige Population der angeregten Zustände in einem
Nonamer, sowohl in der Anordnung als lineare Kette von Monomeren als auch als zy-
klisch gekoppelter Ring, mit einer zeitabhängigen Störung, die wie im Dimerfall verläuft.
Sie wirkt dabei zunächst nur auf Monomer Nummer 3. Dabei handelt es sich, im linearen
Fall, weder um ein Rand-Monomer noch genau um das mittlere, an dem möglicherweise
Effekte durch die symmetrische Teilung des Aggregats auftreten.
Aufgrund der Größe des Systems werden die numerischen Rechnungen zu vibronischen
Aggregatenmit der MCTDH-Methode durchgeführt. Bei den rein elektronischen Aggrega-
ten (gekoppeltes Neun-Niveau-System) kommt die Split-Operator-Methode zum Einsatz.
Details zur Numerik finden sich in Anhang D.3.
Die Monomer-Populationen bei einem vibronischen Nonamer sind in Abbildung 6.3 ge-
zeigt. Dabei ist die Wellenfunktion zu Beginn in allen elektronischen Zuständen gleich,
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6.1 Lokalisierungseffekte in Oligomeren

analog zu Gleichung (6.12). Wir unterscheiden lineare und zyklische Aggregate bei drei
verschiedenen Störstärken: Als Referenz dienen die Populationen im ungestörten System,
und wie beim Dimer betrachten wir zum einen eine Störung, die klein gegenüber der
Schwingungsfrequenz ist, und zum anderen den resonanten Fall. Abbildung 6.4 zeigt die
gleichen Fälle für ein „elektronisches“ Nonamer ohne Schwingungsfreiheitsgrade.
Im linearen ungestörten Fall erkennt man jeweils einen periodischen Verlauf der Popula-
tion zwischen den Rändern und der Mitte des Aggregats, ohne dass bestimmte Monomere
dauerhaft stärker populiert wären als der Rest. Dies kommt durch Randeffekte zustande, da
die Population von Monomer Nr. 1 und Monomer Nr. 9 nur auf ein benachbartes Monomer
übertragen werden kann, während die übrigen Monomere jeweils zwei Nachbarn haben.
Die Zeitskala dieses Auseinander- und wieder Zusammenlaufens wird durch die effektive
elektronische Kopplungsstärke bestimmt. Beim vibronischen Aggregat gehen dort auch
Überlappintegrale der beteiligten Schwingungseigenfunktionen ein. Diese sind kleiner als
Eins, wodurch der Transferprozess langsamer abläuft als im rein elektronischen Fall.
Bei kleinen Störungen kommt es nun wie im Dimerfall zu einer Lokalisation auf dem en-
ergetisch höheren Monomer. Zu einer Erklärung für dieses unerwartete Verhalten – das
unabhängig von der Aggregatgröße zu beobachten ist – kommenwir in Abschnitt 6.2. Dar-
über hinaus sieht man in den beiden zyklischen Fällen auf den nicht-gestörtenMonomeren
einen Populationsverlauf ähnlich zu dem im linearen störungsfreien Fall. Hier wirkt das
gestörte Monomer ähnlich wie der Rand einer linearen Kette.
Wenn wir die Störstärke nun genau so groß wählen wie den energetischen Abstand der
Schwingungsniveaus, finden wir wieder, dass die Population während der ansteigenen
Flanke von 𝑊(𝑡) zwar auf dem gestörten Monomer deutlich größer ist als auf den an-
deren Monomeren, sie aber dann auf die benachbarten Monomere übertragen wird. Im
Gegensatz zum Dimer bleibt das gestörte Monomer in der Folge allerdings weitgehend
„leer“ und die Population verteilt sich im Aggregat. Die Struktur des Populationsverlaufs
der nicht-gestörten Monomere wird durch Interferenzen zwischen dem Wellenpaket, das
vom energetisch verschobenen Monomer herrührt, mit Wellenpaketen, die durch Reflexi-
on am Kettenende wieder in die Richtung der Störstelle laufen, bestimmt. Im zyklischen
Fall gibt es die Asymmetrie durch verschieden weit von der Störstelle entfernten Ketten-
rändern nicht und wir finden ein symmetrisches Populationsmuster. Bei den rein elektro-
nischen Aggregaten fehlen die Zielzustände für einen resonanten Transferprozess und die
Population bleibt auf dem energetisch angehoben Monomer lokalisiert.

In größeren Aggregaten kann die Störung nun auch auf mehrereMonomere wirken. Daher
betrachten wir nun den Fall, in dem die benachbaren Monomere 3 und 4 auf die gleiche
Weise energetisch angehoben werden. Dies ist in Abbildung 6.5 (Seite 88) gezeigt.
Es ist wiederum ein Lokalisierungseffekt auf den beiden energetisch höheren Monomeren
zu beobachten. Während im zyklischen Fall beide Monomere gleich populiert bleiben, fin-
det im linearen Fall ein Populationsaustausch auf dieser gestörten Untereinheit statt. Dies
ist darauf zurückzuführen, dass die Populationen der Monomere schon vor der Störung
nicht gleich waren, vgl. Abbildung 6.3a. Bei der resonanten Störung wird die Populati-
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Abbildung 6.3: Populationen der einzelnen Monomere im linearen (links) und zyklischen
(rechts) Nonamer. In (a) und (b) sind die ungestörten Fälle dargestellt. In (c) und (d)wirkt
eine kleine Störung von Δ = 0,0175 eV auf Monomer 3 und in (e) und (f) ist die Störung
Δ = 0,175eV resonant mit der Schwingung.
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Abbildung 6.4: Wie Abbildung 6.3, jedoch ohne Vibration. Dadurch ist auch kein resonan-
ter Transfer der Population auf benachbarte Monomere möglich und die höhere Stör-
stärke führt nur zu einem deutlicher ausgeprägten Lokalisationseffekt.
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Abbildung 6.5: Populationen im linearen (links) und zyklischen (rechts) Nonamer, wobei
die Störung auf die Monomere 3 und 4 gleich wirkt. Die Felder (a) und (b) zeigen die
kleine Störung Δ = 0,0175 eV, (c) und (d) den resonanten Fall Δ = 0,175 eV.

on wiederum nach kurzer Zeit auf den nicht-gestörten Rest der Kette übertragen und die
Population auf den energetisch angehobenen Monomeren bleibt signifikant niedriger, so-
lange die Störung aktiv ist.
Ein sehr ähnliches Verhalten finden wir, wenn zwei Monomere gestört werden, die nicht
direkt nebeneinander liegen. In Abbildung 6.6 ist der Fall gezeigt, in dem die Störung an
Monomer Nummer 3 und an Monomer Nummer 6 eines linearen Nonamers angreift. Wie-
derum erkennt man bei einer kleinen Störung den Lokalisationseffekt auf den beiden ge-
störten Monomeren und bei der resonanten Störung den Populationstransfer hin zum Rest
des Aggregats. Dadurch, dass die beiden Monomere nicht direkt miteinander gekoppelt
sind, findet jedoch kein Populationsaustausch wie in in Abbildung 6.5a und c zwischen
den gestörten Monomeren statt.

Die Trends, die sich aus den Beobachtungen amDimer ergeben bleiben somit auch für grö-
ßere Aggregate gültig. Von einem symmetrisch-delokalisierten angeregten Zustand ausge-
hend führt die Störung an bestimmtenMonomeren zu einer Lokalisation der Anregungsen-
ergie. Bei großen Aggregaten kommt es, wenn die Energieverschiebung durch die Störung
gleich dem Abstand der Schwingungsniveaus ist, jedoch nicht zu einem periodischen Po-
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Abbildung 6.6: Populationen im linearen Nonamer, wobei die gleiche Störung auf die Mo-
nomere 3 und 6 wirkt. Feld (a) zeigt den Fall der kleinen Störung Δ = 0,0175 eV und Feld
(b) den Fall der resonanten Störung Δ = 0,175 eV.

pulationsaustausch zwischen dem gestörten Monomer und seinen Nachbarn. Stattdessen
wird die Population auf die weiteren Monomere übertragen.
Der Lokalisationseffekt ist auch nicht von der genauen Form der Störung abhängig. Bei
einer abrupten Änderung der Energie eines Zustands kommt es zwar zu stärker oszillie-
renden Populationskurven, jedoch ist auch hier ein Monomer – bei kleiner Störung – für
die Dauer der Störung signifikant stärker populiert als die anderen. Eine Lokalisation tritt
insbesondere auch dann auf, wenn ein einzelnes Monomer einen zeitlich konstanten En-
ergieunterschied zu den anderen Monomeren aufweist.

6.2 Lokalisierung bei Anregung in einen Eigenzustand
Bisher wurden Situationen mit einer symmetrischen Anfangswellenfunktion betrachtet,
in denen also die Vibrationswellenfunktion in allen lokalisierten angeregten Zuständen
gleich war. Solch eine Wellenfunktion ist jedoch kein Eigenzustand des Aggregathamilto-
noperators. Daher wollen wir nun, zunächst im Dimer¹ und darauf aufbauend in größe-
renAggregaten, den Einfluss eines Eigenzustands als Anfangswellenfunktion untersuchen.
Diese hat hier, im Gegensatz zu (6.12), also die Form

|Ψ𝑖(𝒙, 𝑡 = 0)⟩ = ∑
𝑛

𝜓𝑖,𝑛(𝒙)|𝑛⟩, (6.13)

wobei 𝐻̂(𝑁)
𝑒 (𝒙)|Ψ𝑖(𝒙, 0)⟩ = 𝐸𝑖|Ψ𝑖(𝒙, 0)⟩ ist. Sie kann numerisch präpariert werden, in-

dem bei negativen Zeiten ein zeitlich langer, also energetisch schmaler, Puls mit der Zen-

¹Die Untersuchungen am Dimer sind in enger Zusammenarbeit mit Johannes Wehner, Julian Hausner und
Michael Wenzel entstanden.
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Abbildung 6.7: Absorptionsspektren für lineare Aggregate bei parallelen Übergangsdipol-
momenten: (a) Dimer (𝑁 = 2), (b) Pentamer (𝑁 = 5), (c) Nonamer (𝑁 = 9). Die inten-
sivsten Peaks wurden jeweils abgeschnitten um die restlichen sichtbar zu machen.

tralfrequenz Ω = 𝐸𝑖 auf den Grundzustand 𝜓𝐺,0|𝐺⟩ wirkt. Der Gesamthamiltonian muss
dazu nicht diagonalisiert werden, denn die Eigenenergien erhält man aus einem ausrei-
chend gut aufgelösten Absorptionsspektrum. Die Absorptionsspektren für ein Dimer, ein
Pentamer und ein Nonamer, bei denen jeweils alle Übergangsdipolmomente parallel zu-
einander sind, sind in Abbildung 6.7 gezeigt.
Durch eine solche schmalbandige Anregung mit Zentralfrequenzen, die der Position der
Absorptionslinien entsprechen, werden nun im Dimer die Eigenfunktionen präpariert, die
in Abbildung 6.8 dargestellt sind. Aufgrund der parallelen Anordnung der Übergangsdipole
sind dies jeweils Zustände im – in der Terminologie von Kapitel 5 – (𝑘 = 1)-Band, was sich
durch symmetrische Vibrationswellenfunktionen in den beiden elektronischen Zuständen
äußert. Der Verlauf der Populationen, wenn nach Präparation dieser Eigenfunktionen der
Zustand |1⟩ energetisch angehobenwird, ist in Abbildung 6.9 dargestellt. Numerischwurde
dabei die Form der Eigenfunktionen mit der Split-Operator-Methode ermittelt. Die Kurven
der Populationsverläufe waren bei Split-Operator- und MCTDH-Rechnungen identisch.
Dabei fällt zunächst auf, dass die Populationsverläufe in den Fällen (a), (c) und (f), sowie
den Fällen (b) und (e) jeweils gleich sind. Die entsprechenden Wellenfunktionen unter-
scheiden sich nur durch zusätzliche Knotenebenen parallel zur Diagonalen 𝑥1 = 𝑥2. Der
Unterschied zwischen diesen beiden Gruppen von Eigenfunktionen besteht in einer Kno-
tenebene senkrecht zu dieser Diagonalen. Den auffälligsten Verlauf zeigen die Populatio-
nen im Fall (d), in dem die Eigenfunktion zwei Knotenebenen senkrecht zur Diagonalen
aufweist: Hier findet eine Lokalisation auf dem nicht-gestörten, energetisch niedrigeren
Monomer statt.
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Abbildung 6.8: Realteil der angeregten vibronischen Eigenfunktionen, die zu den Absorp-
tionslinien in Abbildung 6.7a gehören. Gezeigt ist jeweils links die Funktion 𝜓𝑖,1(𝑥1, 𝑥2)
im Zustand |1⟩ und rechts 𝜓𝑖,2(𝑥1, 𝑥2) im Zustand |2⟩. Der Energieabstand zum Grund-
zustand beträgt: (a) 2,3589 eV, (b) 2,5267 eV, (c) 2,5339 eV, (d) 2,6939 eV, (e) 2,7018 eV und
(f) 2,7090 eV. Angegeben ist jeweils auch das Überlappintegral 𝐼𝑖,21 = ⟨𝜓𝑖,1 |𝜓𝑖,2⟩, das
in Gleichung (6.16) auftritt.
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Abbildung 6.9: Populationen der lokalisierten angeregten elektronischen Zustände im Di-
mer. Die Anfangswellenfunktion entspricht jeweils der in Abbildung 6.8 dargestellten
Eigenfunktion, die Störstärke beträgt in allen Fällen Δ = 0,1 eV.
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Zur Erklärung betrachten wir die Kurzzeit-Dynamik des gestörten Systems. Dabei wollen
wir vorübergehend die Zeitabhängigkeit der Störung vernachlässigen und setzen 𝑊(𝑡) ≡
|1⟩Δ⟨1|. Wenn wir nun den Zeitentwicklungsoperator bis in zweite Ordnung in 𝑑𝑡 entwi-
ckeln, erhalten wir

|Ψ(𝒙, 𝑑𝑡)⟩ ≈ (1 − i 𝑑𝑡 (𝐻(2)
𝑒 + |1⟩Δ⟨1|) − 𝑑𝑡2

2 (𝐻(2)
𝑒 + |1⟩Δ⟨1|)2) |Ψ(𝒙, 0)⟩. (6.14)

Dabei ist |Ψ(0)⟩ ein Eigenzustand von 𝐻(2)
𝑒 zur Eigenenergie 𝐸𝑖, entsprechend Gleichung

(6.13). Wir können dies als zweikomponentigen Vektor schreiben, so dass die Zeitentwick-
lung der Schwingungskomponenten durch

(𝜓𝑖,1(𝑑𝑡)
𝜓𝑖,2(𝑑𝑡)) ≈ (𝜓𝑖,1(0)

𝜓𝑖,2(0)) − i 𝑑𝑡 [𝐸𝑖 (𝜓𝑖,1(0)
𝜓𝑖,2(0)) + (Δ 𝜓𝑖,1(0)

0 )] (6.15)

+𝑑𝑡2

2 [𝐸2
𝑖 (𝜓𝑖,1(0)

𝜓𝑖,2(0)) + Δ (𝐻𝗏𝗂𝖻,(2)
𝑒,1 𝜓𝑖,1(0)
𝐽 𝜓𝑖,1(0) ) + 𝐸𝑖 (Δ𝜓𝑖,1(0)

0 ) + (Δ2𝜓𝑖,1(0)
0 )]

gegeben ist. Die Abhängigkeit von den Schwingungskoordinaten 𝒙 wurde hier der Kürze
halber nicht mitgeschrieben. Dies führt, bis zur zweiten Ordnung in 𝑑𝑡, zur Population des
zweiten, nicht-gestörten Zustands:

𝑃2(𝑑𝑡) = ∫ 𝑑𝒙 |⟨2 | Ψ(𝒙, 𝑑𝑡)⟩|2 ≈ 𝑃2(0) − 𝐽Δ ⟨𝜓𝑖,2(𝒙, 0) |𝜓𝑖,1(𝒙, 0)⟩⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
=∶ 𝐼𝑖,21

𝑑𝑡2. (6.16)

Die Population im ungestörten elektronischen Zustand nimmt also ab oder zu, je nach
Vorzeichen des Überlappintegrals 𝐼𝑖,21 der Eigenzustands-Schwingungskomponenten in
den beiden elektronischen Zuständen.
Die Überlappintegrale der Schwingungswellenfunktionen sind in Abbildung 6.8 angege-
ben. Bei denjenigen Anfangswellenfunktionen, die in Abbildung 6.9 den gleichen Populati-
onsverlauf zeigen, nimmt auch das Integral den gleichenWert an. Dabei ist zu beobachten,
dass in den Fällen (b) und (e) der Wert des Integrals kleiner ist als in (a), (c) und (f). Dies
führt auch zu einem geringer ausgeprägten Lokalisationseffekt. Die Eigenfunktion im Fall
(d) weist als einzige ein negatives Überlappintegral auf. Damit nimmt die Population des
ungestörten Monomers zu und es kommt, sowohl in der analytischen Vorhersage als auch
in der numerischen Rechnung, zu einer Umkehr des Lokalisationseffekts.
Auch in größeren Aggregaten können wir gezielt vibronische Eigenzustände präparieren,
bevor die Störung 𝑊̂ (𝑡) einsetzt. Dabei betrachten wir wegen der hohen Zustandsdichte
allerdings nicht die vibrationsangeregten Zustände wie im Dimer, sondern verschiedene
Eigenzustände in der Nähe der elektronischen Anregungsenergie imMonomer von 2,35 eV.
Dies sind die Zustände aus den (𝑘 = 1)- bis (𝑘 = 𝑁 )-Bändern (siehe Kapitel 5), in denen die
Schwingungswellenfunktion keine Knotenebene aufweist. Hier könnenwir die Vorzeichen
der Überlappintegrale durch eine rein elektronische Betrachtung bestimmen, indem wir
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6 Lokalisierung von Anregungsenergie in molekularen Aggregaten

die elektronische Kopplungsmatrix diagonalisieren [105]. Wir erhalten für das Pentamer
die Eigenvektoren

𝒄(5)
1 = 1√

3 (1
2, +

√
3

2 , 1, +
√

3
2 , 1

2)
𝑇

bzw. 𝒄(5)
5 = 1√

3 (1
2, −

√
3

2 , 1, −
√

3
2 , 1

2)
𝑇

(6.17)

für den Zustand mit 𝑘 = 1 bzw. 𝑘 = 𝑁 = 5. Dabei fällt auf, dass beim Eigenvektor 𝒄(5)
1

alle Einträge das selbe Vorzeichen haben, während dies bei 𝒄(5)
5 alterniert. Gleiches finden

wir auch für das Nonamer, denn der 𝑛-te Eintrag des 𝑘-ten Eigenvektors ist

𝑐(9)
𝑘,𝑛 = 1√

5 sin (𝑛𝑘𝜋
10 ) . (6.18)

Aus der Periodizität und Symmetrie der Sinusfunktion folgt nun

𝑐(9)
9,𝑛 = (−1)𝑛+1 𝑐(9)

1,𝑛. (6.19)

Wir stören dieses Aggregat nun am mittleren Monomer – Nummer 3 beim Pentamer bzw.
Nummer 5 beim Nonamer. Aus den Überlegungen, die zu Gleichung (6.16) führen, folgt
nun, dass die beim Pentamer die Populationen 𝑃2(𝑡) und 𝑃4(𝑡) bzw. beim Nonamer 𝑃4(𝑡)
und 𝑃6(𝑡) jeweils gleich abnehmen, wenn der Anfangszustand dem Eigenvektor 𝒄(5)

1 bzw.
𝒄(9)

1 entspricht. Bei einer Startwellenfunktion, die durch die Vektoren 𝒄(5)
5 bzw. 𝒄(9)

9 gegeben
ist, ist eine Zunahme dieser Populationen zu erwarten.
Dies ist in der Tat der Fall, wie die numerischen Rechnungen zeigen, die in Abbildung 6.10
dargestellt sind. Beim Nonamer wurde dabei eine rein elektronische Betrachtung (nume-
risch per Split-Operator) angestellt, die Anfangszustände sind also vollständig durch die
oben genannten Eigenvektoren gegeben. Beim Pentamer ist eine vibronische Behandlung
auch praktisch (MCTDH) noch möglich, wobei die Wellenfunktionen vor der Störung wie
beim Dimer durch einen sehr schmalbandigen Puls bei der Eigenenergie des Zielzustands
präpariert werden.
Die Untersuchungen zeigen also, dass die Lokalisation der Anregungsenergie bei einer ex-
ternen Störung vom Anfangszustand abhängt. Dabei sind nicht nur Unterschiede in der
Stärke des Effekts zu beobachten, sondern auch in gewissen Fällen eine inverse Lokali-
sierung. Durch die Anregung mit einem speziell auf die Eigenzustände des Systems abge-
stimmten Laserpuls ist es alsomöglich, die Populationsdynamik bei einer externen Störung
zu beeinflussen, indem gezielt Komponenten mit unterschiedlichem Verhalten angeregt
werden.
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6.2 Lokalisierung bei Anregung in einen Eigenzustand
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Abbildung 6.10: Populationsdynamik im Pentamer (links) und Nonamer (rechts), wobei je-
weils zum Zeitpunkt 𝑡 = 0 eine Eigenfunktion des Systems vorliegt. Beim Pentamer
sind dies die Zustände bei einer Anregungsenergie von 2,3647 eV (oben) bzw. 2,3311 eV
(unten). Für das Nonamer ist der rein elektronische Fall – gekoppeltes Neun-Zustands-
System – gezeigt, die Eigenvektoren 𝒄(9)

1 (oben) und 𝒄(9)
9 (unten) entsprechen den vibro-

nischen Eigenzuständen bei 2,3660 eV bzw. 2,3292 eV über dem Grundzustand.
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6 Lokalisierung von Anregungsenergie in molekularen Aggregaten

6.3 Selbstlokalisierung durch eine vibrationsangeregte
Startwellenfunktion

Wir wollen nun den Einfluss einer asymmetrischen Anfangswellenfunktion untersuchen,
die keine Eigenfunktion des Systems ist. Dabei beschränkenwir unsweitgehend auf ein Di-
mersystem. Zunächst erweitern wir unser Modell um eine intermolekulare Torsions- bzw.
Rotationsbewegung. Wenn wir den intermolekularen Winkel mit 𝛾 bezeichnen, können
wir den Gesamthamiltonoperator als

𝐻̂(2)(𝒙, 𝛾) =|𝐺⟩ (𝐻𝗏𝗂𝖻,(2)
𝐺 (𝒙) + 𝐻 𝗍𝗈𝗋(𝛾)) ⟨𝐺|

+
2

∑
𝑛=1

|𝑛⟩ (𝐻𝗏𝗂𝖻,(2)
𝑒,𝑛 (𝒙) + 𝐻 𝗍𝗈𝗋(𝛾)) ⟨𝑛| + 𝐽(𝛾) (| 2⟩⟨1 | + | 1⟩⟨2 |) (6.20)

schreiben. Am Beispiel von PBI-Molekülen stellt die 𝖭-𝖭-Verbindungslinie innerhalb ei-
nes Monomers eine ausgezeichnete Achse dar, anhand derer der Winkel zwischen zwei
Monomeren bestimmt werden kann. In der gleichen Achse ist beim PBI auch das Über-
gangsdipolmoment zwischen dem elektronischen Grund- und dem angeregten Zustand
orientiert. Vor dem Hintergrund einer Dipol-Dipol-Wechselwirkung (2.52) hängt nun die
elektronische Kopplung zwischen den Monomere von diesem Winkel ab. Das Potential
für die Torsionsbewegung wird dabei in allen elektronischen Zuständen als identisch an-
genommen. Im Fall kleiner Auslenkungen um die Gleichgewichtslage kann es ebenfalls als
harmonisch angenommen werden:

𝐻 𝗍𝗈𝗋(𝛾) = − 1
2𝐼

𝜕2

𝜕𝛾2 + 𝑎 𝛾2. (6.21)

Dabei stellt 𝐼 als Trägheitsmoment die effektive Masse für die Torsionsbewegung dar.
Wenn wir beim Beispiel von PBI-Molekülen bleiben, die in einem Stapel angeordnet sind,
ist dies das Trägheitsmoment bei Drehung um die Achse, die durch den Schwerpunkt des
Moleküls senkrecht zur Ebene des π-Systems verläuft. Wir schätzen dies hier mit 𝐼 =
4,167 ⋅ 107 a.u. ab [144]. Den Faktor 𝑎 bestimmen wir anhand von Ref. [145] so, dass die
Krümmung im Potentialminimum – das dort im Grundzustand bei einem Winkel von et-
wa 30° liegt – annähernd richtig wiedergegeben wird und setzen daher 𝑎 = 1 eV. Für die
Winkelabhängigkeit der Kopplung nehmen wir zwei einfache Fälle an. Zum einen handelt
es sich um einen linearen Verlauf 𝐽(𝛾) = 𝐽0 ⋅ 𝛾, wie er näherungsweise auftritt, wenn das
Potentialminimum der Torsionsbewegung mit einer orthogonalen Anordnung der Über-
gangsdipolmomente zusammenfällt. Zum anderen betrachten wir einen konstanten Ver-
lauf 𝐽(𝛾) ≡ 𝐽0. Hier sind, bei einer reinen Dipol-Dipol-Kopplung, die Übergangsdipole in
der Torsions-Gleichgewichtslage parallel.
Die numerischen Rechnungen zu diesem Abschnitt beinhalten fast ausschließlich nur drei
Freiheitsgrade. Sie wurden daher mittels der Split-Operator-Methode durchgeführt, für die
Vibrationsfreiheitsgrade wurde jedoch ein DVR-Grid (siehe Abschnitt 3.2.3) benutzt.
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6.3 Selbstlokalisierung durch eine vibrationsangeregte Startwellenfunktion

6.3.1 Populationsdynamik bei elektronischer Kopplung mit einer
Nullstelle am Potentialminimum

Wir betrachten zunächst den Fall, in dem die geometrische Anordnung der Monomere
so ist, dass die elektronische Kopplung am Minimum des Torsionspotentials verschwindet
und ihr Betrag abseits der Gleichgewichtslage linear ansteigt.Wegen der unterschiedlichen
Symmetrie des Kopplungsverlaufs und der Wellenfunktion im Torsionsgrundzustand gilt
in diesem auch für den Erwartungswert der Kopplungsstärke ⟨𝐽⟩ = 0. Wir nehmen in
diesem linearen Verlauf als Vorfaktor 𝐽0 = 0,2 eV an [144]. Der Anfangszustand ist durch

|Ψ(𝑡 = 0)⟩ ∼ 𝜓0(𝒙, 𝛾) (√ ̃𝑃 |1⟩ + √1 − ̃𝑃 |2⟩) (6.22)

gegeben, wobei ̃𝑃 die anfängliche Population im Zustand |1⟩ ist und 𝜓0 die harmonische
Grundzustandswellenfunktion der Schwingungs- und Torsionsbewegung darstellt:

𝜓0(𝒙, 𝛾) = e− 𝜔
2 (𝑥2

1+𝑥2
2) ⋅ e−√ 𝐼𝑎

2 𝛾2
. (6.23)

Der Verlauf der Populationen für verschiedene Anfangswerte ̃𝑃 und verschiedene Gleich-
gewichtsabstände in der Vibrationsbewegung ist in Abbildung 6.11 gezeigt. Letzteres be-
stimmt, ob neben der Torsions- auch eine Schwingungsbewegung stattfinden kann.
Bei gleich populierten Zuständen, also ̃𝑃 = 1

2 , findet wie erwartet kein Netto-Populations-
transfer statt. Für ̃𝑃 = 1 beobachtet man, wenn allein die Torsionsbewegung stattfinden
kann, dass die beiden Populationen sich schnell aber glatt angleichen und nach etwa 3,6 ps
wieder nur der auch anfänglich besetzte Zustand populiert ist. Bei einer zusätzlichen Vi-
brationsbewegung ist der Verlauf ähnlich, aber abgeschwächt. Um dieses auf den ersten
Blick unerwartete Verhalten zu erklären, betrachten wir die Wellenfunktionen 𝜓(𝑎)

1,2 in den
elektronischen Eigenzuständen. Für diese „adiabatischen“ Wellenfunktionen gilt

𝜓(𝑎)
1,2(𝒙, 𝛾) = 1√

2
(𝜓(𝑑)

1 (𝒙, 𝛾) ± 𝜓(𝑑)
2 (𝒙, 𝛾)) (6.24)

und umgekehrt für die „diabatischen“ Wellenfunktionen in den lokalisierten angeregten
elektronischen Zuständen

𝜓(𝑑)
1,2(𝒙, 𝛾) = 1√

2
(𝜓(𝑎)

1 (𝒙, 𝛾) ± 𝜓(𝑎)
2 (𝒙, 𝛾)) . (6.25)

Die Populationen der diabatischen elektronischen Zustände hängen also wie folgt von den
adiabatischen Wellenfunktionen ab:

𝑃 (𝑑)
1,2 = 1

2 (𝑃 (𝑎)
1 + 𝑃 (𝑎)

2 ± 2Re{⟨𝜓(𝑎)
1 |𝜓(𝑎)

2 ⟩}) . (6.26)

Wenn nun zu Beginn nur ein diabatischer Zustand besetzt ist, gilt für die adiabatischen
Wellenfunktionen 𝜓(𝑎)

1 = 𝜓(𝑎)
2 = 1√

2 (𝜓(𝑑)
1 ± 0). Wir wollen der Einfachheit halber hier
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Abbildung 6.11: Zeitlicher Verlauf der Population der diabatischen elektronischen Zustän-
de |1⟩ und |2⟩. In den Fällen (a) und (b) ist zu Beginn nur Monomer Nummer 1 po-
puliert, in (c) und (d) beide Monomere zu gleichen Teilen. Hier ist auch die anfängli-
che Schwingungs- und Torsionswellenfunktion auf beiden Monomeren identisch. In der
oberen Zeile (Felder (a) und (c), 𝑥𝑒 = 0) findet nur die Torsionsbewegung statt, in den
Vibrationskoordinaten liegt eine Eigenfunktion vor. In der unteren Zeile (Felder (b) und
(d), 𝑥𝑒 = 2,57 eV−1/2) ist das Anfangswellenpaket in keiner der drei Koordinaten eine
Eigenfunktion, so dass auch in allen drei Freiheitsgrade eine Bewegung stattfindet. Die
schnelle oszillierende Modulation der Kurven im Feld (b) entspricht der Umlaufzeit der
Vibrationsbewegung.
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Abbildung 6.12: Zeitabhängige Wahrscheinlichkeitsdichte |𝜓(𝛾, 𝑡)|2, entsprechend Glei-
chung (6.27), und potentielle Energie in den verschiedenen elektronischen Zuständen
entlang der Torsionskoordinate 𝛾. In den diabatischen Zuständen sind die Potentiale
identisch, in den adiabatischen Zuständen kreuzen sie sich an der Stelle, an der die Kopp-
lung eine Nullstelle aufweist. Das Wellenpaket besteht aus zwei Teilen, die jeweils am
Kreuzungspunkt starten und entlang der adiabatischen Potentialkurven eine harmoni-
sche Bewegung vollführen.
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6 Lokalisierung von Anregungsenergie in molekularen Aggregaten

nur die Torsionsbewegung betrachten. Die beiden adiabatischen Wellenpakete beginnen
zur Zeit 𝑡 = 0 um 𝛾 = 0 zentriert und führen eine Bewegung entlang der jeweiligen
adiabatischen Potentialkurve durch. Die dia- und adiabatischen Potentiale sowie die Dichte

|𝜓(𝛾, 𝑡)|2 = ∫ 𝑑𝒙 (|𝜓(𝑑,𝑎)
1 (𝒙, 𝛾, 𝑡)|2 + |𝜓(𝑑,𝑎)

2 (𝒙, 𝛾, 𝑡)|2) , (6.27)

die insgesamt unabhängig davon ist, ob sie aus den diabatischen oder adiabatischen Wel-
lenfunktion bestimmt wird, sind in Abbildung 6.12 gezeigt. Dabei entspricht jeweils ei-
nes der auseinanderlaufenden Teilwellenpakete einer der adiabatischen Wellenfunktio-
nen. Ihr Überlappintegral sinkt nach kurzer Zeit auf Null, denn die Funktionen sind auf-
grund der hohen Masse der Torsionsbewegung schmal, aber sie laufen bei ausreichend
großer Kopplung verhältnismäßig weit auseinander. Dadurch sind die diabatischen Popu-
lationen gleich. Beim gewählten harmonischen diabatischen Potential und dem linearen
Kopplungsverlauf sind auch die adiabatischen Potentialkurven harmonisch. Die Wellen-
pakete kommen also nach einem Umlauf wieder mit der gleichen Form wie zu Beginn
am Ausgangspunkt an. Ihre Umlaufzeit beträgt 𝑇 = 𝜋√2 𝐼𝑎 = 3619 fs. Zu diesem Zeit-
punkt ist also wie zu Beginn 𝜓(𝑎)

1 = 𝜓(𝑎)
2 , für die diabatischenWellenfunktionen gilt damit

𝜓(𝑑)
1 ∼ 𝜓(𝑎)

1 +𝜓(𝑎)
2 ≠ 0 und 𝜓(𝑑)

2 ∼ 𝜓(𝑎)
1 −𝜓(𝑎)

2 = 0. Es ist also nur der diabatische elektroni-
sche Zustand |1⟩ besetzt. Wenn hier die Schwingungsbewegung hinzukommt, überlagern
sich Vibrations- und Torsionsbewegung mit unterschiedlichen charakteristischen Zeiten.
Darüber hinaus sind die Schwingungswellenfunktionen im Verhältnis zur Verschiebung
des Potentialminimums sehr viel breiter und ihr Überlappintegral sinkt nicht vollständig
auf Null. Dies führt dazu, dass sowohl die Gleichverteilung der Population als auch der
„Rückkehreffekt“ weniger ausgeprägt sind.
Wir stören nun das System, indem wie in den Abschnitten 6.1 und 6.2 Monomer Num-
mer 1 energetisch angehoben wird. Aus dem Populationsverlauf in Abbildung 6.13 ist zu
erkennen, dass diese Störung dazu führt, dass das Angleichen der Populationen unter-
bunden wird. Daher bleibt fast ausschließlich Monomer Nummer 1 populiert, solange die
Störung aktiv ist. Je nach Beginn der Störung kann sich das Verhalten ändern. So kommt
es beispielsweise zu einer Lokalisierung der Population auf Monomer Nummer 2, wenn
die Störung ihre volle Stärke erst erreicht, nachdem die adiabatischen Wellenpakete aus-
einandergelaufen sind. In jedem Fall zeigt sich aber eine deutliche Abweichung von den
Populationsverläufen aus Abbildung 6.11.
Wenn die Anfangswellenfunktion schon eine Asymmetrie aufweist, die bisher durch die
Störung eingeführt wurde, sollte auch ohne eine externe Störung ein Lokalisationseffekt zu
sehen sein. Dazu ist die Beobachtung aufschlussreich, dass sich die Freiheitsgrade im Mo-
dellsystem in drei Klassenmit unterschiedlichen charakteristischen Zeiten einteilen lassen.
Die kürzeste ist mit der Bewegung der Elektronen verknüpft, die im verwendeten Modell
von vornherein nur durch verschiedene elektronische Zustände anstelle eines expliziten
Hamiltonoperators beschrieben wird. Auf die gleiche Weise wie das Verhältnis zwischen
Elektronen- und der Kernbewegung können wir auch das der Vibrations- zur Torsionsbe-
wegung betrachten: Die Schwingung findet auf einer viel kürzeren Zeitskala statt als die
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Abbildung 6.13: Verlauf der diabatischen Populationen, wobei die Energie des Zustands |1⟩
zeitabhängig um 𝑊(𝑡) verschoben wird. Die Anfangsbedingungen sind die gleichen wie
in dem in Abbildung 6.11a dargestellten Fall.

intermolekulare Drehbewegung. Dies führt im Sinne der Born-Oppenheimer-Näherung zu
einer weitgehenden Entkopplung der beiden Freiheitsgrade, und es ist zu erwarten, dass
sich eine Änderung der Vibrationsenergie auf die Torsionsbewegung sehr ähnlich aus-
wirkt, wie die in den vorherigen Abschnitten betrachtete Änderung der elektronischen
Energie auf die Vibrationsbewegung. Wie am Ende von Abschnitt 6.1 angedeutet, führt
auch eine konstant höhere Energie eines Monomers zu einem schnellen Lokalisationsef-
fekt. Daher sollte hier eine Lokalisation bei einer anfänglichen Vibrationswellenfunktion
auftreten, die so präpariert ist, dass die Vibrationsenergie in einemMonomer größer ist als
im anderen.
Bisher konnten die betrachteten Anfangswellenfunktionen durch einen einzelnen Puls aus
dem Gesamt-Grundzustand generiert werden. In den meisten Fällen handelte es sich da-
bei um einen deltaförmigen, also energetisch unendlich breiten, Puls. In Abschnitt 6.2 ba-
sierte die Anfangswellenfunktion auf der Idee eines langen, energetisch schmalen Pulses,
so dass gezielt eine einzelne Eigenfunktion angeregt wurde. Dabei handelte es sich je-
doch immer noch um einen einzelnen Puls. Im Gegensatz dazu wollen wir nun ein An-
reguungsschema mit zwei Pulsen zugrunde legen: Zuerst wird durch einen Infrarot-Puls
ein Schwingungswellenpaket im elektronischen Grundzustand erzeugt. Davon ausgehend
wird das System dann durch einen zweiten, deltaförmigen „UV/Vis“-Puls in die höheren
elektronischen Zustände angeregt. Durch dessen energetische Breite ändert sich die Form
des Schwingungswellenpakets dabei nicht und seine Bewegung nach dem Puls ist neben
der schon vorher vorhandenen kinetischen Energie nun durch den Verlauf der potentiel-
len Energie in den angeregten Zuständen bestimmt. Diese Potentialflächen unterscheiden
sich in den verschiedenen elektronischen Zuständen, vgl. auch Abbildung 6.1. Sie sind je-
doch symmetrisch bezüglich der Diagonalen 𝑥1 = 𝑥2. Wenn nun das durch den ersten,
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Abbildung 6.14: Anregeschema, das bei den folgenden Untersuchungen der Startwellen-
funktion zugrundeliegt. Zunächst (1) ist im elektronischen Grundzustand die 𝑥2-Mode
angeregt, die 𝑥1-Mode nicht. Der Umkehrpunkt der 𝑥2-Bewegung entspricht dem Po-
tentialminimum im angeregten Zustand |2⟩. Nach der elektronischen Anregung zum
Umkehrzeitpunkt (2) befindet sich die Schwingungswellenfunktion im Zustand |2⟩ in
diesem Potentialminimum. Im Zustand |1⟩, in dem das Potentialminimum im Vergleich
zum Grundzustand entlang der 𝑥1-Achse verschoben ist, entspricht die selbe Wellen-
funktion keinem Eigenzustand. Stattdessen beginnt durch das verschobene Potential ei-
ne Bewegung (3) in beiden Vibrationskoordinaten.

infraroten Puls präparierte Wellenpaket in dieser Hinsicht asymmetrisch ist, ist auch sei-
ne Bewegung auf den angeregten Potentialflächen nach der Anregung durch den zweiten
Puls nicht symmetrisch. Diese Asymmetrie geht auch mit einer unterschiedlichen Energie
in der Vibrationsbewegung einher.
Um ein Anregungsschema zu konstruieren, dass diesen Energieunterschied maximiert, be-
trachten wir zunächst einen eindimensionalen Fall mit Potentialkurven 𝑉𝑔(𝑥) = 𝜔2

2 𝑥2 und
𝑉𝑒(𝑥) = 𝜔2

2 (𝑥 − 𝑥𝑒)2. Wenn ein einzelner deltaförmigen Puls auf das System im Grund-
zustand wirkt, entsteht im angeregten Zustand ein Wellenpaket. Dieses kann in der Basis
der Eigenzustände |𝑛⟩ des angeregten Vibrationshamiltonoperators als

|𝜓𝜆⟩ = ∑
𝑛

|𝑛⟩⟨𝑛 | 𝜓𝜆⟩ = ∑
𝑛

𝜆𝑛e−𝜆2/2
√

𝑛!
|𝑛⟩ (6.28)

entwickelt werden, wobei 𝜆 = 𝑥𝑒√𝜔
2 den Huang-Rhys-Faktor darstellt (siehe auch Kapitel

5). Es vollführt im angeregten Zustand eine quasiklassische Bewegung [36], bei der an den
Umkehrpunkten bei 𝑥 = 0 und 𝑥 = 2𝑥𝑒 eine rein reelle Wellenfunktion vorliegt.
Nun sei durch einen IR-Puls solch ein „kohärentes“Wellenpaket im elektronischen Grund-
zustandmit dem selben Entwicklungskoeffizienten 𝜆 erzeugt worden. Dann stellt ein zwei-
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Abbildung 6.15: Zeitlicher Verlauf der diabatischen Populationen für ein verschobenes An-
fangswellenpaket entsprechend Gleichung (6.29) (𝜉 = 𝑥𝑒 = 2,57 eV−1/2). In (a) ist wie-
derum zu Beginn nur Monomer 1 populiert, in (b) beide Monomere zu gleichen Teilen.
Zum Vergleich sind in orange bzw. hellblau die Populationen aus Abbildung 6.11b und
6.11d gezeigt.

ter, deltaförmiger Laserpuls, der genau zu dem Zeitpunkt wirkt, an dem das Wellenpaket
seinen Umkehrpunkt +𝑥𝑒 erreicht, genau den umgekehrten Prozess der beschriebenen
Anregung mit einem einzelnen Puls dar. Aus Symmetriegründen² ist danach im angereg-
ten elektronischen Zustand nur der Schwingungsgrundzustand besetzt.
Wir betrachten für das Dimer mit zwei Schwingungsmoden den Spezialfall, dass der IR-
Puls nur die Bewegung entlang der 𝑥2-Koordinaten anregt. Entlang der 𝑥1-Koordinaten
bleibt die Wellenfunktion unverändert im Vergleich zum Schwingungsgrundzustand. Wir
finden also nach dem zweiten Puls, wenn wir vorübergehend die elektronische Kopplung
außer Acht lassen, im Zustand |2⟩ den Schwingungsgrundzustand und im Zustand |1⟩ ein
Wellenpaket, das sich sowohl entlang der 𝑥1- als auch der 𝑥2-Koordinate bewegt. Auf-
grund der Kopplung findet allerdings auch im Zustand |2⟩ eine Schwingungsbewegung
statt. Dieser Prozess ist in Abbildung 6.14 schematisch dargestellt.
Wie in den bisherigen Abschnitten wollen wir die Beschreibung des Anregeprozesses an
sich nicht näher betrachten und vielmehr die Auswirkungen des Wellenpakets, das durch
ihn präpariert wird, auf die Populationsdynamik untersuchen. Dieses hat, abweichend von
Gleichung (6.23), die Form

𝜓0(𝒙, 𝛾) = e− 𝜔
2 (𝑥2

1+(𝑥2−𝜉)2) ⋅ e−√ 𝐼𝑎
2 𝛾2

. (6.29)

Der Verlauf der Populationen für 𝜉 = 0, was der bisherigen Situation ohne vorherigen
IR-Puls entspricht, und dem gerade beschriebenen 𝜉 = 𝑥𝑒 ist in Abbildung 6.15 gezeigt.

²Aus dem selben Grund ist das Emissionsspektrum des Systems ein Spiegelbild seines Absorptionsspek-
trums, vgl. die Monomerspektren in Kapitel 4.
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Abbildung 6.16: Wie Abbildung 6.15, hier jedoch mit unterschiedlichen Kreisfrequenzen
𝜔1 ≠ 𝜔2 der beiden Vibrationsfreiheitsgrade.

Sowohl für ̃𝑃 = 1 als auch für ̃𝑃 = 1
2 ist ein Lokalisierungseffekt zu erkennen, der wäh-

rend der gesamten Umlaufzeit der Torsionsbewegung bestehen bleibt. Der Populations-
unterschied 𝑃1,𝜉=𝑥𝑒

(𝑡) − 𝑃1,𝜉=0(𝑡) zwischen der Kurve mit symmetrischer und der mit
asymmetrischer Anfangswellenfunktion ist dabei nahezu unabhängig von der Anfangspo-
pulation ̃𝑃 . Der Lokalisierungseffekt ist zwar deutlich weniger ausgeprägt als in den bisher
diskutierten Fällen, jedoch deutlich zu erkennen und sowohl langanhaltend als auch groß
genug, dass sekundäre Prozesse zu einer Stabilisierung der Asymmetrie führen können.
Um gezielt die Bewegung in einer einzelnen Schwingungsmode anzuregen, muss ein aus-
reichend großer Unterschied der Schwingungsfrequenzen vorhanden sein. Wir untersu-
chen daher nun ein Dimer, in dem die beiden Monomere unterschiedliche Vibrationsfre-
quenzen aufweisen: Entlang der 𝑥1-Koordinate halten wir wie bisher 𝜔1 = 0,175 eV fest,
entlang der 𝑥2-Koordinate betrachten wir eine Schwingung mit 𝜔2 = 0,160 eV. Die ent-
sprechenden Populationsverläufe sind in Abbildung 6.16 gezeigt. Qualitativ entsprechen
sie denen aus Abbildung 6.15 für gleiche Schwingungsfrequenzen. Man erkennt jedoch
eine zusätzliche Modulation der Kurven auf einer Zeitskala, die durch den Frequenzunter-
schied 𝜔1 − 𝜔2 gegeben ist. Aufgrund der qualitativen Übereinstimmung mit dem Verlauf
bei gleichen Schwingungsfrequenzen wird im folgenden Abschnitt nur noch diesen Fall
mit einem symmetrischen Hamiltonoperator mit identischen Vibrationsfrequenzen in bei-
den Moden betrachtet.

6.3.2 Populationsdynamik bei konstanter elektronischer Kopplung
Wir betrachten nun den Fall einer konstanten Kopplung 𝐽(𝛾) ≡ 𝐽0. Dieser entspricht, um
beim oben verwendeten Beispiel von PBI-Aggregaten zu bleiben, einer Situation, in der das
Minimum des Torsionspotentials bei der parallelen, gestapelten Anordnung der Monome-
re liegt. Eine solche parallele Anordnung lag auch den Untersuchungen in Abschnitt 6.2
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Abbildung 6.17: Populationsverlauf bei gleichem asymmetrischem Anfangszustand wie in
Abbildung 6.15b, hier jedoch mit einer entlang der Torsionskoordinate 𝛾 konstanten
elektronischen Kopplung 𝐽(𝛾) ≡ 𝐽0 = 0,2 eV.

zugrunde. Da wir darüber hinaus das Torsionspotential in jedem elektronischen Zustand
als identisch betrachten, führt die Kopplung hier, im Gegensatz zur in Abbildung 6.12 ge-
zeigten Situation, zu zwei adiabatischen Potentialen, die sich nur um den konstanten En-
ergiebetrag 2𝐽0 voneinander unterscheiden. So ist der diabatische Torsionsgrundzustand
auch jeweils ein Eigenzustand der adiabatischen Torsionshamiltonoperatoren. In diesem
Fall ist zunächst keine Selbstlokalisierung zu erkennen, wie Abbildung 6.17 zeigt. Stattdes-
sen findet man einen sehr schnellen Populationsaustausch zwischen den Monomeren. Die
Zeitskala dieses Austauschs ist durch die elektronische Kopplung 𝐽0 bestimmt, qualitativ
ergibt sich jedoch über einen weiten Bereich von Kopplungsstärken der gleiche Populati-
onsverlauf. Die Anfangswellenfunktion in den Vibrations- und der Torsionskoordinate ist
dabei die gleiche wie in Abbildung 6.15b bzw. Gleichung (6.29) mit 𝜉 = 𝑥𝑒, die Anfangs-
population des Zustands |1⟩ ist ̃𝑃 = 1

2 . Für 𝜉 = 0 findet man erwartungsgemäß keinen
Netto-Populationstransfer.
Wir reduzieren unser Modell für weitere Untersuchungen zunächst auf die reine Torsions-
bewegung, führen aber gleichzeitig eine Verschiebung ±𝛾𝑒 des Potentialminimums ein,
die vom elektronischen Zustand abhängt. Wir erhalten so die beiden Torsionshamilton-
operatoren

𝐻 𝗍𝗈𝗋
1,2(𝛾) = − 1

2 𝐼
𝜕2

𝜕𝛾2 + 𝑎 (𝛾 ∓ 𝛾𝑒)2 . (6.30)

Abbildung 6.18 zeigt die Verläufe der diabatischen Populationen für verschiedene Lagen
des Potentialminimums 𝛾𝑒 und verschiedene Werte des Trägheitsmoments 𝐼 . Ohne darauf
Rücksicht zu nehmen, ob eine solche Anfangswellenfunktion durch ein Anregeschemawie
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6 Lokalisierung von Anregungsenergie in molekularen Aggregaten

in Abbildung 6.14 skizziert erzeugt werden kann, nehmen wir an, dass die Torsionswellen-
funktion zu Beginn jeweils um +𝛾𝑒 zentriert ist und beide elektronischen Zustände gleich
bevölkert ( ̃𝑃 = 1

2 ) sind.
Hier (Kopplung 𝐽0 = 0,0175 eV) ist zu erkennen, dass bei größerer Masse bzw. Trägheits-
moment der Populationsaustausch zwischen den diabatischen elektronischen Zuständen
langsamer verläuft. Das gleiche Verhalten findet man bei einem größeren Abstand der
Potentialminima. Der Verlauf der Populationen ist dabei häufig asymmetrisch, bezogen
beispielsweise auf einen Zeitpunkt, an dem die diabatischen Populationen gleich sind. In-
sofern ist eine Lokalisation der Anregungsenergie auf einem der beiden Monomere er-
kennbar. Alle Kurven zeigen darüber hinaus einen schnell oszillierenden unvollständigen
Populationstransfer, der auf Rabi-Oszillationen zurückgeführt werden kann [146, 147].
Den Populationstransfer von einem diabatischen Zustand auf den anderen bewirkt dabei
die elektronische Kopplung. Diese wird bei Vorhandensein eines zweiten Freiheitsgrades,
etwa einer Vibrations- oder hier der Torsionsbewegung durch die Überlappintegrale der
Wellenfunktionen in diesem Freiheitsgrad moduliert. Sowohl die Verschiebung der Poten-
tialminima als auch eine höhere Masse, die in einem schmaleren Wellenpaket resultiert,
verringern hier das Überlappintegral der Torsions-Eigenfunktionen innerhalb der elektro-
nischen Zustände mit jeweils gleicher oder ähnlicherQuantenzahl. Dies ist auch in der De-
finition des Huang-Rhys-Faktors erkennbar, der bei Berücksichtigung der Masse bzw. des
Trägheitsmoments für die hier betrachtete Torsionsbewegung die Form 𝜆 = 2𝛾𝑒 (𝐼 𝑎

2 )1/4

annimmt. Die Erhöhung des Huang-Rhys-Faktors kann auch dazu führen (siehe Abb. 6.18d
bei einem Trägheitsmoment von 𝐼 = 4,167⋅107 a.u.), dass der langsame Populationsaus-
tausch, der in Abb. 6.18e bei 𝐼 = 4,167⋅106 a.u. noch sichtbar ist, unterbunden wird. Die
durch die schnelle Oszillation zu Beginn hergestellte Ungleichverteilung bleibt dann im
Mittel bestehen. Bei größeren Kopplungsstärken findet man qualitativ das gleiche Ver-
halten wie in Abbildung 6.18. Dabei verläuft jedoch der „langsame“ Populationsaustausch
schneller und es ist ein höheres Trägheitsmoment oder eine größere Verschiebung der Po-
tentiale nötig um einen deutlichen Lokalisationseffekt zu beobachten. Insofern scheint die
Lokalisierung der Anregungsenergie aufgrund einer asymmetrischen Anfangswellenfunk-
tion nur im Grenzfall schwacher Kopplung möglich.

Wir gehen nun zum dreidimensionalen Modell – eine Torsions- und zwei Vibrationskoor-
dinaten – zurück, das in der Rechnung zu Abbildung 6.17 benutzt wurde. Bei einer elek-
tronischen Kopplung von 𝐽0 = 0,2 eV und einem Huang-Rhys-Faktor in der Vibration
von 𝜆 ≈ 0,76 finden wir dort eine Situation, die mit einem Simpson-Peterson-Parameter
von etwa 3,0 weit entfernt vom Bereich schwacher Kopplung ist. Ein höherer Huang-Rhys-
Faktor in der Vibrationsbewegung sollte also nun dazu führen, dass ein Lokalisationseffekt
sichtbar wird. Dies ist tatsächlich der Fall, wie anhand der Populationsverläufe in Abbil-
dung 6.19a zu erkennen ist. Hier beträgt der Unterschied der Gleichgewichtsabstände 𝑥𝑒 =
18,57 eV−1/2, was einem Huang-Rhys-Faktor von 𝜆 = 5,49 und einem SP-Parameter von
0,41 entspricht. Allein der Simpson-Peterson-Parameter gibt jedoch nicht direkt Aufschluss
über die Lokalisierungstendenz, wie Abbildung 6.19b zeigt. Hier ist, trotz einer Kopplungs-

106



6.3 Selbstlokalisierung durch eine vibrationsangeregte Startwellenfunktion

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

P
op

ul
at

io
n

(a)
P1
P2

(b)

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

P
op

ul
at

io
n

(c) (d)

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 0  200  400  600  800  1000  1200  1400

P
op

ul
at

io
n

t / fs

(e)

 0  200  400  600  800  1000  1200  1400

t / fs

(f)

Abbildung 6.18: Verlauf der diabatischen Populationen bei einer konstanten elektroni-
schen Kopplungsstärke. Das Wellenpaket startet dabei zentriert um das Minimum des
Potentials im Zustand |1⟩ bei +𝛾𝑒, beide elektronische Zustände sind gleich populiert.
In der linken Spalte ist 𝛾𝑒 = 0,1 rad und in der rechten Spalte 𝛾𝑒 = 0,2 rad. Das Träg-
heitsmoment der Torsionsbewegung ist in (a) und (b) 𝐼 = 4,167⋅10−7 a.u., in (c) und (d)
𝐼 = 4,167⋅10−6 a.u. und in (e) und (f) 𝐼 = 4,167⋅10−5 a.u. Die Stärke der elektronischen
Kopplung beträgt jeweils 𝐽0 = 0,0175 eV.
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Abbildung 6.19: Populationsverläufe wie in Abbildung 6.17, jedoch durch gezielte Wahl
von elektronischer Kopplung und Huang-Rhys-Faktor näher am Grenzfall schwacher
Kopplung. In (a) ist wie bisher 𝐽0 = 0,2 eV, jedoch bei 𝑥𝑒 = 18,57 eV−1/2. In (b) ist 𝐽0 =
0,02 eV und 𝑥𝑒 = 8,57 eV−1/2.

stärke von nur 𝐽0 = 0,02 eV eine Verschiebung von 𝑥𝑒 = 8,57 eV−1/2 (𝜆 = 2,535 bzw. SP =
0,09) notwendig um einen ähnlichen Effekt zu erzielen wie in Abb. 6.19a.

Wir wollen dies nun nutzen, um in größeren vibronischen Aggregaten durch eine gezielte
Präparation der Anfangswellenfunktion die Populationstransfereigenschaften zu beein-
flussen. Wir gehen dazu zurück zum Nonamermodell aus Abschnitt 6.1, jedoch ohne die
externe Störung 𝑊(𝑡). Stattdessen nehmen wir für die Schwingung – das Modell enthält
keinen Torsionsfreiheitsgrad – eine Anfangswellenfunktion der Form

𝜓0(𝒙) = exp [−𝜔
2 (𝑥1 − 𝜉)2 +

9
∑
𝑚=2

𝑥2
𝑚] (6.31)

an. Zu Beginn ist dabei nur der elektronische Zustand |1⟩ bevölkert, die gesamte Anre-
gungsenergie also auf Monomer Nummer 1 lokalisiert. Dabei unterscheiden wir wieder-
um die beiden Fälle 𝜉 = 0 und 𝜉 = 𝑥𝑒: Im ersten Fall ist der Ortserwartungswert des
Schwingungswellenpakets zu Beginn auf der Potentialfläche des Zustands |1⟩ ausgelenkt
(entspricht einer direkten UV/Vis-Anregung ohne vorhergehenden IR-Puls), im zweiten
startet es am Potentialminimum des angeregten Zustands.
Die entsprechenden diabatischen Populationen sind in Abbildung 6.20 für ein lineares
Nonamer dargestellt, die Stärke der elektronischen Kopplung beträgt 𝐽0 = 0,0175 eV. Da-
bei wurde die die Verschiebung des angeregten Zustands auf 𝑥𝑒 = 5,95 eV−1/2 erhöht. Dies
entspricht einem Huang-Rhys-Faktor 𝜆 = 1,76 und damit einem SP-Parameter von 0,11.

108



6.3 Selbstlokalisierung durch eine vibrationsangeregte Startwellenfunktion

 0  200  400  600  800

 1

 2

 3

 4

 5

 6

 7

 8

 9

M
on

om
er

(a)

 0  200  400  600  800  1000

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

P
op

ul
at

io
n

(b)

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

P
1(

t 
)

asymm.
symm.(c)

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0  200  400  600  800  1000

P
2(

t 
)

t / fs

asymm.
symm.(d)

Abbildung 6.20: Transport von Anregungsenergie entlang einer Kette aus neun Mono-
mereinheiten. In Feld (a) ist die anfängliche Schwingungswellenfunktion relativ zum
Potentialmininum im Monomer 1 ausgelenkt (𝜉 = 0). Die schwarze Linie markiert den
Schwerpunkt der Populationsverteilung. In Feld (b) beginnt die Schwingungswellen-
funktion bei 𝜉 = 𝑥𝑒 im Potentialminimum des Zustands |1⟩. Zum Vergleich ist der Er-
wartungswert aus (a) hier noch einmal gestrichelt dargestellt. Feld (c) vergleicht den
Verlauf der Population 𝑃1(𝑡) auf Monomer 1 im asymmetrischen (𝜉 = 𝑥𝑒) und sym-
metrischen (𝜉 = 0) Fall, Feld (d) den Verlauf der Population 𝑃2(𝑡) auf Monomer 2.
Der Erkennbarkeit halber wurden dabei alle Populationsachsen bei einem Wert von 0,6
abgeschnitten.
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6 Lokalisierung von Anregungsenergie in molekularen Aggregaten

Die Anregungsenergie wird dabei zu einem Teil von Monomer zu Monomer die Kette ent-
lang transportiert, und amKettenende bei Monomer Nummer 9 reflektiert. Ein anderer Teil
wird von später erreichten Monomeren wieder auf die vorherigen übertragen und verteilt
sich so auf dem Aggregat. Die bevorzugte Richtung des Transports hängt dabei von Pha-
senunterschieden der Schwingungswellenpakete auf benachbarten Monomeren ab [148].
Der Schwerpunkt oder „Orts“-Erwartungswert der Populationsverteilung bewegt sich so
ebenfalls entlang der Kette, erreicht mit seinem Umkehrpunkt jedoch nur etwa die Mitte
des Aggregats. Bei der Anfangswellenfunktion, die um das Potentialminimum in |1⟩ zen-
triert ist, liegt dieser Umkehrpunkt etwa eine Monomereinheit näher am Ausgangspunkt
als beim der anfänglich ausgelenkten Schwingungswellenpaket. Insbesondere die hervor-
gehobenen Populationsverläufe 𝑃1(𝑡) und 𝑃2(𝑡) der Zustände |1⟩ bzw. |2⟩ zeigen, dass im
„asymmetrischen“ Fall 𝜉 = 𝑥𝑒 die Population auf den Monomeren 1 und auch 2 weniger
stark abnimmt als im symmetrischen Fall. Der anfängliche Zustand, dass die Population
vollständig auf Monomer Nummer 1 lokalisiert ist, bleibt damit zu einem größeren An-
teil erhalten. Dementsprechend ist der Anteil der Anregungsenergie, der die Kette entlang
transportiert wird und nach einiger Zeit auf den Monomer Nummer 9 zu finden ist, ge-
ringer, wenn durch den vorhergehenden IR-Puls die Anfangswellenfunktion um das Po-
tentialminimum eines angeregten Zustands (hier |1⟩) anstelle des Grundzustands zentriert
ist.
Ein kleinerer Huang-Rhys-Faktor beschleunigt im Vergleich den Transport auf die benach-
barten Monomere. So ist kaum noch ein Unterschied der Populationsverläufe zu erkennen,
wenn die Verschiebung des Potentialminimums wie in Abschnitt 6.1 nur 𝑥𝑒 = 2,57 eV−1/2

beträgt, entsprechend einem Huang-Rhys-Faktor von 𝜆 = 0,76. Dies unterstreicht, dass
das Beeinflussen der Populationsdynamik vor allem dann möglich ist, wenn der Simpson-
Peterson-Parameter durch einen großen Huang-Rhys-Faktor im Bereich schwacher Kopp-
lung liegt.

6.4 Zusammenfassung
In diesem Kapitel wurde eine Studie der Populationsdynamik in molekularen Aggrega-
ten durchgeführt, in denen die Symmetrie durch verschiedene Einflüsse gebrochen oder
reduziert wird. Dies kann durch äußere Einflüsse, wie etwa dem Stoß mit einem Lösemit-
telmolekül, erfolgen, aber auch durch eine speziell präparierte Wellenfunktion.
Zunächst wurde am Beispiel von Aggregaten aus neun Monomereinheiten gezeigt, dass
die Population in den angeregten Zuständen und damit die Anregungsenergie in kurzer
Zeit zu einem großen Anteil auf gewissen Monomeren des Aggregats lokalisiert, nachdem
dieses einer externen Störung ausgesetzt wird. Wenn die Störung zu einer Energieanhe-
bung des angeregten Zustands bestimmter Monomere führt, sind gerade diese Monomere
wesentlich stärker populiert als die übrigen, solange die Störung anhält. Dies gilt jedoch
nur bei Störstärken, die klein im Vergleich zum Abstand der Schwingungseigenzustände
der Monomere sind. Wenn der Betrag der Energieverschiebung mit der Schwingungsfre-
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quenz zusammenfällt, wird die Population hingegen resonant auf die benachbarten Mono-
mereinheiten übertragen. In Systemen ohne Schwingungsfreiheitsgrade tritt dieser Effekt
nicht auf. Dies unterstreicht die Bedeutung zusätzlicher und durch eine entsprechende
Kopplung zugänglicher Moden bei der intuitiv nachvollziehbaren Beobachtung, dass eine
Energieanhebung eines Teilsystems zu einer niedrigeren Population in diesem Teil führt.
Der Lokalisationseffekt ist weiterhin zustandsabhängig. Am Beispiel des Dimers wurde
dazu die Populationsdynamik bei gleicher Störung aber unterschiedlichen Anfangswel-
lenfunktionen untersucht, bei denen durch einen energetisch schmalen Laserpuls gezielt
ein Eigenzustand des Systems angeregt wurde. Hier stellt sich das Überlappintegral der
Schwingungskomponenten in den verschiedenen elektronischen Zuständen als wichtiger
Einfluss heraus: Es bestimmt nicht nur den Grad der Lokalisation, also den Populations-
unterschied zwischen gestörtem und nicht-gestörtem Monomer, sondern durch sein Vor-
zeichen auch, welches Monomer während der Störung stärker populiert ist. Dieses unter-
schiedliche Lokalisierungsverhalten bei verschiedenen Eigenzuständen des Systems vor
Einsetzen der Störung findet man auch in größeren Aggregaten, in denen die Zustands-
dichte um ein Vielfaches höher ist.
Auch ohne die externe Störung kann es zu einem Lokalisationseffekt kommen. Die dazu
notwendige Reduzierung der Symmetrie, die in den oben beschriebenen Fällen durch die
äußere Störung verursacht wurde, muss hier im Zustand des Systems liegen. Beispiels-
weise lässt sich durch einen infraroten Laserpuls, der eine Schwingungsanregung erzeugt,
und eine darauf folgende elektronische Anregung eine Wellenfunktion generieren, deren
Symmetrieachsen nicht mit denen der Potentialflächen zusammenfallen. Diese Asymme-
trie führt dann zu unterschiedlichen Bewegungen des Wellenpakets auch in den eigentlich
symmetrischen diabatischen elektronischen Zuständen. Das Zusammenspiel dieser unter-
schiedlichen Bewegungen mit der elektronischen Kopplung kann eine Situation hervor-
rufen, in denen ein Monomer dauerhaft stärker populiert ist als ein anderes, obwohl zu
Beginn der Betrachtung die Population und auch die Schwingungswellenfunktion in bei-
den Zuständen gleich ist.
Eine wesentliche Voraussetzung für diesen Selbstlokalisierungseffekt ist eine starke Kopp-
lung zwischen elektronischen und Schwingungsfreiheitsgraden, die durch den Huang-
Rhys-Faktor gekennzeichnet ist, bei einer im Vergleich dazu schwachen elektronischen
Kopplung. So konnte in den numerischen Rechnungen zu Dimersystemen der Effekt erst
in einem Parameterbereich beobachtet werden, der für organischen Farbstoffmolekülen
bisher nicht belegt ist. Nichtsdestotrotz bieten die Rechnungen einen Einblick in die Dyna-
mik bei einer asymmetrischen Anfangswellenfunktion und liefern einen Ansatz, die Popu-
lationstransfereigenschaften von molekularen Aggregaten mittels einer gezielten Infrarot-
Anregung zu beeinflussen.
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7 Zusammenfassung

Diese Arbeit befasst sich mit den spektralen Signaturen molekularer Aggregate sowie mit
ihrer Wellenpakets- und Populationsdynamik in angeregten Zuständen unter dem Ein-
fluss externer Störungen und photoinduzierter Asymmetrie. Hierzu werden quantendyna-
mische numerische Berechnungen mit der Multi-Configuration Time-Dependent Hartree-
Methode durchgeführt, um die angesprochenen Prozesse zu charakterisieren. Durch die
Konzentration auf Modellrechnungen sind die qualitativen Ergebnisse dieser Arbeit auf
viele Systeme übertragbar.

Zunächst widmet sich die Arbeit den linearen UV/Vis-Absorptions- und Emissionsspek-
tren von Aggregaten. Hier zeigt sich, dass die Anzahl der Größen, die ein Absorptions-
spektrum bestimmen – etwa die Anzahl der Chromophore, ihre geometrischen Anord-
nung und die elektronische Kopplung zwischen ihnen – zu groß ist, um ihre numerischen
Werte eindeutig aus den Spektren bestimmen zu können. Insbesondere können sich die
Auswirkungen der Aggregatgröße und der Kopplungsstärke gegenseitig so beeinflussen,
dass die Form der Absorptionsbande bei sehr unterschiedlichen Systemen nahezu identisch
ist. Daraus ergeben sich Schwierigkeiten bei der Interpretation experimenteller Spektren,
insbesondere von selbst-aggregierten Oligomeren, deren Größe unbekannt ist. Es ist daher
notwendig, entweder die elektronische Kopplung oder die Anzahl der Monomere in einem
Aggregat durch andere experimentelle Methoden unabhängig zu bestimmen. Ist die Ag-
gregatgröße jedoch bekannt, können die Absorptionsspektren sehr wohl zur Bestimmung
anderer Eigenschaften des Systems herangezogen werden.
Die Spektren werden durch verschiedene inter- und intramolekularen Größen bestimmt.
Die Monomerspektren zeigen im Allgemeinen eine Schwingungsprogression, zu der ei-
ne effektive Vibrationsfrequenz und die Kopplung – beschrieben durch den Huang-Rhys-
Faktor – des elektronischen Übergangs an die Schwingungsmoden im Molekül beiträgt.
Beim Übergang zu molekularen Oligomeren kommen zu diesen intra- die oben genann-
ten intermolekularen Parameter hinzu. Der wechselseitige Einfluss dieser Größen auf die
Absorptionsspektren wird in dieser Arbeit eingehend untersucht. Dazu werden sowohl
analytische als auch numerische Rechnungen durchgeführt. Sie zeigen, dass die Spektren
in verschiedene Absorptionsbänder zerlegt werden können, die den elektronischen Eigen-
zuständen des gekoppelten Systems zuzuordnen sind. Ihre spektrale Intensität wird durch
die Anordnung der Monomere, vor allem ihrer Übergangsdipolmomente, bestimmt. Die
hier eingehenden Geometriefaktoren entsprechen für eine rein elektronische Betrachtung
den bekannten Dipol-Auswahlregeln. So ist bei parallelen Übergangsdipolmomenten (H-
Aggregat) besonders das energetisch höchste Band zu sehen, bei antiparalleler Anordnung
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(J-Aggregat) das energetisch niedrigste. Für vibronische Systeme zeigen die Bänder selbst
eine Vibrationsstruktur. Die relative Intensität der auftretenden Peaks wird jedoch nicht
nur von intramolekularen Größen wie dem Huang-Rhys-Faktor bestimmt, sondern auch
durch die elektronische Kopplung und die Aggregatgröße.
Ein Beispiel für Systeme mit bekannter Größe stellen kovalent gebundene zyklische Ag-
gregate aus drei und vier cis-Indolenin-Squarain-Molekülen dar. An Modellen für die Ag-
gregate sowie für isolierte Monomere wurden durch Anpassen der theoretischen Absorp-
tionsspektren an experimentelle Daten zunächst der Huang-Rhys-Faktor und die Stärke
der elektronischen Kopplung bestimmt. Um die berechneten Emissionsspektren ebenfalls
mit den experimentellen Daten in Übereinstimmung zu bringen, waren zwei Erweiterun-
gen des Modells notwendig. Das Emissionsspektrum des Monomers zeigt einen Stokes-
Shift im Vergleich zumMaximum des Absorptionsspektrums, der energetisch nicht mit der
Schwingungsprogression, die in beiden Spektren zu sehen ist, in Einklang gebracht werden
kann. Dies deutet darauf hin, dass das Modell um mindestens eine weitere Schwingungs-
mode erweitert werden muss. Jeder Vibrationspeak der im gemessenen Spektrum sicht-
baren Schwingungsprogression beinhaltet selbst eine Progression einer niederfrequen-
ten Mode. Durch Umgebungseinflüsse sind die Spektren verbreitert, so dass die weitere
Schwingungsprogression in den Daten nicht sichtbar ist. Sie äußert sich allerdings in der
Verschiebung der Absorptions- und Emissionsmaxima. In den Emissionsspektren der Tri-
und Tetramere wird ein weiterer Effekt sichtbar: Während ihre Absorptionsspektren für
eine symmetrische Anordnung der Übergangsdipolmomente sprechen, können die rela-
tiven Intensitäten verschiedener Vibrationslinien in den Emssionsspektren nur durch ei-
ne asymmetrische Konfiguration erklärt werden. Diese Aufhebung der Symmetrie bricht
die Auswahlregeln und führt damit zu einer nichtverschwindenden Intensität eines Über-
gangs, der ansonsten dipolverboten ist. Die Beobachtungen deuten auf eine Verzerrungs-
bewegung der Aggregate nach der Absorption eines Photons hin. Deren genaue Charak-
terisierung erfordert jedoch umfassende quantenchemische Berechnungen und wurde in
dieser Arbeit nicht durchgeführt.

Das zweite Hauptthema der Arbeit ist die Populationsdynamik in angeregten Zuständen
molekularer Aggregate. Dazu werden numerische Rechnungen an Dimeren, Pentameren
und Nonameren durchgeführt. Eine Asymmetrie, sei es im System selbst oder am Wellen-
paket, das durch die Anregung entsteht, kann dazu führen, dass ein einzelnes Monomer
dauerhaft bevorzugt populiert ist.
Wenn das Aggregat beispielsweise mit einem Lösemittelmolekül stößt, und so die Energie
des angeregten Zustands bestimmter Monomere für eine gewisse Zeit erhöht ist, kommt
es zu einer Lokalisation der Population in diesem energetisch höheren Zustand. In einem
System mit weiteren internen Freiheitsgraden wird die Population auf benachbarte Mo-
nomere übertragen, wenn der Betrag der Energieverschiebung des gestörten Zustands mit
dem Abstand der Schwingungsniveaus zusammenfällt. Im Dimer findet man dann einen
oszillierenden Verlauf mit nahezu vollständigem Populationsaustausch zwischen den bei-
den Monomeren. In größeren Aggregaten sind weitere Moleküle vorhanden, auf die die
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Population übertragen werden kann. Das Monomer, dessen Energie angehoben wurde,
bleibt dann deutlich schwächer populiert, solange die Störung anhält. Der anfängliche Lo-
kalisierungseffekt ist darüber hinaus zustandsspezifisch: Er wird durch die Überlappinte-
grale der Schwingungskomponenten der Wellenfunktion in den diabatischen angeregten
elektronischen Zuständen bestimmt. Durch die Präparation bestimmter vibronischer Ei-
genzustände der gekoppelten Systeme kann selektiv erreicht werden, dass die Population
eines gestörten Monomers steigt oder fällt. Die beschriebenen Effekte stimmen dabei für
jede Aggregatgröße qualitativ überein.
Durch die Kombination von zwei Laserpulsen kann auch ein Wellenpaket in den ange-
regten Zuständen erzeugt werden, dessen Symmetrieachsen nicht mit denen der Poten-
tialflächen des Systems zusammenfallen: Ein infraroter Puls erzeugt ein Wellenpaket im
Grundzustand, ein darauf folgender ultrakurzer UV-Puls regt das System elektronisch an,
wobei das Schwingungswellenpaket nicht verändert wird. Dadurch, dass hier die Asym-
metrie schon im Wellenpaket vorliegt, kann es auch ohne äußere Störung zu einer Lo-
kalisation der Population auf einem Monomer kommen. Dies wird an einem Dimer mit
einem zusätzlichen Torsionsfreiheitsgrad und unterschiedlichen Verläufen der elektroni-
schen Kopplung entlang dieser Koordinate untersucht. Der Selbstlokalisationseffekt ist
dann zu beobachten, wenn eine große Kopplung zwischen elektronischer Anregung und
Wellenpaketsbewegung, also ein großer Huang-Rhys-Faktor, und gleichzeitig eine im Ver-
gleich dazu schwache elektronische Kopplung vorliegt. Dies führt im Verlauf der Bewe-
gung zu einem kleinen Überlappintegral zwischen den Wellenpaketen in den verschie-
denen elektronischen Zuständen, was den Populationsaustausch minimiert. Auch dieser
Effekt lässt sich auf größere Aggregate übertragen: In einem linear gekoppelten Nonamer
kann der Populationstransport entlang der Kette beeinflusst werden, indem der Mittel-
punkt des anfänglichen Wellenpakets – entsprechend dem Einfluss des IR-Pulses – relativ
zu den Potentialminima in den angeregten Zuständen verschoben wird.
Zusammenfassend ergeben die vorliegenden quantendynamischen Untersuchungen mit
dem Fokus auf dynamische Unordnung Hinweise für das experimentell beobachtete Ver-
halten, dass durch Absorption eines Photons generierte Exzitonen in molekularen Aggre-
gaten nach kurzer Zeit auf wenige Monomereinheiten räumlich begrenzt sind. Sie zei-
gen auch einen Weg auf, die Transporteigenschaften der Aggregate durch kombinierte
IR-/UV-Anregungsschemata zu beeinflussen. Die Analyse der linearen Spektren von Mo-
lekülaggregaten liefert wichtige Anhaltspunkte, um zu beurteilen, inwiefern experimen-
telle spektroskopische Daten Rückschlüsse insbesondere auf die Kopplung zwischen den
Monomeren zulassen, und ob gegebenenfalls die Notwendigkeit komplementärer Unter-
suchungsmethoden besteht.
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8 Summary

The present work studies the spectral signatures of molecular aggregates as well as their
excited-state wave-packet and population dynamics under the influence of external pertur-
bations and photo-induced asymmetry. Quantum dynamical numerical calculations em-
ploying the Multi-Configuration Time-Dependent Hartee method are performed in order
to characterize the aforementioned processes. Concentrating on model calculations, the
results of this work can qualitatively be transferred to a variety of different systems.

First, linear UV/Vis- absorption and emission spectra of aggregates are investigated. It be-
comes apparent that the number of quantities which determine an absorption spectrum
– such as the number of chromophores, their geometrical arrangement and the electronic
coupling between them – is too large to uniquely determine their numerical values from
the specta. Especially, the effects of the aggregate size and the coupling strength can influ-
ence each other in a way such that nearly identical spectra are obtained for vastly different
systems.This leads to difficulties in the interpretation of experimental spectra, in particular
when investigating self-assembled oligomers whose size is unknown. It is thus necessary
to determine either the number of monomers within the aggregate or their electronic cou-
pling independently via other experimental techniques. If the aggregate size is, however,
known, absorption spectra provide a valuable tool for determining other properties of the
system under investigation.
The spectra are determined by a variety of inter- and intramolecular quantities. The mono-
mer spectra show, in general, a vibrational progression to which an effective vibrational
frequency and the coupling – characterized by the Huang-Rhys factor – of the electronic
excitation and vibrational motion contribute. In addition to these intramolecular quanti-
ties, the abovementioned intermolecular parameters come into play when one turns to
molecular oligomers. The interdependent influence of these quantities on the absorption
spectra is examined in detail in the present work. To this end, analytical and numerical
calculations are performed. They show that the spectra can be decomposed into different
absorption bands which represent the electronic eigenstates of the coupled system. The
spectral intensity of the bands is given by the geometrical arrangement of the monomers
or, more specifically, their transition dipole moments. The geometry factors which en-
ter here, correspond to the dipole selection rules of a purely electronic treatment of the
system. Therefore, the high-energy band is most clearly visible if the dipole moments are
arranged in a parallel fashion (H-aggregate), whereas an anti-parallel arrangement leads to
a strongly allowed low-energy band. In vibronic systems, these bands show a vibrational
sub-structure. The relative intensity of the visible peaks within one band is, however, not
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only determined by intramolecular quantities such as the Huang-Rhys factor, but elec-
tronic coupling and aggregate size manifest themselves as well.
One example for systems of known size are covalently linked cyclic aggregates comprised
of three or four cis-Indolenine Squaraine dye molecules. In model calculations on these
aggregates, as well as of isolated monomers, numerical values for the Huang-Rhys factor
and the electronic coupling strength are determined by fitting the theoretical absorption
spectra to experimental data. Two extensions of the model are necessary in order to arive
at emission spectra in agreement with the experiment. First, the monomer emission spec-
trum shows a Stokes shift compared to the absorption maximum which is, in terms of
energy, not in accordance with the vibrational progression observed in both spectra. This
indicates that at least one additional vibrational mode has to be incorporated in the model.
Each vibrational peak of the progression found in the measured spectrum is then com-
prised of another progression of a low-frequency mode. Interaction with the environment
leads to broadening of the spectra so that the additional vibrational progression remains
unresolved. It results, however, in the non-coincidence of the absorption and emission
maxima. Another effect can be found in the emission spectra of the trimers and tetramers:
While the shape of the absorption spectra indicates a symmetric arrangement of the tran-
sition dipole moments, the relative intensities of different vibrational lines in the emission
spectra can only be explained by an asymmetric configuration. This reduction of symme-
try breaks the selection rules and thus leads to a non-vanishing intensity of an otherwise
dipole-forbidden transition.The observations suggest a deformational motion of the aggre-
gates following the absorption of a photon. Characterizing this motion in a detailed fashion
requires extensive quantum chemical calculations and is therefore not being performed in
the present work.

The second main topic of the thesis is the excited-state population dynamics of molecular
aggregates. Here, numerical calculations for dimer, pentamer and nonamer systems are
performed. It is shown that any asymmetry, originating from the system itself or from the
photo-excited wave-packet, leads to a quasi-permanent enhancement of the population of
a single monomer unit.
When the aggregate, for example, collides with a solvent molecule leading to an energy in-
crease of the excited states of certainmonomers, the excited-state population is, after a very
short time, localized in the state with higher energy. In a system that features additional
internal degrees of freedom, the population is transferred to neighboring monomers if the
energy shift of the perturbed state is in resonance with the spacing of the vibrational levels.
The dimer then exhibits an oscillating behaviour with near-complete exchange of popu-
lation between the two monomers. Larger aggregates offer further monomers to which
the population can be transferred. The perturbed monomer thus remains significantly less
populated as long as the perturbation is active. In addition, the inital localization effect is
state-specific as it is determined by the overlap integral of the vibrational wave-function
components in the diabatic electronic states. The population of the perturbed monomer
can selectively be steered to increase or decrease via the preparation of a specific vibronic
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eigenstate of the coupled system.The effects are found to qualitatively agree for arbitrarily
sized aggregates.
By combining two laser pulses, it is possible to generate an excited-state wave-packet
whose axes of symmetry do not coincide with those of the potential energy surfaces of
the system: First, an infra-red pulse generates a vibrational wave-packet in the electronic
ground state and a subsequent ultra-short UV pulse leads to an electronic excitation with-
out deforming the wave-packet (vertical transition). Since, here, the asymmetry is already
contained in the wave-packet, localization of the population on a single monomer is possi-
ble even without an external perturbation. This is studied in detail for a dimer system with
an additional torsional degree of freedom and different characteristics of the electronic
coupling along this coordinate. A self-localization effect can be observed if a large cou-
pling between electronic and nuclear degrees of freedom, i. e. a large Huang-Rhys factor,
is present while, at the same time, the electronic coupling is weak compared to the former.
This leads to a small overlap integral of the wave-packets in the different electronic states
along the course of the wave-packet motion and thus minimizes the population exchange
between the states. This effect can be found in larger aggregates as well: The population
transport along the chain of a linearly coupled nonamer can be significantly influenced 
as the center of the initial wave-packet – corresponding to the effect of the IR pulse – is
displaced with respect to the minima of the excited-state potential energy surfaces.
The present quantum dynamical study focussing on dynamic disorder yields insight on
the experimental observation that excitons generated via photo-absorption in molecular
aggregates tend to localize on only a few monomer units on a very short time scale. It
also demonstrates a way to manipulate the transport properties of molecular aggregates
using combined IR/UV excitation patterns. The analysis of the linear spectra of molecu-
lar aggregates provides helpful guidelines on the question whether quantities such as the
electronic coupling between the monomers can be determined from experimental spectro-
scopical data or complementary methods of investigation turn out to be necessary.
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A Herleitung der
MCTDH-Bewegungsgleichungen

Die folgende Darstellung lehnt sich an die Herleitung der Time-Dependent-Hartree- und
MCTDH-Bewegungsgleichungen an, die in [29] dargestellt wird. Sie ist jedoch an einigen
Stellen ausführlicher.

Der MCTDH-Wellenfunktionsansatz ist

Ψ(𝒒, 𝑡) =
𝑛1

∑
𝑗1=1

⋯
𝑛𝑓

∑
𝑗𝑓=1

𝐴𝑗1,…,𝑗𝑓
(𝑡)

𝑓
∏
𝑘=1

𝜑𝑘
𝑗𝑘

(𝑞𝑘, 𝑡). (A.1)

Mit dem zusammengesetzen Index 𝐽 und dem Hartree-Produkt aus den einzelnen Single-
Particle Functions lässt sich dieser als

Ψ(𝒒, 𝑡) = ∑
𝐽

𝐴𝐽(𝑡)Φ𝐽(𝒒, 𝑡) (A.2)

schreiben. Eine andere mögliche Schreibweise ist

Ψ(𝒒, 𝑡) = ∑
𝑗

𝜑𝑘
𝑗 𝜓(𝑘)

𝑗 , (A.3)

wobei

𝜓(𝑘)
𝑗 ∶= ∑

𝑗1,…,𝑗𝑓

(𝑘)𝐴𝐽𝑘
𝑗

∏
𝑘′≠𝑘

𝜑𝑘′
𝑗𝑘′ (𝑞𝑘′, 𝑡) (A.4)

die Definition der Single-Hole Function darstellt.
Die Bewegungsgleichungen werden nun aus dem Dirac-Frenkel-Variationsprinzip

⟨𝛿Ψ | i 𝜕
𝜕𝑡 − 𝐻̂ | Ψ⟩ = i⟨𝛿Ψ | Ψ̇⟩ − ⟨𝛿Ψ | 𝐻̂ | Ψ⟩ = 0 (A.5)

gewonnen, wobei für die Zeitableitung der Wellenfunktion

Ψ̇ = ∑
𝐽

̇𝐴𝐽Φ𝐽 + ∑
𝑘

∑
𝑗

𝜑̇𝑘
𝑗 𝜓(𝑘)

𝑗 (A.6)
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gilt. Für die Variation der Wellenfunktion bezüglich der A-Koeffizienten und der SPFs gilt

𝛿Ψ
𝛿𝐴𝐽

= Φ𝐽 bzw. 𝛿Ψ
𝛿𝜑𝑘

𝑗
= 𝜓(𝑘)

𝑗 . (A.7)

Durch Variation der Wellenfunktion bezüglich des A-Vektors erhält man

i⟨Φ𝐽 | Ψ̇⟩ − ⟨Φ𝐽 | 𝐻̂ | Ψ⟩ = 0. (A.8)

Bringt man den Termmit demHamiltonian auf die andere Seite und setzt die Zeitableitung
der Wellenfunktion (A.6) ein,

i∑
𝐿

⟨Φ𝐽 |Φ𝐿⟩⏟
=𝛿𝐽𝐿

̇𝐴𝐿 + i∑
𝑘

∑
𝑙

⟨Φ𝐽 | 𝜑̇𝑘
𝑙 𝜓(𝑘)

𝑙 ⟩ = ⟨Φ𝐽 | 𝐻̂ | Ψ⟩, (A.9)
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𝑙 ⟩ = ⟨Φ𝐽 | 𝐻̂ | Ψ⟩, (A.10)

erhält man einen Ausdruck für die zeitliche Ableitung von 𝐴𝐽 , der allerdings noch eine
weitere Zeitableitung – die der Single-Particle Functions – enthält. Für diesen Summanden
gilt
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Hier treten die Matrixelemente des Constraint-Operators auf. Wählt man 𝒈𝑘 ≡ 0, ist
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Rückeinsetzen in Gleichung (A.10) führt schließlich auf die Bewegungsgleichung für den
A-Vektor:

i ̇𝐴𝐽 + ∑
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∑
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i⟨Φ𝐽 | 𝜑̇𝑘
𝑙 𝜓(𝑘)

𝑙 ⟩⏟⏟⏟⏟⏟
=0

= ∑
𝐿

⟨Φ𝐽 | 𝐻̂ | Ψ⟩, (A.13)

i ̇𝐴𝐽 = ∑
𝐿

⟨Φ𝐽 | 𝐻̂ | Φ𝐿⟩𝐴𝐿. (A.14)

In letzteremAusdruckwurde die Schreibweise (A.2) für die Gesamtwellenfunktion benutzt.
Damit wird die Verwandtschaft der A-Bewegungsgleichung mit Gleichungen für die Zeit-
entwicklung von Koeffizienten bei einer zeitunabhängigen Basis deutlich – die Matrixele-
mente des Hamiltonians sind hier jedoch zeitabhängig.
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Für die Variation der Wellenfunktion bzgl. der Single-Particle Functions erhält man

i⟨𝜓(𝑘)
𝑗 | Ψ̇⟩ − ⟨𝜓(𝑘)

𝑗 | 𝐻̂ | Ψ⟩ = 0, (A.15)

bzw. mit (A.6)

i∑
𝐿

⟨𝜓(𝑘)
𝑗 |Φ𝐿⟩ ̇𝐴𝐿 + i∑

𝑘′
∑

𝑙
⟨𝜓(𝑘)

𝑗 | 𝜑̇𝑘′
𝑙 𝜓(𝑘′)

𝑙 ⟩ = ⟨𝜓(𝑘)
𝑗 | 𝐻̂ | Ψ⟩. (A.16)

Für den ersten Summanden auf der linken Seite benutzt man zunächst die Bewegungsglei-
chung des A-Vektors (A.13) und erhält

i∑
𝐿

⟨𝜓(𝑘)
𝑗 |Φ𝐿⟩ ̇𝐴𝐿 = ∑

𝐿
⟨𝜓(𝑘)

𝑗 |Φ𝐿⟩⟨Φ𝐿 | 𝐻̂ | Ψ⟩. (A.17)

Mit der Definition der Single-Hole Function (A.4) wird daraus

i∑
𝐿

⟨𝜓(𝑘)
𝑗 |Φ𝐿⟩ ̇𝐴𝐿 = ∑

𝐿
∑

𝑗1…𝑗𝑓

(𝑘)𝐴∗
𝐽𝑘

𝑗
⟨ ∏
𝑘′≠𝑘

𝜑𝑘′
𝑗𝑘′ |Φ𝐿⟩⟨Φ𝐿 | 𝐻̂ | Ψ⟩

= ∑
𝐿

∑
𝑗1…𝑗𝑓

(𝑘)𝐴∗
𝐽𝑘

𝑗
⟨ ∏
𝑘′≠𝑘

𝜑𝑘′
𝑗𝑘′ | ∏

𝑛
𝜑𝑛

𝑙𝑛
⟩⟨Φ𝐿 | 𝐻̂ | Ψ⟩

= ∑
𝐿

∑
𝑗1…𝑗𝑓

(𝑘)𝐴∗
𝐽𝑘

𝑗

𝑛≠𝑘
⏞⏞⏞⏞⏞∏
𝑛≠𝑘

⟨𝜑𝑛
𝑗𝑛

|𝜑𝑛
𝑙𝑛

⟩⏟⏟⏟⏟⏟
=𝛿𝑗𝑛,𝑙𝑛

⋅
𝑛=𝑘
⏞|𝜑𝑘

𝑙𝑘
⟩⟨Φ𝐿 | 𝐻̂ | Ψ⟩. (A.18)

Führt man hier nun die Summen über die 𝑗𝑖 aus, wird wegen der Kronecker-Deltas aus
dem 𝐴𝐽𝑘

𝑗
ein 𝐴𝐿𝑘

𝑗
. Schreibt man dann das übrige Hartree-Produkt als Produkt aus SPFs,

kann man die Summe über 𝑙𝑘 sowie die SPFs des 𝑘-ten Freiheitsgrades vorziehen und den
Rest wiederum mit einer Single-Hole Function identifizieren:

i∑
𝐿

⟨𝜓(𝑘)
𝑗 |Φ𝐿⟩ ̇𝐴𝐿 = ∑

𝐿
|𝜑𝑘

𝑙𝑘
⟩𝐴∗

𝐿𝑘
𝑗
⟨Φ𝐿 | 𝐻̂ | Ψ⟩

= ∑
𝑙𝑘

|𝜑𝑘
𝑙𝑘

⟩ ∑
𝑙1…𝑙𝑓

(𝑘)𝐴∗
𝐿𝑘

𝑗
⟨𝜑𝑘

𝑙𝑘
|⟨ ∏

𝑘′≠𝑘
𝜑𝑘′

𝑙𝑘′ | 𝐻̂ | Ψ⟩

= ∑
𝑙𝑘

| 𝜑𝑘
𝑙𝑘

⟩⟨𝜑𝑘
𝑙𝑘

|
⏟⏟⏟⏟⏟

=𝑃 𝑘

⋅⟨𝜓(𝑘)
𝑗 | 𝐻̂ | Ψ⟩. (A.19)

Mit der Definition des MCTDH-Projektors erhält man dann

i∑
𝐿

⟨𝜓(𝑘)
𝑗 |Φ𝐿⟩ ̇𝐴𝐿 = 𝑃 𝑘⟨𝜓(𝑘)

𝑗 | 𝐻̂ | Ψ⟩. (A.20)
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A Herleitung der MCTDH-Bewegungsgleichungen

Setzt man dies wiederum in (A.16) ein und bringt den Term auf die rechte Seite,

i∑
𝑘′

∑
𝑙

⟨𝜓(𝑘)
𝑗 | 𝜑̇𝑘

𝑙 𝜓(𝑘)
𝑙 ⟩ = ⟨𝜓(𝑘)

𝑗 | 𝐻̂ | Ψ⟩ − 𝑃 𝑘⟨𝜓(𝑘)
𝑗 | 𝐻̂ | Ψ⟩

= (1 − 𝑃 𝑘) ⟨𝜓(𝑘)
𝑗 | 𝐻̂ | Ψ⟩, (A.21)

ergibt sich eine Gleichung, die als einzige Zeitableitung jene der SPFs enthält. Um diese zu
isolieren und eine Gleichung der Form i𝜑̇ = … zu erhalten, betrachtet man den verblei-
benden Term auf der linken Seite,

i∑
𝑘′

∑
𝑙

⟨𝜓(𝑘)
𝑗 | 𝜑̇𝑘′

𝑙 𝜓(𝑘′)
𝑙 ⟩ = i∑

𝑙
⟨𝜓(𝑘)

𝑗 |𝜓(𝑘)
𝑙 ⟩𝜑̇𝑘

𝑙
⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝑘′=𝑘

+i ∑
𝑘′≠𝑘

∑
𝑙

⟨𝜓(𝑘)
𝑗 | 𝜑̇𝑘′

𝑙 𝜓(𝑘′)
𝑙 ⟩

⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑘′≠𝑘

= i∑
𝑙

𝜌(𝑘)
𝑗𝑙 𝜑̇𝑘

𝑙 + i ∑
𝑘′≠𝑘

∑
𝑙

⟨𝜓(𝑘)
𝑗 | 𝜑̇𝑘′

𝑙 𝜓(𝑘′)
𝑙 ⟩, (A.22)

wobei es zweckmäßig ist, den Summanden 𝑘′ = 𝑘 aus der 𝑘′-Summe vorzuziehen. Für die
Restsumme gilt, wobei wiederum im Bra die Definition der Single-Hole Functions benutzt
wird,

i ∑
𝑘′≠𝑘

∑
𝑙

⟨𝜓(𝑘)
𝑗 | 𝜑̇𝑘′

𝑙 𝜓(𝑘′)
𝑙 ⟩ = i ∑

𝑗1…𝑗𝑓

(𝑘)𝐴∗
𝐽𝑘

𝑗
∏
𝑛≠𝑘

⟨𝜑𝑛
𝑗𝑛

| 𝜑̇𝑘′
𝑙 𝜓(𝑘′)

𝑙 ⟩ (A.23)

= i ∑
𝑗1…𝑗𝑓

(𝑘)𝐴∗
𝐽𝑘

𝑗

𝑛=𝑘′

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⟨𝜑𝑘′
𝑗𝑘′ | 𝜑̇𝑘′

𝑙 ⟩⏟⏟⏟⏟⏟
=𝑔𝑘′

𝑗𝑘′ 𝑙

𝜓(𝑘′)
𝑙 ⋅

𝑛≠𝑘′

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞∏
𝑛≠(𝑘,𝑘′)

⟨𝜑𝑛
𝑗𝑛

| 𝜑̇𝑘′
𝑙 𝜓(𝑘′)

𝑙 ⟩ .

Analog zu Gleichung (A.12) gilt dann bei 𝒈𝑘 ≡ 0 ebenfalls

i ∑
𝑘′≠𝑘

∑
𝑙

⟨𝜓(𝑘)
𝑗 | 𝜑̇𝑘′

𝑙 𝜓(𝑘′)
𝑙 ⟩ = 0, (A.24)

wodurch sich (A.22) zu

i∑
𝑘′

∑
𝑙

⟨𝜓(𝑘)
𝑗 | 𝜑̇𝑘′

𝑙 𝜓(𝑘′)
𝑙 ⟩ = i∑

𝑙
𝜌(𝑘)

𝑗𝑙 𝜑̇𝑘
𝑙 + 0 (A.25)

vereinfacht. Rückeinsetzen in Gleichung (A.21) ergibt dann, mit (A.3),

i∑
𝑙

𝜌(𝑘)
𝑗𝑙 𝜑̇𝑘

𝑙 = (1 − 𝑃 𝑘) ⟨𝜓(𝑘)
𝑗 | 𝐻̂ | Ψ⟩

= (1 − 𝑃 𝑘) ∑
𝑙

⟨𝜓(𝑘)
𝑗 | 𝐻̂ | 𝜓(𝑘)

𝑙 ⟩𝜑𝑘
𝑙 . (A.26)
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Teilt man den gesamten Hamiltonoperator nun in Single-Particle Operatoren und einen
Restterm auf,

𝐻̂ = ∑
𝑘

ℎ𝑘 + 𝐻̂𝑅, (A.27)

gilt für die Matrixelemente auf der rechten Seite von (A.26)

⟨𝜓(𝑘)
𝑗 | 𝐻̂ | 𝜓(𝑘)

𝑙 ⟩ = ⟨𝜓(𝑘)
𝑗 | (∑

𝑛
ℎ𝑛 + 𝐻̂𝑅) | 𝜓(𝑘)

𝑙 ⟩

= ⟨𝜓(𝑘)
𝑗 |𝜓(𝑘)

𝑙 ⟩⏟⏟⏟⏟⏟
=𝜌(𝑘)

𝑗𝑙

ℎ𝑘 + ⟨𝜓(𝑘)
𝑗 | 𝐻̂𝑅 | 𝜓(𝑘)

𝑙 ⟩ + ⟨𝜓(𝑘)
𝑗 | ∑

𝑛≠𝑘
ℎ𝑛 |𝜓(𝑘)

𝑙 ⟩
⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

=𝜀(𝑘)
𝑗𝑙

, (A.28)

wobei eine Matrix 𝜺(𝑘) definiert wird. Einsetzen in (A.26) liefert nun

i𝝆(𝑘)𝝋̇𝑘 = (1 − 𝑃 𝑘) [𝝆(𝑘)ℎ𝑘 + ⟨𝑯̂𝑅⟩(𝑘) + 𝜺] 𝝋𝑘. (A.29)

Hier wurde eine direkte Matrix-Vektor-Multiplikation anstelle von komponentenweiser
Darstellung geschrieben.
Betrachtet man den Term 𝑃 𝑘𝜺(𝑘)𝝋𝑘 genauer, erkennt man, dass der Projektor 𝑃 𝑘 auf die
SPFs des 𝑘-ten Freiheitsgrads wirkt, während die Single-Particle Operatoren, die in 𝜺(𝑘)

eingehen, nur auf die anderen Freiheitsgrade wirken. Daher kann man 𝜺(𝑘) vorziehen (hier
wieder in Komponentenschreibweise):

𝑃 𝑘 ⟨𝜓(𝑘)
𝑗 | ∑

𝑛≠𝑘
ℎ𝑛 |𝜓(𝑘)

𝑙 ⟩ ⋅ |𝜑𝑘
𝑙 ⟩ = ∑

𝑙𝑘

| 𝜑𝑘
𝑙𝑘

⟩⟨𝜑𝑘
𝑙𝑘

| ⋅ ⟨𝜓(𝑘)
𝑗 | ∑

𝑛≠𝑘
ℎ𝑛 |𝜓(𝑘)

𝑙 ⟩ ⋅ |𝜑𝑘
𝑙 ⟩

= ⟨𝜓(𝑘)
𝑗 | ∑

𝑛≠𝑘
ℎ𝑛 |𝜓(𝑘)

𝑙 ⟩ ⋅ ∑
𝑙𝑘

|𝜑𝑘
𝑙𝑘

⟩ ⟨𝜑𝑘
𝑙𝑘

|𝜑𝑘
𝑙 ⟩⏟

=𝛿𝑙𝑘,𝑙

= ⟨𝜓(𝑘)
𝑗 | ∑

𝑛≠𝑘
ℎ𝑛 |𝜓(𝑘)

𝑙 ⟩ ⋅ |𝜑𝑘
𝑙 ⟩. (A.30)

Damit ist 𝑃 𝑘𝜀(𝑘)
𝑗𝑙 𝜑𝑘

𝑙 = 𝜀(𝑘)
𝑗𝑙 𝜑𝑘

𝑙 , also (1 − 𝑃 𝑘) 𝜺𝝋𝑘 = 0. Insgesamt ergibt sich also, wenn
man die Dichtematrix links auf die andere Seite bringt, die Bewegungsgleichung

i𝝋̇𝑘 = (1 − 𝑃 𝑘) [𝟏 ℎ𝑘 + (𝝆(𝑘))−1 ⟨𝑯̂𝑅⟩(𝑘)] 𝝋𝑘 (A.31)

für den Vektor der Single-Particle Functions des 𝑘-ten Freiheitsgrads.
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B Herleitung der Kopplungselemente
für die Squarain-Spektren

Tabelle 4.1 zeigt eine Übersicht über die elektronischen Kopplungselemente, die für die
Berechnung der Spektren von zyklischen Trimeren und Tetrameren von cis-Indolenin-
Squarain-Molekülen benutzt werden. Sie zeigen eine nichttriviale Winkelabhängigkeit. Im
Folgenden soll eine Herleitung für diese Ausdrücke gegeben werden.
Wir nehmen als Kopplung eine reine Dipol-Dipol-Wechselwirkung an. Für die elektroni-
schen Kopplungselemente gilt daher entsprechend Gleichung (2.52)

𝐽𝑛𝑚 = 𝝁𝑛 ⋅ 𝝁𝑚
|𝑹𝑛𝑚|3

− 3 (𝑹𝑛𝑚 ⋅ 𝝁𝑛) (𝑹𝑛𝑚 ⋅ 𝝁𝑚)
|𝑹𝑛𝑚|3

. (B.1)

Sowohl beim Trimer als auch beim Tetramer legen wir eine flache Ringstruktur aus iden-
tischen Monomereinheiten zugrunde. Alle Übergangsdipolmomentvektoren haben daher
den gleichen Betrag 𝜇 haben und liegen in der 𝑥-𝑦-Ebene. Wir können sie daher als zwei-
dimensionale Vektoren schreiben, die jeweils durch den Winkel 𝛾𝑛 zur 𝑥-Achse gekenn-
zeichnet sind:

𝝁𝑛 = 𝜇 (cos 𝛾𝑛
sin 𝛾𝑛

) . (B.2)

In beiden Molekülen gilt daher für das Skalarprodukt der Übergangsdipolmomente

𝝁𝑛 ⋅ 𝝁𝑚 = 𝜇2 cos(𝛾𝑛 − 𝛾𝑚), (B.3)

das in den ersten Summanden von (B.1) eingeht.
Der zweite Summand wird dadurch bestimmt, wie der Verbindungsvektor 𝑹𝑛𝑚 relativ zu
den Dipolmomenten steht. Hier plazieren wir die Übergangsdipole auf den Ecken eines
gleichseitigen Dreiecks bzw. Quadrats, das so auf einer Spitze steht, dass sich diese Ecke
im Ursprung des Koordinatensystems befindet und die 𝑦-Achse die Figur symmetrisch
teilt. Die Kantenlänge des Dreiecks bzw. Quadrats, also den Abstand zweier benachbarter
Übergangsdipole, bezeichnen wir mit 𝐿. Die Übergangsdipole werden auf diesen Punkten
festgehalten, unabhängig von ihrer eigenen Ausrichtung zur 𝑥-Achse. Sie werden aber als
frei drehbar angenommen.
Die Anordnung im Trimer ist in Abbildung B.1 zu sehen. Die Innenwinkel des Dreiecks
betragen 60°, ebenso wie der Winkel zwischen 𝑹12 und der 𝑥-Achse. Daraus ergeben sich
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B Herleitung der Kopplungselemente für die Squarain-Spektren

𝑥

𝑦

𝑹12

𝑹23

𝑹31

𝝁1

𝝁2
𝛾2

𝝁3

𝛾3

Abbildung B.1: Geometrische Anordnung der Übergangsdipolmomente im Trimer.

die Verbindungsvektoren zwischen den Übergangsdipolen

𝑹12 = 𝐿
2 ( 1√

3) , 𝑹23 = 𝐿 (−1
0 ) und 𝑹31 = 𝐿

2 ( 1
−

√
3) . (B.4)

Alle drei Vektoren haben den Betrag 𝐿. Für die Skalarprodukte der Verbindungsvektoren
mit den Übergangsdipolmomenten gilt also

𝑹12 ⋅ 𝝁𝑛 = 𝜇𝐿
2 (cos 𝛾𝑛 +

√
3 sin 𝛾𝑛) , (B.5)

𝑹23 ⋅ 𝝁𝑛 = 𝜇𝐿 (− cos 𝛾𝑛) (B.6)

und

𝑹31 ⋅ 𝝁𝑛 = 𝜇𝐿
2 (cos 𝛾𝑛 −

√
3 sin 𝛾𝑛) . (B.7)

Setzen wir nun (B.3) und (B.5) in (B.1) ein, erhalten wir das Kopplungselement

𝐽12 = 𝜇2 cos(𝛾1 − 𝛾2)
𝐿3 − 3

𝜇2𝐿2
4 (cos 𝛾1 +

√
3 sin 𝛾1) (cos 𝛾2 +

√
3 sin 𝛾2)

𝐿5

= 𝜇2

𝐿3 [cos(𝛾1 − 𝛾2) − 3
4 (cos 𝛾1 +

√
3 sin 𝛾1) (cos 𝛾2 +

√
3 sin 𝛾2)] . (B.8)

Wegen des Faktors
√

3 lassen sich die Winkelfunktionen nicht weiter vereinfachen.
Durch Einsetzen von (B.3) und (B.6) erhalten wir das zweite Kopplungselement

𝐽23 = 𝜇2 cos(𝛾2 − 𝛾3)
𝐿3 − 3 𝜇2𝐿2(− cos 𝛾2)(− cos 𝛾3)

𝐿5

= 𝜇2

𝐿3 [cos(𝛾2 − 𝛾3) − 3 cos 𝛾2 cos 𝛾3] (B.9)
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𝑥

𝑦

𝑹12

𝑹23𝑹34

𝑹41

𝝁1

𝝁2

𝛾2

𝝁3 𝛾3

𝝁4

𝛾4

Abbildung B.2: Geometrische Anordnung der Übergangsdipolmomente im Tetramer.

und mit (B.3) und (B.7) schließlich, analog zu (B.8),

𝐽31 = 𝜇2

𝐿3 [cos(𝛾3 − 𝛾1) − 3
4 (cos 𝛾1 −

√
3 sin 𝛾1) (cos 𝛾3 −

√
3 sin 𝛾3)] . (B.10)

Auf die gleiche Weise gehen wir beim Tetramer vor. Hier ist die Situation ein wenig kom-
plizierter, da mehr Monomere vorhanden sind. So kommen Kopplungen zwischen Mono-
meren, die nicht nächste Nachbarn sind, hinzu. Aus der Anordnung, die in Abbildung B.2
gezeigt ist, gehen bei einem Innenwinkel von 90° und einemWinkel von 45° zwischen 𝑹12
und 𝑥-Achse die Verbindungsvektoren zwischen nächsten Nachbarn

𝑹12 = 𝐿√
2

(1
1) , 𝑹23 = 𝐿√

2
(−1

1 ) , 𝑹34 = 𝐿√
2

(−1
−1) und 𝑹41 = 𝐿√

2
( 1

−1)
(B.11)

hervor. Für die Verbindungsvektoren, die die Diagonalen der Anordnung darstellen gilt

𝑹13 = 𝑹12 + 𝑹23 =
√

2 𝐿 (0
1) und 𝑹24 = 𝑹23 + 𝑹34 =

√
2 𝐿 (−1

0 ) . (B.12)

Die Verbindungen zwischen nächsten Nachbarn haben also wie im Trimer die Länge 𝐿,
die beiden anderen Verbindungen die Länge

√
2 𝐿.

Damit gilt für die Skalarprodukte zwischen den Verbindungsvektoren und den Übergangs-
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dipolmomenten der Monomere, zunächst im Fall nächster Nachbarn,

𝑹12 ⋅ 𝝁𝑛 = 𝜇𝐿√
2

(cos 𝛾𝑛 + sin 𝛾𝑛) , (B.13)

𝑹23 ⋅ 𝝁𝑛 = 𝜇𝐿√
2

(− cos 𝛾𝑛 + sin 𝛾𝑛) , (B.14)

𝑹34 ⋅ 𝝁𝑛 = 𝜇𝐿√
2

(− cos 𝛾𝑛 − sin 𝛾𝑛) = −𝑹12 ⋅ 𝝁𝑛, (B.15)

𝑹41 ⋅ 𝝁𝑛 = 𝜇𝐿√
2

(cos 𝛾𝑛 − sin 𝛾𝑛) = −𝑹23 ⋅ 𝝁𝑛. (B.16)

Für die diagonalen Verbindungen gilt

𝑹13 ⋅ 𝝁𝑛 =
√

2 𝜇𝐿 sin 𝛾𝑛, (B.17)
𝑹24 ⋅ 𝝁𝑛 =

√
2 𝜇𝐿(− cos 𝛾𝑛). (B.18)

Durch Einsetzen der Skalarprodukte erhalten wir wiederum die einzelnen Kopplungsele-
mente. Für die Kopplung zwischen Monomer 1 und Monomer 2 gilt also

𝐽12 = 𝜇2 cos(𝛾1 − 𝛾2)
𝐿3 − 3

𝜇2𝐿2
2 (cos 𝛾1 + sin 𝛾1) (cos 𝛾2 + sin 𝛾2)

𝐿5

= 𝜇2

𝐿3 [cos(𝛾1 − 𝛾2)−

3
2(cos 𝛾1 cos 𝛾2 + sin 𝛾1 sin 𝛾2⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

= cos(𝛾1−𝛾2)
+ cos 𝛾1 sin 𝛾2 + sin 𝛾1 cos 𝛾2⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

= sin(𝛾1+𝛾2)
)]

= 𝜇2

𝐿3 [−1
2 cos(𝛾1 − 𝛾2) − 3

2 sin(𝛾1 + 𝛾2)]

= 𝜇2

𝐿3 (−1
2) [cos(𝛾1 − 𝛾2) + 3 sin(𝛾1 + 𝛾2)]. (B.19)

Hier lassen sich, imGegensatz zumTrimer, dieWinkelterme im zweiten Summanden durch
Benutzung der Additionstheoreme weiter zusammenfassen. Für die Kopplung zwischen
Monomer 2 und Monomer 3 erhalten wir – bis auf ein Vorzeichen vor dem Sinusterm in
der Klammer – die gleiche Struktur:

𝐽23 = 𝜇2 cos(𝛾2 − 𝛾3)
𝐿3 − 3

𝜇2𝐿2
2 (− cos 𝛾2 + sin 𝛾2) (− cos 𝛾3 + sin 𝛾3)

𝐿5

= 𝜇2

𝐿3 [cos(𝛾2 − 𝛾3) − 3
2(cos(𝛾2 − 𝛾3) − sin(𝛾2 + 𝛾3))]

= 𝜇2

𝐿3 (−1
2) [cos(𝛾2 − 𝛾3) − 3 sin(𝛾2 + 𝛾3)]. (B.20)

130



Die beiden Kopplungselemente 𝐽34 und 𝐽41 sind von der gleichen Form wie 𝐽12 und 𝐽23,
denn die Skalarprodukte unterscheiden sich nur durch ein Vorzeichen, siehe Gl. (B.15) und
(B.16), das sich wieder heraushebt. Wir erhalten also

𝐽34 = 𝜇2

𝐿3 (−1
2) [cos(𝛾3 − 𝛾4) + 3 sin(𝛾3 + 𝛾4)] (B.21)

und

𝐽41 = 𝜇2

𝐿3 (−1
2) [cos(𝛾4 − 𝛾1) − 3 sin(𝛾4 + 𝛾1)]. (B.22)

Damit können wir für die elektronische Kopplung zwischen nächsten Nachbarn zusam-
menfassend

𝐽𝑛,𝑛+1 = 𝜇2

𝐿3 (−1
2) [cos(𝛾𝑛 − 𝛾𝑛+1) − (−1)𝑛3 sin(𝛾𝑛 + 𝛾𝑛+1)] (B.23)

schreiben. Dabei ist 𝑛 + 1 als 𝑛 + 1 mod 4 zu verstehen, so dass 𝐽𝑛,𝑛+1 = 𝐽41 für 𝑛 = 4.
Es bleiben noch die Kopplungen zwischen Monomeren die nicht nächste Nachbarn sind.
Hier erhalten wir durch Einsetzen von (B.17)

𝐽13 = 𝜇2 cos(𝛾1 − 𝛾3)√
8𝐿3 − 2𝜇2𝐿2 sin 𝛾1 sin 𝛾2√

32𝐿5

= 𝜇2

𝐿3 [cos(𝛾1 − 𝛾3)√
8 − 32 sin 𝛾1 sin 𝛾3√

32 ]

= 𝜇2

𝐿3
1√
8 [cos(𝛾1 − 𝛾3) − 3 sin 𝛾1 sin 𝛾3] (B.24)

und schließlich mit (B.18)

𝐽24 = 𝜇2

𝐿3
1√
8 [cos(𝛾2 − 𝛾4) − 3 cos 𝛾2 cos 𝛾4] . (B.25)
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C Störungstheoretische Berechnung
von Absorptionsspektren
molekularer Aggregate

Im Folgenden soll ein analytischer, störungstheoretisch genäherter Ausdruck für die Auto-
korrelationsfunktion bzw. das Absorptionsspektrum eines gekoppelten Aggregats herge-
leitet werden. Dies betrifft insbesondere die Gleichungen (5.19) bis (5.24), die im Hauptteil
nur genannt werden.
Die störungstheoretische Rechnung selbst wurde dabei von Klaus Renziehausen durch-
geführt und geht ihrerseits auf Arbeiten anderer Gruppen zurück [120, 122]. Da sie die
Grundlage für die Untersuchungen in Kapitel 5 darstellt, ist sie der Vollständigkeit halber
hier im Anhang aufgeführt.

Den Ausgangpunkt stellt Gleichung (5.16) dar:

𝑐𝑎𝑏𝑠(𝑡) = ∑
𝑛,𝑣′

∑
𝑚,𝑢′

(𝜺𝝁𝑛) (𝜺𝝁𝑚) 𝜆𝑣′+𝑢′e−𝜆2

√
𝑣′! 𝑢′!⏟⏟⏟⏟⏟

=∶ 𝑆𝑣′,𝑢′=𝑠𝑣′ ⋅𝑠𝑢′

⟨𝑚, 𝑢′ |e−i𝐻(𝑁)
𝑒 𝑡 |𝑛, 𝑣′⟩. (C.1)

Der hier auftretende Hamiltonian

𝐻(𝑁)
𝑒 = 𝐻(𝑁)

𝑒,0 + 𝑗𝑊 (𝑁)
𝑒 (C.2)

wird dazu in einen ungestörten, ungekoppelten, Anteil

𝐻(𝑁)
𝑒,0 = ∑

𝑛,𝑣′
|𝑛, 𝑣′⟩ (𝑣′ 𝜔 + Δ) ⟨𝑛, 𝑣′| (C.3)

und einen Störterm

𝑊 (𝑁)
𝑒 = 𝜔 ∑

𝑛,𝑣′
∑
𝑚,𝑢′

|𝑛, 𝑣′⟩𝑆𝑣′,𝑢′ (𝛿𝑛,𝑚+1 + 𝛿𝑛,𝑚−1) ⟨𝑚, 𝑢′|, (C.4)

der die elektronische Kopplung beschreibt, zerlegt. Der (dimensionslose) Parameter 𝑗 be-
schreibt die Stärke der Kopplung bzw. Störung.
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C Störungstheoretische Berechnung von Absorptionsspektren molekularer Aggregate

C.1 Eigenenergien und Eigenzustände des gekoppelten
Systems

Die Eigenwerte von 𝐻(𝑁)
𝑒,0

𝐸𝑛,𝑣′ = 𝑣′ 𝜔 + Δ (C.5)

sind entartet bezüglich der elektronischen Quantenzahl 𝑛. Um daraus folgende Probleme
bei der Berechnung zu umgehen, wird zunächst der Störoperator 𝑊 (𝑁)

𝑒 in eine Form ge-
bracht, in der er diagonal (block-diagonal) bezüglich der elektronischen Quantenzahl ist.
Dies geschieht durch eine Transformation in eine neue Basis mit den Basisfunktionen

|𝑘, 𝑣′⟩(0) = √ 2
𝑁 + 1

𝑁
∑
𝑛=1

sin ( 𝑛𝑘𝜋
𝑁 + 1) |𝑛, 𝑣′⟩. (C.6)

Diese Transformation betrifft nur den elektronischen Anteil des Zustands, der Vibrations-
anteil bleibt unverändert. Die neuen Basisfunktionen sind also wiederum Eigenfunktionen
von 𝐻(𝑁)

𝑒,0 . Die zugehörigen Eigenenergien 𝐸(0)
𝑘,𝑣′ entsprechen den Energien 𝐸𝑛,𝑣′ aus Glei-

chung (C.5).
Berücksichtigt man den jeweiligen Vibrationszustand, gilt für das Skalarprodukt von neu-
en und alten Basisfunktionen

⟨𝑚, 𝑢′ |𝑘, 𝑣′⟩(0) = √ 2
𝑁 + 1

𝑁
∑
𝑛=1

sin ( 𝑛𝑘𝜋
𝑁 + 1) ⟨𝑚, 𝑢′ |𝑛, 𝑣′⟩⏟⏟⏟⏟⏟

= 𝛿𝑚,𝑛𝛿𝑢′,𝑣′

= √ 2
𝑁 + 1 sin ( 𝑚𝑘𝜋

𝑁 + 1) 𝛿𝑢′,𝑣′. (C.7)

Der Störoperator 𝑊 (𝑁)
𝑒 ist in dieser Basis diagonal bezüglich der Quantenzahl 𝑘. Für seine

Matrixelemente gilt daher zunächst

(0)⟨𝑙, 𝑢′ |𝑊 (𝑁)
𝑒 |𝑘, 𝑣′⟩(0) 𝑘≠𝑙= 0. (C.8)

Im Fall 𝑘 = 𝑙 können dieMatrixelemente, wiederum unter Berücksichtigung der Vibration,
berechnet werden. Es gilt, mit (C.7),

(0)⟨𝑘, 𝑣′ |𝑊 (𝑁)
𝑒 |𝑘, 𝑢′⟩(0)

= 𝜔 ∑
𝑛,𝑚

∑
𝑝′,𝑞′

(0)⟨𝑘, 𝑣′ |𝑛, 𝑝′⟩𝑆𝑝′,𝑞′ (𝛿𝑛,𝑚+1 + 𝛿𝑛,𝑚−1) ⟨𝑚, 𝑞′ |𝑘, 𝑢′⟩(0)

= 𝜔 ∑
𝑝′,𝑞′

𝑆𝑝′,𝑞′𝛿𝑝′,𝑣′𝛿𝑞′,𝑢′

× ∑
𝑛,𝑚

(√ 2
𝑁 + 1)

2

sin ( 𝑛𝑘𝜋
𝑁 + 1) sin ( 𝑚𝑘𝜋

𝑁 + 1) (𝛿𝑛,𝑚+1 + 𝛿𝑛,𝑚−1) . (C.9)
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C.1 Eigenenergien und Eigenzustände des gekoppelten Systems

Führt man die beiden Summen über die Vibrationsquantenzahlen 𝑝′ und 𝑞′ sowie die Sum-
me über 𝑛 aus, erhält man unter Ausnutzung der trigonometrischen Additionstheoreme

(0)⟨𝑘, 𝑣′ |𝑊 (𝑁)
𝑒 |𝑘, 𝑢′⟩(0)

= 2𝜔 𝑆𝑣′,𝑢′

𝑁 + 1 ∑
𝑚

[sin ((𝑚 + 1)𝑘𝜋
𝑁 + 1 ) sin ( 𝑚𝑘𝜋

𝑁 + 1) + sin ((𝑚 − 1)𝑘𝜋
𝑁 + 1 ) sin ( 𝑚𝑘𝜋

𝑁 + 1)]

= 2𝜔 𝑆𝑣′,𝑢′

𝑁 + 1 ∑
𝑚

sin ( 𝑚𝑘𝜋
𝑁 + 1) [sin ((𝑚 + 1)𝑘𝜋

𝑁 + 1 ) + sin ((𝑚 − 1)𝑘𝜋
𝑁 + 1 )]

= 4𝜔 𝑆𝑣′,𝑢′

𝑁 + 1 ∑
𝑚

sin ( 𝑚𝑘𝜋
𝑁 + 1) [sin ( 𝑚𝑘𝜋

𝑁 + 1) cos ( 𝑘𝜋
𝑁 + 1)] . (C.10)

Hier wiederum kann der sin2-Term durch einen Cosinus ausgedrückt werden. Zusätzliches
Erweitern der Summe um einen Summanden mit 𝑚 = 𝑁 + 1 führt auf

(0)⟨𝑘, 𝑣′ |𝑊 (𝑁)
𝑒 |𝑘, 𝑢′⟩(0)

= 4𝜔 𝑆𝑣′,𝑢′

𝑁 + 1 cos ( 𝑘𝜋
𝑁 + 1)

𝑁
∑
𝑚=1

sin2 ( 𝑚𝑘𝜋
𝑁 + 1)

= 2𝜔 𝑆𝑣′,𝑢′

𝑁 + 1 cos ( 𝑘𝜋
𝑁 + 1)

𝑁
∑
𝑚=1

(1 − cos ( 2𝑚𝑘𝜋
𝑁 + 1))

= 2𝜔 𝑆𝑣′,𝑢′

𝑁 + 1 cos ( 𝑘𝜋
𝑁 + 1)

⎛⎜⎜⎜
⎝

𝑁 −
𝑁+1
∑
𝑚

cos ( 2𝑚𝑘𝜋
𝑁 + 1) + cos (2(𝑁 + 1)𝑘𝜋

𝑁 + 1 )
⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

=1

⎞⎟⎟⎟
⎠

(C.11)

Für die Summe der Cosinus-Funktionen gilt¹

𝑁+1
∑
𝑚

cos ( 2𝑚𝑘𝜋
𝑁 + 1) =

sin( (𝑁+1+ 1
2 )2𝑘𝜋

𝑁+1 )
2 sin( 2𝑘𝜋

2(𝑁+1))
− 1

2

=
sin( (𝑁+1)2𝑘𝜋

𝑁+1 + 𝑘𝜋
𝑁+1)

2 sin( 𝑘𝜋
𝑁+1) − 1

2

= sin( 𝑘𝜋
𝑁+1)

2 sin( 2𝑘𝜋
2(𝑁+1))

− 1
2

= 0. (C.12)

¹Im Englischen als „Lagrangian trigonometric identities“ bekannt [149]. Ref. [150] führt eine ähnliche For-
mel auf, auf die sich der hier benutzte Zusammenhang zurückführen lässt.
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C Störungstheoretische Berechnung von Absorptionsspektren molekularer Aggregate

Dies führt schließlich auf die Form der Matrixelemente

(0)⟨𝑘, 𝑣′ |𝑊 (𝑁)
𝑒 |𝑘, 𝑢′⟩(0) = 2𝜔 𝑆𝑣′,𝑢′

𝑁 + 1 cos ( 𝑘𝜋
𝑁 + 1) (𝑁 + 1)

= 2𝜔 𝑆𝑣′,𝑢′ cos ( 𝑘𝜋
𝑁 + 1) . (C.13)

Die Eigenzustände des gekoppelten bzw. gestörten Systems werden nun mithilfe der zeit-
unabhängigen Störungstheorie bis in die erste Ordnung in der Kopplungsstärke 𝑗 entwi-
ckelt. Für den Korrekturterm der Eigenenergie gilt in erster Ordnung

𝐸(1,𝑘𝑜𝑟𝑟)
𝑘,𝑣′ = (0)⟨𝑘, 𝑣′ |𝑊 (𝑁)

𝑒 |𝑘, 𝑣′⟩(0). (C.14)

Dies führt auf eine Gesamtenergie von

𝐸(1)
𝑘,𝑣′ = 𝐸(0)

𝑘,𝑣′ + 𝑗𝐸(1,𝑘𝑜𝑟𝑟)
𝑘,𝑣′ = 𝑣′ 𝜔 + Δ + 2𝑗𝜔𝑆𝑣′,𝑣′ cos ( 𝑘𝜋

𝑁 + 1) . (C.15)

Für die Korrektur der Eigenzustände gilt, wiederum in erster Ordnung,

|𝑘, 𝑣′⟩(1,𝑘𝑜𝑟𝑟) = − ∑
(𝑙,𝑢′)≠(𝑘,𝑣′)

|𝑙, 𝑢′⟩(0) (0)⟨𝑙, 𝑢′ |𝑊 𝑁
𝑒 |𝑘, 𝑣′⟩(0)

𝐸(0)
𝑙,𝑢′ − 𝐸(0)

𝑘,𝑣′

. (C.16)

Aufgrund der Blockdiagonalform von 𝑊 (𝑁)
𝑒 verschwinden dabei alle Terme mit 𝑘 ≠ 𝑙. Für

den Nenner in (C.16) gilt

𝐸(0)
𝑘,𝑢′ − 𝐸(0)

𝑘,𝑣′ = (𝑢′ 𝜔 + Δ) − (𝑣′ 𝜔 + Δ) = 𝜔 (𝑢′ − 𝑣′) , (C.17)

den Zähler erhält man durch Einsetzen von (C.13). Damit lautet der Zustandskorrekturterm

|𝑘, 𝑣′⟩(1,𝑘𝑜𝑟𝑟) = −2 cos ( 𝑘𝜋
𝑁 + 1) ∑

𝑢′≠𝑣′

𝜔 𝑆𝑣′,𝑢′

𝜔(𝑢′ − 𝑣′) |𝑘, 𝑢′⟩(0), (C.18)

und man erhält den Eigenzustand

|𝑘, 𝑣′⟩(1) = |𝑘, 𝑣′⟩(0) + 𝑗|𝑘, 𝑣′⟩(1,𝑘𝑜𝑟𝑟)

= |𝑘, 𝑣′⟩(0) − 2𝑗 cos ( 𝑘𝜋
𝑁 + 1) ∑

𝑢′≠𝑣′

𝑆𝑣′,𝑢′

𝑢′ − 𝑣′ |𝑘, 𝑢′⟩(0) (C.19)

des gekoppelten Systems.
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C.2 Korrelationsfunktion

C.2 Korrelationsfunktion
Dies erlaubt es, die in der Korrelationsfunktion (C.1) auftretendenMatrixelemente des Pro-
pagators zu bestimmen. Dazu werden sie zunächst in die störungstheoretisch bestimmten
Eigenzustände (C.19) des Gesamthamiltonians 𝐻(𝑁)

𝑒 entwickelt:

⟨𝑚, 𝑢′ |e−i𝐻(𝑁)
𝑒 𝑡 |𝑛, 𝑣′⟩ = ∑

𝑘,𝑝′
∑
𝑙,𝑞′

⟨𝑚, 𝑢′ |𝑘, 𝑝′⟩(1) (1)⟨𝑘, 𝑝′ |e−i𝐻(𝑁)
𝑒 𝑡 | 𝑙, 𝑞′⟩(1) (1)⟨𝑙, 𝑞′ |𝑛, 𝑣′⟩.

(C.20)
In dieser Basis ist der Propagator diagonal, und seine Matrixelemente sind durch

(1)⟨𝑘, 𝑝′ |e−i𝐻(𝑁)
𝑒 𝑡 | 𝑙, 𝑞′⟩(1) = 𝛿𝑝′,𝑞′𝛿𝑘,𝑙e

−i𝐸(1)
𝑘,𝑝′𝑡 (C.21)

gegeben.
Für die Skalarprodukte der lokalisierten Zustände mit den delokalisierten Zuständen 1.
Ordnung gilt

⟨𝑚, 𝑢′ |𝑘, 𝑝′⟩(1) = ⟨𝑚, 𝑢′ |𝑘, 𝑝′⟩(0) − 2𝑗 cos ( 𝑘𝜋
𝑁 + 1) ∑

𝑤′≠𝑝′

𝑆𝑤′,𝑝′

𝑤′ − 𝑝′ ⟨𝑚, 𝑢′ |𝑘, 𝑝′⟩(0)

(C.22)

und analog für (1)⟨𝑘, 𝑝′ |𝑛, 𝑣′⟩. Einsetzen von (C.22) mit (C.7) sowie von (C.21) in Glei-
chung (C.20) und Ausführen der Summen über 𝑙 und 𝑞′ liefert dann die Propagator-Matrix-
elemente

⟨𝑚, 𝑢′ |e−i𝐻(𝑁)
𝑒 𝑡 |𝑛, 𝑣′⟩ = 2

𝑁 + 1 ∑
𝑘,𝑝′

[ sin ( 𝑛𝑘𝜋
𝑁 + 1) sin ( 𝑚𝑘𝜋

𝑁 + 1) e−i𝐸(1)
𝑘,𝑝′

× ⎛⎜
⎝

𝛿𝑢′,𝑝′ − 2𝑗 cos ( 𝑘𝜋
𝑁 + 1) ∑

𝑤′≠𝑝′

𝑆𝑤′,𝑝′

𝑤′ − 𝑝′ 𝛿𝑤′,𝑢′⎞⎟
⎠

× ⎛⎜
⎝

𝛿𝑣′,𝑝′ − 2𝑗 cos ( 𝑘𝜋
𝑁 + 1) ∑

𝑧′≠𝑝′

𝑆𝑧′,𝑝′

𝑧′ − 𝑝′ 𝛿𝑧′,𝑣′⎞⎟
⎠

]. (C.23)

Hier können die Summen in den Klammern ausgeführt werden, wobei zu beachten ist,
dass der Summe bei 𝑢′ = 𝑝′ bzw. 𝑣′ = 𝑝′ verschwindet. Damit vereinfachen sich die
Matrixelemente zu

⟨𝑚, 𝑢′ |e−i𝐻(𝑁)
𝑒 𝑡 |𝑛, 𝑣′⟩ = 2

𝑁 + 1 ∑
𝑘,𝑝′

[ sin ( 𝑛𝑘𝜋
𝑁 + 1) sin ( 𝑚𝑘𝜋

𝑁 + 1) e−i𝐸(1)
𝑘,𝑝′

× (𝛿𝑢′,𝑝′ − 2𝑗 cos ( 𝑘𝜋
𝑁 + 1) 𝑆𝑢′,𝑝′

𝑢′ − 𝑝′ (1 − 𝛿𝑢′,𝑝′))

× (𝛿𝑣′,𝑝′ − 2𝑗 cos ( 𝑘𝜋
𝑁 + 1) 𝑆𝑣′,𝑝′

𝑣′ − 𝑝′ (1 − 𝛿𝑣′,𝑝′)) ]. (C.24)
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Diese Matrixelemente können nun in (C.1) eingesetzt werden, um einen Ausdruck für die
Korrelationsfunktion zu gewinnen. Man erhält

𝑐𝑎𝑏𝑠(𝑡) = 2
𝑁 + 1 ∑

𝑛,𝑚
(𝜺𝝁𝑛) (𝜺𝝁𝑚) ∑

𝑘
sin ( 𝑛𝑘𝜋

𝑁 + 1) sin ( 𝑚𝑘𝜋
𝑁 + 1)

× ∑
𝑝′,𝑢′,𝑣′

𝑆𝑢′,𝑣′ (𝛿𝑢′,𝑝′ − 2𝑗 cos ( 𝑘𝜋
𝑁 + 1) 𝑆𝑢′,𝑝′

𝑢′ − 𝑝′ (1 − 𝛿𝑢′,𝑝′))

⋅ (𝛿𝑣′,𝑝′ − 2𝑗 cos ( 𝑘𝜋
𝑁 + 1) 𝑆𝑣′,𝑝′

𝑣′ − 𝑝′ (1 − 𝛿𝑣′,𝑝′)) . (C.25)

Der Anteil mit Summen über Vibrationsquantenzahlen wird im Folgenden als Vibrations-
Korrelationsfunktion

𝑐𝗏𝗂𝖻
𝑎𝑏𝑠(𝑡) ∶= ∑

𝑝′,𝑢′,𝑣′
e−i𝐸(1)

𝑘,𝑝′ 𝑆𝑢′,𝑣′ (𝛿𝑢′,𝑝′ − 2𝑗 cos ( 𝑘𝜋
𝑁 + 1) 𝑆𝑢′,𝑝′

𝑢′ − 𝑝′ (1 − 𝛿𝑢′,𝑝′))

⋅ (𝛿𝑣′,𝑝′ − 2𝑗 cos ( 𝑘𝜋
𝑁 + 1) 𝑆𝑣′,𝑝′

𝑣′ − 𝑝′ (1 − 𝛿𝑣′,𝑝′)) (C.26)

zusammengefasst. Beachtet man, dass 𝑆𝑝′,𝑧′ als 𝑠𝑝′ ⋅ 𝑠𝑧′ faktorisiert werden kann, kann die
Vibrations-Korrelationsfunktion ebenfalls als Produkt zweier Summen geschrieben wer-
den. Es gilt

𝑐𝗏𝗂𝖻
𝑎𝑏𝑠(𝑡) = ∑

𝑝′
e−i𝐸(1)

𝑘,𝑝′ ∑
𝑢′

(𝑠𝑢′𝛿𝑢′,𝑝′ − 2𝑗 cos ( 𝑘𝜋
𝑁 + 1) 𝑠𝑢′𝑠𝑢′𝑠𝑝′

𝑢′ − 𝑝′ (1 − 𝛿𝑢′,𝑝′))

× ∑
𝑣′

(𝑠𝑣′𝛿𝑣′,𝑝′ − 2𝑗 cos ( 𝑘𝜋
𝑁 + 1) 𝑠𝑣′𝑠𝑣′𝑠𝑝′

𝑣′ − 𝑝′ (1 − 𝛿𝑣′,𝑝′))

= ∑
𝑝′

e−i𝐸(1)
𝑘,𝑝′ (𝑠𝑝′ − 𝑠𝑝′2𝑗 cos ( 𝑘𝜋

𝑁 + 1) ∑
𝑢′

𝑠2
𝑢′

𝑢′ − 𝑝′ (1 − 𝛿𝑢′,𝑝′))

× (𝑠𝑝′ − 𝑠𝑝′2𝑗 cos ( 𝑘𝜋
𝑁 + 1) ∑

𝑣′

𝑠2
𝑣′

𝑣′ − 𝑝′ (1 − 𝛿𝑣′,𝑝′)) . (C.27)

Hier kann nun in der zweiten Klammer 𝑣′ durch 𝑢′ ersetzt, und jeweils 𝑠𝑝′ ausgeklammert
werden. Beachtet man zusätzlich, dass der Summand für 𝑢′ = 𝑝′ verschwindet, kann man
diesen bei der Summation weglassen, wodurch auch das Kronecker-Delta wegfällt. Man
erhält für die Vibrations-Korrelationsfunktion

𝑐𝗏𝗂𝖻
𝑎𝑏𝑠(𝑡) = ∑

𝑝′
e−i𝐸(1)

𝑘,𝑝′ 𝑠2
𝑝′ ⎛⎜

⎝
1 − 2𝑗 cos ( 𝑘𝜋

𝑁 + 1) ∑
𝑢′≠𝑝′

𝑠2
𝑢′

𝑢′ − 𝑝′
⎞⎟
⎠

2

. (C.28)
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C.2 Korrelationsfunktion

Damit und mit der Definition von 𝑠𝑝′ , vgl. Gleichung (C.1), lautet die Korrelationsfunktion
insgesamt

𝑐𝑎𝑏𝑠(𝑡) = ∑
𝑘

[ 2
𝑁 + 1 ∑

𝑛,𝑚
(𝜺𝝁𝑛) (𝜺𝝁𝑚) sin ( 𝑛𝑘𝜋

𝑁 + 1) sin ( 𝑚𝑘𝜋
𝑁 + 1)]

⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
=∶ 𝐺𝑁

𝑘 ({ ⃗𝜀𝜇⃗})

× ∑
𝑣′

⎡⎢
⎣

𝜆2𝑣′e−𝜆2

𝑣′!
⎛⎜
⎝

1 − 2𝑗 cos ( 𝑘𝜋
𝑁 + 1) ∑

𝑢′≠𝑣′

𝜆2𝑢′e−𝜆2

(𝑢′ − 𝑣′)𝑢′!
⎞⎟
⎠

2
⎤⎥
⎦⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

=∶ 𝑉 𝑁
𝑘 (𝑗,𝜆,𝑣′)

e−i𝐸(1)
𝑘,𝑣′ ,

(C.29)

wobei hier 𝑝′ durch 𝑣′ ersetzt wurde. Dies entspricht Gleichung (5.22). Die Klammern stel-
len die Geometrie- und Vibrationsfaktoren dar, die die Intensität der einzelnen Peaks bzw.
Bänder im Absorptionsspektrum bestimmen.
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D Numerische Details

Dieses Kapitel enthält eine Übersicht über numerische Details der verschiedenen nume-
rischen Rechnungen, die im Hauptteil dieser Arbeit präsentiert wurden. Dies sind jeweils
die Basis- bzw. Gridgrößen sowie Anzahl und Größe der Zeitschritte. Bei MCTDH-Rech-
nungen werden auch die Ränder des DVR-Grids und als Maß für die Konvergenz der Rech-
nung die Population der unbedeutendsten Single-Particle-Function sowie Einstellungen
der Integrationsroutinen angegeben.

D.1 Spektren der Squarain-Farbstoffe
Die Monomerspektren wurden mittels er Split-Operator-Methode berechnet. Dabei kam
ein Grid aus 512 äquidistanten Punkten pro Mode zum Einsatz. Die Gridrändern lagen im
Ein-Moden-Modell und für die Mode des Zwei-Moden-Modells mit der höheren Frequenz
bei ± 10 eV−1/2, für die Mode mit niedrigerer Frequenz, die jedoch den höheren Huang-
Rhys-Faktor aufweist, bei ± 30 eV−1/2. Als Zeitschritt wurden 0,4 fs gewählt. Gleichung
(2.91) wurde hier nicht angewandt, die Zeitdiskretisierung der Korrelationsfunktionen ent-
spricht also dem Zeitschritt der Propagation.
Zur Berechnung der Spektren zu den größeren Aggregaten kam die MCTDH-Methode
zum Einsatz. Dabei wurden drei (Trimer) bzw. vier (Tetramer) elektronische Zustände im
multi-set-Formalismus betrachtet. Die Wellenfunktion wurde dabei in jeder einzelnen
Schwingungsmode durch 5 SPFs pro elektronischem Zustand repräsentiert, jede SPF in ei-
ner Basis der 13 niedrigsten Eigenfunktionen eines harmonischen Oszillators (Potentialmi-
nimum bei 𝑥 = 0) mit der Kreisfrequenz der entsprechenden Mode. Für die hochfrequente
Mode mit 𝜔 = 1164 cm−1 ergeben sich dadurch für ein DVR-Grid effektive Gridränder
bei ± 10,8 eV−1/2, für die Mode mit 𝜔 = 155 cm−1 Gridränder bei ± 29,6 eV−1/2. Die ma-
ximale Population der SPF mit dem geringsten „natural weight“ lag dabei für alle Moden
im Bereich von 10−7, eine Propagation mit weniger SPFs hätte vermutlich die gleichen
Ergebnisse geliefert.
Als Integrationsschema wurde durchgängig CMF mit einem Zeitschritt von 0,1 fs und ei-
ner Fehlertoleranz von 10−6 gewählt. Die Bewegungsgleichung der SPFs wurde mittels
des Bulirsch-Stoer-Verfahrens integriert, mit einer maximalen Extrapolationsordnung von
8 und einer Fehlertoleranz von ebenfalls 10−6. Für die A-Koeffizienten wurde das SIL-
Verfahren mit einer maximalen Integrationsordnung von 30 und einer Standard-Fehler-
abschätzung mit der Genauigkeit 10−6 benutzt. Die Ordnung hätte hier kleiner gewählt
werden können, eine zu große Ordnung sollte sich jedoch vor allem auf den Speicher-
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verbrauch während der Rechnung auswirken, was hier kein Problem darstellte. Die ange-
gebenen Zahlenwerte entsprechen den Standardeinstellungen des verwendeten MCTDH-
Pakets, Untersuchungen in Hinblick auf die optimale numerische Performance der Rech-
nungenwurden nicht durchgeführt. Die Zeitschrittweite der Ausgaberoutinen betrug 0,2 fs
und die Gesamtpropagationszeit 100 fs, so dass die Korrelationsfunktion jeweils für 200 fs
mit einem Zeitschritt von 0,4 fs vorlag.
Die Winkelfunktionen, die in die Gleichungen (2.90) eingehen, bestimmten die Anfangs-
werte der A-Koeffizienten 𝐴𝑛

1,…,1, wobei 𝑛 den elektronischen Zustand bezeichnet. Für das
Tetramer mit insgesamt acht Freiheitsgraden und vier elektronischen Zuständen beispiels-
weise (90° Differenzwinkel der Monomere) durch den Input:

A-coeff
1 1 1 1 1 1 1 1 1 ( 1.0, 0.0)
1 1 1 1 1 1 1 1 2 ( 0.0, 0.0)
1 1 1 1 1 1 1 1 3 (-1.0, 0.0)
1 1 1 1 1 1 1 1 4 ( 0.0, 0.0)

end-a-coeff

Da im MCTDH-Paket Wellenfunktionen vor der Propagation normiert werden, mussten
die erhaltenen Korrelationsfunktionen (Ausgabedatei auto) für die Summe (2.89) mit dem
durch die Winkelfunktionen gegebenen Normquadrat gewichtet werden. Dies sowie die
abschließende Fouriertransformation zur Berechnung des Spektrums wurde mit numpy-
Skripten durchgeführt. Bei der letzten Fouriertransformation kam ein fünffaches Zero-
Filling zum Einsatz um die Kurven zu glätten.
Die Propagation zur Berechnung der Emissionsspektren erfolgte als multi-packet-Rech-
nung. Die Ausgabedatei auto enthält dann anstelle einer einzelnen Autokorrelationsfunk-
tion zu jedem Zeitschritt die einzelnen Kreuzkorrelationsfunktionen zwischen den Pake-
ten. Die Anfangswellenfunktion der einzelnen Pakete wurde in einer vorhergehenden, se-
paraten MCTDH-Rechnung durch eine Propagation in imaginärer Zeit („improved relax-
ation“) in den gekoppelten angeregten Zuständen ermittelt. Das Systemwurde dabei durch
die gleichen SPFs beschrieben wie bei der Rechnung für die Absorptionsspektren. Die Re-
laxationszeit betrug 30 fs bei Schritten von 2 fs Dauer, die Energieänderung vom vorletzten
zum letzten Zeitpunkt lag im Bereich von 10−9 a.u. Die Anfangswellenfunktion zur Berech-
nung der Paket-Kreuzkorrelationsfunktionen erfolgte durch Einlesen der restart-Datei
der Relaxationsrechnung, wobei SPFs und A-Vektor je eines elektronischen Zustands ei-
nem Paket (in der Konstruktion des A-Vektors wie elektronische Zustände behandelt) zu-
gewiesen wurde:

spf-basis-section
packets = 4
[...]
end-spf-basis-section
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init_wf-section
[...]
read-inwf
file = [name]
SPF 1 -> 1
SPF 2 -> 2
SPF 3 -> 3
SPF 4 -> 4
A 1 -> 1
A 2 -> 2
A 3 -> 3
A 4 -> 4

end-read-inwf
end-init_wf-section

Die Propagationszeit betrug wie bei den Absorptionsspektren 100 fs bei einem Zeitschritt
von 0,2 fs. Für das hochaufgelöste Spektrum in Abbildung 4.6 wurde die Propagationszeit
auf 10 ps erhöht.
Das gewichtete Addieren der Kreuzkorrelationsfunktionen und die Fouriertransformation
zur Berechnung des Spektrums wurden wiederum mittels numpy-Skripten durchgeführt.

D.2 Analyse der Absorptionsspektren

Alle Rechnungen wurden mit der MCTDH-Methode durchgeführt. Wie im Abschnitt D.1
wurde ein elektronischer Zustand (multi-set) pro Monomer berücksichtigt. Bis zu einer
Systemgröße von sieben Monomeren wurden 5 SPFs pro Freiheitsgrad und el. Zustand be-
nutzt, die selbst auf einem DVR-Grid mit 13 Punkten, entsprechend den niedrigsten Eigen-
funktionen eines harmonischenOszillators (HO)mit der Frequenz der entsprechendenMo-
de, dargestellt werden. Bei 𝜔 = 0,175 eV liegen die Gridränder demnach bei ± 9,8 eV−1/2.
Die Maxima des niedrigsten „natural weights“ liegen im Bereich von 10−5.
Für größere Aggregate wurden durch Mode Combination bis zu drei Freiheitsgrade zu
jeweils einer effektiven Mode zusammengefasst. Die Anzahl der SPFs wurde dazu auf 10
bzw. 15 erhöht, die maximalen Werte der kleinsten „natural weights“ liegen bei etwa 10−8.
Das DVR-Grid zur Darstellung der SPFs wurde dabei nicht verändert.
Die Propagationszeit betrug jeweils 150 fs bei Zeitschritten von 0,25 fs in der Ausgabe und
demnach 0,5 fs in der Korrelationsfunktion. Die Einstellungen der Integratoren wurden
wie in Abschnitt D.1 bei den Standardeinstellungen des Programms belassen.
Da jeweils nur Spektren bei 0° und 180° Differenzwinkel der Monomere betrachtet wur-
den, konnte für die Anfangswerte der A-Koeffizienten 𝐴𝑛

1,…,1 ≡ 1 bzw. 𝐴𝑛
1,…,1 = (−1)𝑛

angenommen werden.
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D.3 Populations- und Lokalisierungsdynamik
Für die Untersuchung der Lokalisierungsdynamik an größeren Aggregaten wird das sel-
be Modell benutzt wie für die Analyse der Absorptionsbanden. Daher wird es numerisch
auch gleich beschrieben: 15 SPFs pro elektronischem Zustand und effektiver Mode, die sich
durch Mode Combination aus drei Freiheitsgraden zusammensetzt. Die jeweils durch 13
HO-Eigenfunktionen auf einem DVR-Grid dargestellt werden. Die unbedeutendsten SPFs
sind hier durch die Störung im System zu einem Anteil von etwa 10−6 populiert. Die An-
fangswerte der A-Koeffizienten sind wiederum 𝐴𝑛

1,…,1 ≡ 1.
Wie an den Abbildungen imHauptteil zu erkennen ist, beträgt die Propagationszeit jeweils
2500 fs, bei Ausgabe-Zeitschritten von 0,5 fs. Für die Integratoren werden weiterhin die
Standardeinstellungen verwendet, insbesondere ist der Zeitschritt beim CMF-Schema mit
0,1 fs ohnehin kleiner als der Ausgabezeitschritt.
Die Dimer-Eigenfunktionen in Abbildung 6.8 wurden mit der Split-Operator-Methode auf
einem Grid aus 128 × 128 äquidistanten Punkten und Rändern von jeweils ± 40 eV−1/2

berechnet. Die Wechselwirkung mit dem Laserpuls wurde dabei zeitabhängig-störungs-
theoretisch umgesetzt.
Die zugehörigen Populationen wurden per MCTDH-Propagation ermittelt, analog zu den
oben beschriebenen größeren Aggregaten, jedoch ohne Mode Combination. Hier wurde
zusätzlich der elektronische Grundzustand mit einbezogen, der zu Beginn als einziger po-
puliert war: 𝐴1

1,…,1 = 1, 𝐴2,3
1,…,1 = 0. Die Wechselwirkung mit dem elektrischen Feld wur-

de dabei nicht-störungstheoretisch durch einen zusätzlichen hermiteschen Summanden
im Hamiltonoperator beschrieben. Die Feldstärke wurde so klein gewählt (1,0 ⋅ 10−4 a.u.
bis 1,5 ⋅ 10−4 a.u.), dass während der Dauer des Pulses die Population des Grundzustands
nicht auf Null sank. Bei größeren Feldstärken waren Rabi-artige Oszillationen im Popu-
lationsverlauf zu beobachten. Die Populationen in den angeregten Zuständen wurde für
die Darstellung im Hauptteil normiert, so dass ihre Summe 1 ergibt. Das gleiche Vorgehen
wurde bei der Untersuchung am Pentamer angewandt.
Die Dimer-Untersuchungen zur Selbstlokalisierung wurden durchgehend mit der Split-
Operator-Methode durchgeführt. Für die Torsionskoordinate wurde zur Repräsentation
der Wellenfunktion ein äquidistantes Grid mit 128 Punkten und Rändern bei ± 0,5 rad be-
nutzt. Entlang der beiden Vibrationskoordinaten wurde diese auf einem DVR-Grid mit
16 Punkten pro Freiheitgrad dargestellt, die wiederum den niedrigsten Eigenfunktionen
eines harmonischen Oszillators mit der Frequenz der jeweiligen Mode entsprechen. Bei
Systemen mit großen Huang-Rhys-Faktoren wurde das DVR-Grid auf bis zu 64 Punkte
ausgedehnt.
Die Rechnung zumTransport entlang des Aggregats (Abbildung 6.20) wurde wie die Nona-
mer-Untersuchungen zu Beginn des Kapitels mit der MCTDH-Methode bei ebenfalls glei-
chen numerischen Parametern durchgeführt. Die maximale Population der „äußersten“
SPF lag dabei im Bereich von 10−6.
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