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Einleitung

Gewohnliche Differentialgleichungen in unendlich-dimensionalen Rdumen stehen in
enger Beziehung zu partiellen Differentialgleichungen. Diese kénnen némlich oft als
,gewohnliche“ Differentialgleichungen in einem geeigneten unendlich-dimensiona-
len Funktionenraum interpretiert werden. Im Gegensatz zur endlich-dimensionalen
Theorie gelten jedoch die bekannten Existenz- und Eindeutigkeitssidtze nicht mehr.
So ist z.B. der Existenzsatz von Cauchy/Peano in Banachrdumen falsch, d.h., das
Anfangswertproblem

T = f(t,x), x(ty) = xo (1)

besitzt im Allgemeinen fiir stetiges f keine Losung mehr (siehe [Dei85, Ch. 2, §8,
Ex. 11]). Der Satz von Picard/Lindelof [CL55, Ch. 1,Thm. 3.1] behélt zwar in Ba-
nachrdumen seine Giiltigkeit, ist aber fiir Anwendungen auf partielle Differential-
gleichungen ungeeignet, da die zugehorigen gewohnlichen Differentialgleichungen in
Banachrdumen nicht mehr Lipschitz-stetige, sondern nur noch abgeschlossene und
dicht-definierte Operatoren f liefern. Somit fithrt die Behandlung von partiellen
Differentialgleichungen im Kontext der Theorie der Banachraume zwangslaufig auf
die Untersuchung stark stetiger Halbgruppen. Ferner greift die Theorie zunéchst
nur fiir sogenannte schwache/milde Losungen, und daher mufl die Existenz klassi-
scher/glatter Losungen durch zusétzliche Regularititssitze gesichert werden.

Ein véllig anderer Zugang zur Existenz klassischer /glatter Losungen besteht darin,
die Regularitdt des Problems von Anfang an in die Definition des Losungsraums
zu packen. Dieser Ansatz fithrt aber zwangslaufig weg von Banachrdumen hin zu
Fréchetraumen. Dies liegt daran, dafl Raume von C*°-Funktionen in natiirlicher Wei-
se die Topologie eines Fréchetraums tragen, aber keine Banachrdume sind. Trotz der
grofferen Komplexitit von Fréchetrdumen bietet dieser Zugang aber konzeptionelle
Vorteile, da er ohne nachtrégliche Regularitdtsuntersuchungen auskommt.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, eine derartige Losungstheorie fiir gewohnliche
Differentialgleichungen in Fréchetraumen zu entwickeln. Im Mittelpunkt steht dabei
die Formulierung und der Beweis eines allgemeinen Existenz- und Eindeutigkeits-
satzes fiir nichtlineare Anfangswertprobleme [5.2.2 und 5.2.3]. Bevor wir niher auf
die Schwierigkeiten eingehen, die bei der Ubertragung der endlich-dimensionalen
Theorie auf Fréchetrdume entstehen, wollen wir zunéchst unsere Vorgehensweise am
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Beispiel der linearen partiellen Differentialgleichung
Ou = Oyu, u(0,z) = up(z) (2)

erkldren. Die Startwerte dieser Gleichung uq seien Elemente eines geeigneten Fréchet-
raums F, z.B. E = C*(R,R). ,,Geeignet“ soll heiflen, dass der Differentialoperator
u +— Au = v’ auf E eine fiir die Losungstheorie , gutartige Abbildung darstellt.
Dann kénnen wir eine Losung u(t, z) als Kurve t — u(t,-) in E auffassen und somit
(2) in die abstrakte Form eines Anfangswertproblems

u = Au, u(0)=1um (3)

bringen. Wir werden zeigen, dass die Klasse der sogenannten zahmen Fréchetraume
,geeignet” im obigen Sinne ist. Man beachte jedoch, dass die partielle Differential-
gleichung (2) und die abstrakte gewthnliche Differentialgleichung (3) im Allgemei-
nen nicht dquivalent sind, da Losungen der ersteren z.B. fiir ¢ > 0 an Regularitét
verlieren und somit aus dem Raum F , herauslaufen® kénnen.

Neben dem systematischen Einbau von Regularitéitseigenschaften bietet unser Zu-
gang insbesondere bei nichtlinearen Gleichungen auch beweistechnische Vorteile:

(a) Algebraische Operationen, wie z.B. Addition und Komposition von Abbildun-
gen, konnen unbeschriankt ausgefithrt werden, da die Problematik, einen geeig-
neten Definitionsbereich zu finden, die bei dicht-definierten Operatoren immer
auftritt, verschwindet.

(b) Die hohere Regularitat der Operatoren auf der rechten Seite von (1) erlaubt
es, problemlos Ableitungen zu bestimmen und damit gerade bei nichtlinearen
Gleichungen zusétzliche Informationen zu gewinnen.

Wir gehen nun néher auf die Beweisideen, die hinter den zentralen Satzen 5.2.2
und 5.2.3 unserer Arbeit stehen, und auf die mit ihnen verbundenen Schwierigkei-
ten ein. Unser Ansatz besteht darin, die Losung eines Anfangswertproblems durch
eine Anwendung des Satzes iiber implizite Funktionen zu erhalten. Diese Vorge-
hensweise ist keineswegs neu und liefert bei gewthnlichen Differentialgleichungen in
endlich-dimensionalen Raumen einen zum Iterationsverfahren von Picard/Lindelof
alternativen Zugang zu den bekannten Existenz- und Eindeutigkeitssitzen [siehe z.B.
[Zei86] oder [CH82]]. In Fréchetraumen stoflen wir jedoch auf die Schwierigkeit, dass
der Satz iiber implizite Funktionen im Allgemeinen nicht gilt [siehe z.B. [Ham82,
Part I, §5.5] oder Bemerkung 5.1.3(c)]. Die Losung des Problems besteht darin,
die nichtlineare Theorie auf die Klasse der zahmen Fréchetridume zu beschrinken,
denn in ihnen gilt der Satz von Nash/Moser [siche Satz 5.1.2]. Dieser bzw. der dar-
aus folgende Satz iiber implizite Funktionen dient uns als addquater Ersatz fiir den
klassischen Satz iiber implizite Funktionen. Eine weitere Schwierigkeit liegt jedoch
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darin, dass beim Satz von Nash/Moser die Invertierbarkeit der Linearisierung auf
einer ganzen Umgebung gefordert ist. Will man daher den Satz von Nash/Moser
wie beabsichtigt auf Differentialgleichungen anwenden, so muss man die Losbarkeit
gewisser linearer, zeitabhéngiger Differentialgleichungen in F sichern.

Kapitel 1 und 2 haben grundlegenden Charakter und behandeln elementare Defini-
tionen und Aussagen zur Differential- und Integralrechnung in Fréchetrdumen. Als
Vorbereitung auf die Untersuchung zeitvarianter Systeme behandeln wir in Kapitel
3 die Theorie linearer, zeitunabhdingiger Gleichungen, genauer gesagt die zugehéorige
Halbgruppentheorie auf Fréchetrdaumen. Viele der dort erwéhnten Ergebnisse sind
zwar nicht neu, aber in der Literatur nur fiir stark stetige und nicht fiir stark dif-
ferenzierbare Halbgruppen formuliert. Da die Aussagen iiber stark differenzierbare
Halbgruppen fiir unsere spéateren Sétze eine tragende Rolle spielen sind die Beweise,
obwohl sie im wesentlichen parallel zu denen von Hille/Yosida und Lumer/Phillips
iiber stark stetige Halbgruppen verlaufen, vollsténdig ausgefiihrt. Die Notwendigkeit
Halbgruppen in Fréchetrdaumen zu untersuchen mag zunéchst iiberraschen, da wir
es mit stetigen linearen und nicht mit abgeschlossenen dicht-definierten Operato-
ren zu tun haben. Dies legt die Idee nahe, die zugehorigen Halbgruppen durch ihre
Exponentialreihe zu berechnen. Jedoch zeigen schon einfache Beispiele, dass eine der-
artige Konstruktion fehlschlégt, da die Reihe nicht konvergiert [vgl. Beispiel 3.2.2].
Daher kommen andere Konstruktionsverfahren, wie z.B. Yosida-Approximationen
oder Laplace-Transformationen zur Anwendung. Ferner zeigt Gleichung (2), dass
lineare Anfangswertprobleme in Fréchetraumen im Allgemeinen keine oder keine
eindeutige Losung besitzen, denn fiir die Wahl £ = {u € C*([0,1],R) | ™ (0) =
u™(1) = 0 fiir alle n € No} hat (2) fiir ,fast alle* Startwerte keine Losung und fiir
E = C>([0,1],R) ist (2) nicht mehr eindeutig lésbar.

Die wesentlich neuen Ergebnisse befinden sich in Kapitel 4 und 5. In Kapitel 4
untersuchen wir lineare zeitabhdngige Gleichungen, deren eindeutige Losbarkeit fiir
die spatere Anwendung des Satzes von Nash/Moser entscheidend ist. Im Mittel-
punkt stehen dabei die Sitze 4.2.1 und 4.2.2. Diese iibertragen zwei bekannte Er-
gebnisse iiber abgeschlossene dicht-definierte Operatoren in Banachrdumen auf den
Fréchetraumfall, [sieche [Paz83, Ch. 5, Thm. 3.1, Thm. 6.1]]. Eine zu Satz 4.2.1 &hnli-
che Version findet man auch in [Wen85]. Satz 4.2.2 scheint jedoch neu zu sein. Unser
Beweis orientiert sich an einer Konstruktion in [Tan59).

Anschlieflend kommen wir in Kapitel 5 zum nichtlinearen Teil unserer Theorie. In
Abschnitt 5.1 referieren wir zunéchst die grundlegenden Definitionen und Eigen-
schaften zahmer Fréchetrdume und zitieren den Satz von Nash/Moser sowie den
entsprechenden Satz iiber implizite Funktionen [vgl. [Ham82, Part I, Part II]]. In
Abschnitt 5.2 stellen wir die zentralen Ergebnisse unserer Arbeit vor. Wir zeigen
zunéchst Satz 5.2.1, der nur der besseren Strukturierung der eigentlichen Resultate
(Sétze 5.2.2 und 5.2.3) dient. Satz 5.2.2 behandelt den sogenannten hyperbolischen
Fall, der wegen spaterer Anwendungen auf hyperbolische partielle Differentialglei-
chungen so genannt wird. Eine dieser Anwendungen wird in Kapitel 6 ausfiihrlicher



EINLEITUNG 5

behandelt. Fiir nichtlineare partielle Differentialgleichungen der Form
Owu = f(t,z,u,0,u), u(0,z)=uo(x)

wird unter schwachen Zusatzbedingungen ein allgemeiner Existenz- und Eindeutig-
keitssatz fiir Losungen im Raum H$°(R™) gezeigt. Die Methode ldsst sich aber auch
auf andere Typen partieller Differentialgleichungen, wie z.B. parabolische Gleichun-
gen anwenden. Wir beweisen dazu den fiir den parabolischen Fall wichtigen Satz
5.2.3, fithren aber keine konkrete Anwendung mehr aus.

Mit den erzielten Ergebnissen kann man auch problemlos Losungsséitze fiir parti-
elle Differentialgleichungen auf kompakten Mannigfaltigkeiten ohne Rand erhalten.
Neue Schwierigkeiten entstehen jedoch, wenn die zugrundeliegende Mannigfaltigkeit
einen Rand besitzt. Die Verallgemeinerung unserer Resultate in diese Richtung ist
ein offenes Problem. Ferner bieten sich im Rahmen der nichtlinearen Kontrolltheo-
rie partieller Differentialgleichungen insbesondere die Ubertragung der Theorie auf
Fréchetmannigfaltigkeiten sowie die Sétze von Frobenius [Jur97, Ch. 2, Thm. 4] und
Sussman [Jur97, Ch. 2, Thm. 1] als Gegenstand zukiinftiger Untersuchungen an.

Abschlieffend noch einige Bemerkungen zu der uns bekannten Literatur iiber nichtli-
neare Anfangswertprobleme in Fréchetrdumen, die relevante Ergebnisse fiir die Mo-
dellierung partieller Differentialgleichungen enthélt. Diese beschréankt sich auf einige
wenige Arbeiten. So befinden sich in dem Ubersichtsartikel von [L.S94] zwar eine Un-
menge an Sétzen und Resultaten, jedoch sind die meisten entweder nur fiir lineare
Gleichungen geeignet oder sie enthalten eine Lipschitz-artige Bedingung, die sie von
der Anwendung auf partielle Differentialgleichungen ausschlieen. In den Arbeiten
[Lem86] und [Her92| von Lemmert bzw. Herzog findet man folgendes Ergebnis:

Let f:[0,T) x F — F be continuous with || f(t,z)— f(t,y)|| < L|jz —yl|,
(t,x),(t,y) € [0,T] x F for a monotone row-finite matriz L with at
most countable spectrum. Then problem v/ (t) = f(t,u(t)), w(0) = ug is
uniquely solvable on [0, T].

Problematisch dabei erscheint uns die Bedingung, dass L hochstens abzéhlbares
Spektrum besitzen darf, denn schon einfache Beispiele wie Gleichung (2) fiithren zu
Matrizen L, die diese Bedingung nicht erfiillen. Insbesondere kann es passieren, dass
ein Operator auf verschiedenen Raumen betrachtet, jeweils die gleiche Matrix L
liefert. Somit ist die Matrix L allein ungeeignet, um die Losbarkeit des Anfangs-
wertproblems (1) zu untersuchen. Abschliessend seien noch die Arbeiten [Mos66a,
Mos66b] und [Ham82] von Moser und Hamilton zu nennen. In [Mos66a, Mos66b]
werden zwar Losungen von nichtlinearen partiellen Differentialgleichungen mittels
zahmer Abschéitzungen garantiert, jedoch werden keine Anfangswertprobleme, son-
deren ,reine Gleichungen® untersucht, d.h., es existiert keine ausgezeichnete Variable
t. Bei der Arbeit [Ham82] von Hamilton ist der gleiche Einwand moglich, bis auf
eine Stelle [Part III, Example 2.2.1 |, an der ein Anfangswertproblem gelost wird.
Jedoch erscheint uns die dortige Vorgehensweise nicht sehr systematisch.



Kapitel 1

Funktionalanalytische Grundlagen

Kapitel 1 dient dazu, die Grundlagen aus der linearen Funktionalanalysis, die in der
weiteren Arbeit bendtigt werden, zusammenzustellen. Dabei verzichten wir durch-
gehend auf Beweise und verweisen auf die entsprechende Lehrbuchliteratur wie z.B.
[Tre67], [K6t69], [Sch71], [Rud73], [Bou87], [MV92] u.a.

1.1 Fréchetraume

Definition 1.1.1. Sei F ein beliebiger reeller oder komplexer Vektorraum.

(a) Eine Halbnorm ||-|| auf E ist eine Abbildung |- || : £ — [0, 00) mit folgenden
Eigenschaften:
(i) Fiir alle z € E gilt ||z| > 0.
(ii) Fur alle z € E und alle A € R bzw. C gilt ||[Az| = |A] - ||z]].

(b) Eine Fundamentalsystem von Halbnorm (|| -||») _, auf E ist eine Familie von

Halbnormen mit folgenden Eigenschaften:

acl

(i) Fir alle x € E'\ {0} existiert ein o € I mit ||z # 0.
(ii) Fiir alle «, 5 € I existieren ein v € I und M > 0 mit

max {|| - fla, [ - lls} < M| - -

Definition 1.1.2. Ein lokal-konvexer Vektorraum ist ein topologischer Vektorraum
mit einer Nullumgebungsbasis aus konvexen Mengen.

Satz 1.1.1. (a) Jeder lokal-konveze Vektorraum E besitzt ein Fundamentalsystem
aus stetigen Halbnormen, das die Topologie von E erzeugt.
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(b) Jedes Fundamentalsystem (|| - Ha)ael auf einem beliebigen reellen oder kom-
plexen Vektorraum E erzeugt eine lokal-konvexe Topologie auf E, so dass die
Mengen

B, = {er‘ HZE||04<T’}, ael, r>0
eine Nullumgebungsbasis bilden.

Beweis: [Rud73, Ch. 1, Thm. 1.36, Thm. 1.37, Remark 1.38] |

Konvention:

Sei E ein beliebiger lokal-konvexer Raum. Dann bezeichnen wir im Weiteren ein
Fundamentalsystem auf E, das aus stetigen Halbnormen besteht und die Topologie
von F erzeugt, als ein zu E zugehoriges Fundamentalsystem.

Definition 1.1.3. Sei E ein lokal-konvexer Raum und sei (|| - Ha)ae ; ein zugehdriges
Fundamentalsystem.

(a) Eine Teilmenge B C E heifit beschrdankt oder stark beschrinkt, wenn fiir jedes
a € [ ein M > 0 existiert mit x|, < M fiir alle x € E.

(b) Eine Teilmenge B C E heifit schwach beschrinkt, wenn fiir jedes | € E* ein
M > 0 existiert mit |[(z)| < M fiir alle x € E.

Definition 1.1.4. Zwei Fundamentalsysteme (]| - Ha)ael und (|| - H\g)BeJ auf £
heiflen dquivalent, wenn fiir jedes o € I ein § € J und ein M > 0 existieren mit

[2]lo < M{ll|lls

fiir alle x € E, und umgekehrt, wenn fiir jedes 3 € J ein € I und ein M’ > 0
exitieren mit

lz[lls < M|z |4
fiir alle z € F.

Lemma 1.1.1. Zwei Fundamentalsysteme auf E sind genau dann dquivalent, wenn
sie die gleiche lokal-konvexe Topologie auf E erzeugen.

Beweis: v

Definition 1.1.5. Ein abzéhlbares Fundamentalsystem (|| - ||n)n€N heifit monoton

wachsend, wenn fiir alle n € N und alle x € E die Abschéitzung ||z, < ||z|/n,+1 gilt.

Definition 1.1.6. Ein vollstandiger metrisierbarer lokal-konvexer Vektorraum heif3t
Fréchetraum.

Satz 1.1.2.  (a) Jeder Fréchetraum E besitzt ein abzihlbares monoton wachsendes
Fundamentalsystem aus stetigen Halbnormen, das die Topologie von E erzeugt.
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(b) Jeder Fréchetraum E besitzt eine translationsinvariante Metrik, die die Topo-
logie von E erzeugt.

Beweis: [Rud73, Ch. 1, Thm. 1.24, Remark 1.38] |

1.2 Hauptséitze iiber lineare Abbildungen

Satz 1.2.1. Seien E und F' Fréchetrdume und (H'H”)neN bzw. (HH””)neN zugehorige

Fundamentalsysteme. Ferner sei A : E — F eine lineare Abbildung. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(a) Die Abbildung A ist stetig.

(b) Die Abbildung A ist beschrinkt, d.h., A bildet beschrinkt Mengen auf be-

schrinkte Mengen ab.

(¢) Fiir jedes m € N existiert ein n € N und ein M > 0 mit
[Az]lm < Mzl
fiir alle x € F.

Beweis: [Rud73, Ch. 1, Thm. 1.32] und Satz 1.1.2 [

Konvention:

Seien E und I beliebige reelle oder komplexe Fréchetrdume. Dann bezeichnen wir
mit L(E, F) die Menge aller stetigen linearen Abbildungen von E nach F. Falls
E = F oder F =R bzw. F' = C, so benutzen wir die Abkiirzungen L(FE) bzw. E*.

Bemerkung 1.2.1. Man beachte, dass die Riume L(E, F'), also auch E* im Allge-
meinen keine natiirliche Fréchetraumtopologie mehr tragen [siche z.B. [Bou87, Ch.
II1, §1, Ex. 14]]

Definition 1.2.1. Seien E und F beliebige Fréchetriumen und seien (|| - ””)neN

bzw. (||| - |||">neN zugehorige Fundamentalsysteme. Dann heifit eine Familie (Aa)ae s
von stetigen linearen Abbildungen gleichgradig stetig, wenn es zu jedem m € N ein
n € N und ein M > 0 gibt, so dass fiir alle z € E und alle « € I die Abschétzung
| Aa||lm < M||z||, gilt.

Lemma 1.2.1. Seien E und F' beliebige Fréchetriaumen und set B C E beschrinkt.
Ferner sei (Aa)ael eine gleichgradig stetige Familie von stetigen linearen Abbildun-

gen. Dann ist auch die Menge {Aax | reF ac ]} beschrdankt.
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Beweis: [Rud73, Ch. 2, Thm. 2.4] |

Wir haben darauf verzichtet die folgenden Séatze in grofitmoglicher Allgemeingiiltig-
keit zu formulieren, um nicht weitere funktionalanalytische Begriffe, die wir spéter
nicht mehr benétigen, einfithren zu miissen.

Satz 1.2.2 (Satz von Banach/Steinhaus). Sei FE ein Fréchetraum und F ein
beliebiger topologischer Vektorraum. Ferner sei (Aa) wey €ine Familie von stetigen
linearen Abbzldungen die punktweise beschrdnkt ist, d.h., fir jedes x € E st die

Menge I'(z) := {A x ‘ a € ]} beschrinkt. Dann ist die Famzl@e (Aa)ael gleichgradig
stetug.
Beweis: [Rud73, Ch. 2, Thm. 2.5 |

Folgerung 1.2.1. Sei E ein Fréchetraum und sei F' ein beliebiger topologischer Vek-
torraum. Ferner sei (Ak B — F)keN eine Folge von stetigen linearen Operatoren,
die punktweise gegen A : E — F konvergiert. Dann ist A : E — F ein stetiger linea-
rer Operator und die Folge (Ay : E — F)gen konvergiert auf kompakten Teilmengen
von E gleichmdflig gegen A.

Beweis: [Rud73, Ch. 2, Thm. 2.§] |

Satz 1.2.3 (Satz von der offenen Abbildung). Seien E und F Fréchetriume
und sei A E — F stetig und surjektiv. Dann ist die Abbildung A auch offen.

Beweis: [Rud73, Ch. 2, Thm. 2.11] |

Folgerung 1.2.2 (Satz von der stetigen Inversen). Seien E und F' Fréchetriume
und sei A : E — F stetig und bijektiv. Dann ist die Inverse A™! stetig.

Beweis: [Rud73, Ch. 2, Cor. 2.12] |

Satz 1.2.4 (Satz vom abgeschlossenen Graphen). Seien E und F' Fréchetriume
und sei A : E— F linear. Dann ist die Abbildung A genau dann stetig, wenn der
Graph von A in E X F abgeschlossen ist.

Beweis: [Rud73, Ch. 2, Thm. 2.15] |

Satz 1.2.5. (a) Sei E ein lokal-konvezer Raum und sei U C E ein Unterraum.
Ferner sei © € E nicht tm Abschluss von U. Dann ezistiert ein | € E* mit

l(x) =1 undl|ly = 0.
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(b) Sei E ein lokal-konvezer Raum und sei x € E. Ferner gelte l(z) = 0 fir alle
l e E*. Dann gilt v = 0.

Beweis: [Rud73, Ch. 3, Thm. 3.5] |

Satz 1.2.6. Sei E ein lokal-konvexer Raum. Dann ist eine Teilmenge B C E genau
dann (stark) beschrdnkt, wenn sie auch schwach beschrdankt ist.

Beweis: [Rud73, Ch. 3, Thm. 3.18] |

Satz 1.2.7. Sei E ein Fréchetraum und F ein beliebiger topologischer Vektorraum.
Ferner sei (Aa)ael ewne nicht gleichgradig stetige Familie von stetigen, linearen
Abbildungen. Dann ist die Menge aller x € E, fir die I'(z) := {Aqx|a € I} C F

unbeschrankt ist, von zweiter Kategorie.

Beweis: [siche Anhang] |

Folgerung 1.2.3 (Prinzip der kondensierenden Singularititen). Sei E ein
Fréchetraum und F' ein beliebiger topologischer Vektorraum. Ferner sei <Ao"")a61n’
n € N eine Folge von nicht gleichgradig stetigen Familien von stetigen linearen
Abbildungen. Dann ezistiert ein x € E, so dass fir jedes n € N die Menge I',,(x) :=
{Asz|a € I} C F unbeschrinkt ist.

Beweis: [sieche Anhang] |

Definition 1.2.2. Sei F ein beliebiger Fréchetraum und A : E — FE ein stetiger
linearer Operator auf E. Dann heifit A spektral beschrdnkt, wenn es ein A > 0 gibt,
so da die Familie (\"A™),en von linearen Operatoren gleichgradig stetig ist. Wir
bezeichnen mit B(E) die Menge aller spektral beschriankten Operatoren.

Definition 1.2.3. (a) Sei £ ein komplexer Fréchetraum und sei A : E — F ein
stetiger linearer Operator. Dann definieren wir

p = {ANeC|(A—- )" existiert in B(F)}
pe = {ANeC|(A— )" existiert in L(E)}
und bezeichnen p(A) und p.(A) als die Resolvente bzw. als die klassische Re-

solvente von A. Ferner nennen wir o(A) := C\ p(A4) und o.(A) := C\ p.(A)
das Spektrum bzw.das klassische Spektrum von A.

(b) Sei p(A) # 0. Dann heifit die Abbildung p(A) 2 A — R(A, A) := (AT — A)~!
Resolventenabbildung oder kurz Resolvente von A.
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Bemerkung 1.2.2. In Banachrdumen gilt p(A) = p.(A4) und o(A) = o.(A).

Lemma 1.2.2. Sei A : E — E spektral beschrdankt. Dann existiert ein Ay > 0, so
daf$ die Reihe

. Akg
Z NE+L
k=0

fiir alle x € E und alle A > Ao konwergiert. Insbesondere gilt o(A) C {A € C | |A| <
>\0} und

= Aky
-1
(A=AD™ = Z AL
k=0
Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus Lemma 2.3.2. |

Folgerung 1.2.4. Sei A : E — F stetig. Dann ist p(A) eine offene (eventuell leere)
Teilmenge von C.

Beweis: Die Behauptung ergibt sich aus Lemma 1.2.2 und der Identitét

A—(A+h)I= (A—AI)(I—h(A—)\I)‘1>. (1.1)

Satz 1.2.8. Die Abbildung A — R(-, A)z ist fiir jedes x € E holomorph auf p(A).

Beweis: Die Aussage folgt aus Lemma 1.2.2 und der Identitét (1.1). |

Weitere Ergebnisse und Literatur zum Spektralbegriff in Fréchetraumen findet man
z.B. in den Arbeiten [Mae61], [All65] und [Wro99].



Kapitel 2

Differential- und Integralrechnung
in Fréchetriaumen

Im folgenden Kapitel stellen wir die fiir die weitere Arbeit notigen Hilfsmittel aus
der Analysis in Fréchetrdumen zusammen. Dabei haben wir den Schwerpunkt auf
die Integrationstheorie gelegt, da wir in den uns bekannten Standardwerken keine
geschlossene Darstellung des Lebesgue-Bochner-Integrals fiir Fréchetraum-wertige
Abbildungen finden konnten. Den Abschnitt iiber die Differentialrechnung haben wir
dagegen sehr kurz gehalten, denn hier kénnen wir auf eine sehr umfangreiche Arbeit
von Hamilton [Ham82] verweisen. Der abschlieBende Paragraph iiber holomorphe,
Fréchetraum-wertige Abbildungen fasst einige wichtige Ergebnisse aus verschiedenen
Quellen zusammen.

2.1 Integration

Im Mittelpunkt dieses Abschnittes steht die Integrationstheorie Fréchetraum-wer-
tiger Abbildungen. Unser Ziel ist es, dem Leser eine geschlossene Darstellung des
Lebesgue-Bochner-Integrals in Fréchetraumen zu geben. Dies erscheint uns notwen-
dig und sinnvoll, da die meisten der folgenden Sétze und Ergebnisse zwar wohlbe-
kannt aber nicht in der géngigen Lehrbuchliteratur zu finden sind.

Zu Beginn der 30er Jahre erweiterte Bochner in [Boc33] die Lebesguesche Theorie
auf beliebige Banachraum-wertige Abbildungen. Kurz darauf veroffentlichte Dun-
ford einen Artikel [Dun35], in dem er die Konstruktion des Lebesgue-Bochner-
Integrals mittels L;-Cauchy-Folgen beschreibt. AnschlieBend wurden von Birkhoff
[Bir35], Gelfand [Gel38], Pettis [Pet38], Price [Pri40] u.a. noch allgemeinere Inte-
grationstheorien fiir Banachraum-wertige Abbildungen entwickelt . Phillips [Phi40]
und Rickart [Ric42] dagegen tibertrugen Grofiteile der vorhandenen Theorie auf
beliebige, lokal-konvexe Réume. Eine detailierte Ubersicht iiber die Entwicklung
der Integrationstheorie kann der Leser in einer Arbeit von Hildebrandt [Hil53] fin-
den. Unser Aufbau jedoch orientiert sich stark an der exzellenten Darstellung des

12
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Lebesgue-Bochner-Integrals bei Lang [Lan93b]. Als weitere Literatur dienten uns
[HP57], [DS66], [GWST2], [Coh80] und [HS65].

Wir mussten leider an einigen Stellen auf die Beweise verzichten, um den Rahmen
der Arbeit nicht zu sprengen. Dies erscheint uns legitim, da die meisten Beweise
vollig analog zu den entsprechenden Sétzen in [Lan93b] gefiihrt werden konnen.

Messbare Ridume und Abbildungen

Definition 2.1.1. Ein System A von Teilmengen einer nicht-leeren Menge {2 mit
den Eigenschaften

(a) De A
(b)) AcA = Q\AcA
(c) {Ap[neN}CA = U,en4dn€A

heiBt o-Algebra tiber Q. Das Paar (2,.4) bezeichnen wir als messbaren Raum und
die Elemente von A als messbare Mengen.

Lemma 2.1.1. Sei S ein beliebiges System von Teilmengen einer nicht-leeren Menge
Q. Dann existiert eine eindeutige, kleinste o-Algebra A(S) tber 2, die S enthdlt.

Beweis: [Lan93b, Ch. VI, §1] |

Lemma 2.1.1 erlaubt uns die folgende Definition.

Definition 2.1.2. (a) Sei S ein beliebiges System von Teilmengen einer nicht-
leeren Menge €. Dann heifit die kleinste o-Algebra A(S), die S enthélt, die
von S erzeugte o-Algebra.

(b) Sei 2 # ) ein topologischer Raum und O das System aller offenen Mengen von
Q). Dann heifit die von O erzeugte o-Algebra A(O) die Borel-o-Algebra oder
die o-Algebra der Borel-Mengen. Die Elemente von A(O) bezeichnen wir als
Borel-messbare Mengen oder kurz als Borel-Mengen.

Konvention: Falls wir im Weiteren nicht explizit etwas anderes voraussetzen, so
fassen wir jeden topologischen Raum () im obigen Sinne auch als messbaren Raum

(2, A4(0)) aut.
Definition 2.1.3. Seien (€2, .A) und (€', B) messbare Rédume. Eine Abbildung f :
Q — Q' heiBt A-B-messbar oder kurz messbar, wenn f~1(B) € A fiir alle B € B.

Satz 2.1.1. (a) Seien f: Q — Q und g : O — Q" messbare Abbildungen. Dann
ist auch go f : Q — Q" messbar.
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(b) Seien Q und € topologische Rdiume. Ferner sei 2 mit einer belicbigen o-
Algebra A und ' mit der o-Algebra der Borel-Mengen versehen. So ist f :
Q — Q genau dann messbar, wenn f~Y(O) fiir jede offene Menge O € O
messbar ist. Insbesondere ist jede stetige Abbildung f : Q0 — Q' messbar, wenn
A die o-Algebra der Borel-Mengen enthilt.

Beweis: [Lan93b, Ch. VI, §1] |

Bemerkung 2.1.1. Wohlbekannte Beispiele zeigen, dass die Komposition g o f :
R — R einer stetigen Funktion f und einer Lebesgue-messbaren, genauer gesagt
einer Lebesgue-Borel-messbaren Funktion g im Allgemeinen nicht wieder Lebesgue-
Borel-messbar sein muss [siehe z.B. [Hal74, Ch. IV, §19]]. Dies scheint im Wider-
spruch zu Satz 2.1.1 zu stehen. Jedoch erhalten wir bei genauer Betrachtung, dass
der obige Satz fiir stetige Funktionen nur die Lebesgue-Borel-Messbarkeit, aber nicht
die Lebesgue-Lebesgue-Messbarkeit liefert, und somit kann dieser auch nicht auf die
Komposition g o f angewandt werden. Insbesondere zeigt dies, dass stetige Funk-

tionen im Allgemeien nicht Lebesgue-Lebesgue-messbar sind, wie man z.B. anhand
der Cantor-Abbildung sieht [siche z.B. [Hal74, Ch. IV, §19]].

Satz 2.1.2. Sei (Q,.A) ein beliebiger messbarer Raum und seien €y sowie 2y topo-
logische Rdume. Ferner sei Q1 X o mit der o-Algebra der Borel-Mengen versehen.
Dann gilt:

(a) Wenn f:Q — Qp X Qy messbar ist, dann sind auch die Abbildungen pry o f :
Q — Oy und pryo f: € — Qo messbar, wobei pry und pr, die Projektionen
auf die erste bzw. zweite Komponente bezeichnen.

(b) Fualls sich zusdtzlich jede offene Menge O in Q0 x Qg als abzihlbare Vereinigung
von Quadern, d.h., von Mengen der Form Oy X Oy, mit O1 € O1 und Oy € O,
darstellen ldfst, so gilt auch die Umkehrung.

Beweis: [Lan93b, Ch. VI, §1] |

Folgerung 2.1.1. Sei (92, .A) ein beliebiger messbarer Raum und E ein topologischer
Vektorraum mit stetiger Halbnorm || - ||. Dann gilt:

(a) Falls f:Q — E messbar ist, so ist auch || f|| : & — R messbar.

(b) Jede komplezwertige Funktion f : 0 — C ist genau dann messbar, wenn ihr
Real- und Imagindrteil messbar sind.

(c) Falls f: Q — C und g : Q — C messbar sind, so sind auch f+g:Q — C und
f-g:Q— C messbar.
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Beweis: Zu (a): Die Behauptung folgt aus Satz 2.1.1.
Zu (b): Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus Satz 2.1.2.

Zu (c): Die Behauptung folgt aus Satz 2.1.2 und der Stetigkeit der Addition bzw.
der Multiplikation in C. |

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Zusatzvoraussetzung in Satz 2.1.2 iiber die
Darstellbarkeit der offenen Mengen als abzdhlbare Vereinigung von Quadern im
Allgemeinen notwendig ist.

Beispiel 2.1.1. Sei € ein beliebiger topologischer Raum, dessen Kardinalitét grofler
ist als [2V], und sei Agq die zugehorige o-Algebra der Borel-Mengen. Dann lisst sich
der Produktraum € x Q kanonisch auf zwei Arten mit einer o-Algebra versehen,
ersten mit der Produkt-o-Algebra Ag x Aq und zweitens mit der o-Algebra der
Borel-Mengen Aq.q beziiglich der Produktopologie. Obwohl in , vielen“ bekannten
Fillen die beiden Konstruktionen die gleichen o-Algebren liefern, gilt im Allgemei-
nen und insbesondere in unserem Beispiel nur die Inklusion

.AQ X AQ ; AQxQ (21)

[siche [Coh80, Ex. 5.1.8]]. Wir bezeichnen nun mit Q' den messbaren Raum (§2 x
0, Ag x Ag) und mit Q" den messbaren Raum (2 x Q, Agxq). Dann ist die Iden-
titat id : ' — Q" wegen (2.1) nicht messbar. Jedoch sieht man leicht, dass die
Abbildungen pry o id und pr, o id messbar sind. Somit ist die Umkehrung von
Satz 2.1.2(a) nicht ohne Zusatzvoraussetzung moglich. Um zu sehen, dass diese

in unserem Fall nicht erfiillt ist, kann man z.B. die offene Menge Q2 x Q \ A mit
A= {(w,w) € Q2 xQ|w e N} betrachten und [Coh80, Ex. 5.1.7] benutzen.

Satz 2.1.3. Sei (92,.A) ein beliebiger messbarer Raum und sei E ein Fréchetraum.
Ferner sei (fn Q) — E)keN eine Folge von messbaren Funktionen, die punktweise
gegen f : Q — E konvergiert. Dann ist auch f messbar.

Beweis: [Lan93b, Ch. VI, §1] |

Bemerkung 2.1.2. Es geniigt in Satz 2.1.3 vorauszusetzen, dass E ein vollstandiger
metrischer Raum ist [siche [Lan93b, Ch. VI, §1]].

Mafirdume und p-messbare Abbildungen

Definition 2.1.4. Sei (€2, .A) ein messbarer Raum.
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(a) Eine Abbildung i : A — [0, 00] heifit o-additiv, wenn fiir jede Folge (Ay)
von disjunkten, messbaren Mengen die Identitét

u(Ja) =D mtan

keN

keN

erfiillt ist.

(b) Eine o-additive Abbildung p : A — [0, 00] mit p(0) = 0 heifit positives Maf
auf . Das Tripel (2, A, i) bezeichnen wir als Mafraum.

(c) Falls p ein positives Maf auf der o-Algebra der Borel-Mengen ist, so bezeichnen
wir p auch als Borelmafs.

Lemma 2.1.2. (a) Sei (2, A, u) ein beliebiger Mafraum und sei (Ak)keN eine
monoton steigende Folge von messbaren Mengen. Dann gilt

iU A) = Jim ()

keN

(b) Sei (2, A, ) ein belicbiger Mafiraum und sei (Ak)keN eine monoton fallende
Folge von messbaren Mengen. Ferner sei (A1) # oo. Dann gilt

i1 40) = Jim 40

keN

Beweis: [Lan93b, Ch. VI, §1] |

Definition 2.1.5. Sei (92,4, i) ein beliebiger Mafiraum.
(a) Eine Menge N € A mit pu(N) = 0 heiBt u- Nullmenge oder kurz Nullmenge.

(b) Eine Menge A € A heiBt o-endlich, wenn es eine Folge (Ay) rey Yon messbaren
Mengen gibt mit pu(Ax) < oo fiir alle £ € N und

A:UAk.

keN

Konvention: Wir sagen, dass eine Eigenschaft P auf einem Mafiraum € pu-fast
tiberall gilt, wenn es eine u-Nullmenge N gibt, die alle w € 2 enthilt, die P nicht
erfilllen, d.h., {w € Q| =P} C N.
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Bemerkung 2.1.3. Man beachte, dass die Menge M := {w € | =P} im Allgemei-
nen nicht in A liegen muf. Jedoch gehért M zur sogenannten p- Vervollstindigung
Avon A, d.h.,

E:{Auﬁc@ AeAHNeA;ﬁCMHMU:@.

Ferner kann man leicht zeigen, dass A wiederum eine o-Algebra tiber () bildet und
 sich zu einem positiven Mafl i auf A fortsetzen lasst [sieche z.B. [Coh80, Ch. 1,

§5]]-

Definition 2.1.6. Sei (€2, A, 1) ein Mafiraum, A C ) eine messbare Menge und E
ein beliebiger Fréchetraum.

(a) Eine endliche Folge (Ak)k=1 von disjunkten, messbaren Mengen mit

N
A=A
k=1
heifit endliche Partition von A.

(b) Eine Abbildung f : Q — FE heiit u- Treppenfunktion oder kurz Treppenfunk-
tion, wenn es eine messbare Menge A mit endlichem Mafl und eine endliche

-----

(i) fla, ist konstant fir alle k =1,..., N.
(ii) flova =0, d.h. der Tréger von f ist in A enthalten.

Die Menge aller Treppenfunktionen von €2 nach E bezeichen wir mit St(2, E).

Lemma 2.1.3. Sei (2, A, 1) ein Mafiraum und E ein Fréchetraum dber K = R
oder K = C. Dann gilt:

(a) Falls f:Q — E, g:Q — E und X : Q — K Treppenfunktionen sind, so auch
f+gundX- f.

(b) Falls f : Q — E eine Treppenfunktion und || - || eine Halbnorm auf E ist, so
ist auch || f] : Q@ — [0,00) eine Treppenfunktion.

Beweis: v

Folgerung 2.1.2. Sei (0, A, n) ein Mafraum und E ein Fréchetraum tber K =
R oder K = C. Dann bildet die Menge der Treppenfunktionen St(§2, E) einen K-
Vektorraum.

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus Lemma 2.1.3. |
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Definition 2.1.7. Sei (2, A, 1) ein Mafiraum, E ein Fréchetraum und || - || eine
stetige Halbnorm auf E.

(a)

(b)

Eine Abbildung f : Q — E heifit u-messbar beziiglich || - ||, wenn es eine Folge
von Treppenfunktionen f; : (2 — FE gibt, die fast iiberall punktweise beziiglich
|| - || gegen f konvergiert, d.h.,

lim [[/(w) = filw)]| =0
fiir fast alle w € .

Eine Abbildung f : 2 — E heifit u-messbar, wenn es eine Folge von Treppen-
funktionen f : Q — FE gibt, die fast {iberall punktweise gegen f konvergiert.
Die Menge aller pu-messbaren Abbildungen von 2 nach E bezeichnen wir mit
M(Q, E, p).

Bemerkung 2.1.4. (a) Jede p-messbare Funktion f : Q — E verschwindet au-

Berhalb einer o-endlichen Teilmenge von 2. Falls €2 ein topologischer Raum ist,
impliziert dies jedoch nicht, selbst wenn A die o-Algebra der Borel-Mengen
ist, dass der topologische Tréger von f, d.h. der Abschluss des Tragers von f
o-endlich sein muss. Dazu betrachte man das folgende Beispiel.

Sei 2 = [0,1] versehen mit der natiirlichen Topologie, A die o-Algebra der
Borel-Mengen und p das Zahlmafl auf A. Dann ist die Funktion f : [0,1] — R,

1 fir we@
f(”):{o fir wegQ

p-messbar. Der topologische Triager von f jedoch ist nicht o-endlich, denn es
gilt supp f = [0, 1].

Jede p-messbare Funktion besitzt ein ,,fast separables Bild, d.h., zu jeder u-
messbaren Funktion f : 2 — E gibt es eine Nullmenge N derart, dass f(Q\ N)
separabel ist. Dies ist eine unmittelbare Konsequenz aus der Approximations-
eigenschaft von f durch Treppenfunktionen f;. Denn daraus folgt

FQ\N) C | fl@\N),

keN

und somit ist f(2\ N) als Teilmenge einer separablen Menge eines metrischen
Raums wiederum separabel. Man beachte jedoch, dass das Bild von f im
Allgemeinen nicht separabel sein muss.

Lemma 2.1.4. Sei (Q, A, 1) ein Mafiraum, E ein Fréchetraum und (|| - ||, ein

neN

beliebiges Fundamentalsystem von E. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
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(a) Die Abbildung f : Q — E ist p-messbar.
(b) Die Abbildung f : Q2 — E ist fir alle n € N p-messbar beziglich || - ||,

Beweis: Die Behauptung ist eine unmittelbare Folgerung aus den Definitionen
2.1.7(a) und (b). [

Satz 2.1.4. Sei (2, A, 1) ein Mafsraum und seien Ey, Ey und F Fréchetrdiume.
Ferner seien f : Q0 — Ey und g : Q0 — E5 p-messbare Abbildungen und h : Ey X
Ey — F stetig mit h(0,0) = 0. Dann ist auch die Abbildung ho (f,g) : Q@ — F,
w — h(f(w),g(w)) p-messbar.

Beweis: analog zu [Lan93b, Ch. VI, §1] |

Folgerung 2.1.3. Sei (2, A, p) ein Mafraum und seien E und F Fréchetrdume
tiber K =R oder K = C. Dann gilt:

(a) Falls f: Q — FE, g:Q — E und \ : Q — K pu-messbar sind, so auch f + g
und Af.

(b) Falls f: Q) — E p-messbar und g : E — F mit g(0) = 0 stetig ist, so ist auch
gof:Q — F p-messbar.

(c) Falls f : Q — E p-messbar und || - || eine stetige Halbnorm auf E ist, so ist
auch || f]| : @ — [0, 00) p-messbar.

Beweis: Zu (a): Die Aussage folgt unmittelbar aus Satz 2.1.4 und der Stetigkeit der
Vektorraumoperationen auf F.

Zu (b): Die Behauptung ergibt sich aus Satz 2.1.4 mit h(z,y) := g(z).

Zu (c): Die Behauptung folgt unmittelbar aus (c). [

Bemerkung 2.1.5. Die Voraussetzungen h(0,0) = 0 und g(0) = 0 in Satz 2.1.4
bzw. Folgerung 2.1.3 werden nur benétigt, damit die approximierenden Treppen-
funktionen auflerhalb einer Menge endlichen Mafles verschwinden. Man kann auf
diese verzichten, wenn der Mafiraum o-endlich ist.

Folgerung 2.1.4. Sei (Q, A, p) ein Mafraum und E ein Fréchetraum iber K = R
oder K = C. Dann bildet die Menge der p-messbaren Abbildungen M(Q, E, 1) einen
K- Vektorraum.

Beweis: Die Behauptung ergibt sich aus Folgerung 2.1.3. |
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Bemerkung 2.1.6. Man beachte, dass der Begriff der pu-Messbarkeit nicht nur
grundlegend fiir die spétere Definition eines Integrals ist, sondern nach Folgerung
2.1.4 auch bessere algebraische Eigenschaften besitzt als der Begriff der Messbarkeit,
denn die Menge der messbaren Abbildungen bildet im Allgemeinen keinen Vektor-
raum [siche [Coh80, Appendix E, Ex. 2]]. Dies kann man mit Hilfe des messbaren
Raums € aus Beispiel 2.1.1 und den Abbildungen pr; : Q" — Q und pr, : Q' — Q
sehen, denn (pr; — pry)~1(0) = A ist nicht messbar.

Der folgende, zentrale Satz dieses Teilabschnittes klédrt den Zusammenhang zwischen
den Begriffen messbar und u-messbar. Er zeigt, dass py-messbare Abbildungen durch
Messbarkeit und die Eigenschaften (a) und (b) aus Bemerkung 2.1.4 charakterisiert
sind.

Satz 2.1.5. Sei (Q, A, p) ein Mafiraum und E ein Fréchetraum. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(a) Die Abbildung f : Q — E ist p-messbar.

(b) Es gibt eine Nullmenge N und eine o-endliche Menge A, so dass folgendes
qgilt:
(i) flon ist messbar.
(ii) floxa =0, d.h., der Trager von f liegt in A.
(iii) f(QL\ N) ist separabel.

Beweis: analog zu [Lan93b, Ch. VI, §1] [

Folgerung 2.1.5. Sei (fk Q- E)keN eine Folge von Treppenfunktionen, die
punktweise fast tiberall gegen f : Q — E konvergiert. Dann existiert fiir jedes € > 0
eine messbare Menge N. mit u(N.) < €, so dass (fk)keN auf Q\ N. gleichmdfig
gegen [ konvergiert.

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus dem Beweis von Satz 2.1.5 [vgl. [Lan93b, Ch.
VI, §1]]. ]

Bemerkung 2.1.7. Der Beweis in [Lan93b| zeigt aulerdem, dass Satz 2.1.5 auch
fiir nicht vollstindige Raume giiltig ist, denn die Vollstiandigkeit von E wird an
keiner Stelle im Beweis benutzt.

Folgerung 2.1.6. Sei (2, A, 1) ein o-endlicher MafSraum und sei E' ein separabeler
Fréchetraum. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) Die Abbildung f : Q — E ist u-messbar.
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(b) Es existiert eine Nullmenge N, so dass die Abbildung f : Q0 — E eingeschrankt
auf Q\ N messbar ist.

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus Satz 2.1.5. |

Folgerung 2.1.7. (a) Sei (2, A, ) ein topologischer, o-endlicher MafSraum, des-
sen o-Algebra die Borel-Mengen enthdlt. Ferner sei E ein separabler Fréchet-
raum. Dann ist jede stetige Abbildung f : Q) — E u-messbar.

(b) Sei (2, A, ) ein kompakter, o-endlicher MafSraum, dessen o-Algebra die Borel-
Mengen enthdlt. Ferner sei E ein beliebiger Fréchetraum. Dann ist jede stetige
Abbildung f : Q — E u-messbar.

Beweis: Zu (a): Dies folgt unmittelbar aus Satz 2.1.1 und Satz 2.1.5.

Zu (b): Da € kompakt und f stetig ist, ist auch das Bild von f kompakt. Daraus
wiederum folgt die Separabilitdt von E := span f(€2) und somit ergibt sich die
Behauptung aus (a) angewandt auf die Abbildung f: Q — FE. |

Der abschlieSende Satz dieses Teilabschnittes zeigt, dass p-Messbarkeit unter punkt-
weiser Konvergenz erhalten bleibt.

Satz 2.1.6. Sei (0, A, ) ein Mafraum und E ein Fréchetraum. Ferner sei (f;C :
Q — E)keN eine Folge von p-messbaren Funktionen, die fast tiberall punktweise
gegen [ :Q — E konvergiert. Dann ist auch f : Q) — E pu-messbar.

Beweis: analog zu [Lan93b, Ch. VI, §1] |

Integrierbare Abbildungen
Lemma 2.1.5. Sei (2, A, ) ein Mafsraum und A C Q2 messbar. Ferner sei f : Q —

(a)
Y F(Bu(Br) =Y F(C)u(Ch).
P K1

1

(b) Die Abbildung fa = xa- f ist wiederum eine Treppenfunktion mit Partitionen
"""" nrs Wobeti x4 die charakteristische Funktion
von A bezeichne.

Beweis: v

Mit Hilfe von Lemma 2.1.5 konnen wir nun ein wohldefiniertes Integral fiir Trep-
penfunktionen einfiihren.
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Definition 2.1.8. Sei (€2, A, ) ein Mafiraum, f : Q — E eine Treppenfunktion und

=1,...,

/Qfdu = f(A)u(Ay) €E

das Integral von f iiber ) beziiglich u. Falls A eine beliebige messbare Teilmenge
von (2 ist, so definieren wir das Integral von f {iber A beziiglich p mittels

Aﬂm:éhweﬂ

Lemma 2.1.6. Sei (Q, A, p) ein Mafiraum und E ein Fréchetraum. Dann gilt:
(a) Die Abbildung [, : St(Q, E) — E, f— [, fdu ist linear.

(b) Falls A C Q und B C Q messbar und disjunkt sind, so gilt

fan= [ ran+ [ fan
AUB A B
fiir jede Treppenfunktion f € St(§2, F)

(c) Falls f: Q) — R und g : Q@ — R Treppenfunktionen sind mit f < g, so gilt

Lf@slﬁw.

(d) Falls || - || eine beliebige Halbnorm auf E und f : Q) — E eine Treppenfunktion

77777

| [ raul) < [ 0sian < supir- ua)

mit A= | Ag.

Beweis: Die obigen Behauptungen sind unmittelbare Folgerungen aus Definition
2.1.8. |

Lemma 2.1.7. Sei (Q, A, 1) ein Mafiraum, E ein Fréchetraum und (| - H”)neN ein

(monoton wachsendes) System von Halbnormen auf E. Dann liefert (| - ||1.,)
definiert durch

neN’

1l = / Ifllds, neN,

ein (monoton wachsendes) System von Halbnormen auf St(Q), E, u).



KAPITEL 2. DIFFERENTIAL- UND INTEGRALRECHNUNG 23

Beweis: v

Das obige Lemma gibt nun Anlass zu folgender Definition.

Definition 2.1.9. Sei (Q, A, 1) ein MaBraum, E ein Fréchetraum und (|| - ||,
das zu (|- |,)

neN
ein Fundamentalsystem auf £. Dann heift (]| - [|1,,) zugehorige

Li- Fundamentalsystem.

neN neN

Lemma 2.1.8. Sei (2, A, ) ein MafSraum und sei E ein Fréchetraum mit Funda-
mentalsystem (|| - ||”)neN' Ferner sei

St(Q, E, ) := {f € St(Q, E, u) ‘ f(w) =0 p-fast ﬂbemll}

Dann gilt
SUQ Bo)o = () {£ € SUQEop) | Ifllin =0}

neN

Beweis: Da (|| - H”)neN ein Fundamentalsystem von F ist, ist die obige Behauptung
offensichtlich erfiillt. n

Somit definiert (|- [l1.n) oy nach Satz 1.1.1 eine eindeutige lokal-konvexe Topologie
auf dem Quotientenraum St($2, E, ) /St(2, E, p)o.

Lemma 2.1.9. Sei (Q, A, 1) ein Mafiraum und sei E ein Fréchetraum. Ferner seien
(Il - Hn)neN und (||| - “‘”)neN dquivalente Fundamentalsysteme von E. Dann sind die

zugehdrigen Li-Fundamentalsystem dquivalent, d.h., sie erzeugen die gleiche lokal-
konveze Topologie auf St(2, E, 1) /St(Q2, E, p)o.

Beweis: Der Behauptung folgt leicht aus der Definition der Aquivalenz von Funda-
mentalsystenen [siche 1.1.4]. |

Definition 2.1.10. Sei (2, A, 1) ein Mafiraum und E ein Fréchetraum mit Funda-
mentalsystem (|- H”)neN‘ Dann bezeichnen wir mit Ly (€2, E, 1) die (bis auf Isometrie)

eindeutige Vervollstindigung von St(, E, 1) /St(Q, E, p)o beziiglich (] - |’17n)neN'

Satz 2.1.7. Sei (Q, A, p) ein Mafiraum und E ein Fréchetraum. Dann ist auch
L1(Q, E, p) ein Fréchetraum.

Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus Satz 1.1.2. |

Aus Lemma 2.1.6 folgt, dass das Integral aus Definition 2.1.8 einen stetigen, linearen
Operator von St(€2, F, 1) nach E darstellt. Somit kénnen wir diesen offensichtlich
eindeutig auf die Vervollstindigung L (2, F, u) fortsetzen. Andererseits zeigen wir
im Folgenden, dass sich das oben eingefiihrte Integral auch auf einen geeigneten
Unterraum aller g-messbaren Abbildungen erweitern ldsst. Abschliefend werden wir
sehen, dass dieser in kanonischer Weise isomorph zu L (Q, E, p) ist.
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Definition 2.1.11. Sei (2, A, 11) ein Mafiraum und sei E ein Fréchetraum mit Fun-

damentalsystem (|| - [|») Ferner sei || - || eine beliebige stetige Halbnorm auf
L.

neN’

(a) Eine Folge von Treppenfunktionen (fi)ren heiBt Li-Cauchy-Folge beziiglich
|| - ||, wenn es zu jedem € > 0 ein N € N gibt, so dass

Ife — fillh <e
fiir alle k,1 > N.

(b) Eine Folge von Treppenfunktionen (fi)ren heift Li- Cauchy-Folge, wenn es zu
jedem n € N und zu jedem € > 0 ein N € N gibt, so dass

I fe = filin <€
fiir alle k,1 > N.

(c) Wir sagen, eine Folge von Treppenfunktionen (fy)ren Li-approzimiert f €
M(Q, E, ) beziiglich || - ||, wenn (fx)ren eine L;-Cauchy-Folge beziiglich || - ||
ist und fast iiberall punktweise beziiglich || - || gegen f konvergiert.

(d) Wir sagen, eine Folge von Treppenfunktionen (fi)ren Li-approzimiert f €
M(Q, E, ), wenn ( fx)ken eine Lj-Cauchy-Folge ist und fast iiberall punktweise
gegen f konvergiert. Die Menge aller p-messbaren Funktionen, die sich L;-
approzimieren lassen, bezeichnen wir mit £4(9, E, u).

Bemerkung 2.1.8. (a) Die Voraussetzung f € M(2, E, p1) in Definition 2.1.11(d)
ist iiberfliissig, den aus Definition 2.1.7 folgt, dass jede Abbildung, die L;-
approximierbar ist, auch p-messbar ist.

(b) Nach Lemma 2.1.10 sind offensichtlich die Begriffe L;-Cauchy-Folge und 1.;-
approzimierend von der Wahl des Fundamentalsystems auf F unabhingig.
Dies gilt somit auch fiir die Definition von £,(£2, E, u).

Lemma 2.1.10 (Hauptlemma). Sei (2, A, 1) ein Mafiraum, E ein Fréchetraum
und (fr)ren eine Ly-Cauchy-Folge von Treppenfunktionen.

(a) Dann gibt es eine Teilfolge ( fy,)ien, die fast iberall punktweise konvergiert.

(b) Fiir jedes € > 0 gibt es eine messbare Menge M. mit u(M.) < e, so dass die
obige Teilfolge (fr,)ien gleichmdf$ig auf Q \ M. konvergiert.

Beweis: analog zu [Lan93b, Ch. VI, §3, Lemma 3.1] |
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Lemma 2.1.11. Sei (2, A, u) ein Mafraum und sei E ein Fréchetraum mit Funda-
mentalsystem (| - ||n)n€N. Ferner seien (fi)ken und (gr)ren Li-Cauchy-Folgen von
Treppenfunktionen, die fast tiberall punktweise gegen dieselbe Grenzfunktion f kon-
vergieren. Dann gilt:

(a) Die Grenzwerte der Folgen (fQ fr d,u) ey und (fQ Jk d,u)kEN existieren in E
und sind gleich, d.h.,

lim [ fydp = lim /gk dg.
k—oo Jq k—oo Jq

(b) Die Folge (fr — gr)ren ist eine Nullfolge beziiglich (H . ”1n)

neN’

Beweis: analog zu [Lan93b, Ch. VI, §3, Lemma 3.2] |

Mit Hilfe von Lemma 2.1.11 koénnen wir nun das in Definition 2.1.8 eingefiihrte
Integral auf ganz £(€2, E, u) fortsetzen.

Definition 2.1.12. Sei f € L£1(Q, E, 1) und sei (fx)ren eine beliebige Folge von
Treppenfuktionen, die f Li-approximiert. Dann definieren wir das Integral von f
iiber €2 beziiglich 1 mittels

/fd,u = lim/fkd,u.
Q k=oo Jo

Die Elemente von £;(£2, E, u) bezeichnen wir als p-integrierbare Abbildungen. Falls
A eine beliebige messbare Teilmenge von (2 ist, so definieren wir

Afdﬂ5:/(2fAdN-

als das Integral von f {iber A beziiglich pu.

Bemerkung 2.1.9. Man beachte, f € £,(Q, F, u) impliziert f4 € £1(Q, E, ) fiir
jede messbare Menge A C Q.

Das folgende Lemma zeigt, dass wir auch das System (||-[|1,) <y von Li-Halbnormen

problemlos auf £1(2, E, ) erweitern konnen.

N

Lemma 2.1.12. Sei (2, A, 1) ein Mafiraum und sei E ein Fréchetraum mit Fun-
damentalsystem (|| - ||n)n€N. Ferner sei f € L1(Q, E, ) und (fr)ren eine Folge von
Treppenfunktionen, die f Li-approrimiert. Dann gilt:

(a) Die Abbildung || f||, ist fir alle n € N p-integrierbar.
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(b) Die Folge (”ka”)keN ist fiir alle n € N eine Lq-Cauchy-Folge von Treppen-
funktionen, die fast tiberall gegen ||f||, konvergiert und es gilt

L0l = i [ sl
Q - Ja

fiir alle n € N.

Beweis: analog zu [Lan93b, Ch. VI, §3, Lemma 3.3] |

Lemma 2.1.13. Sei (2, A, 1) ein Mafraum und sei E ein Fréchetraum mit (mo-
noton wachsendem) Fundamentalsystem (| - H”)neN' Ferner sei fir alle n € N die

Abbildung || - |10 : L1(Q, E, 1) — [0,00), definiert durch

1= [ 1l = Jima [ el
Q —Ja

wobei (fr)ken eine beliebige Folge von Treppenfunktionen sei, die f Li-approzimiert.
Dann definiert (|- ||1,n) ein (monoton wachsendes) System von Halbnormen auf

El(QaEnu)'

neN
Beweis: Die Behauptung ergibt sich mit Hilfe von Lemma 2.1.12. |

Definition 2.1.13. Sei (€2, A, 1) ein Mafiraum und sei E ein Fréchetraum mit Fun-
damentalsystem (|| - H")neN' Dann heift (|| - [[1,),  das zu (]| - H”)neN zugehorige
L;- Fundamentalsystem auf £1(Q, E, p).

neN

Lemma 2.1.14. Sei (2, A, 1) ein Mafiraum und sei E ein Fréchetraum mit Fun-
damentalsystem (| - H")neN' Ferner sei

Li(E, p)o = {f € Li(E, 1) ‘ f(w) =0 fast u’bemll}.

Dann gilt
L. po = (\{/ € L@ B.p) | 1l = 0]

neN

Beweis: Die Behauptung folgt leicht aus der Abzéhlbarkeit des Fundamentalsy-
stems. m

Lemma 2.1.15. Sei (Q, A, 1) ein MafSraum und E ein Fréchetraum. Ferner seien
(II- H”)neN und (||| - |””)neN dquivalente Fundamentalsysteme auf E. Dann sind auch
die zugehorigen Ly -Fundamentalsysteme dquivalent.

Beweis: Eine einfache Rechnung zeigt die Behauptung. ]
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Satz 2.1.8. Sei (Q, A, u) ein Mafiraum und E ein Fréchetraum. Dann ist auch
der Quotientenraum L1(2, E, 1)/ L1(Q2, E, p)o ein Fréchetraum. Insbesondere ist der
Raum L1(Q, E, 1)/ L1(2, E, p)o isometrisch isomorph zu Ly (2, E, u).

Beweis: analog zu [Lan93b, Ch. VI, §3, Thm. 3.4] [ |

Konvention: Da uns Satz 2.1.10 erlaubt, die Rdume £1(Q, E, 1)/ L£1(2, E, 1) und
L1(Q, E, 1) zu identifizieren, benutzen wir zur Vereinfachung der Notation im Wei-
teren nur noch die Bezeichnung L; (€2, F, u1).

Zum Schluf} dieses Abschnittes betrachten wir zwei weitere Moglichkeiten, u-integ-
rierbare Funktionen einzufiithren, und zeigen, dass diese scheinbar schwécheren De-
finitionen [siehe z.B. [GWST72]] mit dem von uns gewéhlten Zugang dquivalent sind.

Satz 2.1.9. Sei (2, A, u) ein Mafraum und sei E ein Fréchetraum mit Fundamen-
talsystem (|| . H")neN' Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) Die Abbildung f : Q) — E ist p-integrierbar.

(b) Die Abbildung f : Q — E ist fir jedes n € N p-integrierbar beziiglich || - ||,
d.h., fiir jedesn € N ezistiert eine Folge von Treppenfunktionen, die f beziiglich
| - [l Li-approzimiert.

(¢) Die Abbildung f : Q — E ist ji-messbar und fiir jedes n € N ist die Abbildung
| f|ln p-integrierbar.

(d) Die Abbildung f : Q — E ist p-messbar und fir jedes | € E* ist die Abbildung
lo f u-integrierbar.

Beweis: [GWST72] |

Hauptsétze iiber integrierbare Abbildungen

Der folgende Satz zeigt, dass sich alle Eigenschaften aus Lemma 2.1.6 auf beliebige
p-integrierbare Abbildungen iibertragen.

Satz 2.1.10. Sei (2, A, u) ein Mafiraum und E ein Fréchetraum. Dann gilt:
(a) Die Abbildung [, : 11(Q, E) — E, f— [, fdp ist linear und stetig.

(b) Seien A und B disjunkte, messbare Teilmengen von . Dann gilt

AUdeu—/Ader/deu-
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(c) Seien f,g € Li(Q,R, ) und sei f(w) < g(w) fir fast alle w € Q. Dann gilt

/Qfdué/ﬂgdu

(d) Sei || || eine stetige Halbnorm auf E. Dann gilt

| [ rau] < [ 1r1an < ess supll s utsuon )

Konvention: Man beachte, dass in Satz 2.1.10 sowohl ess sup,q ||f|| als auch
w(supp f) den Wert oo annehmen koénnen. In diesen Fillen treffen wir die Kon-
vention 0 - oo = oo - 0 = 0.

Beweis: Man erhéllt die Behauptungen (a)—(d), indem man die entsprechenden
Aussagen in Lemma 2.1.6 mittels Definition 2.1.12 und den obigen Hilfssidtzen auf
p-integrierbare Abbildungen iibertragt. |

Die beiden folgenden Sétze zeigen die Vertauschbarkeit von Integration und stetigen,
linearen Abbildungen, insbesondere stetigen Projektionen.

Satz 2.1.11. Sei (Q, A, ) ein MafSraum und seien E und F' Fréchetriume. Ferner
seit A : E — F eine stetige, lineare Abbildung. Dann induziert A mittels f —
Ao f eine stetige, lineare Abbildung von 1Li(Q2, E, n) nach Li(2, F) und fir alle

feLi(Q,E) gilt
/QAofdu:A</Qfdu).

Beweis: analog zu [Lan93b, Ch. VI, §4, Thm. 4.1] |

Satz 2.1.12. Sei (2, A, 1) ein Mafiraum und seien Ey und Ey Fréchetrdume. Ferner
bezeichnen pry : £y X Ey — Ey und pry : By X Ey — FEy die stetigen Projektionen
auf By bzw. Ey. Dann ist

d . Ll(Q,El X EQ) — Ll(Q,El) X Ll(Q,EQ),
f = (priof,pryof)

ein stetiger, linearer Isomorphismus und fir alle f € Ly(Q, By X Ey) gilt

/szfdﬂ: </Qprlofd“’/gpf2°fdu>.

Beweis: analog zu [Lan93b, Ch. VI, §4, Thm. 4.2] |
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Lemma 2.1.16. Sei (Q, A, p) ein Mafiraum, E ein Fréchetraum mit Fundamental-
system (|| - H")neN und f € Ly(Q, E, ). Dann ezistiert eine Nullmenge N, so dass
folgendes gilt:

(a) Die Menge A, = {w € Q\ N | ||[f(w)|ln > ¢} ist fir jedes ¢ > 0 und jedes
n € N messbar und besitzt endliches Mafs.

(b) Die Menge Ay :={w € Q\ N | f(w) # 0} ist messbar und o-endlich.
Beweis: analog zu [Lan93b, Ch. VI, §5, Lemma 5.1] |

Bemerkung 2.1.10. Das obige Lemma 2.1.16 zeigt insbesondere, dass die Menge
{weQ||lf(w)|, < cfir alle n € N} ein o-endliches Komplement besitzt, denn es
gilt

Q\{w €N ’ | f(w)|n < cfiir allenEN}

= o\ {wea|lf@l <}

neN

= U{wea| 5@l > e}

neN

Das folgende Beispiel zeigt, dass man im Allgemeinen auch nicht mehr, d.h., kein
endliches Maf}, erwarten kann.

Beispiel 2.1.2. Sei Q := R versechen mit dem Lebesgue-MaB und sei F := RN,
Ferner sei f : R — RY definiert durch

k
= k € N.

Dann gilt
N {wer | 1F@n = max |fuw) < c} =0.

1<k<n
neN

Wir verallgemeinern nun Hauptlemma 2.1.10 auf beliebige Cauchy-Folgen im Raum

Ll(Qv Ea:u)

Satz 2.1.13. Sei (2, A, 1) ein Mafsraum und E ein Fréchetraum. Ferner sei (fk)
eine Folge, die in Ly (Q, E, p) gegen f konvergiert.

(a) Dann gibt es eine Teilfolge (fkl)leI\V
punktweise gegen [ konvergiert.

keN

die f Li-approximiert, d.h., die fast tiberall

(b) Fir jedes € > 0 gibt es eine messbare Menge N mit u(N) < e, so dass die
obige Teilfolge (f’“)leN gleichmafig auf Q\ N gegen f konvergiert.
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Beweis: analog zu [Lan93b, Ch. VI, §5, Thm. 5.2] |

Folgerung 2.1.8. Sei (2, A, u) ein Mafiraum und E ein Fréchetraum. Ferner sei
(fk)keN eine Folge in Ly(Q, B, n), die f € M(Q, E, u) Ly-approzimiert. Dann ist
f el E u) und (fk)keN konvergiert in L1(Q, E, 1) gegen f.

Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus Definition 2.1.11 und Satz 2.1.13.
[

Bemerkung 2.1.11. Folgerung 2.1.8 besagt, dass jede Folge (fk)k:eN inLy(Q, E, 1),
die f Lj-approximiert, insbesondere auch gegen f in L;(Q2, £, u) konvergiert. Die
Umkehrung ist im Allgemeinen falsch. Jedoch folgt aus Satz 2.1.13, dass jede Folge
(fk)keN’ die in Li(Q, E, u) gegen f konvergiert, eine Teilfolge besitzt, die f L;-
approximiert.

Der folgende Satz von der monotonen Konvergenz und das anschliefende Lemma
von Fatou sind wohlbekannt. Trotzdem haben wir beide Ergebnisse in die Arbeit auf-
genommen, da sie die entscheidenden Hilfsmittel zur Verallgemeinerung des Satzes
von Lebesgue darstellen.

Satz 2.1.14 (Satz von der monotonen Konvergenz). Sei (2, A, 1) ein Maf-
raum und set (fk)keN eine monoton wachsende Folge p-integrierbarer, reellwertiger

Funktionen. Ferner sei die Folge der Integrale (fQ fr d,u)keN beschrdnkt, d.h., es
existiere ein M > 0 mit

/fdeSM
Q

fiir alle k € N. Dann st (fk)keN eine Ly -Cauchy-Folge und konvergiert fast iberall
punktweise gegen eine p-integrierbare Funktion f € Li(Q, R, u).

Beweis: [Lan93b, Ch. VI, §5, Thm. 5.5] |

Folgerung 2.1.9. Sei (0, A, n) ein MafSraum und sei <fk)keN eine Folge von pi-
integrierbaren Funktionen. Ferner existiere ein g € Li(Q,R, ) mit |fi| < g fast
tberall fiir alle k € N. Dann sind die Funktionen sup,cy fr und infren fr p-integ-

rierbar und es gilt
SuP/fde S/supfkdu
keN Jo Q keN

. <
e < o
Beweis: [Lan93b, Ch. VI, §5, Cor. 5.6] |

bzw.
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Lemma 2.1.17 (Lemma von Fatou). Sei (2, A, 1) ein Mafiraum und sei (fk)keN
eine Folge von nicht-negativen, p-integrierbaren Funktionen mit liminfy . || fxl[1 <
0o. Dann ist die Funktion liminf,_ . fr p-integrierbar und es gilt

/ liminf fr dp < liminf/ frdp < liminf || fe 1.
q k—oo k—o0 Q k—o0

Beweis: [Lan93b, Ch. VI, §5, Cor. 5.7] |

Nachdem wir nun alle Hilfsmittel zur Verfiigung haben, konnen wir, wie angekiindigt,
den Satz von Lebesgue iiber die majorisierte Konvergenz auf Fréchetraum-wertige
Abbildungen iibertragen.

Satz 2.1.15 (Satz von Lebesgue iiber die majorisierte Konvergenz). Sei

(2, A, ) ein Mafraum, E ein Fréchetraum mit Fundamentalsystem (|| - Hn)neN und
(fk) ey €ine Folge pi-integrierbarer Abbildungen, die fast tiberall punktweise gegen

f: Q — FE konvergiert. Ferner existiere eine Folge (gn) von p-integrierbaren,

neN
reellwertigen Funktionen, die die Folge (fk)keN w-fast iberall magjorisiert, d.h., fiir

alle n € N und alle k € N gilt p-fast tiberall die Abschditzung

[fx(@)lln < gn(w).

Dann ist die Abbildung f p-integrierbar und (fk) approximiert f in Ly (Q, E, u).

keN
Beweis: analog zu [Lan93b, Ch. VI, §5, Thm. 5.8] |

Folgerung 2.1.10. Sei (2, A, u) ein MafSraum und sei f : Q — E p-messbar.
Ferner existiere eine Folge (gn)neN w-integrierbarer, reellwertiger Funktionen, so
dass fiir alle n € N die Abschdtzung

1 (@)lln < gnlw)

p-fast iberall gilt. Dann ist f p-integrierbar. Insbesondere ist f € M (S, E, u) genau
dann p-integrierbar, wenn || f||, fir alle n € N p-integrierbar ist.

Beweis: analog zu [Lan93b, Ch. VI, §5, Cor. 5.9] |

Folgerung 2.1.11. Sei (2, A, u) ein MafSraum und sei (fk)keN eine Folge p-integ-
rierbarer Abbildungen, die fast tberall punktweise gegen f : Q — E konvergiert.
Ferner sei (fk)keN in 11(Q, E, u) beschrinkt, d.h., fir alle n € N existiert ein M
mit

/Q el de < M

fiir alle k € N. Dann ist f p-integrierbar.
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Beweis: Die Behauptung ergibt sich aus Folgerung 2.1.10 und dem Lemma von
Fatou 2.1.17. [}

Folgerung 2.1.12. Sei (0, A, n) ein Mafiraum und seien Fy, Ey und F Fréchet-
raume. Ferner sei B : By X E5 — F' eine stetige, bilineare Abbildung, f : Q — Fy u-
integrierbar und g : 2 — Ey p-messbar und wesentlich beschrinkt, d.h. ess supg g <
00. Dann ist w — B(f(w), g(w)) p-integrierbar.

Beweis: analog zu [Lan93b, Ch. VI, §5, Cor. 5.13] |

Bemerkung 2.1.12. Die Voraussetzung der pu-Messbarkeit und wesentlichen Be-
schranktheit von ¢ in Folgerung 2.1.12 kann man nicht durch p-Integrierbarkeit von
g ersetzen! Dies zeigen schon einfache Beispiele mit £ = E; = E, = F = R und
B(wy,ws) := wy - wo.

Satz 2.1.16. Sei (2, A, p) ein MafSraum und E ein Fréchetraum mit Fundamen-
talsystem (H . Hn) Ferner sei (fk)keN eine Folge p-integrierbarer Abbildungen

mait -
Z/ il da < 00
k=1

fiir alle n € N. Dann konvergiert die Reihe
> fi
k=1

fast iiberall punktweise gegen eine p-integrierbare Abbildung f und es gilt

/Qfduzgfgfkdu-

Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus dem Satz von Lebesgue 2.1.15. R

neN’

Folgerung 2.1.13. Sei (0, A, ) ein Mafiraum, E ein Fréchetraum mit Fundamen-
talsystem (|| - H”)neN und f € 1y(Q, E, ). Dann ezistiert zu jedem € > 0 und zu
jedem n € N eine messbare Menge A., mit endlichem Maf, so dass

H/Qfdu—/Amfdu

< €.

n
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Beweis: Die Behauptung ist eine unmittelbar Folgerung aus dem Satz iiber die
Monotone Konvergenz 2.1.14. |

Die beiden abschlieenden Sétze dieses Teilabschnitts beinhalten zwei wichtige Mit-
telwerteigenschaften p-integrierbarer Abbildungen. Wahrend Satz 2.1.17 ,,im We-
sentlichen zeigt, dass das Integral ﬁ i) 1 fdu in der konvexen Hiille von f(A)

liegt, so liefert umgekehrt Satz 2.1.18 eine Aussage iiber die Lage von f(2) an-
hand der Werte ﬁ Jifdu, A € M(Q), wobei A alle messbaren Mengen von
durchlauft.

Definition 2.1.14. Sei (2, A, 1) ein Mairaum, E ein Fréchetraum und f: Q) — E
messbar. Dann bezeichnen wir

essconv f(B) := ﬂ conv f(B\ N)

NCB
n(N)=0

als die wesentliche konvexe Hiille von f(B).

Satz 2.1.17. Sei (Q, A, p) ein Mafraum und E ein Fréchetraum. Ferner sei f ji-
integrierbar und A eine messbare Menge mit 0 < u(A) < oo. Dann gilt

1
M/Afdu € essconv f(A).

Beweis: Dies zeigt man leicht mit Hilfe eines geeigneten, trennenden, linearen Funk-
tionals. |

Satz 2.1.18. Sei (2, A, u) ein o-endlicher Mafiraum, E ein Fréchetraum und f €
Li(Q, E, ). Ferner sei B eine abgeschlossene Teilmenge von E, so dass fir jede
messbare Teilmenge A mit 0 < u(A) < oo die Inklusion

)
—— | fdpeB
1(A) Ja
erfillt ist. Dann gilt f(w) € B p-fast iberall.
Beweis: analog zu [Lan93b, Ch. VI, §5, Thm. 5.15] |

Bemerkung 2.1.13. Falls 2 nicht o-endlich ist, so ist die Aussage von Satz 2.1.18
im Allgemeinen falsch, wie das folgende Beispiel zeigt.

Sei © := {0,1} mit u({0}) = 0 und p({1}) = oco. Somit gibt es keine messbare
Teilmenge A mit 0 < p(A) < oco. Also sind die Voraussetzungen des Satzes insbe-
sondere fiir die Nullfunktion und B = {1} erfiillt. Jedoch ist die Nullfunktion nicht
fast iiberall gleich 1.

Das obige Beispiel legt jedoch die Vermutung nahe, dass man auf die Voraussetzung
der o-Endlichkeit von €2 verzichten kann, wenn zusétzlich 0 € B gilt. Dies ist in
der Tat der Fall, wie man leicht sieht, indem man die Abbildung f auf ihren Trager
supp f einschrankt.
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Einige spezielle Eigenschaften Lebesgue-integrierbarer Ab-
bildungen

Zum Schluss dieses Abschnitts untersuchen wir noch einige wichtige Eigenschaften
des klassischen Borel- bzw. Lebesgue-MaBles/-Integrals auf R™, die wir in den fol-
genden Kapiteln benétigen.

Aus Folgerung 2.1.7 wissen wir, dass jede stetige Abbildung f : 0 — F pu-messbar
ist, falls 2 o-endlich und p ein Borelmafl ist. Im Fall Q = (a,b) C R zeigt der
folgende Satz, dass wir auch rechts- bzw. linksseitige Stetigkeit zulassen kénnen.

Satz 2.1.19. Jede rechts- bzw. linksseitig stetige Abbildung f : (a,b) C R — E ist
messbar.

Beweis: Die Behauptung erhélt man wie fiir reellwertige Funktionen mittels dqui-
distanter Partitionen von (a, b) und stiickweiser konstanter Approximationen von f.

Definition 2.1.15. Sei (2 ein lokal-kompakter Hausdorff-Raum und sei p ein Maf
auf , dessen o-Algebra die o-Algebra der Borel-Mengen enthélt. Dann heifit pu
requldr, wenn jede kompakte Teilmenge K C 2 endliches Maf} besitzt und fiir jede
messbare Menge A die Identitét

sup {,u(K) ’ KcA kompakt} = u(A) = inf {u(U) ‘ AcCU offen}

erfillt ist.

Lemma 2.1.18. Sei Q ein lokal-kompakter Hausdorff-Raum mit requldrem Mafs .
Dann ist jede stetige Abbildung mit kompaktem Trdiger u-integrierbar.

Beweis: Sei ¢ stetig mit kompaktem Trager. Da p regulir ist, gilt ,u(m gp) < 0.
Dann ist offensichtlich (g, := C”XA)nGN mit ¢, = Sup,eq ||@|ln < 0o und A :=
supp ¢ eine Folge von reellwertigen p-integrierbaren Abbildungen mit ||p(w), <
gn(w) fiir alle n € N und alle w € €. Somit erhélt man die Behauptung unmittelbar
aus Folgerung 2.1.10. |

Satz 2.1.20. Sei (2, A, p) ein lokal-kompakter Hausdorff-Raum mit requldrem Bo-
relmaf$ p und E ein beliebiger Fréchetraum. Dann liegt die Menge C.(Q, E) aller
stetigen Abbildungen mit kompaktem, topologischem Trager dicht in Ly (Q, E, u).

Beweis: analog zu [Lan93b, Ch. IX, Thm. 3.1] |

Folgerung 2.1.14. Se: (2 = R"™ versehen mit dem Lebesque-Mafi X und E ein
beliebiger Fréchetraum. Dann liegt C.(R", E) dicht in 1y(R™, E, u).
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Beweis: Dies folgt unmittelbar aus Satz 2.1.20 und der Regularitdt von . |

Satz 2.1.21. Sei G eine lokal-kompakte, topologische Gruppe! mit requlirem, trans-
lationsinvariantem * Maf 1 und E ein beliebiger Fréchetraum mit Fundamentalsy-
stem (|| - ”")neN' Ferner sei f € Li(G,E, ), h € G und f, : G — E definiert durch
fn(g) == f(g+ h). Dann ist f, p-integrierbar mit

LﬂM=LNM

Ferner gilt fiir alle n € N die Identitdt

tim [ 15~ flldu =0,

Beweis: Die pu-Integrierbarkeit und die Identitét

Ahwzéﬁu

sind fiir Treppenfunktionen offensichtlich erfiillt. Somit folgt die Behauptung fiir
beliebige u-integrierbare Abbildungen aus Definition 2.1.11. Die Aussage

tiy [ 16—l =o.

zeigt man leicht mittels Satz 2.1.20. |

Folgerung 2.1.15. Se: (2 = R" versehen mit dem Lebesque-Mafi X und E ein
beliebiger Fréchetraum. Ferner sei f € Li(R", E,\), h € R" und f;, : R — FE
definiert durch fn(g) := f(g+ h). Dann ist f, A-integrierbar mit

fodh= [ fdi

R R™

Ferner gilt fiir alle n € N die Identitat

tiy [ 15— flldr =

Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus Satz 2.1.21 und der Regularitét des
Lebesgue-Mafes. |

!Man beachte, dass topologische Gruppen per Definition Hausdorff-Riume sind.
2Ein translationsinvariantes regulires Maf wird in der Literatur oftmals auch als Haarmaf
bezeichnet.
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Definition 2.1.16. Sei 2 = R™ und \ das Lebesgue-Maf. Dann sagen wir, dass sich
eine Folge (Aj)ken von messbaren Mengen kontrolliert auf wy € R™ zusammenzieht,
wenn es eine Folge (r;)geny und ein o > 0 gibt mit

(a) Ar C wo+ B,, fiir alle k € N.
(b) MAg) > aA(B,,) fiir alle k € N.
(c) rp, — 0 fiir k£ — oo.

Satz 2.1.22. Sei Q2 = R" versehen mit dem Lebesque-Mafs A und E ein beliebiger
Fréchetraum. Ferner sei f € Li(R", E;\) und (Ag)gen eine Folge von messbaren
Mengen, die sich kontrolliert auf 0 zusammenzieht. Dann gilt fir fast alle wy € R™
und alle n € N die Identitdt

1
lim / — f(wo)|l, dX = 0.
i sy [ = sl

Insbesondere gilt fiir fast alle wg € R™ die Identitdt

1
lim / fdA = f(wo).
k—oo )\(Ak) ‘UO+Ak ( O)
Beweis: [Rud87, Ch. 7, Thm. 7.10] und [HP57, Ch. III, Thm. 3.8.5] |

Folgerung 2.1.16. Sei Q2 = (a,b) C R versehen mit dem Lebesque-Mafi X und sei
E ein beliebiger Fréchetraum. Ferner sei [ € Ll((a,b),E, )\) und F,. : (a,b) — FE
definiert durch

R = | fax

mit ¢ € (a,b). Dann ist F, absolut stetig und fast iberall differenzierbar. Ferner gilt
F!(t) = f(t) fiir fast alle t € (a,b).

Beweis: Die absolute Stetigkeit von F, zeigt man wie fiir reellwertige Abbildungen.
Die Identitat F.(t) = f(t) erhdlt man aus Satz 2.1.22. Denn es gilt u-fast iiberall

1
< o[- s@lan - o
] oo

n

fir h — 0. [ |

Bemerkung 2.1.14. Die ,Umkehrung® der obigen Folgerung, d.h., die Aussage,
dass jede absolut stetige Abbildung f : (a,b) — F fast iiberall differenzierbar ist
mit [ € 1y ((a, b), E, /\)7 gilt im Allgemeinen nur in endlich-dimensionalen Rdumen,
wie Beispiel 2.1.3 zeigt. Falls in einem unendlich-dimensionalen Raum E die obige
,Umkehrung® gilt, so bezeichnet man diese Eigenschaft von E in der Literatur auch
als Radon-Nikodym-FEigenschaft [siehe z.B. [Rie68]].
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Die beiden folgenden deutlich schwécheren Aussagen sind in beliebigen Fréchet-
raumen erfillt.

Folgerung 2.1.17. Sei Q = (a,b) C R versehen mit dem Lebesque-Mafi A\ und E
ein beliebiger Fréchetraum. Ferner sei f : (a,b) — E absolut stetig und fast tiberall
differenzierbar mit f’ € Ly ((a,b), E,\). Dann gilt

f6 =)+ [ 1ax

fir alle t € (a,b).

Beweis: Man betrachte die Abbildung g(t) := f(t) — f(c) — fct f'dA. Dann gilt
nach Folgerung 2.1.16 ¢'(t) = 0 fir p-fast alle ¢t € (a,b). Somit erhélt man die
Behauptung durch Anwendung beliebiger linearer Funktionale und dem Hauptsatz
iiber Lebesgue-integrierbare Abbildungen. |

Satz 2.1.23 (Hauptsatz der Differentialrechnung- und Integralrechnung).
Sei Q@ = (a,b) C R wversehen mit dem Lebesque-Mafi X und sei E ein beliebiger
Fréchetraum.

(a) Sei f: (a,b) — E stetig und F, : (a,b) — E definiert durch

t
Rt = [

mit ¢ € (a,b). Dann ist F, stetig differenzierbar und fir alle t € (a,b) gilt

F{(t) = [(t).

(b) Sei f : (a,b) — E stetig differenzierbar. Dann gilt fir alle ¢ € (a,b) die
Identitat

t
f6) = £+ [
Beweis: Zu (a): Die Behauptung zeigt man wie fiir reellwertige Abbildungen.

Zu (b): Dies ergibt sich unmittelbar aus Folgerung 2.1.17. |

Das abschliefende Beispiel zeigt, dass absolut stetige Abbildungen f : [0,1] — F in
unendlich-dimensionalen Réumen im Allgemeinen nicht fast iiberall differenzierbar
sind.

Beispiel 2.1.3. Sei F := Ll([O, 1], R, >\) der Banachraum aller Lebesgue-integrie-
baren Funktionen auf [0, 1] und sei f : [0, 1] — E definiert durch f(¢) := x,,, wobei
X0,y die charakteristische Abbildung von [0, t] bezeichne. Dann gilt:
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(a) Die Abbildung f ist absolut stetig.

(b) Der Differenzenquotient

f(t + h) _ f(t) X[t t+h)
= — h >0
h h
an einer beliebigen Stelle ¢ € [0,1] hat die Eigenschaft, dass das Mafl des
Tragers gegen 0 geht fiir h — 0. Damit miisste die Ableitung an der Stelle ¢

die Nullfunktion sein. Dies ist jedoch ein Widerspruch zu

=1

H X[t,t+h]
1

h

fiir alle h > 0 und somit ist f nirgends differenzierbar.

2.2 Differentialrechnung

Im folgenden Abschnitt stellen wir den von uns benutzen Differentiationsbegriff vor
und listen einige elementare Eigenschaften auf. In Fréchetraumen oder allgemeiner
in lokal-konvexen R&umen existiert eine ,,Unmenge“ an nicht dquivalenten Diffe-
renzierbarkeitskonzepten [siehe z.B. [FB66], [FK88]|, [Kel74] oder [AS67]]. Dies liegt,
etwas vage formuliert, an dem groflen Freiheitsgrad, den man bei der Wahl der Halb-
normen im Zéhler bzw. im Nenner des Differenzenquotienten hat. Eine M6glichkeit
dieses Problem zu umgehen, besteht darin, sich auf Richtungsableitungen zu be-
schrianken. Ferner existiert speziell bei Fréchetrdumen eine weitere Schwierigkeit,
was die Einfithrung hoherer Ableitungen anbelangt. Denn der Raum aller steti-
gen, linearen Abbildungen zwischen zwei Fréchetraumen tragt im Allgemeinen keine
natiirliche Fréchetraumtopologie mehr, sondern nur noch lokal-konvexe Topologien
und somit besteht die Gefahr, die Klasse der Fréchetrdume bei der Definition héher-
er Ableitungen zu verlassen. Eine Losung dieses Problems erhélt man dadurch, dass
man die Ableitung ,Df*“ einer Abbildung f : U C E — F nicht als Abbildung
von U nach L(E, F'), sondern von U x E nach F' auffasst. Dieses Konzept hat sich
als sehr erfolgreich herausgestellt. Denn einerseits ist die Klasse der in diesem Sin-
ne differenzierbaren Abbildungen in Bezug auf Anwendungen ,reichhaltig® genug,
und andererseits , klein“ genug, um sinnvolle Ergebnisse, wie z.B. den Satz von
Nash/Moser [siche Abschnitt 5.1], zu erhalten. Eine ausfiihrliche Darstellung der
Theorie, an der sich auch unsere Zusammenfassung orientiert, findet der Leser in
[Ham382].

Definition und Eigenschaften

Definition 2.2.1. Seien £ und F reelle Fréchetraume und sei U C E offen. Ferner
sei f: U — F eine beliebige Abbildung von U nach F.
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(a) Dann heifit f differenzierbar an der Stelle x € U in Richtung h € E, wenn der
Grenzwert
i LEE =@,

t—0 t

fiir reelles ¢ existiert. Wir bezeichnen D f(x)h als die Richtungsableitung von
f an der Stelle x in Richtung h.

(b) Die Abbildung f heifit stetig differenzierbar auf U, wenn fiir alle x € U und
alle h € E die Richtungsableitung D f(x)h existiert und die Abbildung Df :
UxFE — F,(xz,h)— Df(x)h stetig ist. Ferner bezeichnen wir die Menge aller
stetig differenzierbaren Abbildungen von U nach F mit C(U, E).

Bemerkung 2.2.1. Man beachte, dass die obige Definition der Differenzierbarkeit,
falls E/ ein unendlich-dimensionaler Banachraum ist, nicht mit der iiblichen Fréchet-
Differenzierbarkeit iibereinstimmt, sondern nur Gateaux-Differenzierbarkeit liefert
[siehe z.B. [Dei85, Ch. 2, §7.7]].

Beispiel 2.2.1. Sei E := C>([0,1],R) und f € C*([0,1] x R™*! R). Dann zeigt
man leicht, dass die Abbildung F' : C‘X’([O, 1], ]R) — C‘X’( 0, 1], R) definiert durch

F(x)(t) = f(t.x(t).2'(t),..., 2" (1))
stetig differenzierbar ist.
Beispiel 2.2.1 lasst sich folgendermafien verallgemeinern.

Beispiel 2.2.2. Sei M eine kompakte C*°-Mannigfaltigkeit (mit oder ohne Rand)
und seien V' und W Vektorraumbiindel iiber M. Ferner sei D eine kovariante Ablei-

tung auf M. Dann ist jeder (nichtlineare) Differentialoperator von C*(M, V') nach
C>®(M, W) stetig differenzierbar [vgl. [Ham82, Part I, Ex. 3.1.7]].

Beide Beispiele liefern sogar C*°-Abbildungen im Sinne von Definition 2.2.3.

Lemma 2.2.1. Seien E und F Fréchetrdume und sei U C E offen und konvez.
Ferner seiten x € U, x £ h € U und f : U — F stetig differenzierbar. Dann gilt fiir
alle t € [-1,1] \ {0} die Identitat

1

%(f(x—i—th)—f(x)) = /Df(x—l—Tth)th.

0

Beweis: [Ham82, Part I, Lemma 3.2.4] |
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Satz 2.2.1. Seien E und F' Fréchetriume und sei U C E offen. Ferner sei f : U C
E — F stetig differenzierbar. Dann ist fir jedes x € U die Abbildung Df(x) : E — F
stetig und linear.

Beweis: [Ham82, Part I, Lemma 3.2.3,Thm. 3.2.5] |

Lemma 2.2.2. Seien E und F Fréchetraume und sei U C E offen und konvez.
Die Abbildung f : U — F ist genau dann stetig differenzierbar, wenn es eine stetige

Abbildung A : U x U x E — F, (x1, 19, h) — A(xz1,22)h gibt, die in h linear ist und
die Identitdit
f(@2) = f(z1) = Alzr,22)(v2 — 21)

fiir alle x1,x1 € U erfillt. Insbesondere gilt dann Df(x)h = A(x,z)h fir alle x € U
und alle h € E.

Beweis: [Ham82, Part I, Lemma 3.3.1] |

Folgerung 2.2.1. Jede stetig differenzierbare Abbildung ist insbesondere stetig.
Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus Lemma 2.2.2. |

Satz 2.2.2 (Kettenregel). Seien E, F', und G Fréchetriume und seien U C E
und V C F offen. Ferner seien f : U — V und g : V — G stetig differenzierbar.
Dann ist auch go f : U — V stetig differenzierbar und es gilt

D(go f)(x)h = Dg(f(z))Df(z)h
fiir alle x € U und alle h € E.
Beweis: [Ham82, Part I, Thm. 3.3.4] |

Folgerung 2.2.2. Sei E ein Fréchetraum und seien (A(t))te[a g und (B(t))te[a g

Familien stetiger, linearer Abbildungen von E in sich. Ferner seien die Abbildun-
gen (t,z) — A(t)x und (t,z) — B(t)x stetig differenzierbar. Dann sind auch die
Abbildungen (t,z) — B(t)A(t)x und (t,z) — A(t)B(t)x stetig differenzierbar.

Beweis: Man betrachte die Abbildungen
filo,B]x E—E,  f(t,x) = A(t)x

g:lo,Blx E—E, g(tz):=B(t)x

G:lo,f]x E— o, 8] x E,  G(t,z):= (t,B(t)z)

Dann gilt (f o G)(t,z) = f(t, g(t,z)) = A(t)B(t)z. Somit folgt die Behauptung un-
mittelbar aus der Kettenregel 2.2.2. Fiir (t,x) — B(t)A(t)z erhilt man die Aussage
vollig analog. ]
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Partielle Ableitungen

Definition 2.2.2. Seien F;, E5 und F reelle Fréchetraume und sei Uy xUs C Eq X Fy
offen. Ferner sei f : U; x Uy — F eine beliebige Abbildung.

(a) Dann heiBBt f partiell differenzierbar nach x1 an der Stelle (x1,25) € Uy X Us
in Richtung h € E, wenn der Grenzwert
th —
hm f(xl + 7$2) f(xlaxQ) — D1f<l’1,l’2>h

t—0 t

fiir reelles ¢ existiert. Wir bezeichnen D, f(x1, z2)h als die partielle Richtungs-
ableitung von f nach xy an der Stelle (xq1,x2) in Richtung h. Entsprechend
definieren wir die partielle Richtungsableitung von f nach xo an der Stelle
(21, x2) in Richtung k durch den Grenzwert
tk) —
lim f(@1, 22 +th) — f(z1, 22) —: Dof(x1, 22)k.

t—0 t

(b) Die Abbildung f : Uy x Uy — F heifit stetig partiell differenzierbar nach
auf Uy x Uy, wenn fiir alle (x1,29) € U; x Uy und alle h € E die partielle
Richtungsableitung D1 f(z1, x2)h existiert und die Abbildung Dy f : Uy x Uy X
E — F stetig ist. Analog definieren wir die stetige partielle Differenzierbarkeit
von f nach xs.

Bemerkung 2.2.2. Die obige Definition besitzt eine offensichtliche Verallgemeine-
rung auf Abbildungen von mehr als zwei Variablen, auf die wir der Einfachheit halber
hier verzichtet haben. Trotzdem wollen wir den Leser darauf aufmerksam machen,
dass die folgenden Sétze entsprechend auch fiir Abbildungen mehrerer Variabler ihre
Giiltigkeit behalten.

Satz 2.2.3. Seien Fy, FEy und F Fréchetrdume und sei Uy x Uy C Ey x Ey offen.
Dann ist die Abbildung f : Uy x Uy — F genau dann stetig differenzierbar, wenn f
stetig partiell differenzierbar ist. Insbesondere gilt dann

Df(z1,22)(h, k) = Dif(z1,22)h + Daf (21, 72)k
fiir alle (z1,x9) € Uy X Uy und alle (h, k) € Ey X Es.
Beweis: [Ham82, Part I, Thm. 3.4.3] |

Folgerung 2.2.3. Seien E, F und G Fréchetriume und sei U C E offen. Ferner sei
A:UXF — G, (z,h) — A(x)h stetig, linear in h und stetig partiell differenzeibar
in x. Dann ist A stetig differenzierbar.

Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus Satz 2.2.3. ]
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Ho6here Ableitungen

Definition 2.2.3. Seien F und F reelle Fréchetraume und U C E offen. Ferner sei
f U — F stetig differenzierbar.

(a) Dann heiit f: U — E zweifach stetig differenzierbar auf U, wenn die Abbil-
dung Df : U x EE — F stetig partiell nach x differenzierbar ist, d.h., wenn der
Grenzwert

D tk)h — D h
li 2F @ F R = DI@R oy gy

t—0 t

fiir alle x € U und alle (h,k) € E x E existiert und die Abbildung D?f :
UxEXxE—F, (z,h k) — D*f(z)(h, k) stetig ist.

(b) Sei k > 2. Dann heifit die Abbildung f : U — F k-fach stetig differenzierbar
auf U, wenn sie (k—1)-fach stetig differenzierbar auf U ist und die Abbildung
DFLf U x EFY — F, (2,hy, ..., he1) — DELf(2)(hy, ... he 1) stetig
partiell differenzierbar nach z ist. Wir bezeichnen mit C*(U, F'), k € NU {oo}
die Menge aller k-fach bzw. beliebig oft stetig differenzierbaren Abbildungen
von U nach F.

Satz 2.2.4. Seien E, F und G Fréchetriume und ses U C E offen. Ferner sei
A:UXxF — G, (x,h) — A(z)h stetig differenzierbar und linear in h. Dann ist die
Abbildung D1 f : U X ExX E — F, (x,h, k) — Dy f(x)(h, k) bilinear in (h, k).

Beweis: [Ham82, Part I, Thm. 3.4.5] |

Satz 2.2.5. Sei f : U — F zweifach stetig differenzierbar. Dann ist D*f : U x E x
E — F, (x,h,k) — D?f(x)(h, k) bilinear in (h,k). Ferner gilt fir alle v € U und
alle (h,k) € E x E die Darstellung

D2 f(x)(h k) — lim f(x +th+ sk) — f(x +th) — f(z + sk) —i—f(:c)‘

$,t—0 st

Beweis: [Ham82, Part I, Thm. 3.5.2, Thm. 3.5.3] |
Folgerung 2.2.4. (a) Sei f : U — F zweifach stetig differenzierbar. Dann ist die
zweite Ableitung symmetrisch in h und k, d.h.
D*f(z)(h,k) = D*f(x)(k,h)
fir alle x € U und alle (h,k) € E x E.

(b) Sei f:U — F k-fach stetig differenzierbar. Dann ist die k-te Ableitung mul-
tilinear und symmetrisch in (hq, ..., hg).
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Beweis: [Ham82, Part I, Cor. 3.5.4, Thm. 3.6.2] |

Satz 2.2.6. Seien E, F und G Fréchetriume und seien U C E und V C F' offen.
Ferner seien f: U — V und g : V — G k-fach stetig differenzierbar. Dann ist auch
go f:U — G k-fach stetig differenzierbar.

Beweis: [Ham82, Part I, Thm. 3.5.5, Thm. 3.6.4] |

Satz 2.2.7. Seien E und F Fréchetriume und sei U C E offen und konvex. Ferner
seienx € U, x+heU und f: U — F zweifach stetig differenzierbar. Dann gilt

f@+h) = fz) + Df@)h + /(1—t)D2f(3c+th)(h,h)dt.

Beweis: [Ham82, Part I, Thm. 3.5.6] |

2.3 Holomorphe Abbildungen

In diesem Abschnitt stellen wir einige elementare Eigenschaften holomorpher Ab-
bildungen, die wir spéter benotigen, zusammen. Bei der Auswahl der Sidtze haben
wir uns auf Fréchetraum-wertige Abbildungen einer komplexen Verénderlichen be-
schrankt.

Alle Ergebnisse aus der klassischen Funktionentheorie, auf die wir zuriickgreifen,
sind in Standardlehrbiichern wie z.B. [Rud87] oder [Lan93a] nachzulesen. Resultate
zu Fréchetraum-wertigen, holomorphen Abbildungen findet man z.B. in [Rud73]
und [Kom64]. Die Monographien [HP57] und [Her89] behandeln die allgemeinere
Theorie holomorpher Abbildungen zwischen unendlich-dimensionalen, komplexen
Vektorraumen.

Definition 2.3.1. Sei U C C offen und sei E ein komplexer Fréchetraum.

(a) Eine Abbildung f : U — FE heifit komplex differenzierbar an der Stelle A € U
mit Ableitung f'(\), wenn der Grenzwert

/ T f(,u)_f()‘)
FO) =l =2 =

existiert.

(b) Eine Abbildung f : U — E heifit holomorph, wenn f fiir alle A € U komplex
differenzierbar ist.
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Auch der Begriff des Kurvenintegrals lésst sich problemlos auf Fréchetraum-wertige
Abbildungen iibertragen.

Definition 2.3.2. Sei U C C offen und sei E ein komplexer Fréchetraum.

(a) Eine Kurve in U C C ist eine stetige, stiickweise stetig differenzierbare Abbil-
dung I' : [a,b] — U.

(b) Sei f:U — E holomorph und sei I' eine Kurve in U. Dann heifit

b
/ F() du = / W) (E) dt

das Kurvenintegral von f lings I'.

(c) Sei I eine Kurve in U und sei A € I'([a, b]). Dann bezeichnen wir mit

indp (A / L

die Windungszahl von I' um .

Bemerkung 2.3.1. Nach Lemma 2.1.18 existiert das Integral

/ ST (@) dt

fiir jede stetige Abbildung f : U — E und jede Kurve I' : [a,b] — U. Somit ist
insbesondere fiir jede holomorphe Abbildung f : U — E das Kurvenintegral von f
langs I wohldefiniert.

Satz 2.3.1. Sei U C C offen und sei E ein komplexer Fréchetraum. Die folgenden
Aussagen sind dquivalent:

(a) Die Abbildung f : U — E ist holomorph.

(b) Die Abbildung f : U — E ist schwach holomorph auf U, d.h., fiir jedes x* € E*
ist die Abbildung fo : U — C, fo<(X) := (z*, f(N)) holomorph.

(c) Die Abbildung f : U — E ist stetig und fiir jede offene Kreisscheibe D, mit
D, C U und alle A € D, gilt

0 = 5 [ Hap

w—A
oD,
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Beweis: Zu (a) = (b): Sei f : U — E holomorph und sei z* € E*. Dann ist die
Abbildung f.« : U — C, fu«(X) := (a*, f()\)) offensichtlich komplex differenzierbar
auf U und es gilt fl.(\) = (z*, f'(\)). Also ist f : U — C schwach holomorph.

Zu (b) = (c): Sei f : U — E schwach holomorph auf U. Wir zeigen zuerst, dass
f auch stetig ist. Sei also A € U und (|| - [|) oy €in beliebiges Fundamentalsystem

von E. Wihle ein r > 0, so dass die abgeschlossene Kreisscheibe Dy, um A ganz in
U liegt. Somit gilt

for() = frr(A) __L__/<hw0_m@»dy

w— A 2mi(p — A) v—poo v—A
8D2r
1 fx*(y)
- d
omi ) w—pw—n"
8]]])27‘

fiir alle z* € E* und alle u € Dy, \ {A}. Daraus folgt die Abschétzung

ﬁMm—Mﬂw<m%@mMMM
= A - r

fiir alle € D, \ {\}, d.h., die Menge

= A

ist schwach beschrankt und somit nach Satz 1.2.6 auch stark beschriankt. Daher
existiert zu jedem n € N ein M > 0 mit

Hﬂm—ﬂM
=\

<M

n

fiir alle u € D, \ {\}. Daraus folgt
|£60 = s <= 2lne

fir alle p € D,, d.h., f: U — FE ist stetig.

Aus der Stetigkeit von f erhalten wir nun die gewiinschte Darstellung wie folgt. Sei
D, eine beliebige, offene Kreisscheibe mit D, C U. Dann folgt aus der schwachen
Holomorphie von f die Identitét

Frr (V) = o~ ﬁfiw (2.2)
oD,
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fiir alle A € D, und alle 2* € E*. Da f stetig, also insbesondere integrierbar ist, folgt
aus Satz 2.1.11 die Darstellung

(0= [ 22
oD,

fiir alle A € D, und alle z* € E*. Somit gilt nach Satz 1.2.5 die Identitét

1 f(p)
oD,

fur alle A € D,.

Zu (c) = (a): Sei f : U — E stetig mit Integraldarstellung wie in (c). Ferner sei
A € U und D, eine offene Kreisscheibe um A mit D, C U. Dann gilt

fw) =) _ 1 fv) fWN o,
=X __2ﬂw—A%/<V—u V—A)d
g w
B 27Ti6D (v—p)(v—2>N) d

fir alle v € D, \ {A\}. Aus dem Satz von Lebesgue 2.1.15 folgt

o [0 100 _ L[ 0,
peh e — A 211 ) (v —A)?
oD,
d.h., f ist in jedem Punkt A\ € U komplex differenzierbar, also holomorph. |

Satz 2.3.2 (Cauchyscher Integralsatz). Sei U C C offen und sei E ein kom-
plexer Fréchetraum. Ferner sei f : U — FE holomorph und I' eine geschlossene,
nullhomologe Kurve in U, d.h., indr(\) = 0 fir alle A\ € C\ U. Dann gilt

[ tuan=o

Beweis: Sei f : U — E holomorph und I' eine geschlossene, nullhomologe Kurve in
U. Nach Satz 2.3.1 und dem Cauchyschen Integralsatz der klassischen Funktionen-

theorie gilt
(o, [ty = [ (= sy au=o0
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fiir alle x* € E*. Somit folgt aus Satz 1.2.5
[ tuan=o
T
[

Satz 2.3.3 (Cauchysche Integralformel). Sei U C C offen und sei E ein kom-
plexer Fréchetraum. Ferner sei f : U — E holomorph und I' eine geschlossene,
nullhomologe Kurve in U. Dann ist f beliebig oft komplex differenzierbar, d.h., alle
hiheren Ableitungen f) existieren und sind holomorph. Ferner gilt fir alle n € N
und alle A € U die Darstellung

. ! S ()
dr(A <”>A:”—/7d.
mdr )0 = 5 [ R
r
Beweis: Sei f : U — E holomorph. Dann ist f insbesondere schwach holomorph

und es gilt
fie) = (2", £ V)
fiir alle A € U und alle * € E*. Damit ist auch f’ : U — E schwach holomorph,

also nach Satz 2.3.1 holomorph. Mittels Induktion folgt nun, dass alle Ableitungen
von f holomorph sind und die Identitét

fiir alle A € U und alle * € E* erfiillen. Ferner erhalten wir mit Hilfe der klassischen
Cauchyschen Integralformel

indp(/\)<x*, f(”)()\)> = indr(\)F™(\)

o ( — M)t dp
r
_ oty JAGY
- 2_m<”” / (1o — At d“>
r

fiir alle A € U und alle z* € E*, und somit folgt aus Satz 1.2.5

e (0700 = 5 [ A

27

fiir alle A € U. [ |
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Satz 2.3.4 (Satz von Morera). Sei U C C offen und sei E ein komplexer
Fréchetraum. Ferner sei f : U — E stetig und fiir jedes Dreieck A C U gelte

Z F() dpi = 0.

Dann ist f: U — E holomorph.

Beweis: Sei z* € E* und erfiille f : U — FE die obigen Voraussetzungen. Dann ist
for 2 U — C, for(X) := (z*, f(N)) stetig, und es gilt
A

for () dp = <x*,/f(u) du> =0
o OA

fiir jedes beliebige Dreieck A C U. Aus der klassischen Version des Satzes von
Morera folgt somit die Holomorphie von f,«, also die schwache Holomorphie von f.
Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus Satz 2.3.1. |

Satz 2.3.5 (Satz von Liouville). Sei E' ein komplezer Fréchetraum und sei f :
C — E holomorph. Ferner sei eine der beiden folgenden Bedingungen erfillt:

(a) Die Abbildung f ist beschrankt, d.h., f(C) ist eine beschrinkte Teilmenge von
E.

(b) Es existiert eine stetige Norm || - || auf E und eine Konstante M > 0 mit
If )| < M fiir alle X € C.

Dann ist f konstant.

Beweis: Zu (a): Sei f : C — FE beschrankt und holomorph. Dann ist auch f- :
C — C, fur(A) :== (z*, f(N)) fiir jedes z* € E* beschriankt und holomorph, und
somit nach dem Satz von Liouville aus der klassischen Funktionentheorie konstant.
Daraus folgt

(2,5 = (2. £(0))
fiir alle A € C und alle z* € E*, also f(\) = f(0) fiir alle A € C, d.h., f ist konstant.

Zu (b): Sei f : C — FE holomorph und sei || - || eine stetige Norm auf E mit
| f(N)]| < M fiir alle A € C. Ferner sei D, eine beliebige Kreisscheibe um A. Nach

Satz 2.3.3 gilt
@l = lam [ 50

oD,

1 M
— [ ———
27T/|M—>\|2| ul

oDy
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fiir r — oo. Daraus folgt || f/(A\)|| = 0, also f/(A) = 0 fiir alle A € C und somit ist f
konstant. u

Satz 2.3.6 (Identitétssatz). Sei U C C offen und zusammenhingend und sei E
ein komplexer Fréchetraum. Ferner seien f : U — E und g : U — E holomorphe
Abbildungen. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) Die Abbildungen f und g sind identisch auf U.
(b) Die Menge {\ € U | f(A\) = g(\)} hat einen Hiufungspunkt in U.
(c) Es gibt ein A € U mit f™(\) = g™ (\) fiir alle n € Ny.

Beweis: Wihrend die Implikationen (a) = (b) und (a) == (c) offensichtlich erfiillt
sind, erhalten wir die Aussagen (b) = (a) und (¢) = (a) durch Anwendung
des klassischen Identitéatssatzes auf die Abbildungen f,« : U — C, z* € E* in
Verbindung mit Satz 1.2.5. |

Satz 2.3.7 (Maximumprinzip). Sei U C C offen und zusammenhingend und sei
E ein komplexer Fréchetraum. Ferner sei f : U — E holomorph und ||-|| eine stetige
Halbnorm auf E. Dann gilt:

(a) Falls || f(-)|| ein lokales Maximum bei A € U hat, so ist || f|| lokal konstant um
AeU.

(b) Falls ||f(-)|| ein globales Maximum bei A € U hat, so ist ||f|| konstant auf U.

Beweis: Zu (a): Sei D, eine offene Kreisscheibe um A € U derart, dass [|f(-)|
eingeschrankt auf D, ein globales Maximum bei A hat. Dann gilt fiir alle ' < r die
Abschétzung

< 5 [ |25 el < s 150 < 1700

pnedb, .,
oD, .,

Daraus folgt, dass ||f(-)|| auf D, konstant ist.

Zu (b): Aus (a) und der Stetigkeit von ||f(-)|| folgt, dass die Menge V = {u €
Ul f(wl = If(N)]|} offen und abgeschlossen ist. Da U zusammenhéngend ist, gilt
somit U = V. |

Bemerkung 2.3.2. Man beachte, dass in Satz 2.3.7 (a) bzw. (b) nicht behauptet
wird, die Abbildung f sei (lokal) konstant. Das folgende Beispiel zeigt, dass dies im
Allgemeinen auch falsch ist.
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Beispiel 2.3.1. Sei F := C? versehen mit ||(A1, A2)]| := max{|\], [A2|} und sei
f:D— C2 f(A\) :=(1,)). Dann besitzt ||f(-)|| bei A = 0 ein globales Maximum,
aber f ist offensichtlich nicht konstant auf .

Folgerung 2.3.1 (Schwaches Maximumprinzip). Sei U C C offen, zusam-
menhdingend und beschrinkt, E ein komplezer Fréchetraum und || - || eine stetige
Halbnorm auf E. Ferner sei f : U — E stetig und f : U — E holomorph. Dann gilt

a0 = e 50

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus der Kompaktheit von U und Satzes 2.3.7 (b).
|

Definition 2.3.3. Sei E ein komplexer Fréchetraum und sei (xk)

. eine Folge in
E. Dann heif3t

keN,

ri= sup{FZO

Z Ny, konvergiert fiir || < 77} € [0, oo]

k=0
der Konvergenzradius der Potenzreihe Y, Az in E.

Lemma 2.3.1. Sei E ein komplezer Fréchetraum, (|| - ||,) ein beliebiges Fun-

neN

damentalsystem von E und (xk) eine Folge in E. Ferner seien 11,19 und 13

. keNg
definiert durch

ry = sup {|)\] Z)\kxk konvergiert} € [0, oo,
k=0

re = sup {|)\] ()\kxk)keNo ist beschréinkt} € [0, o]

1
ry = (sup(limsup y ||!L‘k||n>> € [0, 00].
neN

k—o0

k

Dann gilt 11 = r9 = r3 =r, wobei r den Konvergenzradius von ZZZO Aexp am Sinne

von Definition 2.5.3 bezeichne.

Beweis: Zu r = r;: Aus Definition 2.3.3 folgt sofort r < ry. Somit geniigt es, r; < r
zu zeigen. Sei also A € C \ {0} derart, dass die Reihe Y~ A"z, existiert. Dann

ist (Akxk)keNO eine Nullfolge, also insbesondere beschrankt. Somit gibt es fiir jedes
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n € N eine Konstante M > 0, so dass fiir alle [ € Ny die Abschétzung

> (5n)

< %(k
e

n

) [RNe (2.3)

Ei)

erfiillt ist. Daher konvergiert die Reihe Y -, puFzy fiir alle 4 € C mit [u| < |
Daraus folgt r <.

<

Zur = ry: Sei A € D,. Dann konvergiert die Reihe Zi":g Mz, und somit ist
()\kxk) kN eine Nullfolge, also insbesondere beschrinkt. Daraus folgt » < ry. Sei

nun umgekehrt die Folge (mk AF ) keNg beschriankt. Dann erhalten wir aus Abschéatzung
(2.3), dass die Reihe > zyu” fiir alle p € C mit |u| < || konvergiert, also r; < r.

Zur =r3 Sei 0.B.d.A. 7 # 0 und A € D, \ {0}. Dann ist (\*z
d.h., fiir jedes n € N existiert eine Konstante M mit

INaell, < M

k) keNo beschrankt,

fiir alle £ € Ny. Daraus folgt

Vil - 1A < VM

fiir alle £ € Ny und alle n € N. Somit gilt
lim sup &/Tzell, < A
k—oo
fiir alle n € N. Da A € D, \ {0} beliebig gew#hlt war, erhalten wir insgesamt

limsup /|| zx|ln < 7] ™!
k—oo

fiir alle n € N, also r < rs.
Sei nun 0.B.d.A. r3 # 0. Dann gilt fiir alle n € N und 0 < 7 < r3 die Abschéatzung

kaHn < 7k

fiir fast alle k € Ny. Somit existiert fiir alle n € Ny eine Konstante M > 0 mit

! ! ! k

A
> o =St <ars ()
k=0 n k=0 k=0

fiir alle I € Ny und alle A € C. Somit konvergiert die Reihe Y~ Az, fiir alle A € C
mit |A| < 73, also rg <r. |
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Bemerkung 2.3.3. Falls (||| ) monoton wachsend ist, kénnen wir in der obigen
Definition von r3 das Supremum ,,supneN“ durch den Grenzwert Hlim, o ersetzen,

dh.,
( lim (hmsup W)) € [0, oo].

Satz 2.3.8. Sei U C C offen und sei E ein komplexer Fréchetraum. Dann gilt:

(a) Jede Potenzreihe > po (N — No)¥xy in E stellt im Inneren ihres Konvergenz-
kreises eine holomorphe Abbildung dar.

(b) Jede holomorphe Abbildung f : U — E ist lokal in eine Potenzreihe entwickel-
bar.

Beweis: Zu (a): Sei 0.B.d.A. Y 7 Az}, eine Potenzreihe um 0 mit Konvergenzra-

dius r > 0. Dann gilt
< Zxkkk> Z ¥, ) AP
k=0

fir alle A € D, und alle 2* € E*. Somit ist die Abbildung D, 5 A — > 77 T\
offensichtlich schwach holomorph, also nach Satz 2.3.1 holomorph.

Zu (b): Sei f : U — E holomorph und sei Ay € U. Ferner sei D, C U eine Kreis-
scheibe um )\y. Dann erhalten wir aus Satz 2.3.1 die Darstellung

IV — %
oD,

- o [ ()

T

1 F(1) = (A=20\"

k=0

dp

T

fiir alle A € D,.. Daraus folgt mit Hilfe des Satzes von Lebesgue 2.1.15
1 & f(w) k
A) = — ————dpu (A=A
) 2mi Z / (0 — No)ktt 2 o)
k=0 oD,

fiir alle A € D,.. Somit ist f in eine Potenzreihe ZZOZO()\ — Xo)¥xp um )\ entwickelbar
und es gilt
1 f(p)

S S AN,/
T om ) (w— gt

D,
fiir alle £ € Ny. [ |
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Bemerkung 2.3.4. Der obige Beweis zeigt, dass der Konvergenzradius der Potenz-
reihenentwicklung von f um )y € U, wie in der klassischen Funktionentheorie, durch
den Radius der maximalen Kreisscheibe D, um g, die ganz in U liegt, nach unten
abgeschétzt werden kann.

Definition 2.3.4. Sei E ein reeller Fréchetraum. Eine Abbildung f : (a,b) — E
heifit reell analytisch, wenn f lokal in eine reelle Potenzreihe entwickelbar ist.

Satz 2.3.9. Sei E cin reeller Fréchetraum und sei E seine Komplexifizierung. Fer-
ner sei f : (a,b) — E reell analytisch. Dann existiert eine zusammenhangende Um-

gebung U C C wvon (a,b) und eine eindeutige, holomorphe Fortsetzung f U— E
von [ auf U.

Beweis: Da f lokal in eine reelle Potenzreihe Y ;° (¢ — to)*z), entwickelbar ist,
konnen wir f offensichtlich lokal auf eine offene Kreisscheibe in C holomorph fort-
setzen. Aus dem Identitéitssatz 2.3.6 folgt nun, dass diese lokalen Fortsetzungen eine
eindeutige, holomorphe Fortsetzung f von f definieren. ]

Bemerkung 2.3.5. Man beachte, Satz 2.3.9 besagt nicht, dass es eine eindeuti-
ge Fortsetzung f von f gibt, sondern dass es eine Umgebung U gibt, auf der die
Fortsetzung f : U — E eindeutig ist.

Definition 2.3.5. (a) Sei A C C abgeschlossen und perfekt, d.h., A besitzt kei-
ne isolierten Punkte, und sei F ein komplexer Fréchetraum. Dann heifit f :
A — E holomorph, wenn es eine offene Umgebung U C C von A und eine
holomorphe Fortsetzung von f auf U gibt.

(b) Sei E ein reeller Fréchetraum. Dann heit f : [a,b] — E reell analytisch, wenn
es ein offenes Intervall (¢,d) um [a,b] und eine reell analytische Fortsetzung
von f auf (c¢,d) gibt.

Satz 2.3.10. (a) Sei A C C abgeschlossen und perfekt und sei E ein komplezer
Fréchetraum. Ferner seien f1 : Uy — E und fy : Uy — E holomorphe Fort-
setzungen von f : A — E. Dann existiert eine Umgebung U C C von A mit

fl’U = fQ‘U-

(b) Sei E ein reeller Fréchetraum und seien fy : (¢1,dy) — E und fo : (c2,d2) — E
reell analytische Fortsetzungen von f : [a,b] — E. Dann existiert ein offenes
Intervall (¢,d) C R um [a,b] mit fll(c d) = f2|(c d):

Beweis: Zu (a): Seien f; : Uy — F und f5 : Uy — E holomorphe Fortsetzungen von
f A — E. Ferner sei U die Vereinigung aller Zusammenhangskomponenten von
Uy N U,, die mit A einen nicht-leeren Durchschnitt besitzen. Dann ist U C C eine
offene Umgebung von A und aus dem Identitéitssatz 2.3.6 folgt fi|o = f2|u-
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Zu (b): Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus Teil (a) und Satz 2.3.9. |

Abschlieflend betrachten wir noch einige Anwendungen der obigen Ergebnisse auf
Potenzreihen stetiger, linearer Operatoren.

Definition 2.3.6. Seien F und F' komplexe Fréchetrdume und sei (Ak)k:eNO eine
Folge von stetigen, linearen Operatoren von F nach F'. Dann heift

I Sup{?ZO

Z M Ayx konvergiert fiir alle z € E und || < ?} € [0, o0]

k=0
der Konvergenzradius der Potenzreihe Y po A\FAj.

Bemerkung 2.3.6. Wir miifiten eigentlich den Raum L(E, F') mit einer geeig-
neten Topologie versehen, um von Konvergenz der Potenzreihe ) .- NeA, reden
zu konnen. Im Allgemeinen jedoch, genauer gesagt, wenn FE nicht normierbar ist,
sind die kanonischen, lokal konvexen Topologien 75, 7. und 7, von L(E, F) [siehe z.B.
[Bou87, Sch71]] nicht metrisierbar, also insbesondere keine Fréchetraum-Topologien.
Daher haben wir es vorgezogen in Definition 2.3.6, die Konvergenz von Y ;- , e A,
auf die punktweise Konvergenz zuriickzufiihren, ohne explizite Angabe der zugehori-
gen Topologie 7,. Somit stellt sich die Frage, ob die obige Potenzreihe beziiglich der
starkeren Topologien 7, und 7, kleinere Konvergenzradien hat. Das folgende Lemma
2.3.2 zeigt jedoch, dass dies in Fréchetrdumen nicht mdoglich ist. Insbesondere be-
deutet dies fiir Banachrdume E und F', dass der Konvergenzradius der Potenzreihe
> o AFAy in der Banachalgebra L, (E, F') mit dem Konvergenzradius im Sinne von
Definition 2.3.6 iibereinstimmt.

Lemma 2.3.2. Seien E und F' komplexe Fréchetrdume und sei (Ak) — eine Folge
von stetigen, linearen Operatoren von E nach F. Ferner seien r1 und ry definiert

durch

Ty = sup {|/\| Z N Az konvergiert fiir alle z € E} € [0, 0],

k=0

ry = sup {|)\| ()\kAk>k ist gleichgradig Stetig} € [0, oo].
€Ny

Dann gilt 1y = ry = r, wobei r den Konvergenzradius der Potenzreihe Y -, \FA
im Sinne von Definition 2.3.6 bezeichne.

Beweis: Zu r = r;: Dies folgt unmittelbar aus Lemma 2.3.1.

Zur =ry: Sei 0.B.d.A. r > 0 und A € D,. Dann konvergiert die Reihe Z;ozo N Apx
fir alle £ € F und somit ist ()\kAkx)keNo insbesondere fiir alle x € E beschrankt.
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Somit folgt aus dem Satz von Banach/Steinhaus 1.2.2, dass ()\kAk) . gleichgradig
stetig ist. Daher gilt r < ry.
Sei nun 0.B.d.A. r9 > 0 und A € D,,. Dann ist offensichtlich die Folge ()xkAk)keNo

gleichgradig stetig und somit ist ()\’“Akw) keNo nach Lemma 1.2.1 fiir alle x € F

beschrénkt. Daher konvergiert die Reihe ) /7, pFArz nach Lemma 2.3.1 fiir alle
x € E und alle p € C mit |u| < |\, also o < 7. |

Satz 2.3.11. Seien E und F' komplexe Fréchetrdume und sei (Ak)keNo eine Folge
von stetigen, linearen Operatoren von E nach F. Ferner besitze die Potenzreihe

i )\kAkZL'
k=0

fiir jedes © € E einen positiven Konvergenzradius r, > 0. Dann besitzt auch die

Potenzreihe -
S,
k=0

einen positiven Konvergenzradius r > 0 im Sinne von Definition 2.3.6.

Beweis: Nach Lemma 2.3.2 geniigt es zu zeigen, dass ein A # 0 existiert, so dass
()\kAk) — gleichgradig stetig ist. Daher betrachten wir in L(FE, F') die Folge von
Familien

Fn = ((1/n)kAk) , neN

keNy

Angenommen, keine der Familien F,, wére gleichgradig stetig. Dann existiert nach
dem Prinzip der kondensierenden Singularitéiten 1.2.3 ein zy € E, so dass die Folgen

Fulzo) == ((1/n)kAkx0) neN

keNo

in F' unbeschrinkt sind. Dies liefert jedoch einen Widerspruch zur Voraussetzung,

dass die Reihe .
Z )\kAkZEO
k=0

einen positiven Konvergenzradius r,, > 0 besitzt. Folglich ist F,, mindestens fiir ein
n € N gleichgradig stetig. Somit ergibt sich die Behauptung unmittelbar aus Lemma
2.3.2. |

Bemerkung 2.3.7. In nicht-Baireschen, lokal-konvexen Riaumen ist Satz 2.3.11 im
Allgemeinen falsch. Ein Beispiel dafiir findet man in Kapitel 3, Abschnitt 3.1.
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Satz 2.3.12. Seien E und F komplexe Fréchetriume und sei (Ak)keNO eine Folge
von stetigen, linearen Operatoren von E nach F. Ferner besitze die Potenzreihe

i e A,
k=0

einen positiven Konvergenzradius r > 0. Dann gult:

(a) Die Abbildung D, > X — Z N Ay ist fiir jedes x € E holomorph.
k=0

(b) Die Abbildung x — Z N Apx, x € E ist fiir jedes A € D, stetig und linear.
k=0

(c) Die Familie (x — Z N A ‘ S K) von stetigen linearen Abbildungen ist

fiir jede kompakte Tezlmenge K C D, gleichgradig stetig.

(d) Die Abbildung (\, z) — Z Ne Az ist auf D, x E beliebig oft differenzierbar ®.
k=0

Beweis: Zu (a): Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus Satz 2.3.8.

Zu (b): Die Aussage folgt aus dem Satz von Banach/Steinhaus 1.2.2 angewandt auf
die Folge (Z;ZO )\kAk)leNO von stetigen, linearen Abbildungen.

u (c): Sei (]| - H")neN ein beliebiges Fundamentalsystem von E und sei K C D.

Da jede kompakte Teilmenge K von I, in einer abgeschlossenen Kreisscheibe Dy
mit 7 < r enthalten ist, kénnen wir 0.B.d.A. K = D; annehmen. Ferner kénnen wir
ein s > 0 mit 7 < s < r wihlen. Dann ist nach Lemma 2.3.2 die Folge (skAk)
gleichgradig stetig, d.h., fiir alle m € N existiert ein M > 0 und ein n € N mit

Is" Agzll < M|

keNy

fiir alle x € F und alle k € Ny. Daraus folgt

o0 o0

AN K
k _ A k
Z/\ Apx = Z(s) sYApx
= (A
< Mrmunz(;
k=0
Ms
< =l [l
5 —

3siche Bemerkung 2.3.8
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fiir alle z € F und alle A\ € D5 und somit ist (a: — Z N ALz ‘ A€ ﬁ;) gleichgradig

k=0
stetig.
Zu (d): Sei @ : D, x E — FE definiert durch
O\, z) = Z A,
k=0

Dann existieren nach Satz 2.3.3 und Satz 2.3.12 (a)—(c) alle partiellen Ableitungen
und es gilt

ot

g M) (B ) =

° !
3 @)\kfl;ﬁmx fir m € No,n =0
2 .

Il
=)

= > (k !
Z HTm))\kAHmhl fir meNg,n=1
k=0 )

0 fir m € Ng,n > 2

\

fir (hy,...,h,) € E" und (A\,z) € D, x E. Somit geniigt es nach Satz 2.2.3 zu
zeigen, dass alle partiellen Ableitungen stetig sind. Da ferner alle Ableitungen von ®
Potenzreihen in A sind, also die gleiche Gestalt wie ® besitzen, konnen wir uns darauf
beschrinken, die Stetigkeit von ® zu beweisen. Sei nun (| - H”)neN ein beliebiges
Fundamentalsystem von E und seien x,y € E sowie A\, u € D,. Dann gilt fiir alle
m € N die Abschitzung

[@(1,y) = @A @)l < (D, 9) = (11, @)l + (|91, ) = DA, 7)1
Nach (c) existiert zu jedem m € N ein M > 0 und ein n € N derart, dass
1, 2) = 2, )l < M|z = ylln
fiir alle z,y € E und alle p € Dy mit [A\| < 7 < r. Daraus folgt
D€, y) = @A @)l < Mly = zlln + |@(p, 2) = PN, 2)[|m

fir alle z,y € F und alle 4 € D;. Somit erhalten wir die Stetigkeit von ® auf D, x E
unmittelbar aus (a). |
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Bemerkung 2.3.8. Die Abbildung (\,z) — > ;7 A" Az ist nicht nur beliebig oft
differenzierbar sondern sogar holomorph auf D, x E. Da der Begriff holomorph von
uns jedoch nur fiir Abbildungen einer komplexen Verdnderlichen definiert wurde,
haben wir die entsprechende Holomorphie-Aussage in Satz 2.3.12 , unterschlagen*
und verweisen den interessierten Leser diesbeziiglich auf [HP57] oder [Her89].

Lemma 2.3.3. Seien E, F und G kompleze Fréchetraume. Ferner seien) -, NeA
E — FundY 2 \N'B, : F — G Potenzreihen mit positiven Konvergenzradien o, > 0
bzw. r, > 0. Dann gilt

00 00 ook
Z ,ukBk (Z )\IAZZE> = Z Z ,ul)\k_lBlAk_l%
k=0 =0

k=0 1=0
fir alle x € E, alle A\ € D,, und alle p € D,,.

Beweis: Sei A € D,,, 4 € D, und = € E. Ferner sei (| - H")neN ein beliebiges Fun-
damentalsystem von E. Dann gilt fiir alle m € N und alle K € Ny die Abschéitzung

K o K k
H Z Z uk)\lBkAlx — Z Z [Ll)\k_lBlAk_liL‘H

k=0 1=0 k=0 1=0

= HBO Z NAzx+ B ZAlAlx 4+ 4
I=K+1 1=K

(2.4)

W B Y N A+ 5B Y AlAle .
1=2 =1 m

Sei nun s > 0 so gewahlt, dass |u| < s < rp gilt. Dann ist die Folge (skBk)keNo nach
Lemma 2.3.2 gleichgradig stetig, d.h., fiir jedes m € N existiert ein M > 0 und ein
n € N mit

Is" Brallm < M|z,

fiir alle z € E und alle k € Ny. Dies liefert uns die folgende Abschéitzung, in der [-]
die GauBsche Klammerfunktion bezeichnet.

HBO Z )\lAlx+---+uKBKZ/\lA1xH =

I=K+1 =1
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— HBO io: )\lAliL‘+<%>sBI§:)\lAlx++
=K

I=K+1
K—1 ° K ©
(%) SK_IBK—1IZ;/\ZA1$+ (%) SKBKZZ;/\ZAlem

i K-(K/2) x
< HBO > N+ (B) SEAB e Y )\’Al:cH

= ’ I=[K/2]41 "
[\ K+1-[5/2] - 0 K 0
+ H(E) s"HEPIB I k) Z MNAg 4 -+ (E) SKBKZ)\ZAlem
I=[K/2] 1=1
= K—[K/2] >
I=K+1 " § I=[K/2]+1 n
K+1-[K/2] ° K oo
+ <M> MH S ANag +...+<M) MHZ)‘ZAl“f
s I=[K /2] " § =) n

Da weiterhin die Reihe ;7 A A;x konvergiert, ist ( Soor )\lAlx) LeN eine Nullfolge,
also insbesondere beschrankt. Somit existiert erstens zu jedem ¢ > 0 und zu jedem

m € Nein L' € Ny mit
o
50, <
I=L mn

fiir alle L > L' und zweitens zu jedem m € N ein M’ mit
Sond, <
I=L i

fiir alle L € Ny. Damit erhalten wir insgesamt die Abschétzung

K o K k
H Z Z [Lk)\lBkAlﬂj — Z Z /Ll)\kilBlAk,l(%H

k=0 [=0 k=0 (=0
e = fuly
< M (—) MM (—>
k=0 k=K+1—[K/2]

fiir alle K € Ny mit [K/2] > L'. Daraus folgt

K o K k
lim SN N B A = lim SN WNTBA

k=0 1=0 k=0 1=0
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Andererseits liefert die Stetigkeit der Bj, die Identitét

K o 00 00
k=0 =0

k=0 1=0

und somit gilt

00 00 K k
Z [LkBk (Z /\ZA1$> = Klvlm Z Z ,ul)\k_lBlAk_l$.
k=0 1=0 T %=0 1=0
|

Satz 2.3.13. Seien E, F und G kompleze Fréchetriume. Ferner seien Y po o ¥ Ay :
E — Fund Y 2 N'B, : F — G Potenzreihen mit positiven Konvergenzradien o, > 0
bzw. ry, > 0. Dann gilt

i N By, (i )\lAlx> —=
k=0 =0

fir alle x € E und alle A € C mit |\| < min{r,,ry}, d.h., das Produkt

(S) (5

lisst sich fiir |\| < min{rq,ry} als Potenzreihe > oy \*Cy, mit

k
Z )\kBlAk,ll’

00
k=0 (=0

k
Cr =) B
=0

fiir alle k € Ny darstellen.

Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus Lemma 2.3.3. ]



Kapitel 3

Lineare Halbgruppen in
Fréchetraumen

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels wiederholen wir einige grundlegende Definitio-
nen und Eigenschaften aus der Theorie linearer Halbgruppen in Fréchetraumen. Da-
bei betonen wir insbesondere die jeweiligen Gemeinsamkeiten und Unterschiede zur
Theorie in Banachrdumen. Im zweiten Abschnitt werden infinitesimale Generatoren
von C*°-Halbgruppen charakterisiert. Dabei zeigt sich, dass die Theorie exponentiell
gleichgradig stetiger C*°-Halbgruppen sehr &hnlich zur Theorie stark stetiger Halb-
gruppen in Banachrdumen ist, wihrend lokal gleichgradig stetige C°*°-Halbgruppen
in Fréchetraumen neuer Beweismethoden bediirfen.

Als Vorlage und Orientierung fiir dieses Kapitel benutzten wir vorwiegend die Mo-
nographien [Paz83], [HP57], [DS66], [Kat66] und [Yos71]|. Ausfiihrliche Literatur
zum Thema Lineare Halbgruppen findet der Leser in der Bibliographie am Ende der
Arbeit. Als weitere wichtige Referenzen erwéhnen wir: [Miy59], [BB67], [Kom68],
[Kre71], [Ouc73], [Kis76], [Dav80] und [Lun95].

3.1 Definitionen und Eigenschaften

Im Weiteren bezeichne E einen beliebigen Fréchetraum und (|| . H")ne ein zugehori-

ges Fundamentalsystem.

N

Definition 3.1.1. (a) Eine reelle 1-Parameter-Familie (T(t))tel von stetigen li-
nearen Operatoren auf E ist eine Abbildung T : I — L(FE) eines offenen oder
abgeschlossenen Intervalls I C R in die Menge aller stetigen, linearen Opera-
toren auf E.

(b) Eine reelle 1-Parameter-Halbgruppe (T(t)) von stetigen, linearen Operato-

t>0

61
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ren auf F ist eine 1-Parameter-Familie mit folgenden Figenschaften:

(HG1) T(0)=1I
(HG2) T(t)oT(s)=T(t+s) fir allet,s>0.

(c) Eine reelle 1-Parameter-Gruppe (T(t)) von stetigen, linearen Operatoren
teR

auf E ist eine 1-Parameter-Familie mit folgenden Eigenschaften:

(G1)  T(0) =1
(G2) T(t)oT(s)=T(t+s) furallet,seR.

Der Einfachheit halber verwenden wir im weiteren oftmals nur die Bezeichnung
,Halbgruppe auf £ und verzichten auf die Zusétze ,reelle 1-Parameter” sowie ,,von
stetigen, linearen Operatoren®.

Bemerkung 3.1.1. Sowohl die obigen als auch die folgenden Definitionen besitzen
offensichtlich eine Verallgemeinerung auf lokal konvexe Réume [siehe z.B. [Yos71],
[Kom64], [Kom68], [Kis76]].

Wir unterscheiden im Folgenden verschiedene Klassen von Halbgruppen aufgrund
ihres Konvergenzverhaltens! fiir t — 0% bzw. ihres Wachstumsverhaltens fiir t — oo.

Definition 3.1.2. Eine reelle 1-Parameter-Halbgruppe (7'(t)) 1>o Von stetigen, li-
nearen Operatoren auf E heifit -

(a) gleichmdfig stetig auf beschrinkten Mengen oder kurz Cy-Halbgruppe, wenn
die Abbildungen T'(¢)(-) fiir t — 07 gleichméBig auf beschrénkten Teilmengen
von F gegen I konvergieren.

(b) gleichmdfig stetig auf kompakten Mengen oder kurz C.-Halbgruppe, wenn die
Abbildungen T'(t)(-) fur t — 07 gleichméBig auf kompakten Teilmengen von
E gegen 1 konvergieren.

(c) stark stetig oder kurz C°-Halbgruppe, wenn fiir jedes * € E die Abbildung
t— T(t)z in t = 0 stetig ist.

(d) stark differenzierbar oder kurz C*°-Halbgruppe, wenn fiir jedes x € E die Ab-
bildung ¢ — T'(t)z in t = 0 differenzierbar ist.

(e) stark analytisch oder kurz C“-Halbgruppe, wenn fiir jedes x € E ein ¢ > 0
existiert, so dass die Abbildung ¢ — T'(t)z analytisch? auf [0, ¢) ist.

LObwohl die Schreibweise t — 0 fiir Halbgruppen keine Mifiverstindnisse verursachen sollte, da
Halbgruppen nur fiir ¢ > 0 definiert sind, benutzen wir dennoch die suggestivere Notation t — 07,
um den Leser an die Einschrinkung ¢ > 0 zu erinnern.

2ygl. Definition 2.3.5
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(f) stark messbar oder kurz M-Halbgruppe, wenn fiir jedes x € E die Abbildung
t — T(t)z, t € (0,00) Lebesgue-messbar? ist.

(g) exponentiell gleichgradig stetig, wenn es ein w > 0 gibt, so dass die 1-Parame-
ter-Familie (e “'T'(t)) 1> eleichgradig stetig ist.

(h) lokal gleichgradig stetig, wenn fiir jedes b > 0 die 1-Parameter-Familie (7(¢))
gleichgradig stetig ist.

te[0,b]
Bemerkung 3.1.2. (a) Eine Halbgruppe (T'(t)) 1> auf E ist genau dann gleich-

mifig stetig auf beschriinkten Mengen, wenn die Abbildung 7'(t)(-) beziiglich
der starken Operatortopologie 7, in ¢ = 0 stetig ist [vgl. Bemerkung 2.3.6].

(b) Die starke Stetigkeit einer Halbgruppe 143t sich offensichtlich auch als gleich-
miéfige Stetigkeit auf endlichen Mengen deuten.

(¢) Nach Definition 1.2.1 ist eine Halbgruppe (T(t)) >0 genau dann exponentiell

bzw. lokal gleichgradig stetig, wenn (T(t)) fiir ein beliebiges Fundamental-

>0
system (| - Hn)neN von FE die Bedingung (g') bzw. (h') erfiillt.

(g/) Es gibt eine Konstante w € R, so dass zu jedem m € N ein M > 0 und
ein n € N existieren mit

T ()|, < Met|| x|, fir alle x € F und alle t > 0.

Dabei darf M > 0 von m € N abhéngen, w € R jedoch nicht.

(h') Zu jedem b > 0 und zu jedem m € N existieren ein M > 0 und einn € N
mit

[T (@)l < Mzl

fir alle x € E und alle ¢t > [0,b]. Dabei darf M > 0 vonm € Nund b > 0
abhéngen.

Lemma 3.1.1. [HP57, SV65] Sei (T(t))
Dann gilt:

10 eine stark messbare Halbgruppe auf E.

(a) Fliir jedes kompakte Intervall [a,b] C (0, 00) ist (T(t)) s gleichgradig stetig.
tela,b

(b) Fiir jedes x € E ist die Abbildung t — T(t)x stetig auf (0, 00).
Beweis: Zu (a) Sei [a,b] C (0, 00) ein beliebiges kompaktes Intervall. Nach dem Satz

von Banach/Steinhaus 1.2.2 geniigt es zu zeigen, dass die Mengen {T'(t)x | t € [a,b]}
fiir jedes feste x € E beschrénkt sind.

3im Sinne von Definition 2.1.7
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Angenommen {T'(t)z | t € [a,b]} wire fiir ein © € E unbeschrinkt. Dann gibt es
eine stetige Halbnorm || - || auf £ und eine Folge (¢ )gen in [a, b] mit

IT(t)z| >k fiir alle k € N

Da [a, b] kompakt ist, konnen wir annehmen, dass (t;)ren gegen ein ¢ € [a, b] kon-
vergiert. Ferner folgt aus der Messbarkeit von ¢ +— T'(t)z, t € (0,00) und aus Satz
2.1.5, dass es eine messbare Teilmenge M C (0,¢| gibt, so dass {T'(s)z | s € M}
beschrénkt bleibt und A(M) > ¢/2 gilt, wobei A das Lebesgue-Maf} auf R bezeichne.
Wir betrachten nun die Mengen

Mk = {tk—s

sEM}ﬂ(O,oo), k € N.

Offensichtlich sind alle M), messbar und es gilt \(My) > ¢/4 fiir fast alle & € N.

Daraus folgt
/\(limsupMk> = A( ﬂ UM1> > Z’

k—o0 keN 1>k

also insbesondere lim sup;,_, .. My # 0. Sei nun ¢, € limsup,_, ., M}, beliebig gewihlt.
Dann gilt t, — tg € M und somit

1T (t0) T (1 — to)z|| = T (tx)2]| = &
fiir unendlich viele k € N. Folglich ist {T'(¢0)T'(s)x | s € M} =T (to){T(s)x | s € M}
unbeschréankt. Dies liefert jedoch einen Widerspruch zur Beschrénktheit der Menge

{T(s)z | s € M}. Somit ist die Beschréinktheit von {T(t)z | t € [a,b]} fiir alle
x € E, also die gleichgradige Stetigkeit von (T(t)) — gezeigt.

Zu (b): Sei tg € (0,00) und sei (|- H")neN ein Fundamentalsystem von E. Wir wihlen

a,b € (0,00) mit 0 < a < b < tg. Dann gelten fiir alle s € [a,b] und alle h € R mit
|h] < b—ty die Gleichungen

T(to)x =T(s)T(to—s) und T(to+h)x =T(s)T(to+h—s).
Daraus folgt
(b—a) (T(to + )z — T(to)x> - / bT(to 4 R)e — T(to)x ds
- /b T(s) (T(to +h—s)x—T(ty — s)x) ds

und somit erhalten wir fiir alle m € N die Abschétzung

1 b
IT b0 + b = T(to)eln < - /

)T(s) <T(t0 +h—s)x—T(t) — s)x) H ds.

m
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Da (T(s))se[a i nach Teil (a) gleichgradig stetig ist, existiert zu jedem m € N ein
M > 0 und ein n € N mit ||T(s)z|,, < M||x|, fiir alle z € E und alle s € [a,b].
Dies impliziert die Abschétzung

M

ds.
b—a s

n

‘T(to +h—s)x—T(tg — s)z

b
Aus der Messbarkeit von ¢t — T'(t)z, t € (0,00) und aus Satz 2.1.21 folgt

/

und daher gilt ||T'(to + h)x — T'(tg)z||m — 0 fir h — 0 und fur alle m € N. Somit
haben wir gezeigt, dass t — T'(t)x in ty € (0, 00) stetig ist. Da ty € (0, 00) beliebig
gewahlt war, folgt daraus die Behauptung. |

)T(to +h—s)z—T(to — s)x

ds—0 fir h—0

Bemerkung 3.1.3. Lemma 3.1.1 besagt nicht, dass eine stark messbare Halbgruppe
lokal gleichgradig bzw. stark stetig ist, denn in beiden Aussagen von Lemma 3.1.1
ist die Stelle t = 0 ausgenommen. Beispiel 3.1.1 zeigt, dass dies im Allgemeinen
falsch ist.

Lemma 3.1.2. (a) Jede stark stetige Halbgruppe auf E ist lokal gleichgradig ste-
tig.

(b) Fiir jede stark stetige Halbgruppe (T(t))t>0 auf E ist die Abbildung (t,x) —
T(t)z stetig auf [0,00) X E. -

(c) Jede stark stetige Halbgruppe auf E ist auch gleichmdfig stetig auf kompakten
Mengen.

Beweis: Zu (a): Sei (T(t))t>0 neN
ein Fundamentalsystem auf E. Nach dem Satz von Banach/Steinhaus 1.2.2 geniigt
es zu zeigen, dass die Mengen {T'(t)x | t € [0,b]} fur jedes b > 0 und jedes z € E
beschrankt sind.

Angenommen {7T'(t)z | t € [0,b]} wére fiir ein b > 0 und ein z € E unbeschréankt.
Dann gibt es ein ny € N und eine Folge (tx)ren in [0, b] mit

eine beliebige stark stetige Halbgruppe und (||-||,,)

T (tg)x||n, >k fiir alle £ € N.

Aus der Stetigkeit von T'(t) folgt fiir A > 0 und fiir festes ¢ > 0 die Abschétzung

”T(t +h)a — T(t)me - HT(t) (T(h)x - x) Hm < MHT(h):z: g

Y
n

d.h., t — T(t)x, t € [0,00) ist rechtsseitig stetig, also nach Satz 2.1.19 insbesondere
messbar auf (0,00). Somit impliziert Lemma 3.1.1, dass die Folge (tx)ren gegen 0
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konvergiert. Dies steht jedoch im Widerspruch zur starken Stetigkeit von (T(t)) >0
denn diese liefert fiir kleine ¢ > 0 die Abschéitzung -

[T () ]lng < NT@)x = llng + [[€]lny < T+ [[2]ng-

Somit haben wir die Beschrénktheit von {T(t)z | ¢ € [0,b]} fiir jedes b > 0 und
jedes © € F gezeigt und daraus folgt unmittelbar die lokale gleichgradige Stetigkeit

von (T(t))tzo‘

Zu (b): Seien z,y € E und t € [0,00). Ferner sei (|| - H")neN ein Fundamentalsystem
von E. Dann gilt fiir alle h € R mit |h| <t und alle m € N die Abschétzung

IT(t + h)e = T@)yllm
< T+ h)x = T@)xllm + [Tz = T(E)yllm

1T (T (h)x — )| fir h>0
< T = y)llm +
IT(t+ h)(z — T(—h)z)||,, fix h<0.

Wegen der Stetigkeit von T'(t) existiert fiir jedes m € N ein M’ > 0 und ein n € N
mit

1T (@ = yllm < Mz =yl

ITE(T(h)z — 2)|m < M|T(h)z — x|, fix h> 0.

Ferner folgt aus der gleichgradigen Stetigkeit von (7'(t)) >0 auf [0,2t], dass es zu
jedem m € N ein M” > 0 und ein n € N gibt mit -

1T+ h)(x—T(=h)x)|m < M"|T(=h)x—=z|, firh<O0
Somit erhalten wir fiir M := max{M’, M"} die Abschétzung
17+ W)a = Tyl < M ([ TRz = 2], + |2 = y]],).
d.h., (t,x) — T(t)x ist stetig auf [0,00) x E.

Zu (c): Angenommen, (7T'(t)) >0 Wire stark stetig, aber nicht gleichméflig stetig
auf kompakten Mengen. Dann existiert eine Nullfolge (t)ren derart, dass (Tk =

T(tk))keN nicht gleichméfig auf kompakten Mengen gegen I konvergiert. Anderer-
seits folgt aus der starken Stetigkeit von (7°(t)) >0 dass (Ty)ken punktweise gegen I
konvergiert. Dies liefert jedoch einen Widerspruch zu Folgerung 1.2.1. Somit ist jede
stark stetige Halbgruppe auch gleichméfig stetig auf kompakten Mengen. ]
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Bemerkung 3.1.4. (a) In Banachrdumen ist die lokale gleichgradige Stetigkeit
einer Halbgruppe dquivalent zur lokalen Beschrinktheit (bzgl. der Operator-
norm), d.h. es gibt eine Konstante M > 0 und ein b > 0, so dass fiir alle
t € [0,b] die Abschitzung

[T <M
gilt. Daraus folgt mit w := by'In M die globale Abschitzung [siche [Paz83,
Ch. 1, Thm. 2.2]]
IT@)] < Me*

fiir alle ¢ € [0, 00). Somit ist auf Banachrdumen jede stark stetige Halbgruppe
auch exponentiell gleichgradig stetig. Dies ist in Fréchetraumen im Allgemei-
nen nicht der Fall, wie die Beispiele 3.1.2 und 3.1.3 zeigen.

(b) Teil (¢) des obigen Lemmas besagt, dass in Fréchetraumen oder allgemeiner in
tonnelierten lokal konvexen Raumen die Klasse der C.-Halbgruppen mit der
Klasse der Cy-Halbgruppen iibereinstimmt.

Zur weiteren Untersuchung von Halbgruppen erweist sich das Konzept des infinite-
simalen Generators als sehr niitzlich. Es dient dazu, das ,infinitesimale“ Verhalten
der Halbgruppe bei t = 0 genauer zu beschreiben.

Definition 3.1.3. Sei (T(t))t>0
linearen Operatoren auf £ und sei D(A) die Menge aller 2 € E, fiir die der Grenzwert
(3.1) in F existiert. Dann heifit der lineare Operator A : D(A) C E — E, definiert
durch

eine reelle 1-Parameter-Halbgruppe von stetigen,

T _
Ax := lim 7@)% x}
t—0t+ t

(3.1)
der infinitesimale Generator der Halbgruppe (T'(t)),. -

Obwohl der Definitionsbereich D(A) des infinitesimalen Generators im Allgemeinen
nur ein echter Unterraum von F ist, zeigt Satz 3.1.1, dass er dennoch fiir stark stetige
Halbgruppen ,,grof3* genug ist, um die Halbgruppe eindeutig zu charakterisieren.
Zum Beweis von Satz 3.1.1 benotigen wir zunéchst einige technische Ergebnisse, die
im folgenden Lemma zusammengestellt sind.

Lemma 3.1.3. Se: (T(t))t>0 eine stark stetige Halbgruppe mit infinitesimalem Ge-
nerator A : D(A) — E. Dann gilt:

a) Fir alle x € E st die Abbildung t — "T(r)adr auf |0, 00) stetig differen-
0
zierbar mit 4

@, T(r)xdr =T(t)z.
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(b) Fiir alle v € E und alle t >0 gilt [, T(r)xdr € D(A) und
A /O (e dr = T() — o
(¢) Fiir alle v € D(A) und alle t > 0 gilt T(t)x € D(A) und

d
ET(t)x = AT (t)x = T(t)Ax.

Insbesondere vertauschen A und T'(t) auf D(A) fir alle t > 0.
(d) Fiir alle x € D(A) und alle s,t > 0 gilt

¢ ¢
Tt)r —T(s)x = / T(r)Axdr = / AT (7)xdr.
(e) Fiir alle ¢ € C*(R) mit kompaktem Trager in (0, 00) gilt

/Ooo p()T(T)zdr € [ D(A¥) =: D*(A).

Beweis: Zu (a): Die stetige Differenzierbarkeit der Abbildung folgt unmittelbar aus
Lemma 3.1.2 und dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnug 2.1.23.

Zu (b): Sei h > 0 und = € E. Dann gilt

! (1) [ e - [ o) -
- ([T e [T

([ trear - [[riows)

([ trwir- [ Torear).

lim + (T(h) /0 (e dr - /0 () dT) ~ Tt — 2,

SRS

SRS

Aus Teil (a) folgt

h—0+ h
d.h.,
t t
/ T(t)zdr € D(A) und A/ T(r)zdr =T(t)z — x.
0 0
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Zu (c): Sei h > 0 und sei € D(A). Dann gilt

Th)T(t)x —T(t)x T+ h)x —T(t)x T(h)x —x
= = T(t)
h h h
Daraus folgt
ATz = tim LTOT=TO g g,
h—0+ h
Fiir ¢t > 0 und —t < h < 0 erhalten wir
T+ h)x —T(t)x
h
(3.2)
—T(=h T(h)x —
= T(t+ h)u = T(t+ h)%hx.
Sei nun (|| - H”)n oy €in beliebiges Fundamentalsystem von E. Aus (3.2) und Lemma
3.1.2 folgt
HT(t +h)x—THt)x T(t) Az
h m
T(—h)x —
< HT(t +h) (%;I = Ax) + (T (¢ + h) — T(t)) Az],,
T(—h)x —
< M H (% - Ax) + [(T(¢ + h) = T(1)) Az],,
und somit o Tt
hh%l— (t+ )z_ Dz =T(t)Az.

Daher stimmen die rechts- bzw linksseitigen Ableitungen von ¢ — T'(t)z fiir ¢ > 0
tiberein, d.h., t — T'(t)x ist differenzierbar mit

%T(t)a: = AT (t)x = T(t)Ax.
Insbesondere ist die Ableitung ¢ — $T'(t)z = T(t)Az nach Lemma 3.1.2 stetig auf
0, 00).

Zu (d): Seien s,t > 0 und sei x € D(A). Dann folgt aus Teil (c) und dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung 2.1.23 die Identitét

T(t)a — T(s)z = / t diT(T)x dr = / t AT (7)z dr = / t T(r) Az dr.

T
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Zu (e): Sei p € C*(R) mit kompaktem Tréger in (0,00) und sei z, € E definiert
durch

v, = /0 ()T (P dr.

Da ¢ kompakten Trager hat, ist z, fiir jedes x € E nach Lemma 2.1.18 wohldefiniert.
Sei nun & > 0 und (]| - ||")neN ein beliebiges Fundamentalsystem von E. Dann gilt

T(h)r, -z,
— =

_ % ( /0 ST (r + B dr — /0 () T()a dr)

_ % ( /h " olr — WYT()wdr — /0 " (DT dT)

_ /oo (P(T_h) _SO<T)T(7‘)[L’d7‘

h

und somit liefert Lemma 3.1.2 die Abschitzung

H—T(h)x;: —Te _ /0 T )

[ (¢ - =2 1y s

< /0"" () — p(r — fi)h— (1)

m

1T (7))l dr

< u [l - A=) drpl,
olr =)~ ¢(r)

fiir h — 07 gleichméBig

Da der Trager von ¢ kompakt ist, konvergiert .

gegen ¢'(7) auf [0, 00). Daraus folgt

T(h)x, — >

Th)ze —xp _ / ¢ (1T (1) dr.
0

Mittels Induktion iiber k£ € N erhalten wir
Akxw = A(Ak_lx@> = (—1)’“/ cp(k)(T)T(T)x dr.
0

Az 1= hlirg+ h

Wir kommen nun zu dem schon angekiindigten Satz 3.1.1, der die wichtigsten Ei-
genschaften des infinitesimalen Generators einer stark stetigen Halbgruppe auf F
zusammenfafit.
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Satz 3.1.1. (a) Der infinitesimale Generator A : D(A) — E einer stark stetigen
Halbgruppe auf E ist ein dicht-definierter, abgeschlossener, linearer Operator.
Insbesondere ist

D>(A) := (] D(4")
k=0
dicht in E.
(b) Der Operator A : D(A) — E ist genau dann stetig, wenn D(A) = E gilt.

(c) Jede stark stetige Halbgruppe auf E ist eindeutig durch ihren infinitesima-
len Generator bestimmt, d.h., zwei stark stetige Halbgruppen (T(t))t>0 und

(S(t))t>0 auf E haben genau dann den gleichen infinitesimalen Generator,
wenn T(t) = S(t) fiir alle t € [0,00) gilt.

Beweis: Zu (a): Die Linearitét des Operators A folgt unmittelbar aus Definition
3.1.3.

Zum Beweis der Abgeschlossenheit von A betrachten wir eine beliebige Folge (xk)
in D(A) mit 2y, — z und Azy, — y fiir K — 0o. Nach Lemma 3.1.3 gilt

keN

T(h)ry — I
T(h)ex = 2 );; kzﬁ/o T(71)Axy dr.

Dann folgt aus Lemma 3.1.2 und dem Satz von Lebesgue 2.1.15

T(h)yz—x 1 ["
— = E/o T(7)ydr.

Somit erhalten wir wiederum aus Lemma 3.1.3 die Identitat

. T(hx—=
Ar = lim —— =
St h 4

d.h., A ist abgeschlossen.

Zum Beweis, dass A dicht-definiert ist, geniigt es zu zeigen, dass D*(A) dicht in £
liegt, denn D*(A) C D(A). Sei also [ € E* ein stetiges, lineares Funktional auf £
mit /|pe(a) = 0. Nach Satz 2.1.11 und Lemma 3.1.3 gilt

0= z( /0 () T()a dT) - /0 h gp(T)z(me) dr (3.3)

fur alle z € E und alle ¢ € C>®(R) mit kompaktem Tréger in (0,00). Daraus
folgt | = 0. Denn ist I(x) # 0 fiir ein x € E, so ist aus Stetigkeitsgriinden auch
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l(T(T)x> # 0 in einer Umgebung von 7 = 0. Dann gibt es aber ein ¢ € C*°(R) mit

kompaktem Tréger und
/ (1) (T(T)l‘) dr # 0.
0

Dies ist jedoch ein Widerspruch zu Gleichung (3.3). Somit ist gezeigt, I|pe(a) = 0
impliziert [ = 0. Mit Satz 1.2.5 folgt daraus, dass D*(A) dicht in E liegt.

Zu (b): Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus Teil (a) und dem Satz vom
abgeschlossenen Graphen 1.2.4.

Zu (c): Seien (T(t))t>0 und (S(t))t>0 zwei beliebige, stark stetige Halbgruppen auf
E und seien Ar bzw. Ag ihre infinitesimalen Generatoren.

,—" Sei Ay = Ag =: A und sei x € D(A). Dann wihlen wir ein beliebiges, aber
festes s > 0 und betrachten die Abbildung t — ¢4(t) := S(t)T(s —t) fiir t € [0, s].
Aus Lemma 3.1.3 folgt

%gps(t) = %S(T)T(s —t)z . + %S(t)T(s —T)x .

= AsS(t)T(s —t)x — S(t)ArT (s —t)x

= AgS(t)T(s—t)x — ApS(t)T(s —t)z = 0,

und somit gilt ¢4(0) = ps(s), also T'(s)z = S(s)x fir alle x € D(A). Da D(A) in £
dicht ist, folgt daraus T'(s) = S(s).

=" Sei T'(t) = S(t) fiir alle ¢t > 0. Dann gilt offensichtlich Ay = Ag. [

Folgerung 3.1.1. Der infinitesimale Generator einer 1-Parameter-Halbgruppe von
stetigen, linearen Operatoren auf E ist genau dann ein stetiger linearer Operator auf
E, wenn die Halbgruppe stark differenzierbar ist.

Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus Teil (b) des obigen Satzes 3.1.1 und
den Definitionen 3.1.2 und 3.1.3. |

Die folgenden Beispiele sollen abschliefend die in diesem Abschnitt eingefiihrten
Begriffe und einige Phéanomene, die in Fréchetrdumen aber nicht in Banachrdumen
auftreten konnen, illustrieren.

Beispiel 3.1.1. Dieses Beispiel zeigt, dass stark messbare Halbgruppen nur stetig
auf (0,00) aber nicht stark stetig sind.
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Sei E :=l5(N) und sei (7'(t))

7TL+1t

e 2

(T(t)x)n =

t>0

definiert durch

n+1

fiir

ZTpn + (nTH)QtethwnH fiir n ungerade

n gerade

73

fur alle € I5(N), d.h., T'(¢) wird durch die

unendliche 2 x 2-Block-Diagonalmatrix

efnt n2te7nt

dargestellt. Der zugehorige infinitesimale Generator A hat die Gestalt

n+1

(Ax) o= e

+ ()2, fir n+1€2N

fiir n € 2N

fir alle x € D(A) = {x € [5(N) | Az € [5(N)}, oder

Ferner verifiziert man leicht, dass fiir jedes = € [5(N) die Abbildung t +— T'(t)x

auf (0,00) stetig, also messbar ist. Die Halbgruppe (T(t))t>0

stetig, denn es gilt
1Tz =

>

Q

fiir £ — 0 und dies steht, falls (7'(2)),.,
3.1.2. -

ist jedoch nicht stark

sup || T'(t)x||2

[[z]l2=1

stark stetig ist, im Widerspruch zu Lemma
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In Beispiel 3.1.2 und 3.1.3 geben wir zwei stark stetige Halbgruppen auf Fréchet-
rdumen an, die nicht exponentiell gleichgradig stetig sind.

Beispiel 3.1.2. Sei F := C(R) versehen mit dem Fundamentalsystem

[zlln =" sup |z(s)], neN.

s€[—n,n|

und sei (T'(t)),., definiert durch

t>0

(T(t)x) () := 2(s +1).

Dann ist (7'(t))
schétzung

. . . . . ~ 52 .
1> Offensichtlich stark stetig. Ferner gilt fiir Z(s) := e* die Ab-

IT)Z||, = sup [T(s—+t)| = et
se[—1,1]

Daraus folgt aber sofort, dass die Halbgruppe (T(t)) nicht exponentiell gleich-

>0
gradig stetig ist.

Beispiel 3.1.3. Sei £ := )
R, d.h.,

oxp(R) der Raum aller exponentiell fallenden Folgen in

Sop(®) 1= {2 € B ‘ S~ e fay| < oo fir alle n € N |
k=1
versehen mit dem Fundamentalsystem?

|||, := sup ™|z, n€N.
keN

Ferner sei (T'(t)),., definiert durch

>0
<T(t):1c>k = efy,, keN.

Dann gilt fiir alle n € N und alle ¢ € [0, 1] die Abschéitzung

1Ttz — x|, = supe™|(e — 1)y
keN
= supe™|(e" — 1)ap| + supe™|(e" — 1)y
k<K k>K
< |eKt _ 1| (n+1)k|xk|

lzlln + supe
k>K

< e = 1] flzlln + e F Y zflnta.

4ygl. Kapitel 5, Definition 5.1.3
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Da wir K € N in der obigen Ungleichung beliebig grof3 wihlen kénnen, folgt daraus,
dass die Halbgruppe (7'(t)) 1> Stark stetig ist. Dagegen erhalten wir fiir t = m € N
die Identitét B

nk |ek:t

1T ()]l = supe™|e®ar| = [[£]lnsm-
keN

Folglich kann (T(t)) nicht exponentiell gleichgradig stetig sein.

t>0

Das nichste Beispiel zeigt, dass lokal/exponentiell gleichgradig stetige Halbgrup-
pen im Allgemeinen nicht stark stetig sind. Dies ist jedoch keine Besonderheit von
Halbgruppen auf Fréchetrdumen, sondern tritt schon in unendlich-dimensionalen
Banachrdumen auf.

Beispiel 3.1.4. Sei £ := Lo(R) versehen mit der Standardnorm

|| ]| s := ess sup |z(s)|
seR

und sei (7'(t)) 1> definiert durch
(T(t)x) (5) =az(s+1t), seR.

Dann ist (T(t)) eine Halbgruppe von Isometrien, d.h.,

>0
IT(#)x]loo = [z

fiir alle z € Eund alle ¢ > 0, und folglich ist (7'(t))

stetig. Jedoch sieht man leicht, dass (T (t))
messbar ist.

150 10kal /exponentiell gleichgradig

>0 Micht stark stetig, ja nicht einmal stark

3.2 Erzeugung von linearen Halbgruppen

Nachdem im vorhergehenden Abschnitt die grundlegenden Eigenschaften von linea-
ren Halbgruppen untersucht wurden, charakterisieren wir nun deren infinitesimale
Generatoren. Wir beschrianken uns jedoch auf stark differenzierbare Halbgruppen,
da fiir unsere spatere Anwendung nur diese von Interesse sind. Fiir weitere Resultate
iiber stark stetige Halbgruppen auf Fréchetrdumen verweisen wir auf die Arbeiten
[Miy59], [Kom64], [Kom68], [Moo69]-[Moo71b], [Yos71], [Oha72], [Ush72], [Ouc73],
[Kis76], [Vuv78] und [Cho85] sowie die Bemerkungen 3.2.1 und 3.2.5.

Die zentralen Aussagen dieses Abschnittes stellen die Séatze 3.2.1 bis 3.2.4 dar. Die
beiden ersten Sétze behandeln exponentiell gleichgradig stetige C°°-Halbgruppen,
die Sétze 3.2.3 und 3.2.4 dagegen lokal gleichgradig stetige C*°- bzw. C*“-Halb-
gruppen. Im exponentiell gleichgradig stetigen Fall kann man auf die Hilfsmit-
tel aus der Halbgruppentheorie in Banachrdumen, wie z.B. die Resolvente und
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die Laplace-Transformation sowie ihre reelle bzw. komplexe Umkehrformel [siche
[Wid71, Wid46]] zuriickgreifen. Im lokal gleichgradig stetigen Fall benttigt man je-
doch teilweise neue Konzepte, wie z.B. sogenannte asymptotische Resolventen [siehe
[Ouc73], [Vuv78] oder[Kom68])].

Bevor wir jedoch mit der Theorie der C*°-Halbgruppen in Fréchetrdumen fortfahren,
erinnern wir zunéchst an wohlbekannte Ergebnisse in Banachrdumen. Fiir Halbgrup-
pen auf Banachrédumen sind die folgenden Aussagen #dquivalent [siche [Paz83, Ch. 1,
Thm. 1.2]]:

(a) Die Halbgruppe (7T'(t)),. ist gleichméBig stetig auf beschréinkten Mengen.

>0

(b) Der infinitesimale Generator A der Halbgruppe (7'(t))
nearer Operator auf F.

1> 18t ein stetiger, li-

(¢) Die Halbgruppe (T'(t)),., ist stark differenzierbar.

>0

(d) Die Halbgruppe (T'(t)),., ist stark analytisch.

>0

(e) Es gibt einen stetigen, linearen Operator A auf E mit

fiir alle z € £ und alle ¢ > 0.

In Fréchetraumen ist die Situation dagegen deutlich komplizierter. So erhalten wir
aus Definition 3.1.2 und Folgerung 3.1.1 die Giiltigkeit der Implikationen (d) = (c)
und (b) <= (c¢). Lemma 3.2.1 und Satz 3.2.4 zeigen, dass auch (b) = (a) und (d)
<= (e) weiterhin richtig sind. Alle anderen der obigen Implikationen sind jedoch
im Allgemeinen falsch, wie die Beispiele 3.2.1 und 3.2.2 am Ende dieses Abschnitts
zeigen. Somit ist in Fréchetrdumen insbesondere nicht jede stark differenzierbare
Halbgruppe durch die zugehorige Exponentialreihe (3.4) darstellbar.

Lemma 3.2.1. Sei (T'(t))
gilt:

o €ine stark differenzierbare Halbgruppe auf E. Dann

(a) Die Abbildung (t,x) — T(t)z ist auf [0,00) x E beliebig oft stetig differenzier-
bar.

(b) Die Halbgruppe (T(t)) ist gleichmdfSig stetig auf beschrinkten Mengen.

t>0
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Beweis: Zu (a): Sei ® : [0,00) X E — E definiert durch ®(t,z) := T'(t)z. Aus
Lemma 3.1.3 bzw. der Linearitéit von ® beziiglich x erhalten wir

)
%—t(t,x) = AT (t)x
und 90
8—(15, z)-h=T(t)h
x
fir alle h € E und alle (¢, z) € [0,00) x E. Die Stetigkeit der partiellen Ableitungen
)
%—t :[0,00) x Ex — E,
)
%Z[0,00)XEXE—)E

und somit die stetige Differenzierbarkeit von ® folgen aus Lemma 3.1.2 bzw. Satz
2.2.3. Mittels Induktion erhalten wir nun

omtnd
otmozn

(t,x) - (h1,..., hy) =
A"T(t)x  fir m e Ny,n=0
= AmT(t>h1 fir m e No, n=1

0 fir m e Ng,n > 2

fir alle (hy,...,h,) € E™ und alle (¢,2) € [0,00) X E. Somit ist ® beliebig oft stetig
partiell differenzierbar, also nach Satz 2.2.3 beliebig oft stetig differenzierbar.

Zu (b): Sei B C E eine beliebige beschrénkte Teilmenge und sei (| - ””)neN ein
Fundamentalsystem von F. Nach Lemma 3.1.3 gilt

t

t
sup |T(t)r — x|, = sup]|| T(r)Azdr|,, < Sup/ AT ()| dT.
zEB 0 z€B Jo

zeB

Da (T'(t)) 1> lokal gleichgradig stetig ist existiert zu jedem m € N ein n € N und
ein M > 0 mit

zeB

t t
Sup/ AT (T)x||mdr < Msup/ |z ||, d7.
0 ze€B Jo

fiir alle t € [0, 1]. Ferner folgt aus der Beschrénktheit von B, dass es ein M’ > 0 gibt
mit

sup ||z|l, < M’
reB
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Daraus erhalten wir insgesamt die Abschétzung

t
sup |[T(t)z — x||m < Msup/ lz|l,dr < MM't
zeB J0

zeB

und somit ist (7'(t)),., gleichméBig stetig auf beschréinkten Mengen. |

>0

Wir kommen nun zur angekiindigten Charakterisierung stark differenzierbarer, ex-
ponentiell gleichgradig stetiger Halbgruppen und deren infinitesimaler Generatoren.

Voriiberlegung:

Sei E ein reeller Fréchetraum und sei £ = E & iE die Komplexifizierung von E.
Ferner sei (T(t)) o €lne reelle 1-Parameter-Halbgruppe auf £ mit infinitesimalem
Generator A : D(A) — E. Dann definiert

T(t)(z +iy) == T(t)x +iT(t)y,

eine 1-Parameter-Halbgruppe auf E , deren infinitesimaler Generator A D(A\) — F
gerade die komplexe Fortsetzung von A ist, d.h., fiir alle z +iy € D(A) @iD(A) gilt

~

Az +iy) :== Az +1Ay.

Diese Voriiberlegung zeigt, dass wir im Weiteren 0.B.d.A. annehmen diirfen, E sei
ein komplexer Fréchetraum. Ferner benotigen wir noch zwei Definitionen, um die
anschliefenden Ergebnisse etwas kiirzer und pragnanter formulieren zu kénnen.

Konvention: Wir bezeichnen im Weiteren eine exponentiell gleichgradig stetige
Halbgruppe vom Typ C°, C* bzw. C¥ kurz als C%,_-, C - bzw. C¥_-Halbgruppe.

exp ’ “exp exp

Definition 3.2.1. Sei U C C und sei E ein Fréchetraum mit Fundamentalsystem
(Il - H”)neN' Ferner sei f : U x E — FE stetig. Dann heifit f schwach wachsend auf
U, wenn es zu jedem m € N ein M > 0, ein £ € N und ein n € N gibt, so dass

1F O @) [l < ML+ [A])*]| ]|
fir alle z € F und alle A € U.

Satz 3.2.1. Sei E ein beliebiger Fréchetraum mit Fundamentalsystem (|| - ||)
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

neN’

(a) Der Operator A : E — E ist der infinitesimale Generator einer Cg -Halb-
gruppe auf E.
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(b) Der Operator A : E — E ist linear und stetig. Ferner existiert ein zu (|- Hn)neN

dquivalentes Fundamentalsystem (||| - |[l,) und ein w > 0, so dass folgendes

qgilt:

(i) (w,00) C p(A)
(i) Fir alle k,n € N, alle x € E und alle A > w gilt die Abschditzung

neN

- izl

H)R(A,A)kx S Do

(¢) Der Operator A : E — E ist linear und stetig. Ferner existiert ein w > 0
derart, dass folgendes gilt:

(i) (w,50) C p(A).
(i1) Fir alle m € N existiert ein M >0 und einn € N mit

o ar]], < 55

fir alle x € E, alle A\ > w und alle k € N.

(d) Der Operator A : E — E ist linear und stetig. Ferner ezistiert ein @ > 0
derart, dass folgendes gilt:

(i) Co:={Ae€ C|ReX >0} C p(A).
(ii) (N, z) — R(\, A)x ist auf C; schwach wachsend.

Beweis: Zu (a) = (b): Sei A der infinitesimale Generator einer Cg -Halbgruppe
(T(t)) o Dann ist A nach Folgerung 3.1.1 stetig und linear. Aus der exponentiell
gleichgradigen Stetigkeit folgt, dass es ein w > 0 gibt, so dass zu jedem m € N ein

M > 0 und ein n € N existiert mit
IT(O)zllm < Me||z],

fiir alle x € E und alle ¢ > 0. Somit gilt fiir alle n € N und alle x € E die
Abschétzung

supe | T(t)z], < oo,
>0

d.h., die Abbildung
z = ||zl = supe™ | T(t)z]|,
>0

ist wohldefiniert und liefert fiir jedes n € N eine Halbnorm auf E. Ferner gilt

[ llm < Mlllllm < Mllz]l,
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fiir alle € E. Somit stellt (||| - [ ) ein zu (|| - Hn)neN dquivalentes Fundamen-
talsystem dar, das die Abschétzung

IT@allln = supe™|T(t + 5)zn

(3.5)
= ewtsupe_w(t+s)||T(t+8)$||n < ]|,
s>0

fiir alle x € F und alle n € N erfiillt. Wir betrachten nun die Laplace-Transformierte
von T'(t)x, d.h.,

o0

R(\)zx = /e_’\TT(T):CdT.

Aus dem Satz von Lebesgue 2.1.15 und Abschéitzung (3.5) folgt, dass R(\)x fiir alle
x € Fund alle A € C mit Re A > w existiert. Ferner gilt nach Lemma 3.1.3 und dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung 2.1.23 fiir alle z € F und Re A > w
die Identitét

M —A)RNz = (MI—-A / e T (7)xdr
0

(M — A)e™T(1)zdr

0
= /d%_ _’\TT )dT = .
0

Il
\8

Analog erhalten wir R(A)(AI — A)x = z fir alle x € E und ReA > w. Somit
existiert die Resolvente R(\, A) auf C,, also insbesondere auf (w, c0) und es gilt die
Darstellung R(A, A) = R(\) fiir alle A € C,,. Daraus folgt

[(=D)Ft AR R(N, A)
no ||[(k=1)!  dAk-?

H)R(A,A)kx

n
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- (k—ll)! 0/ ddxc—l (ewT“)“’”) dr

n

o0

= = /(—T)kle)‘TT(T)x dr

0

n

1 i - w—ne T
SR UE] /Tk tele RN dr |,
‘ 0
Y T [ [T
= 54 —
(k—1)!/5 © PRer—w)f T Rer—w)
0

fiir alle z € E, alle A € C,, und alle n, k € N. Damit haben wir (a) = (b) gezeigt.

Zu (b) = (c): Dies folgt unmittelbar aus der Aquivalenz der Fundamentalsysteme
(I 1) e v (U1 M) e

Zu (c) = (a): Sei A: E — F ein stetiger, linearer Operator, der die Voraussetzun-
gen von (c) erfiille. Dann definieren wir fiir A > w die linearen Abbildungen

Ay = AARNA).
Die 1-Parameter-Familie (AA) oy Wird Yosida-Approximation von A genannt und
erfiillt die folgenden Eigenschaften:
Ay = MR(MA) = NXR(AA) — M
lim Ayx = Az firallexz € E.

A—00

Gleichung (3.6) folgt unmittelbar aus der Resolventenidentitét
AR\, A) =T+ AR(), A). (3.8)

Gleichung (3.7) erhédlt man aus der Abschéitzung

HA,\:U—AxH — H)\AR()\,A):L'—A:L'H - H()\R(A,A)—I)A:cH

’ M| A%z,
< —_—
m )\ — W
Wir betrachten nun fiir A > w die Potenzreihe
th A%

L) =Y = (3.9)

- HR(/\, A) A2
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Aus (3.6) und Voraussetzung (ii) ergibt sich die Abschitzung

H

mit

tkA])C\x |t|k 2p
e 1 (G SRy
IRARNYLYN l
= TH > I HAR(A’AMHW
(=0
M|zl o~ (KN A\
< @ _
= ! ; l (A—w)
MIEPN ||zl r A k
<
= ! ()\—w+1>
M|zl (2X2]t\F_ ~
<
= Tkl </\—w> < M|zl
i — Msup (2)\2|t|>
M keN Pe\\—w

Somit existiert nach Lemma 2.3.2 die Potenzreihe Ty (¢) fiir alle x € E und al-

le t € R. Aus Satz 2.3.12 und Satz 2.3.13 wiederum folgt, dass (7)(t))

>0 clie

stark analytische Halbgruppe darstellt. Ferner erhalten wir fiir ¢ > 0 die folgenden

Abschétzungen

HTA@)@«

Hm

und

T, (t)x — TA(t)xH

tkA’/ix ANA) —

k!
x)
A2t

e)‘wax“n

i tF(NZR( DY BLE

k=0

RN R(N, A)F

)&

k=0
) el =

Z

k=
Me™M kz: o (

Aw 4
Mer=w"|z]l,

m m

o0

k=0

m

(3.10)
tk)\Qk

t
/ d
0

m

e <T#(S)T)\(t - 5)x> ds

m
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¢
_ / ATo(8)Th(t = $)& — AyTo ()T (t — s)a ds
0 m
¢
= /TM(S)T)\(t —3) (Aﬂx - A,\x> ds
0 m
(3.11)
B Aw
< ter—w er-w ’A)\.CE - Aux‘
Somit existiert nach (3.7) der Grenzwert
T(t)x := lim T\(t)z (3.12)

A—00

fiir alle z € F und alle ¢ > 0 und definiert nach Folgerung 1.2.1 eine 1-Parameter-
Halbgruppe von stetigen linearen Operatoren auf F. Ferner folgt aus (3.10) und
(3.11), dass auf kompakten Teilmengen von [0, 00) x E die Halbgruppen (T )\(t))

konvergieren. Daher ist (7'(t))

t>0

gleichméfig gegen (T(t)) stark stetig.

£>0 >0

Somit miissen wir noch die starke Differenzierbarkeit und die exponentiell gleich-
gradige Stetigkeit von (T(t)) zeigen. Mit Hilfe des Satzes von Lebesgue 2.1.15
erhalten wir die Identitat

T(h)x —x _
R

t>0

T\(h)x —z

h
Th(r)Ayxdr = /T(T)Ax dr
0

S =

I
=
45
S =
o\}

fiir alle 2 € E. Daraus folgt die starke Differenzierbarkeit von (7°(t)) p>p Unmit-

telbar aus der Stetigkeit der Abbildung t — T'(t)Ax. Weiterhin liefert (3.10) die
Abschétzung

Aw
. . =t w
IT@Ol = Jim [Ta@alln < Jim Mer-all, = Me|al],

fiir alle x € EF und m € N, d.h., (T(t))t>0
somit ist der Beweis von (c) = (a) vollstiindig.

ist exponentiell gleichgradig stetig und

Zu (a) = (d): Aus dem Beweis der Implikation (a) = (b) folgt:
(i) Co C p(A)
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(ii) Fiir alle z € E, alle A € C,, und alle n, k € N gilt die Abschitzung

el <Ml
H’ A A)e n = (ReX —w)k
Sei nun @ > w. Aus der Aquivalenz der Fundamentalsysteme (|| - H”)neN und (| -

|””)neN folgt, dass fiir alle m € N ein M > 0 und ein n € N existieren mit

el
< < —
Jro e, < [l el < gex™
o Ml _ Miall,
W —w W —w

fir alle z € E und alle A\ € Cg, d.h., die Abbildung A — R(A, A) ist schwach
wachsend auf Cg, also gilt (a) = (d).

(d) = (a): Sei C; C p(A) und sei A — R(A, A) schwach wachsend auf C;. Dann

wahlen wir ein festes w > @ und betrachten das uneigentliche Integral

wip
~ 1
T(t)e = lim o / MR(A, A)z ). (3.13)
p—o0 27T
w—ip

Wir zeigen zuerst, dass (3.13) fiir alle x € E und alle ¢t > 0 existiert. Durch sukzessive
Anwendung der Resolventenidentitét (3.8) erhalten wir

NR(LA) = NI+ AR A)) = - =

(3.14)
-1 -1
= Y NAT' 4 ARMNA) = Y NATT 4 R\ A)A!
§=0 §=0
fiir alle [ € N. Daraus folgt
O L AR A)
L At _ At )T
o] e RN\, A)x dA e e N dA
w—ip w—ip
1 wipe” i el
= — — MAT e dA
) g
w—ip J=0
(3.15)
] w-i-ipe/\t l
— — A)A )
5 3 R\, A)A'zdA

w—ip
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Ferner liefert der Residuensatz die Identitat

wip
1 )\t
lim — N ATz dA
g [ 5 3R
w—ip
(3.16)
whip =1 45 pd
L At J—l gl—1—j x
= gy [ @S - S
Sei nun | - ||, eine beliebige Halbnorm des Fundamentalsystems (|| - H")neN und sei

o> p>0.Dal\— R(\ A) schwach wachsend ist, existiert ein M > 0, ein k € N
und ein n € N mit

|RO )] < M+ Al (3.17)

m

fir alle € F und alle A € C;. Somit erhalten wir aus (3.15) und (3.16), angewandt
fiir [ = k + 2, die Abschéitzung

wHio wip
1 At 1 At
— AN Ardh — — A, A)xd)
Qm/eR(’)x 27ri/eR(’)x
w—io w—ip m
1 wio ot kL 1 wip At R
k+1— k+1—7j
< lom / )\k+2z>\JA Jrdh - oo / WQZ”A Tz dA
w—io w—lp m
] w—ip e)‘t s 1 w+io e>\t s
w—io m w+1p m
1 wio e)‘t k+1 k+1 tjAj[E
< —/ S O NAF TN = >
= ' ft2 ~
27?100710 s = = g!
(3.18)
wiip k+1 Rl L5 4o
1 et Al x
+ 5= S oNAF T pdy = Y=
k+2 |
2771w7ip A e = 7 .
M, (et s e
+ o DY B pv=sai

w—io w+ip
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Daher gilt
] wio ] wip
L At b At
n / MR\ ArdA — 5 / MR A)zdA|| — 0 (3.19)
w—io w—ip

m

fir o,p — oo. Da || - ||;» beliebig gewihlt war, folgt aus (3.19) die Existenz des
uneigentlichen Integrals

wip
~ 1
T = lim — At A
(t)x Jim o— / e RN\, A)x dA
w—ip

fiir alle z € F und alle ¢ > 0. Ferner erhalten wir aus (3.16) und (3.18) die gleichméBi-

ge Konvergenz von
] w+ip
At
— R\, A)xdA
om ) ¢ A A
w—ip

gegen T\(t)x auf kompakten Teilmengen von (0, 00) x E. Wir definieren nun mittels

~

T(t)x fir t>0
T(t)x = (3.20)
x fir t=0

eine 1-Parameter-Familie (T (t)) >0 und zeigen, dass diese eine CZ3 -Halbgruppe mit

infinitesimalem Generator A darstellt. Als erstes untersuchen wir die Halbgruppen-
eigenschaften (HG1) und (HG2).

Zu (HG1): Die Eigenschaft (HG1) ist offensichtlich per Definition von (7'(t))
erfiillt.

Zu (HG2): Sei || - [l eine beliebige Halbnorm des Fundamentalsystems (|| - [ln),
und sei w’ > w. Dann folgt aus dem obigen Beweis, dass auch das uneigentliche
Integral

>0

) w'+ip
lim — At A
lim o— / e R(\, A)x dX
w’'—ip

fiir ¢ > 0 existiert. Ferner erhalten wir aus (3.15) und (3.16) die Identitét

w'+ip
: 1 At
T(t)x — plggoﬁ / eV R(A, A)z dA
w’'—ip m
. 1 o et k+2 o M k+2
w—ip w'—ip
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Aus Satz 2.3.2 und Abschétzung (3.17) folgt somit

w'+ip
1
— 1 i At —_—
T(t)x lim o / eV R(A\, A)xdA 0
w'—ip m
Da | - || beliebig gewéhlt war, gilt also
) w'+ip
Tt = lim — / MR(A, A)z . (3.21)
p—o0 271
w'—ip

Seien nun ¢, s > 0. Dann erhalten wir mit Hilfe des Residuensatzes folgende Umfor-
mungen

w+ip w'+ip’

1 1
Tt)T(s)xr = lim — / MR A) | lim —— / e R(p, A)zdp | dA
p—00 LTl pl—o0 271
w—ip w'—ip’
wip w'+ip’

1\2
= lim lim <2—) / / eMet RN, A)R(p, A)z dp dA
i

p—00 p' =00

w—ip w'—ip’
L P ROLA)Y - R, A
= lim lim (—) / eMeks (A, 4) = Rlp, )xdud)\
p—00 p'—o0 \ 271 = A
w—ip w'—ip’

w+ip w'+ip’

2 s
— lim lim (QL) / / Cdp | MR Az dr

p—00 p' =00 1 ,LL—)\
/

w—ip w’—ip’

w+ip W' +ip
lim Tim (— 2/ /eMeusR Az dpd
= Jm lim (o) e Ardy
w—ip w'—ip’
] w+ip
= lim — / AFIR(N, A)z dX
p—oo 27
w—ip
lim Tim (— 2w+ipw+ipekteusR A)z dged
B pg&o,ﬂ%(%) / / = A (, Az dp
w—ip w'—ip’
1 \2 w+ip w'4ip e)\teus
= T(t+s)xr — lim lim <—) / R(p, A)x dpdA.
p—00 p'—o0 \ 271 = A

w—ip w'—ip’
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Somit geniigt es die Identitéat

wip W' +ip

lim lim / /
/ o

p—>oop~>oo
w—ip w'—ip’

/\teus

A)rdpd\ = 0

zu zeigen. Sei also |||, eine beliebige Halbnorm des Fundamentalsystems (|| ||n)n€N.

Aus dem Residuensatz und Gleichung (3.15) folgt

wHip W' +ip

At us
lim lim / / e A)z dpdA
/ 7T1

p—>oopﬁoo
w—ip w'—ip’

m

1 \2 wiip Wiy e)\teus k+1
< Jjim tim (o) S I AR ) dpdA
=055 e \2ri / / (1 — Ak +2 (;M L
w—ip w'—ip’ J= m
wip W +ip
| e (G5) / / O, A) A2 dprd
11m  11m —— Y 5 T
p—00 p'—o0 \ 27T (e — A)pkt2 H a
w—ip w'—ip’ m
1 wip ohis k+1
: At  Ak+1=5 .. ., —
< /)1520%/6 Res(WZ“]A Jz,u—O,,u-A)d)\
w—ip 3=0 m
w'+ip’ w+ip
: : 1 \2 e/\t et A Ak+2
+ 1w Jim () = P g Bl HAT rdp
w'—ip’ w—ip m
| . w+ipe>‘(t+s) k+1 o
w—ip =0
wiip k1
1 e)\t dk+1 us
lim — T AR dA
Mmoo / &+ 1) dwl( Z“ g
w—ip n=0 m
1 Wit At
' - 2 ¢ et k+2

p—00 p'—00
w'—ip’ r,
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Dabei bezeichne I', die zusammengesetzte Kurve I'y :=1'),; + ') o + ', 3 mit
Fp,l : [_wap] - (Ca Fp,l(T) =T+ 1p7
Lpo:l=p,p] = C, T,a(r):=—p—ir,

Fp,?) : [_pv w] - Ca Fp,3(7—> =T 1p
Man zeigt nun mit Hilfe des Residuensatzes die Identitét

w—ip

] D N A :
) S Atz )
oo 2 / (k+ 1) dukt! ((u —A) = 8 )
w—ip H=0
wip k41
1 dk+1 e)\te,us . .
= lim Z FAT Iz )
pP—00 277'1(]{} + 1)' dMIH_I / (M - /\) §=0 :
w—ip pn=0
w+ip k+1
o dA | ey "l AR
p1—>I£10 27Ti(/€ I 1)! duk'H / (M — )\) € —~ 12 x
L\ w—ip . #=0
1 dk+t (t+s) ISH: j Ak+1—j
T 2tk 1) R\ e
§=0 =0
-1 dk+t At+s) SN k+1—j
_ S )\jA —J
eIl G ’
Jj=0 A=0
wip

1 e)\(t+s) k+1 ) )
= — lim 2— / )\k+2 E /\]Ak—i-l—Jx d.
p—oo 271

=0

w—ip
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Somit erhalten wir aus (3.22) die Abschétzung

wip w'+ip
lim i ( ! )2 / / eAteﬂsR( A)z dpdA
pLHOlOp’EI;o 2mi = A # LT CH
w—ip w'—ip’ m
wl+ipl
< ||lim L (1>2 / / e d\ et R(p, A)A¥ 22 d
im lim (— — —_ x
— |[poop' o0 \ 27 (w—2N) pht2 H a
w!—ip’ ry m
LT e ) e
. e (1 + | k42
< d |a<+22] a
< i [ [R5 T i
w’ —ioco Ty
Mew’sHAk-i-QxH W' ioo ewt ewt (1 + |M|>k
< 3 = lim / — 42 "+ - A |dpl.
r pmoe )\t —w—ip| tu—w+ipl ) |p[F?
Mit Hilfe des Satzes von Lebesgue 2.1.15 folgt daraus
lim lim () i e R, A dpda
. . 1 _ 0
pggcp'ggo (27ri> / / = A (1, A dp

1 I _ip/
i
w—1p wi—1p m

und somit erfiillt (7'(t)),., auch die Eigenschaften (HG2). Wir kommen nun zur
starken Stetigkeit bzw. starken Differenzierbarkeit.

Zur starken Stetigkeit®: Sei || - [|,, eine beliebige Halbnorm des Fundamentalsystems
(Il - H”)neN und sei » > 0. Dann folgt aus (3.15) die Identitét

k‘+1 h;]A‘] 1 w+ip e)\h 2
= i +
T(hyr—z = Z 7 plLIlcr)lo o / )\k+2R(/\ A)AT ™ dX —
J=0 w—ip
R Bi AT 1 o e
= + lim — A, A) ARz d.
(Z G+ 1) ) pir?o%i/AmR( A AT
J w—ip
Somit geniigt es,
. . 1 o e k42
Jimg || lim o / e A AT e dy) =0
w—ip

m

SEigentlich miissten wir die starke Stetigkeit nicht explizit zeigen, da die starke Differenzier-
barkeit diese impliziert. Jedoch l&sst sich der Beweis der starken Differenzierbarkeit leichter nach-
vollziehen, wenn man zuvor den Beweis der starken Stetigkeit gelesen hat.
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zu zeigen. Aus Satz 2.3.2 und der Holomorphie von A — R(A, A) aud C; erhalten
2 Il — C, T)(7) :=w+ pe™ '™ die Identitét

d)\:/

wir fiir 'y : [=5, 5

wip

/

w—ip

Ak+2

Daraus folgt

wip

/

w—ip

M
lim

p—00

)\k+2
wip

e — 1
=

w—ip

lim

p—00

w+ip

e — 1
/ \e+2

IN

R(\, A) A2y

R\, A) AR d)

R(\, A) AR d)

r,

m

RO\, A) A2 dN + /

_|_

R(\, A) A2y

Ak+2

wip

/\k+2

w—ip

dA.

R(\, A) AR 2 d)

w+ip

lim

p—00

/

R()\, A)AF+2
)\k+2

dA

wioco

e — 1[M (1 + [AD"

m

/

w—ico

IN

Ak+21"

M

Ak+2x‘

Mit Hilfe des Satzes von Lebesgue 2.1.15 erhalten wir aus der obigen Abschéitzung

lim

d.h., (T(t))

t>0

Zur starken Differenzierbarkeit: Sei || - ||, eine beliebige Halbnorm von (]| - H")n e

|)\k+2‘

w+ioco
n /
w—ioco

w—+ioco

HAk—i-Qx

e —1](1 + [AD"

|dA| +

e — 1](1 + |AD*

’)\k+2|

v

w—ioco

. 1
lim —
h—0 || p—o0 271

|)\k+2|

w+ip

/

w—ip

e)\h

\k+2

ist stark stetig.

R(\, A) AR d)

w—ip

/

rp

lim
p—00

|[dA| + lim/
p—oo,

rp

).

R(\, A)Ak+2y

)\k+2

(L+[AD*

’)\k+2|

0,

dA

|dA|
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und sei A > 0. Aus (3.15) folgt

T(h)x —
% e
B2 . s wtip
1 WAz 1 . e bis
= 5 ; i + 5 lim Trs R AT zd | — Az
- w—ip
bR A2 1 1 o eM k3
= h — lim — R(MNA)A dA.
jzo Gror) T on etk / e T, A AT
- w—ip
Somit geniigt es,
T e k+3
pm || i o / e R A AT dA =0
w—ip m
zu zeigen. Wie im Beweis der starken Stetigkeit gilt fiir fp [=5,5] = C, fp(T) =
w + pe” 7 die Identitit
wip
R(\, A) ARty R(\, A) ARty
w—ip fp
Damit erhalten wir
. 1 T M k+3
P T / e A, A AT dA
w—ip m
B SRV
. . e —1- k+3
= pll—>I£10 5 / — R\, A)A™ ™z dA
w—ip
w+ip1 \h
+ k+3
w—ip m
wip
< |y 1 / et —1—\h R\, A) A3y O
- pglolo 27i h k43
w—ip m
1 RO, A) Ak 1P RO, A) AR
x x
li i lim — ————dA
S 2mn / s A o NE+2
w—ip w—ip

m
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w-+ioco
o LTI S L AR MO A
- o2m ) h | A[F+3
, 1 R(\, A) A3y .1 R(\, A) A3y
1 dA lim — [ —————dA\
* pggo 2h7ri/ k43 + pf{}o Qﬁi/ \F+2
Ty . T, .
w+ioco
o M[A, / s BV NCR Y L
- 2m / h | A[F+3
M|A S|, [ 1 (L+ AP : (L+ A%
— | =1 ————|dA 1 ———=|d\
r, r,
w+ioco
M| Ak, / 1M (L)
B 2m / h | A[F+3

Aus dem Satz von Lebesgue 2.1.15 folgt wiederum

. . 1 i e k+3
| Py / s A ATz dA =0
w—ip

m

und somit ist (T(t)) 1~ Stark differenzierbar mit infinitesimalem Generator A. Wir

zeigen nun abschlieBend die exponentiell gleichgradige Stetigkeit von (T(t)) 150"

Zur exponentiell gleichgradigen Stetigkeit: Sei 0.B.d.A. (]|- H”)neN monoton wachsend
Aus (3.15) folgt

und sei || - ||, eine beliebige Halbnorm von (]| - H”)neN‘

k1 1 wie

Al , e fto
[roel, = |25 g fm [ sefO HA
=0 .
w—ip

m

k41 . . w w+ioco
< ZtJHAJ:CIIm L Met| AT, (1 AR
= ! o 42|

|dA. (3.23)
J=0 w—ioco

Da A stetig ist, existieren ferner natiirliche Zahlen m; und n’ sowie Konstanten
M; > 0 und M’ > 0 mit

1A 2|l < Mjl|2llm, — bzw. A2z, < M|z]w
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fiir alle x € EF und alle j =0, ...,k + 1. Mit Hilfe der Definitionen
n = max{mg, ..., myy1,n'}

und

k1 ) wioco
- - Mt'\ MM (1+ [AD*
L wt J
M := max Sttzlg)e ( g I >, or / AR 2] |dA|

w—ioco

J=0

erhalten wir aus (3.23) die Abschéitzung

kL1 Ad wt || Ak+2 wileo k
HT(WHm _ jzot IIf;!:rllm L, Me II;T wllnwL (1|;|+A2||) )
< (%thj>”x||A L MMl 700(1+|A|>’“ AN < e,
d.h., (T (t)) 150 ist exponentiell gleichgradig stetig. Damit ist der Beweis der Impli-
kation (d) = (a) und somit auch Beweis von Satz 3.2.1 vollstéandig. |

Bemerkung 3.2.1. (a) In den Beweis von Satz 3.2.1 sind vorwiegend Ergebnisse
von Yosida [Yos71], Miyadera [Miy59] und Oharu [Oha72] sowie Lemma 11.2.5
von Hille/Phillips [HP57] eingeflossen. Die Idee der Umnormierung dagegen
stammt aus den Arbeiten von Moore [Moo69], Babalola [Bab74] und Choe
[Cho85]. Man beachte, dass die Formulierung des besagten Lemmas in [HP57]
missverstandlich ist, denn das uneigentliche Integral

wip
~ 1
Tt)r = lim — / MR(N, A)xd)
p—oo 27i
w—ip

existiert fiir £ = 0, liefert aber in diesem Fall nicht den Wert z sondern § und
stimmt somit nicht mit der stetigen/differenzierbaren Fortsetzung T'(t)x von

~

T(t)z iiberein [sieche Gleichung (3.20)].

(b) Die Resolventenabschéatzungen in (b) oder (c) sind dquivalent zur gleichgradi-
gen Stetigkeit der Familie

A=) R0, A)) .
(( W) R(A, A) A>w,keN
(c) Die Voraussetzungen an die Resolvente R(A, A) in Teil (c¢) und (d) sind ge-

rade so gewahlt, dass einmal die reelle und einmal die komplexe Umkehrfor-
mel der Laplace-Transformation [siehe [Wid71, Wid46]] zur Konstruktion von
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(T(t)),., geeignet ist. Genau genommen, haben wir im Teil (c) = (a) nicht
mit der reellen Post/Widder-Umkehrformel, sondern mit sogenannten Yosida-
Approzimationen gearbeitet. Ein Beweis mit Hilfe der reellen Post/Widder-
Umkehrformel ist aber auch moglich. Ferner existieren die Yosida-Approxima-
tionen auch unter schwécheren Voraussetzungen, z.B. falls A nur abgeschlossen
und dicht-definiert ist. Jedoch liefert die obige Konstruktion in diesem Fall nur
eine C,,-Halbgruppe [siche z.B. [Yos71, Miy59]]. Die Implikation (d) = (a)
war in der uns bekannten Literatur nicht vorhanden. Ihre Beweisidee geht auf
das oben genanntes Lemma in [HP57] zuriick.

Das uneigentliche Integral

w+ip
~ 1
T(t)r = lim — / MR\, A)x d),
p—o0 27T
w—ip

das in (d) = (a) zur Definition von (7'(t)),., dient, ist im Allgemeinen
nicht absolut konvergent und existiert somit nicht als Lebesgue-Integral. Fer-
ner kénnen wir auch nicht a priori voraussetzen, dass es ein k£ € N gibt, so
dass

R(\, A)Ak+2y
NE+2

langs w + iR Lebesgue-integrierbar ist, denn der Exponent k£ € N darf in
Definition 3.2.1 sehr wohl von der Halbnorm || - ||, abhéngen. Jedoch folgt
nachtréglich aus (b) die Existenz von

w+ioco

e)\t )
/ RO A) A%y

als Lebesgue-Integral.

Die Beispiele 3.2.3 und 3.2.4 am Ende dieses Abschnitts zeigen, dass die Vor-
aussetzung C; C p(A) in Satz 3.2.1 (d) nicht auf (&,00) C p(A) reduziert
werden kann, bzw., dass die Bedingung (d) oftmals leichter zu verifizieren ist
als (b) oder (c), da nur das Wachstum von R(\, A) und nicht das aller Poten-
zen R(\, A)* abgeschiitzt werden muss.

Folgerung 3.2.1. Sei E ein beliebiger Fréchetraum und A der infinitesimale Gene-
rator einer C2 -Halbgruppe (T(t))t>0. Ferner sei W wie in Satz 3.2.1 gewdhlt. Dann

exp

gelten die folgenden Darstellungen:

(a)

ik Ak
T(t)z = lim T)(t)z = lim ( ! A/\x>

A—00 A—00 0 k}'

ol
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fir alle x € E und alle t > 0. Dabei ist die Konvergenz auf jeder kompakten
Teilmenge von [0,00) X E gleichmafsig.

(b) |
1 w—1p
T(t)r = lim —/ MR, A)xd), w>0

p—00 271 J i)
fir alle x € E und alle t > 0. Dabei ist die Konvergenz auf jeder kompakten
Teilmenge von (0,00) x E gleichmdfSig.

Beweis: Beide Behauptungen folgen unmittelbar aus Satz 3.1.1 und dem Beweis
von Satz 3.2.1. ]

[e.e]

exp—Halbgruppen,
-Halbgruppen, und deren infinitesimale Gene-

Der folgende Satz charakterisiert eine wichtige Teilklasse der C
sogenannte sektoriell analytische Cg)
ratoren.

Definition 3.2.2. (a) Sei ¢ > 0und sei A := {z € C | |argz| < ¢} ein Sektor in
C. Ferner sei Ay := A U {0}. Eine komplexe 1-Parameter-Familie (T(’Z))zer
heifit sektoriell analytische Halbgruppe, wenn folgendes gilt:

(SHG1) T(0)=1I
(SHG2) T(2)oT(w)=T(z4+w) fir alle z,w € A,.
(SHG3) 2+ T(z)x ist fiir alle z € F holomorph auf A.

(b) Eine sektoriell analytische Halbgruppe (7'(z))
zusétzlich

ey heifit stark stetig, wenn

ImT(z)x =x
Zea

fiir alle x € E gilt.

(¢) Eine sektoriell analytische Halbgruppe (7'(z))
wenn zusatzlich der Grenzwert

e heiflt stark differenzierbar,

A e Ji LR)T— 2
z—0 z
zZzEA

fiir alle x € F existiert. Ferner bezeichnen wir A als den infinitesimalen Gene-
rator der Halbgruppe (T (z))

z€AQ”

(d) Eine sektoriell analytische Halbgruppe (T(,z))z€ Ag heifit exponentiell gleich-

gradig stetig, wenn es zu jedem abgeschlossenen Teilsektor A/ C Ag ein w > 0
gibt, so dass die 1-Parameter-Familie

(e’”lReZ‘T(z))

2EA’

gleichgradig stetig ist.
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(e) Eine sektoriell analytische Halbgruppe (T(z))ze Ao heif3t lokal gleichgradig ste-
tig, wenn fiir jede kompakte Teilmenge K C A die 1-Parameter-Familie

(7). o

gleichgradig stetig ist.

Bemerkung 3.2.2. (a) Sektoriell analytische Halbgruppen sind im Allgemeinen
nicht stark analytisch im Sinne von Definition 3.1.2. Sie verhalten sich vielmehr
wie analytische Halbgruppen auf Banachriaumen [siehe [Paz83, Ch. 2, Def. 5.1,

Thm. 5.2]].

(b) Wie in Definition 3.1.2 lassen sich auch in diesem Fall die obigen Bedingun-
gen in (d) und (e) mit Hilfe eines Fundamentalsystems (| - ””)neN wie folgt
umformulieren:

(d') Zu jedem abgeschlossenen Teilsektor A’ C A gibt es ein w > 0, so dass
fiir alle m € N ein M > 0 und ein n € N existiert mit

IT(2)llm < Mt ],

fiir alle z € F und alle z € A/.

(¢') Zu jeder kompakten Teilmenge K C Ay und zu jedem m € N existiert
ein M > 0 und ein n € N mit

1T(2)x|lm < M|z,
fir alle x € E und alle z € K.

Satz 3.2.2. Sei E ein belicbiger Fréchetraum mit Fundamentalsystem (|| - ||)
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

neN’

(a) Der Operator A : E — FE st der infinitesimale Generator einer sektoriell
analytischen CX_-Halbgruppe auf E.

exp

(b) Der Operator A : E — E st linear und stetig. Ferner gibt es ein zu (|| - ||”)n€N

dquivalentes Fundamentalsystem (||| - |||) sowie Konstanten w >0, 6 > 0

und M > 0 mit

(i) Cos:={AeC { larg(A —w)| < Z+4d} C p(A).
(i1) Fir alle k,n € N, alle x € E und alle X € C, 5 ist die Abschditzung

neN

_ Ml
n |/\ — w|’f

H’R(A,A)kx

erfillt.
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(¢c) Der Operator A : E — E ist der infinitesimale Generator einer CX% -Halb-

exp
gruppe <T<t))t20' Ferner existiert ein zu (|| - [|) dquivalentes Fundamen-

neN
talsystem (|| - |ll.) und ein @ > 0, so dass zu jedem n € N ein M > 0

existiert mat

neN

_ Ml

], < 7=

fir alle x € E und alle t > 0.

(d) Der Operator A : E — E st linear und stetig. Ferner existieren Konstanten
W >0 wundd >0, so dass folgendes gilt:

(i) Cos C p(A).
(i) (N, x) — R(\, A)x ist auf Cg 5 schwach wachsend.

Beweis: Zu (a) = (b): Sei A := {z € C | |argz| < ¢} und sei A der infinitesimale
Generator einer sektoriell analytischen Cg -Halbgruppe (T (z))ze Ay’ Dann ist A
insbesondere der infinitesimale Generator einer stark differenzierbaren Halbgruppe
und somit nach Folgerung 3.1.1 stetig und linear. Sei nun 0 < ¢’ < min{¢p, 7} und
A’ der zugehorige Teilsektor von A. Dann existiert nach Voraussetzung ein w > 0,

so dass zu jedem m € N ein M > 0 und ein n € N existiert mit
IT ()|l < Me* 5|, (3.24)
fir alle z € E und alle z € A’. Somit erhalten wir mittels der Definition

llzllln = sup =" *| T (2)z]ln, n €N

FISAN
ein zu (|| - H”)neN dquivalentes Fundamentalsystem (||| - |||")neN auf E und es gilt
IT()zllln = sup e || T(z + w)zll,

weA’
(3.25)
< @R qup e RGO T2 L w)zl, < Rz,
weA!

fir alle z € F, alle z € A’ und alle n € N. Wir betrachten nun, wie in Satz 3.2.1,
die Laplace-Transformierte

RNz := ]Oe_’\TT(T)x dr

von T'(z)x. Dann existiert R(A\)z nach (3.25) fiir alle z € E und alle A € C mit
Re A > w. Ferner liefert Satz 2.3.2 fiir die Kurven

/

I, :[0,00) = C, T,(7):=re¥ und [_:[0,00) = C, T_(1):=71e ¥
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die Identitét
RNz = /e_’\zT(z)a: dz =1 Ry(\)zx
S
und
RNz = /e_)‘ZT(z)a: dz = R_-(\)x
r_
Daraus ergeben sich die Abschétzungen:
(i) Fiir A =w + pe'¥ mit p >0 und 0 < ¢ < F gilt

o
/ e_(‘”pew)”fw/e_i“"/T(Te_w/)x dr

0

X

" ‘
n
o0

< |||x|||’l’b/e_WTCOSSO/_pTCOS(Qp_SD,)eUJTCOSSo/ dT

0

n M n
sl Milel 526)
peos(y — ') p
mit M~ :=min { cos ¢/, cos(Z — ¢') }.
(i) Fiir A = w + pe mit p > 0 und —5 <9 <0 gilt
[7ee]]] < el / o conipreos(iad) e iy
n M n
il Ml s

pecos(P+¢') —  p
mit M~ := min { cos¢’, cos(¢’ — 5)}.
Ferner erhalten wir fiir A = w + pel(2*9 mit p > 0 und 0 < § < ¢’ die Abschitzung

We‘“’” T(re™)a|| < 7GRz, (3.28)

n

fiir alle z € F und alle 7 > 0. Somit existiert fiir alle z € E und alle A = w+ pe'(z+9)
mit p > 0 und 0 < § < ¢’ das uneigentliche Integral

RNz — / T2z d (3.29)

r_
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und erfiillt nach (3.28) die Abschétzung

[l [ll

R_(\ . 3.30
H‘ (A)e n — pcos(5+6—¢) (3:30)

Analog zeigt man die Existenz von
RNz = /e’\zT(z)x dz (3.31)

Ty
und die Abschétzung
JIETES

A < .32
‘HR+( )z n — pcos(¢ — 5 —0) (3:32)

fir alle z € F und alle A = w + pe 549 mit p > 0 und 0 < 6 < ¢. Ferner erhilt
man wie in Satz 3.2.1, die Identitét

A—AR-Nz=R-ANA\N—-Az==x

jus

fiir alle 2 € E und alle A = w + pe!(2+%) mit p > 0 und 0 < 6 < ¢ sowie

fir alle x € E und alle A = w + pe 249 mit p > 0 und 0 < § < ¢'. Somit existiert
die Resolvente auf C, s und es gilt

R_(A\)=R(\A) und R (\) =R\ A)

fir A = w + pe'2+) baw. A = w4+ pe 2+ mit p > 0 und 0 < § < . Insbesondere
gilt also C,, 5 C p(A). Ferner erhalten wir aus den Abschétzungen (3.26) — (3.32) fir
jedes feste § < ¢’ ein M > 0 mit

_ Mzl
n |>\ — w|

(HR(A,A)x

fiir alle z € E, alle A € C,, 5 und alle n € N. Fiir alle £ > 1 folgt die Abschéitzung

_ Ml

J|mOvAa]| < D —

fir alle x € E, alle A € C, s und alle n € N analog zu Satz 3.2.1 mit Hilfe der
Darstellungen (3.31) und (3.29). Damit ist (a) = (b) gezeigt.

Zu (b) = (c): Sei A ein stetiger, linearer Operator, der (c) erfiillt, und sei @ > w.
Dann gilt
Mllzlll. M|l

nT | A—w| T |@—w|cosd

s
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fir alle z € E, alle A € C55 und alle n € N. Somit ist (A, z) — R(X, A)x schwach
wachsend auf Cg 5. Daher existiert nach Satz 3.2.1 eine eindeutige Cg3 -Halbgruppe
(T (t)) > auf E' mit infinitesimalem Generator A und es gilt die Darstellung

w+ip
1
T(t)r = lim — / M R(\, A)x d)
p—00 AT
w—ip

fiir alle x € E'und alle t > 0. Da A — R(\, A)zx fir jedes feste x € E holomorph auf
Cy s ist, folgt aus Satz 2.3.2 die Identitat

27

1
— /e”R(A,A)x d\ =0,

FP
wobei fp die zusammengesetzte Kurve fp = fp’l + fp,g + fp,g mit
fm : [0, p] — C, pr(T) =0+,
Lo 2,246 = C, D,o(r) =0+ pe”,

fpv?’ =0, 0] = C, fp,g(T) — 5 — 7el(5+)

bezeichne. Ferner folgt aus der Resolventenabschétzung in (b) die Ungleichung

L
R petpCOST
/ MROL Az dn||| < M2, / B P
|0 — w + pel|
fp,Q " g
fiir p — oo und t > 0. Somit erhalten wir fiir ¢ > 0 die Darstellung
1
Tt)x = —— [ MR\, A)xd), (3.33)
27
Too

wobei I'y, die Kurve

R R O+ 7ET) fir 7>0
[ (—00,00) — C, Foo(7) =
O+ |7le” G fir 7<0
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bezeichne. Ferner erhalten wir fiir ¢ > 0 die Abschétzung

1 M |||l Ae|
AeMR(N, A)z dX < “ dA
27r1/ RO Az - 27 A — w| [dA
Too " T
Me@tmxmn / e—thinﬁ‘@ + Tei(g+6)‘
< — T
T |0 — w + Tel(5 9]
Me@tmxmn e T|@sind 4 7t el (3] , ]\/Ze@tmxmn
tsind | (& — w)sind + 7t Lel(G )| - t

—~ M Ssind i(5+9)
M= — (sup [wsind + oe | < 00.

msind \ o>0 (@ — w)sind + oel(z 1)

Aus dem Satz von Lebesgue 2.1.15 und Lemma 3.1.3 folgt

_d _df Lt fon
AT(t)x = dtT(t)x = T 27Ti/e R\, A)xdA

o

- ! AeMR(N, A)x dX

27r1
Too

und somit gilt
_ Hee]ll
n t
fir alle x € E, alle t > 0 und alle n € N. Damit ist der Beweis von (b) = (c)
vollstandig.

H(AT(t)

Zu (¢) = (a): Nach Voraussetzung erzeugt A eine CZ2 -Halbgruppe (T'(t)),., und

>0
es gibt ein W > 0, so dass zu jedem n € N ein M > 0 existiert mit

_ Ml

MAT(t)x < t

(3.34)

fiir alle x € E und alle t > 0. Ferner folgt aus Lemma 3.2.1, dass die Abbildung
t — T(t)z beliebig oft stetig differenzierbar ist und es gilt
dk

@T(t)x = AFT(t)x
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fiir alle z € E, alle t > 0 und alle & € Ny. Aus (3.34) und der Ungleichung k* < e*k!

erhalten wir die Abschétzung
) 1/k ( ) 1/k

= T el ) < == (™ lalla)

fir alle x € F, alle t > 0 und alle n € N. Somit lasst sich fiir alle x € E die
Abbildung 0 < ¢t +— T'(t)x, t > 0 lokal in eine Potenzreihe

a(arGe)

(3.35)

e = S =D e b
(e = > o (), |t t\<]\7

k=0 : €

entwickeln, d.h., 0 < ¢t — T'(t)x ist fiir jedes € E reell analytisch. Daher existiert
nach Satz 2.3.9 und Abschétzung (3.35) eine eindeutige holomorphe Fortsetzung

T(z)z = i (= t)kT(k)(t)a: |z —t] < L (3.36)
k! ’ Me '

auf den Sektor A’ := {z € C | |argz| < ¢'} mit ¢ := arctan(]\//fe)_l.

Sei nun ¢ < ¢' und A der zugehorige Teilsektor von A’. Dann definiert (3.36) eine
komplexe 1-Parameter-Familie (T(z))ze a, die offensichtlich als holomorphe Fort-

setzung von (T(t))t>0 die Halbgruppeneigenschaften (SHG1) und (SHG2) erfiillt.

Somit miissen wir noch zeigen, dass (f(z))z g stark differenzierbar und exponen-
tiell gleichgradig stetig ist.

Zur starken Differenzierbarkeit: Sei z =t +is € A. Dann gilt

t R t
Im z| = |s] < = X2 mit o= angp/
Me Me tan ¢

<1. (3.37)
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Somit folgt aus (3.35) und (3.37) die Abschéitzung

Iz

<

IN

<

T —1x— 2Ax

Tt)r —x —tAz

no ‘HZ‘(Z ;!t) Tt

is(AT(t)x — Ax)

n n

; (i;) AFT(t)z
T(t)xr —z —tAx ot s’ A(T(t)z — z) :
2 g% (k(ij_);)!AkT(t)AQm )
H‘T(t)a: —z— tAxH ot s’ A(T(t)z — z) i
- AkT at \k
g2l o 160
H‘T(t)x —z— tAxH ot A(T(t)z — z) i

also gilt fiir alle z € E die Abschétzung

—x — zAx

+ s%e

T(2)z —x ol < [Ttz -z —tAx
z |7 t
] s A,
n [2|(1 = )

n

2 ot 1A [ln

)

l—«

n

104

fir z — 0, d.h. (T(z))z cn, ist stark differenzierbar mit infinitesimalem Generator

A.

Zur exponentiell gleichgradigen Stetigkeit: Sei z = ¢t +ir € A. Dann folgt aus (3.35)
und (3.37) die Abschétzung

JI7e

o0
_ (2
A, - |
k=0

o0

® ()

m ‘

m
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N T®) () at \k
S T(t)x + <7>
(3.38)
ae@t
= |lrs|| + L= el

Da (T(t)) 150
w' >0, so dass zu jedem m € N ein M’ > 0 und ein n’ € N existiert mit

nach Voraussetzung exponentiell gleichgradig stetig ist, gibt es ein

IT@)alllm < M'e |zl (3.39)

fiir alle z € E und alle ¢ > 0. Sei ferner 0.B.d.A. (]| - |Hn)n
Dann folgt aus (3.38) und (3.39) die Abschétzung

N monoton wachsend.

ot
-~ W' e w
7@e]| = el + el < ae ol
mit
M := max{M’, . a b, wi=max{w,©} und n:=max{n',m},
d.h., (f (z))z e, ist exponentiell gleichgradig stetig. Somit ist der Beweis der Impli-

kation (c) = (a) vollstandig.

Zu (a) = (d): Wir haben schon (a) = (b) gezeigt. Somit existiert ein w > 0 mit
C.s C p(A). Sei nun || - ||,,, eine beliebige Halbnorm von (|| - ||")n€N und sei @ > w.
Dann folgt aus (b) die Abschétzung

MMl M"M|z|],
AN—w| T |@—w|cosd’

HR(/\,A)xH < M

m

R()\’A)xmz =

fir alle x € £ und alle A € Cg,4. Dabei sind M’ und M" geeignete Konstanten,
die auf Grund der Aquivalenz von (| - H")neN und (||| - Hl”)neN existieren. Somit ist
(A, z) — R(\, A) schwach wachsend auf C; s, also gilt (a) = (d).

Zu (d) = (a): Sei 0 < 6 < § und sei (A, ) — R(A, A)z schwach wachsend auf Cg 5.

Ferner sei w > @ und I'y, : R — C definiert durch

wt T fir >0
Fw:(—00,00) = C, Tfr):=

1

m+d
wH|rle 2 fiir 7<0
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Dann gilt fiir A € T ([0, 00)) und z = re' mit r > 0 und || <  die Abschitzung

MR\, A)xH < M}emw(w+fe”7“>| 14w+ e | )

m

< MewrcosweTTCOS(w"'%"_%)u+W+7—|k||x||"

— Mewrcoswefﬂ‘sin(d)+%)|1 +w —f—T‘kaHn

Analog erhéilt man fiir A € I ((—00,0]) und z = re!¥ mit 7 > 0 und |[¢| < £ die
Abschétzung

He)\zR<)\7A>xH < Mewrcos¢(1+w+ ‘T|>ke\7—|rsin(w7g)Han.

m

Somit existiert nach dem Satz von Lebesgue 2.1.15 das Integral

1
— [ e®R(\, A)zd
2mi

Feo

fir alle # € F und alle z € A := {z € C | |argz| < $}. Dies erméglicht die
Definition

i/eAZR(A,A)di fir z¢€ A
2m1
T(z)x = T

T fir 2=0

Wir zeigen nun, dass (T (z))ze Ao eine sektoriell analytische Cgf -Halbgruppe mit
infinitesimalem Generator A liefert. Die Eigenschaft (SHG3), d.h., die Holomorphie
der Abbildung A 3 z — T'(2)xz fiir jedes x € E, folgt leicht mit Hilfe von Satz 2.3.4.

Betrachten wir also die Eigenschaften (SHG1) und (SHG2).

Zu (SHG1): Die Eigenschaft T'(0) = I ist per Definition erfiillt.
Zu (SHG2): Sei w’' > w und I'"_ definiert durch

W e fir >0
' :R—C, TL(r):=

i )

o+ rle™ 2 fir 7 <0
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Ferner sei I'y := T'g [, und I, := T |, ;. Dann folgt aus Satz 2.3.2 die Identitét

u.)—f—peiﬂ;Zﬂ
L MR\, Az d)\ + L / e R(\, A)x dA
2mi ’ 2mi ’
I )
P w'4pel 2
L T+4
1 e
Az Az —
+ 7 /e R\, A)xdX + 7 / e R\, A)xdA 0
_Fp ,17"_4’6
w—+pe 2

fir alle z € F, alle z € A und alle p > 0. Weiterhin erhalten wir fiir z € A die
Abschéatzung

)
1 w—tpe 2
Az
— RN, A)zd)
2 / TR, Az
) m
w/'+pe' 2
7
im i s
S _/le(7+pe 2 Vew‘HR(T‘I‘pel%é,A)xH dr
2 m
< eprcos(zf’*ﬁg)iMHan/eﬂ"cow‘l—i-T%—P‘de
2T
. M n ¥
< o Mzl /eTTCOSﬂl—IrT—l-p‘de — 0

2

w

fiir p — oco. Analog ergibt sich

_ymd
1 w—+pe 2
— / M R(N, A)x dX
2mi
LS m
w'tpe” T2
. M n y,
< ep’“sm(w_%)igx” /e”“’sw|1+7’+pkd7 —~ 0
s

w
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fiir p — o0. Somit erhalten wir insgesamt die Identitét

1 1
T(2)r = — [ R\, A)xd\ = lim — / e R(\, A)x d)

2mi p—oo 271
oo Fp
lim — / e R(\, A)xd) ! e R(\, A)xd)
= m — x = — x
p—oo 271 ’ 27 7
r, .,

fiir alle x € F und alle z € A. Daraus folgt mit Hilfe des Residuensatzes

1 1
T(z)T = — [ ¥R\ A)— [ ¢ R(u, A
(2)T(w)x 5 ] © R(A, )Zm/e R(p, A)z dpndA

/
oo '

2
ST B
s

Too I,
1\2 A) — A
- () //eAzef“ﬂR(A’ ) =R A) g4
2mi = A
Too T,
= —_— o A
(2m> / /M_)\du MR\, A)z d)
Teo \ Tl
1 2 e)\w
_ _ nz
(27Ti) / /,u—)\d)\ e R(p, A)xdp
I, \ e
LI YGRS
— [ QR A T
27Ti/e R\, A)zdA (z +w)x
e

fir alle x € F und alle z,w € A, d.h., (T(z))
(SHG2).

el erfiillt auch die Eigenschaft

Zur starken Differenzierbarkeit: Sei || - ||, eine beliebige Halbnorm des Fundamen-
talsystems (|| - ||n)n€N. Dann erhalten wir, wie in Satz 3.2.1 die Identitét
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T(z)x—x_Ax
2
k12
1 PAr 1 et k43
Tz J;O ;1 +%/WR()\,A)A rd\—2 | — Ax

I'eo

k . .
= A, A)AFR3 2 d
Z(; (j+2)!> * 27riz/)\k+3R( A AT
- s

fiir alle x € E und alle z € A. Somit geniigt es fiir festes ©x € E die Aussage

1 e k+3
57 / )\k—i-SR(/\’ A)ATPx dA — 0
oo m
fiir 2 — 0 zu zeigen. Analog zu Beweis 3.2.1 erhalten wir mit fp : [—”TJF‘S, ”TJ“‘S] — C,

T,(r) := w+ pe'™ die Identitéit

Az Az
€ k+3 _ € k+3

r r
fiir alle z € E und alle z € A sowie die Abschétzung
1 Az

/ R\, A) AR d)

2z Ak+3
PSS

m

1 eM—1—\z 1 1+ Xz
= R\, A) AR 32 A\ / R\, A)AF3 2 d\
2miz / k43 (A, 4) raAt 2miz k43 (A, 4) o
T'so I'o

m

1 M —1- Az
< k+3 d\
- 27Ti2/ A3 RO, A)A™
oo m
1 R(\, A) ARy 1 R(\, A) ARy
M P / s A omi / e A
oo m Too m
1 e — 1 — Xz | M(1+ |\)F||A*32]],
< — dA
- 2r /‘ z | A|F+3 [dA
I'o
_ 1 R(\, A) AR+ .1 R(\, A) A3y
dA lim — | —————dA\
N plggo 2miz / Ne+3 * pggo 27i / Ak+2

T, P
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(1+[AD*
[ \[F+3

MAk+3 n )\z_l_>\
Lel - : &)

k+3 k k

2w 2 p—0oo \k+3 P00 Met2
P £,
B M| A*3z]|, / e —1— Az (1+)\)k )
R E N

oo

fiir alle z € E und alle z € A. Somit folgt aus dem Satz von Lebesgue 2.1.15 fiir
festes © € E die gewiinschte Aussage

1 e)‘z k+3

Il

A>z—0,dh, (T(z))zer ist stark differenzierbar.

Zur exponentiell gleichgradigen Stetigkeit: Sei 0.B.d.A. (|||| ) monoton wachsend

und sei || - ||, eine beliebige Halbnorm von (| - [|) oy Dann gllt fir alle z € A die
Abschétzung
HT( ) H — L [ RO, A da
. T 2w AT
Too m
P dAlr 1 et b1
> T o | RO AAT )
Jj=0 o m
A1 e -
< ZT + 5o )\kHR()\,A)A z d\
Jj=0 ]_"T’1 m
1 e k+1
+ % )\k—i-lR()\’A)A rdA
F'r,2 m

1 e)\z A k+1
+ ao| [ e RAAAT A
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wobei I'; 1, I'; 2 und I’ 3 die Kurven

Fpai (=00, —r '] =€, Tp(r) = wrle™™
oo [F5550] = € Do) = wtrte
T+

L,3:[rt o) =C, T,3(1)=w+7e 2

bezeichne. Weiterhin gilt

|Z|’||A7w||m MIIA’““l’Iln e[ (1 + |A])*
HT(z)me < Z + / s
MHA’““&:H |eAz 1+ M)k ]e’\z + |ADF
/ e ) + / e
IZIJIIAJIIIm M| AR, /IeAzl /Ie*zl
< A\ + 2 aA
< Z o By [dA| + B |dA|
FT,Q F'r,3
i (14 A
— 1+
M .= M oL W
)\G(Cw’g/g

Somit erhalten wir fiir 2 = rel¥ € A die Abschitzung

T+8
HT( ) H Z ‘Z|J ’A]me MHAIH-IZ.HTL /2 ‘e(w—i-r*leir)reiw
zZ)T -
m 4! 2m r|w + r~lel|
Jj=0 _mtd
2
M||Ak+1x|| |e w—&-’reiﬂTH)rew
+ / o dr
lw + Te 2|
fan
< Z \zvuAﬂxnm | Merev)jathigl), / i
= 2 |rw + el7|
s
2
]Tjewrcos¢HAk+1an N e*ﬂ"sin(dﬂr%)
+ / dr
T

|w + TeiﬁTH]
,,«—1
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)
MWA%H Meeresv|[ A g, f
Z m cos(T+1) dr
21 cos 2 / ¢
2 s
2
M wrecos || Ak+1 % -7/
, T, ] c o
™ |7 lrwsin(y + ) + eiﬂT5|
. 5 2
sm(w+5)
2w
Z ’z‘]Hij”m ewrcosv,/)”AI;—l—len /eCOST dr
27 cos 5 )
Mewrcosw‘|Ak+1$|’ x e—T'
T COS 5 T

2
sin(y+ %)

Sei nun ¢’ < g und A’ der zugehorige Teilsektor von A. Dann folgt aus der obigen
Abschitzung fiir alle z € A’ die Ungleichung

(Rez)’ | A7z,

HT(‘Z H < ; + MewRozHAk—i-len
m =0 j!(cosgo’)
mit
M 27 o) ,
_ 1 -7
M := — max —/eCOSTdT, / ¢ p dr’
T COS § 2 T
0 sm( —¢)

Ferner existieren, wie in Satz 3.2.1, natiirliche Zahlen m; und n’ sowie Konstanten
M; > 0und M' > 0, so dass

A2l < Mjllallm, — bzw.  [|A 2], < M|zl
fiir alle x € E und alle j =0, ..., k. Mit Hilfe der Definitionen

n:=max{mg, ..., Mpy1,n'}

Eoag j
M = max {MM’, sup e_WRez<Z w) }

zeN =0 ! ( cos <p’)]

und

erhalten wir fiir alle z € A’ die Abschiitzung
(Re 2)”|| ATz,
= J! ( cos go’)j

+ MewRezHAlH»lx”n

b M, (R
(Z—liﬁ.wu+MMﬂWMn5M¢“Mm
= j.(cosgo)
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d.h., (T(z))ze A

also Satz 3.2.2 vollstéandig bewiesen.

Bemerkung 3.2.3.

113

ist exponentiell gleichgradig stetig. Somit ist (d) = (a) gezeigt,

(a) Der Beweis des obigen Satzes verlduft iiber weite Pas-

sagen analog zu den Sétzen 7.7 [Kap.1l] und 5.2 [Kap. 2] in [Paz83|, die die
Situation in Banachrdumen behandeln. Weitere Ergebnisse iiber (sektoriell)
analytische Halbgruppen in Banachrdumen findet man z.B. in den Monogra-
phien [HP57], [Kat66] und [Lun95]. Literatur zur Theorie der (sektoriell) ana-
lytischen Halbgruppen auf Fréchet- bzw. lokal-konvexen Rdumen sind z.B. die
Arbeiten [MooT71a), [Moo71b] und [Yos71]. Neu an Satz 3.2.2 ist wie in Satz
3.2.1 die Implikation (d) = (a).

(b) Die obige Abschétzung in (c) impliziert offensichtlich die gleichgradige Stetig-

keit der Familie

((z\?ltethT(t))k>

t>0, keN

Umgekehrt folgt aus der gleichgradigen Stetigkeit der obigen Familie analog

zum Beweis von (¢) = (a) die Fortsetzbarkeit von (7'(t))

analytischen Halbgruppe [siche auch [Moo71b]].

1> ZU einer sektoriell

(c) Die ,Konstruktion® im Teil (d) = (a) liefert nur eine sektoriell analytische
Ce2,-Halbgruppe auf A = {z € C | |arg z| < $} und nicht, wie man erwarten

exp

konnte, auf A = {z eC | |arg z| < (5}. Man kann jedoch fiir jedes 0 < & < ¢

die Halbgruppe (T<Z))Z

zu einer sektoriell analytischen C

(

\

€Ag

Az
51 ] ¢ R(A\, A)x d\

rf

T fiir

1

e R(\, A)xd)

Ie

27

exp

mittels der Definition

z=0

fir —5 <argz<od-—c¢

fir —0+¢e<argz <3

% _Halbgruppe auf A, := {Z eC ‘ |arg z| <

§ — e} fortsetzen. Dabei bezeichne I'Y und I'; die Kurven

't : (—o0,00) — C,

w + Tel(z+e)

IH(r):=

fir >0

w+ |7)e” G2 fiir 7 <0
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und

w~+ 7G5 fir >0
w+ |7le”iGH) fir 7 <0

(d) Die Frage nach hinreichenden Bedingungen an den Operator A zur Erzeugung
einer sektoriell analytischen, lokal gleichgradig stetigen Halbgruppe scheint ein
offenes Problem zu sein.

Folgerung 3.2.2. Sei E ein beliebiger Fréchetraum und A der infinitesimale Ge-

nerator einer sektoriell analytischen Cg, -Halbgruppe (T(z)) . Ferner seien §, W

und 'y wie in Satz 3.2.2 gewdhlt. Dann gilt

FISIAN)

T(z)x = 1 M R(N, A)x dX

27T1 Too

fiir alle v € E und alle z € A" := {z € C | |arg 2| < %} Dabei ist die Konvergenz
auf jeder kompakten Teilmenge von A X E gleichmdfig.

Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus Satz 3.1.1 und dem Beweis von Satz
3.2.2. |

In den beiden folgenden Sétzen beschéftigen wir uns mit lokal gleichgradig steti-
gen C*- bzw. C*-Halbgruppen. Einfache Beispiele zeigen, dass die Methoden der
Laplace-Transformation in diesem Fall nicht anwendbar sind. So kann z.B. der in-
finitesimale Generator einer lokal gleichgradig stetigen C°°-Halbgruppe eine leere
Resolventenmenge besitzen [siehe Beispiel 3.1.2]. Daher benétigen wir als ein weite-
res Hilfsmittel den Begriff der sogenannten asymptotischen Resolvente.

Definition 3.2.3. Sei A : E — F ein stetiger, linearer Operator und sei w > 0.
Dann heifit eine 1-Parameter-Familie (R(/\)))\>w von stetigen, linearen Operatoren
asymptotische Resolvente von A, wenn folgendes gilt:

(a) Die Abbildung A — R(\)z ist fiir jedes feste x € E beliebig oft differenzierbar.

(b) R(AN)A=AR(N) und R(A\)R(p) = R(p)R(A) fiir alle A\, p > w.

(c) Fur S(A) := (A\I = A)R()\) — I existiert eine Konstante ¢ > 0, so dass fiir alle
m € Nein M > 0 und n € N existiert mit

dk

< Mcke’d||:c||n

m

fir alle z € E, alle A € (w, 00) und alle k£ € Ny.
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Bemerkung 3.2.4. (a) Man beachte, dass asymptotische Resolventen nicht ein-
deutig sind. So ist z.B. die Familie (R(\) + e_CAI)/\M fiir jedes ¢ > 0 eine

asymptotische Resolvente von A, falls (R()\)) o, €ine derartige ist. Insbeson-
dere ist die Resolvente R(\, A) selbst auch eine asymptotische Resolvente, falls
ein w > 0 existiert mit (w, 00) C p(A).

(b) Definition 3.2.3 geht auf eine Arbeit von S. Ouchi [Ouc73] zuriick und wur-
de dort etwas allgemeiner fiir abgeschlossene Operatoren auf folgenvollsténdi-
gen, lokal-konvexen Rdumen formuliert. Das zugehorige Resultat in [Ouc73]

beinhaltet dementsprechend auch den stark stetigen und nicht nur den stark
differenzierbaren Fall [siche auch [Kom68], [VuvT78]].

(¢) Problematisch im Zusammenhang mit Anwendungen (z.B auf partielle Diffe-
rentialgleichungen) erscheint uns der Nachweis der Existenz einer asymptoti-
schen Resolventen, ohne apriori zu wissen, dass A eine stark stetige Halbgruppe
erzeugt.

Satz 3.2.3. Sei E ein beliebiger Fréchetraum mit Fundamentalsystem (|| - ||,)
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

neN’

(a) Der Operator A : E — E ist der infinitesimale Generator einer C*-Halbgruppe
auf E.

(b) Der Operator A : E — E ist linear und stetig. Ferner existiert eine asympto-
tische Resolvente (R(\)) so dass fir alle m € N ein M > 0 undn € N
existiert mat

A>w’

dk

|

= (A —w)ktl

m

fiir alle x € E, alle A\ > w und alle k € Ny.

Beweis: Zu (a) = (b): Sei A der infinitesimale Generator einer C*°-Halbgruppe
(T(t))t>0. Dann ist A nach Folgerung 3.1.1 stetig und linear. Fiir festes ¢ > 0

definieren wir die 1-Parameter-Familie (R.(\)) oo Mittels

RNz = / e T (7)x dr.
0
Dann existiert R.(\)z nach Lemma 2.1.18 fiir alle x € E. Mit Hilfe des Satzes von

Lebesgue 2.1.15 zeigt man, dass A — R.(\)x fir jedes feste x € E beliebig oft stetig
differenzierbar ist und es gilt

dd—)lj’ch(/\):v = (~1 / e T (7)e dr, (3.40)
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Ferner erhalten wir aus Lemma 3.1.3 die Gleichungen

AR Nz = A/ e T(T)rdr = / e AT (1) dr
0

0

= /e_ATT(T)AJZdT = R.(\)Ax

0

und

ROR()a = / / e HT(r 4 o)rdo dr

_ / / e HT(r + o)rdrde = Ru(u)Ro(\)z

fiir alle z € E und alle A\, u > 0. Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung 2.3.2 folgt weiterhin

(M - AR Nz = / C(AI—A)e_)‘TT(T):UdT

= — /OC dir (e”\TT(T):L'> dr = 2 — e T(c)x
fiir alle x € E und alle A > 0. Daraus folgt
S.(A) = A —AR(\) -1 = —eT(c)
und

dk:

< Mcke’CAH:cHn

m

fir alle z € E, alle A > 0 und alle k € Ny. Somit ist (Rc(/\)> eine asymptotische
A>0
Resolvente von A. Ferner folgt aus (3.40) die Abschétzung

dk; c c
—RNz|| = / e MR (Dzdr|| < M|z, / e Mk dr
dAF 0 0

* o Mijzlln [~ RIM ||
< M”w”n/o e rhdr = AT /0 e () dr = e+l

fiir alle z € E, alle A > 0 und alle k£ € Ny. Somit ist (a) = (b) gezeigt.

Zu (b) = (a): Sei A : F — FE ein stetiger, linearer Operator mit asymptotischer

Resolvente (R())),_ . Ferner erfiille (R())) die Abschitzung in (b). Dann ist

A>w A>w
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A nach [Ouc73, Thm. 2.1] der infinitesimale Generator einer lokal gleichgradig ste-
tigen C°-Halbgruppe auf E. Da A jedoch auf ganz E definiert ist, ist die erzeugte
Halbgruppe nicht nur stark stetig, sondern nach Folgerung 3.1.1 auch stark differen-
zierbar. Somit ist auch die Implikation (b) = (a) gezeigt. |

Bemerkung 3.2.5. (a) Falls fiir w > 0 die Resolvente R(\, A) auf (w,00) exi-
stiert und wir R(\) := R(\, A) wihlen, so ist die obige Abschitzung in (b)

dk EIM |||,
—R(\ A <
AV (A Az = A —w)k
dquivalent zu
M|z
k+1 n
HR(A’A) x“m = A —w)ht
denn es gilt
dk:
WR()\,A)x = (=1)*EIMR(\, A)*

Somit ist die Aussage (b) in Satz 3.2.3 offensichtlich eine Verallgemeinerung
der Aussage (c) in Satz 3.2.1.

(b) Vergleichen wir Satz 3.2.3 insgesamt mit Satz 3.2.1, so stellen wir fest, dass
die zu (b) und (d) analogen Aussagen im obigen Fall fehlen. Der Beweis in
[Ouc73] zeigt, dass es im Allgemeinen kein dquivalentes Fundamentalsystem
(III - H|")neN gibt, so dass eine Abschitzung der Form

<y el

|lRovsel], < =

fir alle k,n € N, alle z € F und alle A > w erfiillt ist. Denn gébe es ein
derartiges Fundamentalsystem, so wiirde die Konstruktion von (T'(t)),. , [siehe
[Ouc73]] eine exponentiell gleichgradig stetige Halbgruppe liefern. Die Frage,
ob es eine zu (d) analoge Bedingung an die asymptotische Resolvente gibt, die

die Existenz einer C*°-Halbgruppe garantiert, ist dagegen offen.

Zum Schluss dieses Abschnittes kommen wir noch zu stark analytischen Halbgrup-
pen und deren infinitesimalen Generatoren. Von den verschiedenen Charakterisie-
rungsmoglichkeiten, die einem in Banachrdumen zur Verfiigung stehen [siehe [Paz83,
Ch. 1, Thm. 1.2]], hat sich in Fréchetraumen nur eine als geeignet erwiesen und zwar
die Voraussetzung, dass die zugehorige Exponentialreihe auf ganz E konvergiert.

Zum Beweis von Satz 3.2.4 benotigen wir noch das folgende Lemma iiber das Kon-
vergenzverhalten der Exponentialreihe.
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Lemma 3.2.2. Sei E ein komplexer Fréchetraum und A : E — E ein stetiger,
linearer Operator. Ferner besitze die Potenzreihe
N\ ARy
k!

(3.41)

fiir jedes x € E einen positiven Konvergenzradius v, > 0. Dann konvergiert die
Potenzreihe (3.41) fir alle x € E und alle A € C, d.h., der Konvergenzradius von
(3.41) im Sinne von Definition 2.3.6 ist r = oo

)\’“A’“

Beweis: Setze r := sup {]M ‘ Z konvergiert fiir alle z € £ } Nach Satz

2.3.11 gilt r > 0. Angenommen r < oo. Dann folgt aus Satz 2.3.13

0 Ak AF A Al > F /\’“A’“ > (2)\)FAF
S (L) s Y mem -

k=0 1=0 k=0 1=0

fiir alle A € C mit |A\| < r. Somit konvergiert die Potenzreihe (3.41) fiir alle z € £
und alle A € C mit || < 2r. Dies liefert jedoch einen Widerspruch zur Definition
von r, also r = oo. |

Satz 3.2.4. Eine Halbgruppe (T(t))t>0 ist genau dann stark analytisch, wenn ihr
infinitesimaler Generator A ein stetiger, linearer Operator auf E ist und die Expo-

nentialreihe o
= thAky
> X (3.42)
k=0
fir alle x € E und alle t € R konvergiert. Insbesondere gilt dann die Darstellung
=\ tk Ak
T(t)x = - ° (3.43)
k=0 ’

fiir alle x € E und alle t > 0.

Beweis: ,—“: Sei (T(t)) 1~ €ine stark analytische Halbgruppe auf £ mit infinite-
simalem Generator A. Dann existiert per Definition fiir jedes x € E eine analytische
Abbildung ¢, : (=714, 7,) — E mit ¢, (t) = T(t)z fiir alle t € [0,r,). Da ¢ analytisch
ist, gilt

oo (k)
alt) =) 7902, S
k=0 '

fur |t| < r,. Aus Lemma 3.1.3 folgt wg;k)(O) = AFz fiir alle k € Ny. Somit konvergiert
die Potenzreihe

A\ ARy
k!

k=0
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fiir |A| < r, und die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus Lemma 3.2.2.

,="“: Sei (T'(t)) 1> €ine 1-Parameter-Halbgruppe auf E' mit infinitesimalem Gene-
rator A : E — FE. Ferner existiere die Potenzreihe
=\ th ARy
k!

k=0

fiir alle z € E und alle ¢ € R. Dann definiert

.tk Ak
S(t)x ::Z k|$, rel
k=0 '

eine 1-Parameter-Familie von stetigen, linearen Operatoren und aus Satz 2.3.13 folgt

0o tk AF oo Ay
S(t)oS(s)z = ; il (; I! >
oo k tlskflAk:x
= 22 gy

k=0 =0

(t + s)kAkz
k!

WE

= S(t+s)z
k=0

fiir alle ¢, s € R. Somit ist (S(t))t>0
sichtlich der infinitesimale Generator von (S(t)) 50

die Identitdt S(¢) = T'(t) fiir alle t > 0, d.h. (T(¢))
alle x € E und alle ¢t > 0 gilt die Darstellung

eine stark analytische Halbgruppe. Da A offen-
ist, erhalten wir aus Satz 3.1.1

i~ 18t stark analytisch und fiir

=tk Ak g
T(t)r =) o
k=0 ’

Folgerung 3.2.3. Jede stark analytische Halbgruppe auf E lGfst sich zu einer stark
analytischen, reellen und, falls E komplex ist, zu einer stark analytischen, komple-
zenS 1-Parameter-Gruppe auf E fortsetzen.

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus Satz 3.2.4 und Darstellung (3.43). n

6Die offensichtliche Verallgemeinerung der Definition 3.1.1(c) auf komplexe Parameter iiberlas-
sen wir dem Leser.
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Die abschlieBenden Beispiele sollen zum einen die Notwendigkeit mancher Vorausset-
zung aus den vorhergehenden Lemmata und Sétzen verdeutlichen und zum anderen
einige einfache Anwendungen liefern.

Beispiel 3.2.1 zeigt, dass Halbgruppen, die auf beschriankten Mengen gleichmafBig
stetig sind, in Fréchetrdumen im Allgemeinen nicht stark differenzierbar sind.

Beispiel 3.2.1. Sei E := > (C) der Raum aller schnell fallenden Folgen in C, d.h.,

> (C) := {x eCl ‘ sup k"|zg| < oo fiir alle n € NO}
keN

versehen mit dem Fundamentalsystem

|||n := sup k"|xx|, n € Np.
keN

Ferner sei (T'(t)),., definiert durch

£>0
(T(t)x)k =z, keN
und sei B C E beschrankt. Dann gilt fiir alle # € B und alle n € N die Abschéitzung
[T —all = sup k" = 1]y

keN
iekt

IN

sup |e
<K

-k
— LK |zg| + sup [e"" — 1[E" |24
k k>K

IN

|||, sup |eiekt — 1| 4+ 2sup k" |xg|
k<K E>K

.k 2
M sup et — 1| +
k§113| | (K+1)

ok 2M'
M sup et — 1| + ,
k:§113| | (K+1)

IN

[ ]ln-41

IN

d.h., die Halbgruppe (T(t)) >0 15t gleichméfBig stetig auf beschrénkten Mengen. An-

dererseits erhalten wir fiir x = (e_k/ 2) € E die Abschatzung

keN
T(h)z — |ele™h 1 oyl | [
Hi = sup |z = sup —— / e Tdr
h . keN D ke b 1o
K2 o ph
= sup—1| [ e°7dr| - o
keN 0

fiir h — 0. Somit ist (7'(t)),., nicht stark differenzierbar.

t>0
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Beispiel 3.2.2 verdeutlicht, dass stark differenzierbare Halbgruppen in Fréchetraum-

en im Allgemeinen nicht stark analytisch sind.

Beispiel 3.2.2. Sei E := C°*(R) der Raum aller C*°-Funktionen von R nach R,
deren Ableitungen beschrankt sind, d.h.,

CX(R) := {x € C=(R)

sup |2 (s)| < oo fiir alle n € No}
seR

versehen mit dem Fundamentalsystem

- 0
%[ : gggilelﬂglx (s)], n€No.

Ferner sei (T'(t)),., definiert durch

(T(m) (s):=a(s+1), t=>0.

Dann gilt fiir A > 0 die Abschétzung

HT(h)x -z
h

/

0 seR h

>

= sup)%/x’(stT) — /() dT’

seR
0

h

1
< Jally [rdr - 0
0

fiir h — 0. Analog zeigt man fiir n > 0 die Aussage

/

—x — 0

n

H T(h)x —x
h
fir b — 0. Somit ist die Halbgruppe (7'(t)) i~ stark differenzierbar und Az = 2’

ist ihr infinitesimaler Generator. Die Halbgruppe ist jedoch nicht stark analytisch,
denn wire dies der Fall, so folgt aus Satz 3.2.4 die Identitét

R (ART)(s) o=t (s)
z(s+t)=T(t)x(s) = Z ——7 Z —
k=0 k=0
fir alle t,s € R und alle x € C*(R). Dies impliziert aber, dass alle x € C*(R)

analytisch sind, was sicherlich falsch ist. Daher ist (T(t)) +~o Dicht stark analytisch.

Das néchste Beispiel zeigt, dass es in Satz 3.2.1 (d) nicht geniigt zu fordern, dass
(A, z) — R(X, A) nur auf (@, 00) C R schwach wachsend ist.
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Beispiel 3.2.3. Sei I':= {z € C | Rez = (Im2)?} und sei E := C(T',C) der Raum
aller stetigen Abbildungen von I' nach C versehen mit dem Fundamentalsystem
[l == sup [x(2)], neN.

zel
|z|<n

Ferner sei (7'(t)),., definiert durch

t>0

Dann zeigt man leicht, dass (T(t)) 1~ €ine stark analytische Halbgruppe mit infinite-

simalem Generator (Az)(z) = z z(z) ist. Ferner gilt p(4) = C\T, also insbesondere
(0,w) C p(A). Weiterhin erhalten wir fiir A € (0, 00) die Abschitzung

HR()\,A)x = sup |(A—2)""z(2)]
n ‘j‘egrn
, 2N +4N—1)"2 fiir A>1
< zllasup [ =2 = [zl
zel

At fir 0 <A< 1.

Somit ist (A, z) — R(A, A) schwach wachsend auf (1,00). Der infinitesimale Gene-
rator A erzeugt jedoch keine exponentiell gleichgradig stetige Halbgruppe.

Beispiel 3.2.4. Sei

EZ:{UGLQRC

/ + ||§|| [u(€)]* dé < oo fiir alle n € No}
R

versehen mit dem Fundamentalsystem

1/2
]|, = (/(1+ ||§||2)n|ﬂ(§)l2d€> , n €N

R

Ferner sei £ := E" und A(€) eine n x n-Polynommatrix, d.h., ihre Eintrdge sind
Polynome in £. Dann definiert

(A7) () = A©)a(e)

einen stetigen linearen Operator von E nach E. Durch geeignete Wahl von A(¢)
erhédlt man sehr unterschiedliches Wachstumsverhalten der Resolvente R(A, A). Ge-
nauere Details kann man in [Oha72] nachlesen.
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Beispiel 3.2.5 zeigt, dass Satz 3.2.4 in nicht-Baireschen Raumen im Allgemeinen
falsch ist.

Beispiel 3.2.5. Sei E die Menge aller rationalen Funktionen 75’, deren Pole in C\ R
liegen, d.h.,
E = {B € C*(R) ‘p,q Polynome}7
q
versehen mit dem Fundamentalsystem

|z|ln == sup |z(s)|, n € Ny

sE[—n,n]

Ferner sei (T'(t)),., definiert durch

<T(t)x) (s5) =x(s+1t), seckR.

Dann zeigt man, wie in Beispiel 3.2.2, dass die Halbgruppe (T(t)) 1o Stark diffe-
renzierbar ist mit infinitesimalem Generator Az = 2. Ferner sieht man leicht, dass
(T(t)) 150 auch stark analytisch ist, denn alle rationalen Funktionen z = £ € E sind

reell-analytisch und somit konvergiert die Reihe

(k)]
2 k!

k=0

fiir alle x € E. Jedoch hangt der Konvergenzradius r, von der Lage der Polstellen

von z = £ in C ab. Es gilt

r, = min {]Im Al | A Polstelle von 35}

Somit ist Satz 3.2.4 in beliebigen lokal-konvexen Réumen falsch. Ein weiteres Bei-
spiel erhélt man z.B. durch leichte Modifikation des obigen, indem man E := {z €
C(SY,R) | x analytisch auf S'} 7 und T'(t)z()\) := z(e\) wihlt.

"vgl. Definition 2.3.5



Kapitel 4

Lineare Differentialgleichungen in
Fréchetraumen

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns eingehend mit linearen Differentialgleichun-
gen, genauer gesagt, mit linearen Anfangswertproblemen in Fréchetraumen, d.h. mit
Problemen der Form

(t) = Az(t) + b(t), z(s)=x, t>s (4.1)

und

(t) = A(t)z(t) + b(t), =z(s)==z, t>s. (4.2)

In Abschnitt 4.1 behandeln wir den zeitunabhéngigen Fall (4.1), in Abschnitt 4.2
den zeitabhéngigen Fall (4.2). Wahrend Satz 4.1.1 in Abschnitt 4.1 unmittelbar aus
der Theorie der stark differenzierbaren Halbgruppen in Kapitel 3 folgt, stellen die
Satze 4.2.1 und 4.2.2 in Abschnitt 4.2 die eigentlichen zentralen Ergebnisse dieses
Kapitels dar.

Unser Ausgangspunkt war die zahlreiche Literatur iiber lineare Anfangswertpro-
bleme und Halbgruppen auf Banachraumen, wie z.B. die Monographien [HP57],
[DS66], [Kat66], [Yos71], [Kre71], [Paz83] und [Lun95], sowie die beiden Ubersichts-
artikel [Kis76] und [LS94]. Daneben erwiesen sich insbesondere die Arbeiten [Wen85],
[Yos65], [KT62], [Tan59, Tan60b, Tan60a] und [Kat53] bei der Untersuchung zeit-
abhéangiger Gleichungen als sehr hilfreich.

4.1 Lineare zeitunabhingige Differentialgleichun-
gen

Bevor wir die Losbarkeit (linearer) Anfangswertprobleme in Fréchetraumen genauer
betrachten, sollten wir zundchst den zugrundeliegenden Losungsbegiff exakt formu-
lieren.

124
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Definition 4.1.1. Sei U C E offen und sei f : [a, 3] x U — FE stetig. Dann
bezeichnen wir ¢ : [s,s + ¢] — E als (klassische) Lisung des Anfangswertproblems

i(t) = f(t,z(t)), z(s)=z, t>s>a, (4.3)
wenn folgendes gilt:

(AWP1)  p(t) € U fiir alle t € [s,s + ¢] und ¢(s) = .
(AWP2)  Die Abbildung ¢ ist stetig differenzierbar und erfiillt (4.3),
d.h., o(t) = f(t. (1)) fiir alle t € [s, s +¢].

Bemerkung 4.1.1. Man beachte, dass eine (klassische) Losung von (4.3) im obigen
Sinne in t = s differenzierbar ist. Falls der Operator A in (4.1) bzw. die Operatoren
A(t) in (4.2) nur abgeschlossen und dicht-definiert sind, schwicht man diese For-
derung oftmals ab und verlangt nur Stetigkeit in ¢ = s, um einen reichhaltigeren
Losungsbegriff zu bekommen [siehe [Paz83], Ch. 4, Def. 2.1]. Da wir jedoch lineare
Operatoren betrachten, die auf ganz F definiert sind, erscheint uns in diesem Fall
die obige Definition geeigneter.

Satz 4.1.1. Sei A: E — E der infinitesimale Generator einer stark differenzierba-
ren Halbgruppe (T(t)) und sei b : [0,00) — E stetig. Dann besitzt das Anfangs-

>0
wertproblem

(t) = Az(t) + b(t), z(0)=z, t>0 (4.4)
fir alle x € E eine eindeutige Losung @, : [0,00) — E mit der Darstellung

t

e (t) = T(t)xr + /T(t—T)b(T) dr. (4.5)

0

Ferner existiert fiir jedes T' > 0 und jedes m € N ein M > 0 und ein n € N mit

1a(®)llm < M ||x||n+/||b(7)||nd7 (4.6)

fiir alle x € E und alle t € [0,T].

Beweis: Zur Existenz: Sei (T(t))t>0 die von A erzeugte C*°-Halbgruppe. Dann
definieren wir fiir x € E die Abbildung

t

w.(t) = T(t)r + /T(t—T)b(T) dr t>0.
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Nach Lemma 3.1.2 ist (T(t))t>0
7 + T(t — 7)b(7) stetig, also insbesondere auf jedem kompakten Intervall inte-
grierbar. Aus dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung 2.3.2 sowie aus
Lemma 3.1.3 folgt nun die stetige Differenzierbarkeit der Abbildung

lokal gleichgradig stetig. Somit ist die Abbildung

t
tH/T(t—T)b(T)dT, t>0
0

und die Identitat
t

S| [re-mpmar) = a [16-npear + 0,

Somit erhalten wir insgesamt ¢(0) = x und
t
Go(t) = ATtz + A/T(t—T)b(T) dr + b(t) = Ag.(t) + b(t),
0
d.h. ¢, ist eine Losung des Anfangswertproblems (4.4).
Zur Eindeutigkeit: Sei ¢ : [0, 3] — E eine weitere Losung von (4.4). Dann ist ¢, — 1)
eine Losung der homogenen Gleichung
x(t) = Az(t), x(0)=0, t>0. (4.7)
Somit geniigt es zu zeigen, dass (4.7) nur die triviale Losung besitzt. Sei also 1 :
[0, 5] — E eine Losung von (4.7). Dann gilt fir 0 < s <t < ( die Identitét
d
&<T(t - s)w(s)> = —AT(t — s)¥(s) + T(t — s)Ay(s) = 0.
Daraus folgt ¥ (t) = T'(¢t)¥(0) = 0 fiir alle ¢ € [0, 3] und somit ist die Lésung von
(4.5) eindeutig.

Zur Abschitzung (4.6): Nach Lemma 3.1.2 existiert zu jedem 7" > 0 und zu jedem
m € Nein M > 0 und ein n € N mit

1T ()2 l[m < Ml
fiir alle x € F und alle ¢ € [0, T]. Daraus folgt

t

/ T(t — 7)b(r) dr

0

lpa@llm < NTE2m +

m

IA

t
M Yol + [ ()]
0
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fiir alle € E und alle ¢t € [0, T]. Somit ist der Beweis von Satz 4.1.1 vollstdndig. W

Bemerkung 4.1.2. Satz 4.1.1 ist in einem gewissen Sinne umkehrbar, d.h., aus der
Voraussetzung, die homogene Gleichung

#(t) = Az(t), z(0)=0, t>0

sei ,uniformly correct solvable® [siehe [Kis76], p. 305], folgt, dass A der infinitesima-
le Generator einer stark differenzierbaren Halbgruppe ist. Ahnliche Ergebnisse fiir
Banachrdume kann man auch in [Paz83, Ch. 4] nachlesen.

Folgerung 4.1.1. Sei A : E — FE der infinitesimale Generator einer stark diffe-
renzierbaren Halbgruppe (T(t)) und sei b : [a,00) — E stetig. Dann besitzt das

£>0
Anfangswertproblem

(t) = Az(t) + b(t), z(a)==z, t>« (4.8)

fir alle x € E eine eindeutige Losung ¢, : [a, 00) — E mit der Darstellung

t

o (t) = Tt —a)r + /T(t — 7)b(7) dT. (4.9)

a

Beweis: Da ¢, : [a,00) — E genau dann eine Losung von (4.8) ist, wenn @, (t) :=
0 (t + a) eine Losung des Anfangswertproblems

i(t) = Az(t) + b(t), z(0)==z, t>0
mit Z(t) := b(t + «) ist, folgt die Behauptung unmittelbar aus Satz 4.1.1. |

Folgerung 4.1.2. Sei A: E — E der infinitesimale Generator einer stark differen-
zierbaren Halbgruppe (T(t)),.,, und sei b € C¥(R, E). Dann ist die Abbildung

t>0

@I{(t,S)ERXR’tES}XEHE

O, (z) = T(t—s)r + /T(t—T)b(T) dr

S

die eindeutige Losung des Anfangswertproblems

(t) = Ax(t) + b(t), x(s)==z, t>s. (4.10)
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Ferner ist ® (k 4+ 1)-fach stetig differenzierbar und es gilt

-1
o 2es(0) = AlD, () + > A (1),
j=0

-1

o' , '
@‘Dt,s(iv) = (=A)T(t - s)z — ;(—A)JT@ _ S)b(l_l—J)<8)’
o' T(t—s)h fir =1
5;j¢ﬁﬁ($)h =

0 fir 1>2
fur alle 1 <1< k+1.

Beweis: Nach Folgerung 4.1.1 ist ¢ — &, ;(x) offensichtlich die eindeutige Losung
von (4.10). Ferner folgt aus der lokal gleichgradigen Stetigkeit von (7'(t)) dem

t>0’

Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung 2.3.2 und Lemma 3.1.3 die (k+1)-
fache stetige (partiell) Differenzierbarkeit von ®. Die obigen Gleichungen fiir die
partiellen Ableitungen erhélt man leicht mittels Induktion. |

Definition 4.1.2. Die Abbildung ®;  heiit der von (4.10) erzeugte (Pseudo-)Halb-
fluss. Falls b : R — F konstant ist, d.h., falls (4.10) autonom ist, setzen wir @, := &y
und bezeichen &, als den zugehorigen Halbfluss.

Folgerung 4.1.3. Sei A : E — E der infinitesimale Generator einer Cg -Halb-
gruppe und sei t — P, 4(x) die eindeutige Losung des Anfangwertproblems (4.10).
Dann existiert ein w > 0, so dass zu jedem m € N ein M > 0 und ein n € N
existiert mat

t
1P (@)l < Me Han+/e_w(s_7)||b(7)llnd7

s

fir alle g € E und alle t > s.

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus Definition 3.1.2 und Bemerkung 3.1.3. |

4.2 Lineare zeitabhingige Differentialgleichungen

Im Mittelpunkt des folgenden Abschnitts stehen Evolutionsgleichungen, d.h. lineare,
zeitabhéngige Anfangswertprobleme der Form

(t) = A(t)x(t) +b(t), xz(s)==xz, t>s (4.11)
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und deren Losbarkeit. Wie im zeitunabhéngigen Fall untersuchen wir auch hier zu-
erst das homogene System

z(t) = A(t)x(t), z(s)=z, t>s (4.12)

und erhalten anschliefend mit Hilfe der Variation der Konstanten die Losung des
inhomogenen Systems. Da die Gleichung (4.12) zeitabhéngig ist, konnen wir nicht er-
warten, dass sich die Losung mittels einer Halbgruppe in der Form ¢ +— T'(t—s)x dar-
stellen ldsst. Jedoch sollte unter gewissen Voraussetzungen, dhnlich wie im endlich-
dimensionalen Fall, eine Familie von linearen Operatoren (U (t, s))s ., existieren, so
dass t — U(t, s)z die eindeutige Losung von (4.12) liefert. Dies motiviert die folgende
Definition.

Definition 4.2.1. (a) Sei —00 < & < 3 < oc. Eine Familie (U(t, s))a<s<t<ﬂ v
stetigen linearen Operatoren heifit Evolutionsfamilie oder Evolutionssystem,
wenn folgendes gilt

on

(ES1)  U(t,t) =1 furallet € |o, ]
(ES2)  U(t,s)oU(s,r)=U(t,r) firallea<r<s<t<p.

(b) Ein Evolutionssystem (U(t, s))a<s<t<ﬁ heifit
(i) stark stetig oder kurz C°-Evolutionssystem, wenn die Abbildung (¢, s)
Ul(t,s)z fiir jedes z € E stetig ist.

(ii) stark differenzierbar oder kurz C'-Evolutionssystem, wenn die Abbildung
(t,s) — Ul(t,s)z fiir jedes x € E differenzierbar ist.

(¢) Wie bezeichnen ferner (U(t, 3))a<s<t<5 als das zu (A(t))te[a 4 2ugehorige Evo-
lutionssystem, wenn ¢t — U(t, s)z fir jedes x € F und jedes s € [a, ] die

eindeutige Losung von (4.12) darstellt.

Bemerkung 4.2.1. Evolutionssysteme werden in der Literatur oftmals auch Fun-
damentalsysteme genannt. Wir bevorzugen jedoch den Begriff Evolutionssystem,
da erstens die Bezeichnung Fundamentalsystem schon vergeben ist und zweitens im
Hinblick auf partielle Differentialgleichungen der Begriff Evolutionssystem gebriuch-
licher ist.

In den beiden folgenden Sétzen geben wir hinreichende Kriterien fiir die Existenz
eines zu (A(t)) o] zugehorigen Evolutionssystems und somit fiir die eindeutige
Losbarkeit des Anfangswertproblems (4.12) an. Satz 4.2.1 nennt man oftmals den
,hyperbolischen“ und Satz 4.2.2 den ,,parabolischen“ Fall. Die Bezeichnungen sind
durch die spéteren Anwendungen auf partielle Differentialgleichunen entstanden.
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4.2.1 Der hyperbolische Fall

Satz 4.2.1. Sei (A(t)),, 4
be C([a, A, E) Ferner seien die folgenden Bedingungen erfiillt:

eine Familie von stetigen linearen Operatoren und sei

(H1) Fir jedes t € |o, 8] ist A(t) der infinitesimale Generator eine stark differen-
zierbaren Halbgruppe (Tt(s))5>0.

(H2) Fir jedes m € N ezistiert ein M > 0 und ein n € N, so dass

|

fiir alle x € E, alle k € N, alle endlichen Partitionen o =ty < - <ty = [
von [, B] und alle sy, ..., mit 0 <s; <t —t;.

T (s) - Tuls2)Tu(se| < Mzl

m

(H3) Die Abbildung t — A(t)x ist gleichmdfig stetig auf beschrinkten Mengen, d.h.,
fiir jedes t € |a, 3], jedes € > 0, jede beschrinkte Menge B und jedes n € N
existiert ein 0 > 0 mit

HA(t 4Rz — A(t)x

<e

n

fir alle x € B und alle |h| < 4.

Dann existiert genau eine stark differenzierbare Fvolutionsfamilie (U (t, 3))
mit den folgenden Figenschaften:

a<s<t<p

(a) Die Familie (U(t, S))agsgtg,@ ist gleichgradig stetig, d.h., fiir jedes m € N exi-
stiert etn M > und ein n € N mit

U, $)x|lm < Mz,
fir alle x € E und alle a < s <t < f.

(b) Die Abbildungen t — U(t,s)x und s — U(t,s)z erfillen die Gleichungen

0
EU(t’ sz = AWU(t, s)z, Uls,s)x =z

und

%U(t, s)x =—=U(t,s)A(s)x, U(t,t)x==x

fir alle a < s <t < f3.

(¢) Die Familie (U(t, s))

malie.

a<s<t<p st die zu (A(t))te[a’m zugehdrige Fvolutionsfa-
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(d) Das Anfangswertproblem
©(t) = At)x(t) + b(t), x(s)==x, t>s (4.13)
mit b € C([a,b], E) hat fir jedes v € E und jedes s € [, 3] eine eindeutige
Lésung t — ®y s(x) mit der Darstellung

O, (x) = U(t,S)JZ+/U(t,T>b(T>dT. (4.14)

S

Ferner existiert fiir jedes m € N ein M > 0 und ein n € N mit

t
[rs (@)l < M Han+/Hb(T)HndT (4.15)

fir alle x € E und alle t € [, 5].

Vorbemerkung:

Der Ubersichtlichkeit wegen gliedern wir den folgenden Beweis in mehrere Teilschrit-
te. In Schritt 1 ersetzen wir die Familie (A(t)) relod] durch stiickweise konstante Fa-
milien und , konstruieren“ die zugehorigen Evolutionsfamilien. In Schritt 2 zeigen
wir, dass die so erhaltene Folge und Evolutionsfamilien gegen eine Evolutionsfamilie
(U (¢, s))a <s<t<B konvergiert. Abschlielend weisen wir in Schritt 3 nach, dass diese

die gewiinschten Eigenschaften (a)-(d) besitzt.

Beweis:
Schritt 1: Zu jedem k € N wihlen wir eine dquidistante Partition von [a, 5] mit den
Stiitzstellen

te, ::a+‘@, i=0,... k.
Ferner definieren wir stiickweise konstante Familien (Aj(t)) tefa,s) 0 Evolutionsfa-
milien (Uy(t, s))a<s<t<6 wie folgt:

A(tkﬁ‘) flir tk,j <t< tk’j+1

Ak(t) =
AB)  fir t=0
und
Uk(t,s) =
ﬂk,j (t — S) fir tk,j <s<t< tk,j+1
51 lej < 8 <tgj
f—a . 7 7
Ttk,j (t - tk,j’) ( H Ttm< L > Ttk,j (tk,j+1 - 5) fiir
i=j+1 tk,j/ <t< tk,j’-{—l-
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Da die Halbgruppen (Tk,j(s))po nach Voraussetzung stark differenzierbar, also ins-
besondere stark stetig sind, liefert die obige ,,Konstruktion“ eine Folge von stark
stetigen Evolutionsfamilien (Uy(t,s)), _ _,_ - Aus Voraussetzung (H1) und Lemma
3.1.3 erhalten wir zusitzlich die Eigenschaften:

(i) Die Familie

Up(t, )
( k( S) a<s<t<f, keN

ist gleichgradig stetig, d.h., fiir jedes m € N existiert ein M > 0 und einn € N
mit

[Uk(t, 8)z|[m < M||z|, (4.16)
fir alle z € F alle a < s <t < und alle k € N.

(ii) Fiir alle z € F und alle k € N gilt

0
aUk(t,s)x = A(t)U(t,s)xr fir t#t,;, j=0,...,k,

0
gUk(t,s)x = —Ui(t,s)Ap(s)x fir s#ty,;, j=0,....k

Schritt 2: Wir zeigen nun, dass die Folge von Abbildungen ((¢,s) — Uj(t, s)x)keN fiir
jedes x € E gleichméBig konvergiert. Dazu betrachten wir die Differenz Uy (t, s)z —

Ui(t, s)x. Aus (ii) erhalten wir die Identitét

U (t,s)x — Ug(t,s)x = —/%(Uk/<t,T)Uk(T,S)Z‘> dr

s

t

— /Uk,(t,f) <Ak/(7') - Ak(T)>Uk(T7 s)xdr.

S

Ferner ist nach (i) die Menge

agsgtgb,keN}

{Uk(t, s)x

fiir jedes € F beschrinkt. Somit folgt aus (H3) und der Kompaktheit von [a, ],
dass fiir jedes € > 0 und jedes n € N ein ¢ > 0 existiert mit

< ¢

n

H (A(7) — A(7))Uk(t, s)z
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fir alle |7/ — 7] < 9, alle @« < s <t < [ und alle k € N. Daraus folgt

m

HUkr(t, s)x — Ug(t, S)ZL’H < / HUk/(t, T) (Ak/(T) — Ak(T))Uk(T, S)me dr

< M/H(Ak/(’]')—Ak(T))Uk(T,S)I ndT
< Me(B-a)

fiir max{ﬁlz,a, B_TO‘} < 6. Somit haben wir gezeigt, dass ((t,s) — Uk(t,s)x)keN fiir

jedes x € E gleichméaflig konvergiert.

Schritt 3: Wir definieren nun mittels

U(t,s)r := lim Ug(t,s)r, z€FE

k—oo

eine Familie von linearen Abbildungen auf o < s <t < . Aus der gleichméfigen
Konvergenz von ((t, s) — Ugl(t, s)a:) ergeben sich die folgenden Eigenschaften:

keN

(iii) (U(¢, 8))a<s<t<[3 ist eine stark stetige Evolutionsfamilie.

(iv) (U(t, 3))a<s<t<5 ist gleichgradig stetig, d.h., fiir jedes m € N existiert ein
M >0 und ein n € N mit

lvt.s)al| < Mz,

m

fiir alle x € F und alle a < s <t < (.

Ferner erhalten wir aus (ii) die Gleichungen

Ui(t,s)r = x + /Ak(T)Uk(T, s)xdr (4.17)
und
Uk(t, 8)$ = T + /Uk<t,U)Ak(O’)de’ (418)

s

fiir alle x € E und alle £ € N. Aus (H3) folgt wiederum die gleichméBige Konver-

genz der Folgen ((t, s) — Ay (t)Uyl(t, s)x)keN und ((¢, s) — Ul(t, S)Ak(s)x)keN gegen
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(t,s) — A(t)U(t,s)x bzw. (t,s) — U(t,s)A(s)x. Somit erhalten wir aus (4.17) und
(4.18) die Gleichungen

Ult,s)x = = + /A(T)U(T,s)xdT (4.19)

und

Ult,s)x = x + /U(t,a)A(a)x do (4.20)
fir alle € E. Da die Abbildungen ¢t — A(t)U(t, s)z und s — U(t,s)A(s)x stetig
sind, liefert der Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung 2.3.2 die stetige

Differenzierbarkeit von ¢ — U(t,s)z bzw. s — U(t, s)x. Ferner erfiillen diese die
Gleichungen

gU(t, slx = A(t)U(t,s)x

ot
und
2U(zf, s)x = U(t,s)A(s)x
ds
fiir alle x € E und alle a < s <t < 3. Somit ist (U(t, S))agsgtgﬁ stark differenzier-

bar. Sei nun ¢ : [s, 5] — E eine beliebige Losung des Anfangswertproblems (4.12),
d.h., eine Lésung von

z(t) = A(t)x(t), =z(s)=z, t>s.
Dann ist die Abbildung ¢ — U(t,0)p(0) stetig differenzierbar und es gilt

%U(t,a)gp(a) = —U(t,0)A(0)p(o) + U(t,o)A(o)p(c) = 0.

Daraus folgt

Ut,s)z = Ut s)p(s) = U(t, t)p(t) = (1)
fiir alle s <t < (3. Somit ist ¢ — U(¢, s)x die eindeutige Losung des Anfangswertpro-
blems (4.12), d.h., (U(t,5)) < ey ist die zu (A(?)),., 5 zugehorige Evolutionsfa-
milie. Dann kann aber die inhomogene Gleichung (4.13) auch héchstens eine Losung
besitzen. Aus der gleichgradigen Stetigkeit von (U(t, s))a <s<t<p und dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung 2.3.2 erhélt man wie in Satz 4.1.1, dass

P, (x) = U(t,s)x—l—/U(t,T)b(T)dT
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die eindeutige Losung von (4.13) darstellt und die Abschéitzung (4.15) erfiillt. Somit
ist der Beweis von Satz 4.2.1 vollsténdig. |

Bemerkung 4.2.2. (a) Der obige Beweis orientiert sich vorwiegend an [Paz83,
Ch. 5, Th. 3.1]. Wir mussten jedoch einige leichte Modifikationen vornehmen,
da dort nur der stark stetige Fall auf Banachrdumen behandelt wird. Ein sehr
dhnliches Ergebnis fiir lokal-konvexe Rédume kann man in [Wen85] finden.

(b) Bedingung (H2) ist im Allgemeinen schwierig zu verifizieren. Es gibt jedoch
ein einfaches hinreichendes Kriterium an die Halbgruppen (Tt(s))3>0, das
(H2) impliziert und zwar die Bedingung, dass alle Halbgruppen sogenannte
w-Kontraktionshalbgruppen sind. Diese Kriterium ist oftmals im Zusammen-

hang mit hyperbolischen partiellen Differentialgleichungen hilfreich.

Definition 4.2.2. Eine Halbgruppe (T(t))
E beziiglich (|| - [|»)

>0 DeiBt w-Kontraktionshalbgruppe auf

nenye Wenn es ein w > 0 gibt mit

1T ()]l < ezl
fir alle z € F und alle n € N.

Folgerung 4.2.1. Sei (Tt(s))3>0 fiir jedes t € |a, (] eine w-Kontraktionshalbgruppe
beziiglich (|| - ||n)n€N. Dann ist Voraussetzung (H2) aus Satz 4.2.1 erfillt.

Beweis: Da alle (T;(s)) _, w-Kontraktionshalbgruppen beziiglich (]| - [|»)
gilt B

ey Sind,

T (s)]ln < €[zl

fiir alle z € E, alle n € N, alle s > 0 und alle ¢ € [a, §]. Daraus folgt

fir alle x € FE, alle k,n € N alle s1,...,8, > 0 mit Z?Zl s; < [ — a und jede
endliche Partition a =t < --- <t = § von o, (], d.h., es gilt (H1). |

T () -+ Tu(s2) Ty (s1)al| - < et tal], < e gl

Bemerkung 4.2.3. (a) Man beachte, dass nach Definition 4.2.2 jede w-Kontrak-
tionshalbgruppe insbesondere exponentiell gleichgradig stetig ist. Der Beweis
der obigen Folgerung 4.2.1 wire auch moglich, wenn w von der jeweiligen
Halbnorm ||-|,, abhéngen wiirde. Dann wére jedoch die zugehorige Halbgruppe
im Allgemeinen nicht mehr exponentiell gleichgradig stetig, sondern nur noch
quasi-exponentiell gleichgradig stetig [siehe z.B [Bab74], [Vuv71]].
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(b) Jede stark differenzierbare Halbgruppe auf einem Banachraum ist eine w-Kon-
traktionshalbgruppe, denn es gilt

T = e a| <MW af,

d.h., w = ||A]|, wobei A den infinitesimalen Generator von (T(t))t>0 bezeich-
net. -

Folgerung 4.2.2. Sei (A(t))te[a 00)
und sei b € C([a,00), E). Ferner seien die folgenden Bedingungen erfiillt:

eine Familie von stetigen linearen Operatoren

(H1") Fliir jedes t € [a, 00) ist A(t) der infinitesimale Generator eine stark differen-
zierbaren Halbgruppe (T;(s))

s>0"

(H2") Fiir jedes kompakte Teilintervall [a, 5] C [a, 00) ist die Voraussetzung (H2)
aus Satz 4.2.1 erfillt.

(H3') Die Abbildungt — A(t)x sei lokal gleichmdfig stetig auf beschrinkten Mengen,
d.h., fiir jedes t € [a,0), jedes € > 0, jede beschrinkte Menge B und jedes
n € N existiert ein 6 > 0 mit

HA(t R — A(t)x

<eg

n

fir alle x € B und alle |h| < 4.

Dann existiert genau eine stark differenzierbare FEvolutionsfamilie (U (t, 3))
mit den folgenden Eigenschaften:

(a) Die Familie (U(t, s))a<s<t<oo ist lokal gleichgradig stetig, d.h., fir jedes 3 > «
und fiir jedes m € N existiert ein M > 0 und einn € N mit

a<s<t<oo

[U(t, 8)x|lm < Mz,
fir alle x € E und alle o < s <t < (3.

(b) Die Abbildungen t — U(t,s)x und s+ U(t,s)x erfillen die Gleichungen

0
EU(t’ s)x = AU (t, s)x

und

0
%U(t’ s)x = =U(t,s)A(s)x.

fir alle o < s <t < 00.

(¢) Die Familie (U(t,s))
milie.

a<s<icos U5t die zu (A(t))te[a’oo) zugehorige Evolutionsfa-
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(d) Das Anfangswertproblem
(t) = A(t)z(t) +b(t), x(s)==z, t>s (4.21)

besitzt fiir jedes x € E und jedes s € [, 00) eine eindeutige Losung t — @ 4(x)
mat der Darstellung

O, (x) = U(t,s):c—i—/U(t,T)b(T)dT. (4.22)

S

Ferner existiert fir jedes 3 > « und jedes m € N ein M > 0 und einn € N
mat

t
100 @)l < M | 2+ / 15()|l dr (4.23)

fir alle x € E und alle o < s <t < (3.
Falls ferner ein o > « ewistiert, so dass die Bedingung

(H2), Es existiert ein w > 0, so dass fir jedes m € N ein M > 0 und ein n € N
existiert, so dass

fiir alle x € E, alle k € N, jede endliche ,Partition o/ =1ty < --- <t < 00
von [o/,00) und alle sy,...,s, mit 0 <s; <t; g —1,.

Ty (s) - Tuls2)Tu(s)e| < Mestrttog],

m

erfillt ist, so gelten zusdtzlich die Abschdtzungen:

(a') Fiir jedes m € N existiert ein M > 0 und ein n € N mit
Ut s)allm < Mz,
fir alle x € E und alle o < s <t < 0.

(d") Fiir jedes m € N ezistiert ein M > 0 und ein n € N mit

t
@@l < Me Hxlln+/e°"(sT)Hb(T)IIndT

S

fiir alle x € E und alle o < s <t < 0.
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Beweis: Aus Satz 4.2.1 folgt, dass auf jedem kompaktem Intervall |« 3] eine ein-
deutige Evolutionfamilie (Us(t,s)) _ _,. 5 mit den Eigenschaften (a)-(d) aus Satz
4.2.1 existiert, d.h., Us(t, s) = Ug(t, s) fiir alle a < s <t < min{f, 3'}. Somit liefert
Ult,s) = Us(t,s) fir a<s<t<p
eine wohldefinierte Evolutionsfamilie (U (t, s))a cscieoo Wit den gewiinschten Eigen-
schaften (a)—(d). Ferner ist diese eindeutig bestimmt, da auf jedem kompakten Inter-
vall [a, ] die zugehorige Evolutionfamilie nach Satz 4.2.1 eindeutig ist. Abschétzung
(a") erhalten wir analog zur Abschitzung (a) aus Satz 4.2.1 mit Hilfe von (H2).
Abschétzung (d') dagegen folgt unmittelbar aus (a’) und (4.22). |

Folgerung 4.2.3. Sei (A(t))te[a 00)
und sei b € Ck([oz, 00), E) mit k > 1. Ferner seien die folgenden Bedingungen erfillt:

eine Familie von stetigen linearen Operatoren

(H1") Fiir jedest € [, 00) ist A(t) der infinitesimale Generator einer stark differen-
zierbaren Halbgruppe (Tt(s))s>0.

(H2") Fiir jedes kompakte Teilintervall [o, 5] C [a, 00) ist die Voraussetzung (H2)
aus Satz 4.2.1 ertfillt.

(H3") Die Abbildung (t,z) — A(t)x ist k-fach stetig differenzierbar.

Dann ezistiert genau eine stark differenzierbare Evolutionsfamilie (U(t, s))a<s<t<oo
mit den Eigenschaften (a)-(c) aus Folgerung 4.2.2. Ferner gilt: o

(d") Die Abbildung
o - {(t,s) € [a, 00) x [av, 00) ‘tz s} x E - E,

t

O, (x) = Ult,s)x + /U(t,T)b(T)dT

S

ist die eindeutige Losung des Anfangswertproblems
(t) = A(t)z(t) + b(t), x(s)==z, t>s (4.24)
und (k + 1)-fach stetig differenzierbar. Ferner gilt

o' o iy, O I-1
abes(®) = DAV Py s(z) + 00D(8),

2 17
al -1 a] ' -1 a]
_ _ - (I=1=4) . _ il (I-1-j)
T a(x) U s)e A e — S U, s s),
7=0 7=0
Y Ult,s)h fir =1
%¢t,s(:€>h =
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fiur alle 1 <1< k+1.

Beweis: Wir zeigen zuerst die Implikation (H3"”) = (H3'). Sei also (t,z) — A(t)z
k-fach stetig differenzierbar. Somit ist insbesondere (t,z) — A’(t)x stetig. Nach
dem Satz von Banach/Steinhaus 1.2.2 ist die Familie (A’(t))a<t<ﬁ fiir jedes § > «
gleichgradig stetig. Daher existiert fiir jedes n € N und jede beschrinkte Menge
B C F ein M > 0 mit

1A' ()|, < M
fir alle z € B und alle ¢t € [«, 5]. Daraus folgt fiir jedes ¢t < f3, jede beschrinkte
Menge B C E und jedes n € N die Abschétzung

HA(t Rz — Al

h
< /||A’(t+r)a:\|ndr < Mh|
0

fur alle x € B und alle h € [a — ¢, — t]. Somit ist (A(t))a<t<6 gleichméBig stetig
auf beschrinkten Mengen und nach Folgerung 4.2.2 existiert eine eindeutige Evo-
lutionsfamilie (U(t,s)) ___, _., mit den Eigenschaften (a)-(c). Ferner erhalten wir
aus Folgerung 4.2.2 (d), dass die Abbildung ¢ — @, ,(z) die eindeutige Losung des
Anfangswertproblems 4.24 darstellt. Somit miissen wir nur noch die (k + 1)-fache
stetige Differenzierbarkeit zeigen. Aus Satz 4.2.1 bzw. Folgerung 4.2.2 folgt

gU(t, s)x = A)U(t, s)x

ot
und 5
a—U(t, s)x = =U(t, s)A(s)z.
s
fiir alle @ < s <t < oo. Fiir £ > 1 ergibt sich die Behauptung leicht mittels
Induktion. [ |

4.2.2 Der parabolische Fall
Satz 4.2.2. Sei (A(t))te[aﬂ]

b € C(lo, 8], E). Ferner existiere ein Fundamentalsystem (|| - ||n)n€N, so dass die
folgenden Bedingungen erfillt sind:

eine Familie von stetigen linearen Operatoren und sei

(P1) Es gibt Konstanten w > 0 und § > 0, so dass folgendes gilt:
(i) Cos:={AeC||arg(A\ —w)| < T +8} C p(A(t)) fir alle t € [a, ).
(i1) Fir allen € N ezistiert ein M > 0 mit

M |||,
n ’)\—W|

fir alle x € E, alle A € C,, 5 und alle t € [a, f].

|ROAw)e
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(P2)

(P3)

Es gibt ein A € C,, 5, so dass fiir jedesn € N ein L > 0 existiert mit
| = AW RO AG)a| < Lie=¢)Jall,
fiir alle z € E und alle t,t',s € |«, 5].

Die Abbildung t — A(t)x ist fir jedes v € E stetig differenzierbar.

Dann existiert genau eine stark differenzierbare Evolutionsfamilie (U(t, 3))a<8<t<ﬁ
mit den folgenden Figenschaften: -

(a)

(b)

(c)

(d)

Die Familie (U(t, s))a<s<t<ﬂ
W > w und jedes n € N emMZ()undein]\?ZO mit

st gleichgradig stetig. Insbesondere existiert fiir

U (t, 8)a]ln < Me@HEMDE) g, (4.25)
fir alle x € E und alle o < s <t < (3.

Die Abbildungen t — U(t,s)x und s — U(t, s)x erfillen die Gleichungen
0
&U(t, s)x=AU(t,s)x, U(s,s)r==x

und
0

%U(t, sz = —U(t,s)A(s)z, U(t,t)z ==

fir allea < s <t <pf.

Die Familie (U(t,s))a<s<t<ﬂ ist die zu (A(t))te[a g zugehdorige Fvolutionsfa-
milie. -
Das Anfangswertproblem

©(t) = At)x(t) + b(t), x(s)==x, t>s (4.26)

besitzt fiir jedes x € E und jedes s € [a,b] eine eindeutige Losung t — @ s(x)
miat der Darstellung
t

O, (x) = U(t,s)x—i—/U(t,T)b(T)dT. (4.27)

S

Ferner existiert fiir © > w und jedes n € N ein M > 0 und ein M >0 mat

15 (2)[|m
(4.28)

t
< M@ g, + / & HDE) (), dr

s

fir alle x € E und alle o < s <t < [3.
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Vorbemerkungen/Voriiberlegungen:

(a)

Wir gliedern den Beweis in mehrere Teilschritte. In Schritt 1 fithren wir die
Gleichung

0

aU(t, slx =AW U(t,s)x, U(s,s)r==x

auf eine ,gutartigere” Integralgleichung zuriick. Anschliefend zeigen wir in
Schritt 2, dass diese Integralgleichung eine (eindeutige) Losung besitzt. In

Schritt 3 geben wir mit Hilfe von Teil 2 eine Losung (Ul(t, s))a<s<t<ﬁ der

obigen Gleichung an und weisen die meisten der Eigenschaften (a)—(c) nach.
In Schritt 4 verfahren wir dhnlich wie in Schritt 1 und 2 und konstruieren eine
Losung von

gV(t, slx =AMV (t,s)A(s)x, V(t,t)xr ==x.

Js
Daraus folgen die Eindeutigkeit von (U(t, s))a<s<t<ﬂ und die iibrigen Eigen-
schaften (a)-(c) In Schritt 5 zeigen wir abschlieBend Eigenschaft (d), d.h.,
die eindeutige Losbarkeit der inhomogenen Gleichung und die zugehorige Ab-

schétzung.

Voraussetzung (P1) impliziert, dass A(t) fiir jedes t € [« (] der infinitesimale
Generator einer sektoriell analytischen Halbgruppe ist [siehe Satz 3.2.2 und
Folgerung 4.2.6].

Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass (P2) fiir alle A € C,, 5 erfiillt ist, ja sogar,
dass die Konstante L > 0 unabhéngig von A € Cg 5 gewdhlt werden kann, falls

W > w. Denn fiir alle x € E, alle n € N und alle N Cs,s gilt die Abschétzung

H (A(t) - A(t,))R(X, A(s))x

n

= [[(aw - A RO AG) (AT - A() R, Als))

n

< L|t—#||[(\L= A(s) + (A = MI)R(X, A(s))z

n

< Lit—t|

IN

Y ~
Mﬂ%ﬂl+—r—7gwwn§Lﬁ—ﬂWMM
w
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Somit erfiillt auch die Familie (A(t) — ©I) el
(P3). Daher kénnen wir weiterhin annehmen, dass ein ¢ < 0 existiert mit
C.s C p(A(t)) fiir alle t € [, 8]. Somit existiert insbesondere A(s)™! fiir alle
s € [a, §] und die Voraussetzung (P2) ist fiir A = 0 erfiillt. Ferner gelten dann
geméaf Satz 3.2.2 die Abschiatzungen

, die Voraussetzungen (P1)-

ITi(s)zlln < Mz, (4.29)
und

M|zl
S

IADT(s)zlln = [ABT(s)z(ln < (4.30)

fir alle x € E, alle s > 0 und alle ¢ € [o, f].

(d) Aus (P3) folgt, dass (A(t))te[a g gleichgradig stetig ist, d.h., fiir jedes m € N

existiert ein M > 0 und ein n € N mit
Az lm < M|z, (4.31)

fur alle z € F und alle ¢ € [«, {].

Konvention: P L

Im Folgenden bezeichen wir mit M, My, My, ..., M, My, My, ... und M, My, M>, . ..
beliebige Konstanten, die an verschiedenen Stellen im Beweis nicht notwendigerwei-
se ibereinstimmen miissen. Wir versuchen jedoch den Leser auf die Abschétzungen,
die wir an den entsprechenden Stellen im Beweis benutzt haben, d.h. auf die Unglei-
chungen (4.29), (4.30) bzw. (4.31) durch die obige Notation aufmerksam zu machen.

Beweis: Schritt 1: Angenommen (U (t, s))a<s<t<6 sei das zu (A(t))te[a g Zugehorige

Evolutionssystem und es gebe ein Familie (R(t, s)) von stetigen, linearen

Abbildungen, so dass die Darstellung

a<s<t<p

Ult,s)x = Ts(t—s)xr + /TT(t—T>R(T,S)£IZ'dT

s

fiir alle x € F und alle a < s <t < ( gilt. Dann erhalten wir durch rein formales
Differenzieren

t

%U(t, s)x = A(s)Ts(t —s)z + R(t, S)iL’/A(T)TT(t—T)R(T, s)x dr.

s
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Daraus folgt

0= %U(t, )z — AU, s)x = (A(s> - A(t))Ts(t — )z

+ R(ts)x + / (A(T) —A(t))TT(t—T)R(T,s)x dr.

S

Somit ergibt sich fiir (R(t, s)) die Integralgleichung

a<s<t<
¢
R(t,s)x = K(t,s)z + /K(t,T)R(T,s)a:dT
mit

K(t,s)x := (A(t) — A(s))Ts(t —s)x

fir alle z € F und alle aa < s <t < .

143

(4.32)

Schritt 2: Wir zeigen nun, dass die Integralgleichung (4.32) fiir jedes x € E eine ein-
deutige Losunge besitzt. Dazu setzen wir zunichst A := {(t, s) € [a, B] X [, B } t>
s} und bezeichnen mit C(A, E) den Raum aller stetigen Abbildungen von A nach

E. Ferner versehen wir C(A, E') mit dem Fundamentalsystem

lelln == sup [le(t, s)lln neN.
(t,8)eA

Dann folgt aus der Vollstandigkeit von E die Vollstandigkeit von C(A, E), d.h.,
auch C(A, E) ist ein Fréchetraum. Wir ,konstruieren nun eine Losung von (4.32)
mittels sukzessiver Approximation. Dazu zeigen wir zunéchst, dass fiir jedes x € E
die Abbildung (t,s) — K(t,s)z in C(A, E) liegt. Wir beschrénken uns auf den Fall
t > s. Den Fall t = s erhdlt man vollig analog. Sei also |h| <t —s, |k| <t — s und

(t,s),(t+ h,s+ k) € A. Dann gilt

HK(t +h,s+k)x — K(t, s)xH

m

< HK(t+h,s+l€)x—K(t,s—kk:)xH + HK(t,squ)x—K(t,s)xH

(4.33)
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Den ersten Term der rechten Seite von (4.33) kénnen wir wie folgt abschétzen

HK(t—Fh,s—Fk)x—K(t,s+k)x“

m

- H (A(t +h) — Als + k))Tch(t +h—s—k)x

- <A(t) ~A(s+ k))TM(t s k>xH

m

< (At+h >s+kt+h_3_k)me
T VA
< (At+h ) (s+ k)~ s+k(t+h_8_k)A(S+k>me
h
+ |[(A®) - A+ w) / Als + B)Talt +7 = s = by dr|
0

Somit erhalten wir aus (P2) und der gleichgradigen Stetigkeit von (A(t)) refg i€
Abschétzung

HK(tJrh,erk:)x—K(t,erk;)xH

m

< Linl|

Torr(t+h—s—Fk)A(s+ k)x”

h
v 21\71/HA(erk)Ts+k(t+r+—s—k)x
0

dr

n

< LMMIh| - ||z|l, + 2MM,My|h| - |||
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Fiir den zweiten Term der rechten Seite von (4.33) ergibt sich die Abschétzung

HK(t, s+ k)r— K¢, s)x”

IA

IN

VAN

IN

<

m

(A(t) _A(s+ k))Ts+k(t s — k) — (A(t) . A(s))TS(t . s)xH

m

A(s) — A(s + k;))TM(t s k;)a:H

m

(
(A(t) - A(s)) (Ts+k(t s k) — Tt — s)x)
(
(

H?’TL

A(s) — A(s + k))A(s SR Ikt — 5 — k) A(s + k:):z:”

m

A(t) = A)) (Turslt = s = ya = Townlt = 5)2) |

(A(t) - A(s)) <T5+k(t — ) — Tt — s)x) H

m

LI

Toon(t — s — k)A(s + k:)xH

m

do

n

k
2M, / HA(S + k) sp(t —s—o)x
0

t—s

H (A(t) - A(s)) / %(Ts+k(0)TS(Z€ s 0)>xd0Hm

0

LMM|k| - |z|l. + 2M M, My|k| - ||z]|w

t—s

/ Toilo) (Als +8) — A(9)) Als) Tt — 5 — 0) A(s)r do

0

LMM|k| - 2|, + 2MM,Mslk| - ||@|lw + 2LM; MaM;Mo(B — a)lk| - ||z

oM,

n

Daraus folgt insgesamt, dass die Abbildung (¢, s) — K(t, s)x fiir jedes x € E stetig
ist. Wir betrachten nun fiir festes x € E die rekursiv definierte Folge

t
Kia(t, )z = /K(t,T)Kk(T,S>xdT, ke Ny
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mit
Ko(t,s)x = K(t,s)x

fur alle (t,s) € A und zeigen mittels Induktion, dass die Abbildungen (¢,s) —
K(t, s)x fur alle k € Ny in C(A, F) liegen. Fiir k£ = 0 haben wir dies schon nachge-
wiesen. Sei also (t,s) — K(t, s)z stetig. Dann sind die Familien

(K(t’ S)> a<s<t<f und (Kk (t, S)> a<s<t<f

gleichgradig stetig. Daher ist 7 +— K(t,7)Ky(7, s)x stetig, also insbesondere auf
jedem kompakten Intervall integrierbar. Somit ist die Abbildung

(t,s) — Kiii(t,s)x 2:/K(t,T)Kk(T,S){EdT (4.34)

wohldefiniert. Seinun 0.B.d.A. s <t,0< h,0 < k <t—sund (¢,s), (t+h,s+k) € A.
Dann erhalten wir die Abschétzung

t+h ¢
/K(t+h,T)Kk(T,S+kZ)ZL’dT—/K(t,T)Kk(T,S).TdT
s+k S

m

¢ t
< /K(t—i—h,T)Kk(T,S—f—k)[EdT— /K(t,T)Kk(T,S)ZL‘dT

s+k s+k m
t+h stk
+ / K(t+ h,7)Kg(r,s + k)xdr| + / K(t,7)Ky (7, s)xdr
t m S m

IN

t
/ K(t+ h,T) (Kk(T, s+ k) — Ki(r, S))ZEdT
s+k m
t

+ / (K(t +h,T)— K(t,T))Kk(T, s)xdr + C’(|h| + |k|)||x||n,

s+k m

wobei die gleichgradige Stetigkeit der beiden Familien

<K(t, s)) . und (Kk(t, s)>
a<ls<t<pg a<s<t<p



KAPITEL 4. LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

die Existenz der Konstanten C' > 0 sicherstellt. Ferner gilt

/ K(t+ h,T) (Kk(T,S + k) — Ki(r, S))[EdT
stk m

t

+ /(K(t—i—h,T)—K(t,T))Kk(T,s)xdT
s+k m

IN

dr

n

c/ H(Kk(r,s—l—k) —Kk(T,s))x

s+k

t

s+k

t

s+k

IN

dr

n

C’/H(Kk(T,S—l—k:)—Kk(T,s)>x

s+k

t
vl ||

s+k

_|_

T.(t+h—71)A(T)Ki(T, s)me dr

t

147

+ / (At + 1) = AW ) AG) Tt + b — ) A() K, ) dr

m

s | [ (a0 - 40) (Tt + b= 7) - T - 1)) Kl s)adr

m

+ / (A(t) — A(T)) /A(T)TT(L‘ + 7 — 1)Ky (7, s)xdr’ dr

s+k

IN

dr

n

C’/H(Kk(T,S—i-k:)—Kk(T,s))x

s+k

m

+ (B=a)CLMM|h|-||z]lw + 2(8 — ) CMM,Ms|h| - ||z].

Aus der gleichméBigen Stetigkeit der Abbildung (¢, s) — K(t, s)z auf A folgt nun

t+h t

s+k

/K(t+h,T)Kk(T,S+k)IdT—/K(t,T)Kk(T,S)ZL’dT — 0

m



KAPITEL 4. LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 148

fiir (h, k) — 0. Somit haben wir nachgewiesen, dass die Abbildung
t
(t,s) +— Kiu(t,s)z = /K(t, T)Ky(7,s)xdr
stetig ist. Wir beweisen nun, dass die Reihe

(t,s) — Z Ki(t,s)x

in C(A, E) konvergiert. Dazu zeigen wir zunécht mittels Induktion, dass fir jedes
n € N Konstanten L > 0 und M > 0 existieren mit

(L) (¢ = )"l
<
n k!
fir alle x € F, alle k € Ny und alle (¢,s) € A. Fiir k = 0 erhalten wir

(4.35)

HKk(t, s)x

HKO(t,s)x

< H <A(t) - A(s))Ts(t — 8

n n

< H (A(t) - A(s))A(s)_lA(s)Ts(t —8)z

n

< Llt- s]HA(s)Ts(t gy

n

M|zl
|t — 5]

Sei nun (4.35) fur ein k£ € Ny erfiillt. Dann gilt

< Lit—s| = LM||z|,.

n

HKkH(t,s)x’n = H/K(t,T)Kk(T,S):L‘dT

/ B k+1
— — (LM — ),
< LM/ ‘K}c(T,S)ZL’ dr < LM/( A) (;' s)" x| ir

@) el | _ () (- ) al
= T/(T—S)de— (k+1)' )

S

d.h., die Ungleichung (4.35) ist auch fiir £ 4+ 1 und somit fiir alle £ € Ny erfiillt.
Daraus folgt, dass fiir jedes n € N Konstanten L > 0 und M > 0 existieren, so dass
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die Abschétzung

(L) (8 — )|,

Kkl = sup | Kt s)a]| < g (4.36)
(t,s)eA n |
fiir alle x € E und alle £ € Ny gilt. Daher konvergiert die Reihe
Z Ki(t,s)x =: R(t,s)x (4.37)
k=0

in C(A, E), d.h., die Reihe konvergiert gleichmafiig und ihr Grenzwert (t,s) —
R(t,s)x ist stetig. Nach dem Satz von Banach/Steinhaus 1.2.2 ist die Abbildun-
gen x — R(t,s)x fur alle (¢,s) € A stetig und linear. Ferner gilt nach (4.35) die
Abschétzung

|R(t, s)z||, = ZKHS
00 k+1
L t — )z, A
Z <,€. 1 ” = LMz,
k=0 ’

fir alle z € F und alle (t,s) € A. Somit liefert Definition (4.37) eine stark ste-
tige Familie von stetigen linearen Operatoren. Aus Definition (4.34) erhalten wir
weiterhin die Identitét

K(t, s)x—l—/K(t,T)R(T,s)xdT

= Kg(t,s)—}-/K(t,T)ZKk(T,S)ZL‘dT
? k=0

= Kot S)+Z/K(t,T)Kk(T,8)ZL‘dT

= Kolt, 8)+i[(k(t,s)x = R(t,s)x,

k=1

d.h., die Familie (R(t, ist eine Losung! der Integralgleichnug (4.32).

S>) a<s<t<p

!Die Eindeutigkeit von (R(t, s))
aus der Eindeutigkeit von (U(t, s)

a<s<t<p’ die im Weiteren nicht benutzt wird, folgt nachtraglich

)a<s<t<ﬁ
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Schritt 3: Ausgehend von Gleichung (4.32) definiert man
t
Ut,s)x = Ts(t—s)x + /Tf(t—T>R(T, s)xdr

fur alle € F und alle (¢,s) € A. Wir zeigen nun, dass die Abbildung ¢ — U(t, s)z

die Gleichung
0

o Uts)e = AQU(ts)z, Uls,s)ir =1 (4.38)

erfiillt. Dazu bestimmen wir zunéchst die Ableitung der Abbildung
t
0 — /TT(Q —7)R(7, s)x dr.

Sei 0.B.d.A. 0 < h <t —s. Dann gilt

t t

/TT(Q +h—T7)R(7,s)xdr — /TT(Q —7)R(7,s)x dr

S S

- /A(T)TT(Q —7)R(7,s)xdr

s m

= % //A(T) (TT(Q +7—7)=T.(0 — T))R(T, s)xdr'dr

m

t h 7
1
- E///A(T)QTT(Q—{—T”—T)R(T,S)l’dT”dT/dT
s 0 O

— — t h T
¢ ATl [ [ ] e gy
s 0 O
 LMM,MyM|z|, ( (XM= — 1)p2
h 2LM
MM, My(eXM@=8) — 1)|1z]|,,
fiir b — 0, d.h.
8 t t
2 / To(0 — 7)R(r, )z dr — / A(F)TL(0 — 7)R(r, s)z dr.

S S
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Daraus folgt

0
aU(t, s)x

= A(s)Ts(t —s)z + R(t,s)x + /A(T)TT(t—T)R(T, s)xdr

— ADU(, s)z — <A(t)—A(s)>Ts(t—s)x

t

_ /(A(t) — A(r)>TT(t —7)R(7,s)xdr + R(t,s)x

= A)U(t,s)x.

Somit ist ¢t — U(t, s)x fiir jedes x € E eine Losung von (4.38). Ferner erhalten wir
die Abschétzung

¢
HU(t,s)a: = ||Ts(t —s)xr + /TT(t—T)R(T,s)$dT
t
< e —s2| + /‘TT(t—T)R(T,s)x dr
t
< Mzl + LMZ\//THxHH/eLM(TS) dr (4.39)
/\ eLZ\//T(tfs) -1 LM\(af,B)
= Mlzlln + LMM|z|lp———=—=— = Me {1
LM

fir alle z € E und alle n € N. D.h., die Familie (U(t, S))a<s<t<ﬂ ist insbeson-

dere gleichgradig stetig. Bevor wir mit Schritt 4 fortfahren, zeigen wir noch, dass
(U(t’s))a<s<t<ﬁ auch stark stetig ist. Sei 0.B.d.A. s < t und seien |h| < t — s,
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|k| <t—sund (t + h,s+ k) € A. Dann gilt

HU(t Y hs+k) - U s)xH

< U(t+h,s+k)—U(t,s+k)xH +HU(t,s+k)—U(t,s)xH

h
— /agU(t—l-T,S—i-k)l’dTH + “U(t,s—l—k)—U(t,S)ﬂUH
T m

m

m

h
= /A(t+T)U(t+T,s+k:)xdTHm + “U(t,s+/€) —U(t,s)xH

— B[ MMFME=|g]l, + HU(t, s+ k) — U(t,s)x“
fir alle z € E. Da die Abbildung s — U(t, s)x fiir jedes x € E und jedes t €
[a, (] stetig ist, folgt aus der obigen Abschitzung die starke Stetigkeit der Familie
(U, 5))agsgt§,@ und somit auch die starke Stetigkeit von (A(t)U(t, S>)a§s§t§,@'
Schritt 4: Wir kommen nun zur Eindeutigkeit der Losungsfamilie (U(t,s)) co<t<p’
Dazu zeigen wir zunéchst, dass es eine Familie (V(t, s))a <s<t<p VYOI stetigen linearen
Operatoren gibt, die die Gleichung -

gV(t, slx = =V(t,5)A(s)z, V(t,t)r==x (4.40)
s
fiir alle v € E erfiillt. Daraus werden wir leicht die Eindeutigkeit von (U(Z, s))

a<s<t<p
und die Identitat

Ult,s) = VI(t,s9)

fiir alle « < s < t < 3 erhalten. Ahnlich wie in Teil 1 benutzen wir fiir (V(t, s))

a<s<t<p
den Ansatz

V(t,s)x = Ti(t—s)x + /Q(t,T)TS<T—S)$ dr.
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Daraus folgt durch rein formales Differenzieren

0= %V(t, s)x + V(t,s)A(s)z

= %Ts(t—s)x — Q(t,s)xr + /Q(t,T)%TS(T—S)ZL‘dT

+ Ti(t—s)A(s)x + /Q(t,T)TS(T —s5)A(s)xdr

— (%+%>Ts(t—s)x + /Q(t,7)<%+%>Ts<7—_s)xdT‘

Somit erhalten wir fiir die Familie (Q(t, 5)) die Integralgleichung

a<s<t<f

Q(t,s)x = H(t,s)r + /Q(t,T)H(T,S)xdT (4.41)

mit 9 9

H(t,s)x := <$ + E)Ts(t —s)x
fiir alle x € EF und alle a < s < t < 3. Wir zeigen nun wie in Teil 1, dass sich
(4.41) mittels sukzessiver Approximation losen ldsst. Dazu miissen wir zuerst die
Abbildung (t,s) — H(t,s)r etwas genauer untersuchen. Sei 0.B.d.A. s < t und
(t,s + k) € A. Dann gilt

Toip(t —s —k)x —Ty(t — s)x

il

k
/A(s + k)T (t —s —o)xdo
0

+ % / 6% <T3+k(0 — 5)Ts(t — O')I) do
— _% /A(s + k)T sy (t —s—o)rdo
N % / Too(o = )(A(s + k) = A(s)2) To(t — o)z do
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Aus der gleichgradigen Stetigkeit von (Ts(t))
dungen s — A(s)x und (¢, s) — T,(t)z folgt

und der Stetigkeit der Abbil-

a<s<t<p

| =

k
/ A(s + ) Top(t — 5 — o)azdo — A(s)Tu(t — o)

fiir £ — 0. Fiir den zweiten Term in der obigen Gleichung erhalten wir aus der Dif-
ferenzierbarkeit von s — A(s)x sowie aus der starken bzw. gleichgradigen Stetigkeit
von (T4(t)) die Abschétzung

a<s<t<p

Tyri(o — S)A(s + ’2 — A(S)Ts(t — o)
< M H Afs + k}i - A(S)A(S)_lTS(t — 0)A(s)x
< MPL||A(s)all < MEML|a],

)

fir alle z € E und alle (¢, s + k)

A(s+ k) — A(s)
k

fiir £ — 0. Somit folgt aus dem Satz von Lebesgue 2.1.15 die Aussage

€ A. Ferner gilt

Toir(o—s) Tyt —o)xr — Tio—s)A(s)Ts(t — o)z

t
1

P [ Tsto = 9) (Al + 1) - AG)) Tt - o) do

. / (o — $)A'(s)T(t — o) do

fiir £ — 0. Damit ergeben sich die Darstellungen

t

%Ts(t —s)x = —A(s)Ts(t—s) + /Ts(a —85)A'(s)Ty(t — o) do
und
H(t,s)x = (% + %)Ts(t —S)x

(4.42)

t

= /Ts(a — s)A'(8)Ts(t — o) do

S
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fiir alle z € E. Aus (4.42) erhélt man nun leicht die Stetigkeit der Abbildung (¢, s) —
H(t,s)x fir jedes € E. Wir betrachten nun, &hnlich wie in Teil 1, die rekursiv
definierte Folge

t
Hen(ts)z = / Hy(t, 7 H(r, )z dr, k€ N, (4.43)

mit
Ho(t,s)x = H(t,s)z
fur alle z € F und alle (t,s) € A. Offensichtlich liefert die obige Definition eine

Folge von Abbildungen in C(A, E). Wir zeigen nun mittels Induktion, dass fiir jedes
n € N ein C' > 0 existiert mit

o O )l
no k!

HHk(t, s)z (4.44)

fiir alle z € E, alle k € Ny und alle (¢,s) € A. Fiir k = 0 erhalten wir aus der obigen
Rechnung

t

/ Tk — )2+ ’2 — A 1 4~ o) do

< / Ton(o — 520+ ’2 —AG) 4(5) ATt — o) do
+ / Toir(o — S)A(S i k; — A(S)A(s)_lA(s)Ts(t —o)rdo

2

t+s

< LM /QHA(S)TS(t —o)z| do

n

t
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t+s

< LMJ\?Han/ t_lada + Ts+k(t—s>z‘1(s+k¢;—A(S),q(s)—lx
t—s\A(s+ k) — A(s N t—s
+ TS*’“( 2 ) ( 13; ()A(S> 1T5< 2 )‘T

A(s + k) — A(s)
k

A(8) ' Ty(t — o)z do

t
+ A(s + k)Tsix (0 — s)

t+
2

n

< LMM|z|, + LM|z|, + LM?|z|, + LMM)|z,

fir alle x € F und alle (t,s), (t,s + k) € A. Daraus folgt

t

/ (o — ) A(s)Tu(t — o) do

S

HH(t,s)x

< Cllzln

n

n

mit .
C:=LMQ2M +1+ M).

Damit ist (4.44) fir k£ = 0 gezeigt. Der restliche Induktionbeweis kann vollig analog
zu Teil 1 gefithrt werden. Aus Abschétzung (4.44) folgt nun, dass die Reihe

(t,s) — Z Hi(t,s)xr = Q(t,s)x (4.45)
k=0
fiir jedes x € F gleichméBig gegen eine stetige Abbildung (¢, s) — Q(t, s)z konver-
giert und dass fiir alle n € N ein C' > 0 existiert mit
1Q(t, s)zlln < Ce“I |z,

fiir alle z € F und alle (¢,s) € A. Somit erhalten wir mittels Definition (4.45) eine

stark stetige Familie (R(t, s)) (tsyea VOu stetigen linearen Abbildungen. Ferner folgt
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aus Definition (4.43) die Identitét

H(t, s)x+/Q(t,T)H(T, s)xdr
= Ho(t,$)+/ZHk(t,T)H(T, s)xdr

= Ho(t,s)+ ) / Ky(t, 7)K (7, s)x dr

= Hy(t, S)—FZHk(t, s)x = Q(t, s)x,
k=1

d.h., die Familie (Q(t,9)) .., ,5

definieren nun die Familie (V(t,s)) _ _,_ 5 mittels

ist eine Losung der Integralgleichnug (4.41). Wir

V(t,s)x = Ts(t—s)x + /Q(t,T)TS(T—S)xdT.

Dann folgt aus der starken bzw. gleichgradigen Stetigkeit von (Q(t, 3)) nd

(To(t —

a<s<t<p U

S))aSSStS,@ die Differenzierbarkeit von s — V/(¢,s) und es gilt

0
%V(t, s)x

= %Ts(t—s)x — Q(t,s)x + /Q(t,T)%TS(T—S)xdT

= —V(t,s)A(s)x + (% + %)Ts(t —S)x

+ /Q(t,r)(% +§T>TS(T—S)$dT —Q(t, 8)x

= =V(t,s)A(s)z,

d.h., s — V(t, s)x ist fiir jedes x € E eine Losung von (4.40). Damit kénnen wir nun
leicht die eindeutige Losbarkeit von (4.38) zeigen. Sei ¢ : [s, 5] — E eine Losung
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von (4.38), so gilt
((%V(t,a)go(a) = —V(t,0)A(o)p(o) + V(t,0)A(0)p(c) = 0.

Daraus folgt ¢(t) = V (¢, s)z, d.h., (4.38) ist eindeutig losbar. Daher erhalten wir
aus Teil 3 folgende Aussagen:

(i) U(t,s)xr =V (t,s)z fir alle x € F und alle a < s <t < .

(ii) %U(t, s)x = —=U(t,s)A(s)z fiir alle x € EFund alle « < s <t < 3.
(i) U(t,s)U(s,r)x = U(t,r) fir alle x € Eund alle « < r < s <t < f3, denn es
gilt
0
a(U(t,s)U(S,T)x) =0

firalle a <r <s<t<pg.

Somit haben wir insgesamt nachgewiesen, dass (U (t, s)) die Eigenschaften

(a)—(c) erfiillt.

a<s<t<f

Schritt 5: Wir miissen abschlieBend noch zeigen, dass
t
®,(z) = U(t,s)r + /U(t,T)b(T) dr

die eindeutig Losung der inhomogenen Gleichung darstellt. Die Eindeutigkeit von
®, ;(x) folgt unmittelbar aus der eindeutigen Losbarkeit der homogenen Gleichung.
Ferner erhélt man die Differenzierbarkeit der Abbildung

tH/U(t,T)b(T) dr

und ihre Ableitung

t t

/ Ut n)b(r)dr = A(t) / Ut 1)b(r) dr + b(t)

S S

9
ot

wie in Satz 4.1.1. Somit gilt

%cpt,scc) = ADU®E,s)z + A(t) / U(t,)b(r)dr + b(t)

s

= A(t)Pis(x) + b(t),
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d.h., ®; s(x) ist die eindeutig bestimmte Losung der inhomogenen Gleichung. Zum
Beweis der Abschétzungen (4.25) und (4.28) miissen wir beachten, dass wir durch
den Ubergang von (A(t))te[aﬂ] zu (A(t) — @I)te[aﬂ] mit @ > w 0.B.d.A. annehmen
konnten, dass die Abschatzungen (4.29) bis (4.31) erfiillt sind. Man kann jedoch
leicht zeigen, dass (e “(=9U(t, s)) genau dann das eindeutige zu (A(t) —

) et a<s<t<p
(A(t)) _ zugehorige Evolutionssystem ist. Daher gilt nach (4.39) fiir © > w und
jedes n € N die Abschéitzung

a<s<t<B

zugehdrige Evolutionssystem ist, wenn (U (¢, s)) das eindeutige zu

t

/U(t, 7)b(T)dr

s

1®es (@)l < U s)2]ln +

t
< M (g, [ @I ()], dr)

S

fir alle x € F und alle a < s < t < (. Somit ist der Beweis von Satz 4.2.2
vollsténdig. ]

Bemerkung 4.2.4. (a) Der Beweis des obigen Satzes orientiert sich vorwiegend
an den Artikeln [Tan59, Tan60b, Tan60a, KT62] von H. Tanabe und H. Kato
sowie an [Paz83, Ch. 5, Thm. 6.1]. Jedoch behandeln alle genannten Arbeiten
nur den Banachraumfall.

(b) Die stetige Differenzierbarkeit der Abbildung s +— Ty(t — s)z, die wir mittels
der Identitét

Toin(t —s) —Ty(t — s)

t—s

— /Ts+h(0) (A(s +h)— A(s))Ts(t —s—o)rdo

0
gezeigt haben, kann man auch aus der Integraldarstellung

1
Ts(t—s) = Tm/ek(t_s)R(A,A(s))xd)\
'

und aus der stetigen Differenzierbarkeit der Abbildung ¢ — R(\, A(t))x erhal-
ten [siche Folgerung 3.2.2].
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(c) Die Abschitzungen (4.35) und (4.44) zeigen, dass man die Abbildungen z —
K(t, s)z und x — H(t, s)x zu stetigen linearen Abbildungen von E, nach E,,

fortsetzen kann. Dabei bezeichne E die Vervollstindigung von F beziiglich

|| - || Somit konvergieren die Folgen (Ki(t,s)),  und (Hy(t,s)), . auch in

keN keN

den Banachriumen L(E,,).
(d) Die Gleichung

0

%U(t’ s)lx = —=U(t,s)A(s)

bezeichnet man auch als die zu (4.38) adjungierte oder duale Gleichung, denn
die Abbildung s — U*(t, s)y* liefert offensichtlich eine Losung des Anfangs-
wertproblems

yls) = —A(s)y(s), y() =y" s<t.

Somit ist die Beweisidee, die Eindeutigkeit von (4.38) mittels der Existenz einer
Losung von (4.40) zu zeigen, eine abstrakte Version des Satzes von Holmgren
[siehe [LS94, Thm. 10a/b]]. Alternativ kann man die eindeutige Losbarkeit von
(4.38) auch mittels [Lun95, Lemma 6.1.2] zeigen.

Folgerung 4.2.4. Sei (A(t))te[a 00)

und sei b € C([a, ), E). Ferner existiere ein Fundamentalsystem (| - ||, )neN, s0
dass die folgenden Bedingungen erfillt sind:

eine Familie von stetigen linearen Operatoren

(P1") Fir jedes kompakte Teilintervall [, 3] C [a, 00) ist die Voraussetzung (P1)
aus Satz 4.2.2 erfillt.

(P2') Fir jedes kompakte Teilintervall [, 3] C [a,00) ist die Voraussetzung (P2)
aus Satz 4.2.2 erfillt.

(P3) Die Abbildung t — A(t)x ist fiir jedes x € E stetig differenzierbar.

Dann existiert genau eine stark differenzierbare Evolutionsfamilie (U (t, s))
mit den folgenden Eigenschaften:

a<s<t<oo

(a) Die Familie (U(t, 3))a§s§t<oo ist lokal gleichgradig stetig, d.h., fir jedes § > «
und jedes m € N existiert ein M > und ein n € N mit

1T, s)allm < M|z

fiir alle x € E und alle a < s <t < f3.
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(b) Die Abbildungen t — U(t,s)x und s — U(t,s)z erfillen die Gleichungen

0
5 U s)e = AQU(E s)z, Uls,s)z =

und 5
a—U(t, s)x ==U(t,s)A(s)z, U(t,t)xr ==z
s

fir alle a < s <t < o0

(¢) Die Familie (U(t, s))
milie.

ist die zu (A(t))

zugehorige Evolutionsfa-

a<s<t<oo t€]a,00)

(d) Das Anfangswertproblem
z(t) = A(t)xz(t)+b(t), z(s)=z, t>s

besitzt fir jedes v € E und jedes s € [a,00) eine eindeutige Losung t — @ s(x)
mat der Darstellung

t

D, (z) = U(t,S)JI+/U(t,T)b(T)dT.

S

Ferner existiert fir jedes 3 > o und jedes m € N ein M > 0 und einn € N
mit

t
e (@)l < M ||x||n+/||b(7)||ndf

fir alle x € E und alle a < s <t < (5.

Falls ferner die Abschitzungen in (P1) und (P2) aus Satz 4.2.2 auf ganz [a, 00)
erfiillt sind, so evistieren zusdtzlich fiir @ > w und jedes n € N Konstanten M > 0
und M > 0, so dass die folgenden Ungleichungen erfillt sind:

(a') Fiir alle x € E und alle o < s <t < 0o gilt
(U )l < MeCHEDE)|g|,. (4.46)

(d") Fiir alle x € E und alle a < s <t < oo gilt

P15 () |n
(4.47)

t
< M (g, [ oI ()], dr).

S
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Beweis: Existenz und Eindeutigkeit von (U(t, s))a csctooo [Olgen analog zu Folge-
rung 4.2.2 aus Satz 4.2.2. Die Abschiitzungen (4.46) und (4.47) erhilt man dagegen
unmittelbar aus (4.25) bzw. (4.28). [

Folgerung 4.2.5. Se: (A(t))te[a 00) eine Familie von stetigen linearen Operatoren

und sei b € Ck([oz, 00), E), k € N. Ferner existiere ein Fundamentalsystem, so dass
die folgenden Bedingungen erfillt sind:

(P1") Fir jedes kompakte Teilintervall [, 3] C [a, 00) ist die Voraussetzung (P1)
aus Satz 4.2.2 erfillt.

(P2') Fir jedes kompakte Teilintervall [, 3] C [a, 00) ist die Voraussetzung (P2)
aus Satz 4.2.2 erfillt.

(P3) Die Abbildung t — A(t)x ist fir jedes x € E k-fach stetig differenzierbar.

Dann existiert genau eine stark differenzierbare FEvolutionsfamilie (U(t, 3))a<s<t<oo
mit den Figenschaften (a)-(c) aus Folgerung 4.2.4. Ferner gilt: o

(d") Die Abbildung ® : {(t,s) € [, 0) X [ar, 00) ’ t>s} x E— F definiert durch

O, (z) = Ult,s)r + /U(t,T)b(T)dT

S

ist die eindeutige Losung des Anfangswertproblems
z(t) = A(t)z(t) +b(t). z(s)==z, t>s (4.48)

Ferner ist ® (k + 1)-fach stetig differenzierbar und es gilt

L -1 ‘ ol-1-J .
5a%ua(r) = > AO@) 5 Pes(®) + 0D,
7=0

o -1 o ' -1 i ‘
_ — - (=1=7)p — - (I=1-j)
5 2es(@) ;asjlf(t,s)m(s) x ;asjlf(t,s)b (5),
Y Ult,s)h fir =1
%q)ns(x)h =

0 fur 1> 2.

fir alle 1 <1< k+1.
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Beweis: Nach Folgerung 4.2.4 existiert eine eindeutig bestimmte Evolutionsfamilie
(U(t,s)) coe 1o, it den Eigenschaften (a)-(c). Ferner erhalten wir aus Folgerung
4.2.4(d),dass die Abbildung ¢ — ®; ,(x) die eindeutige Losung des Anfangswertpro-
blems 4.48 ist. Somit miissen wir nur noch die (k+1)-fache stetige Differenzierbarkeit
zeigen. Aus Satz 4.2.2 bzw. Folgerung 4.2.4 folgt

0
—U(t,s)z = A)U(t,s)x
ot
und 5
gU(t, s)x = —U(t,s)A(s)x.
fiir alle @ < s <t < 0o. Somit ergibt sich die Behauptung leicht mittels Induktion.

Folgerung 4.2.6. Se: (A(t))te[a g eine Familie von stetigen linearen Operatoren

und sei b € C([a, B, E). Ferner ezistiere ein Fundamentalsystem (| - Hn)neN, 50
dass die folgenden Bedingungen erfillt sind:

(P1") Es existiert ein Sektor A C C, so dass fir jedes t € [a, 3] der Operator
A(t) der infinitesimale Generator einer sektoriell analytischen CZ, - Halbgruppe

(Tt(z))zer 1st. Ferner gibt es ein w > 0, so dass fiir jedes n € N ein M > 0
existiert mat

fiir alle x € E und alle z € A.

T < Me™sal,

(P2") Es existiert ein A > w, so dass X € p(A(s)) fir alle s € |, B]. Ferner existiert
fiir jedes n € N ein L > 0 mat

|4 - a@) RO A@)a| < Lit =1+l

fir alle x € E und alle t,t';s € [, f].
(P3) Die Abbildung t — A(t)x ist fir jedes x € E stetig differenzierbar.

Dann existiert genau eine stark differenzierbare Evolutionsfamilie (U(t, s))

die Eigenschaften (a)-(d) aus Satz 4.2.2 erfillt.

a<s<t<p’

Beweis: Nach Satz 4.2.2 geniigt es zu zeigen, dass (P1”) und (P2”) die Voraus-
setzungen (P1) bzw. (P2) implizieren. Dies folgt aber unmittelbar aus Satz 3.2.2.
|



Kapitel 5

Existenz- und Eindeutigkeitssitze
in zahmen Fréchetriumen

Im Mittelpunkt dieses Kapitels stehen zwei Existenz- und Eindeutigkeitssétze fiir
nichtlineare, gewodhnliche Differentialgleichungen in Fréchetrdumen. Obwohl beide
Séatze nicht in beliebigen, sondern nur in sogenannten zahmen Fréchetraumen giiltig
sind, ist ihr potentieller Anwendungsbereich trotzdem sehr umfangreich, wie die Bei-
spiele zahmer Fréchetraume in Kapitel 5.1 zeigen. Insbesondere liefern sie Existenz-
und Eindeutigkeitsaussagen fiir gewisse nichtlineare, partielle Differentialgleichun-
gen [siche Kapitel 6].

Bevor wir jedoch in Abschnitt 5.2 zur exakten Formulierung der Ergebnisse und
deren Beweise kommen, wollen wir zunéchst in Abschnitt 5.1 die Klasse der zahmen
Fréchetraume néher untersuchen.

5.1 Zahme Fréchetriaume

Im folgenden Abschnitt stellen wir die grundlegenden Definitionen und Eigenschaf-
ten zahmer Fréchetraume und deren Abbildungen zusammen. Dabei haben wir uns
vorwiegend an der exzellenten Arbeit [Ham82] von R.S. Hamilton orientiert. Einen
etwas anderen Zugang findet man bei Sergeraert [Ser72|. Beide Artikel basieren auf
den Pionierarbeiten von J. Nash und J. Moser. Weitere Literatur zum Thema zahme
Fréchetrdume sind z.B. in [LZ79] und [Dub82].
Definition 5.1.1. (a) Sei E ein beliebiger Fréchetraum und sei (|- ||”>n6N ein mo-
noton wachsendes Fundamentalsystem. Das Paar (E (Il ”")neN) bezeichnen

wir als graduierten Fréchetraum.

(b) Zwei monoton wachsende Fundamentalsysteme (|| - H”)neN und (||| - “‘")nEN
von E heiflen zahm dquivalent vom Grad r € Z zur Basis b € N, wenn fiir alle

164
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n > b Konstanten M und M’ existieren, so dass die Abschéitzungen
zlln < M{l|zllner und - llzflln < Mzflne

fiir alle z € F erfiillt sind.

Konvention:

Damit im Weiteren die Notation nicht zu schwerféllig wird, unterdriicken wir bei der
Bezeichnung eines graduierten Fréchetraums, sofern keine Missversténdnisse auftre-
ten konnen, die Angabe des zugehorigen Fundamentalsystems, d.h., wir schreiben

nur E statt (E (I - ||n)n€N).

Definition 5.1.2. (a) Seien E und F' graduierte Fréchetrdume. Dann heifit eine
lineare Abbildung A : E — F zahm vom Grad r € Z zur Basis b € N, wenn
es zu jedem n > b ein M > 0 gibt, so dass die Abschéitzung

[Az, < Mlz|nr
fiir alle z € E erfiillt ist.

(b) Zwei graduierte Fréchetraume E und F heilen zahm isomorph vom Grad r € Z
zur Basis b € N, wenn es einen Isomorphismus [ : £ — F gibt, so dass I und
I~ zahm vom Grad r € Z zur Basis b € N sind.

Bemerkung 5.1.1. (a) Jede zahme lineare Abbildung ist offensichtlich nach Satz
1.2.1 auch stetig.

(b) Die Komposition von zahmen linearen Abbildungen ist wieder zahm.

(c) Man beachte, dass auf einem ,echten“ Fréchetraum, d.h. ein Fréchetraum
der kein Banachraum ist, immer monoton steigende Fundamentalsysteme exi-
stieren, die nicht zahm #quivalent sind, z.B. sind die Fundamentalsysteme
(]| - H”)neN und (| - Hgn)neN nicht zahm dquivalent. Somit sind die graduierten

Fréchetrédume (E, (I - ””)neN> und (E, (I - Hgn)neN) nicht zahm isomorph.
Allgemein gilt:

Die Fundamentalsysteme (]| - H”)neN und (|| - ‘H”)nGN sind genau dann zahm
dquivalent, wenn die Identitdt

L (B (1)) = (25 O 1) )

ein zahmer Isomorphismus ist.

Die folgenden Beispiele sollen dem Leser die obigen Begriffe etwas veranschaulichen.
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Beispiel 5.1.1. Sei £ := ) (C) der Raum aller schnell fallenden Folgen in C, d.h.,
> (C) := {x cCN ) Zk"kz:k\ < oo fiir alle n € N}.

k=1

Die Fundamentalsysteme (]| - Hpm)neN mit

|2lln = > K"|axl, fir p=1
k=1

(o) 1/p
el = (Zk”ﬂxk\p) i 1<p<oo

k=1
|2]|comn = supk”|zi|, fir p=o0
keN
sind zahm &quivalent, denn es gilt
[Zlloon < NZllpn < llzllin < M[2llcont2

fiir alle v € £ mit M :=>"° k™2 < oo.

Beispiel 5.1.2. Sei F := CY der Raum aller komplexen Folgen. Dann sind die

Fundamentalsysteme (|| : ||p,n)nEN mit
n
[zllin = Z x|, fir p=1
k=1
n 1/p
[Zllpn = (Z |xk|p> , fir 1<p<oo
k=1
[2]|con = sup |zgf, fiir p=o0
1<k<n

zahm &quivalent vom Grad r = 0 zur Basis b = 1, denn es gilt

[£lloon < NlZllpm < [[2llin < nll2lcon

fir alle x € E.

Beispiel 5.1.3. Sei M eine r-dimensionale, kompakte, orientierbare C*°-Mannig-
faltigkeit (mit oder ohne Rand), g eine Riemannsche Metrik auf M und D die zu g zu-
gehorige kovariante Ableitung auf M [siehe z.B. [Lan95]]. Ferner sei £ := C*(M,R)
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der Raum aller C*°-Abbildungen von M nach R. Dann betrachten wir auf E die

Fundamentalsysteme (|| - Hp,n)neNo, definiert durch

n 1/p
1l = <Z / HD’“fII”Idwg\> Cfir 1<p<oo

k=0

1l = Il = max (sup [DFF@)]), fir p=oo.
0<k<n \ zeis

Dabei bezeichne D* die k-te kovariante Ableitung und dw, die eindeutig durch g
bestimmte Volumenform auf M. Sei ¢ : U — V C R" eine Karte von M. Aus
dem Sobolevschen Einbettungsatz [siehe z.B. [Ada75, Th. 5.4] folgen die lokalen
Abschéatzungen

[flolln < Myl flullpn < Moollflulleon < Millflullinsr-

Daraus erhalten wir mit Hilfe einer geeigneten Partition der Eins die globalen
Abschéatzungen

”f”l,n < M;/aHpr,n < Méo”fHOO,n < M{Huf”l,n-ﬁ-ra

d.h., die Fundamentalsysteme (|- ||, ) sind zahm dquivalent [vgl. [Ham82, Part

11, Ex. 1.1.4]].

n€Ng

Beispiel 5.1.4. Sei E := C>([0,1],R) der Raum aller C*°-Abbildungen von [0, 1]
nach R und sei F' der Raum aller geraden C*°-Abbildungen von [—1, 1] nach R, d.h.,

Fi= {1: e C*(]-1,1],R) ‘ () = a:(—t)}.

Ferner seien beide Réume mit dem Fundamentalsystem (|| - Hsupm)neND versehen.
Dann ist die Abbildung f : E — F, definiert durch f(z)(t) := x(t?), ein stetiger
Isomorphismus von E nach F' und es gilt mit geeigneten Konstanten M,, > 0 die
Abschétzung

1 (@) lsupn < Mo |2 sup.n

fir alle z € E. Somit ist f zahm vom Grad r = 0 zur Basis b = 0. Fiir die
Umkehrabbildung f~!: F — E, f~'(y)(t) = y(\/t) erhalten wir jedoch

Hf_l(y)HSUp,n < M,Hy”sulm?n

als bestmdogliche Abschiitzung, d.h., f=! ist nicht zahm. Daher folgt im Allgemeinen
aus der Zahmbheit von f nicht die Zahmheit von 1.
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Definition 5.1.3. Sei X ein beliebiger Banachraum. Dann bezeichnen wir mit
Y exp(X) den Raum aller exponentiell fallenden Folgen mit Werten in X, d.h.,

D exp(X) = {az c XN ‘ Ze”kakH < oo fiir alle n € N}.
k=1

Der Raum »__ (X) heifit der zu X zugehérige Standardraum.

Lemma 5.1.1.  (a) Der Standardraum ), (X) aus Definition 5.1.3, versehen
mit dem Fundamentalsystem

o
Izl = D e™faull, neN,

k=1
st ein graduierter Fréchetraum.

(b) Die Pundamentalsysteme (| - ||pn) definiert durch

neN’

o] 1/p
[#]lpn = (Zenkp’lﬂp) , Jir 1<p<oo
k=1

|#lloon = supe™fay|, fir p= oo,
keN

sind zahm dquivalent auf » . (X) und erfiillen die Abschitzungen
(2o < lZllpn < 2llin < M|2lloon
fiir alle x € Y (X) mit M =372 e
Beweis: Zu (a): Die Behauptung folgt unmittelbar aus der Vollstédndigkeit von X.

Zu (b): Die Abschétzungen ergeben sich aus den entsprechenden Ungleichungen fiir
die [,-Norm [vgl. Beispiel 5.1.1]. |

Definition 5.1.4. (a) Seien £ und F graduierte Fréchetrdume. Dann heifit £
ein zahmer, direkter Summand von F', wenn es zahme lineare Abbildungen
J:E— Fund L: F — E gibt mit LoJ =1L

(b) Ein Unterraum U eines graduierten Fréchetraums F heifit zahm spaltend, wenn
es eine zahme Projektion P : £ — FE auf U gibt, d.h., eine zahme lineare
Abbildung P : E — E mit P? = P und ImP = U.

Definition 5.1.5. Ein graduierter Fréchetraum E heifit zahm, wenn er ein zahmer

direkter Summand eines Standardraums »  (X) ist.
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Lemma 5.1.2. (a) FEin graduierter Fréchetraum ist genau dann zahm, wenn er
zahm isomorph zu einem zahm spaltenden Unterraum eines Standardraums
15t.

(b) FEin zahmer direkter Summand eines zahmen Fréchetraums ist zahm.
(¢) Das kartesische Produkt von endlich vielen zahmen Fréchetridumen ist zahm.

Beweis: Zu (a) ,=": Sei F' zahm und seien J : £ — > (X) sowie L :
ZBXP(X ) — FE die zugehorigen zahmen Abbildungen aus Definition 5.1.4. Dann
betrachten wir U := ImJ und P : F — E, P := J o L. Offensichtlich ist P eine
zahme Projektion auf U. Ferner sind J : £ — U und J~! = L|y zahm, d.h. E ist

zahm isomorph zu U.

Zu (a) ,«=": Sei E zahm isomorph zu U C > (X) mittels I : £ — U. Setze
JiE— 3 (X), J:i=Tund L:3 (X)— E, L:=1"0oP,wobei P eine zahme
Projektion auf U sei. Dann sind J und L zahm und es gilt Lo J =1L

Zu (b): Dies folgt unmittelbar aus Definition 5.1.4.

Zu (c): Offensichtlich geniigt es die Behauptung fiir zwei zahme Fréchetriume zu zei-
gen. Seien also £y und E, zahme direkte Summanden von - (X1) bzw. > (Xo).
Dann sieht man leicht, dass Ey x Ej ein zahmer direkter Summand von ) (X1) X
D ep(X2) = D0 (X1 x Xp) ist. Somit ist By x Ep zahm. [

Die Beispiele 5.1.4 bis 5.1.9 sollen verdeutlichen wie ,reichhaltig* die Klasse der
zahmen Fréchetrdume auch in Bezug auf Anwendungen ist.

Beispiel 5.1.5. Jeder Banachraum X ist ein zahmer Fréchetraum. Denn X ist
zahm isomorph zum Unterraum U := {z € >, (X) | ;= 0 fiir alle k£ > 1} und
U wiederum ist zahm spaltend.

exp

Beispiel 5.1.6. Sei (€2, .4, 1) ein Mafiraum, Y ein beliebiger Banachraum und « :
2 — [0, 00) eine nicht-negative, y-messbare Gewichtsfunktion. Ferner sei 1 < p < oo
und L°(€, u, Y, o) der Raum aller y-messbaren Abbildungen f: Q — Y mit

1/p
1 = ( / e"”O‘Hprdu) < o

Q

fiir alle n € Ny. Dann ist L;O(Q, i, Y, a) ein zahmer Fréchetraum. Dies sieht man
wie folgt. Man setze X := L,(, 1, Y") und

1 fir wea ' (kk+1))
Xk — R, Xe(w) =
0 fir wea'([kk+1)).
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Ferner definieren wir

J L (Y a) = 30 (X)), (k=X f

und
L . Zexp(X> — Lf(Q,IU,,Y, Oé) ( fk kEN) = ZX’“ fk

Damit erhalten wir mittels Lemma 5.1.1 die Abschétzungen

1/p
(Zen’w\u ||p>
o 1/p

< M(Ze”’” / Xk||f||pdu>
k=1 Q
1/p
< M( / e””"‘!lfH”du) = M| fllpm
Q
A=)
P Q

= (/HZe"axk fk
o k=l
< ;en<k+l>||fk||p = || (fen,

|70)

< MHJ(f)

bzw.

|£((ren)

ZXk Jr

IN

( / Tl

,n

d.h., die Abbildungen J und L sind zahm mit L o J = L. Somit ist Lo°(2, u, Y, a)
ein zahmer Fréchetraum. Als Spezialfall ergibt sich z.B., dass der Raum der schnell
fallenden Folgen » (C) aus Beispiel 5.1.1 zahm ist. Denn fiir die Wahl 2 = N

versehen mit dem ZdhlmaBl p, ¥ = C und a(w) = logw erhalten wir > (C) =
Ll(Nnuv]Raa)'

Beispiel 5.1.7. Sei C32(R) der Raum aller 2m-periodischen C*-Funktionen verse-
hen mit einem der Fundamentalsysteme aus Beispiel 5.1.3. Dann sieht man leicht
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mittels Fourier-Transformation, dass C32(R) und > (C) zahm isomorph sind [siehe
z.B. [MV92, Kap. III. Bsp. 29.5]]. Somit ist C32(R) ein zahmer Fréchetraum. Da
ferner C52(R) und C*°(S') zahm isomorph sind, ist auch C*°(S') zahm.

Sehr viel allgemeiner gilt:

Beispiel 5.1.8. Sei M eine endlich dimensionale, kompakte, orientierbare C>-
Mannigfaltigkeit (mit oder ohne Rand), g eine Riemannsche Metrik auf M und
D die zu g zugehorige kovariante Ableitung auf M [siche z.B. [Lan95|]. Ferner sei
C>®(M,R) der Fréchetraum aller C*°-Abbildungen aus Beispiel 5.1.3 und C° (M, R)

der abgeschlossene Unterraum
CX(M,R) = {f € C(M,R) | D¥ flons = 0 fiir alle k € No}.

Dann sind die beiden Rdume C*(M,R) und CF(M,R) zahm. Dies zeigt man,
indem man M in einen geeigneten R™ einbettet, die C*-Funktionen von M zu
C*>°-Funktionen mit kompaktem Trager auf ganz R™ fortsetzt und anschliefend
mittels Fourier-Transformation nach L{°(R™, A\, R, a)) abbildet. Dabei bezeichne A
das Lebesgue-Ma$l auf dem R™ und « : R™ — [0,00) sei definiert durch a(w) =
log(1+ |wl|). Die genaueren Details kann der Leser in [Ham82, Part II, Ch. 1.3] nach-
lesen. Dort findet man auch eine Verallgemeinerung auf beliebige Vektorraumbiindel
V iiber M, d.h., auch die Rdume C*(M, V') der glatten Schnitte von V iiber M sind
zahme Fréchetraume.

Beispiel 5.1.9. Sei H(C) der Raum aller ganzen Funktionen versehen mit dem
Fundamentalsystem

1/2
1flln = ( / |f(Z)|2d2) , ma=ce", neN
oDy,
Dann ist H(C) nach Lemma 5.1.1 vermdoge

(e 9]
f:ZGkafl = (k) ken
k=1

zahm isomorph zu »__(C) und somit ein zahmer Fréchetraum.

exp
Die beiden néchsten Beispiele sollen zeigen, dass nicht jeder wichtige Fréchetraum

notwendigerweise zahm ist.

Beispiel 5.1.10. Die Riume RY und C(R) aus den Beispielen 5.1.2 bzw. 3.1.2
versehen mit den Fundamentalsystemen

|z|ln, = max |zx], neN
1<k<n



KAPITEL 5. EXISTENZ- UND EINDEUTIGKEITSSATZE 172

und

[flln = sup|f(z)], neN

|z|<n

sind nicht zahm. Denn jeder zahme Fréchetraum besitzt nach Lemma 5.1.2 ein
monoton wachsendes Fundamentalsystem aus Normen. Somit existiert insbesondere
auf jedem zahmen Fréchetraum mindestens eine stetige Norm. Dies ist aber bei den
Riaumne RY und C(R) nicht der Fall.

Beispiel 5.1.11. Sei H(D) der Raum aller holomorphen Funktionen auf D. Dann
ist H(D) versehen mit dem Fundamentalsystem

[flln == sup [f(z)], neN

z|<1-2
n

ein graduierter Fréchetraum. H(ID) ist zahm isomorph zu

n

)
k=1

{a ceCl ’ Zr(kfl)\aﬂ <oofiraller,=1—=1 ne N},

d.h., zu einem Potenzreihenraum vom endlichen Typ [siehe [MV92, Kap. III, §29],
[Pie72]]. Beide Réume sind nicht zahm, da ihre Fundamentalsysteme nicht die Ei-
genschaft (DN) aus Lemma 5.1.3 erfiillen [siehe z.B. [MV92, Kap. III, Satz 29.3]].

Das folgende Lemma zeigt, dass das Fundamentalsystem eines zahmen Fréchetraums
starke Zusatzeigenschaften besitzt.

Lemma 5.1.3.  (a) Jeder zahme Fréchetraum E besitzt eine Familie (S(t)),., von

>0
Gléattungsoperatoren, d.h., eine Familie von stetigen, linearen Abbildungen mait

der folgenden FEigenschaft: Es existiert ein r € Ny und ein b € N, so dass die
Abschdtzungen (i) und (ii) erfillt sind.
(i) Fir alle m,n > b mit n > m existiert ein M > 0 mit
1Selln < Me® ™|z

fiir alle x € E und alle t > 0.

(ii) Fiir alle m,n > b mit n > m ezistiert ein M' > 0 mit
o = Sl < M|z o

fir alle x € E und alle t > 0.
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(b) Das Fundamentalsystem eines zahmen Fréchetraums E erfillt die verallgemei-
nerte Interpolationsungleichung, d.h., es existiert ein v € Ny und ein b € N,
so dass fiir alle [,m,n >b mitn > m >1 ein M > 0 existiert mit

(IPU) el < Mll=llisr 2l
fiir alle x € F.

(¢c) Das Fundamentalsystem eines zahmen Fréchetraums E besitzt eine dominie-
rende Norm,d.h., es gibt ein r € Ny und ein b € N, so dass fiir alle m > b ein
n € N und ein M > 0 existiert mit

ON)  l=llf, < Mzllorrll2]l
fiir alle x € E.

(d) Das Fundamentalsystem eines Standardraums ) . (X) erfillt die Aussagen
(a)-(c) fir r =0 und b = 0.

Beweis: Da nach Lemma 5.1.2 jeder zahme Fréchetraum zahm isomorph zu einem
zahm spaltenden Unterraum eines Standardraums ist, geniigt es die obigen Behaup-
tungen fiir Standardrdume zu zeigen.

Zu (a): Sei X ein beliebiger Banachraum und ) (X) der zugehérige Standardraum.

Ferner sei ¢ : R — [0, 1] eine C*-Funktion mit ¢(t) = 0 fiir ¢ < 0 und p(t) = 1 fir
t > 1. Wir definieren nun

(S(t)a:)k = o(t—k)zy, keN (5.1)

fiir alle z € 3, (X). Dann gilt fiir n > m > 0 die Abschitzung

00 [¢]
ISl = et — k)apl < > e [la|
k=1 k=1
[t] [t]
< Y o] < ey ey || < e,
k=1 k=1

fir alle z € )
Abschéatzung

(X) und alle ¢ > 0. Analog erhalten wir mit M’ := "™ die

exp

Hx_StIHm < M,e(m_n)tHIHm

fiir alle z € >, (X) und alle ¢ > 0. Somit liefert Definition (5.1) eine Familie von
Glattungsoperatoren mit den gewiinschten Eigenschaften.
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Zu (b): Aus Teil (a) erhalten wir fir 0 <1 < m < n die Abschitzung

[€llm < [[Sewllm + [l = Sezllm

< el M il < M (T e+ 0ol )

fir alle z € > (X) und alle t > 0. Fiir  # 0 wéahlen wir nun

exp

1
t = ——(loglz]ln — log |lz]).

Dann gilt

ol < () (D ] + o ] )

mﬁ J—
m=l m=ny 7l
i ) " EAN
= 0y | el + el
[l "\l

= @Ml

fiir alle z € >, (X) \ {0}. Daraus folgt unmittelbar die Behauptung, da fiir z = 0
die Interpolationsungleichnug in (b) offensichtlich erfiillt ist.

Zu (c): Sei m € N. Dann wéhlen wir [ = 0 und n = 2m. Aus der Interpolationsun-
gleichung aus Teil (b) folgt

(" < M) |2l 25,

fir alle z € > __(X). Somit gilt

exp
il < M)z loll]l2m
fir alle z € >° (X), d.h., > (X) besitzt die Eigenschaft (DN).

Zu (d): Siehe die Bemerkung zu Beginn des Beweises. [

Bemerkung 5.1.2. Die obige Eigenschaft, dass jeder zahme Fréchetraum eine Fa-
milie von Glattungsoperatoren besitzt, die im Beweis des Satzes von Nash/Moser
eine entscheidende Rolle spielt, wird in der Arbeit [Ser72] von P. Sergeraert zur De-
finition zahmer Fréchetrdume benutzt. Die Frage, ob die beiden Definitionen dqui-
valent sind, scheint nicht vollstandig geklart zu sein, wie der Artikel [Vog87] von D.
Vogt nahe legt.
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Definition 5.1.6. Seien F und F' graduierte Fréchetrdaume und sei U C E offen.

(a) Eine Abbildung f : U — F erfiillt eine zahme Abschditzung auf U vom Grad r
zur Basis b, wenn es Zahlen r € Z und b € Ny gibt, so dass fiir jedes n > b ein
M > 0 existiert mit

1@l < M1+ alni)
fiir alle z € U.

(b) Eine Abbildung f : U — E heifit zahm auf U, wenn f stetig ist und fiir jedes
x € U eine Umgebung U, C U existiert, so dass f eine zahme Abschitzung
auf U, erfillt.

(c) Sei k € NgU {oc}. Eine Abbildung f : U — E heifit k-fach zahm differen-
zierbar oder kurz CF-zahm, wenn f k-fach stetig differenzierbar ist und alle
Ableitungen D'f : U x E' — F, 0 <[ < k zahm sind.

Das folgende Lemma zeigt, dass die obige Definition fiir lineare Abbildungen mit
Definition 5.1.2 {ibereinstimmt und dass die Zahmheit von Abbildungen unter Kom-
position erhalten bleibt. Weitere Eigenschaften zahmer Abbildungen kann man z.B.
in [Ham82, Part II] nachlesen.

Lemma 5.1.4. (a) Fine lineare Abbildung ist genau dann zahm, wenn sie eine
zahme lineare Abbildung ist.

(b) Die Komposition von zahmen Abbildungen ist zahm.

Beweis: Zu (a) ,=—"“: Sei A : E — F linear und zahm. Somit existieren eine
Nullumgebung U sowie Zahlen r € Z und b € N, so dass fiir alle n > b ein M > 0
existiert mit

Al < M (1+ el ).

Sei 0.B.dA. r > 0und U = Bey = {z € E | ||z|y < ¢}. Dann gilt fiir  # 0 und
n > max{b,b'} die Abschitzung

2[| || A( x )H
2 2]l

2M||I“b/ 14 H EX
2 2]l

[ Azl

n+r>

IN

2M |y
4 Mol

2
< M(1+2) fe]sr
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d.h., A ist eine zahme lineare Abbildung.

Zu (a) ,<="“: Sei nun A : £ — F eine zahme lineare Abbildung. Dann ist A nach
Satz 1.2.2 offensichtlich auch stetig. Daher geniigt es zu zeigen, dass A eine zahme
Abschétzung auf E erfiillt. Nach Voraussetzung existieren Zahlen r € Z und b € N,
so dass fiir alle n > b ein M > 0 existiert mit

[Azlln < M|[zfln

fiir alle x € E. Daraus folgt
el < M(1+ o)

fiir alle z € F, d.h., A erfiillt eine zahme Abschitzung auf ganz E und somit ist A
insbesondere eine zahme Abbildung.

Zu (b): Seien E, F und G graduierte Fréchetrdume sowie U C F und V' C F offen.
Ferner seien f : U — V und ¢ : V — G zahme Abbildungen. Dann ist g o f als
Komposition stetiger Abbildungen wiederum stetig. Somit geniigt es zu zeigen, dass
go f fiir jedes xg € U eine zahme Abschéatzung erfiillt. Sei also x¢ € U gegeben mit
Yo := f(xp) € V. Dann existieren Umgebungen U,, und V,, von zy bzw. y, sowie
Zahlen r,v" € Z und b,b' € N, so dass fiir jedes n > b und jedes n’ > b’ Konstanten
M >0 und M’ > 0 existieren mit

1@l < M(1+ el
fir alle z € U,, und
lo@lle < M(1+ [l

fir alle y € V,,. Da f stetig ist, konnen wir f(U,,) C V,, annehmen. Ferner seien
0.B.d.A. r,7" > 0. Dann folgt fiir n > max{b,b'} die Abschétzung

lgo i)

< M1+ 5 @) s

< M/(1+M<1—|—H33Hn+r+r,)>

< M1+ M1+ [ ]ngrer )

n

fir alle x € U,,. Somit ist g o f eine zahme Abbildung. |
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Lemma 5.1.5. Seien E, F und G graduierte Fréchetrdume und sei U C E offen.
Ferner ses (A<x>)er ein Familie von linearen Operatoren von F' nach G. Weiterhin
erfille die von (A(x))er erzeugte Abbildung (x,h) — A(z)h auf U X Bs,y, eine
zahme Abschitzung vom Grad v € 7Z zur Basis b € N. Dann ezistiert zu jedem
n > max{b,mg} —r ein M' >0, so dass die Abschdtzung

JAG@RI, < Ml Pl oy o + Bl

fiir alle x € U und alle h € E gilt.

Beweis: Setze V' := max{b,mo}. Dann gilt ||h[j;;'h € Bs, fiir alle h € F\ {0}
und daraus folgt
n+r>

o[ Al[n-+r
< M1+ ||z|ner +

oh

dA@)h) M<1+Hw|!n+r+H—

2] Al

2| Al

fir alle z € U und alle h € F'\ {0}. Somit erhalten wir

2||h||y 2| ||y ||z n+r
@], < M( By, 218l ol +Hh||n+r>

< (14 3) (I bl + i)

fir alle x € U, alle h € Eund alle n > b —r. [ ]

Beispiel 5.1.12. Sei E := C*([0,1]) der Raum aller C*-Funktionen auf [a, b]
versehen mit dem Fundamentalsystem (|| - [lsupn),, cn, aus Beispiel 5.1.3 und sei
f: E — E definiert durch f(z) := expox. Dann ist f eine zahme Abbildung. Denn
fir k£ € N gilt:

Df(expox)(t) = Y exp® (z(t))x™)(t) - 2*)(t)
1<i<k, k; >0,
Zlki:k
i=1
= exp () Y ™)™
1<I<k, k; >0,

l
S kj=k
=1
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Daraus folgt

= Dk t’
1S ()] Orgggltzl[ég]‘ (expox)(t)
< * .« ..
< Jewor| - (14 e 3 el )
1<I<k, k;>0,
Eljki:k
=1

. -1
exp(@) | - (1+M max 37 llalls alle)
1<i<k
In den letzten zwei Umformungen in der obigen Abschiatzung haben wir die Inter-
polationsungleichung

Izl < Ml =l

benutzt [siche [Ham82, Part II, Thm. 2.2.1] oder Lemma 5.1.3]. Sei nun z, € E.
Somit erhalten wir fiir alle € E mit ||z — x|l < 1 die Abschétzung

7@ = et (14 M max 3 ol el
1<i<k

1<k<n

< M/el+||xo\\0(1+"x"n>’

d.h., f erfiillt eine zahme Abschéitzung in einer Umgebung von xy. Da f offensichtlich
stetig auf F ist, folgt daraus die Zahmbheit von f.

Das obige Beispiel ist ein Spezialfall der folgenden sehr viel allgemeineren Situation.

Beispiel 5.1.13. Sei M eine kompakte, Riemannsche C*-Mannigfaltigkeit (mit
oder ohne Rand) und seien V' und W Vektorbiindel iiber M. Ferner sei ¢ : V — W
eine C*°-Abbildung mit der Eigenschaft, dass die Fasern V,, von V' in die zugehorigen
Fasern W, von W abgebildet werden, d.h., (V) C W, fiir alle p € M. Dann ist die
nichtlineare Vektorbiindelabbildung f : C*(M,V) — C*°(M, W), definiert durch
f(z) := @ox, zahm. Ferner ist auch jeder nichtlineare, partielle Differentialoperator
von C®(M,V) — C>®°(M, W) zahm. [Beweis sieche [Ham82, Part II, Thm. 2.2.6 und
Cor. 2.2.7]].

Beispiel 5.1.14. Sei £ = F = H(C) verschen mit dem Fundamentalsystem aus
Beispiel 5.1.9 und sei f : E — E, definiert durch f(z) := expoz. Dann ist die Ab-
bildung f stetig aber nicht zahm. Denn wére f zahm, so gédbe es eine Nullumgebung
U={z€FE ||zl <} und Zahlen r € Z sowie b € N, so dass fiir alle n > b ein
M > 0 existiert mit

1@l < M1+ 2] ) (5.2)
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fiir alle x € U. Wir betrachten nun die Folge x; € E mit

k
2
Tp(z) = <e”0+1> , keN

Dann gilt x; € U, falls k € N geniigend grof§ ist. Andererseits erhalten wir fiir festes
k € N und festes r € Z die Abschétzung

1S Cea )l
U [k

— oo fir n — oo.

Dies steht jedoch im Widerspruch zu (5.2). Somit ist f nicht zahm.

Definition 5.1.7. Seien F, F' und G graduierte Fréchetrdume und sei U C E offen.
Eine Familie (A(x))weU von stetigen, linearen Abbildungen von F' nach G heift
Ck-zahm, wenn (z,y) — A(z)y eine C*-zahme Abbildung ist.

Satz 5.1.1. Seien E, F' und G zahme Fréchetriume und sei U C E offen. Ferner
sei (A(x))er eine Ck-zahme Familie von stetigen, linearen Abbildungen. Weiterhin
seien die linearen Abbildungen A(x) fir jedes © € E bijektiv und die zugehdrige
Familie (A(z)™") von Umkehrabbildungen sei zahm. Dann ist (A(x)_l)er auch

Ck_zahm.

zeU

Beweis: [sieche [Ham82, Part II, Thm. 3.1.1]] |

Wir haben nun alle Definitionen und Begriffe soweit zusammen, um den Satz von
Nash/Moser in sehr allgemeiner Version formulieren zu kénnen.

Satz 5.1.2 (Satz von Nash/Moser). Seien E und F' zahme Fréchetriume und
sei U C E offen. Ferner sei f : U — F C%*-zahm und die Familie von linearen
Abbildungen (Df(:r;))meU besitze eine zahme Familie von Umkehrabbildungen. Dann
ist f lokal, C*-zahm invertierbar, d.h., fiir jedes x € U existiert eine Umgebung
U, und eine C*-zahme Abbildung g, : f(U,) — U, mit g, = (f]UI)_l. Ferner qgilt

Dae(y)k = (DF (9:(v) )k fiir alle y € F(U.).

Beweis: [siche z.B. [Ham82, Part III, Thm. 1.1.1] und [LZ79]] |

Bemerkung 5.1.3. (a) In [Ham82] findet man eine C*-Version des Satzes von
Nash/Moser. Die obige C?-Variante ist dagegen in [LZ79] enthalten. Genauer
gesagt, ist die Version in [LZ79] etwas allgemeiner, da schwichere Bedingun-
gen an das Wachstumsverhalten von (D f (z)*l)meU gestellt werden. Die C2-
Zahmheit der lokalen Umkehrabbildungen, die in [LZ79] nicht gezeigt wird,
erhélt man unmittelbar aus Satz 5.1.1.
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(b) Beispiel 5.1.14 zeigt, dass die Voraussetzung der Zahmbheit von f entscheidend
ist. Denn die Abbildung x +— exp ox erfiillt alle anderen Voraussetzungen des
Satzes, ist aber um x = 0 nicht lokal invertierbar.

(c¢) E. Dubinsky versucht in [Dub82] sich von der Klasse der zahmen Fréchetrdume
zu l6sen und mit dhnlichen Beweistechniken die obigen Ergebnisse auf andere
Klassen von Fréchetraumen zu iibertragen. Dies gelingt ihm z.B. fiir die Klasse
der Potenzreihenrdume vom endlichen Typ [siche [MV92] oder [Pie72]].

(d) Zahlreiche Anwendungsbeispiele des Satzes von Nash/Moser kann man un-
ter anderem in [Ham82] oder in den Orginalarbeiten [Nas56] und [Mos66a,
Mos66b] J. Nash bzw. J. Moser finden.

Satz 5.1.3 (Satz iiber implizite Funktionen). Seien E, F' und G zahme Fréchet-
raume und sei U x V. C E x F eine offene Umgebung von (xo,yo). Ferner sei
f:UXV — G C?-zahm mit f(xg,90) = 0 und die Familie von linearen Abbildungen
(le(x,y))(x’y)eUXv sei zahm invertierbar. Dann existiert eine offene Umgebung

Uy X Vo von (zo,y0) und eine C?-zahme Abbildung ¢ : Vo — Uy, so dass fiir alle
(z,y) € Uy x Vo gilt

flz,y) =0 = z=0¢p(y).
Insbesondere ist
fle(y),y) =0
fiir alle y € Vi erfillt und es gilt

Dey) = —(Dif(p(v).9)) Daf(oln).v).
Beweis: Wir betrachten die Abbildung

F:ExF—GxF, (z,y)— (f(z,9),y).
Die Abbildung F ist offensichtlich C%-zahm mit Ableitung

le(x,y) Dgf(ZL',y)
DF(z.y)(h, k) = (1)

0 I

Somit ist die Familie von linearen Abbildungen (DF(z,y)) () UXV invertierbar und

es gilt

<D1f(:c,y)) —(le(x,y)>_lsz(%y> (h>

(DFG.9)) " (k) = ;

0 I
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Da nach Voraussetzung die Abbildungen (z,y,k) +— Dof(z,y)k und (x,y,h) —
-1
<D1F(x, y)) h zahm sind, folgt aus Lemma 5.1.4 die Zahmheit von

(9.5 k) = (DF () (),

d.h., die Familie (DF (x,y))(x DEUXV ist zahm invertierbar. Daher existiert nach

dem Satz von Nash/Moser 5.1.2 eine Umgebung von Uy X V/ und eine C?-zahme
Abbildung G : F(Uy x V') — Uy x Vj mit

GoF = IU0><V0' und F oG = IF(UOXVO/)' (53)

Ferner ist Vy := F(Uy x Vi) N {0} x F eine offene Nullumgebung in F', da F(0,0) =
(0,0) und F(Uy x Vy) offen. Wir definieren nun

o Vo—U ¢y =Gi(0,y), yeW.

Dann ist ¢ offensichtlich C?-zahm und erfiillt fiir alle y € V; die Identitiit

Umgekehrt folgt aus f(x,y) = 0 und (z,y) € Uy x V, mittels (5.3) sofort x = ¢(y).
Die Darstellung der Ableitung von ¢ erhélt man unmittelbar aus Satz 2.2.3 und der
Identitat

fy.e(y)) =0
fiir alle y € Vj. |

Bemerkung 5.1.4. Verallgemeinerungen des obigen Satzes, wie z.B. eine C*-
Version oder eine, bei der nur ,approximative“ Invertierbarkeit der Linearisierung
gefordert wird, findet man in [Ham82, Part III, Ch. 3.3].

5.2 Existenz- und Eindeutigkeitsséitze

Wir kommen nun zu zwei zentralen Ergebnissen unsere Arbeit, d.h, zu zwei Existenz-
und Eindeutigkeitssétzen {iber gewohnliche, nichtlineare Differentialgleichungen in
Fréchetraumen.

Beiden Sétzen liegt die aus dem Endlich-dimensionalen wohlbekannte Beweisidee,
die eindeutige Losbarkeit eines Anfangswertproblems auf eine Anwendung des Satzes
tiber implizite Funktionen zuriickzufithren [CH82, Zei86], zugrunde. In unserem Fall
jedoch kommt an Stelle des klassischen Satzes iiber implizite Funktionen der Satz von
Nash/Moser, genauer gesagt, Satz 5.1.3 zum Einsatz. Problematisch dabei ist, dass
die Invertierbarkeit der Linearisierung auf einer ganzen Umgebung bendtigt wird.
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Dies fiihrt unter anderem dazu, dass wir die eindeutige Losbarkeit einer linearen,
zeitabhangigen Differentialgleichung garantieren miissen — was im Allgemeinen in
Fréchetraumen nicht trivial ist. In Kapitel 4 haben wir dafiir zwei unterschiedliche
Losungsansétze vorgestellt, die im Folgenden zu zwei verschiedenen Existenz- und
Eindeutigkeitsséitzen fiithren.

Zum Beweis unserer Resultate benotigen wir noch einige Hilfssétze.

Lemma 5.2.1. Sei E ein zahmer Fréchetraum. Dann sind die Rdume Ck([a, 4, E)
und Cf([ov, B, E) := {z € C*([a, 8], E) | 2(0) = 0}, versehen mit dem Fundamen-
talsystem

— )
lllln gggt:[t;%]llﬂf Olln, neN

fiir jedes k € Ny zahme Fréchetriume.

Beweis: Sei k € Ny. Dann ist C*([a, §], E) versehen mit (||| - |||k")n€N offensicht-
lich ein lokal-konvexer Vektorraum mit abzéhlbarem Fundamentalsystem. Ferner
folgt aus der Vollstindigkeit von E die Vollstindigkeit von C* ([a, A, E) Somit sind
Ck([a, B, E) und als abgeschlossener Unterraum auch C’g([a, A, E) Fréchetriaume.
Wir miissen noch zeigen, dass Ck([&,ﬁ],E) und C'g([a,ﬁ],E) zahm sind. Da F
zahm ist, exisieren ein Standardraum »__ (X) sowie zahme lineare Abbildungen
J:rE — 3 ,(X)und L (X) — Emit LoJ =1 Seien O.B.d.A. bei-
cke vom Grad r € Ny zur Basis b = 0. Dann betrachten wir den Banachraum
X = Ck([a, A, X), versehen mit der Norm

— 0
izl gg;g;tsm]ﬂw @l

und definieren die Abbildungen
T CF([on B E) = Xop(X),  J(@)(t) = J(2(1)),

bzw.

~

L:Y (X)) = C (o, B,E),  L(x)(t) == L((z(t)).
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Dann sind J und L zahme lineare Abbildungen, denn es gilt

@l = > e

j=

:Zeﬂ
Zeﬂ

IA

o s [ (160)

(7))

J

(n+1)j

max sup e
0<i<k tefo,B]

max sup MH (l

0<i<k telor nt1l4r

(o)
= M ( > eﬂ) 2 [l s 14
j=1

und

()

Ferner erhalten wir

(E o] )(a:)(t)

<

IA

max Sup

0<l<kt6aﬁ]HL< l ))J'EN> n

e S L

g g, e

MZm ')
() jen e

= L{J(@)®)) = (Lo (@)®) =

fiir alle t € [o, 8], dh., Lo J =
ein zahmer Fréchetraum ist. Die entsprechende Behauptung fiir C} ([a, B, E) erhélt

man, indem man X := Ct([a, 8], X) wiihlt.

Konvention:

Sei U C E. Wir bezeichnen im Weiteren mit C*([0,1],U) und C§([0,

Teilmengen

C*([0,1,U) =

I. Somit haben wir gezeigt, dass Ck([a,ﬂ],

{x € C*([0,1], E) ‘ z(t) € U fiir alle ¢ € |0, 1]}

183

E)

1,U) die
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bzw.

CE([0,1),U) = {x e Ck([0,1], E) ‘ 2(t) € U fir alle t € [0, 1]}.

Lemma 5.2.2. Seien E und P graduierte Fréchetraume und sei U x V C E X P
offen. Ferner seik € Ng und f : [0, 8| xU XV — E, (t,z,p) — f(t,x,p) k-fach zahm
differenzierbar. Dann ist die Abbildung F : C'([0,1],U) x V x [0, 3] — C([0,1], E)
definiert durch

Flz,p, (1) = a(t) = Af(AL,2(1),p)

eine C*-zahme Abbildung und es gilt

DLF(rp, VA(E) = i(t) — ADLf(M, (1), p)h(t),
D,F(z,p,N\)q(t) = —AD,f(At, z(t),p)q,

D/\F(ZL‘,p, )‘)(t) = —f()\t,l'(t)’p) - )\tth()\t,l‘(t),p)

fir alle (z,p,\) € C*([0,1,U) x V x [0,0] und alle (h,q) € C'([0,1],E) x P.
Fulls zusdtzlich 0 € U, so gelten die obigen Aussagen auch fiir die Abbildung Fy :
Cy([0,1],U) x V x [0, 8] — C([0,1], E) mit

Fo(z,p, A)(t) = a(t) — Af (AL, 2(t), p).

Beweis: Da U C FE offen ist, ist C! ([0, 1], U) eine offene Teilmenge von C! ([O, 1], E),
wobei C! ([O, 1], E) mit dem Fundamentalsystem aus Lemma 5.2.1 versehen sei. Wir
zeigen nun zunachst, dass F stetig ist. Es gilt

7+ i+ 20— Pz

— sup Hh(t)—()\+u)f(()\+u)t,x(t)+h(t),p+q) v /\f()\t,x(t),p)H

te(0,1]

m

IN

sup [|h(t)|lm + |ul sup
te[0,1] tel0,1]

FOt,x(t),p) — f((A+ p)t, z(t) + h(t),p+ q) H

f()\t,:c(t),p)H

m

+ [A+p| sup
t€(0,1]

10lln + |ul sup |7 (5t 2(8),p) |
te(0,1]

m

IN

m

+ e sup ([ (7O w(0).9) = 7 (Ot ale) + 0.+ )|

t€[0,1 m
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Sei nun € > 0 gegeben. Dann existiert aus Stetigkeitsgriinden zu jedem (¢, z,p, \) €
[0,1] x U x V x [0, 5] ein 6 > 0 und ein n € N, so dass die Abschétzung

|roea ) - roean)| < 3
fir alle (¢, 2/, p/, ') € [0,1] x U x V x [0, 8] mit
H(t’, 2 p N = (e, p, N = max{|t' —t|, |2" = z|ln, |ID) = Pllns [N — )\|} <4

erfiillt ist. Dabei diirfen die Konstanten § und n von (¢,z,p, A) abhéngen. Dies
driicken wir, falls notig, durch die Bezeichnungen 0(¢, x, p, \) bzw. n(t,z,p, \) aus.
Da ferner die Menge K := {(t,z(t),p,\) | t € [0,1], A € [0, 8]} C [0,1]xUxV %[0, ]
kompakt ist, existieren endlich viele (t1,A1),..., (ty, An) € [0,1] x [0, F], so dass

N

U B(Sk,nk ((tka l’(tk),p, )‘k))

k=1

mit
1
Op = 55(%@(%),17,)%) und  ng = n(ty, 2(ty), 0, M)

eine offene Uberdeckung von K liefert. Wir wihlen nun

0 = min{ék‘kzl,...,]\f} und n* = max{nk‘kzl,...,]\f}.

Dann erhalten wir fiir |||(h, ¢, )|+ := max {|||h| lq ,u]} < 0*und (¢, z(t),p,\) €

Bs, ((tk, x(tx), p, )\k)) die Abschéitzung

((t,z(t) + h(t),p+q, A+ 1) — (te 2(t), p, M)

n*, n*,

n

< H(t,x(t) +h(t),p+ g, A+ p) — (t,2(t),p,\)

n

T H(tax@),p, N) = (b2 (te),p, M) ||

Daraus folgt

H <f()\t,x(t),p) — F((N 4 )t z(t) + h(t),p + q)) H

< [ (r0ta®p) - £t 0)) |
st rome s ),
< §+§:@
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und somit gilt

sup H( F(AE, f((/\—l—,u)t,m(t)+h(7f),p+q)>H < ¢
t€[0,1] m
fir |||(h, ¢, p)|||lnx < 0*. Damit haben wir gezeigt, dass I stetig ist. Sei nun k& > 1.

Dann gilt fiir h € Cl([O, 1], E) und 7 > 0 die Abschétzung
‘HF(J:—FTh,p,)\)—F(x,p,)\)—T(h /\Df)\ x( )H’

— sup HAf(/\t, (t) + 7h(t), p) — A (M, 2(t), p) — TAD, f (Mt x(t),p)h(t)H

te[0,1] m

T

— |)\\t21[£] /Dxf()\t,av(t)—i—ah(t),p)h(t)—Dmf()\t,x(t),p)h(t)do

< |A\t21[£]/7HDxf(At,x(t)+ah(t),p)h(t)—Dmf(At,x(t),p)h(t)Hmda.

Sei nun € > 0 gegeben. Dann kénnen wir wie zuvor im Beweis der Stetigkeit 7 > 0
so klein wéhlen, dass die Abschéitzung

|D2r (At (t) + ah(0), D)) = Dof (Mt 2(0). )R < e
fiir alle ¢ € [0, 1] und alle o € [0, 7] erfiillt ist. Daraus folgt
(HF(Q;+Th,p,A)—F(;p,p,A)—r@ D, f (A, a( )m < |Aer.

Die entsprechende Abschiatzung fiir 7 < 0 zeigt man vollig analog. Somit ist die
partielle Ableitung von F' nach x gegeben durch
D, F(x,p, h(t) = h(t) = AD, f (A, (1), p)h(t)

Die Stetigkeit von (z,p, A, h) — D, F(x,p, \)h erhdlt man analog zur Stetigkeit von
F. Sei nun ¢ € P und 7 > 0. Dann gilt

‘F(x,p—i—rq,)\)—F(x,p,/\)—i-T/\Dpf/\ x( qm

= sup [ AF(M2(t), p+ ) = A (A, 2(8), p) = TADRS (ML, (), P)a|

t€[0,1]

T

= [Al s1[(1)pl] /Dpf(kt,x(t),erJQ)q—Dpf(At,x(t%p)qda
telo,

D, f(At,z(t),p+ 0q)qg — Dy f(At, 2(t qH do.

< |A] sup /‘
t€(0,1]
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Wie im Beweis der Stetigkeit von F' konnen wir zu € > 0 ein 7 > 0 wéhlen, so dass
die Abschétzung

|

fiir alle t € [0,1] und alle o € [—7, 7] erfiillt ist. Somit erhalten wir

D, f(\t,x(t),p 4+ 0q)q — Dy f(AL, 2(t q” £

H’F(x,p%—n],)\)—F(x,p,/\)+7)\Dpf Ay x( qm < |Melr|,
d.h., die partielle Ableitung von F' nach p ist durch

DPF(:B7P7 A)Q(t) = _ADPf()‘tm(t)vp)q

gegeben. Die Stetigkeit von (z,p, A, q) — D,F(x,p, A)q ergibt sich auch in diesem
Fall analog zur Stetigkeit von F. Auf den Beweis der partiellen Differenzierbar-
keit nach A verzichten wir, da dieser vollig identisch zu den beiden vorhergehenden
gefiihrt werden kann. Als partielle Ableitung nach A erhalten wir

DAF(x7p> /\)(t) = —f(/\t,I(t)7p) - )‘tth(/\t’x(t)vp)'

Somit haben wir gezeigt, dass F' stetig partiell differenzierbar ist, also nach Satz
2.2.3 stetig differenzierbar ist. Falls k& > 2, so erhalten wir auf die gleiche Art und
Weise die k-fach stetige Differenzierbarkeit von F'.

Abschlieend miissen wir noch zeigen, dass F' k-fach zahm differenzierbar ist. Sei
also (z,p, \) € Cl([O, 1], U) x V x [0, 3] gegeben. Aus der C*-Zahmbheit von f folgt,
dass es fiir jedes (¢, x,p, \) Konstanten § > 0, m € N, r € Z und b € N gibt, so dass
fiir jedes n > b ein M > 0 existiert mit

|rEzmR| < MO+ s+ 15l

fiir alle ||(t,7Z, D, X) — (t,z,p, A)|ln < 0. Dabei diirfen die Konstanten o, m,r und b
von (t,z(t),p, A) und M zusitzlich von n abhidngen. Wir driicken dies, falls notig,
durch die Bezeichnungen (5(t,x,p, )\), ) ..b(t,x,p, /\) bzw. M(t,a:,p, )\,n) aus. Aus
der Kompaktheit von K := {(t,x(t),p, A) ‘ t € [0,1,\ € [O,ﬁ]} folgt, dass es
endlich viele (t1, A1) ..., (tn, Ax) € [0, 1] gibt, so dass

U B5k,mk ((tk, iL‘(tk>,p, )‘k))

k=1

mit

1
Ok = O0(tw(te),p, M) und g = (e, 2 (t), P M)
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eine offene Uberdeckung von K bildet. Wir wihlen nun

6 = min{0 |k=1,...,N},
m* = max{my|k=1,...,N},
r* = max {r(te, z(ty),p, \) | k=1,...,N},
b = max {b(ty,z(ty),p. M) | k=1,...,N}

und
M*(n) = max {M (tr, z(tx), p, A, n) | k=1,...,N}.

Dann gilt fiir alle (Z,p,X) € C'([0,1],U) x V x [0, 3] mit
@50 - @ <o
0,m*
und alle n > b* die folgende Abschétzung

)

e

0,n t€[0,1]

n

n

< &l + (1 sup |[£(e.3).5)
te[0,1]

< Ml + 3] pap M) (1+ 17Ol + [Pl
€ I

< Nl + B (14 1T omsre + [Flasr ),

d.h., Fist zahm. Fiir £ > 1, ergibt sich die Zahmheit der Ableitungen D'F, 1 <1< k
aus der Zahmbheit der Ableitungen D'f, 1 < [ < k und analogen Kompaktheitsar-
gumenten.

Die Behauptung fiir F, : C§([0,1],U) x V x [0,8] — C([0,1],U) erhilt man
leicht aus dem obigen Beweis, indem man an den entsprechenden Stellen den Raum

C'([0,1],U) durch den Raum C{([0,1],U) ersetzt. |

Satz 5.2.1. Seien E und P zahme Fréchetriaume und sei U x V C E x P offen.
Ferner sei f : [a, 8] x U x V. — E eine C*-zahme Abbildung mit folgenden Eigen-
schaften:
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(E) Fir alle 7 € U:= {7 € C'([a,8,U) | Z(a) = 0}, alle ke C([a, 8], E) und
alle p € V besitzt das lineare Anfangswertproblem

B(t) = Duf(t,5(t),p)h(t) + k(t), h(a)=g0, t>a  (5.4)

eine eindeutige Liosung h = }NL(ZE,p,%) auf o, B]. Ferner sei (5.4) auch auf
jedem Teilintervall der Form [a, ] eindeutig losbar.

(S) Die Liosung von (5.4) hingt stetig von T, p und k ab, d.h., fiir alle (5,]9,75) €
UxV x C([a,ﬁ], E), alle e > 0 und alle m € N existiert ein § und einn € N,
so dass

-0, <

fiir alle (5’,])’,%’) ceUxV x C([a,ﬁ],E) mit

|@.». %) - @p.R)

0,n

= max {I7 = o 17 = Pllos I = Fllon} < .

(Z) Es gibt eine Nullumgebung W C C([a,ﬁ],E) sowie Konstanten r € Z und
b €N, so dass fir allen > b ein M > 0 existiert mit

[r@e B, = M1+ NFonsr + plnir + IFllonsr)

fir alle (z,p, k) e Ux V x W.

Dann ist das nichtlineare Anfangswertproblem
x<t> = f(t7x<t)7p0)7 LE(O&) =xy, t=>« (55)

fiir jedes pg € V' lokal eindeutig ldsbar, d.h., fir jedes po € V existiert ein 9 > 0,
eine Umgebung Vi von py und eine Abbildung ¢ : [o, o+ o] X Vo — E mit folgenden
Eigenschaften:

(a) Die Abbildung ¢ ist stetig partiell differenzierbar nach t mit

%w(tp) = f(t,¢(t,p).p)

fir alle t € [a, a0 + go] und es gilt p(a,p) = x¢ fir alle p € Vy, d.h., die
Abbildung t — @(t,p) ist eine Losung des Anfangswertproblems (5.5).
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(b) Falls ¢ : [a, a4 €] — E eine weitere Losung von (5.5) zum Parameter p € Vj
ist, so gilt ¥(t) = @(t,p) fir alle t € [, « + min{gg, £'}].

Ferner ist die Abbildung ¢ zweifach zahm differenzierbar.

Voriiberlegung:
Sei ¢ eine Losung des Anfangswertproblems

(L’(t) = f(t,l‘(t),p), x(a):an t>«

auf [, + €] und sei A > 0. Dann gilt fiir die Abbildung ¥ : [0,A\7'¢] — E,
P(t) = p(At + ) — zp die Identitét

D(t) = Ap(M+a) = M (M +a, oM+ a),p)
= /\f(/\t—f—oz,w(t)—l—xo,p),

d.h., v ist auf [0, \71¢] eine Losung des Anfangswertproblems

y(t) = Ag(M,y(t),p), y(0)=0, t>0 (5.6)
mit

g: [Ovﬁ_a] X (U_xO) X V_>E7 g(t’pr) = f(t+a7y+x0ap)

Beweis: Wir betrachten nun die Abbildung F, : C§([0,1],Up) X V X (=v,7) —
C([0,1], E), definiert durch

Foy.p, p)(t) == g(t) — p?g (1Pt y(t), p)

mit Uy := U~z und v := (f—a)"/?, und beweisen im Weiteren, dass Fy die Voraus-
setzungen des Satzes 5.1.3 iiber implizite Funktionen erfiillt. Aus Lemma 5.1.2 und
5.2.1 wissen wir, dass C})([O, 1], E) x P x R und C([O, 1], E) zahme Fréchetrdume
sind. Ferner ist Fy nach Lemma 5.2.2 eine zweifach zahm differenzierbare Abbil-
dung. Somit miissen wir noch zeigen, dass die Linearisierung D, F von Fj in einer
Umgebung Uy von (0, po, 0) zahm invertierbar ist. Nach Lemma 5.2.2 gilt

Dy Fo(y, p, wh(t) = h(t) — p’Dyg(u’t, y(t), p) h(t)
= h(t) = p*Dof (1t + o, y(t) + 0, p) h(t),

d.h., wir miissen erstens nachweisen, dass die Gleichung

h(t) = p’Dof (u’t+ o, y(t) + zo, p)h(t) + k(1) (5.7)
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fiir alle (y, p, ) € Ugund alle k € C([O, 1], E) eine eindeutige Losung h = h(y, p, u, k) €
C[l)([O, 1],E) besitzt, und zweitens, dass die zugehorige Abbildung (y,p, u, k) —
h(y,p, p, k) zahm ist. Dazu wihlen wir

Uy = Cy([0,1],Up) x V x (=7,7)

Falls 1 = 0, so existiert offensichtlich fiir alle (y,p) € C§([0,1],Up) x V und alle
k € C([0,1], E) eine eindeutige Lésung & von (5.7) mit

Falls pu # 0, so definieren wir fiir y € C§([0,1],Up) und k € C([0,1], E) die Abbil-

dungen

A:[0,1] = E,  A(t) := Dof(p’t +a,y(t) + zo,p) o,

Tyt o, + %] = U, Tu(t) = y(H_Q(t - &)) + o

und

ko, o+ p®] — E, Eu(t) = plk(p Pt —a)) — A(p 3t — ).

Ferner withlen wir zwei beliebige C'- bzw. C%-Fortsetzungen von Z, und &, auf [a, ]

und bezeichnen diese der Einfachheit halber wieder mit z, und k,,. Dann besitzt das
Anfangswertproblem

h(t) = Do f (£ 5,(8). p)R(t) + Fu(t),  h(a) =m0, t>a (5.8)

nach (E) eine eindeutige Losung h = h(fu,p,%“) auf o, 6] und nach (Z) existiert
fir alle n > b ein M > 0 mit

ik

< ML+ Ellontr + Pt + WFllonsr)  (5:9)

fir alle (z,,p, k,) € Ux V x W. Wir definieren nun

h:[0,1] — E, h(t) := h(p’t+a) — 0.
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Dann gilt h € C§([0,1], E) und

i(t) = ph(p?t + o)
= 12 (Dxf(/ft + o, T, (1%t + oz),p)ﬁ(;ft +a) + ky (2t + a))
= 1D, f (1?4 o, y(t) + w0, p) (1)

+ 1D, f (1t + o, y(t) + xo, p) o + k(t) — p*A(t)

= WD, f(pt + o, y(t) + zo, p) A(t) + k(1)

d.h., h = h(y,p, u, k) ist wegen der Eindeutigkeit von L die eindeutige Losung
von (5.7). Ferner erhalten wir aus Lemma 5.2.2, dass die Abbildung (7, p, u,%) —
D, f(u? +a, 7, p)% eine zahme Abschitzung in einer Umgebung von (0, pg, 0) erfiillt.
Daher kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass (z, p, u,%) — D f(p? - +a, 7, p)% eine
zahme Abschétzung auf C*([0,1],U) x V x (—v,7) x W erfiillt, d.h., es gibt Kon-

stanten ' € Ny und &’ € N, so dass fiir jedes n > b’ ein M existiert mit

|t +ap K| < M1+ omsr + [Pllsr + [Ellonsr)

o,n

fir alle (Z,p, u, k) € Cl([O, 1], U) x V' x (=v,7) x W. Weiterhin sei W = B;_ (0)
und b > mg € N. Dann folgt aus Lemma 5.1.5 die Abschitzung

[

0,n

(5.10)
< M'<|||k|uo,b/+rf(m%|||o,n+r/ + lplher) + H|k|||o,n+r’)
mit
M= M<1 + §>

fiir alle n > &' und alle (Z, p, u, k) € C*([0,1],U) x V x (=7, 7) x C([0, 1], E). Analog
erhalten wir aus (5.9) die Abschétzung

(S

< M’<|||k:#mo,b+r(|||@mo,n+r +lpllsr) + |||kﬂ|||o,n+7«)
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fir alle n > b und alle (z,,,p) € UxV und alle Eu € C([a, B8], E). Ferner sei 0.B.d.A.
r € Ny. Dann gilt

mh(y,p,u,k‘)H ?

= p~  sup
O.m tela,a+p?]

h@ap )0

IN

fM(m@MMHWMMMW%mHW@%mJ

IN

mw«mmw+mmw+mm0@wwmﬂﬂmmmﬁ

£ M (o + 11 Ao

IN

M max {1, 12} (ollosr + Noolluse + 7l ) ¥
x<wwww+Wan?+mm»+%mnﬂtH)

b M max{1, 12} (y||k\||0,n+r |[[Per 2 +a ) + 0, )0

0,n+r>

IN

M mac{L, 12} (ot + lollnsr + [Pt ) Illospsr

+ M'M max{l,u2}<|||y|||o,n+r + |zollnsr + ||p||n+r> x

x@mmwﬂmmww+mmww+mmmjHmmww)

+ M,max{laﬂ2}|||k|”0,n+r + M/M/maX{17N2}H$0HO,n+T+T’

+ M'M’ maX{laUQ}”xOHO,b’-i-r’<|Hy|H0,n+r+r’ + HxOHn-H”-H“’ + ||p||n+7"+r’>

IN

Mol|zollntrtr + M1<|Hy|||n+r+r/+ [y !\p|!n+r+rf) + Mol||E[||nr
mit

My == M'M max{1, u*}

M1 = M/ maX{l,/L2} <|||k|||0,b+r + M/ (Ml + ||ZL‘||0,[)/+7~/>>
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und

My = <||1’0||b'+rf(|||y|||0,b+r+w + zollosrr + pllosrsr ) + ||xo||b+T+w>

M, = M max{1,y*}
fir alle (y,p, p, k) € Cé([O, 1], UO) XV X (=7,7) X C([O, 1], E) Sei nun C' > 0 und

‘H(y,p,u,k)m <C.
b+r+r!
Dann gilt
mh(y,p,u,k‘)H = H‘h(y,p,u,k’)HM + H‘h(y,p,u,k)HOn
t
= sup /fi(y,p,u, k)(m)dr|| + ‘Hh(y,p,u,k)m
te[0,1] J on

n

< 2H‘h(y,p,u,k)H o

Damit erhalten wir

Hh(y,pw, kr)H .
< 2M1<|||y|||n+r+7” + l|lzollngrar + ||p||n+r+r’> (5.11)

+ 2Mol|@ollnsrsr 4+ 2Ma|[[K]lln-4r
Dabei hiangt die Konstante M; in folgender Weise von C' > 0 ab

M, = M’ max{l, ILLQ} (C + ||l‘0||b/+T/M/<20 + ||x0||b’+7’+r’ + 2>> .

Somit existiert fiir jedes (y,p, u, k) € C(l)([O, 1], U()) XV x (=v,7) X C([O, 1], E) eine
Umgebung auf der die Abbildung (y, p, i, k) — h(y, p, i, k) eine zahme Abschéitzung
erfiillt. Zum Beweis der zahmen Invertierbarkeit von D, F{ miissen wir abschlielend
noch die Stetigkeit der Abbildung (y, p, i, k) — h(y, p, i, k) zeigen. Fiir p # 0 gilt

H’h(y’,p’,u’, k') — h(y,p, 1, k)ml -

< 2\\\h<y',p',uzk’>—hwvﬂ”ﬂm

0,m

< 2 sup [RGB — i GEp )0

0,m
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Somit folgt die Stetigkeit von (y, p, i, k) — h(y, p, i1, k) unmittelbar aus (S), denn

H’(y’,p’, k) — (y,p, 1, k)”

— 0
0,n

impliziert

@ T) = Gup R, = 0

Fiir 41 = 0 erhalten wir mit Hilfe von (5.10) und (5.11) die Abschétzung

mh(ylupla :u’la k/) - h(y7p7 07 k)H

1n

< 2H‘h(y’,p’,u’, k') — h(y, p,0, k)H

o,n

< sup [[(0)PDu ()2 + e/ (8) + o, ¥ ) ALY ' K ()]

tel0,1] 0,n
4 sup k’(t)—k(t)‘

t€(0,1] 0,n
< PR ot RO, (1 T+ ol + )
+ WP i K| IR = Ellon
<

o0 T3 (14 1 ot + ol + [t ) %

X (W Mosmsroe + [Zollnsrsze + 15 lnsrsor + 1K s )+ K = Ellon
mit
M3 = maX{MO, Ml, MQ}

Daher gilt

’Hh(y/?pla MIJ k/) - h’(yapa 07 k)H

— 0
1n

fir (y',p', 1/, k) — (y,p,0,k), d.h., die Abbildung (y,p, u, k) — h(y,p, p, k) ist
auch fiir u = 0 stetig und somit ist D Fy zahm invertierbar. Nach Satz 5.1.3 existiert

nun zu jedem py € V ein € > 0, eine Umgebung V; von py und eine C2-zahme
Abbildung ¢ : Vy x (—¢,¢) — C{([0,1], Up) mit

Fo(¢(p,p),pop)) = 0
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fir alle (p, u) € Vo x (—¢,¢), d.h., ¢(p, u) ist eine Losung des Anfangswertproblems

gty = w2 f (et yt),p), y(0)=0, t>0

auf [0, 1]. Wir wihlen nun ein festes 0 < gy < € und definieren

o:la,ate xVo—=U,  o(t,p) := ¢(p, 50)(852@ — a)) + .

Dann ist t — ¢(t,p) geméf unserer Voriiberlegung eine Losung des Anfangswert-
problems (5.5) auf [a, a + €. Ferner folgt durch nochmaliges Differenzieren von
(5.5) nach ¢ bzw. p und aus der C?-Zahmbheit von ¢ bzw. f die C*>-Zahmheit von ¢.
Die lokale Eindeutigkeit von ¢(-, p) erhélt man aus der eindeutigen Losbarkeit von
Fo(y,p, 1) = 0 bei festem (p, 1) aus einer Umgebung von (0, pg, 0). |

Bemerkung 5.2.1. Falls £ und P Banachrdume sind, so geniigt es in Satz 5.2.1
die stetige partielle (Fréchet-) Differenzierbarkeit von f nach x zu fordern [siehe z.B.
[Z¢i86]]. Insbesondere kann man auf die Differenzierbarkeit nach ¢ verzichten. Auch
in zahmen Fréchetraum ist es moglich die Voraussetzungen an die Differenzierbarkeit
von f abzuschwéchen, jedoch bendtigt man dazu eine allgemeinere Versionen des
Satzes 5.1.3 [siehe Bemerkung 5.1.3 und 5.1.4].

Folgerung 5.2.1 (Zahme Abhingigkeit von den Anfangswerten). Seien E
und P zahme Fréchetrdume und sei U x V. C E x P offen. Ferner sei f : («, 3) X
UxV — E eine C?-zahme Abbildung und zu jedem (sq,zo,po) € (o, ) x U x V
existiere eine Umgebung (so — do, So + o) X Uy X Vo und ein g9 > 0, so dass folgende
FEigenschaften erfillt sind:

(E') Fir alle (s,z,p) € (so — 0o, S0 + 0o) X Uy x Vo, alle T € Uy = {T €
C'([s,s +eo),U) | Z(s) =z}, und alle k € C([s, s + &), E) besitzt das lineare
Anfangswertproblem

W) = Duf(t, 70, p)h(t) + (1), h(s)=z, t>s  (5.12)

eine eindeutige Losung h = h(Z,s,z,p, k) auf [s,s + eo]. Ferner sei (e5.50)
auch auf jedem Teilintervall der Form [s,s + &'] mit 0 < &' < gy eindeutig
losbar.

(S") Die Liosung von (5.12) hingt stetig von T, s, x, p und k ab, d.h., fir alle
(s,2,p) € (50 — do,50 + o) X Uy x Vo, alle T € Uy = {5 € Cl([s,s +
eol,U) | Z(s) = z}, alle k € C([s,s + eo), E), alle £ > 0 und alle m € N

existiert ein 0 > 0 und ein n € N, so dass

sup
te[0,e0]

M@oY+ )~ @ s e p k) +s)| < F

m
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fiir alle (s',2',p") € (so — 00,50 + 60) X Uy x Vo, alle 7' € Uy = {JNU €
C([s,s + 0], U) | Z(s) =z}, und alle k' € C([s, s + o), E) mit

max { supte[o,so] ”il(t + 3/) — %(t + S)Hna ‘3/ — 5|7 “-ZJ — an, cee

8 = Pl Sy R+ ) = Rt 4 3) |} < 6.

(Z') Es gibt Konstanten mgy € N, 5> 0,7 €Z und b € N, so dass fiir allen > b
emn M > 0 existiert mit

I 5208 llon < M (14 WFomse + lllnsr + Dol + Ellonsr)
fiir alle (s,x,p) € (50— do, S0+ o) x Uy x Vo, alle v € U, 5y := {f € Cl([s, s+
eo),U) | Z(s) =z}, und alle k € W, := {k € C([s, s +&o), E) | Ilklllojmo < 3}

Dann ist das nichtlineare Anfangswertproblem

@(t) = f(t,x(t),po), x(s0) =z0, t> 59 (5.13)

fir jedes (so, o, po) € (a0, ) x U XV lokal eindeutig losbar, d.h., fir jedes (s, Zo, Po)
existiert ein & > 0, ein ¢ > 0 eine Umgebung Uy x Vi von (xg,po) und eine

Abbildung
@:{(t,s)‘so—(51<s<30+51, s§t§s+€1}><U1><V1 — B
mit folgenden Figenschaften:

(a) Die Abbildung ® ist stetig partiell differenzierbar nach t mit

0

aq)t,s(xap> = f(taq)t,s(xap)ap)

fir alle s <t < s+e; und es gilt O;4(x,p) = x fir alle (s,z,p) € (so —
01,80 + 01) x Uy x Vi, d.h., die Abbildung t — O ¢(z,p) ist eine Losung des
Anfangswertproblems (5.13).

(b) Falls ¢ : [s,s + €' — E eine weitere Lisung von (5.13) zum Anfangswert
(s,x) € (so—01, So+061) x Uy und Parameter p € Vi ist, so gilt (t) = @, 5(x,p)
fir alle t € [s, s+ min{ey, &'}

Ferner ist die Abbildung ® zweifach zahm differenzierbar und besitzt die (Pseudo-)
Halbfluss-Figenschaft', d.h.,

¢t,s(q)s,r($,p)>]9) = (I)t,r(a:ap)

fir alle alle p € V1, alle r,s € (s — 01,80 + 01) und alle t € [s,s+¢&1] mitr < s <
t <r+e und Oy,(x,p) € Uy.

lvgl. Definition 4.1.2
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Beweis: Sei (sg, g, p0) € (o, ) x U x V gegeben. Dann gibt es Konstanten 6y >
0 und ¢y > 0 sowie offene Umgebungen U, und V, von xy bzw. pgy, so dass die
Voraussetzungen (E'), (S") und (Z') auf (so — do, S0 + o) x Up x Vo mit g > 0 erfiillt
sind. Ferner existiere 0.B.d.A. eine Nullumgebung 170 mit (70 + Uy C U. Dies kénnen
wir immer erreichen, indem wir Uy geeignet verkleinern. Wir definieren nun

ﬁ = RXEXP, ‘70 = (80—50750+50)XU0X%
und
fo:[0.el x Uy x Vo = B, fo(t.y.D) = f(t+s,y+z,p)

mit p := (s, x,p). Weiterhin betrachten wir das Anfangswertproblem

g(t) = fo(t,y(t),p), y(0)=0, t>0. (5.14)

Aus den Voraussetzungen (E'), (S’) und (Z’) folgt mittels Satz 5.2.1, dass (5.14) fir
jedes p € V lokal eindeutig l6sbar ist. Insbesondere existiert fiir py = (so, o, Po)
ein £; > 0, eine Umgebung Vi, = (so — 01,80 + 01) X Uy x V; und eine Abbildung
¢:[0,e1] x Vi — E, so dass t — (t,p) die eindeutige Lésung von (5.14) auf [0, ]
darstellt. Wir definieren nun die Abbildung

@:{(t,s)‘50—51<8<50+51,s§t§s+€1}><U1><V1 — F

mittels

(I)t,s(xap> = ‘P(t_57<37$7p))+x = 4P(t—371/9\>+f
Dann gilt

0 ) . ~ PR
E(I)t,s(xap) = SD(t_S7p) = fo(t-S,Q@(t_S,p),p)

= f(t,gO(t—S)—Fl’,p) = f(t,q)t,s(.%’,p),p),

d.h., t — @, (z,p) ist eine Losung von (5.13) auf [s, s +¢e1]. Ferner ist t — @, ((z, p)
lokal eindeutig auf [s,s + 1] im Sinne von Behauptung (b), da ¢ — ¢(t,p) lokal
eindeutig auf [0,&;] ist. Somit miissen wir abschliefend noch die C%.-Zahmheit und
die Halbflusseigenschaft von ® zeigen. Wihrend die C2-Zahmheit unmittelbar aus
der C2-Zahmbheit von ¢ folgt, erhilt man die Halbflu-Eigenschaft von & leicht aus
der lokalen Eindeutigkeit. ]

Folgerung 5.2.2 (Globale Eindeutigkeit). Seien E und P zahme Fréchetriume
und sei U x V.C E x P offen. Ferner erfille f : (a,3) x U xV — E die Vor-
aussetzungen von Folgerung 5.2.1. Dann existiert zu jedem (s,z,p) € U x V ein
offenes, maximales Existenzintervall .« (s, z,p) C (o, B8) und eine eindeutige, glo-
bale Losung ¢ : Inax(s, 2, p) — E von (5.13).
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Beweis: Die Behauptung folgt wie im Endlich-dimensionalen unmittelbar aus der
lokalen Eindeutigkeit, also aus Folgerung 5.2.1 [siehe z.B. [Ama90, Ch. II, Thm.
7.6]]. |

Wir zeigen in den beiden folgenden Séatzen, dass die offensichtlich beweiserzeugenden
Voraussetzungen (E), (S) und (Z) in Satz 5.2.1 bzw. (E'), (S’ und (Z') in Folgerung
5.2.1 durch leichter verifizierbare Bedingungen an die Familien

D.f(t.,p))
( f( p) (t,x,p)Ela,BIXU XV

von stetigen linearen Operatoren bzw. an die zugehorigen Halbgruppen ersetzt wer-
den koénnen. Dabei unterscheiden wir wie in Kapitel 4 zwei Félle, einen hyperboli-
schen und einen parabolischen Fall.

5.2.1 Der hyperbolische Fall (nichtlinear)

Satz 5.2.2. Sei E und P zahme Fréchetrdume und sei U xV C E X P offen. Ferner
sei f:(a,8) x U XV — E eine C*-zahme Abbildung mit folgenden Figenschaften:

(NLH1) Fir jedes (so, o, po) € (o, ) xU XV ist D, f(s0, %, po) der infinitesimale

Generator einer C*°-Halbgruppe (T(8079007p0)(7—>)7>0‘

(NLH2) Zu jedem (So,xo,po) € (o, 3) x U x V' existiert eine Umgebung (so —
90, So+00) X Vo von (sg, po), eine Nullumgebung Wy C E sowie Konstanten
g0 >0,r€Z und b €N, so dass fir allen > b ein M > 0 existiert mat

HT(thxl,p)(Tz) 2 Tl (MK

< .
< M (1 masx o s + [pllusr + Kl )

fir alle z; € U, allep € Vj, alle k € Wy, alle s € (sg — do, S0 + o), alle
endlichen Partitionen s =ty < --- < t; = s+ ¢ von [s,s + o] und alle
Ty ., T mat 0 < Tj < tj+1 —tj.

Dann ist das nichtlineare Anfangswertproblem

z(t) = f(t,z(t),po), x(s0) =m0, > 5o (5.15)

fir jedes (so, o, po) € (o, ) x U XV lokal eindeutig losbar und der zugehirige, lokale
Halbfluss O s(x, p) ist zweifach zahm differenzierbar [vgl. Folgerung 5.2.1].

Beweis: Geméafl Folgerung 5.2.1 geniigt es nachzuweisen, dass f die Eigenschaften
(E'), (S") und (Z’) lokal auf (a, 8) x U x V" erfiillt. Sei also (sq, zo, po) € (e, B) xU XV
gegeben. Dann gibt es nach Voraussetzung (NLH2) eine Umgebung (so — do, So +
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do) X Vy, eine Nullumgebung Wy C E sowie Konstanten €y > 0, 7 € Z und b € N, so
dass fiir alle n > b ein M > 0 existiert mit

HT(tzﬂJzyP) (Tl> e T(thth) (Tl)an
(5.16)

< .
< M (14 max o + Ipllosr + s )

fir alle x; € U, alle p € Vg, alle k € Wy, alle s € (so — do, So + do), alle endlichen
Partitionen s = tp < -+ < t; = s+ &g von [s,s + €] und alle 71,..., 7 mit 0 <
7; < tj11 —t;. Wir zeigen nun, dass die Eigenschaften (E'), (S') und (Z') auf Uy :=
(s0 — 00, So + o) X Uy x Vo mit Uy := ¢ + W, erfiillt sind.

Zu (E): Sei (s,z,p) € Uy und T € C*([s, s+¢eo], U). Ferner sei 0.B.d.A. W, = B; o
b > mg und r € Ny. Dann folgt aus (5.16) analog zu Lemma 5.1.5 fiir alle n > b die
Abschétzung

HT(tl,ZBz,P) (Tl) o 'T(tlﬂrl,p)(Tl)k

< M’((lﬂgl?%{l 125 e+ (2]t ) 1Bl + HkHW)

mit
, 9
M = M<1 + §>

fir alle x; € U, alle p € V;, alle k € E, alle s € (so — g, S0 + dp), alle endlichen
Partitionen s =ty < --- <t;, =s+¢g von [s,s + o] und alle 7y, ..., 7 mit 0 < 73 <
tj+1 — t;. Daraus erhalten wir fiir alle n > b die Abschétzung

HTm;f(tz),p)(Tz) Tty 5 (00) ) (Tl)an
(5.17)

< M1+ s 7O Inr + [Pl ) [t
tels,s+eo)

fiir alle k € E, alle endlichen Partitionen s =ty < --- < ¢, = s + &g von [s, s + &
und alle 7q,...,7 mit 0 < 7; <ty —t;. Damit erfiillt die Familie

(A (®) = Dot (1. 7(0).9))

[575+60]

von linearen Operatoren die Bedingungen (H1) und (H2) aus Satz 4.2.1. Wir miissen
noch zeigen, dass die Abbildung ¢ — D, f(¢,Z(t), p)k auch die Eigenschaft (H3)
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besitzt, d.h., die Abbildung t — D, f (t, z(t), p)k muss auf beschrankten Mengen von
E gleichmafig stetig sein. Dies ergibt sich jedoch wie in Folgerung 4.2.3 unmittelbar
aus der stetigen Differenzierbarkeit von ¢ — D, f(t, Z(t),p)k. Somit folgt aus Satz

4.2.1, dass es eine eindeutige, zu (A(ip) (t))[s steo] zugehorige Evolutionsfamilie

(U(ip) (t, T))s§7§t§8+60

gibt. Ferner erhalten wir aus Satz 4.2.1, dass die Gleichnug

h(t) = Dof(LT0),p)h(1) + K1), his)=w, t=s
fiir jedes ke C([s, s+eo, E) eine eindeutige Losung h= %(5, s,x,p, %) auf [s, s+ o]
mit

t

W(E,s,2,p,k)(t) = Ugpl(t,s)z + / U py(t, 7)k(7) dr (5.18)

s

besitzt. Damit ist die Eigenschaft (E') auf Uy erfiillt.

Zu (5'): Wie zuvor zeigt man leicht, dass fiir jedes (z,s,p) € Cl([O,ao], U) X (89 —
do, So + 0g) x Vp eine eindeutige, zu

(A@,s,p) (t) :=Daf(t +, f(t),p)>

[0780]

zugehorige Evolutionsfamilie

<U @) (T T))

0<7<t<eg

existiert. Ferner gilt wegen der Eindeutigkeit fiir alle (s,p) € (so — do, S0 + o) X Vo
und alle T € C*([s, s + &o), U) die Identités

U@’p)(t +s,7+ S) = U(%(-+s),s,p(ta 7_) (519)

fiir alle 0 < 7 <t < g9. Wir betrachten nun die Abbildung

(z,s,2,p, k) +— E(i&%?a k)

(5.20)
()

A(i’s’p)(') (U@v&p)('v O)I + / U(f,s,p)(V T>E(T) dT> + E
0
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von C*([0, 0], U) x (89 — o, S0+ do) X Uy x Vg x C([0, 0], E) nach C([0,eo], E) und
zeigen, dass diese stetig ist. Seien also (7, s, z,p, k), (2,8, 2", p/, k') € C! ([O, €0l U) X
(S0 — 80, S0 + d0) x Uy x Vi x C([0, 0], E). Dann gilt

sup E(%’, sy, %’)(t) — E(%, 5,7,D, E) (t)

t€[0,e0]

Hm

< sup A(5/75p()(U(xsp)tOJZ,-f—/U(xSp tTk,( )d)

te[0,e0]

0
t
_A(inP()<U(xSP)tOx_’_/U(st)tT )dT>
0

v osup |[R(1) - %(t)”
te(0,e0] m
Analog zu Lemma 5.2.2 zeigt man nun, dass die Abbildung
(f, S,p,%) — A(i&p)% = Dxf( - 48, T, p)% (521)

von Cl([O,éo], U) X (80 — 0o, So + do) X Vo X C([O,éo}, E) nach C([O, €0l E) stetig ist.
Daher geniigt es die Stetigkeit der Abbildung
)
(7, s, x,p,%) = Ugsp (-, 0)z + / UG,sp) (5 T)E(T) dr (5.22)
0

von Cl<[0,€0],U) X (S() — 50,80 + (5()) X UO X VE) X C([O,€0],E) nach C([O,go],E)

nachzuweisen. Aus (5.17) und der Konstruktion von (Ug,sp)(t,7)) <. .. in Satz

4.2.1 [siehe Ungleichung (4.16)] erhalten wir fiir alle n > b die Abschétzung
|V k| < M (L WElomsr + ol ) Wolle— (5.23)

fiir alle (2, s,p) € C'([0, 0], U) x (so— o, So+00) X Vp, alle (£,7) € A= {(t,7) | 0 <
T < e, 7 <t <&}, und alle k € E. Somit folgt die Stetigkeit von (5. 22) wie in
Lemma 5.2.2 aus der Stetigkeit der Abbildung

(z,8,p,k, t,7) — UgGsp(t,7)k

von C! ([O, €0l U) X (89 — 09, S0+ 0p) X Vo X E x Ag nach E. Diese wiederum erhalten
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wir aus (5.23), der Stetigkeit von (5.21) und der Identitét

U;g/sfl t/,T,k—Uggs Zf,Tk
@,s',p') (@,5.p)

1
= / 5% (U(ZE’,S/J?,) (tly t/ - O-(t/ - T/>)U(’x“757p) (t o O-(t a 7—)’ T) k) do_
0

1
= / U(El,s’,p’) (t/’ t/ _ U(t/ o 7_/)) ((t/ . 7_/)145/75/’1)/ (t/ o O'(t, . 7_/))
0
~(t = ) A5 (t = 0t = 7)) ) Uy (t = o(t = 7),7)k do
Damit haben wir insgesamt gezeigt, dass die Abbildung (z, s, x, p, E) — (T, s, z,p, }5)

von Cl([O, €0}, U) X (80— 00, S0+ o) x Uy x Vi X C([O, €0}, E) nach C([O, €0}, E) stetig
ist. Daraus folgt insbesondere, dass (S) auf Uy erfiillt ist.

Zu (Z'): Aus (5.20) erhalten wir die Abschétzung

3@ 5,29.9)

0,n

< + [I1&lllon

0,n

)
A(g,s’p)(-) <U(’;E7S7p)(', O)l’ -+ / U(ip)('? 7')%(7’) dT)
0

fiir alle (h(Z, s, z,p, k) € C*([0,20), U) x (50 — o, S0 + o) x Uy x Vo x C([0, &), E).
Ferner diirfen wir annehmen, dass die Abbildung

(57 S7P>E) = A(E,s,p)% = Dxf( : +87 fap)k

von C! ([O, €0}, U) X (s9 — do, So+d0) X Vo X E nach C([O, €0), E) fiir n > V' eine zahme
Abschétzung der Form

|AGanklln < 31+ W lomsr + Wolluses + [lrr)

auf Cl([O,so], U) X (89 — 0o, So + o) x Vo x Wy erfiillt. Weiterhin sei 0.B.d.A. Wy =
Bm, b > mgy und " € Ny. Dann erhalten wir fiir n > b" die Abschatzung
_ 92 B
[t < 3+ ) (ot + Nl sl + el

fiir alle (Z,s,p)C'([0,&0],U) x (s — o, 50 + do) X Vo und alle k € E. Daraus folgt
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fiir n > b’ die Abschitzung

A(g,sjp)(-) (U(§7S7p)(-, O)ZL‘ + / U(;C’S’p)(-, 7‘)%(7’) d7‘>

U+ 03 + [ Vs, IE(r) dr
0

< M (Wllomsr + IPllns)

0,0/
B
Ugsp (5 0)x + / Ug,sp) (- T)k(T) dT

0

+ M (5.24)

n+r/
mit

—~ . )

M= M(1+%)

J

fiir alle (7, s, ,p, k) € C! (10,£0), U) x (s0—00, S0+60) x Uy x Vo x C([0, &), E) . Ferner
liefert die Konstruktion von (Ugs (¢, T))0<7_<t<60 in Satz 4.2.1 [siche Ungleichung
(4.16)] und (NLH2) fiir alle n > b die Abschiitzung

|V @] < M (14 UFomsr + I5lse + 1Ellns

fiir alle 7 € Cl([O,éo], U), alle p € Vj, alle k € Wy und alle (¢,7) € A. Weiterhin sei
Wy = B&mo(O), b > mgy und r > 0. Dann erhalten wir fiir alle n > b die Abschétzung

|Van® k] < M (Uonsr + IPlnr) Kl + i) (5.25)

fiir alle 7 € Cl([O,EO],U), alle p € V, alle k € E und alle (¢,7) € A. Aus der

Kombination von (5.24) und (5.25) folgt nun, dass die Abbildung (z, s, z,p, k) —
h(Z, s, x,p, E) die geforderte zahme Abschitzung auf C! ([0, £0), U) X (89—00, So+0d0) X
Up x Vo x C([0,&0), Wo) erfiillt. Daher besitzt die Abbildung (5.18) die Eigenschaft
(Z') auf U,.

Somit ist der Beweis der Eigenschaften (E'), (S') und (Z') aus Folgerung 5.2.1 auf Uy
vollstandig. Die Behauptung des Satzes ergibt sich nun unmittelbar aus Folgerung
5.2.1. |

5.2.2 Der parabolische Fall (nichtlinear)

Satz 5.2.3. Seien E und P zahme Fréchetraume und U x V' C E x P offen. Ferner
sei f:(a,8) x UxV — E eine C*-zahme Abbildung und fiir jedes (sq,xo,po) €
(a, B) x U x V' euxistiere eine Umgebung (so — 0o, So + do) X Vo und ein g9 > 0 mit
folgenden Eigenschaften:
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(NLP1) Es existieren Konstanten wy > 0 und go > 0, so dass folgendes gilt:

(i) C,.5 = {NeC | arg(A —wpy)| < §+gg} C p(Daf(t,z,p)) fir alle
(t,x,p) € (So —50,80+50—|—€0) x U x V.

(ii) Es gibt eine Nullumgebung Wy C E sowie Konstanten r € Z und
b e N, so dass fir allen > b ein M > 0 existiert mit

MU+ Bl + pllse + 1)

n ’)\—W()‘

HR()\, D, f(t,z,p))k

fiir alle (t,7,p, k) € (50 — 6,50 + b0 + €0) x U x Vo x Wy und alle
reC =

wo,00

(NLP2) Es gibt ein \g € C, 5 . so dass fiir alle n > b ein L > 0 existiert mit

H (Dxf(t/, ',p) = Daf(t, xm))R(AO, D, f(t", ", p))k

n

< L( =t/ + ]2 = 2llnsr ) %

X (14 max {1l 12/ nsrs 12" s} + 2l + [l )

fir alle (t,z,p), (t',2',p), (t", 2", p) € (so — o, S0 + do + €0) X Uy X Vi und
alle k € W,.

(NLP3) Sei & € C'([0,e0],U) und sei (T(z,sp)(T)) o, die von Dy f(t 4 s,T(t), p)
erzeugte, sektoriell analytische C° -Halbgruppe?. Dann erfillt die ein-

exp

deutige Losungsfamilie® (R@,s,p) (t, T)) der Integralgleichung

0<7<t<eg

t
Rt 1)k = Kaop(t, )k + / Kaoy(t, o) R(o, )k do

mat K§757p<t,7')]€

= (Daf(t+5,3(2),p) = Daf (7 + 5,3(7),0) ) Tispr (= 7

eine zahme Abschitzung vom Grad r' € Z zu Basis b’ € N, d.h., es gibt
eine Nullumgebung Wi C E so dass fir alle n > b ein M > 0 existiert

2Die Existenz der Halbgruppe (T@,S’p’t)(r))T>0 folgt unmittelbar aus Satz 3.2.2 und den Vor-
aussetzung in (NLP1). N
3Die eindeutige Losbarkeit der obigen Integralgleichung erhilt man aus Satz 4.2.2.
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mit

= sup
0,n 0<r<t<eq

H‘R@s,m(w )k Rasp(t,7)k

n

< (14 17 o msrr + Dol + ¥l

fir alle (z,s,p) € Cl([O,EQ], U) X (so — 0o, So + 09) X Vo und alle k € Wy,

Dann ist das nichtlineare Anfangswertproblem

z(t) = f(t,z(t),po), x(s0) =0, t> 5o (5.26)

fiir jedes (so, g, po) € (o, B) X U XV lokal eindeutig lGsbar und der zugehdrige lokale
Halbfluss Oy s(x, p) ist zweifach zahm differenzierbar [vgl. Folgerung 5.2.1].

Beweis: Wir fithren den Beweis wie in Satz 5.2.2 auf die Folgerung 5.2.1 zuriick,
d.h., wir miissen zeigen, dass f lokal die Eigenschaften (E'), (S') und (Z’) besitzt.
Sei also (so, Zo,p0) € (o, B) x U x V gegeben. Dann existiert nach Voraussetzung
eine Umgebung (sg — do, So + dp) X x Vg von (sg, po), eine Nullumgebung Wy und ein
g0 > 0, so dass (NLP1) - (NLP3) gelten. Wir zeigen nun, dass f die Eigenschaften
(E), (S") und (Z') auf Uy := (so — o, S0 + d0) X Up X Vo mit Uy := xo + Wy erfiillt.

Zu (E'): Sei (s,z,p) € Uund T € C'([s, s + &0}, Up). Dann definieren wir

(A (1) 1= Dus (1.7(0).9))

te€[s,s+eo)

Nach (NLP1)(i) existieren Konstanten wy > 0 und do > 0 mit

C,.; C p(Dxf(t,f(t), p)>

fir alle t € [s,s + g¢]. Ferner sei 0.B.d.A. Wy = Bj 00 b > mg und r € Np. Dann
folgt aus (NLP1)(ii) wie in Lemma 5.1.5 fiir alle n > b die Abbschétzung

HR(N A (t))k

= |RODLs 0, )k

n

M (Wl + [Pl ) el + 1l

|)\—L¢J0|

(5.27)
M (14 s+ Pl ) Ul

|)\_W0|




KAPITEL 5. EXISTENZ- UND EINDEUTIGKEITSSATZE 207

mit

M= M(1+i)

4}
fir alle k € F, alle A € C 5 und alle t € [s,s + &]. Somit besitzt die Familie
(A@p) (t)) tefs.steg] YOI stetigen, linearen Operatoren die Eigenschaft (P1) aus Satz
4.2.2. Da f zweifach stetig differenzierbar ist, gilt offensichtlich auch Voraussetzung
(P3) aus Satz 4.2.2. Daher miissen wir nur noch (P2) nachweisen, um Satz 4.2.2

anwenden zu kénnen.Aus (LNP2) erhalten wir analog zu Lemma 5.1.5 fiir alle n > b
die Abschétzung

H <A@p> (t) =A@ (t)> R(Xo, A (t"))k

n

— H(D F(E, (), p) — Dof(t,3(1), ))R(AO,Dxf(t”,%(t”%p))k

n

< (=t + 1) = Tl ) (s + 2l Wl + 1]1)

< L’(rt' 1) W e = #) (N + ol UKl + 151

IN

[ A Mt 2 e T A 1 (5.28)
mit

o= L(l + %)

fir alle £ € F und alle ¢,t',t" € [s,s + &, d.h., (A(57p)(t))t€[s,s+so] erfiillt auch

Voraussetzung (P2) aus Satz 4.2.2. Daraus folgt die Existenz einer eindeutigen zu
(Aap () ls.s2) ZugehoTIgEn Evolutionsfamilie

(U(?c,p) (t, T>)5§T§t§s+£0

Ferner ist die Gleichung
h(t) = Dof(tT(0,0)h(t) +k(t), h(s) =z, t>s
fiir jedes k € C([s, s + eo), E) eindeutig lsbar auf [s,s + £o] und die Losung h =

E(E, s, x,p, k) hat die Form

W@, s,2,p.8)(t) = Ugpl(t,s)z + / Ut (t, 7)(7) d7. (5.29)
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Somit erfiillt f die Bedingung (E’) auf U,.

u (5): Wie im Beweis von Satz 5.2.2 betrachten wir die Abbildung
(T.5,2.p.k) = h(Z,s,2.p. k)
(5.30)

“)
A(i’s’p)(') (U@’S’p)(" O)l’ + / U(f,s,p)(V 7—)%(7) dT> + E
0

von C!([0,20],U) x (s9 — o, S0 + do) x Uy x Vo x C([0, 0], E) nach C([0, 0], E).

Dabei sei

(A (1) 1= Duf (¢ + ,3(0).7)

[0,80]

und

(U @) (s T))

die zugehorige Evolutionsfamilie, deren Existenz und Eindeutigkeit wie in (E') ge-
zeigt werden kann. Zum Beweis der Stetigkeit von (5.30) geniigt es wiederum die
Abbildung

0<r<t<eg

()
(@, 5,2,0,k) = Ugp( x+/Ump k(r)dr (5.31)
0

von C! ([O £0), U) (so — 00, S0 + 0g) X Uy X Vp x C([O 60],E) nach C([O,so],E) zu
untersuchen. Sei nun Wy > wo. Dann folgt aus (5.27), (5.28) und Satz 4.2.2(a), dass
fiir alle n > b Konstanten M > 0 und M’ > 0 existieren mit

HU @sp) (6 T)E

r 2 ~ So+LM(t—T
" S M(l * g\) (1 + ’Hx‘HH-H‘ + HpHn-H“)e( oHLM)(E )”an
und

L= L1 0l ) (14 s+ plsr

fiir alle (7, s,p) € Cl([(),eo], Uo) X (89 — do, 80+ 0) x Vg, alle k € F und alle (¢,7) €
Ay = {(t,T) ’ 0<7<ep7<t< 60}. Somit ist die Stetigkeit von

(fia 87p7 ka t? T) = U(fys,p) (t7 T)k

von Cl([O,ao],U) X (8o — do, 80 + o) X Vo x E x Ag nach E hinreichend fiir die
Stetigkeit von (5.31). Die Stetigkeit von (Z,s,p, k,t,7) = Ugsp)(t, 7)k erhélt man
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wiederum wie in Satz 5.2.2 leicht mittels der Identitat

U(ggsr,pr)(t/, T/)k — U(i&p) (t, T)/{

1
= / U(E’,S’WI) (t/, t — O'(Zf/ — 7'/>) ((tl — T/>A5’,s’,p’ (t/ _ U(t/ . 7_/))
0
—(t =) Azsp(t —o(t = 7'))) Ugsp) (t —0(t —7),7)kdo.

Damit haben wir insgesamt gezeigt, dass die Abbildung (5.30) stetig ist. Dies impli-
ziert, dass (S') auf Uy erfiillt ist.

Zu (Z'): Wir betrachten nochmals die Abbildung

(&, s,2,p, k) — h(Zs,z,pk)

®
= A(%,s,p)(')(U(%,s,p>('70)x+ / Ut s (-, TVR(T) dT) + k()

0

von C1([0, 0], U) x (89— 6o, 50+ 60) X Uy x Vo x C([0, 0], E) nach C([0, o), E) und
zeigen, dass diese zahm ist. Entsprechend dem Beweis der Eigenschaft (Z') in Satz
5.2.2 geniigt es, die Zahmbheit der Abbildung

(%,S,p,k’) = U(E,S,p)('ﬂ')k

von C! ([O, €0}, U) X (89— 09, So+ o) X Vo x E nach C(AD, E) zu untersuchen. Aus der
Konstruktion von (U(g,s,p) (t,7 )) in Satz 4.2.2 erhalten wir die Darstellung

0<7<t<eq

U@’S,p) (t, T)/f
(5.32)

t

= T@’S’pﬁ) (t — T)/{J + /T(5757p7a) (t — O')R(§757p) (U, T)/{Z do

T

fiir alle (Z, s, p, k) € C! ([0, €0l U) X (89 — 00, S0+ 00) X Vo X E, wobei (T(5757p7t) (T))T>O
die von A sp)(t) = D, f(t + s,f(t),p) erzeugte, sektoriell analytische CZ -Halb-
gruppe und (R s )(t, 7'))0 <1<, die eindeutige Losungsfamilie von

t
R(t,T)k = K(gjsvp)@,T)k‘ + /K(§737p)(t,0')R(0',7’)]{7d0'
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mit
Keup(t )k = (Daf(t+ 5,5(0),0) = Daf(r +5,5(),0) ) Tipapr(t — )k
ist. Da ferner die Abbildung
(z,8,p,k,t,7) — RGsp(t,T)k

aufgrund der Konstruktion in Satz 4.2.2 stetig ist und (R sp)(t, 7)) <., -, hach
(NLP3) fiir n > ¥/ die zahme Abschétzung -

HR@,s,p) (t,7)k

n

(5.33)
< M1+ ellonsr + [Pllnsr + 1Elsr)

fiir alle (Z, s, p) € C'([0, 0], U) X (s0— 00, So+00) x Vg, alle k € W und alle (¢,7) € Ag
erfiillt, geniigt es die Zahmbheit der Abbildung

(Ea S, Py k: t? 7—) = T(%,s,p,t) (T)k:

von C! ([0, €0l U) X (80— 00, S0+ dp) X Vo X E x Ag nach E zu zeigen. Aus Folgerung
3.2.2 erhalten wir fiir 0 < dy < § und &y > wy die Darstellung

1
T(:E,s,p,t) (t - T)k' == 2— e)\TR()\, A§’37p<t>) k d)\
e
I
mit
N .7r+go
Wo +oe' 2 fir >0

[w: R—=C, Tyo):=
R _.m+do
0o+ lole”" 2 fir o <0.

Ferner definieren wir fiir 7 # 0 die folgenden Kurven

.7r+go
[oq: (=00, =77 —=C, T,1(0) =0+ |ole™ 2
Dro: [~748, 58] = €, Tra(0) =B+ 7"
und
7T+50

Io3:[r7"00) = C, T,3(0):=d+0e 2
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Dann folgt mittels (NLP1) die Abschétzung

1 ~
HT@,S,p,t)(T)k = o / ATR(N Daf(t+ 5, 7(t), p)) k dA
n T
I'oo n
1 Ar ~
= 5 e R(A, D, f(t+ s,Z(t),p))kdX
T
FT,1+FT,2+FT,3 n
MGOT R —Ursin%o
(§ (& ~
< = a0 (1 Wllotr + Wl + Il )
1 oe' 2 + Wy — Wy
_ 8o
M@o‘r ) ecoso
(&
—— Ao (14 1 onsr + Ipllse + 151l
e el e [ [T T I
_mtdy
2
_mtdo
M@m’ x e 0 2
e COS O -~
< e [ e w [ e do | (14 Wlloner + el + Itl)
27 cos 9 B
sin(S—0 _Ttd
2 2

fiir alle (Z,s,p) € C'([0,&0],U) x (so — o, S0 + do) x Vo, alle k € Wy alle ¢ € [0, &)
und alle 7 > 0, d.h., die Abbildung

(57 S7p7 k? t? T) = T(:E,s,p,t) (t - T)k

erfiillt eine zahme Abschiitzung auf C* ([0, €0l U) X (80— 00, S0+ o) X Vo x Wy x Ay.
Somit erhalten wir aus der Darstellung (5.32) und der Abschitzung (5.33) wie in
Satz 5.2.2 eine zahme Abschétzung der Form

#5200

0,n

(5.34)
< M (T W& onsrr + lallusrr + [Pl + [l

auf einer Umgebung von (Zy, g, Tg, po, 0) mit Ty = . Daher kénnen wir 0.B.d.A.
annehmen, dass (5.34) auf C*([0, &0}, Uy) x (S0 — 0o, So+80) X Uy x Vo x C([0, £0], Wo)
gilt. Daraus folgt jedoch, dass f die Eigenschaft (Z’) auf Uy besitzt.

Somit haben wir gezeigt, dass f die Vorausstzungen (E'), (S’) und (Z') auf Uy erfiillt.
Die Behauptung des Satzes folgt nun unmittelbar aus Folgerung 5.2.1. |
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Bemerkung 5.2.2. Die Frage, inwieweit die Voraussetzung (NLP3) in Satz 5.2.3
durch ein einfacheres Kriterium ersetzbar ist, konnten wir nicht endgiiltig klaren.
Hierin sehen wir einen Ausgangspunkt fiir weitere Untersuchungen.

Ein Anwendungsbeispiel fiir Satz 5.2.2 auf partielle Differentialgleichungen findet
man im anschliefenden Kapitel 6.



Kapitel 6

Anwendung auf partielle
Differentialgleichungen

Im Schlusskapitel unserer Arbeit wollen wir an einem Beispielen die Anwendbarkeit
unserer Ergebnisse auf partielle Differentialgleichungen verdeutlichen. Entscheidend
fiir die ,,erfolgreiche Anwendung der Satze 5.2.2 und 5.2.3 sind dabei zwei Voraus-
setzungen:

(a) Die partielle Differentialgleichung muf eine ,ausgezeichnete Variable besitz-
ten, so dass sich die Gleichung in einem geeigneten Funktionenraum in die
abstrakte Form eines Anfangswertproblems

i(t) = f(t,z(t), =z(to) =z0, t>tg (6.1)

bringen 148t. Wir bezeichnen diese Variable mit ,,t“, da sie in vielen Féllen die
Zeit in einem physikalischen System représentiert.

(b) Es muf eine ,,gute” Losungstheorie fiir die Linearisierung
h(t) = D.f(t,z(t))h(t), hito) =z, t>t (6.2)

von (6.1) existieren, damit die zahme Losbarkeit von (6.2) in einer Umgebung
des Startwerts (tg, z¢) garantiert werden kann.

Die Methoden zum Beweis der zahmen Losbarkeit von (6.2) sind im Allgemeinen
vom Typ der Linearisierung abhéngig, wie das folgende Beispiel zeigt. So kénnen wir
in Beispiel 6.1 die lineare Gleichung nahezu ,explizit“ 16sen und erhalten dadurch
die gewiinschten Abschéitzungen.

6.1 Nichtlineare Gleichungen 1. Ordnung

Wir betrachten nichtlineare, partielle Differentialgleichungen 1. Ordnung der Form

Ou = f(tafa u, a£U), U(O, ) =up, t=>0 (63)

213
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mit f: (=5,0) X R x R x R™ — R, (t,&,u,p) — f(t,&,u,p) und ug : R™ — R.
Wir wollen im Weiteren (6.3) in ein abstraktes Anfangswertproblem umformulieren
und mittels Satz 5.2.2 eine lokale Losung sichern. Dazu miissen wir zuerst einen
geeigneten Losungsraum £ suchen. Bei einem konkreten Problem hingt die Wahl
von E von den gegebenen Daten f und uy ab. Wir nehmen uns hier jedoch die
Freiheit, erst E festzulegen und dann f und wug entsprechend zu wihlen.

Sei also E := {u € C*(R™,R) | 0°u € Ly(R™ R) fiir alle « € Ni'} versehen mit
dem Fundamentalsystem

1/2

lull = | Y lloul*| . neNy, aeN

0<k<n
|a|=k

wobei ||-|| die Ly-Norm auf R™ bezeichne. Ferner sei ug € E und f € C**((—8, 8) x

R™ x R x RW,R), d.h., alle partiellen Ableitungen der Form aftﬁfmé)ﬁ“&;f” f mit
k. € {0,1,2}, k, € Ny und k,, k, € Nj* existieren und sind stetig. Weiterhin erfiille
f die folgenden Eigenschaften:

(a) Die Abbildung f besitzt eine Faktorisierung f(t,x,u,p) = a(x)f(t,u,p) mit
a € C(R™R) und f € C>*((-p, ) x R x R™ R).

(b) Fiir alle t € (-8, 8) gilt f(,0,0) = 0.
Dann definieren wir
F:(=B,8)xE—E, F(tu)&) = al§)f(t u(§),0u()),
mit deu(£) := (B1u(§), ..., Opu(€)) fiir alle £ € R™. Somit kénnen wir (6.3) auf die

abstrakte Form!
u(t) = F(tu(t), u(0)=uy, t>0 (6.4)
bringen. Wir zeigen nun, dass F' die Voraussetzungen von Satz 5.2.2 erfiillt.

Zur Zahmheit von E: Aus dem Sobolevschen Einbettungssatz [siche z.B. [Ada75,
Thm. 5.4]] folgt fiir die Sobolev-Riume HE(R™) die Identitiit

B = H(R™) = [ HE(R™)

IMan beachte, dass wir nicht behaupten, die Gleichnugen (6.3) und (6.4) seien dquivalent.
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und somit ist E offensichtlich vollstandig. Ferner erhalten wir mittels Fouriertrans-
formation, dass F zahm isomorph (vom Grad 0 zur Basis 0) zu einem zahm spal-
tenden Unterraum von

~

E = {a € Ly(R™, C) / (14 [1€117) " [a(€)[? d€ < oo fiir alle n € No}

RmM

ist. Dabei sei [|€]|2 := [&1]2 + - + |&n]? und E mit dem Fundamentalsystem
1/2

lall, = / (L+EP) " aEPde| . nen

Rm

versehen. Die Zahmbheit von E folgt nun unmittelbar aus Lemma 5.1.2 und Beispiel
5.1.6, denn es gilt F = LP(R™,d¢, C, ), wobei (&) = log /1 + [|£]|? und d¢ das
Lebesgue-Mafl auf R™ bezeichne.

Wir beschrianken uns im Weiteren auf den Fall m = 1 und a = 1, da alle Beweisideen
fiir den Fall m > 1 oder a € C° (Rm, R) iibernommen werden kénnen, die Notation
jedoch im Fall m = 1 deutlich iibersichtlicher bleibt.

Zur Wohldefiniertheit von F: Wir miissen zeigen, dass F'(t,u) € F fir alle (¢,u) €
(=8, 8) x E erfiillt ist. Aus f € C**((—03, 8) x R?,R) folgt offensichtlich F'(¢,u) €
C*(R,R) fiir alle (t,u) € (=3, 8) x E. Somit geniigt es nachzuweisen, dass 9 F'(t, u)
fir alle (t,u) € (—=f,0) x E und alle n € Ny Lo-integrierbar ist. Sei also u € E
gegeben. Dann gilt

|£1|im u™(E) = 0 (6.5)

fur alle n € Ny. Dies erhélt man z.B. aus [AdaT75, Cor. 3.19 und Cor. 5.15]. Ferner
liefert die stetige Differenzierbarkeit von f nach u und p die Abschétzung

[lrtu©.v)

2

dg

1

— /f(t,0,0)+/(%f(tﬂ'u(f)ﬂ'l/(ﬁ))) dr

R 0

2

dg

1

= //@uf(t,m(ﬁ),m'(ﬁ))U(S)+3pf(t,TU(€),TU’(€))U'(€)dT

R 0

2

dg
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apf(tv Tu(f), Tul(f)) ‘ HUIHO)

< | s |0uf(t (€).' (€)[llullo + sup
-<o <o.

T€[0,1]

2
< (Mullullo + Myl o)

Da nach (6.5) die Bilder {u(¢) | £ € R} und {«/(€) | £ € R} beschréinkt sind, folgen
aus der Stetigkeit von f die Abschitzungen

M, := sup
¢eR,
T€[0,1]

0, f(mu@),m'(g))( < o0

und

M, := sup pr(t,Tu(,f),Tu’(ﬁ))‘<oo.

£€ER,
T€[0,1]

Somit ist F'(t,u) fir jedes t € (—0, 3) Lo-integrierbar. Ferner erhalten wir aus
OcF (t,u)(€) = Ouf (t,u(€), w(€)u'(§) + Opf (t,u(8),u'()u"(8).
die Abschétzung

Joc ), < [0t u ', + 13, w00,

< sup
£eR

0, (£ (&), w/()|[[w/], + sup
£eR

0p (t,0(©), 4 (€))[1w" .

Die Stetigkeit von f und (6.5) wiederum liefern

2161]11; |0, f (t,u(€), W (§))| <oo  und zlelﬂg |0, f (¢, u(€), 4/ (€))] < oo.

Somit ist auch O¢ F'(t, u) Lo-integrierbar. Fiir die htheren Ableitungen ergibt sich die
Lo-Integrierbarkeit vollig analog, d.h., F' ist wohldefiniert.
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Zur Stetigkeit von F: Sei (to,uo) € (—03, ) X E gegeben. Dann gilt

2

HF(t,u) — Fl(to uo)|,

2

_ / £t u(€),/(€)) — £ (to, uol€), up(€))|de

R

R

_ / / Ouf (b, 7u(E), 7o (€))ul€) + B,f (¢, 7u(€), 7o/ (€))u (€) dr

2

- /8uf(to,TuO(E),T%(é))Uo(é)+3pf(to,TuO(€),T’%(f))%(f)dT d¢

+ / Duf (o, Tuo(€), () A7 (u(€) — uo(€))

1

/ Ouf (8, 7u(€), 7 (€)) — Buf (fo, Tuo(E), T (€)) dr u(€)

0

* / O (t, 7u(€), 7' (€)) = pf (to, Tuo(8), T (€)) dr 2/(€)

2

+ / Oy (tor Tuol€), ul)(€)) dr (' (€) — uh(€))| e

2
< (Mullullo + M= wollo + Myll'lly + My’ = wllo)
mit

M, := sup auf(t77—u(£)77—u/<§>) - an(t07Tu0(€)7Tu6<§))’

£ER
T€[0,1]

M, = sup [0uf (o, Tuo(€), Tu(€))

£ER
T€[0,1]

My = sup [0, (1 7€), 7/ (6) — By (to, Tuol€), T (6))]

£ER
T€[0,1]

M, = sup 8pf(t0,7'u0(§),7'u6(§))’.

£eER
T€[0,1]
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Ferner erhalten wir aus dem Sobolevschen Einbettungssatz fiir jedes n € Ny eine
Konstante C' > 0, so dass die Abschiatzung

— (k) <
lellswpn = gmax sup (O] < Clluflne (6.6)

fiir alle u € E erfiillt ist. Somit folgen aus der Beschréinktheit von {uo() | € € R}
und {ug(g) ’ ¢ e R}, der gleichméfigen Stetigkeit von f auf kompakten Mengen
und der Sobolev-Ungleichung (6.6) die Abschitzungen

M, <oo, M) <oo, M,—0 und M,—0

fir (t,u) — (to,up). Damit erhalten wir insgesamt

HF(t, ) — F(to,uo)HO

< (Ml + Ml =wolly + Myll'llo + My’ = wilo) — 0
fir (¢t,u) — (to,uo). Analog ergeben sich fiir n > 1 die Abschitzungen

— 0

HF(t, w) — Flto, uo)

fir (t,u) — (to,up), d.h., F' ist stetig.

Zur Differenzierbarkeit von F': Wir zeigen zuerst, dass die partiellen Ableitungen
nach v und ¢ existieren. Dazu sei (t,u) € (=3,5) x E und h € E. Dann gilt die
Abschétzung

2

HF(t, u+T7h) — F(t,u) — T<8uf(t, u(+), u'())h() + apf(t, u(-), u'())h’())

-

R

0
1

. / Ouf (£, u(€) + oTh(E), ' (€) + oTH(E)) — Duf (£, u(€), ' (€)) do h(€)

0

1

+ T/E)pf(t,u(f) +o7h(£),u'(§) + JTh’(f)) — 8pf(t,u(§),u'(§)) do W' (&)

0

2

dg

2
< e (Mallhl + Myl

mit
M, = S;Elﬂg) auf(tv u(f) + UTh(£)= u/(é) + UTh/(€)) - auf(t7 u(f), u/(€>)‘
o€[0,1]
M, = sup |9,f (t.u(€) +0Th(E).u/(€) + oTh(€)) = Dyf (1. u(€). w'(€)) ]

o€[0,1]



KAPITEL 6. ANWENDUNGEN 219

Aus (6.6) und der gleichméBigen Stetigkeit von 0, f bzw. 0, f auf kompakten Mengen
folgt nun

7l

Fltyut 7h) = F(tu) = 7(0uf (£, u(), 0 () R() + 0, f (£, u(), o/ ()W)

0

< (Mullhllo + MyllRlo) — 0.

Die entsprechenden Abschitzungen fiir n > 1 zeigt man vollig analog. Somit ist F
partiell differenzierbar nach u mit

D F(t,u)h(§) = 0uf (t,u(€),u'(§)) (&) + Ipf (£, u(€), w'(§)) 1 (S).

Die Stetigkeit von D, F' erhélt man auf die gleiche Art und Weise wie die Stetigkeit
von F. Wir betrachten nun die partielle Ableitung nach t. Fiir h € R gilt

2

| Pt how) = P(tw) = hauf (6 u(), ()|

0

1 2

_ /h/atf(tJrah,u(f),u’(f))—8tf(t,u(§),u’(§))da de
= |h|2/ //&ﬁtf(t—|—0h,7’u(§),7’u’(§))—8u8tf(t,7'u(§),7'u’(§)) dru(§)

2

1
+ /8p8tf(t~|—ah,7'u(§),7'u’(§)) — 0,0 f (t, Tu(€), 7/ (€)) dr v/ (§) do| d¢
0

2
< [BP(Mulullo + Myl

M, := sup
£ER
7,0€[0,1]

OuS (¢ -+ oh, 7u(€), 7 (€)) = 0.0, (£, 7u(€), 7 (©))]

My = sup |80 (¢ -+ oh, 7u(€), 7' () = Bpuf ( mul€), 7' (€)|

£ER
7,0€[0,1]

Bei den obigen Umformungen haben wir benutzt, dass die Identitat f(¢,0,0) = 0
fiir alle t € (=03, B) die Identitat 0,f(t,0,0) = 0 fur alle ¢t € (=3, 5) impliziert. Aus
der gleichméfligen Stetigkeit von 0,0, f bzw. 0,0, f erhalten wir

M, — 0 und M, — 0
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fiir h — 0, also gilt

1

WHMH hou) — F(t,u) — ho,f( H

fiir h — 0. Die entsprechenden Abschétzungen fiir n > 1 ergeben sich wiederum
analog zu den obigen Rechnungen. Somit ist F' auch stetig partiell differenzierbar
nach ¢ mit

DE(tu)(§) = Ohf(t ul8) v'(€)).

Aus Satz 2.2.3 folgt nun insgesamt die stetige Differenzierbarkeit von F. Da der
Beweis, dass auch die zweite Ableitung von F existiert und stetig ist, mit dem
obigen nahezu identisch ist, verzichten wir auf diesen.

Zur Zahmheit von F: Sei (to,uo) € (=0, ) x E gegeben. Dann wahlen wir (t,u) €
(to — 0, t0 +0) x U mit 0 < 0 < min{ty — f,to + B} und U := up + B2 = {u €
E | [lu = ugll2 < 1}. Wie zuvor im Beweis der Wohldefiniertheit erhalten wir die
Abschéatzung
) 2
[l = [ |rue.ve)
R

dg

) (mu@),m'(s))\Hu'no)

< | s |0uf (e (€)' () [llullo + sup
7'566[0]&1] o,

T€([0,1]

Aus (6.5), (6.6) und der Stetigkeit von f folgt, dass es Konstanten M, > 0 und
M, > 0 gibt mit

sup (0,1 (1 7u(@). 7 (€)| < M,

T€[0,1]

1 (t,Tu(f),Tu’(f))‘ < M,

sup
£ER,
7€[0,1]

fiir alle (t,u) € (to — 0,t9 + 0) x U. Somit ergibt sich die Abschétzung
PG wll, < Malulo+ Mylllo < masx {My, My}l
(

fiir alle (t,u) € (tg —0,t9+0) x U. Wir betrachten nun eine beliebige Ableitung von
F(t,u) nach £&. Wie in Beispiel 5.1.12 erhalten wir

O F(t,u)(§)

k l

= 2.0 > RO, w(©)ut() (U () (g

l k; >0,
k

!
> ki=k

Il
=)

1y
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fiir alle k£ € N. Aufgrund der Dreiecksungleichung geniigt es offensichtlich im Wei-
teren nur die einzelnen Terme

aia]l;jf(t, u(-), u’(~))u(k1)(-) o) () () g R ()

der obigen Summe zu untersuchen. Sei nun 0.B.d.A. k; # 0 und [ — j > 2. Dann gilt

|

PO f(tu(-), o () utD () - u®) (Y Ei () .u/(kz)(.>H

i (6.7)

< Myt u)l[wllsups = Nullsup by - 10 lsup s n - - 10 sup gy - 12l

mit

M;,(t,u) = sup

£eR

o0 (1, u(€), ' (€))

Nach (6.5), (6.6) und der Stetigkeit von 9707 f wegen existiert wiederum ein M;,; >
0 mit

sup  sup

(tyu)e £eER
(t—6,t+6)x U

0L 1 (tu(©), W ()| < My

fur alle (t,u) € (to — d,t9+0) x U. Ferner erhalten wir aus der Interpolationsunglei-

chung fiir das Fundamentalsystem (]| - ”Sup’”)neNo [siche [Ham82, Thm. 2.2.1]] die
Abschéatzungen
Hu”sup,ki S sups1 SUPO
fir 1 <¢<jund sy := 25:1 k; sowie
sg—ki
!/
HU Hsup,ki < sup 82 supO ’

fir j+1<i<[l—1und s ::Z k;. Daraus folgt

i=j+1
||u||sup7k1"'“u”sup,kj < MJHUHSUPSlHuHsupO
und

—j— 1—j—2
||u/||sup,k>j+1 T ”ulusup,kz_l < M 1||u/||sulo752||u/||sug>,0
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Somit erhalten wir aus (6.7) die Abschitzung
‘ 8$8é_jf(t, u(+), ul(-))u(kl)(~) . .u(kj)(.)u/(kj+1)(.) . .u’(kz)(.)H

0

_ i1 I—j—2
< Mj,lMl 1||u||sup781HUngp,O : ||u,||5up,82||u,||sup]),0 HU,sz

< MM ullgp - ullsops, - 1 lsup.ss < M1l

< CMuM T ully™ Hullsn -l llsor - N1l
< CMuM M ully - Nellsyr - 1 g - N1 llo
< COMuM M ully - [lullsyex - Tellsg ez

< COMu(M)* M ully - llullo - [lulli+s

fir alle (¢,u) € (to—0,t9+3J) x U. Dabei haben wir in den letzten drei Umformungen

die Interpolationsungleichung fiir das Fundamentalsystem (|| - Hn)neN benutzt und

dies durch die Konstante M’ angedeutet [siche [Ham82, Part II, Thm. 2.2.1] oder
[Ada75, Ch. IV, Thm. 4.17]]. Somit erfillt F' eine zahme Abschitzung vom Grad
r = 3 zur Basis b = 0 in einer || - ||2-Umgebung von (¢g,uo) und daraus folgt die
Zahmheit von F'. Analog zeigt man die Zahmheit der ersten und zweiten Ableitung.

AbschlieBend miissen wir noch die Eigenschaften (NLH1) und (NLH2) nachweisen.

Zu (NLH1): Mit Hilfe der Methode der Charakteristiken [siehe z.B. [Joh82, Eva98§]]
zeigt man leicht, dass die lineare, partielle Differentialgleichung 1. Ordnung

ath<t7£) = apf(s()?u()(g)?ué)(g))afh@?g) + 8uf(50,u0(§),u6(§))h(t,f)

mit h(0,-) = h fir h € E, alle (so,up) € (—3,5) X E eine eindeutige C*-Losung

(t,€) = hsouo)(t,€) auf [0,00) x R besitzt. Dies ist aber dquivalent dazu, dass

der lineare Operator D, F'(sg, ug) der infinitesimale Generator einer C*°-Halbgruppe

2 (T st (t)) ist. Ferner erhélt man aus den Ldsungen der charakteristischen
(s0,u0)\") ) >0

Gleichungen die Darstellung

T(Soyuo)(t)h(g) = h(so,uo)(tyg)

= eXp < Oftauf(So,Uo((I)r—t(& Soyuo))aUG((I)T—t(f;SO,UO))) d7'>h(q)—t(§; 507”0))7

2 Genau genommen, ist D,F(so,up) sogar der Erzeuger einer C™-Gruppe. Da wir aber
an , Vorwartslosungen® interessiert sind, betrachten wir im Weiteren nur die zugehorige C°°-
Halbgruppe
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wobei ®,(&; sg,up) den Fluss der autonomen Differentialgleichung

§ = —0,f(s0,u0(€), up(€)) (6.8)

bezeichnet. Man beachte, dass dieser fiir alle ¢ € R existiert, da die rechte Seite
von (6.8) in & beschrénkt, also insbesondere linear beschrénkt ist. Somit haben wir
gezeigt, dass [ die Eigenschaft (NLH1) erfiillt.

Zu (NLH2): Sei (so,uo) € (—5,0) x E gegeben. Dann wihlen wir wie zuvor 0 <
§ <min{so— 3,80+ 8}, U :=ug+ Bio={u€ E||u—ul> <1} und (s,u) €
(so — d,80+ d) x U. Ferner betrachten wir die zugehorige Halbgruppe (T(s,u) (t))
Es gilt

t>0"

],

exp < Oftauf(s,u(CDTt(-; s,u),w (Pr_i(+;5,u))) dr)h(q)t(~; s,u))

0

< s{g}g exp(Jauf(s,u(CDT_t({;s,u)),u’(q)T_t(g;s,u))) d7'> X

) 1/2
X h(q)_t(f;s,u)) d¢
e
(6.9)
1/2
<

M | [ IO 004165, ¢
R

1/2
< Mo (sup [0:®1(G5,w)] ) 1Al
CeR
mit
t
M(s,u) = iu]g eXp ( fauf(svu(q)T—t(f; 87“))7ul(@7—t(§;87u>)) dT> :
€ 0

Wie im Beweis der Zahmheit von F' erhalten wir eine Konstante M > 0 mit

sup Guf(s,u((I)T_t(S;s,u)),u'((I)T_t(f;s,u)))‘ < M

£eR

fiir alle (s,u) € (so—d, 5o+ 8) x U. Daraus folgt M, < eM* fiir alle (s,u) € (so —
J, So+9)xU und alle t > 0. Somit bendtigen wir noch eine geeignete Abschétzung des
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Terms sup e ‘GCCDt(C; s,u)!. Wir wissen, dass 0:®;((;s,u) die zu (6.8) zugehorige
Variationsgleichung

0:0cD4(C; s,u) = —Dgﬁpf(s,u(C),u'(C)) ( 0c D4 (C; s, ) (6.10)
(=D4(¢;8,u)

mit 0, Py((;s,u) = 1 fiir alle ¢ € R und alle ¢ € R erfiillt [siche z.B. [Ama90, Ch.
II,Thm. 9.2]]. Ferner gilt

Dy f (5, u(C), u'(C))
(=2:(¢55u)

auapf(syu(cbt(c; s,u)), u' (P(C5 s, U)))U,(‘bt@; 5,u))

+ DS (5,u(Py(C5,u)), 1 (D¢ 5,u)) ) u” (P (C; 5, 1))

Somit liefern (6.5), (6.6) und die Stetigkeit von 9,0,f baw. d2f eine Konstante
M, > 0 mit

(s ()W)} < M,

0u0p [ (5, u(C), ' (C)))

max { sup
CeR

, Sup
CeR

fiir alle (s,u) € (so— 6,50+ 0) x U' und U’ :=ug+ By 3 = {u € E | [|u—uol[3 < 1}.
Daher folgt aus der Variationsgleichung (6.10) und dem Gronwall-Lemma [siche z.B.
[Ama90, Ch. II, Lemma 6.1]] die Abschétzung

(G )| = MOCPo(G,u)] =

fur alle (s,u) € (sg — 9,50+ 0) x U’ alle ¢ € R und alle ¢ > 0. Damit erhalten wir
insgesamt aus (6.9) die Abschétzung

1/2
|Tew@n| < e (suplacGs,w]) " nlo
0 ¢CeR

< e%(2M+Mp)tHhHO

fur alle (s,u) € (so — 0,50 +0) x U’, alle h € E und alle t > 0. Daraus folgt
5

fiir alle u; € U', alle h € E, alle s € (so — 5,50 + %), alle endlichen Partitionen
s=ty <.-- <t = s+% und alle 74,..., 7 mit 0 < 7; <t;41 —t;. Somit erfiillt f
eingeschrénkt auf (so—d, so+9) x U’ die Voraussetzung (NLH2) fiir n = 0. Wir zeigen

1 !
L @M+My) ( 2

1
v hlle < e @M A,

N

T (m) -+ T (B < e
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nun, dass (NLH2) auch fiir n > 1 auf (sg — J,s0 + 0) x U’ gilt. Dabei beschrénken
wir uns auf den Fall n = 1, da man die héheren Abschétzungen in dhnlicher Art
und Weise erhilt. Sei also s € (sq — %0,50 + %") und w; € U’ fir j = 1,...,L
Ferner sei s = t) < --- < t;, = s+ g eine endliche Partition von [s, s + %0] und es
gelte 0 < 7; < t;4; —t; fir j = 1,...,[. Weiterhin definieren wir als abkiirzende
Schreibweise ®7(€) := @, (&;¢;,u;) fiir j = 1,...,1. Damit gilt

T(tzﬂtz)(Tl) e .T(thul)(Tl)h(f)

T(tlaul)(Tl> T 'T(tzﬂm)(T?) ©

o (o (farum@r )b @0 ar)i@,0))©

0

_ exp<fa Pt (@ (), o (L Tl(f)))dT) ‘o x

X exp < ]}auf(tla Uy (q)ql— T 0 (I)—Tz (f))?u,l (q)ﬂlr—n 0--0 (I)—Tz (g))) dT) x
0

h(q)l—ﬁ 0 q)—Tl (5))

Wir betrachten nun einen einzelnen Faktors des obigen Produkts. Dann gilt
(exp(f@ f(tj,u]( o--.oq)_n(f)) (Cbi 7 © .o<1>_n(§)))d7)>
= exp ( [ Ouf (tj,u; (@i_Tj o od_ (&), uf (P L 00 ®_(E))) d’/’) X
0

X ag< }jauf(tj,uj(@i_Tj o-0®_(£),u (@1 L OO d_,(9)) dT)

[e=]
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= eXp(fa f(t],u]( T—T; o---o(IDle(f)) ((I)]T 5 © 'O(I)Tz@)))dT) X

< (s (@ o0t ©) (0l 00 0(6) »
W (@], 00 @ ()3 ((®]_, 00 @ 4 (€)))
+ 0p0uf (t,ui (P, 0 0 D (€)),uj(D]_r 00 B, (€))) X
(O 000y (€)@, 00 00_(©)) dr )

und

O (h(@}, 0 0@ _(€))

— W(®. o---0 _71(5))05<( ,Tlo~~~o<I>_n(€))).

Daraus erhalten wir die Abschétzungen

2 <exp ( [ 07 (5,03 (¥] 00 00 (€). (¥, 0+ 0 0 (6))) d))

sup,0

< 7 M M | up 1

und

Hh(cbl o---0d_,

—T1

1/2
( JIHOP|pe(@l, -0 0, (0) d&)

R

< el

Dabei sei M,, > 0 so gewahlt, dass die Abschétzung

Ouf (s, u(§), u'(€))

)

sl )]} < M,

max { sup
€€R
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fiir alle (s,u) € (sg — 6,80+ 6) x U’ gilt. Daraus folgen die Abschitzungen

|

IN

und

exp ( }lﬁuf(tl, w (®L_ (9),u (®L_,.())) dT) X e X

0

X O (exp < ij@uf(tj,uj(qﬂ_ﬁ 00 @,Tl(g)),u;(qﬁ_ﬁ_ o--0®_.(¢))) dT)) X
cox o ( Jour(n (el 0 0@ o) (@, 000 (©)ar) x
0

X h(q)l 0---0 CI>_TZ(£))

-7

0

M7y L. Myt (TjMueMTjJrMpﬁHu/”mp’l)ean . .eMne%Mpﬁ“hHO

1
TjMue§(2M+3Mp)ﬁ||u;‘ [[sup, 1112l

HaiT(tz,UZ)(Tl) e 'T(tl,m)<7—1>h”0

I
1 1
< Muez(2M+3Mp)ﬁ||h||0<1ﬂ<1J8§(l ||u;||sup71> (Zq) + o3 @MEMIB| R
<j< =

< OM, ez MM | plg max [[u)||s + e2@MHM8| |,
1<5<1

Damit erfillt f auch fir n = 1 die Eigenschaft (NLH2) auf (so — J,so + J). Die
entsprechenden Abschitzungen fiir n > 2 erhélt man analog zu den obigen Rech-
nungen. Man beachte dabei, dass sich die htheren Ableitungen von ®;(¢; s, u) nach
¢ wiederum mittels der Variationsgleichung (6.10) abschétzen lassen. So gilt z.B.

(9,5852(1%(5, S, U)

= =D, f(s,u(€). w(©))] RD(E; 5,u)

E=P¢(&s5,u)

~ D, f(s,u(), W (&) (2ei(e 5’“)>2

§=d; (évsvu)
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und 0 ®o&; s, u = 0 fiir alle £ € R. Daraus folgt mit Hilfe des Gronwall-Lemmas

‘852@(5; s, u)‘

t

S / eM’(t—T)

0

D20, /(5. u @) _, (ko) |ar

‘5:(197 (E;Svu)
< Mt ||u/||sup71'

Somit haben wir insgesamt gezeigt, dass f alle Voraussetzungen des Satzes 5.2.2
erfiillt. Daher erhalten wir folgenden Satz.

Satz 6.1.1. Sei E = HP®(R™) und f € C**°((—3,8) x R™ x R x R™,R). Ferner
erfille f die folgenden Voraussetzungen:

(a) Die Abbildung f besitzt eine Faktorisierung f(t,z,u,p) = a(z)f(t,u,p) mat
a € C*(R™, R) und f € C**°((—4,0) x R x R™,R).

(b) Fiir allet € (—3,0) gilt f(t,0,0) =0.
Dann ist das Anfangswertproblem
Ou = f(taéa u, 85“)7 U(O, ) =uy, t=>0 (611)

lokal eindeutig (in F) losbar. Ferner erzeugt (6.11) einen lokalen, C*-zahmen Halb-
fluss.

3Man kann zeigen, dass (6.11) sogar einen lokalen, C2-zahmen (Pseudo)-Fluss erzeugt [vgl.
Fufinote, Seite 222]



Anhang

Wir liefern an dieser Stel}e zwei Beweise aus Kapitel 1 nach, da wir Satz 1.2.7 und
Folgerung 1.2.3 nur als Ubungsaufgaben in [Bou87, Ch. III, §3, Ex. 10] gefunden
haben und uns keine weitere Referenz bekannt ist.

Satz 1.2.7 Sei E ein Fréchetraum und F' ein beliebiger topologischer Vektorraum.
Ferner sei (Aa)ael eine nicht gleichgradig stetige Familie von stetigen, linearen
Abbildungen. Dann ist die Menge aller x € E, fir die I'(z) :== {Aqx|a € I} C F
unbeschrinkt ist, von zweiter Kategorie.

Beweis: Sei n € N und V' C F eine beliebige, abgeschlossene Nullumgebung in F.
Dann definieren wir

By, = {x el ‘ Ayx € nV fir alle a € ]},
B := {xz € E|I'(x)ist beschriankt}.
Da (Aa)ae ; nach Voraussetzung nicht gleichgradig stetig ist, existiert eine Nullum-

gebung V' von F' derart, dass By, fiir alle n € N abgeschlossen und nirgends dicht
ist. Somit ist
BV/ = U BV’,n
neN
von erster Kategorie. Aus B C By~ folgt, dass auch B von erster Kategorie und
somit F \ B von zweiter Kategorie ist, d.h., die die Menge aller x € F, fiir die
['(z) := {Asx|a € I} C F unbeschrinkt ist, ist von zweiter Kategorie. |

Folgerung 1.2.3 (Prinzip der kondensierenden Singularititen) Sei E ein

Fréchetraum und sei F' ein beliebiger topologischer Vektorraum. Ferner set (Aa’”)aeln’
n € N eine Folge von nicht gleichgradig stetigen Familien von stetigen linearen Ab-

bildungen. Dann existiert ein x € E, so dass fir jedes n € N die Menge I',(z) :=

{Aanx|a € I} C F unbeschrinkt ist.

Beweis: Wir betrachten fiir n € N die Teilmengen

C, = E\{z € E|T,(z)ist beschrénkt} C E.

229
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Aus dem obigen Satz folgt, dass alle C,, von zweiter Kategorie sind, und somit gilt
() C#0,
neN

d.h., es existiert ein x € E, so dass die Mengen I',,(z) := {Ay x| € I} C E fir
alle n € N unbeschrinkt sind. [ |
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