
Kapitel 1

Grundlagen der Hyper
�achentheorie

f�ur beliebige Normalisierungen

In diesem Kapitel wollen wir einige allgemeine De�nitionen, Eigenschaften und S�atze im
Bereich Hyper
�achentheorie angeben. Grundlage daf�ur sind haupts�achlich [GKM] und
[BK], nach deren Notation wir uns richten.
In Abschnitt 1.1 geben wir gewisse De�nitionen bei Vektorfeldern und Tensorfeldern an,
in den Abschnitten 1.2 und 1.3 untersuchen wir die Gr�o�en, die direkt oder indirekt durch
die Ableitungsgleichungen von Gau� und Weingarten de�niert werden, und in Abschnitt
1.4 die Konormale. Danach kl�aren wir in Abschnitt 1.5, wie Fl�achengr�o�en verschiede-
ner Normalisierungen zusammenh�angen. Schlie�lich betrachten wir in Abschnitt 1.6 die
sogenannten Formeln von Lelieuvre und untersuchen weitere in diesem Zusammenhang
stehende Fragen.
Wir legen eine n{dimensionale (n � 2), reelle, di�erenzierbare, orientierbare Mannigfaltig-
keit1 M zugrunde. Di�erenzierbar stehe, wenn nichts anderes erw�ahnt wird, f�ur unendlich
oft di�erenzierbar. A := An+1 sei ein (n+1){dimensionaler a�ner Raum2, V := V n+1 der
zugeh�orige Vektorraum, D der kanonische (torsionsfreie, 
ache) lineare Zusammenhang
auf A und det die �ubliche (bez�uglich D parallele) Determinantenform.

Zur Notation: Eine Gr�o�e mit zwei Indizes eingeschlossen in runde Klammern bezeichne
eine Matrix, z. B. (Sj

i ); (hij). Die Indizes stehen f�ur nat�urliche Zahlen zwischen 1 und n.
�ki ist das Zeichen f�ur das Kronecker{Symbol, d. h.

�ki :=

�
1; f�ur i = k

0; f�ur i 6= k

�ik wird analog de�niert. F�ur eine Gr�o�e mit zwei unteren Indizes Gij (sie stellt die
Koe�zienten einer 2{Form dar) bedeute (Gij) die Inverse der Matrix (Gij), wenn diese
Inverse existiert. Es folgt:

nX
l=1

GilGlk = �ik

1Die De�nitionen von Begri�en wie Mannigfaltigkeit, di�erenzierbar, Vektorfeld, usw. werden nicht
mehr aufgef�uhrt. Sie sind [GKM] zu entnehmen.

2Meist k�onnen wir bis Abschnitt 1.5 wie in [BK] statt A eine beliebige di�erenzierbare (n + 1){
dimensionale Mannigfaltigkeit ~M benutzen und dementsprechend verallgemeinern. ~M mu� aber einen
torsionsfreien, 
achen Zusammenhang D und eine bez�uglich D parallele Determinantenform det besitzen.
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Det steht f�ur die �ubliche Determinante im IR
n. Oft benutzen wir die Einsteinsche Sum-

menkonvention: Kommt bei einer Gr�o�e oder einem Produkt von Gr�o�en ein Index
sowohl als oberer als auch als unterer Index vor, so wird �uber diesen Index summiert,
d. h. er wird als Summationsindex gebraucht und das Summenzeichen dabei weggelassen,
z. B. entspricht hilS

l
j der Summe

Pn
l=1 hilS

l
j oder hijg

ij =
Pn

i=1

Pn
j=1 hijg

ij.

1.1 Vektorfelder und Tensorfelder

Dieser Abschnitt stellt einige zentrale Begri�e im Zusammenhang mit Vektorfeldern und
Tensorfeldern zur Verf�ugung. Die De�nitionen und Bezeichnungen sind aus [GKM] oder
[BK] �ubernommen.

F�ur eine beliebige Mannigfaltigkeit ~M (z. B. M oder A) bezeichne F ~M die Menge der
auf ~M di�erenzierbaren Funktionen, V ~M die Menge der di�erenzierbaren Vektorfelder
auf ~M und, wenn F eine Abbildung zwischen zwei Mannigfaltigkeiten ist, VF die Menge
der Vektorfelder l�angs F .
Sei x : M ! A eine di�erenzierbare Abbildung und x� die von x induzierte Abbildung
zwischen den Tangentialb�undeln x� : TM ! TA, die durch

8X 2 VM; f 2 FA : x�(X)(f) = X(f � x)

festgelegt ist. F�ur jeden Punkt p 2 M ist die Einschr�ankung x�jTpM =: x�jp : TpM !
Tx(p)A �= V eine lineare Abbildung zwischen den Tangentialr�aumen. x�(X) liegt in Vx. Ist
x�jp f�ur alle p 2M eine injektive (lineare) Abbildung, so nennt man x eine Immersion.
Im weiteren sei x immer eine Immersion.
Wenn f@ijp; 1 � i � ng eine Basis von TpM ist (wir werden hier immer eine kanonische,
von einer Karte induzierte Basis nehmen), wollen wir xijp f�ur x�(@ijp) schreiben. Die
xijp spannen den n{dimensionalen Unterraum x�[TpM ] von Tx(p)A auf. Wir k�onnen die
Basisvektoren zu einem Basisfeld @i : p 7! @ijp erweitern.

Eine di�erenzierbare r{fach F ~M{lineare Abbildung B : V ~M r ! V ~M s (mit V ~M0 :=
F ~M) hei�t (r; s){Tensorfeld, f�ur s = 0 auch r{Form. Ein (0; 0){Tensorfeld ist eine
Funktion, ein (0; 1){Tensorfeld ein Vektorfeld. Wir werden nur s = 0; s = 1 verwenden.
Aus gegebenen Tensorfeldern k�onnen wir andere Tensorfelder gewinnnen:
Sei ~r ein linearer Zusammenhang auf ~M , X;X1; : : : ; Xr; Y; Z 2 V ~M und s = 1; 0. Dann
ist ~rB folgendes (r + 1,s){Tensorfeld3:

~rB(X;X1; : : : ; Xr) := ~rXB(X1; : : : ; Xr)

:= ~rX(B(X1; : : : ; Xr))�
rX

i=1

B(X1; : : : ; ~rXXi; : : : ; Xr):

Ist ~rB = 0, so nennt man B parallel bez�uglich ~r. Wichtig ist auch die Spur4 eines
(r + 1; s+ 1){Tensorfelds B, d. h. folgendes (r; s){Tensorfeld:

trXB(: : : ; X; : : :) := Spur der F ~M{linearen Abbildung X 7! B(: : : ; X; : : :):

3F�ur f 2 F ~M sei ~rXf := X(f).
4In [GKM] wird dies Kontraktion genannt.
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Wir schreiben kurz tr B, wenn r = 1 ist.
Der Torsionstensor wird durch

~T (X; Y ) := ~rXY � ~rYX � [X; Y ];

der Kr�ummungstensor durch

~R(X; Y )Z := ~rX
~rYZ � ~rY

~rXZ � ~r[X;Y ]Z

de�niert, wobei [: ; :] : V ~M2 ! V ~M die Lie{Klammer sei, also die Abbildung mit

8f 2 F ~M : [X; Y ](f) = X(Y (f))� Y (X(f)):

Es gilt f�ur Basisfelder @i; @j, die von einer Karte von ~M induziert werden (wie wir es
annehmen)

[@i; @j] = 0 = Nullvektorfeld5:

Ist der Torsionstensor eines Zusammenhangs ~r immer 0, so nennt man diesen Zusam-
menhang torsionsfrei, ist ~R = 0, so hei�t er 
ach.
In lokalen Koordinaten ist ein linearer Zusammenhang so auszudr�ucken: Sind X = X i@i
und Y = Y i@i aus V ~M , dann ist

~rXY = X(Y i)@i + ~� k
ij X

iY j@k:

Die ~� k
ij nennt man Christo�elsymbole. Bei torsionsfreien Zusammenh�angen gilt f�ur

sie:
~� k
ij = ~� k

ji

Weiter sei f�ur f 2 F ~M die 1{Form df mit

8X 2 V ~M df(X) = X(f)

das Di�erential von f .

1.2 Die Ableitungsgleichungen von Gau� und Wein-

garten f�ur allgemeine Normalen

In den Abschnitten 1.2{1.5 orientieren wir uns vor allem an [BK], daneben an [DNV],
[NP1], [NP2] und [NoS].
Wir werden in diesem Abschnitt die Ableitungsgleichungen von Gau� und Weingarten
angeben und einige daraus resultierende grundlegende Gr�o�en genauer besprechen.

Sei N ein transversales Vektorfeld l�angs x, also ein Vektorfeld, bei dem f�ur alle p 2 M

N jp ein zu den Vektoren aus x�[TpM ] transversaler (linear unabh�angiger) Vektor ist. Wir
bezeichnen ein solches transversales Vektorfeld im weiteren auch als Normale. Tx(p)A
l�a�t sich darum zerlegen in

Tx(p)A = x�[TpM ]� IRN jp:

5Wir f�uhren f�ur das Nullvektorfeld keine neue Bezeichnung ein. Wenn das Zeichen 0 vorkommt, ist je
nach Textzusammenhang die Zahl 0, die konstante Nullfunktion, der Nullvektor eines Vektorraums, das
Nullvektorfeld oder die Nullform gemeint.
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Man kann deshalb alle Vektoren aus Tx(p)A darstellen als Linearkombination von N jp
mit einem tangentialen Vektor, also auch die zweiten Ableitungen von x und die er-
sten Ableitungen von N . Damit erh�alt man die folgenden Ableitungsgleichungen6 f�ur alle
X; Y 2 VM7:

(DXx�(Y ))p = x�((rXY )p) + hp(Xp; Yp)N jp;

(DXN)p = �x�(Sp(Xp)) + �p(Xp)N jp:

Dies sind dieAbleitungsgleichungen von Gau� und Weingarten8. Da D torsionsfrei
ist, wird so eindeutig ein torsionsfreier, linearer Zusammenhang r auf M , eine symme-
trische 2{Form h, ein (1; 1){Tensorfeld S und eine 1{Form � festgelegt.
In lokalen Koordinaten kann man die Ableitungsgleichungen so schreiben:

xij = � k
ij xk + hijN;

Ni = �Sk
i xk + �iN:

Dabei bezeichnet xij := D@ix�(@j), �
k

ij @k := r@i@j, hij := h(@i; @j), Ni := D@iN , Sk
i @k :=

S(@i) und �i := �(@i).

De�nition 1.1 Man nennt

� r den (von N) induzierten Zusammenhang,

� h die quadratische Grundform (bez�uglich N),

� S den Shape{Operator,

� � die Normalzusammenhangsform,

� H := 1
n
tr S die Mittlere Kr�ummung und

� K := Det S die Gau�sche Kr�ummung.

Seien f@ig feste Basisfelder. Dann bezeichnet

! := det(x1; : : : ; xn; N)

das von der Normalen erzeugte Volumenelement9 und

!h :=
q
jDet(hij)j

das von der quadratischen Grundform erzeugte Volumenelement.

6Bei manchen Autoren sind diese Gr�o�en auch anders de�niert, so ist z. B. in [Hei] der Normalenanteil
�hp(Xp; Yp)N jp, die quadratische Grundform hat also ein anderes Vorzeichen als in unserer De�nition.

7Bei solchen Formeln haben wir in der Regel auf die explizite Angabe eines Allquantors verzichtet und
nur verbal erw�ahnt, da� die entsprechende Gleichung f�ur alle Vektorfelder gelten m�oge.

8In [NP2] werden diese Gleichungen f�ur Kodimension � 1 de�niert.
9In [BK] wird statt diesem jeweils eine Volumenform eingef�uhrt. Das hier de�nierte Volumenelement

ist ein Spezialfall, die Volumenform, in die man die @k eingesetzt hat.
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Verschiedene Normalen induzieren i. a. auch verschiedene Gr�o�en. Die Regularit�at von
h aber ist unabh�angig von der Wahl des transversalen Vektorfeldes N , siehe [BK]. Ist h
regul�ar f�ur alle p 2 M , so hei�t auch x regul�ar. Im folgenden sei x immer regul�ar. Unter
dieser Voraussetzung k�onnen wir auf h folgende De�nition und den Hilfssatz anwenden:

De�nition 1.2 Sei G eine regul�are, symmetrische 2{Form auf M . F�ur eine 1{Form '

auf M sei G�(') dasjenige Vektorfeld mit

8X 2 VM : G(G�('); X) = '(X):

Ist  eine 2{Form, so bezeichne G��( ) diese Funktion:

G��( ) = tr(X 7! G�( (:; X)))

In lokalen Koordinaten schreibt man

G�(') = Gij'i@j und G��( ) = Gij ij:

Ist f 2 FM , so bezeichnen wir

gradG(f) := G�(df)

als den Gradienten von f bez�uglich G.

Bemerkung: In lokalen Koordinaten ergibt sich:

gradG(f) = Gij@j(f)@i

Dieser Gradient entspricht in der Regel nicht dem �ublichen Gradientenbegri� als einem n{
dimensionalen Vektor, dessen i{te Komponente @i(f) ist. Dies ist nur in Spezialf�allen so,
und zwar, wenn Gij = �ij ist und man die @i mit den i{ten Einheitsvektoren identi�ziert.
Dann wollen wir diesen Gradienten grad� nennen.
Da G regul�ar ist, gilt:

grad�(f) = 0, gradG(f) = 0

gradG(f) ist ein Vektorfeld, man kann es auf eine di�erenzierbare Funktion g anwenden.
Dann erh�alt man in lokalen Koordinaten

gradG(f)(g) = Gij@i(f)@j(g):

Wir setzen f�ur G meist die quadratische Grundform bez�uglich einer Normalen ein, manch-
mal auch die 1. euklidische Grundform, siehe Abschnitt 2.2.1. Es gilt immer

G�(G(:; X)) = X und G��(G) � konst: = n

und f�ur zwei 1{Formen �; �

�(G�(�)) = G(G�(�); G�(�)) = �(G�(�)):

Lemma 1.3 Sei G eine regul�are, symmetrische 2{Form und X; Y 2 VM . Dann gilt:

1:) �X(Gij) = GimGjsX(Gms)

2:) X(DetG) = GijX(Gij)DetG oder X(log jDetGj) = GijX(Gij)
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Beweis: 1.) Weil GisGsm = �im ist, erh�alt man

X(GisGsm) = 0 = X(Gis)Gsm +GisX(Gsm):

Es folgt sofort:
X(Gij) = X(Gis)GsmG

mj = �GisX(Gsm)G
mj

2.) Wir bezeichnen die Matrix, bei der nur die i{te Zeile von (Gjk) nach X di�erenziert ist,
mit Gi. Damit gilt X(DetG) =

P
iDetGi. Die Determinante von Gi erh�alt man, indem

man nach der i{ten Zeile entwickelt. Die i{te Spalte der Adjunkten von (Gjk) hat die
Form DetG � (Gij)j=1;:::;n und stimmt mit der i{ten Spalte der Adjunkten von Gi �uberein.
Daher ist DetGi = DetG

P
j G

ijX(Gij). #

Unter den transversalen Vektorfeldern gibt es einige, die durch eine Eigenschaft ausge-
zeichnet sind:

De�nition 1.4 Eine Normale, f�ur die die Normalzusammenhangsform � identisch ver-
schwindet, deren Ableitungen also stets tangential sind, nennt man Relativnormale.

Bemerkungen: 1.) Mit den Anf�angen der Relativgeometrie sind Namen wie E. M�uller,
W. S�uss, A. Duschek und A. Norden verbunden, siehe [Sch], S. 210, [SSV], S. 44{45.

2.) Eine Eigenschaft von Relativnormalen ist folgende: Die von ihr erzeugte Volumen-
form !Form (siehe [BK] und Fu�note zu De�nition 1.1) ist parallel bez�uglich r. Man
sagt: (M;r; !Form) bilden eine �aquia�ne Struktur. In [NoS], S. 32, wird eine Relativ-
normale auch ,,�aquia�nes transversales Vektorfeld" genannt. Wir verwenden den Begri�
,,�aquia�n" nur im Zusammenhang mit der Blaschkeschen A�nnormalen.

Beispiele f�ur Normalen: Die euklidische Normale, die Blaschkesche A�nnormale
und die zentroa�ne Normale sind Relativnormalen. Mehr �uber Relativnormalen folgt
in Kapitel 2. Dort werden auch die gerade erw�ahnten Normalen ausf�uhrlicher behandelt.
Die Laplace{Normalen aus [Hei] sind, mit Ausnahme der Blaschkeschen A�nnormale,
keine Relativnormalen.

Wenn man nur r, h, S und � vorgibt, kann man unter bestimmten Bedingungen ei-
ne Immersion x �nden, die diese Gr�o�en als induzierten Zusammenhang, quadratische
Grundform, Shape{Operator und Normalzusammenhangsform besitzt. Dazu m�ussen aber
wenigstens die folgenden notwendigen Bedingungen erf�ullt sein. Diese ergeben sich, indem
man die Vertauschbarkeit von DXDY x�(Z) mit DYDXx�(Z) bzw. DXDYN mit DYDXN

untersucht, wobei D als 
ach vorausgesetzt war.
Es gilt f�ur alle Vektorfelder X; Y; Z 2 VM10:

R(X; Y )Z = h(Y; Z)S(X)�h(X;Z)S(Y ) (Gau�)

rXh(Y; Z) +�(X)h(Y; Z) = rY h(X;Z) + �(Y )h(X;Z) (Codazzi f�ur h)

(rXS)(Y )� (rY S)(X) = �(X)S(Y )� �(Y )S(X) (Codazzi f�ur S)

(rX�)(Y )� (rY �)(X) = h(X;S(Y ))� h(Y; S(X)) (Ricci)

9>>>>>=
>>>>>;

(1.1)

10In [NP2] werden die Integrabilit�atsbedingungen f�ur h�ohere Kodimension angegeben.
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Bemerkung: Wir bezeichnen die ausf�uhrliche Darstellung der Gau�{Gleichung

8X; Y; Z 2 VM : R(X; Y )Z = h(Y; Z)S(X)� h(X;Z)S(Y )

als die Gau�{Gleichung. Setzt man aber f�ur X; Y; Z jeweils die Basisfelder @i ein, erh�alt
man n4 Gleichungen der Form

Rl
ijk = hjkS

l
i � hikS

l
j;

wenn Rl
ijk@l = R(@i; @j)@k bezeichnet. Einige sind trivial (z. B. sind f�ur i = j beide Seiten

0), andere redundant11, insgesamt hat man deshalb 1
2
n3(n�1) ,,lokale Gau�{Gleichungen".

Bei den anderen Gleichungen in (1.1) verh�alt es sich �ahnlich.

Die Gleichungen sind, wie erw�ahnt, nur notwendige Bedingungen an die Gr�o�en. Unter be-
stimmten Voraussetzungen kann man x rekonstruieren. Es ergeben sich Fundamentals�atze
wie in [BK], [NoS], S. 73{77, oder [DNV], siehe auch Kapitel 5.

1.3 Weitere Fl�achengr�o�en: Levi{Civit�a{Zusammen-

hang, Tschebyschewvektorfeld und konjugierter

Zusammenhang

Aus den durch die Ableitungsgleichungen von Gau� und Weingarten de�nierten Gr�o�en
lassen sich weitere herleiten. Wir geben hier die kubische Form, den Levi{Civit�a{Zusam-
menhang, den Laplace{Beltrami{Operator, den Di�erenztensor, die Tschebyschewform,
das Tschebyschewvektofeld und den zu r konjugierten Zusammenhang an.

Das (3,0){Tensorfeld

C(X; Y; Z) := (rXh)(Y; Z) + �(X)h(Y; Z)

nennen wir die kubische Form. Sie ist nach der Codazzi{Gleichung f�ur h totalsymme-
trisch.
Der Levi{Civit�a{Zusammenhang r̂ von h ist derjenige torsionsfreie Zusammenhang,
bez�uglich dem h parallel ist, d. h. der Zusammenhang, f�ur den

r̂XY � r̂YX = [X; Y ] und X(h(Y; Z)) = h(r̂XY; Z) + h(Y; r̂XZ)

gilt. F�ur die Christo�elsymbole von r̂ bedeutet die Parallelit�at von h

@i(hjk) = �̂ l
ij hlk + �̂ l

ik hlj: (1.2)

r̂ ist deshalb festgelegt durch

h(r̂XY; Z) =
1

2

�
X(h(Y; Z)) + Y (h(X;Z))� Z(h(X; Y ))

+h([Z;X]; Y ) + h([Z; Y ]; X) + h([X; Y ]; Z)
�

(1.3)

11Da R schiefsymmetrisch ist, folgt aus der Gleichung mit i = 1, j = 2 die Gleichung f�ur i = 2, j = 1.
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oder lokal mit der Basis f@ig

�̂ k
ij = hkl�̂ijl; �̂ijl =

1

2
(@ihjl � @lhij + @jhil): (1.4)

Mit r̂ lassen sich weitere Gr�o�en de�nieren:
Sei f 2 FM , dann bezeichne der Laplace{Beltrami{Operator von f folgende Funk-
tion:

�(f) := h��(Y (X(f))� r̂YX(f)):

Es gilt wegen r̂h = 0

Y (X(f))� r̂YX(f) = Y (h(gradh(f); X))� h(gradh(f); r̂YX)

= h(r̂Y gradh(f); X)

Daher kann man �(f) = tr h�(Y (X(f)) � r̂YX(f)) auch so ausdr�ucken, vgl. [NoS],
S. 240{242:

�(f) := tr(r̂gradh(f)) (1.5)

Bemerkung: �Ahnlich wie beim Gradienten ist auch hier zu erw�ahnen, da� �(f) nicht
notwendig dem �ublichen Laplace{Operator

P
i @i@i(f) entspricht, dies ist nur f�ur hij = �ij

der Fall.

De�nition 1.5 Das (2,1){Tensorfeld K, de�niert durch

KYX := rYX � r̂YX;

nennen wir den (symmetrischen) Di�erenztensor12.

Der Di�erenztensor ist symmetrisch, weil r und r̂ torsionsfrei sind. In lokalen Koordi-
naten schreiben wir:

Kk
ij = � k

ij � �̂ k
ij :

Da r̂h = 0 ist, gilt

C(X; Y; Z) = rXh(Y; Z)� r̂Xh(Y; Z) + �(X)h(Y; Z)

= X(h(Y; Z))� h(rXY; Z)� h(Y;rXZ)

�X(h(Y; Z)) + h(r̂XY; Z) + h(Y; r̂XZ) + �(X)h(Y; Z)

= �h(KXY; Z)� h(Y;KXZ) + �(X)h(Y; Z)

Eine Folgerung daraus und aus der Codazzi{Gleichung f�ur h ist

�2h(KXY; Z) + �(X)h(Y; Z) + �(Y )h(X;Z)� �(Z)h(Y;X) = C(X; Y; Z): (1.6)

Bei Relativnormalen gilt daher

�2h(KXY; Z) = C(X; Y; Z):

12Es ist nicht zu erwarten, da� das (2,1){Tensorfeld K mit der Funktion K, der Gau�schen Kr�ummung,
verwechselt wird.
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Die Symmetrie von h(KXY; Z) bedeutet dort f�ur die lokalen Funktionen

himK
m
jk = hjmK

m
ik : (1.7)

Nun erweitern wir � auf x durch

�x := hij(D@ix�(@j)� x�(r̂@i@j)) = hij(x�(K@i@j) + h(@i; @j)N)

= hijKk
ijxk + nN

De�nition 1.6 Wir legen die Tschebyschewform T̂ fest durch

T̂ (X) :=
1

n
trKX

und das Tschebyschewvektorfeld13 T durch

T := h�(T̂ ):

Der lineare Zusammenhang r ist i. a. kein Levi{Civit�a{Zusammenhang bez�uglich h, es
gilt damit nicht rh = 0. Mit einer �ahnlichen Gleichung jedoch de�niert man den Zusam-
menhang r

X(h(Y; Z)) = h(rXY; Z) + h(Y;rXZ):

In lokalen Koordinaten ergibt sich

@i(hjk) = � l
ij hlk + �

l

ik hlj: (1.8)

r hei�t der zu r konjugierte Zusammenhang. Es gilt, siehe [BK], [DNV],

r torsionsfrei , rh symmetrisch;

r torsionsfrei ) r̂ =
1

2
(r+r):

Bei Relativnormalen ist C = rh, deshalb ist rh symmetrisch und r torsionsfrei14.
Will man r mit den anderen Gr�o�en darstellen, erh�alt man wegen (1.6)

h(rXY; Z) = X(h(Y; Z))� h(Y;rXZ)

= rXh(Y; Z) + h(rXY; Z)

= C(X; Y; Z)� �(X)h(Y; Z) + h(rXY; Z)

= �2h(KXY; Z) + �(Y )h(X;Z)� �(Z)h(X; Y ) + h(rXY; Z)

und daher
rXY = rXY � 2KXY + �(Y )X � h�(�)h(X; Y ): (1.9)

13Eine Verwechslung mit dem Torsionstensor ist ausgeschlossen, da T ein Vektorfeld, der Torsionstensor
ein (2,1){Tensorfeld ist. Im �ubrigen kommt der Torsionstensor nicht mehr vor, er wurde nur angegeben, um
torsionsfrei zu de�nieren. Alle linearen Zusammenh�ange, die noch erw�ahnt werden, sind, mit Ausnahme
von r, torsionsfrei. Ab dem 2. Kapitel werden nur noch Relativnormalen untersucht, dann ist sogar r
torsionsfrei.

14Das ist genau bei Relativnormalen so. Ist rh symmetrisch, dann gilt nach Codazzi f�ur h

�(X)h(Y; Z) = �(Y )h(X;Z):

Weil dies f�ur alle Vektorfelder gilt und n � 2 ist, ist � notwendig = 0.
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1.4 Die Konormale: Ableitungsgleichungen und dar-

aus resultierende Gr�o�en

Hier gehen wir zum Dualraum T �x(p)A von Tx(p)A bzw. zum B�undel T �A := [p2MT �x(p)A
�uber und kommen zu einer wichtigen 1{Form l�angs x, der Konormalen. Wir geben Ab-
leitungsgleichungen, vergleichbar mit denen von Gau� und Weingarten, an und stellen
Eigenschaften der dadurch de�nierten Gr�o�en zur Verf�ugung.

Sei T �x(p)A der Dualraum von Tx(p)A, den wir im weiteren mit V � identi�zieren wollen,
dem Dualraum von V . Sei N eine Normale, dann ist durch

�p(x�(Xp)) = 0; f�ur alle X 2 VM; (1.10)

�p(Np) = 1 (1.11)

eindeutig ein Element aus T �x(p)A und somit auch eine 1{Form � festgelegt.

De�nition 1.7 Die 1{Form � : p 7! �p l�angs x, die f�ur alle p 2M (1.10), (1.11) erf�ullt,
hei�t die Konormale.

Durch Di�erentiation von (1.10), (1.11) erh�alt man

DY �(x�X) = Y (�(x�X))� �(DY x�X) = �h(Y;X); (1.12)

DY �(N) = Y (�(N))� �(DYN) = ��(Y ): (1.13)

Sei det die zu det duale Determinantenform, d. h. die Determinantenform, f�ur die
mit15 Xi 2 V; �k 2 V �; 1 � i; k � n+ 1,

det(�1; : : : ; �n+1)det(X1; : : : ; Xn+1) = Detn+1

0
B@

�1(X1) : : : �1(Xn+1)
...

...
�n+1(X1) : : : �n+1(Xn+1)

1
CA

gilt, wenn Detn+1 die �ubliche Determinante in IR
n+1 ist. det ist wie det parallel bzgl. D.

Wir wollen f�ur die Basisfelder f@ig D@i� mit �i, D@kD@i� mit �ki bezeichnen. Aus (1.10){
(1.13) kann man folgern:

det(�; �1; : : : ; �n)det(x1; : : : ; xn; N) = Detn+1

0
BBB@

0 : : : 0 1
�h11 : : : �h1n ��1
...

...
...

�hn1 : : : �hnn ��n

1
CCCA

= Det(hij) = signDet(hij)!
2
h:

De�nition 1.8 Die Funktion

�! := det(�; �1; : : : ; �n)

bezeichnet das von der Konormalen induzierte Volumenelement.

15Man kann das selbstverst�andlich auch erweitern und Vektorfelder und Formen einsetzen.

20



Nennen wir " := signDet(hij), so ergibt sich dieser Zusammenhang zwischen den in den
De�nitionen 1.1 und 1.8 festgelegten Volumenelementen:

�! � ! = " !2
h (1.14)

Wenn h regul�ar ist, mu� nach (1.14)

det(�; �1; : : : ; �n) 6= 0

sein. Deshalb sind �; �1; : : : ; �n linear unabh�angig f�ur jedes p 2 M . Bezeichnen wir
fDXp� jXp 2 TpMg � T �x(p)A

�= V � mit DTpM�, so k�onnen wir T �x(p)A wie folgt zerle-
gen:

V � �= T �x(p)A = DTpM� � IR �p:

Also kann man alle Vektoren von T �x(p)A, unter anderen (DYDX�)p, als Linearkombination
darstellen und erh�alt folgende Ableitungsgleichungen f�ur Vektorfelder X; Y 2 VM :

(DYDX�)p = D
(r�

YX)p
� � hp(Yp; Xp)�p (1.15)

Da D 
ach ist, wird so ein torsionsfreier, linearer Zusammenhang r� und eine symmetri-
sche 2{Form h de�niert.

Lemma 1.9 Die in (1.15) de�nierten Gr�o�en r� und h kann man so mit den bekannten
Gr�o�en darstellen:

1:) r�
XY = rXY � �(Y )X = rXY � 2KXY � h(X; Y )h�(�)

= r̂XY �KXY � h(X; Y )h�(�)

2:) h(X; Y ) = h(Y; S(X)) +rX�(Y ) = h(Y; S(X)) +r�
X�(Y )� �(X)�(Y )

Beweis: Nach (1.10){(1.13) gilt

h(r�
XY; Z) = �(D

(r�
XY )

�)(x�(Z)) + h(X; Y )�(x�(Z))

= �(DXDY �)(x�(Z))

= �X((DY �)(x�(Z))) + (DY �)(DXx�(Z))

= �X(�h(Y; Z)) + (DY �)(x�(rXZ) + h(X;Z)N)

= X(h(Y; Z))� h(Y;rXZ)� h(X;Z)�(Y )

= h(rXY; Z)� h(X;Z)�(Y ):

Wegen (1.6) bzw. (1.9) folgt

h(r�
XY; Z) = h(rXY; Z)� 2h(KXY; Z)� h(X; Y )�(Z):

Damit ist 1.) bewiesen. Aus

��(r�
XY )� h(X; Y ) = (D

(r�
XY )

�)(N)� h(X; Y )�(N)

= (DXDY �)(N)

= X((DY �)(N))� (DY �)(DXN)

= X(��(Y ))� (DY �)(�x�(S(X)) + �(X)N)

= �X(�(Y )) + �(X)�(Y )� h(Y; S(X))
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erhalten wir

h(X; Y ) = ��(r�
XY ) +X(�(Y ))� �(X)�(Y ) + h(Y; S(X))

= (r�
X�)(Y )� �(Y )�(X) + h(Y; S(X))

1:)
= ��(rXY ) + �(Y )�(X) +X(�(Y ))� �(X)�(Y ) + h(Y; S(X))

= (rX�)(Y ) + h(Y; S(X))

Das wollten wir zeigen. #

Bei Relativnormalen wird es einfacher. Da � = 0 ist, gilt

r�
XY = rXY = r̂XY �KXY;

h(X; Y ) = h(Y; S(X)):

Wir de�nieren einen zweiten Di�erenztensor

�KXY := r�
XY � r̂XY = �KXY � h(X; Y )h�(�) (nach Lemma 1.9):

Bei Relativnormalen ist
�KXY = �KXY:

Mit �K k�onnen wir � auf � verallgemeinern:

�� := hij(D@iD@j� �D
r̂@i

@j
�) = hij(D �K@i

@j� � h(@i; @j)�)

= hij �Kk
ij�k � hijhij�

Ein Hilfsmittel zur Darstellung bestimmter Vektorfelder bzw. Formen ist das ^{Produkt,
siehe auch [LNW]. In unseren Beispielen, in denen meist zweidimensionale Fl�achen im IR

3

behandelt werden, entspricht es dem �ublichen Kreuzprodukt.
Seien Xi 2 V; �k 2 V

�; 1 � i; k � n. Dann bezeichne X1 ^ : : : ^Xn dasjenige Element aus
V � mit

8X 2 V (X1 ^ : : : ^Xn)(X) = det(X1; : : : ; Xn; X)

und �1 ^ : : : ^ �n dasjenige Element in V mit

8� 2 V � �(�1 ^ : : : ^ �n) = det(�; �1; : : : ; �n):

Es folgt, da� X1 ^ : : : ^Xn genau dann der Nullvektor in V � ist, wenn X1; : : : ; Xn linear
abh�angig sind, analog gilt das auch bei �1 ^ : : : ^ �n.

Bemerkung: Die Bezeichnung ^ stammt aus der Theorie der alternierenden Multili-
nearformen. (X1 ^ : : : ^ Xn) ist Element von �nV . Verm�oge �(X1 ^ : : : ^ Xn)(X) =
det(X1; : : : ; Xn; X) ist eine Bijektion � : �nV ! V � de�niert, wir identi�zieren so �nV

mit V �. � lassen wir in Zukunft weg. Analog gehen wir bei �nV � und V vor.
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Seien X1; : : : ; Xn 2 V linear unabh�angig, �1; : : : ; �n 2 V � ebenfalls. Dann gilt nach obiger
De�nition von ^

(X1 ^ : : : ^Xn)(�1 ^ : : : ^ �n) = det(X1; : : : ; Xn; �1 ^ : : : ^ �n)
(1.16)

= det(X1 ^ : : : ^Xn; �1; : : : ; �n)

Aus (1.16) folgt aber

(X1 ^ : : : ^Xn)(�1 ^ : : : ^ �n)
2

= det(X1 ^ : : : ^Xn; �1; : : : ; �n) � det(X1; : : : ; Xn; �1 ^ : : : ^ �n)

= Det

0
BBB@

0 : : : 0 (X1 ^ : : : ^Xn)(�1 ^ : : : ^ �n)
�1(X1) : : : �1(Xn) 0

...
...

...
�n(X1) : : : �n(Xn) 0

1
CCCA

= (�1)n(X1 ^ : : : ^Xn)(�1 ^ : : : ^ �n) �Det(�i(Xk)):

Wenn nun (X1 ^ : : : ^Xn)(�1 ^ : : : ^ �n) 6= 0 ist, erh�alt man sofort

(X1 ^ : : : ^Xn)(�1 ^ : : : ^ �n) = (�1)nDet(�i(Xk)): (1.17)

Ist der Term aber = 0, so sind wegen (1.16) �1 ^ : : :^ �n und die Xi linear abh�angig, und
zwar gilt

�1 ^ : : : ^ �n = �iXi;

wobei �j 6= 0 ist f�ur mindestens ein j, weil �1 ^ : : : ^ �n 6= 0 ist. Das bedeutet aber, da�
man Xj als Linearkombination der restlichen Xi und �1^ : : :^ �n ausdr�ucken kann. In der
Matrix (�i(Xk)) ist darum die j{te Spalte eine Linearkombination der anderen Spalten
und somit gilt Det(�i(Xk)) = 0.
Sind die �i oder die Xk linear abh�angig, verschwinden beide Seiten von (1.17).
Die Formel (1.17) gilt also in jedem Fall.

Sind X1; : : : ; Xn 2 Vx, �1; : : : ; �n 1{Formen l�angs x, so k�onnen wir obengenannte Abbil-
dungen erweitern durch

(X1 ^ : : : ^Xn) : p 7! (X1 ^ : : : ^Xn)p := (X1jp ^ : : : ^Xnjp)

und
(�1 ^ : : : ^ �n) : p 7! (�1 ^ : : : ^ �n)p := (�1jp ^ : : : ^ �njp):

(X1^ : : :^Xn) ist dann eine 1{Form l�angs x, (�1^ : : :^ �n) ist in Vx. F�ur die Ableitungen
erhalten wir, wenn X; Y beliebig in Vx sind:

X
j

det(X1; : : : ; DXXj; : : : ; Xn; Y ) + det(X1; : : : ; Xn; DXY )

= X(det(X1; : : : ; Xn; Y )) = X((X1 ^ : : : ^Xn)(Y ))

= DX(X1 ^ : : : ^Xn)(Y ) + (X1 ^ : : : ^Xn)(DXY )

= DX(X1 ^ : : : ^Xn)(Y ) + det(X1; : : : ; Xn; DXY )
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Es gilt damit

DX(X1 ^ : : : ^Xn) =
X
j

(X1 ^ : : : ^DXXj ^ : : : ^Xn):

Analog ist

DX(�1 ^ : : : ^ �n) =
X
j

(�1 ^ : : : ^DX�j ^ : : : ^ �n):

1.5 Beziehungen zwischen Fl�achengr�o�en verschiede-

ner Normalisierungen

Wir untersuchen in diesem Abschnitt, welchen Ein
u� ein Wechsel der Normalisierung auf
die bis jetzt de�nierten Gr�o�en hat, d. h. wie sich Gr�o�en bez�uglich einer Normalisierung
durch die bez�uglich einer anderen ausdr�ucken lassen.

Wir k�onnen, analog zu den �Uberlegungen vor den Ableitungsgleichungen von Gau� und
Weingarten, ein transversales Vektorfeld ~N durch ein anderes transversales Vektorfeld N
und ein tangentiales Vektorfeld x�(Z) eindeutig darstellen:

~N = qN + x�(Z)

q ist dabei stets 6= 0. Diese Funktion wird sp�ater noch von Bedeutung sein.

De�nition 1.10 Seien ~N;N zwei Normalen mit den Konormalen ~� bzw. �. Wir bezeich-
nen die nicht verschwindende Funktion

�( ~N) =
det(x1; : : : ; xn; ~N)

det(x1; : : : ; xn; N)

als St�utzfunktion von ~N bez�uglich N .

Bemerkung: Diese St�utzfunktion soll nicht mit der euklidischen bzw. a�nen St�utzfunk-
tion aus Abschnitt 2.2.4 verwechselt werden, die aber Spezialf�alle dieser De�nition sind.

Nun erweitern wir Lemma 1.6 aus [BK], in dem die Gr�o�en bez�uglich einer Normalen ~N
durch die Gr�o�en bez�uglich einer anderen Normalen N dargestellt werden:

Lemma 1.11 Seien N und ~N zwei transversale Vektorfelder mit ~N = qN + x�(Z).
Dann gilt:

1:) ~h =
1

q
h; 2:) ~h

��

= qh��; 3:) ~h
�

= qh�;

4:) ~rXY = rXY �
1

q
h(X; Y )Z;

5:) ~� (X) = X(log jqj) + �(X) +
1

q
h(X;Z);

6:) ~S(X) = ~�(X)Z + qS(X)�rXZ
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= X(log jqj)Z + �(X)Z +
1

q
h(X;Z)Z + qS(X)�rXZ;

7:) ~C(X; Y; V )

=
1

q
C(X; Y; V ) +

1

q2

�
h(X; V )h(Y; Z) + h(X; Y )h(V; Z) + h(Y; V )h(X;Z)

�
;

8:)
~̂
rXY = r̂XY �

1

2

�
X(log jqj)Y + Y (log jqj)X � gradh(log jqj)h(X; Y )

�
;

9:) ~�(f) = q�(f)�
n� 2

2
gradh(q)(f);

10:) ~KXY

= KXY �
1

q
h(X; Y )Z +

1

2

�
X(log jqj)Y + Y (log jqj)X � gradh(log jqj)h(X; Y )

�
;

11:) n
~̂
T (Y ) = nT̂ (Y )�

1

q
h(Z; Y ) +

n

2
Y (log jqj);

12:) n ~T = nqT � Z +
n

2
q gradh(log jqj);

13:) ~! = q!; 14:) ~!~h =
1

jqjn=2
!h;

15:) ~rXY = rXY �X(log jqj)Y +
1

q
h(Y; Z)X;

16:) ~� =
1

q
�; 17:) ~�! =

1

qn+1
�!;

18:) ~r
�

XY = r�
XY �X(log jqj)Y � Y (log jqj)X;

19:) ~
h(X; Y ) = h(X; Y )� (r�

XY )(log jqj) +
1

q
X(Y (q));

20:) ~�KXY = �KXY �
1

2

�
X(log jqj)Y + Y (log jqj)X + gradh(log jqj)h(X; Y )

�
:

Beweis: 1.){6.), 16.) wurden in [BK] gezeigt.
Zu 7.): Einsetzen von ~r, ~h, ~� in die De�nition der kubischen Form:

~C(X; Y; V ) = ~rX
~h(Y; V ) + ~�(X)~h(Y; V )

=
1

q
X(h(Y; V )) +X(

1

q
)h(Y; V )�

1

q
h( ~rXY; V )�

1

q
h(Y; ~rXV )

+
1

q
(X(log jqj) + �(X) +

1

q
h(X;Z))h(Y; V )

=
1

q
X(h(Y; V ))�

1

q
h(rXY �

1

q
h(X; Y )Z; V )�

1

q
h(Y;rXV �

1

q
h(X; V )Z)

+
1

q
(�(X) +

1

q
h(X;Z))h(Y; V )

=
1

q
C(X; Y; V ) +

1

q2
h(X; Y )h(Z; V ) +

1

q2
h(Y; Z)h(X; V ) +

1

q2
h(X;Z)h(Y; V )

8.) folgt sofort nach Einsetzen von ~h in (1.3).
Zu 9.):

~�(f) = ~h
��

(X(Y (f))� ~̂rXY (f))
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= qh��(X(Y (f))� r̂XY (f))

+
q

2
h��(X(log jqj)Y (f) + Y (log jqj)X(f)� gradh(log jqj)(f)h(X; Y ))

= q�(f)�
n� 2

2
gradh(q)(f)

10.) erh�alt man durch Subtraktion von 4.) und 8.), 11.) als Spur von 10.) und 12.) wegen

n ~T = n~h
�

(
~̂
T ). 13.), 14.) folgen aus ihrer jeweiligen De�nition:

~! = det(x1; : : : ; xn; qN + x�(Z)) = q!; ~!~h =

r
jDet(

1

q
h)j:

Zu 15.): Nach der De�nition von r gilt

~h( ~rXY; V ) + ~h(Y; ~rXV )�X(~h(Y; V )) = 0

=
1

q
h( ~rXY; V ) +

1

q
h(Y;rXV �

1

q
h(X; V )Z)�

1

q
X(h(Y; V ))�X(

1

q
)h(Y; V )

=
1

q
h( ~rXY; V )�

1

q
h(rXY; V )�

1

q2
h(Y; Z)h(X; V )�X(

1

q
)h(Y; V )

) ~rXY = rXY +
1

q
h(Y; Z)X �X(log jqj)Y

Zu 17.): Nach 16.) erh�alt man f�ur Basisfelder @k

det(~�; ~�1; : : : ; ~�n) =
1

q
det(�;

1

q
�1 + @1(

1

q
)�; : : : ;

1

q
�n + @n(

1

q
)�)

=
1

qn+1
det(�; �1; : : : ; �n):

18.) und 19.) ergeben sich durch Koe�zientenvergleich aus den Ableitungsgleichungen der
Konormalen (1.15) wegen � = q~�:

DXDY � = DX(Y (q)~� + qDY ~�)

= X(Y (q))~� + Y (q)DX ~� +X(q)DY ~� + qDXDY ~�

= X(Y (q))~� + Y (q)DX ~� +X(q)DY ~� + qD ~r
�

XY
~� � q~h(X; Y )~�

= Dr�

XY
� � h(X; Y )�

= r�

XY (q)~� + qDr�

XY
~� � qh(X; Y )~�

Wir benutzten nur � = q~� und nicht die Tatsache, da� � und ~� Konormalen einer Immer-
sion sind.
20.) folgt nach Subtraktion von 18.) und 8.). #

Korollar: Ist N eine Normale und ~N = cN , c 6= 0, ein konstantes Vielfaches von N , so
sind die Gr�o�en bez�uglich ~N konstante Vielfache der Gr�o�en bez�uglich N .

Beweis: Man setzt in die Formeln von Lemma 1.11 q = c = konst: und Z = 0 ein. #
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Bemerkung: Es gilt f�ur die in �x und �� vorkommenden Ausdr�ucke:

~h
ij
( ~K l

ij) = qhij(K l
ij �

1

q
hijZ

l +
1

2
(@i(log jqj)�

l
j + @j(log jqj)�

l
i � hlm@m(log jqj)hij))

= qhijK l
ij � nZ l �

n� 2

2
hlm@m(q)

~h
ij
( ~�K

l

ij) = qhij( �K l
ij �

1

2
(@i(log jqj)�

l
j + @j(log jqj)�

l
i + hlm@m(log jqj)hij)

= qhij �K l
ij �

n + 2

2
hlm@m(q)

In Abschnitt 2.2.2 gehen wir noch einmal auf diese Formeln ein.

1.6 Die Formeln von Lelieuvre

In diesem Abschnitt geht es vor allem um die Frage, inwieweit eine Immersion x durch
ihre Konormale bestimmt ist. Wir kommen erst zu den eigentlichen Formeln von Lelieu-
vre, d. h. zur Darstellung der Linearisierung einer Immersion und ihrer Normalen durch
die Konormale, die quadratische Grundform und die Normalzusammenhangsform. Diese
Formeln kommen f�ur n = 2 und Blaschkescher A�nnormale schon in [Bl2] vor. In [LNW]
(vgl. auch [NoS], S. 68{73) werden sie auf beliebige Dimension und Relativnormalen ver-
allgemeinert. Daneben wird eine Integrabilit�atsbedingung an �; h angegeben. Wir wollen
die Ergebnisse aus [LNW] kurz wiederholen und gleichzeitig auf beliebige Normalen er-
weitern. In 1.6.2 untersuchen wir die Integrabilit�atsbedingung (1.18) n�aher und in 1.6.3
geben wir eine Umkehrung von Lemma 1.12 an.

1.6.1 Darstellung einer Fl�ache durch ihre Konormale

Lemma 1.12 (Formeln von Lelieuvre) Sei x eine (regul�are) Immersion, N eine Nor-
male von x und die @k Basisfelder. Dann sind die Linearisierung x� von x und die Normale
N durch die zugeh�orige Konormale �, h und � eindeutig darstellbar. Es gilt:

xi = det(�; �1; : : : ; �n)
�1
X
j

hij �1 ^ : : : �j�1 ^ � ^ �j+1 : : : �n

N = det(�; �1; : : : ; �n)
�1(�1 ^ : : : ^ �n +

X
j

�j �1 ^ : : : �j�1 ^ � ^ �j+1 : : : �n):

Beweis: Grundlage f�ur dieses Lemma sind die Gleichungen (1.10){(1.13). N und die xi
wie oben angegeben erf�ullen

�(xi) = 0; �j(xi) = �hji; �(N) = 1; �j(N) = ��j :

Es gilt sogar: Die Gleichungen (1.10), (1.12), sowie (1.11), (1.13) sind jeweils eindeutig
nach x�(Y ) bzw. N au
�osbar, denn wegen det(�; �1; : : : ; �n) 6= 0 sind �; �1; : : : ; �n linear
unabh�angig. #

F�ur den kommenden Satz verwenden wir f�ur M eine o�ene, einfach zusammenh�angende
Menge U � IR

n und IR
n+1 f�ur A. Die @k seien die kanonischen Basisfelder auf IR

n, det
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die kanonische Determinantenform auf IR
n+1 und IRn+1 der Dualraum von IR

n+1. Man
kann dies auch verallgemeinern, doch sollte ein Integralbegri� oder eine Stammfunktion
vorhanden sein, so da� sichergestellt ist, da� eine Immersion x existiert mit x�(@i) =
B(@i), wenn B eine Abbildung wie im Beweis ist, f�ur die die Integrabilit�atsbedingung
DYB(X) � DXB(Y ) = B([Y;X]) gilt. Ab dem n�achsten Kapitel beschr�anken wir uns
sowieso auf diesen Fall.

Satz 1.13 Zu einer vorgegebenen, di�erenzierbaren Abbildung � : U ! IRn+1, f�ur die stets
det(�; �1; : : : ; �n) 6= 0 gilt, einer symmetrischen, regul�aren 2{Form h und einer 1{Form �

gibt es genau dann eine Immersion x, die � als Konormale, h als quadratische Grundform
und � als Normalzusammenhangsform hat, wenn16

r�
Xh(Y; Z) = r�

Y h(X;Z) (1.18)

gilt. Die Immersion x ist bis auf eine additive Konstante eindeutig.

Beweis: Wir gehen analog zu [LNW] vor. Den Beweis �ubernehmen wir im Prinzip bis auf
die �Anderungen hinsichtlich � . Auf die Rechnungen mit den Integrabilit�atsbedingungen,
aus denen (1.18) folgt, hat � keine Auswirkungen.
Wir de�nieren die di�erenzierbare Abbildung B : p 2 U 7! Bp, wobei Bp : IR

n ! IR
n+1

eine lineare Abbildung ist, durch

�(B(Y )) = 0

DX�(B(Y )) = �h(X; Y )

f�ur Vektorfelder X; Y auf U und die Abbildung N : U ! IR
n+1 durch

�(N ) = 1

DY �(N ) = ��(Y )

f�ur Vektorfelder Y auf U .
Die Bi := B(@i) und N sind eindeutig festgelegt und haben die Form der xi und von N
in Lemma 1.12. Aus der De�nition von B und N folgt auch

det(�; �1; : : : ; �n)det(B1; : : : ; Bn;N ) = Detn+1

0
BBB@

0 : : : 0 1
�h11 : : : �h1n ��1
...

...
...

�hn1 : : : �hnn ��n

1
CCCA

= Det(hij) 6= 0:

Damit ist det(B1; : : : ; Bn;N ) 6= 0 und die Bi und N sind linear unabh�angig. Ist B inte-
grierbar, d. h. gibt es ein x : U ! IR

n+1 mit x�(X) = B(X), dann ist x eine Immersion
und N ein transversales Vektorfeld.
Es bleibt allein noch zu beweisen, da� B integrierbar ist, also da� die Integrabilit�atsbe-
dingung

DYB(X)�DXB(Y ) = B([Y;X])

16Wie bei (1.15) wird der torsionsfreie Zusammenhang r� und die 2{Form h wegen det(�; �1; : : : ; �n) 6=
0 durch Ableitungsgleichungen von � eindeutig festgelegt. Wir gehen im Beweis darauf ein.
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f�ur alle Vektorfelder X; Y auf U gilt. Wir zeigen, da� diese Gleichung sowohl in � als auch
in DZ� eingesetzt gilt, d. h.

�(DYB(X)�DXB(Y )) = �(B([Y;X]))

und
DZ�(DYB(X)�DXB(Y )) = DZ�(B([Y;X]))

f�ur Z 2 VU . Da �; �1; : : : ; �n f�ur alle p 2 U IRn+1 aufspannen, reicht das.
Aus der De�nition von B folgt

�(DY (B(X)) = 0�DY �(B(X)) = h(Y;X)

und durch Vertauschen

�(DYB(X)�DXB(Y )) = �(B([Y;X]));

denn h ist symmetrisch und �(B([Y;X])) = 0. Dieser Teil gilt demnach ohne Einschr�an-
kung.
Weil det(�; �1; : : : ; �n) 6= 0 ist, sind �; �1; : : : ; �n linear unabh�angig f�ur jedes p 2 U . Mit
denselben �Uberlegungen wie bei (1.15) ergibt sich eine Ableitungsgleichung f�ur �, die einen
torsionsfreien linearen Zusammenhang r� und eine symmetrische 2{Form h festlegt. Wir
erhalten erst einmal

�X(h(Z; Y )) = X(DZ�(B(Y )))

= DXDZ�(B(Y )) +DZ�(DX(B(Y )))

= (Dr�
XZ
� � h(Z;X)�)(B(Y )) +DZ�(DX(B(Y )))

= �h(r�
XZ; Y ) +DZ�(DX(B(Y )));

und daher

DZ�(DX(B(Y ))) = �X(h(Z; Y )) + h(r�
XZ; Y )

= �r�
Xh(Z; Y )� h(Z;r�

XY ):

Weiter bekommt man, weil r� torsionsfrei ist,

DZ�(B([Y;X])) = DZ�(B(r�
YX �r�

XY )) = �h(r�
YX �r�

XY; Z):

Zusammen gilt

DZ�(DYB(X)�DXB(Y ))�DZ�(B([Y;X]))

= �r�
Y h(X;Z)� h(Z;r�

YX) +r�
Xh(Y; Z) + h(Z;r�

XY ) + h(r�
YX �r�

XY; Z)

= r�
Xh(Y; Z)�r�

Y h(X;Z):

Die Integrabilit�atsbedingungen sind dann und nur dann erf�ullt, wenn r�
Xh(Y; Z) �

r�
Y h(X;Z) = 0 gilt.

Sei (1.18) erf�ullt und seien x, ~x zwei Immersionen mit

x�(X) = ~x�(X) = B(X)
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f�ur alle Vektorfelder X 2 VU . Dann ist x� ~x konstant. #

Bezeichnung: Eine Abbildung � : U � IR
n ! IRn+1 mit det(�; �1; : : : ; �n) 6= 0 wollen wir

auch regul�ar nennen. Die Konormale einer regul�aren Immersion erf�ullt dies notwendig
wegen (1.14). F�ur eine nicht regul�are Abbildung � kann man Satz 1.13 nicht anwenden.

(1.18) bedeutet f�ur die lokalen Funktionen:

@mhlp � �� k
mp hkl � �� k

ml hkp � @phml + �� k
pm hkl + �� k

pl hkm

= @mhlp � �� k
ml hkp � @phml + �� k

pl hkm = 0

Da h bez�uglich r̂ parallel ist, also (1.2) gilt, kann man das �aquivalent umschreiben zu:

�̂ k
ml hkp � �� k

ml hkp � �̂ k
pl hkm + �� k

pl hkm = 0 (1.19)

oder �Kk
plhkm = �Kk

mlhkp

Bemerkung: Die Blaschkesche A�nnormale ist diejenige Relativnormale, f�ur die stets

j!j = j!hj

und damit nach (1.14)
j!hj = j�!j

gilt. Sie wird in 2.2.2 genauer behandelt, die De�nition wurde f�ur das Korollar vorgezogen.

Korollar: 1.) Zu einer vorgegebenen regul�aren Abbildung � : U ! IRn+1 und einer sym-
metrischen, regul�aren 2{Form h gibt es genau dann eine relativnormalisierte Immersion
x, die � als Konormale und h als quadratische Grundform hat, wenn

r�
Xh(Y; Z) = r�

Y h(X;Z)

gilt. Die xi haben dann folgende Form

xi = det(�; �1; : : : ; �n)
�1
X
j

hij �1 ^ : : : �j�1 ^ � ^ �j+1 : : : �n (1.20)

und die Relativnormale

N = det(�; �1; : : : ; �n)
�1(�1 ^ : : : ^ �n): (1.21)

2.) Zu einer symmetrischen, regul�aren 2{Form h mit " := signDet(hij) und einer vorgege-
benen Abbildung � : U ! IRn+1 mit jdet(�; �1; : : : ; �n)j =

p
jDet(hij)j 6= 0, gibt es genau

dann eine Blaschke{Immersion x, die � als Konormale und h als quadratische Grundform
hat, wenn

r�
Xh(Y; Z) = r�

Y h(X;Z)

gilt. Die xi haben dann folgende Form

xi = "

�q
jDet(hij)j

�
�1X

j

hij �1 ^ : : : �j�1 ^ � ^ �j+1 : : : �n
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und die Blaschkesche A�nnormale

N = "

�q
jDet(hij)j

�
�1

(�1 ^ : : : ^ �n):

Beweis: 1.) Anwendung von Satz 1.13 und Lemma 1.12 mit � = 0.
2.) Anwendung vom 1. Teil des Korollars unter der Bedingung

det(�; �1; : : : ; �n) = "

q
jDet(hij)j:

Die Bedingung j�!j = j!hj ist auch f�ur

det(�; �1; : : : ; �n) = �"
q
jDet(hij)j

erf�ullt. Man erh�alt dann das Negative der angegebenen xi, N .
#

1.6.2 Betrachtungen zu den Formeln

Wir untersuchen hier zum einen, wie die in Satz 1.13 und die in (1.1) angegebenen In-
tegrabilit�atsbedingungen in Verbindung stehen, zum anderen, inwieweit Satz 1.13 bzw.
(1.18) noch gilt, wenn man von �; h zu q�; sh �ubergeht.
Wir brauchen hier keine besonderen Bedingungen an A, M wie bei Satz 1.13 zu stellen.

F�ur eine gegebene Immersion x kann man die Gr�o�en r und S nach Lemma 1.9 mit Hilfe
von h, � , r� und h darstellen17:

h(rXY; Z) = r�
Xh(Z; Y ) + h(r�

XY; Z)� h(X; Y )�(Z) (1.22)

h(S(X); Y ) = �r�
X�(Y ) + h(X; Y ) + �(X)�(Y ): (1.23)

Gibt man nun wie beim Satz 1.13 �, h und � vor, wird durch sie eine Immersion x induziert.
Die Gr�o�en r und S von x m�ussen (1.22), (1.23) erf�ullen, es gilt sogar: (1.22), (1.23) sind
eindeutig nach r, S au
�osbar. Die durch diese Gleichungen festgelegten Gr�o�en r, S
sind notwendig der induzierte Zusammenhang und der Shape{Operator von x.

Eigenartig ist die Tatsache, da� vier Integrabilit�atsbedingungen, n�amlich die von (1.1),
bei Angabe von h, � , r und S gelten m�ussen, bei Angabe von �, h und � scheinbar nur
zwei, und zwar die Regularit�atseigenschaft det(�; �1; : : : ; �n) 6= 0 und (1.18).
Aber eigentlich ist damit mehr ausgesagt:
Aus det(�; �1; : : : ; �n) 6= 0 folgt die lineare Unabh�angigkeit von � und den �i in jedem
Punkt. Dadurch ergibt sich wie bei (1.15) eine Ableitungsgleichung

DXDY � = Dr�
XY � � h(X; Y )�;

17(1.23) ist die 2. Aussage von Lemma 1.9, (1.22) folgt aus dem Beweis dieses Lemmas. Beide Glei-
chungen wurden ohne die Codazzi{Gleichung f�ur h bewiesen, denn es soll gerade in Lemma 1.14 gezeigt
werden, da� Codazzi f�ur h gilt, wenn manr und S durch (1.22), (1.23) festlegt. Aus dem Grund wird statt
(1.22) nicht r�

XY = rXY � 2KXY � h(X;Y )h�(�) genommen, denn hier wird die Codazzi{Gleichung
bei der Herleitung benutzt.
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die den linearen Zusammenhangr� und die 2{Form h eindeutig festlegt. DaD torsionsfrei
ist, ist h symmetrisch und r� torsionsfrei, d. h.

r�
XY �r

�
YX = [X; Y ] und h(X; Y ) = h(Y;X): (1.24)

Au�erdem ist D 
ach, dies bedeutet f�ur �

DXDYDZ� �DYDXDZ� �D[X;Y ]DZ� = 0:

Wir erhalten daher:

0 = DX(Dr�
Y Z
� � h(Y; Z)�)�DY (Dr�

XZ
� � h(X;Z)�)

�Dr�
[X;Y ]Z

� + h([X; Y ]; Z)�

= Dr�
Xr�

Y Z
� � h(X;r�

YZ)� �X(h(Y; Z))� � h(Y; Z)DX�

�Dr�
Yr�

XZ
� + h(Y;r�

XZ)� + Y (h(X;Z))� + h(X;Z)DY �

�Dr�
[X;Y ]Z

� + h([X; Y ]; Z)�

= DR�(X;Y )Z� � h(Y; Z)DX� + h(X;Z)DY �

+(�X(h(Y; Z)) + h(r�
XY; Z) + h(Y;r�

XZ))�

+(Y (h(X;Z))� h(r�
YX;Z)� h(X;r�

YZ))�

, R�(X; Y )Z = h(Y; Z)X � h(X;Z)Y und (1.25)

r�
Xh(Y; Z) = r�

Y h(X;Z): (1.26)

Somit folgen18 aus det(�; �1; : : : ; �n) 6= 0 die Bedingungen (1.24){(1.26).

Lemma 1.14 Gibt man �, h und � mit det(�; �1; : : : ; �n) 6= 0 und (1.18) vor und de�niert
r und S durch (1.22), (1.23), so gelten f�ur h, r, S und � die Integrabilit�atsbedingungen
(1.1).

Beweis: Wegen det(�; �1; : : : ; �n) 6= 0 gilt f�ur r�; h (1.24){(1.26).
Schon an (1.22) sieht man, da� wegen (1.18) und (1.24) der Zusammenhang r torsionsfrei
ist. Wir verwenden dies und schreiben die Integrabilit�atsbedingungen von (1.1) um, indem
wir (1.22) und (1.23) einsetzen.

1.) Zun�achst beweisen wir die Ricci{Gleichung:

h(X;S(Y ))� h(Y; S(X))
(1:23)
= �(r�

YX) + h(Y;X)� Y (�(X)) + �(X)�(Y )

��(r�
XY )� h(X; Y ) +X(�(Y ))� �(X)�(Y )

(1:24)
= X(�(Y ))� Y (�(X))� �([X; Y ])

= X(�(Y ))� Y (�(X))� �(rXY �rYX)

= rX�(Y )�rY �(X):

18Genauer gilt: Aus det(�; �1; : : : ; �n) 6= 0 folgt nur, da� diese n+1 Formen linear unabh�angig in jedem
Punkt sind und man Ableitungsgleichungen f�ur die �ik wie oben bzw. bei (1.15) bilden kann. Damit
werden dann r� und h festgelegt, die automatisch (1.24){(1.26) erf�ullen.
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Die Ricci{Gleichung ist also erf�ullt.

2.) Nun kommen wir zu Codazzi f�ur h:

rXh(Y; Z) + �(X)h(Y; Z)�rY h(X;Z)� �(Y )h(X;Z)

= X(h(Y; Z))� h(rXY; Z)� h(Y;rXZ)

�Y (h(X;Z)) + h(rYX;Z) + h(X;rYZ)

+�(X)h(Y; Z)� �(Y )h(X;Z)
(1:22)
= X(h(Y; Z))�r�

Xh(Y; Z)� h(r�
XY; Z) + h(X; Y )�(Z)

�r�
Xh(Y; Z)� h(r�

XZ; Y ) + h(X;Z)�(Y )

�Y (h(X;Z)) +r�
Y h(X;Z) + h(r�

YX;Z)� h(X; Y )�(Z)

+r�
Y h(X;Z) + h(r�

YZ;X)� h(Y; Z)�(X)

+�(X)h(Y; Z)� �(Y )h(X;Z)

= r�
Y h(X;Z)�r�

Xh(Y; Z):

Codazzi f�ur h folgt damit aus (1.18).

3.) Zum Beweis der Codazzi{Gleichung f�ur S benutzen wir zus�atzlich (1.25) und (1.26):

h(rX(S(Y )); Z)� h(rY (S(X)); Z)� h(S([X; Y ]); Z)
(1:22)
= X(h(Z; S(Y )))� h(r�

XZ; S(Y ))� h(X;S(Y ))�(Z)

�Y (h(Z; S(X))) + h(r�
YZ; S(X)) + h(Y; S(X))�(Z)

�h(S([X; Y ]); Z)
(1:23)
= X

�
�Y (�(Z)) + �(r�

YZ) + h(Y; Z) + �(Y )�(Z)
�

�
�
�Y (�(r�

XZ)) + �(r�
Yr�

XZ) + h(Y;r�
XZ) + �(Y )�(r�

XZ)
�

�
�
�Y (�(X)) + �(r�

YX) + h(Y;X) + �(Y )�(X)
�
�(Z)

�Y
�
�X(�(Z)) + �(r�

XZ) + h(X;Z) + �(X)�(Z)
�

+
�
�X(�(r�

YZ)) + �(r�
Xr�

YZ) + h(X;r�
YZ) + �(X)�(r�

YZ)
�

+
�
�X(�(Y )) + �(r�

XY ) + h(X; Y ) + �(X)�(Y )
�
�(Z)

+[X; Y ](�(Z))� �(r�
[X;Y ]Z)� h([X; Y ]; Z)� �([X; Y ])�(Z)

(1:18);(1:24)
= X(h(Y; Z))� h(Y;r�

XZ)� Y (h(X;Z)) + h(X;r�
YZ)� h([X; Y ]; Z)

+�(R�(X; Y )Z)

��(X)r�
Y �(Z) + �(Y )r�

X�(Z)
(1:25);(1:26)

= �(Y )r�
X�(Z)� �(X)r�

Y �(Z) + �(h(Y; Z)X � h(X;Z)Y )
(1:23)
= �(X)h(S(Y ); Z)� �(Y )h(S(X); Z):

Somit gilt auch Codazzi f�ur S.

4.) F�ur die Gau�{Gleichung erh�alt man:

h(R(X; Y )Z; V ) = h(rXrYZ; V )� h(rYrXZ; V )� h(r[X;Y ]Z; V )
(1:22)
= X(h(rYZ; V ))� h(rYZ;r

�
XV )� h(X;rYZ)�(V )

�Y (h(rXZ; V )) + h(rXZ;r�
Y V ) + h(Y;rXZ)�(V )
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�[X; Y ](h(Z; V )) + h(r�
[X;Y ]V; Z) + h([X; Y ]; Z)�(V )

(1:22)
= X (Y (h(V; Z))� h(r�

Y V; Z)� h(Y; Z)�(V ))

�Y (h(r�
XV; Z)) + h(r�

Yr�
XV; Z) + h(Y; Z)�(r�

XV )

��(V ) (Y (h(X;Z))� h(r�
YX;Z)� h(Y; Z)�(X))

�Y (X(h(V; Z))� h(r�
XV; Z)� h(X;Z)�(V ))

+X(h(r�
Y V; Z))� h(r�

Xr�
Y V; Z)� h(X;Z)�(r�

Y V )

+�(V ) (X(h(Y; Z))� h(r�
XY; Z)� h(X;Z)�(Y ))

�[X; Y ](h(Z; V )) + h(r�
[X;Y ]V; Z) + h([X; Y ]; Z)�(V )

(1:24)
= �h(R�(X; Y )V; Z)

�h(Y; Z)r�
X�(V ) + h(X;Z)r�

Y �(V )� �(V )(h(X;Z)�(Y )� h(Y; Z)�(X))
(1:25)
= �h(Y; V )h(X;Z) + h(X; V )h(Y; Z)

�h(Y; Z)r�
X�(V ) + h(X;Z)r�

Y �(V )� �(V )(h(X;Z)�(Y )� h(Y; Z)�(X))
(1:23)
= h(Y; Z)h(S(X); V )� h(X;Z)h(S(Y ); V ):

Damit ist auch die Gau�{Gleichung erf�ullt.

F�ur den Beweis von Ricci und Codazzi f�ur h reicht es, mit (1.22), (1.23) die Gleichungen
umzuformen und (1.24) und (1.18) zu benutzen. F�ur 4.) ben�otigt man noch (1.25) und
f�ur 3.) zus�atzlich (1.26). #

Bemerkung: In dem Beweis wurden nur die Bedingungen (1.18), (1.24){(1.26) verwendet,
um f�ur die durch (1.22), (1.23) de�nierten r und S die Eigenschaften (1.1) zu beweisen.
Es wurde au�er acht gelassen, da� es sich bei (1.18) um eine Integrabilit�atsbedingung
handelt, da� also �; h; � wegen (1.18) nach Satz 1.13 eine Immersion x induzieren. Deren
Fl�achengr�o�en sind gerade r, h, S, � und erf�ullen (1.1), wie in Abschnitt 1.2 erw�ahnt.
Dadurch verk�urzt sich der Beweis nat�urlich.

Die Umkehrung von Lemma 1.14 gilt ebenso:

Lemma 1.15 Sind die symmetrische 2{Form h, der torsionsfreie Zusammenhang r, S
und � gegeben, f�ur die die Bedingungen von (1.1) erf�ullt sind, so gen�ugen die durch (1.22)
und (1.23) de�nierten Gr�o�en r� und h den Bedingungen (1.24), (1.18), (1.25) und
(1.26).

Beweis: (1.22) kann man auch so schreiben:

h(r�
XZ; Y ) = X(h(Z; Y ))� h(rXY; Z)� h(X; Y )�(Z)

= rXh(Y; Z) + h(rXZ; Y )� h(X; Y )�(Z)

Nach Lemma 1.9 gilt wegen Codazzi f�ur h (d. h. (1.6) oder (1.9)) sogar:

r�
XZ = r̂XZ �KXZ � h(X;Z)h�(�)

Damit sieht man sofort, da� r� torsionsfrei ist, es gilt:

r�
XY �r�

YX = rXY �rYX

34



Weiter ergibt sich wegen (1.23)

h(X; Y )� h(Y;X)

= h(S(X); Y )� �(r�
XY ) +X(�(Y ))� �(X)�(Y )

�h(S(Y ); X) + �(r�
YX)� Y (�(X)) + �(Y )�(X)

= h(S(X); Y )� �(rXY ) +X(�(Y ))

�h(S(Y ); X) + �(rYX)� Y (�(X)):

Aus der Ricci{Gleichung folgt die Symmetrie von h und damit (1.24).
Im Beweis des vorigen Lemmas haben wir in 2.) schon die �Aquivalenz von Codazzi f�ur h
und (1.18) gezeigt.
Wir benutzen nun 4.) aus dem Beweis von Lemma 1.14. Nur mit Hilfe von (1.18) und
(1.24) folgt

h(R(X; Y )Z; V ) = �h(R�(X; Y )V; Z)

�h(Y; Z)r�
X�(V ) + h(X;Z)r�

Y �(V )

��(V )(h(X;Z)�(Y )� h(Y; Z)�(X))

Das ist aber wegen der Gau�{Gleichung mit h(Y; Z)h(S(X); V ) � h(X;Z)h(S(Y ); V )
identisch. Diese Di�erenz kann man mit (1.23) als

�h(Y; V )h(X;Z) + h(X; V )h(Y; Z)� h(Y; Z)r�
X�(V ) + h(X;Z)r�

Y �(V )

��(V )(h(X;Z)�(Y )� h(Y; Z)�(X))

schreiben. Daraus ergibt sich (1.25).
Aus 3.) im Beweis von Lemma 1.14 folgt nur mit (1.18), (1.24)

h(rX(S(Y )); Z)� h(rY (S(X)); Z)� h(S([X; Y ]); Z)

= r�
Xh(Y; Z)�r�

Y h(X;Z)

+�(R�(X; Y )Z)� �(X)r�
Y �(Z) + �(Y )r�

X�(Z)

Nach Codazzi f�ur S ist das mit �(X)h(S(Y ); Z)��(Y )h(S(X); Z) identisch und das nach
(1.23) mit

�(Y )r�
X�(Z)� �(X)r�

Y �(Z) + �(h(Y; Z)X � h(X;Z)Y ):

Zusammen mit (1.25) folgt (1.26). #

Die beiden Hilfss�atze zeigen also eine �Aquivalenz der Integrabilit�atsbedingungen (1.1) f�ur
r, h, S, � mit den Bedingungen (1.18), (1.24){(1.26) f�ur r�, h, h, � , wenn r�, h, r, S
�uber (1.22), (1.23) zusammenh�angen und r torsionsfrei ist.
Wie erw�ahnt, haben wir nur die Bedingungen an diese Gr�o�en untersucht, ohne direkt
auf die Existenz einer Immersion x einzugehen. Im 5. Kapitel verwenden wir Lemma 1.15:
Wir schlie�en daraus, da� (1.1) erf�ullt ist, da� Satz 1.13 (in Zusammenhang mit DGL
KON) anwendbar ist.

Nach dem Vergleich der Integrabilit�atsbedingungen werden wir jetzt die Bedeutung von
� untersuchen und kl�aren, inwieweit (1.18) noch gilt, wenn man �, h ver�andert.
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Das Tripel (�; h; �) mit den Voraussetzungen des Satzes 1.13 legt eindeutig die Lineari-
sierung x�(X) einer Immersion x und die Normale N fest. Mit Hilfe von (1.10){(1.13)
kann man x�(X) und N aus �, h, � errechnen, siehe Lemma 1.12. An � werden allerdings
keine Bedingungen gestellt. Das ist nicht verwunderlich, denn bei der Darstellung der xi
in Lemma 1.12 kommt � nicht vor und nur f�ur die xi mu� sichergestellt werden, da� sie
integrierbar sind.
Das Tripel (�; h; ~�) legt wegen

�(~x�(X)) = 0; DY �(~x�(X)) = �h(Y;X)

die gleiche Linearisierung ~x�(X) = x�(X) fest, nur die Normalen unterscheiden sich:
Ist ~N = qN + x�(Z), so gilt wegen

�( ~N) = 1 = �(N)q + 0 = q ; �~� (X) = DX�( ~N) = ��(X)q � h(X;Z)

q � 1 und Z = h�(~� � �). Ab jetzt werden wir uns deswegen auf Relativnormalen be-
schr�anken.

Das Paar (�; h), das dem Tripel (�; h; 0) entsprechen soll, mit det(�; �1; : : : ; �n) 6= 0 und
(1.18) legt eindeutig nach dem Korollar von Satz 1.13 die Linearisierung einer Immersion
und eine Relativnormale fest. Wir wollen nun untersuchen, wie sich �Anderungen dieser
Gr�o�en auswirken.

Sei nun ~� = q�; q 6= 0, ~h = sh; s 6= 0. Den Zusammenhang ~r
�

bez�uglich ~� erh�alt
man wie im Beweis von Lemma 1.11. Es ist nur q durch 1

q
zu ersetzen. Dann gilt f�ur alle

Vektorfelder X; Y; Z

~r
�

X
~h(Y; Z) = ~r

�

Y
~h(X;Z)

, s ~r
�

Xh(Y; Z) +X(s)h(Y; Z) = s ~r
�

Y h(X;Z) + Y (s)h(X;Z)

, sX(h(Y; Z))� sh( ~r
�

XY; Z)� sh(Y; ~r
�

XZ) +X(s)h(Y; Z)

= sY (h(X;Z))� sh( ~r
�

YX;Z)� sh(X; ~r
�

YZ) + Y (s)h(X;Z)

, sX(h(Y; Z))� sh(r�
XY +X(log jqj)Y + Y (log jqj)X;Z)

�sh(Y;r�
XZ +X(log jqj)Z + Z(log jqj)X) +X(s)h(Y; Z)

= sY (h(X;Z))� sh(r�
YX + Y (log jqj)X +X(log jqj)Y; Z)

�sh(X;r�
YZ + Y (log jqj)Z + Z(log jqj)Y ) + Y (s)h(X;Z)

(1:18)
, �sh(Y;X(log jqj)Z) +X(s)h(Y; Z) = �sh(X; Y (log jqj)Z) + Y (s)h(X;Z)

Weil man dies f�ur beliebige Vektorfelder erh�alt, n � 2 ist und h regul�ar, folgt f�ur alle
Vektorfelder X

�sX(log jqj) +X(s) = 0:

Das bedeutet
� log jqj+ log jsj = ~c � konst.;

was aber
q = c s; c � konst.; c 6= 0;

zur Folge hat. Daher gilt auch f�ur (c s �; s h) die Bedingung (1.18), wenn sie bereits f�ur
(�; h) galt. Das Paar (~�; ~h) := (c s �; s h) induziert also nach Satz 1.13 ebenfalls eine
Immersion ~x mit einer Relativnormalen ~N .
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Jetzt wollen wir untersuchen, wie sich die vom Paar (�; h) induzierte Immersion x und
die Normale N von ~x, ~N unterscheiden: Es gilt f�ur ~x wegen (1.10), (1.12):

~�(~x�(X)) = c s �(~x�(X)) = 0;

�~h(Y;X) = DY ~�(~x�(X)) = c sDY �(~x�(X)) + Y (c s)�(~x�(X))

= c sDY �(~x�(X)) = �sh(Y;X)

Daraus ergibt sich ~x�(X) = 1
c
x�(X). Sei ~N dargestellt als ~N = ~qN + x�( ~Z), dann gilt

wegen (1.11), (1.13)

~�( ~N) = 1 = c s �( ~N)) ~q =
1

cs
;

DX ~�( ~N) = c sDX�( ~N) +X(cs)�( ~N) = �c s h(X; ~Z) +X(log jsj) = 0

Daraus folgert man ~N = 1
cs
(N + x�(gradh(log jsj))).

Wenn wir c = 1 nehmen, hei�t das aber, da� durch (~�; ~h) = (q�; qh) die (bis auf Transla-
tion) gleiche Immersion erzeugt wird, nur mit einer anderen Normalen.

Folgerung: Haben wir ein Paar (�; h) mit (1.18) zur Verf�ugung, so k�onnen wir durch
Multiplikation mit einem geeigneten q daf�ur sorgen, da� das Paar (~�; ~h) (1.18) und noch
dazu

jdet(~�; ~�1; : : : ; ~�n)j = c

q
jDet ~hj; c = konst.; c > 0;

erf�ullt, d. h. wir erhalten insbesondere eine Blaschke{Immersion, vgl. Korollar zu Satz
1.13. Nach [LNW] ist die zweite Eigenschaft, also die Gleichheit der Volumenelemente bis
auf einen konstanten Faktor, unter der Voraussetzung von (1.18) mit

~�~� = f ~�

�aquivalent. Im Fall n = 2 ist diese Bedingung sogar hinreichend f�ur (1.18), das beweisen
wir in Abschnitt 4.1.

1.6.3 Darstellung der Konormalen durch die Fl�achengr�o�en

Als eine Umkehrung von Lemma 1.12 kann man auch � und �i durch xi, N , h, � aus-
dr�ucken:

Lemma 1.16 Ist x eine regul�are Hyper
�ache, so ergeben sich die Konormale und ihre
Ableitungen so:

� =
1

det(x1; : : : ; xn; N)
x1 ^ : : : ^ xn; (1.27)

�k = (��kx1^: : :^xn+
nX

j=1

hkjx1^: : :^xj�1^N^xj+1^: : :^xn)
1

det(x1; : : : ; xn; N)
: (1.28)

Beweis: Die Gleichungen (1.10){(1.13), d. h.

�(N) = 1; �(xj) = 0; �k(N) = ��k; �k(xj) = �hkj;

werden von den in (1.27), (1.28) gegebenen Abbildungen erf�ullt.
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Es ist nur noch zu beweisen, da� D@i� = �i gilt, da� also die in (1.28) angef�uhrten
Abbildungen �i wirklich die entsprechenden Ableitungen von � aus (1.27) sind:

D@k� = �
@k(det(x1; : : : ; xn; N))

det2(x1; : : : ; xn; N)
x1 ^ : : : ^ xn

+
1

det(x1; : : : ; xn; N)

nX
j=1

x1 ^ : : : ^ xj�1 ^ xkj ^ xj+1 ^ : : : ^ xn

= �

Pn
j=1 det(x1; : : : ; xkj; : : : ; xn; N) + det(x1; : : : ; xn; Nk)

det2(x1; : : : ; xn; N)
x1 ^ : : : ^ xn

+
1

det(x1; : : : ; xn; N)

nX
j=1

�
hkjx1 ^ : : : ^ xj�1 ^N ^ xj+1 ^ : : : ^ xn

+� j
kj x1 ^ : : : ^ xj�1 ^ xj ^ xj+1 ^ : : : ^ xn

�

= �

Pn
j=1 �

j
kj det(x1; : : : ; xj; : : : ; xn; N) + �kdet(x1; : : : ; xn; N)

det2(x1; : : : ; xn; N)
x1 ^ : : : ^ xn

+

Pn
j=1

�
hkjx1 ^ : : : ^ xj�1 ^N ^ xj+1 ^ : : : ^ xn + � j

kj x1 ^ : : : ^ xn
�

det(x1; : : : ; xn; N)

=
1

det(x1; : : : ; xn; N)
(��k x1 ^ : : : ^ xn)

+
1

det(x1; : : : ; xn; N)
(

nX
j=1

hkjx1 ^ : : : ^ xj�1 ^N ^ xj+1 ^ : : : ^ xn):

Die �k sind demnach die Ableitungen D@k� von �. #
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