Kapitel 1

Grundlagen der Hyperflichentheorie
fiir beliebige Normalisierungen

In diesem Kapitel wollen wir einige allgemeine Definitionen, Eigenschaften und Sitze im
Bereich Hyperflichentheorie angeben. Grundlage dafiir sind hauptsichlich [GKM] und
[BK], nach deren Notation wir uns richten.

In Abschnitt 1.1 geben wir gewisse Definitionen bei Vektorfeldern und Tensorfeldern an,
in den Abschnitten 1.2 und 1.3 untersuchen wir die Groflen, die direkt oder indirekt durch
die Ableitungsgleichungen von Gaufl und Weingarten definiert werden, und in Abschnitt
1.4 die Konormale. Danach kldren wir in Abschnitt 1.5, wie Flachengrofen verschiede-
ner Normalisierungen zusammenhéngen. Schliefilich betrachten wir in Abschnitt 1.6 die
sogenannten Formeln von Lelieuvre und untersuchen weitere in diesem Zusammenhang
stehende Fragen.

Wir legen eine n—dimensionale (n > 2), reelle, differenzierbare, orientierbare Mannigfaltig-
keit! M zugrunde. Differenzierbar stehe, wenn nichts anderes erwihnt wird, fiir unendlich
oft differenzierbar. A := A™*! sei ein (n+ 1)-dimensionaler affiner Raum?, V' := V"*! der
zugehorige Vektorraum, D der kanonische (torsionsfreie, flache) lineare Zusammenhang
auf A und det die iibliche (beziiglich D parallele) Determinantenform.

Zur Notation: Eine Grofie mit zwei Indizes eingeschlossen in runde Klammern bezeichne
eine Matrix, z. B. (S7), (hi;). Die Indizes stehen fiir natiirliche Zahlen zwischen 1 und n.
6% ist das Zeichen fiir das Kronecker—Symbol, d. h.

o, fiire £k

0 wird analog definiert. Fiir eine Grofle mit zwei unteren Indizes Gj; (sie stellt die
Koeffizienten einer 2-Form dar) bedeute (G*) die Inverse der Matrix (G;;), wenn diese

Inverse existiert. Es folgt:
n
> GGy =
=1

!Die Definitionen von Begriffen wie Mannigfaltigkeit, differenzierbar, Vektorfeld, usw. werden nicht
mehr aufgefiihrt. Sie sind [GKM] zu entnehmen.

2Meist koénnen wir bis Abschnitt 1.5 wie in [BK] statt A eine beliebige differenzierbare (n + 1)-
dimensionale Mannigfaltigkeit M benutzen und dementsprechend verallgemeinern. M muf aber einen
torsionsfreien, flachen Zusammenhang D und eine beziiglich D parallele Determinantenform det besitzen.
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Det steht fiir die iibliche Determinante im IR". Oft benutzen wir die Einsteinsche Sum-
menkonvention: Kommt bei einer Grofie oder einem Produkt von Gréflen ein Index
sowohl als oberer als auch als unterer Index vor, so wird iiber diesen Index summiert,
d. h. er wird als Summationsindex gebraucht und das Summenzeichen dabei weggelassen,

z. B. entspricht hilS§- der Summe Y ", hilS§- oder h;jg = >, Z?:1 hijg".

1.1 Vektorfelder und Tensorfelder

Dieser Abschnitt stellt einige zentrale Begriffe im Zusammenhang mit Vektorfeldern und
Tensorfeldern zur Verfiigung. Die Definitionen und Bezeichnungen sind aus [GKM] oder
[BK] {ibernommen.

Fiir eine beliebige Mannigfaltigkeit M (z. B. M oder A) bezeichne F M die Menge der
auf M differenzierbaren Funktionen, UM die Menge der differenzierbaren Vektorfelder
auf M und, wenn F eine Abbildung zwischen zwei Mannigfaltigkeiten ist, Up die Menge
der Vektorfelder lings F'.

Sei z : M — A eine differenzierbare Abbildung und z, die von z induzierte Abbildung
zwischen den Tangentialbiindeln x, : TM — T A, die durch

VX e UM, fe FA: 2. (X)(f)=X(foux)

festgelegt ist. Fiir jeden Punkt p € M ist die Einschrinkung z.|r,xn =: 24|, : T,M —
Typ)A =V eine lineare Abbildung zwischen den Tangentialrdumen. z,(X) liegt in U,. Ist
.|, fiir alle p € M eine injektive (lineare) Abbildung, so nennt man z eine Immersion.
Im weiteren sei x immer eine Immersion.

Wenn {0;|,,1 <i < n} eine Basis von T,M ist (wir werden hier immer eine kanonische,
von einer Karte induzierte Basis nehmen), wollen wir w;|, fiir x,(0;|,) schreiben. Die
7|, spannen den n-dimensionalen Unterraum z,[7,M] von T,A auf. Wir kénnen die
Basisvektoren zu einem Basisfeld 0; : p — 0;|, erweitern.

Eine differenzierbare r—fach FM-lineare Abbildung B : UM’ — UM* (mit VM :=
FM) heift (r, s)-Tensorfeld, fiir s = 0 auch r—Form. Ein (0,0)-Tensorfeld ist eine
Funktion, ein (0, 1)-Tensorfeld ein Vektorfeld. Wir werden nur s = 0, s = 1 verwenden.
Aus gegebenen Tensorfeldern kdnnen wir andere Tensorfelder gewinnnen:

Sei V ein linearer Zusammenhang auf M, X, X,,...,X,,Y,Z € UM und s = 1,0. Dann
ist VB folgendes (r + 1,5)-Tensorfeld?:

VB(X,Xy,..., X )-—%B(Xl,...,XT)

Ist VB = 0, so nennt man B parallel beziiglich V. Wichtig ist auch die Spur* eines
(r +1,s+ 1)-Tensorfelds B, d. h. folgendes (r, s)-Tensorfeld:

trxB(...,X,...) := Spur der FM linearen Abbildung X — B(...,X,...).

3Fiir f € FM sei Vx f = X(f).
4In [GKM] wird dies Kontraktion genannt.
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Wir schreiben kurz ¢r B, wenn r = 1 ist.
Der Torsionstensor wird durch

T(X,Y):=VyY —Vy X — [X, Y],
der Kriimmungstensor durch
R(X,Y)Z :=VxVyZ —VyVxZ —VixyZ
definiert, wobei [.,.] : WM? — UM die Lie-Klammer sei, also die Abbildung mit
Vf e FM:[X,Y](f) = X(Y(f) - Y (X(f))

Es gilt fiir Basisfelder 0;,0;, die von einer Karte von M induziert werden (wie wir es
annehmen)
[0;,0;] = 0 = Nullvektorfeld®.

Ist der Torsionstensor eines Zusammenhangs V immer 0, so nennt man diesen Zusam-
menhang torsionsfrei, ist R = 0, so heit er flach.

In lokalen Koordinaten ist ein linearer Zusammenhang so auszudriicken: Sind X = X9,
und Y = Y9; aus UM, dann ist

VxY = X (Y0 + T, XY

Die f‘ijk nennt man Christoffelsymbole. Bei torsionsfreien Zusammenhéngen gilt fiir
sie:

Weiter sei fiir f € FM die 1-Form df mit
VX € UM df(X) = X(f)

das Differential von f.

1.2 Die Ableitungsgleichungen von Gaufl und Wein-
garten fiir allgemeine Normalen

In den Abschnitten 1.2-1.5 orientieren wir uns vor allem an [BK], daneben an [DNV],
[NP1], [NP2] und [NoS].

Wir werden in diesem Abschnitt die Ableitungsgleichungen von Gaufi und Weingarten
angeben und einige daraus resultierende grundlegende Gréflen genauer besprechen.

Sei N ein transversales Vektorfeld ldngs x, also ein Vektorfeld, bei dem fiir alle p € M
N, ein zu den Vektoren aus z,[T,M] transversaler (linear unabhingiger) Vektor ist. Wir
bezeichnen ein solches transversales Vektorfeld im weiteren auch als Normale. T A
148t sich darum zerlegen in

Ty A = 2.[T,M] & RN,

SWir fithren fiir das Nullvektorfeld keine neue Bezeichnung ein. Wenn das Zeichen 0 vorkommt, ist je
nach Textzusammenhang die Zahl 0, die konstante Nullfunktion, der Nullvektor eines Vektorraums, das
Nullvektorfeld oder die Nullform gemeint.
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Man kann deshalb alle Vektoren aus T,,yA darstellen als Linearkombination von N |
mit einem tangentialen Vektor, also auch die zweiten Ableitungen von x und die er-
sten Ableitungen von N. Damit erhilt man die folgenden Ableitungsgleichungen® fiir alle
X,Y € OM":

(Dxz.(Y))p = z.((VxY)y) + hy(Xp, Yp)N|p,
(DxN)p = —2.(Sp(Xp)) + 7 (Xp) Nlp.

Dies sind die Ableitungsgleichungen von Gaufl und Weingarten®. Da D torsionsfrei
ist, wird so eindeutig ein torsionsfreier, linearer Zusammenhang V auf M, eine symme-
trische 2-Form h, ein (1, 1)-Tensorfeld S und eine 1-Form 7 festgelegt.

In lokalen Koordinaten kann man die Ableitungsgleichungen so schreiben:

LUZ'J' = Fijklvk—i—hijN,
N; = —=Sfxp+7N.

Dabei bezeichnet Tij = Daiw*(aj), Fijkﬁk = V3Z.8j, hz’j = h(az, 8]-), Nz = Dal.N, Sfak =
S(0;) und 7; := 7(0;).

Definition 1.1 Man nennt
e V den (von N ) induzierten Zusammenhang,
e h die quadratische Grundform (beziglich N ),

S den Shape—Operator,

7 die Normalzusammenhangsform,
o H .= %tr S die Mittlere Kriimmung und

o I := DetS die Gauf3sche Kriimmung.

Seien {0;} feste Basisfelder. Dann bezeichnet
w = det(zy,...,2,, N)
das von der Normalen erzeugte Volumenelement® und

wp, := /| Det(hi;)|

das von der quadratischen Grundform erzeugte Volumenelement.

6Bei manchen Autoren sind diese Gréfien auch anders definiert, so ist z. B. in [Hei] der Normalenanteil
—hp(Xp, Yp)N|p, die quadratische Grundform hat also ein anderes Vorzeichen als in unserer Definition.

"Bei solchen Formeln haben wir in der Regel auf die explizite Angabe eines Allquantors verzichtet und
nur verbal erwihnt, dafl die entsprechende Gleichung fiir alle Vektorfelder gelten moge.

8In [NP2] werden diese Gleichungen fiir Kodimension > 1 definiert.

9In [BK] wird statt diesem jeweils eine Volumenform eingefiihrt. Das hier definierte Volumenelement
ist ein Spezialfall, die Volumenform, in die man die 0, eingesetzt hat.
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Verschiedene Normalen induzieren i. a. auch verschiedene Groflien. Die Regularitit von
h aber ist unabhéngig von der Wahl des transversalen Vektorfeldes N, siehe [BK]. Ist h
regulér fiir alle p € M, so heifit auch x regulér. Im folgenden sei x immer regulér. Unter
dieser Voraussetzung konnen wir auf h folgende Definition und den Hilfssatz anwenden:

Definition 1.2 Sei G eine regulire, symmetrische 2-Form auf M. Fir eine 1-Form ¢
auf M sei G*(¢) dasjenige Vektorfeld mit

VX € UM : G(G*(p), X) = p(X).
Ist ¢ eine 2—Form, so bezeichne G** (1) diese Funktion:
G () = tr(X = G*(¢(, X))
In lokalen Koordinaten schreibt man
G*(p) = Gp0; und G () = Gy,
Ist f € FM, so bezeichnen wir
grada(f) := G*(df)

als den Gradienten von f beziiglich G.
Bemerkung: In lokalen Koordinaten ergibt sich:

grada(f) = GY0;(f)0;

Dieser Gradient entspricht in der Regel nicht dem iiblichen Gradientenbegriff als einem n—
dimensionalen Vektor, dessen i—te Komponente 0;(f) ist. Dies ist nur in Spezialfillen so,
und zwar, wenn G;; = 0;; ist und man die 0; mit den i—ten Einheitsvektoren identifiziert.
Dann wollen wir diesen Gradienten grads; nennen.

Da G regulér ist, gilt:

grads(f) =0 < grade(f) =0

gradg(f) ist ein Vektorfeld, man kann es auf eine differenzierbare Funktion g anwenden.
Dann erhélt man in lokalen Koordinaten

gradg(f)(g9) = GYai(f);(g)-
Wir setzen fiir G’ meist die quadratische Grundform beziiglich einer Normalen ein, manch-
mal auch die 1. euklidische Grundform, siehe Abschnitt 2.2.1. Es gilt immer
G'(G(,X))=X und G(G)=konst.=n
und fiir zwei 1-Formen 7, o
7(G*(0)) = G(G*(7),G"(0)) = o(G*(7)).

Lemma 1.3 Sei G eine requlare, symmetrische 2-Form und X,Y € UM . Dann gilt:

1) —X(GY) = G"™G*X (G ps)

2.) X(DetG) = GYX(Gi;)Det G oder X (log |Det G|) = G X (G;)
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Beweis: 1.) Weil GGy, = &', ist, erhiilt man
X(G"Gyp) = 0= X(G*)G g + G*X (G ).

Es folgt sofort: - _ _ _ .
X(GY) = X(G¥)GanG™ = — G X (G ) G™

2.) Wir bezeichnen die Matrix, bei der nur die i-te Zeile von (G;) nach X differenziert ist,
mit G;. Damit gilt X (DetG) =Y. Det G;. Die Determinante von G; erhélt man, indem
man nach der i-ten Zeile entwickelt. Die i-te Spalte der Adjunkten von (Gji) hat die

.....

Daher ist Det G; = Det Gy, GY X (Gy). #

Unter den transversalen Vektorfeldern gibt es einige, die durch eine Eigenschaft ausge-
zeichnet sind:

Definition 1.4 Eine Normale, fiir die die Normalzusammenhangsform 7 identisch ver-
schwindet, deren Ableitungen also stets tangential sind, nennt man Relativnormale.

Bemerkungen: 1.) Mit den Anféingen der Relativgeometrie sind Namen wie E. Miiller,
W. Siiss, A. Duschek und A. Norden verbunden, siehe [Sch], S. 210, [SSV], S. 44-45.

2.) Eine Eigenschaft von Relativnormalen ist folgende: Die von ihr erzeugte Volumen-
form wgorm (siehe [BK] und FuBinote zu Definition 1.1) ist parallel beziiglich V. Man
sagt: (M,V,wperm) bilden eine dquiaffine Struktur. In [NoS], S. 32, wird eine Relativ-
normale auch ,,dquiaffines transversales Vektorfeld” genannt. Wir verwenden den Begriff
,,aquiaffin” nur im Zusammenhang mit der Blaschkeschen Affinnormalen.

Beispiele fiir Normalen: Die euklidische Normale, die Blaschkesche Affinnormale
und die zentroaffine Normale sind Relativnormalen. Mehr iiber Relativnormalen folgt
in Kapitel 2. Dort werden auch die gerade erwdhnten Normalen ausfiihrlicher behandelt.
Die Laplace—-Normalen aus [Hei| sind, mit Ausnahme der Blaschkeschen Affinnormale,
keine Relativnormalen.

Wenn man nur V, h, S und 7 vorgibt, kann man unter bestimmten Bedingungen ei-
ne Immersion z finden, die diese Groflen als induzierten Zusammenhang, quadratische
Grundform, Shape—Operator und Normalzusammenhangsform besitzt. Dazu miissen aber
wenigstens die folgenden notwendigen Bedingungen erfiillt sein. Diese ergeben sich, indem
man die Vertauschbarkeit von Dx Dyx,(Z) mit Dy Dxx,(Z) bzw. Dx Dy N mit Dy Dx N
untersucht, wobei D als flach vorausgesetzt war.

Es gilt fiir alle Vektorfelder X,Y, Z € GM'°:

R(X,Y)Z = h(Y,Z)S(X)—h(X,Z)S(Y)

Vxh(Y,Z) +7(X)h(Y, Z) = Vyh(X,Z)+71(Y)h(X,Z)
(VxS)(Y) = (VyS)(X) = 7(X)S(Y) - 7(Y)S(X)
(Vxr)(Y) = (Vy7)(X) = Rh(X,S(Y)) - h(Y, S(X))

(GauB) )
(Codazzi fiir h)

> (1.1)
(Codazzi fiir S)
(

Ricci) )

)(
)

10Tn [NP2] werden die Integrabilitétsbedingungen fiir hohere Kodimension angegeben.
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Bemerkung: Wir bezeichnen die ausfiihrliche Darstellung der Gauf3—Gleichung
VX,Y,Z € UM : R(X,Y)Z =h(Y,Z)S(X) — h(X,Z)S(Y)

als die Gaufl—Gleichung. Setzt man aber fiir X,Y, Z jeweils die Basisfelder 0; ein, erhélt
man n' Gleichungen der Form

()

wenn Rj;,0; = R(9;,0;)0) bezeichnet. Einige sind trivial (z. B. sind fiir i = j beide Seiten

0), andere redundant'", insgesamt hat man deshalb $n?(n—1) ,,lokale Gaui~Gleichungen”.
Bei den anderen Gleichungen in (1.1) verhélt es sich dhnlich.

Die Gleichungen sind, wie erwéhnt, nur notwendige Bedingungen an die Groflen. Unter be-
stimmten Voraussetzungen kann man x rekonstruieren. Es ergeben sich Fundamentalsiitze

wie in [BK], [NoS], S. 73-77, oder [DNV], siehe auch Kapitel 5.

1.3 Weitere Flichengroflen: Levi—Civita—Zusammen-
hang, Tschebyschewvektorfeld und konjugierter
Zusammenhang

Aus den durch die Ableitungsgleichungen von Gaufl und Weingarten definierten Grofien
lassen sich weitere herleiten. Wir geben hier die kubische Form, den Levi-Civita-Zusam-
menhang, den Laplace—Beltrami—Operator, den Differenztensor, die Tschebyschewform,
das Tschebyschewvektofeld und den zu V konjugierten Zusammenhang an.

Das (3,0)-Tensorfeld
C(X,Y, Z) == (Vxh)(Y, Z) + T(X)h(Y, Z)

nennen wir die kubische Form. Sie ist nach der Codazzi—Gleichung fiir h totalsymme-
trisch.

Der Levi—Civita—Zusammenhang V von h ist derjenige torsionsfreie Zusammenhang,
beziiglich dem A parallel ist, d. h. der Zusammenhang, fiir den

VxV = VyX = [X,Y] und X(A(Y,Z2))=h(VxY,Z)+h(Y,VxZ)
gilt. Fiir die Christoffelsymbole von V bedeutet die Parallelitit von h
0i(hje) = T ha + Tyl by (1.2)
V ist deshalb festgelegt durch
WYY, Z) = %(X(h,(Y, 2)) + Y(h(X, 2)) = Z(h(X,Y))

+h([Z,X],Y) + (2, Y], X) + h(X, Y], Z)) (1.3)

1Da R schiefsymmetrisch ist, folgt aus der Gleichung mit i = 1, j = 2 die Gleichung fiir i = 2, j = 1.
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oder lokal mit der Basis {0;}

ook kLT - 1

Fij =h Fiﬂ, Fiﬂ = §(azh]l — 8lhij + ajh,l) (14)
Mit V lassen sich weitere Gréfen definieren:

Sei f € FM, dann bezeichne der Laplace—-Beltrami—Operator von f folgende Funk-
tion:

~

A(f) = h" (Y (X(f)) = Vv X(f))-
Es gilt wegen Vh=0

Y(X(f) - VyX(f) = Y (h(gradi(f), X)) — h(grady(f), VyX)
= h(Vygrad,(f),X)

~

Daher kann man A(f) = tr h*(Y(X(f)) — VyX(f)) auch so ausdriicken, vgl. [NoS],
S. 240-242:

A(f) = tr(Vgrady(f)) (1.5)

Bemerkung: Ahnlich wie beim Gradienten ist auch hier zu erwihnen, daB A(f) nicht
notwendig dem iiblichen Laplace-Operator ). 9;0;(f) entspricht, dies ist nur fiir h;; = d;;
der Fall.

Definition 1.5 Das (2,1)-Tensorfeld K, definiert durch
Ky X :=VyX — Vy X,
nennen wir den (symmetrischen) Differenztensor'?.

Der Differenztensor ist symmetrisch, weil V und V torsionsfrei sind. In lokalen Koordi-
naten schreiben wir:
Kl =T, =T~

1 1

Da Vh = 0 ist, gilt

C(X,Y,Z) = Vxh(Y,Z)=Vxh(Y,Z)+7(X)h(Y, 2)
= X(n(Y,Z)) = h(VxY,Z) = h(Y,VxZ)
~X(WY, 2)) + h(VxY, Z) + h(Y,VxZ) + 7(X)h(Y, Z)
= —WExY,Z)—hY,KxZ) +7(X)MY, Z)

2

Eine Folgerung daraus und aus der Codazzi-Gleichung fiir A ist

“on(KxY, Z) + T(X)h(Y, Z) + T(Y)W(X, Z) — T(Z)h(Y,X) = O(X,Y, Z).  (L.6)

2

Bei Relativnormalen gilt daher

—2h(KxY,Z) = C(X,Y, Z).

12Es ist nicht zu erwarten, daf$ das (2,1)-Tensorfeld K mit der Funktion K, der Gaulschen Kriimmung,
verwechselt wird.
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Die Symmetrie von h(KxY, Z) bedeutet dort fiir die lokalen Funktionen
Nun erweitern wir A auf x durch
Az = h9(Dyw.(9;) = 2.(V,0;)) = bV (2.(K5,0;) + h(Dy,8;)N)
hinfjxk +nN

Definition 1.6 Wir legen die Tschebyschewform T fest durch

A

1

und das Tschebyschewvektorfeld'® T' durch

~

T := h*(T).

Der lineare Zusammenhang V ist i. a. kein Levi-Civita—Zusammenhang beziiglich h, es
gilt damit nicht VA = 0. Mit einer dhnlichen Gleichung jedoch definiert man den Zusam-
menhang V

X(n(Y,2)) =h(VxY,Z)+h(Y,VxZ).

In lokalen Koordinaten ergibt sich
=
i (hjk) = Ty huy + Ty, . (1.8)
V heifit der zu V konjugierte Zusammenhang. Es gilt, siche [BK], [DNV],

V torsionsfrei < Vh symmetrisch,

V torsionsfrei = V = %(V + V).

Bei Relativnormalen ist C' = Vh, deshalb ist VA symmetrisch und V torsionsfrei's.
Will man V mit den anderen Groflen darstellen, erhélt man wegen (1.6)

hVxY,Z) = X(WY,Z)) - hY,VxZ)
= Vxh(Y,Z)+h(VyY, Z)
= CX,Y,Z2) = 7(X)h(Y,Z) + h(VxY, Z)
= 20(KxY,Z)+T(V)h(X, Z) — 7(Z)h(X,Y) + h(V+Y, Z)

und daher B

13Eine Verwechslung mit dem Torsionstensor ist ausgeschlossen, da T ein Vektorfeld, der Torsionstensor
ein (2,1)-Tensorfeld ist. Im iibrigen kommt der Torsionstensor nicht mehr vor, er wurde nur angegeben, um
torsionsfrei zu definieren. Alle linearen Zusammenhinge, die noch erwihnt werden, sind, mit Ausnahme
von V, torsionsfrei. Ab dem 2. Kapitel werden nur noch Relativhormalen untersucht, dann ist sogar V
torsionsfrei.

4Das ist genau bei Relativnormalen so. Ist VA symmetrisch, dann gilt nach Codazzi fiir h

T(X)h(Y,Z) =7(Y)h(X, Z).

Weil dies fiir alle Vektorfelder gilt und n > 2 ist, ist 7 notwendig = 0.
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1.4 Die Konormale: Ableitungsgleichungen und dar-
aus resultierende Groéfien

Hier gehen wir zum Dualraum T;‘(p)A von Ty A bzw. zum Biindel 7" A := UpeMT;(p)A

iber und kommen zu einer wichtigen 1-Form léngs x, der Konormalen. Wir geben Ab-

leitungsgleichungen, vergleichbar mit denen von Gaufl und Weingarten, an und stellen
Eigenschaften der dadurch definierten Gréfien zur Verfiigung.

Sei T;(p)A der Dualraum von T A, den wir im weiteren mit V* identifizieren wollen,
dem Dualraum von V. Sei N eine Normale, dann ist durch

mp(r.(Xp)) = 0, fiir alle X € UM, (1.10)
mp(Np) = 1 (1.11)

eindeutig ein Element aus T;(p)A und somit auch eine 1-Form 7 festgelegt.

Definition 1.7 Die 1-Form n:p w— n, lings x, die fir allep € M (1.10), (1.11) erfillt,
heifit die Konormale.

Durch Differentiation von (1.10), (1.11) erhélt man

Dyn(z.X) = Y(n(z.X)) —n(Dyz.X)=—h(Y,X), (1.12)
Dyn(N) = Y(n(N)) =n(DyN) = —(Y). (1.13)

Sei det die zu det duale Determinantenform, d. h. die Determinantenform, fiir die
mit X; e V, & e V5,1 <ik<n+1,

B 60X . &(Xan)
det(fl, Ca ,€n+1)d€t(X1, Ca 7Xn+1) = Detn+1 : .

§n+1‘(X1) €n+1(:Xvn+1)

gilt, wenn Det,,; die iibliche Determinante in IR""" ist. det ist wie det parallel bzgl. D.
Wir wollen fiir die Basisfelder {0;} Dg,n mit n;, Ds, Ds,n mit n; bezeichnen. Aus (1.10)-
(1.13) kann man folgern:

0 0 1
—_ —hy hln 1
det(n,m,...,nn)det(xq, ..., T,, N) = Det, )
_hnl hnn Tn

= Det(h;;) = sign Det(h;;) w;.
Definition 1.8 Die Funktion

0= @(77,771,...,77“)

bezeichnet das von der Konormalen induzierte Volumenelement.

5Man kann das selbstverstindlich auch erweitern und Vektorfelder und Formen einsetzen.
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Nennen wir ¢ := sign Det(h;;), so ergibt sich dieser Zusammenhang zwischen den in den
Definitionen 1.1 und 1.8 festgelegten Volumenelementen:

Ow=cws (1.14)
Wenn h regulér ist, mufl nach (1.14)

@(777771,---77%) 7&0

sein. Deshalb sind 7, 7,...,n, linear unabhéingig fiir jedes p € M. Bezeichnen wir
{Dx,n| X, € T,M} C T, A = V* mit Dr,ym, so kbnnen wir T A wie folgt zerle-
gen:

Also kann man alle Vektoren von 777 ) A, unter anderen (Dy Dxn),, als Linearkombination
darstellen und erhilt folgende Ableitungsgleichungen fiir Vektorfelder X,Y € UM:

(DyDxn)p = D(V*Yx)pn — hy(Yy, X))y (1.15)

Da D flach ist, wird so ein torsionsfreier, linearer Zusammenhang V* und eine symmetri-
sche 2-Form h definiert.

Lemma 1.9 Die in (1.15) definierten Grofen V* und h kann man so mit den bekannten
Gréfien darstellen:

1) V'xY =VyY — (V)X = VxY — 2KxY — h(X,Y)h*(7)
= VyxY — KxV — h(X,Y)h*(7)
2.) R(X,Y)=h(Y,5(X))+ Vx7(Y) = h(Y,S(X)) + V*x7(Y) = 7(X)7(Y)

Beweis: Nach (1.10)—(1.13) gilt

WV*xY,Z) = =Dy yy)(@:(2)) + h(X, Y )n(2.(2))
= —(DxDyn)(z.(2))
—X((Dyn)(2.(2))) + (Dyn)(Dx.(2))
—X (=Y, Z)) + (Dyn)(z.(VxZ) + h(X,Z)N)
X(MY, Z)) = h(Y,VxZ) — h(X, Z)7(Y)
= h(VyY,Z) - h(X, 2)r(Y).

A/_\

Wegen (1.6) bzw. (1.9) folgt
W(V*yY, Z) = h(VxY, Z) — 20(K <Y, Z) — h(X,Y)7(2).
Damit ist 1.) bewiesen. Aus
—7(V'xY) = h(X)Y) = (Dys,yyn(N) = h(X,Y)n(N)
= (DxDyn)(N)
= X((Dyn)(N)) — (Dyn)(DxN)

= X(=7(Y)) = (Dyn)(=2.(S(X)) + 7(X)N)
= —X(T(Y)) +7(X)7(Y) — h(Y, S(X))
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erhalten wir

WX Y) = —7(V'xY) + X(r(Y)) = 7(X)7(Y) + h(Y, S(X))
= (Vi) (Y) = 7(Y)7(X) + h(Y, S(X))
2 (V) + 7(V)7(X) + X(r(Y)) = 7(X)7(V) + h(Y, S(X))
= (Vxn)(Y) + A(Y, 5(X))
Das wollten wir zeigen. #

Bei Relativnormalen wird es einfacher. Da 7 = 0 ist, gilt

VY =VyY = ViV — KyY,

h(X,Y) = h(Y, S(X)).

Wir definieren einen zweiten Differenztensor
KxY :=V*yxY — VY = —KxY — h(X,Y)h*(r) (nach Lemma 1.9).

Bei Relativnormalen ist )
KxY = -KyY.

Mit K kénnen wir A auf 1 verallgemeinern:
AT] = h”(DazDBJU - D@B 877) = hij(Df(@iajT] - E(ala 31)77)
i 05
= h”K{;nk — h”%l]n

Ein Hilfsmittel zur Darstellung bestimmter Vektorfelder bzw. Formen ist das A—Produkt,
siche auch [LNW]. In unseren Beispielen, in denen meist zweidimensionale Flichen im IR?
behandelt werden, entspricht es dem {iblichen Kreuzprodukt.

Seien X; € V, & € V*,1 <14,k < n. Dann bezeichne X; A ... A X,, dasjenige Element aus
V* mit

VX EV (XiA... AXD)(X) =det(X,, ..., X X)

und & A ... A&, dasjenige Element in V' mit

vé-GV* g(glAAgn):ﬁ(gaglaagn)

Es folgt, daBl X; A ... A X, genau dann der Nullvektor in V* ist, wenn X1,..., X, linear
abhéngig sind, analog gilt das auch bei & A ... A&,.

Bemerkung: Die Bezeichnung A stammt aus der Theorie der alternierenden Multili-
nearformen. (X; A ... A X,) ist Element von A"V. Vermoge t(X; A ... A X,)(X) =
det(X1,...,X,, X) ist eine Bijektion ¢ : A"V — V* definiert, wir identifizieren so A"V
mit V*. 1 lassen wir in Zukunft weg. Analog gehen wir bei A"V* und V vor.
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Seien X1,..., X, € V linear unabhingig, &,...,&, € V* ebenfalls. Dann gilt nach obiger
Definition von A

(XiA L AX)ENNE) = det(Xe, ..., X, 60N AE) (1.16)
== @(XIAAXnaglaagn) ‘

Aus (1.16) folgt aber

(XiA L AXD)EN.NE)?
= E(Xl/\/\Xnaé-laagn)det(Xla7Xn7§1/\/\gn)
0 0 (Xi A AXD)E AN NE)
_ pe| GO0 60 :
E(X1) o &(XL) 0
= (D" (XiA. .. AX)) (G A NE) - Det(&( X))

Wenn nun (X7 A...AX,) (& A ... AE,) # 0 ist, erhilt man sofort
(Xi A AXD)(E N NE) = (—1)"Det(&(Xy)). (1.17)

Ist der Term aber = 0, so sind wegen (1.16) & A ... A&, und die X; linear abhéingig, und
zwar gilt .
glA.../\gn:OllXi,

wobei af # 0 ist fiir mindestens ein j, weil & A ... A&, # 0 ist. Das bedeutet aber, daf}
man X; als Linearkombination der restlichen X; und & A ... A&, ausdriicken kann. In der
Matrix (&(X})) ist darum die j-te Spalte eine Linearkombination der anderen Spalten
und somit gilt Det(&;(Xy)) = 0.

Sind die &; oder die X linear abhéingig, verschwinden beide Seiten von (1.17).

Die Formel (1.17) gilt also in jedem Fall.

Sind X1,..., X, € U,, &,...,&, 1-Formen langs z, so kénnen wir obengenannte Abbil-
dungen erweitern durch

(XiA L AXY) ip—= (XA LAXY)p = (Xalp Ao AXL)

und
(N ANG)ip= (A A= (Elp A A Glp)-

(X1A...AX,) ist dann eine 1-Form léngs x, (§; A...AE,) ist in U,. Fiir die Ableitungen
erhalten wir, wenn X, Y beliebig in *J, sind:

> det(Xy,...,DxXj,..., X, Y) +det(Xy, ..., X,, DxY)
J

= X(det(Xy,...,Xn,Y))=X(Xin...AX,)(Y))
= Dx(XiN...AX)Y)+ (X1 A AX,)(DxY)
Dx(Xi Ao . ANXp)(Y) +det(Xy, ..., X, DxY)
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Es gilt damit

Dx(XiA...AX,) =) (X1 A...ADxX; A AXy).
J
Analog ist
Dx(&A...AN&) =D (G A...ADxEGA . NE).

J

1.5 Beziehungen zwischen Flichengroéflen verschiede-
ner Normalisierungen

Wir untersuchen in diesem Abschnitt, welchen Einflufl ein Wechsel der Normalisierung auf
die bis jetzt definierten Groflen hat, d. h. wie sich Gréflen beziiglich einer Normalisierung
durch die beziiglich einer anderen ausdriicken lassen.

Wir konnen, analog zu den Uberlegungenjor den Ableitungsgleichungen von Gaufl und
Weingarten, ein transversales Vektorfeld NV durch ein anderes transversales Vektorfeld N
und ein tangentiales Vektorfeld z,(Z) eindeutig darstellen:

q ist dabei stets # 0. Diese Funktion wird spéter noch von Bedeutung sein.

Definition 1.10 Seien N, N zwei Normalen mit den Konormalen 7j bzw. 1. Wir bezeich-
nen die nicht verschwindende Funktion

- det(xy,...,xn, N)
N) =
n(N) det(xy,...,xn, N)

als Stiitzfunktion von N beziiglich N.

Bemerkung: Diese Stiitzfunktion soll nicht mit der euklidischen bzw. affinen Stiitzfunk-
tion aus Abschnitt 2.2.4 verwechselt werden, die aber Spezialfiillle dieser Definition sind.

Nun erweitern wir Lemma 1.6 aus [BK], in dem die Gréflen beziiglich einer Normalen N
durch die Groflen beziiglich einer anderen Normalen N dargestellt werden:

Lemma 1.11 Seien N und N zwei transversale Vektorfelder mit N = gN + x,(Z).
Dann gilt:

1) h= 1h,, 2.) hT=gh*™, 3) b =qh’,
q
4)  VxY =VyY - 1h(X, Y)Z,
q
1
5.)  7T(X)=X(log |q|)+T(X)+5h(X,Z),
6.) S(X)=7(X)Z+qS(X)-VxZ
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20.)

= X(log |¢))Z + 7(X)Z + éh(X, 2)Z +q¢S(X)—VxZ,
C(X,Y,V)
éc(x, Y, V) + %(h(X, VIB(Y, 2) + h(X, Y )h(V, Z) + h(Y, V)h(X, ),

~

A 1
VY = VY — 2 (X(loglq))Y + Y (log |al) X = grady(log|aDh(X, ).

A() =ad() - "

KxY

P

1 1
=KxY —-hX,Y)Z + 3 (X(log lq])Y + Y (log|q|) X — grady(log|q|)h(X, Y)),

grady(q)(f),

nF(v) = (V) = Zh(Z,Y) + 5Y (og]a]).

nT =nqT — Z + Sq gradi(iog la)).

1
72"

&

=qw, 14.) a; =

— 1
VxY =VxY — X(log |¢|)Y + gh(Y, Z2)X,

.1 1 1
n= 5777 7) qn+1w’
VY =VyY — X(log |q])Y — Y (log |q])X,

R(X,Y) = B(X,Y) - (V5Y)(log |q]) + éxmq)),

€n

= _ 1
RxY = RxY = 5(X(log [a)y +Y (log lg])X +grady(log lg))h(X,Y)).

Beweis: 1.)-6.), 16.) wurden in [BK] gezeigt.
Zu 7.): Einsetzen von V, h, 7 in die Definition der kubischen Form:

C(X,Y,V)=Vxh(Y,V)+7(X)h(Y,V)
X(h(Y,V)) + X(

1 1 -
Jh(Y, V) — &h(VXY, V) — gh(Ya VxV)

[ =

1
q
(X (log |q]) + 7(X) + gh(x, 2)h(Y, V)

|~

(h(Y,V)) — éh(VXY - éh(X, V)Z,1) - éh(Y, Vil — éh(X, 1)2)

S

(r(X) + 3}»(){, Z)h(Y,V)

<=

1 1 1
C(X,Y,V) + ?h(X, (Z,V) + ?h(Y, Z)h(X,V) + ?h(X, Z)h(Y,V)

RN= 4+ Q= 4R

8.) folgt sofort nach Einsetzen von h in (1.3).

Zu 9.):

> okk

A(f) = K" (XY () - VaY(£))
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= g™ (X(Y(f)) - VxY(f))
+ S (X (log )Y (£) + Y (log [a) X (f) — grady(log lq)) (H)A(X. V)

= gAW) — 22 grada(e) (/)

10.) erhéilt man durch Subtraktion von 4.) und 8.), 11.) als Spur von 10.) und 12.) wegen

nT =nh (T). 13.), 14.) folgen aus ihrer jeweiligen Definition:

&

1
= det(z1,...,2n,qN +2,(Z)) = qu, @j, = {/|Det(=h)|.
q

Zu 15.): Nach der Definition von V gilt

=

(VxY, V) + h(Y,VxV) = X(h(Y,V)) =0

1 = 1 1 1 1
= WVXY V) RV VNV = (X V)Z) = X (Y, V) = X(h(Y, V)
_ L@ - éh(VXY, V) — %h(Y, Z\W(X,V) — X(é)h(Y, V)

[ =

= 1

Zu 17.): Nach 16.) erhilt man fiir Basisfelder 0y

_ 1— 1 1 1 1
detﬁaﬁa"'aﬁn = _detna_n +a _77,---,—77n+5n—77
(77, 7 ) . ( pl 1(q) . (q))

1 —
— qn+1det(n, My ey )

18.) und 19.) ergeben sich durch Koeffizientenvergleich aus den Ableitungsgleichungen der
Konormalen (1.15) wegen n = ¢7:

DxDyn = Dx (Y (q)7 + ¢Dy1})

= XY (q)7+Y(q)Dxn+ X (q)Dyn+ gDxDy7

= X (Y ()71 + Y (q9)Dxij + X (q)Dy7j + 4D il = qh(X,Y)n
= Dy yn = MX,Y)n

= ViY(@)ii + qDy 11 — ¢h(X,Y)i]

Wir benutzten nur n = ¢7 und nicht die Tatsache, dafl 7 und 7 Konormalen einer Immer-
sion sind.

20.) folgt nach Subtraktion von 18.) und 8.). #

Korollar: Ist N eine Normale und N =¢N, ¢ # 0, ein konstantes Vielfaches von N, so
sind die Groflen beziiglich N konstante Vielfache der Groflen beziiglich V.

Beweis: Man setzt in die Formeln von Lemma 1.11 ¢ = ¢ = konst. und Z = 0 ein. #
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Bemerkung: Es gilt fiir die in Az und An vorkommenden Ausdriicke:
i~ y 1 1 m
WKy = qhi (K - ghijzl + 5(9:(log |g])3; + 0; (log lq])d; — h"™ 0 (log [q])i;)
_ ij 7ol L2,

~ij o 1

h'(Ky;) = qh”(Kfj—5(8i(10g|q|)5§-+3j(10g|q|)5f-+hlm8m(loglql)hij)

n+ 2
2

= ¢h'K}; - R 9,,(q)

In Abschnitt 2.2.2 gehen wir noch einmal auf diese Formeln ein.

1.6 Die Formeln von Lelieuvre

In diesem Abschnitt geht es vor allem um die Frage, inwieweit eine Immersion x durch
ihre Konormale bestimmt ist. Wir kommen erst zu den eigentlichen Formeln von Lelieu-
vre, d. h. zur Darstellung der Linearisierung einer Immersion und ihrer Normalen durch
die Konormale, die quadratische Grundform und die Normalzusammenhangsform. Diese
Formeln kommen fiir n = 2 und Blaschkescher Affinnormale schon in [BI2] vor. In [LNW]
(vgl. auch [NoS], S. 68-73) werden sie auf beliebige Dimension und Relativnormalen ver-
allgemeinert. Daneben wird eine Integrabilitdtsbedingung an 7, h angegeben. Wir wollen
die Ergebnisse aus [LNW] kurz wiederholen und gleichzeitig auf beliebige Normalen er-
weitern. In 1.6.2 untersuchen wir die Integrabilitéitsbedingung (1.18) néher und in 1.6.3
geben wir eine Umkehrung von Lemma 1.12 an.

1.6.1 Darstellung einer Fliche durch ihre Konormale

Lemma 1.12 (Formeln von Lelieuvre) Sei x eine (requlire) Immersion, N eine Nor-
male von x und die 0, Basisfelder. Dann sind die Linearisierung x, von x und die Normale
N durch die zugehérige Konormale n, h und 7 eindeutig darstellbar. Es gilt:

T = @(nanla---ann)_lzhi]’nl/\---77j—1/\77/\77j+1---77n
J
I -1
N = det(n,m,---,M) (771/\.../\nn+z7—j771/\...nj_l/\n/\nj+1...77n).
J

Beweis: Grundlage fiir dieses Lemma sind die Gleichungen (1.10)—(1.13). N und die z;
wie oben angegeben erfiillen

n(z:) =0, nj(x;) = —hji, n(N) =1, n;(N) = —7;.

Es gilt sogar: Die Gleichungen (1.10), (1.12), sowie (1.11), (1.13) sind jeweils eindeutig

nach x,(Y) bzw. N auflésbar, denn wegen det(n,ny,...,n,) # 0 sind n,n1,...,n, linear
unabhéingig. #

Fiir den kommenden Satz verwenden wir fiir M eine offene, einfach zusammenhéngende
Menge U C R™ und IR™™! fiir A. Die 0 seien die kanonischen Basisfelder auf IR", det

27



die kanonische Determinantenform auf IR"** und IR,,+1 der Dualraum von IR, Man
kann dies auch verallgemeinern, doch sollte ein Integralbegriff oder eine Stammfunktion
vorhanden sein, so daf sichergestellt ist, daB§ eine Immersion x existiert mit z.(0;) =
B(9;), wenn B eine Abbildung wie im Beweis ist, fiir die die Integrabilitdtsbedingung
DyB(X) — DxB(Y) = B([Y, X]) gilt. Ab dem nichsten Kapitel beschrinken wir uns
sowieso auf diesen Fall.

Satz 1.13 Zu einer vorgegebenen, differenzierbaren Abbildungn : U — R4, fir die stets
det(n,my, ..., m.) # 0 gilt, einer symmetrischen, requliren 2—Form h und einer 1-Form T
gibt es genau dann eine Immersion x, die n als Konormale, h als quadratische Grundform
und 7 als Normalzusammenhangsform hat, wenn'®

V*xh(Y,Z) =V*yh(X, Z) (1.18)
qilt. Die Immersion x ist bis auf eine additive Konstante eindeutig.

Beweis: Wir gehen analog zu [LNW] vor. Den Beweis {ibernehmen wir im Prinzip bis auf
die Anderungen hinsichtlich 7. Auf die Rechnungen mit den Integrabilititsbedingungen,
aus denen (1.18) folgt, hat 7 keine Auswirkungen.

Wir definieren die differenzierbare Abbildung B : p € U +— B,, wobei B, : R" — R"*!
eine lineare Abbildung ist, durch

n(B(Y)) = 0
Dxn(B(Y)) = —h(X,Y)
fiir Vektorfelder X, Y auf U und die Abbildung N : U — IR"*" durch
nwW) =1
DynN) = —7(Y)

fiir Vektorfelder Y auf U.
Die B; := B(0;) und N sind eindeutig festgelegt und haben die Form der x; und von N
in Lemma 1.12. Aus der Definition von B und A folgt auch

0 0 1
—_— —h1y —hy, —7
det(n,m,...,nn)det(By, ..., By, N) = Dety, :
_hnl hnn Tn

Damit ist det(By, ..., By, N') # 0 und die B; und A sind linear unabhéngig. Ist B inte-
grierbar, d. h. gibt es ein z : U — R"™" mit z,(X) = B(X), dann ist x eine Immersion
und N ein transversales Vektorfeld.
Es bleibt allein noch zu beweisen, dafl B integrierbar ist, also daf§ die Integrabilititsbe-
dingung

DyB(X) — DxB(Y) = B([Y, X])

16Wie bei (1.15) wird der torsionsfreie Zusammenhang V* und die 2-Form h wegen det (1,11, . .., n) #
0 durch Ableitungsgleichungen von 7 eindeutig festgelegt. Wir gehen im Beweis darauf ein.
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fiir alle Vektorfelder X, Y auf U gilt. Wir zeigen, dafl diese Gleichung sowohl in 1 als auch
in Dzn eingesetzt gilt, d. h.

n(DyB(X) — DxB(Y)) = n(B([Y, X]))
und
Dyn(DyB(X) — DxB(Y)) = Dzn(B([Y, X]))

fir Z € °BU. Da n,ny,...,n, fir alle p € U IR,,.; aufspannen, reicht das.
Aus der Definition von B folgt

n(Dy(B(X)) = 0— Dyn(B(X)) = h(Y, X)
und durch Vertauschen
n(DyB(X) — DxB(Y)) = n(B([Y, X])),

denn h ist symmetrisch und n(B([Y, X])) = 0. Dieser Teil gilt demnach ohne Einschrin-
kung.

Weil det(n,m1,...,n,) # 0 ist, sind 7,7y, .., 7, linear unabhingig fiir jedes p € U. Mit
denselben Uberlegungen wie bei (1.15) ergibt sich eine Ableitungsgleichung fiir 7, die einen
torsionsfreien linearen Zusammenhang V* und eine symmetrische 2-Form A festlegt. Wir
erhalten erst einmal

=X (n(Z,Y)) = X(Dzn(B(Y)))
= DxDzn(B(Y)) + Dzn(Dx(B(Y)))
— (Dy+_n— H(Z X)) (BY)) + Dyn(Dx(B(V)))
= —WMV*xZ,Y)+ Dzn(Dx(B(Y))),

und daher
Dzn(Dx(B(Y))) = —X(h(Z,Y))+h(V'xZY)
= —V*xh(Z,Y) = h(Z,V*xY).
Weiter bekommt man, weil V* torsionsfrei ist,
Dzn(B([Y, X])) = Dzn(B(V*'y X — V*xY)) = —h(V*'y X = V*Y, Z).
Zusammen gilt

Dzn(DyB(X) — DxB(Y)) — Dzn(B([Y, X]))
= —V*vh(X, Z) — M(Z,V*vX) + Vi xh(Y, Z) + h(Z,V*xY) + h(V*'y X — V*xY, Z)
= V* (Y, Z) — V*vh(X, Z).

Die Integrabilitdtsbedingungen sind dann und nur dann erfiillt, wenn V*xh(Y,Z) —
Vi h(X, Z) = 0 gilt.

Sei (1.18) erfiillt und seien x, & zwei Immersionen mit



fiir alle Vektorfelder X € UU. Dann ist x — T konstant. #

Bezeichnung: Eine Abbildung 1 : U C R™ — IR, mit det(n,ny,...,n,) # 0 wollen wir
auch regulédr nennen. Die Konormale einer reguldren Immersion erfiillt dies notwendig
wegen (1.14). Fiir eine nicht regulére Abbildung 1 kann man Satz 1.13 nicht anwenden.

(1.18) bedeutet fiir die lokalen Funktionen:

amth - F;kn;hkl - F:(nlkh/kp 8 hml + F khkl + Fpl hkm
= Opnhup — Ui hip — Ophus 4 Ll * e = 0

Da h beziiglich V parallel ist, also (1.2) gilt, kann man das dquivalent umschreiben zu:

T by — Dt by — T b + Ty ¥, = 0 (1.19)
oder Kjhym = Kpiyjhigy

Bemerkung: Die Blaschkesche Affinnormale ist diejenige Relativnormale, fiir die stets
|w| = |wal

und damit nach (1.14)
jwn| = ||

gilt. Sie wird in 2.2.2 genauer behandelt, die Definition wurde fiir das Korollar vorgezogen.

Korollar: 1.) Zu einer vorgegebenen regulidren Abbildung n: U — IR, ;1 und einer sym-
metrischen, reguldren 2-Form h gibt es genau dann eine relativnormalisierte Immersion
x, die n als Konormale und h als quadratische Grundform hat, wenn

Vi h(Y, Z) = V*yh(X, Z)

gilt. Die x; haben dann folgende Form

xr; = @(7],7]1, ce ,nn)_l Zh” T A .. M- A n A MNj+1---Tn (120)

und die Relativnormale

N:@(nanla'-'ann)_l(nl/\---/\nn)' (121)

2.) Zu einer symmetrischen, reguliiren 2-Form h mit ¢ := sign Det( Z]) und einer vorgege-

benen Abbildung 1 : U — IR,y mit |[det(n, m,...,m.)| = \/|Det(hi;)] # 0, gibt es genau
dann eine Blaschke-Immersion x, die n als Konormale und h als quadratische Grundform

hat, wenn

V*xh(Y,Z) =V*yh(X, Z)
gilt. Die x; haben dann folgende Form

Z; =¢ (\/ |D6t ij > thﬂh/\ 77]'71/\77/\77]#1---7771
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und die Blaschkesche Affinnormale

N=: ( |Det(hij)|>1 (A A).

Beweis: 1.) Anwendung von Satz 1.13 und Lemma 1.12 mit 7 = 0.
2.) Anwendung vom 1. Teil des Korollars unter der Bedingung

E(ﬁﬂha - 77771) = 5\/ |Det(hl])|

Die Bedingung |@| = |wy| ist auch fiir

det(n,m, ..., 1m) = —e\/|Det(hy)]

erfiillt. Man erhélt dann das Negative der angegebenen x;, N.

1.6.2 Betrachtungen zu den Formeln

Wir untersuchen hier zum einen, wie die in Satz 1.13 und die in (1.1) angegebenen In-
tegrabilitdtsbedingungen in Verbindung stehen, zum anderen, inwieweit Satz 1.13 bzw.
(1.18) noch gilt, wenn man von 7, h zu gn, sh iibergeht.

Wir brauchen hier keine besonderen Bedingungen an A, M wie bei Satz 1.13 zu stellen.

Fiir eine gegebene Immersion z kann man die Gréflen V und S nach Lemma 1.9 mit Hilfe
von h, 7, V* und h darstellen'":

h(VxY,Z) = V*xh(Z,Y)+hV*xY,Z) — h(X,Y)7(Z) (1.22)
h(S(X),Y) = —V'x7(Y)+h(X,Y)+7(X)r(Y). (1.23)

Gibt man nun wie beim Satz 1.13 n, h und 7 vor, wird durch sie eine Immersion x induziert.
Die Groflen V und S von z miissen (1.22), (1.23) erfiillen, es gilt sogar: (1.22), (1.23) sind
eindeutig nach V, S auflésbar. Die durch diese Gleichungen festgelegten Gréflen V, S
sind notwendig der induzierte Zusammenhang und der Shape-Operator von x.

Eigenartig ist die Tatsache, dafl vier Integrabilitdtsbedingungen, némlich die von (1.1),
bei Angabe von h, 7, V und S gelten miissen, bei Angabe von 7, h und 7 scheinbar nur
zwei, und zwar die Regularitéitseigenschaft det(n,n,...,n,) # 0 und (1.18).

Aber eigentlich ist damit mehr ausgesagt:

Aus det(n,m1,...,m,) # 0 folgt die lineare Unabhingigkeit von 7 und den 7; in jedem
Punkt. Dadurch ergibt sich wie bei (1.15) eine Ableitungsgleichung

DxDyn = Dyg+_yn—h(X,Y)n,

17(1.23) ist die 2. Aussage von Lemma 1.9, (1.22) folgt aus dem Beweis dieses Lemmas. Beide Glei-
chungen wurden ohne die Codazzi-Gleichung fiir A bewiesen, denn es soll gerade in Lemma 1.14 gezeigt
werden, dafl Codazzi fiir h gilt, wenn man V und S durch (1.22), (1.23) festlegt. Aus dem Grund wird statt
(1.22) nicht V*xY = VxY — 2KxY — h(X,Y)h*(r) genommen, denn hier wird die Codazzi-Gleichung
bei der Herleitung benutzt.
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die den linearen Zusammenhang V* und die 2-Form h eindeutig festlegt. Da D torsionsfrei
ist, ist h symmetrisch und V* torsionsfrei, d. h.

VixY — Vv X =[X,Y] und h(X,Y) = h(Y, X). (1.24)
Auflerdem ist D flach, dies bedeutet fiir n
DxDyDzn— DyDxDzn — Dixy)Dzn = 0.
Wir erhalten daher:

0 = Dx(Dyx, ,n—h(Y,Z)n) = Dy(Dy+_,m— h(X, Z)n)

—Dy+ an+h(X Y], Z)n

= Dy+ v+, 01— WX, V*yZ)n = X (R(Y, Z))n — h(Y, Z) Dxny
—Dys v+ 0+ h(Y,Vx Z)n+ Y (h(X, Z))n + (X, Z) Dyn
=Dy + (X, Y], Z)n

= Dp(x,y)z01 — h(Y, Z)Dxn + h(X, Z) Dyn
+(=X(h(Y, 2)) + h(V*xY, Z) + h(Y,V*x Z))n
+(Y(h(X,Z2)) — h(V*vX,Z) — h(X,V*vZ))n

& RY(X,Y)Z=h(Y,Z)X — h(X,Z)Y und (1.25)
Vxh(Y, Z) = V*vh(X, Z). (1.26)

Somit folgen'® aus det(n, ny,...,n,) # 0 die Bedingungen (1.24)(1.26).

Lemma 1.14 Gibt mann, h und T mit det(n,n1, . ..,1,) # 0 und (1.18) vor und definiert
V und S durch (1.22), (1.23), so gelten fiir h, V, S und 7 die Integrabilititsbedingungen

(1.1).

Beweis: Wegen det(n,n1,...,1,) # 0 gilt fiir V* h (1.24)—(1.26).

Schon an (1.22) sieht man, dafl wegen (1.18) und (1.24) der Zusammenhang V torsionsfrei
ist. Wir verwenden dies und schreiben die Integrabilitidtsbedingungen von (1.1) um, indem
wir (1.22) und (1.23) einsetzen.

1.) Zunéchst beweisen wir die Ricci-Gleichung:
h(X,5(Y)) = h(Y, S(X))
= T(VAX) 4 A(Y, X) = YV (7(X) + m(X)7(Y)
—7(V*xY) = h(X,Y)+ X(7(Y)) — 7(X)7(Y)
=" X(r(Y)) =Y(r(X)) = 7([X,Y])
= X((Y)) =Y(7(X)) = 7(VxY = VyX)
Vx7(Y) = Vyr(X).

18Genauer gilt: Aus det(n,n1,.-..,1m,) # 0 folgt nur, daf diese n+ 1 Formen linear unabhiingig in jedem
Punkt sind und man Ableitungsgleichungen fiir die 7;, wie oben bzw. bei (1.15) bilden kann. Damit
werden dann V* und h festgelegt, die automatisch (1.24)—(1.26) erfiillen.
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Die Ricci-Gleichung ist also erfiillt.

2.) Nun kommen wir zu Codazzi fiir h:

Vxh(Y, Z) + r(X)h(Y, Z) = Vyh(X, Z) — 7(Y)h(X, Z)
= X(WY,Z)) - h(VxY,Z) — h(Y,VxZ)
~Y (W(X, Z)) + M(VyX, Z) + h(X,Vy Z)
+r (X)W, Z) — r(Y)h(X, Z)
= X(W(Y,2)) = V'xh(Y, Z) = h(V*xY, Z) + h(X,Y)7(Z)
—Vh(Y,Z) = M(V*x Z,Y) + h(X, Z)r(Y)
~Y (h(X, Z)) + V*yvh(X, Z) + (Vv X, Z) — h(X,Y)7(Z)
FVY (X, Z) + h(V*y Z,X) — WY, Z)7(X)
+r (X)W, Z) — r(Y)h(X, Z)
= V'vh(X,Z) - V*xh(Y, Z).

Codazzi fiir h folgt damit aus (1.18).
3.) Zum Beweis der Codazzi-Gleichung fiir S benutzen wir zusétzlich (1.25) und (1.26):

WV x(S(Y)), Z) = h(Vy(S(X)), Z) = h(S(X,Y]), Z)
U2 X(W(Z,8(V))) — M(V*xZ,S(Y)) — h(X, S(Y))7(Z)
=Y (h(Z,5(X))) + h(V*vZ,S(X)) 4+ h(Y,S(X))7(Z)
~h(S((X,Y]), 2)
U2 X (-Y((2) + 7(V*'y Z) + B(Y, Z) + 7(Y)7(2))
— (=Y (r(V*x2)) + T(V*yV*x Z) +h,(Yv YZ) T(V)7(V*x2))
— (~Y(r(X)) 2)

+7(V*y X) + (Y, X) +7(Y) ))T
Y (-X(7(2))+7(V*x2) + WX, Z) + T7(X)7(2))
(

+ (= X(T(V'v2)) + 7(V'x Vv Z) + WX, Vv Z) + 7(X)T(V*y Z))
+ (=X (r(V) +7(V*xY) + h(X,Y) + 7(X)7(Y)) 7(2)
+X, Y)(7(2) = 7(V*ixiZ) — h([X,Y], Z) = 7([X, Y])7(Z)

G020 Y (Y, 2)) = B(Y, V*x Z) — Y (R(X, Z)) + B(X,V*yZ) — R([X, Y], Z)
+7(RY(X,Y)Z)
—7(X)V*7(Z) + 7(YV)V* x7(2)

2U029) (VYW  x7(Z) — 7(X)V*y7(Z) + 7(R(Y, Z)X — (X, Z)Y)

029 L(X)R(S(Y), Z) — 7(Y)R(S(X), 2).

Somit gilt auch Codazzi fiir S.
4.) Fiir die Gaufi-Gleichung erhilt man:

WMR(X,Y)Z,V) = h(VxVyZ,V) = WM(VyVxZ, V)~ h(VixyZ, V)
(1:22) X(WMVyZ,V)) = hVyZ, V*xV) = h(X,VyZ)r(V)

33



—[XY]((Z, V) + MV xV, Z) + (X, Y], Z)7(V)
(1.22)

=" XY (W(V,2)) = M(V*yV, Z) = WY, Z)7(V))
Y (h(V*xV, 2)) + H(V*yV*xV, Z) + h(Y, Z)T(V*xV)
—7(V) (Y(h(X, 2)) = W(V*'y X, Z) = h(Y, Z)7(X))
Y (X(W(V, Z2)) = MV*xV, Z) — h(X, Z)T(V))
+X(W(VyV, Z)) = M(V*xV*yV, Z) = h(X, Z)T(V*yV)
+7(V) (X (WY, Z)) = h(V*xY, Z) — h(X, Z)7(Y))
—[X,Y](R(Z,V)) + b(V*x vV, Z) + WX, Y], Z)7(V)
=) —h(R(X,Y)V,Z)
—h(Y, Z2)V*x7(V) + h(X, Z)V*y7(V) — 7(V)(W(X, Z)7(Y) — WY, Z)7(X))
= WY, VWX, Z)+hX, V)WY, Z)
—h(Y, Z2)V*x7(V) + h(X, Z)V*y7(V) — 7(V)(W(X, Z)7(Y) — WY, Z)7(X))

Damit ist auch die GauB—Gleichung erfiillt.

Fiir den Beweis von Ricci und Codazzi fiir h reicht es, mit (1.22), (1.23) die Gleichungen
umzuformen und (1.24) und (1.18) zu benutzen. Fiir 4.) benétigt man noch (1.25) und
fiir 3.) zusétzlich (1.26). #

Bemerkung: In dem Beweis wurden nur die Bedingungen (1.18), (1.24)—(1.26) verwendet,
um fiir die durch (1.22), (1.23) definierten V und S die Eigenschaften (1.1) zu beweisen.
Es wurde aufler acht gelassen, dafl es sich bei (1.18) um eine Integrabilitdtsbedingung
handelt, da§ also n, h, 7 wegen (1.18) nach Satz 1.13 eine Immersion x induzieren. Deren
Flichengrofien sind gerade V, h, S, 7 und erfiillen (1.1), wie in Abschnitt 1.2 erw#hnt.
Dadurch verkiirzt sich der Beweis natiirlich.

Die Umkehrung von Lemma 1.14 gilt ebenso:

Lemma 1.15 Sind die symmetrische 2-Form h, der torsionsfreie Zusammenhang V, S
und 7 gegeben, fiir die die Bedingungen von (1.1) erfillt sind, so geniigen die durch (1.22)
und (1.23) definierten Griflen V* und h den Bedingungen (1.24), (1.18), (1.25) und
(1.26).

Beweis: (1.22) kann man auch so schreiben:

WV*xZ,Y) = X(h(ZY)) = h(VyY,Z) = h(X,Y)r(2)
= Vxh(Y,Z)+h(VxZ,Y) = h(X,Y)r(Z)

Nach Lemma 1.9 gilt wegen Codazzi fiir h (d. h. (1.6) oder (1.9)) sogar:
V'xZ =VxZ — KxZ — WX, Z)l"(r)
Damit sieht man sofort, dafl V* torsionsfrei ist, es gilt:

VY = V%X =VyY - Vi X
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Weiter ergibt sich wegen (1.23)

— h(Y, X)
YY) = (Vi Y) + X(1(Y)) — 7(X)7(Y)
—h(S(Y), X) + 7(V*yX) = Y(r(X)) + 7(Y)7(X)
= h(S(X),Y) = n(VxY) + X(r(Y))
—h(S(Y), X) + 7(VyX) = YV(r(X)).

hX,Y)
= h(S(X)

Aus der Ricci-Gleichung folgt die Symmetrie von A und damit (1.24).

Im Beweis des vorigen Lemmas haben wir in 2.) schon die Aquivalenz von Codazzi fiir h
und (1.18) gezeigt.

Wir benutzen nun 4.) aus dem Beweis von Lemma 1.14. Nur mit Hilfe von (1.18) und
(1.24) folgt

WR(X,Y)Z, V) = —h(R"(X,Y)V, Z)
—h(Y, Z2)V*x1(V) + h(X, Z)V*y1(V)
—T(V)(h(X, Z)r(Y) = h(Y, Z)7(X))

Das ist aber wegen der Gaufi-Gleichung mit A(Y, Z)h(S(X),V) — h(X, Z)h(S(Y),V)
identisch. Diese Differenz kann man mit (1.23) als

~R(Y,V)h(X, Z) + R(X, V)WY, Z) — WY, Z)V*x7(V) + h(X, Z)V*y7(V)
—T(V)(h(X, Z)r(Y) = h(Y, Z)7(X))

schreiben. Daraus ergibt sich (1.25).
Aus 3.) im Beweis von Lemma 1.14 folgt nur mit (1.18), (1.24)

WMVx(S(Y)), Z) = MVy(S(X)), Z) = h(S([X,Y]), 2)
= V*'xh(Y,Z) - V*vh(X, Z)
+7(R*(X,Y)Z) —7(X)V*y7(Z) + 7(Y)V*x7(2)

Nach Codazzi fiir S ist das mit 7(X)h(S(Y), Z) —7(Y)h(S(X), Z) identisch und das nach
(1.23) mit

T(Y)V*x7(Z) = 7(X)V*y7(Z) + 7(h(Y, 2) X — h(X, 2)Y).
Zusammen mit (1.25) folgt (1.26). #

Die beiden Hilfssiitze zeigen also eine Aquivalenz der Integrabilititsbedingungen (1.1) fiir
V, h, S, 7 mit den Bedingungen (1.18), (1.24)—(1.26) fiir V*, h, h, 7, wenn V*, h, V, S
tiber (1.22), (1.23) zusammenhingen und V torsionsfrei ist.

Wie erwéihnt, haben wir nur die Bedingungen an diese Groflen untersucht, ohne direkt
auf die Existenz einer Immersion z einzugehen. Im 5. Kapitel verwenden wir Lemma 1.15:
Wir schlieBen daraus, da§ (1.1) erfiillt ist, daB Satz 1.13 (in Zusammenhang mit DGL
KON) anwendbar ist.

Nach dem Vergleich der Integrabilititsbedingungen werden wir jetzt die Bedeutung von
7 untersuchen und kldren, inwieweit (1.18) noch gilt, wenn man 7, h veréndert.
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Das Tripel (1, h,7) mit den Voraussetzungen des Satzes 1.13 legt eindeutig die Lineari-
sierung z,(X) einer Immersion x und die Normale N fest. Mit Hilfe von (1.10)-(1.13)
kann man x,(X) und N aus 7, h, 7 errechnen, siehe Lemma 1.12. An 7 werden allerdings
keine Bedingungen gestellt. Das ist nicht verwunderlich, denn bei der Darstellung der z;
in Lemma 1.12 kommt 7 nicht vor und nur fiir die x; muf§ sichergestellt werden, daf} sie
integrierbar sind.

Das Tripel (n, h,7) legt wegen

77(5*()()) = 07 DYn(j*(X)) = _h(Y7X)

die gleiche Linearisierung 7,(X) = x,(X) fest, nur die Normalen unterscheiden sich:
Ist N =gN + z.(Z), so gilt wegen

n(N)=1=n(N)g+0=q, —7(X) = Dxn(N) = —7(X)q — h(X, Z)

g =1und Z = h*(7T — 7). Ab jetzt werden wir uns deswegen auf Relativnormalen be-
schrianken.

Das Paar (1, h), das dem Tripel (1, h,0) entsprechen soll, mit det(n,n:,...,1,) # 0 und
(1.18) legt eindeutig nach dem Korollar von Satz 1.13 die Linearisierung einer Immersion
und eine Relativnormale fest. Wir wollen nun untersuchen, wie sich Anderungen dieser
GrofBen auswirken.

Sei nun 77 = qn, ¢ # 0, h = sh, s # 0. Den Zusammenhang v beziiglich 7 erhilt
man wie im Beweis von Lemma 1.11. Es ist nur ¢ durch é zu ersetzen. Dann gilt fiir alle
Vektorfelder X,Y, Z

Vih(Y,Z) = Vyh(X, Z)

sVxh(Y,Z) + X(s)h(Y, Z) = sVyh(X, Z) + Y (s)h(X, Z)

sX (WY, Z)) — sh(VyY, Z) — sh(Y,VyZ) + X (s)h(Y, Z)

= sY(h(X,Z)) — sh(Vy X, Z) — sh(X,Vy Z) + Y(s)h(X, Z)

& sX (MY, Z)) - sh(V*xY + X(log |g|)Y + Y (log |g)X, Z)

—sh(Y,V*xZ + X(log |q|)Z + Z(log |q])X) + X (s )h(Y, Z)

=sY (h(X,Z)) — sh(V*y X + Y (log |g|)X + X (log |¢])Y, Z)
—sh(X,V*vZ + Y (log |q|)Z + Z(log |q))Y) + Y (s)h(X, Z)

—sh(Y, X(log [q])Z) + X(s)h(Y, Z) = —sh(X,Y (log |q])Z) + Y (s)h(X, Z)

T3

(119)

Weil man dies fiir beliebige Vektorfelder erhilt, n > 2 ist und h regulir, folgt fiir alle
Vektorfelder X

—sX(log |g]) + X (s) = 0.
Das bedeutet

—log |¢| + log |s| = & = konst.,

was aber

g =cs, ¢ = konst., ¢ # 0,
zur Folge hat. Daher gilt auch fiir (csn,sh) die Bedingung (1.18), wenn sie bereits fiir

(n,h) galt. Das Paar (77,h) := (csn,sh) induziert also nach Satz 1.13 ebenfalls eine
Immersion = mit einer Relativhormalen N.
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Jetzt wollen wir untersuchen, wie sich die vom Paar (7, h) induzierte Immersion z und
die Normale N von #, N unterscheiden: Es gilt fiir & wegen (1.10), (1.12):

1E.(0) = 21(5.() -
—h(Y, X) = Dyn(7.(X)) = CsDYn(f*(X)) +Y(cs)n(7.(X))
= csDyn(7.(X)) = —sh(Y, X)

Daraus ergibt sich Z,(X) = Lz,(X). Sei N dargestellt als N = GN + z.(Z), dann gilt
wegen (1.11), (1.13)

. . 1
n(N)lecsn(N)ifJ:g,

DXﬁ(N) = csDXn(N) —|—X(cs)77(N) = —csh(X, Z) + X(log |s|) =

Daraus folgert man N = L (N + z.(grady(log |s))).
Wenn wir ¢ = 1 nehmen, heift das aber, da durch (7, h) = (qn, ¢h) die (bis auf Transla-
tion) gleiche Immersion erzeugt wird, nur mit einer anderen Normalen.

Folgerung: Haben wir ein Paar (n,h) mit (1.18) zur Verfiigung, so kénnen wir durch
Multiplikation mit einem geeigneten ¢ dafiir sorgen, dafl das Paar (7, h) (1.18) und noch

dazu
\det (7, 71y, ..., 7,)| = e\/|Det h|, ¢ = konst., ¢ > 0,

erfiillt, d. h. wir erhalten insbesondere eine Blaschke-Immersion, vgl. Korollar zu Satz
1.13. Nach [LNW] ist die zweite Eigenschaft, also die Gleichheit der Volumenelemente bis
auf einen konstanten Faktor, unter der Voraussetzung von (1.18) mit

Afj = f7j

dquivalent. Im Fall n = 2 ist diese Bedingung sogar hinreichend fiir (1.18), das beweisen
wir in Abschnitt 4.1.

1.6.3 Darstellung der Konormalen durch die Flichengréfien

Als eine Umkehrung von Lemma 1.12 kann man auch n und 7; durch x;, N, h, 7 aus-
driicken:

Lemma 1.16 Ist x eine requlire Hyperfliche, so ergeben sich die Konormale und ihre

Ableitungen so:
1

det(xy,...,xn, N)

n = S ARIA (1.27)

n
Me = (—Th1 A AT+ Y g A Az A AN AT AL ATy,
j=1

Beweis: Die Gleichungen (1.10)—(1.13), d. h.

n(N) =1, n(z;) =0, m(N) = =7, m(z;) = —hwj,

werden von den in (1.27), (1.28) gegebenen Abbildungen erfiillt.

. (1.28
det(xy,...,xn, N) (1.28)
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Es ist nur noch zu beweisen, dafi Dy n = n; gilt, daB8 also die in (1.28) angefiihrten
Abbildungen n; wirklich die entsprechenden Ableitungen von 7 aus (1.27) sind:

_ O(det(zy, ..., x5, N))

D AN
Gl det®(zy, ..., 0, N) ' "
n
1
+d€t(1‘1 - N)le/\"-/\x]’—l/\xkj/\xj-l—l/\---/\xn
y n» ]:1
> det(wy, ..o, Tygy oo T, N) 4 det(xy, ..o, 20, N) N
= — TIA .. AT,
det?(xy1, ..., Tp, N) !
1 n
LT N)Z(hijl/\.../\xj1/\N/\xj+1/\.../\xn
ny ]7
+ijj:c1/\.../\:cj,l/\xj/\:cj+1/\.../\:cn)
Z?Zlejjdet(xl,...,xj,...,xn,N)—i—deet(xl,...,xn,N)
= - TN Ny,
det?(z1,...,x,, N) !
Z?Zl(hijl/\.../\xj_l/\N/\ijrl/\.../\xn+Fk]?'x1/\.../\xn>
det(xy, ..., xn, N)
L (man A AT
= TRt AL ATy,
det(xy,...,xp, N) B
1 n
T N)(thj:cl/\.../\xj,l/\N/\xjH/\.../\xn).
AR ny ]:1
Die 7y sind demnach die Ableitungen Dy, 1 von 7. #
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