Kapitel 4

Deformationen von
zweldimensionalen
Affinminimalflachen

Dieses Kapitel weicht in gewisser Weise vom bisherigen, sehr allgemein gehaltenen Rah-
men ab: Bis jetzt haben wir beliebige Relativnormalen fiir n-dimensionale Hyperflichen
betrachtet. Hier wollen wir uns aber auf die Dimension n = 2 und die Blaschkesche Affin-
normale beschrianken. Wir untersuchen also nur Blaschke—Immersionen und dort speziell
Affinminimalflichen.

Nach Abschnitt 4.1, in dem wir einige besondere Eigenschaften von 2-dimensionalen Hy-
perflichen behandeln, zeigen wir in Abschnitt 4.2, wie man Affinminimalflichen durch
ganz bestimmte, als Konormalen geeignete Abbildungen darstellen kann, vergleichbar mit
der Weierstrafschen Darstellung von euklidischen Minimalflichen. Dazu benutzen wir die
Formeln von Lelieuvre und die Eigenschaft Anp = 0 der Konormalen einer Affinminimal-
fliche. Dies fiihrt u. a. zum Begriff der Konjugierten einer Affinminimalfliche, die wir
in Abschnitt 4.3 besprechen werden. Der Hauptteil des Kapitels folgt dann in Abschnitt
4.4: Wir geben eine Methode an, wie man aus einer gegebenen Affinminimalfliche durch
Anderung ihrer Konormalen andere Affinminimalfliichen gewinnt, die bestimmte Bedin-
gungen erfiillen. Wir werden hierzu die Begriffe Konjugierte (siehe Abschnitt 4.3) und
Assoziierte bei euklidischen Minimalflichen, vergleiche [Pab2], auf Affinminimalflichen
ibertragen und die affinen Bécklund-Transformationen aus [Buy], [Ant] und [NoS]| ver-
allgemeinern. Schliefllich stellen wir Fléachengréfien der deformierten Affinminimalflichen
durch entsprechende Groflen der urspriinglichen Fliche dar (Abschnitt 4.5) und geben
einige Beispiele an (Abschnitt 4.6).

Elliptische und hyperbolische Flichen wollen wir, soweit es moglich ist, gemeinsam be-
handeln.

4.1 Besonderheiten im zweidimensionalen Fall
Wir werden in diesem Abschnitt Satz 1.13 bzw. dessen Korollar fiir den 2-dimensionalen

Fall umformulieren, die isotherme Parametrisierung fiir A einfiihren und ihre Auswirkung
auf den Levi-Civita-Zusammenhang beschreiben.
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4.1.1 Die Integrabilititsbedingungen fiir die Formeln von Le-
lieuvre

Das Korollar von Satz 1.13 sagt aus, daf eine 2-Form h und eine reguldre Abbildung n
mit (1.18) eine relativnormalisierte Fliche x induzieren, die n als Konormale und h als
quadratische Grundform besitzt. Auflerdem wurde in Abschnitt 1.6.2 erwéhnt, dal x eine
Blaschke-Immersion® ist, wenn noch An = fn gilt. Wichtig als Voraussetzung von Satz
1.13 ist aber (1.18). Wir werden beweisen, dafl im zweidimensionalen Fall die genannte
Integrabilitdtsbedingung aus An = fn und |det(n,n1,n2)| = \/|Det h| folgt.

Die Bedingung (1.18) ist dquivalent zu (1.19) und somit auch zu
[ apmi Fmghmi _ fplihpj i fplihm' —0. (4.1)

Lemma 4.1 Zu vorgegebener Abbildung n : U C IR* — IRy, einer symmetrischen, re-
guldren 2—-Form h, einer Funktion q¢ # 0 und dem Vektorfeld X := —2grady(loglq|), fir
die

@(77: m, 772) # 0

An = Dxn+fn (4.2)
|det(n,m,m2)| = ¢ *\/|Deth|

qilt, gibt es eine relativnormalisierte Immersion x, die n als Konormale und h als quadra-
tische Grundform hat.

Diese Immersion ist bis auf eine additive Konstante o € R® eindeutig.

Die x; haben folgende Form,

z; = det(n,m1,m2) " (hivn A o + hia i A ) (4.3)

und die Relativnormale o
N = det(n,mi,m2) " 'm A 1o

Bemerkung: Wir kénnen, wenn nétig durch Verwendung von —n fiir ), erreichen, daf}

det(n, m,n2) = sign Det h - ¢~ \/| Det h|
gilt und daB so wegen (1.14) det(x1, z2, N) = ¢*\/|Det h| positiv ist.

Beweis von Lemma 4.1: Da det(n, n1, 12) # 0 ist, bekommen wir analog zu Abschnitt 1.4
fiir n folgende Ableitungsgleichungen, die V und h festlegen:

k
nij = Ui e — hign

1Zumindest ist die durch n definierte Normale N ein konstantes Vielfaches der Blaschkeschen Affin-
normale. Durch entsprechende Multiplikation erreicht man N = Ny. Man beachte die Folgerung am Ende
von Abschnitt 1.6.2.
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Wir miissen nur zeigen, daf§ (1.18) bzw. (4.1) erfiillt ist. Dann ist das Korollar zu Satz
1.13 anwendbar. Weil n = 2 ist, brauchen wir (4.1) nur fiir i = 1,7 =2 und [ = 1,2 zu
beweisen. Sei nun erst einmal [ = 1: Es gilt

kathl o fk11hk2 - fklzhkl + fkllhm

fk12hk1 . fk11hk2 _ 7_75(777 s M) Rk @77, ik, 7o) Bk
det(’% m, 772) det(na M, 772)

(42) fklzhkl . fk11hk2

+E(777 N1, ok — Tk hilny, + 21170, (log |q|)n; — fn)
det (1,11, 12)
+3lc (@(77, 771_,772)) - @(77, M, 772k) pk2
det(n, 11, 12)

= D[R =T B2 — T, 2hY + 2170, (log |q))

+3k@(77, m, 772))

det (1,11, 12)

= T, 'h* — D 2h*2 + 20*29, (log |q|)

+0k (log |@(Tla T, 12) |)hk2

2.5 det
120, (log lwl) + 20720 (10g lq]) + h*20k (1og [det(n, my, m)]) = O,

th

weil nach der Voraussetzung log |wy| — 2log|q| = log |det(n, n1,m2)] gilt.
Analog kann man (4.1) auch fiir [ = 2 zeigen.
(4.3) folgt aus (1.20). #

Im zweidimensionalen Fall folgen damit die Integrabilitdtsbedingungen der Formeln von
Lelieuvre (1.18) fiir relativnormalisierte Immersionen also bereits aus

An = Dxn+ fn und |det(n, m,m)| = ¢~>1/|Det(hy;)].

Wenn man ¢ = 1 setzt, erhélt man die Aussage fiir Blaschke-Immersionen:

Lemma 4.2 Zu vorgegebener Abbildung n : U C IR?® = IRy und einer symmetrischen,
requldren 2—Form h, fir die

@(77,771,772) 7A 0
An = fn

|@(77a771a772)| = \/|D€th|

qilt, gibt es eine Blaschke—Immersion x, die n als Konormale und h als quadratische
Grundform hat. Diese Blaschke-Immersion ist bis auf eine additive Konstante x, € IR?
eindeutig.

Bemerkung: Im Unterschied zu [LNW] - dort wird gezeigt, da8 unter der Bedingung
(1.18) die beiden Aussagen An = fn und tr Ky = 0 Aquivalent sind - haben wir bewiesen,
daf} im Fall n = 2 schon aus Anp = fn die Bedingung (1.18) folgt. Daf das gilt, wird auch
am Ende von [LNW] erwéhnt.
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4.1.2 Isotherme Parametrisierung der quadratischen Grundform

Ab jetzt befassen wir uns nur mit zweidimensionalen reguldren Hyperflichen, die sich we-
nigstens lokal so parametrisieren lassen, daf§ die quadratische Grundform dieses Aussehen

hat:
(hij) = < ]g 6(])5 )

mit ¢ € {1,—1} und E # 0. Man nennt diese Parametrisierung isotherm. Wir wollen
die Parameter mit u,v bezeichnen. Ist ¢ = 1, so ist die Fliche elliptisch, bei ¢ = —1
hyperbolisch. Wir nehmen im folgenden immer diese isotherme Parametrisierung.

Die Christoffelsymbole des Levi-Civita-Zusammenhangs einer isotherm parametrisierten
2-Form h haben eine einfache Form. Mit (1.4) kénnen wir sie berechnen: Es gilt erst
einmal fiir die 8 I';;,—Terme:

N oFE - bE - o F

'y = 17; [ = 27; [y = —5177
R ooFE - oFE - 0, F
112 = _27’ ['o2 2617, F222:€27-

Daraus ergeben sich die Christoffelsymbole f‘ijl = h”“f‘z-jk als

R OE - WHE . o F
Fy=== Iy ===, Iy =—-e——
11 oF 12 oF 22 62E’ (44)
fZ__gagE A2_81E A2_82E '
Insbesondere erhalten wir
N 1 - ~
hilk = E(Fu’f +elyf) =0, fiirk =1, 2. (4.5)

Dies gilt fiir alle Normalisierungen, wenn A in isothermen Parametern vorgegeben ist.

4.2 Die Weierstrafische Darstellung einer Affinmini-
malfliche

Wir werden hier zeigen, daf§ eine Affinminimalfliche durch eine ,,harmonische” Abbildung
1 beschrieben werden kann.

Wegen (4.5) und (2.13) erfiillt die Konormale 7 einer elliptischen (¢ = 1) bzw. einer

hyperbolischen (¢ = —1) Blaschke-Immersion in isothermen Parametern folgende Diffe-
rentialgleichung:
1
An = E(Uu +éenee) = —2H 7,
das heifit
M1 +enyg = —2EHn. (4.6)

Fiir eine Affinminimalfliche gilt also unabhingig von E:

M1 +enge =0
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n sei eine Abbildung 1 : U C IR* — IRy mit det(n, n,,n2) # 0.
Setzt man nun L
det(n,m,n2) =: eE = chiy = ha, hiz =0, (4.7)

sowie nach (4.3)

- ) 1
xy = det(n, ) (hun Ay + hiom An) = —=En Ay = en A,

- £ (4.8)
zo = det(n,ni,m) " (hain Ao+ haomi A ) = €—E5E771 An=-—-nAn,
so induzieren x; und x5 eine Blaschke-Immersion, wenn
1
An = E(Uu +enx) = fn

gilt. Das folgt aus Lemma 4.2.

Wegen (4.7) und (1.14) gilt fiir w:
det(xy, 29, N) = F

Bemerkung: Wir kénnen auch
E = hy = —edet(n, 1, n2)

setzen, um |@| = |wy| zu erfiillen. Die Vorzeichen in (4.8) &ndern sich dann entsprechend
und es gilt det(xy, 9, N) = —FE.

Wir werden aber weiter mit (4.7) rechnen. Das bedeutet aber nicht notwendig, dal £ > 0
ist. Wir richten uns also nicht immer nach der Vereinbarung aus Abschnitt 2.2.3, nach der
det(xy1, o, N) wie det(xy, x9, Ne) positiv sein soll. Wir kénnen dies gewéhrleisten, wenn
wir sign det(n, m,n2) = € voraussetzen. Das kann aber nicht garantiert werden. Besonders
bei den Deformationen in Abschnitt 4.4 gibt es immer wieder Vorzeichenédnderungen.
Um sicherzustellen, daf det(xq, 29, N) = E > 0 ist, miiten wir von n auf

i = e signdet(n, m,m2) -1
iibergehen, mit 7 dndert sich gegebenenfalls auch die Blaschkesche Affinnormale N, die
durch

1
N det(n, 1, 772)771 h
aus 1 berechnet wird.
Wir werden das im weiteren aufler acht lassen und jeweils n verwenden. N ist somit
manchmal —N,. Das hat aber keine Auswirkungen auf die Differentialgleichung An = 0.

Die Integrabilitdt von xy, x4, also die Frage, ob x5 = x5, gilt, kann in isothermer Para-
metrisierung leichter gezeigt werden als in Lemma 4.1: Mit (4.8) gilt

Tiz = (M Am+NAnN2)=cenAng
Ty = —(mAm+nAnn)=-nAm
Tig = To1 = NAEN2=—NANn
~ 67722—1‘7711:JE77

Man kann so Lemma 4.2 fiir isotherme Parameter anpassen:
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Lemma 4.3 Gibt man eine Abbildung n : U C IR* — Ry mit det(n,n,m2) # 0 und

M1+ enez = fn vor, ist
xz/en/\ngdu—/n/\mdv

eine elliptische (fir e = 1) bzw. hyperbolische (fir ¢ = —1) Blaschke—Immersion in
isothermer Parametrisierung mit quadratischer Grundform

E=hy = 5%(77,771,772) = chag, hia = 0
und Konormale 7).

Beweis: 7 ist eine reguldre Abbildung. Durch (4.7) legt man eine symmetrische, regulére
quadratische Grundform in isothermen Parametern fest, die

|det (1, m1,m2)| = V| Det h|
erfiillt. Da An = fn ist, sind die Voraussetzungen von Lemma 4.2 vorhanden. #
Setzen wir f = 0, so folgt dieser Satz:

Satz 4.4 Gibt man eine Abbildung n : U C IR* — IRy mit det(n,ny,m2) # 0 und 11, +

€Ny = 0 vor, st
mz/sn/\ngdu—/n/\mdv

eine elliptische bzw hyperbolische Affinminimalfiiche in isothermer Parametrisierung mit
E=h, = 5@(777 M1y 72)

und Konormale 1.

Beweis: Man setzt in Lemma 4.3 f = 0 ein. #

Wir werden Funktionen f, die die Differentialgleichung 0,0, (f) + £0202(f) = 0 fiir ¢ =
1 oder ¢ = —1 erfiillen, als e~harmonisch? bezeichnen, ebenso Abbildungen, fiir die
das komponentenweise gilt3. Ist ¢ = +1, so ist e~harmonisch mit dem iiblichen Begriff
harmonisch identisch.

Beispiele: f)(u,v) = u? 4+ v? ist e-harmonisch fiir ¢ = —1, fo(u,v) = u? — v? dagegen
e~harmonisch fiir ¢ = 1.

n(u,v) = (1,u? + v* u? — v?) ist weder fiir ¢ = 1 noch £ = —1 e-harmonisch.

Es gibt auch Abbildungen, die sowohl fiir ¢ = 1 als auch fiir ¢ = —1 e~harmonisch sind,

siehe das Beispiel in 4.6.1. Ist 1 so eine Abbildung, so folgt nicht, dafl n eine Affinmini-
malfliche induziert, die zugleich elliptisch und hyperbolisch ist, das ist nicht moglich. In
diesem Fall erzeugt 7 (bis auf additive Konstante) je eine elliptische und eine hyperbolische
Affinminimalfliiche, je nachdem, was man in (4.8) fiir ¢ einsetzt.

2Wir schreiben nicht 1-harmonisch oder (—1)-harmonisch, sondern e-harmonisch fiir ¢ = 1 bzw. fiir
e=-1.

3Fiir jede Komponente der Abbildung soll selbstversténdlich die gleiche Art von Differentialgleichung
gelten.
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Wir wollen den elliptischen und hyperbolischen Fall - soweit moglich - gemeinsam behan-
deln, obwohl natiirlich diese beiden Differentialgleichungen, was die Theorie, die Losungen
und deren Verhalten anbelangt, zu verschiedenen Ergebnissen fiihren.

Die Differentialgleichung 7y, + en92 = 0 bedeutet fiir

e ¢ = 1: 5 ist (komponentenweise) harmonisch, also Imaginérteil einer holomorphen
Kurve! @ : & — ®(¢) €T3 mit € := u + iv, £ := u — iv als komplexe Parameter. 7

erhélt man als 1
=—(d— D).

Die Gleichung det(n, n1,1,) # 0 entspricht bei ®
det(® — @, B¢, D) # 0.

Siehe [Cal2], [Bo], [NoS], dort wird (im elliptischen Fall) mit diesen komplexen
Asymptotenparametern gerechnet.
Weil ® holomorph ist, verschwindet die Ableitung nach &: ¢z = 0. Ebenso ist®

55 = 0. 7 ist somit Summe von zwei Abbildungen, von denen jede nur von ¢ oder &,
nicht aber von beiden Variablen abhingig ist. Darum wurde ® gleich als ®(&) und
nicht als ®(&, £) angegeben.

e ¢ = —1: Nach der Umparametrisierung®
Uu=u—v, ¥ =u+0,
S+ D), 0 =3(-i+7)
u==(t+79), v==(—a+70
2 ’ 2
kann man die Ableitungen von 7(a, v) := n(u(w, 0),v(w,0)) in den beiden Parame-

trisierungen so ausdriicken

Es gilt die Differentialgleichung

Mas(0,0) = i(nn(u(ﬂ,ﬁ),v(ﬂ,f})) - 7722(U(ﬂa1~’)av(ﬂa17))) = 0.

“Es gibt beliebig viele solcher Kurven ®, die sich aber nur durch einen konstanten, reellen Vektor ¢
unterscheiden. Selbstverstindlich kann man 7 auch als Realteil einer holomorphen Kurve ¥ : £ — ¥(£) €
@; auffassen. Hierbei gilt: ¥ = —i®.

>® bezeichne die Funktion mit ®(¢) = (®(¢)). Wir kiirzen manchmal aber auch nur ®(¢) damit ab.

6Diese Parametertransformation fiihrt isotherme Parameter in Asymptotenparameter iiber. Man kann
auch eine andere derartige Transformation nehmen. Nur kénnen sich dann einige Einzelheiten, wie Vor-
zeichen, in den Abschnitten 4.3, 5.6.1 d&ndern. Meist schreiben wir die Ableitungen mit Zahlenindizes, um
aber Verwechslungen zu vermeiden, verwenden wir hier z. T. n, statt n;.
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Daraus folgt, daf§ 7 eine Translationsfliche ist, also eine Summe
n(u(a, v),v(a,v)) = U(a) + V(0)

von zwei Abbildungen U, V', die jeweils nur von einer der beiden Variablen abhingig
sind. Dies ist ein Analogon zum Falle = 1. U und V sind nicht eindeutig bestimmt,
oder besser, sie sind nur bis auf einen konstanten Summanden ( eindeutig. Zum

Beispiel sind U := U +C Vi=V - ( ebenso moglich, denn U +V = U+V.
Die Regularitéit von n entspricht

. _ 1
det (i), iz, 15) = det(U + V, U, V') = 546’5(77, M, M2) # 0.

Wenn wir die Vereinbarung aus 2.2.3 beachten wollen, miissen wir < 0 verlangen.
Bemerkungen:

1.) Lemma 4.3 und Satz 4.4 sagen aus, dal nicht mehr h und 7, die mit einer Bedingung
wie (1.18) gekoppelt sind, vorgegeben werden miissen, um dann wie in Satz 1.13 eine
Flache daraus zu erhalten, sondern nur noch 7, das eine bestimmte Differentialglei-
chung erfiillt. A mufl man nicht mehr angeben, man erhilt es automatisch durch
(4.7). Die mit Hilfe von (4.8) festgelegte Fliche ist eine isotherm parametrisierte
Blaschke-Immersion.

Will man allerdings zu einer gegebenen Funktion H eine Blaschke-Tmmersion gewin-
nen, die H als Mittlere Kriimmung besitzt, mufl man wegen (4.6) fiir die Konormale
eine Losung der Differentialgleichung

M + enge = —2edet(n, ny, m2) Hn

finden mit det(n, ny,n2) # 0.

Der einfachste Fall ist H = 0: Die Konormale einer Affinminimalfliiche in isother-
men Parametern erfiillt det(n,n:,7,) # 0 und ny; + €792 = 0 und umgekehrt, jede
Abbildung 7, die dies erfiillt, ist Konormale einer Affinminimalfliche in isothermen
Parametern. Die Affinminimalflichen, die von einer Konormalen erzeugt werden,
unterscheiden sich nur durch einen konstanten Vektor. Wir werden wegen der (fast)
eineindeutigen Beziehung zwischen e-harmonischen Konormalen und Affinminimal-
flachen in isothermer Parametrisierung hauptséichlich mit Konormalen rechnen. Die
zugehorigen Flichen erhélt man mit Satz 4.4.

"Der Begriff Translationsfliche ist hier allgemeiner als in 2.4.7. Dort stellten wir Translationsfliichen
als Graphen dar. Hier dagegen miissen U (%) oder V(@) nicht von der Gestalt (@, 0, f1(@)) bzw. (0,9, f2(?))
sein.

Die Abbildung 5 : U — IR3 eine Fliche zu nennen, ist nicht abwegig, siehe [NP1]. Bei reguléren Flichen
z gilt fiir die Konormale det(n,n1,12) # 0, die Ableitungen von 7 spannen also einen n-dimensionalen
Unterraum von IRz auf, n ist damit eine Immersion. —7 ist, als transversales Vektorfeld, die zentroaffine
Normale. Die Ableitungsgleichung (1.15) entspricht der Ableitungsgleichung von Gauf}, V ist der von —7
induzierte Zusammenhang und % die quadratische Grundform. Nur regulir als Fliche im Sinne von Ab-
schnitt 1.2 mufl 9 nicht sein. Genau dann, wenn die Gaufsche Kriimmung K von z nicht verschwindet, ist
h und damit 7 als Fliche regulir. Regulir als Konormale im Sinne von Abschnitt 1.6.1 ist die Konormale
einer reguliren Fliche x aber immer.
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2.)

Die im Satz 4.4 gegebene Darstellung einer Affinminimalfliche durch eine e-harmo-
nische Abbildung 7 (vgl. [BI2], S. 178, [Sch], S.188, [NoS], S. 203-209, 211, [Buy],
[Li], [Cal3]) ist das Analogon zur Weierstrafischen Darstellung einer euklidischen
Minimalfléche, siehe [Pab2]. Unterschiede dieser zur euklidischen WeierstraBschen
Darstellung sind:

a) Nicht x selbst, sondern die Konormale 7 ist e~harmonisch.

b) Beim euklidischen Fall kommt nur die elliptische Differentialgleichung vor, beim
affinen Fall die elliptische oder die hyperbolische.

c¢) Hier gilt An = Apn = 0. A ist der in Abschnitt 1.3 definierte von h induzierte
Laplace-Beltrami-Operator. Fiir x gilt Az = Az = nN # 0. Ist N nicht die
Blaschkesche Affinnormale (oder ein konstantes Vielfaches), kommt noch ein
tangentialer Anteil hinzu. Dies dndert aber nichts daran, dafl A,z # 0 ist. Bei
euklidischen Minimalflichen handelt es sich bei A in Az = Ajz = 0 um den
von ¢ induzierten Laplace-Operator A,.

d) Bei euklidischen Minimalflichen gilt fiir die Ableitung ®¢ der holomorphen
Kurve (®¢, &¢) = 0, (P¢, Pg) # 0. Fiir die holomorphe Kurve @ einer ellipti-

schen Affinminimalfléiche gibt es neben det(® — @, &g, d ¢) # 0 keine weiteren
Einschrinkungen.

Das Zeichen [ steht hier weniger fiir ein Integral, sondern fiir eine Stammfunktion.
Das heiit f = [(fidu + fodv) ist eine Funktion, fiir die 01 (f) = f1,02(f) = f» gilt.
Notwendig muf} hier 0y(f1) = 01(f2) erfiillt werden. Selbstversténdlich liefert auch
das Kurvenintegral

(u,v0) (u,w)
Fu,0) = /( fd i+ [ folu 0o

u0,0) (u,v0)

eine Stammfunktion, wenn die Punkte und ihre Verblndungshmen in U liegen, aber
manche Werte werden nicht erreicht: f u,0) O+ f ure) ) 0d0 = 0, obwohl f =1 auch
eine Stammfunktion ist. Das ganze gllt auch fiir bzw 1n komponentenweise.

4.3 Die Konjugierte

Wir iibertragen nun den Begriff Konjugierte aus [Pab2] auf Affinminimalflichen und stel-
len die Konjugierte analog zu 4.2 durch eine holomorphe Kurve bzw. eine Translations-

flache dar.

Diese Konjugierten werden in [Ant] und [Buy], die sich auf Chern, Terng (1980) beziehen,
unter dem Begriff ,, Affine Bicklund—Transformationen” behandelt.

Sei e € {1,—1}, n: U C IR* = IR3 eine Abbildung mit

® 711 + &2 = 0 und

i ﬁ(777771,772) # 0.
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Es existiert (bis auf additive Konstante, siehe unten, nur die Ableitungen 7,7, sind
eindeutig) genau eine Abbildung 7: U C IR?> — IR3 mit

M =¢n und 7y = -0,

die Konjugierte® oder Adjungierte® zu 1. Es gilt nimlich

Mo = €Na2 = —M11 = Moy

Auflerdem ist 77 e~harmonisch wie 7:

Thi + €99 = €M1 + £(—1)m2 = 0.

Bezeichnung: Wir werden den Begriff Konjugierte oder Adjungierte und ab 4.4.4 Asso-
ziierte sowohl fiir die Konormale als auch fiir die dadurch mit Satz 4.4 bestimmte Fléche
verwenden. Meist allerdings bezieht sich der Begriff auf die Konormale.

Nach Satz 4.4 induziert n eine Affinminimalfliche x in isothermen Parametern. Diese ist
mit 7 so darstellbar:
x = /nAﬁldu—l—/nAﬁde

Ist i eine Adjungierte, so auch 77 + ¢ mit ( = konstant. In 4.2 haben wir 1 durch eine
holomorphe Kurve ® bzw. die Abbildungen U und V einer Variablen dargestellt. Mit
diesen Abbildungen kann man auch 7 beschreiben:

e ¢ = 1: n ist Imaginiirteil einer holomorphen Kurve ®, also 2in = ® — ®. Eine
Adjungierte ist der Realteil von ® und somit auszudriicken durch

1

Man kann auch sagen, 7 ist Imaginérteil von i®, weil Re® = I'm(i®) ist. Es existieren
aber viele Kurven ®, die n als Imaginérteil haben. Sie unterscheiden sich durch
einen konstanten Summanden ¢ € IR3. Darum ist die Adjungierte nicht eindeutig
bestimmt, mit 77 ist auch 77 + ¢, ¢ konstant, eine Adjungierte.

Fiir die Regularitit von 7 ist darauf zu achten, dafl
(B + @, D¢, Tg) 40

ist. Dies entspricht det(7,7,,7,) # 0.

e ¢ = —1: 7 entspricht in den neuen Parametern @, v (sieche Abschnitt 4.2) der Trans-
lationsfliche

n(u, 0) = 7(u(a, v),v(a,0)) = Ua) = V(7).

8Wir werden mehr die Bezeichnung Adjungierte benutzen, um Verwechslungen mit konjugiert komplex
oder dem konjugierten Zusammenhang auszuschlieflen.

9Fiir ¢ = 1 entsprechen obige Gleichungen den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. 7 ist
eine harmonische Abbildung, die als Realteil einer holomorphen Funktion geeignet ist, deren Imaginérteil
7 ist.
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Die Adjungierte ist, wie im elliptischen Fall, nur bis auf einen konstanten Summan-
den eindeutig. Auch n —i—C ist eine Adjungierte von 7: Ist U=U+ 2(, V=V- % ,

so ergibt dies zwar auch U+V=U+V,aber U -V =U—-V+¢.

Fiir die Regularitit von 77 miissen wir
— — 1—
det (7], 7, 11;) = —det(U = VU, V') = Sdet (1,71, 75) # 0

fordern.

Nun zeigen wir noch, wie man 77 auf andere Art ausdriicken kann, ohne 7 direkt zu
benutzen:

Geht man von einer reguléren, relativnormalisierten Fliche x in isothermen Parametern
aus, a8t sich n nach Lemma 1.16 so darstellen:

1
= ALy
7 L1 det(xy, 3, N)
1
det(xy, x5, N) det(xy, x5, N)
1 1

. En AN——
det(xy, 22, N) sEn det(xy, 3, N)

m = hllN N X9 + hIQ.ZUl AN = FEN A T

1
det(xy, x5, N)

m2 = hoaN Az + hooxy AN

1
det(xy, x5, N)
Ist NV die Blaschkesche Affinnormale, so gilt wegen det(z1, x5, N) = FE

m = N/\l‘z,
o, = —eN Aux.

Fiir eine Adjungierte 77 von 7 ergibt sich damit:

M = eng=—NAuxy,
ﬁZ = —7’]1:—N/\1'2.

Das bedeutet
n= —(/N/\xldu+/N/\x2dv).

Dabher ist es verstindlich, daf 7 - bis aufs Vorzeichen - zuweilen (in [Bo], [BI2], S. 182,

[Sch], S. 188) als
n=- /N Adx

dargestellt wird.

4.4 Deformationen von Affinminimalflachen — Modi-
fikationen der Konormale

Wir stellen jetzt verschiedene Mdoglichkeiten vor, aus einer gegebenen Affinminimalfléiche
x durch Modifikation der Konormalen 7 eine andere Affinminimalfliche zu erhalten.
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Sei € festgelegt, d. h. n sei die reguldre Konormale einer entweder elliptischen (¢ = 1)
oder hyperbolischen (¢ = —1) Affinminimalfliche z, die beziiglich ihrer (Blaschkeschen)
quadratischen Grundform h isotherm parametrisiert sei. Mit (4.7) gilt also fiir die Blasch-
kesche Affinnormale NV, die Konormale n und h:

0 # @(77,771,772) =chy = hyp = 6d€t($1,$2, N), hia =0
Auflerdem erfiillt n die Differentialgleichung

M1+ Enge =0

und die GréBen V und h sind bestimmt durch die Ableitungsgleichung

— k —
nij = Ui mk — hign.
Die verdnderte Konormale wollen wir jeweils mit 7 bezeichnen, die daraus hervorgehende

Flache und die Flachengrofien werden wir analog kennzeichnen.
Ty sei ein konstanter Vektor in IR?, ¢ = (¢*, (2, (%) ein konstanter Vektor in IRj.

Wir verdndern 7 so zu 77, daf auch hier 7,; +e7n,, = 0, also die gleiche Differentialgleichung
wie fiir 7, gilt. Auf diese Art und Weise erhalten wir nach Satz 4.4 vermdoge

iz/ﬁ/\sﬁQdunL/ﬁ/\(—ﬁl)dv.

neue Affinminimalflichen in isothermer Parametrisierung, wenn det (7, i, 7,) # 0 ist.
Letzteres ist allerdings nicht in allen Fillen sicher, zumal dort, wo wir nicht 7, sondern
nur 7,1, vorgeben. In so einem Fall mufl man erst 7 als Stammfunktion

n= /(771du + 7lpdv)
berechnen. Das ist nur moglich, wenn 7, = 75, gilt. Bei

ﬁl = (07 170)7 77]2 = (0707 1)

etwa ist eine mogliche Stammfunktion 7 gleich (0,u,v), aber fiir dieses 7 gilt immer
det (7, i1, 7y) = 0. Darum werden wir bei allen Deformationen zunichst die Ableitungen
i, 71, betrachten und sicherstellen, daf§ sie - als notwendige Bedingung zu det (7, ij,, ) # 0
- linear unabhiingig sind'®, und anschliefend den Ausdruck det(7, 7,, 7j,) untersuchen. Auf
diese Weise verhindert man zwar nicht immer Singularititen, wie das obige Beispiel zeigt,
aber man erreicht die Regularitit von 7 zumindest auf einer gewissen offenen Menge,
indem man einen geeigneten konstanten Vektor'! ¢ zu 7 addiert. Im oben angegebenen
Beispiel ist 77 immer singulér, 7 + ¢ mit ¢ = (¢,0,0), ¢ # 0, immer regulir.

Mit dem Ausdruck @(ﬁ,ﬁl,ﬁz) liegt auch schon wegen (4.7) die (Blaschkesche) qua-
dratische Grundform A (in isothermen Parametern) fest. Anschliefend bestimmen wir die

19Das ist meist der Fall bzw. fiihrt im 2. Teil von 4.4.4 und in 4.4.5 zu einer Bedingung an die benutzten
Funktionen a.

Es existiert fiir einen Punkt p € U sicher ein Vektor ¢ € IRz mit det(¢,ij;,7,)|, # 0. Wegen der
Stetigkeit von 7,7, gilt dies auch noch in einer Umgebung von p.
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Fléche T aus ihren Ableitungen 7, und 7, geméf} Satz 4.4 und geben noch die Blaschkesche
Affinnormale N an.

Zu beachten ist zusétzlich, dafl einige dieser verinderten Konormalen nur durch die Ab-
leitungen 7, 7, festgelegt sind und sowohl 77 als auch 7 + ¢ diese Ableitungen haben, die
Konormalen darum nicht eindeutig sind. Die Unterschiede werden in 4.4.1 behandelt.

Bemerkung: Diese Methode ist nicht zu verwechseln mit dem Vorgehen in Lemma 1.11
bzw. Lemma 2.1. Dort wurde untersucht, wie Grolen bzgl. einer Normalen der Fléche
x durch Groflen bzgl. einer anderen Normalen derselben Fliche z ausgedriickt werden
kénnen. Hier aber betrachten wir nicht Gréflen verschiedener Normalisierungen, sondern
nur beziiglich der Blaschkeschen Affinnormale, allerdings von verschiedenen Flichen z, .

4.4.1 Addition eines konstanten Vektors
Sei 7 = n + ¢, ¢ konstant. Es gilt fiir die Ableitungen!?:

(3)-()-G )G
Mo T2 0 1 Uy
7, und 7, sind also immer linear unabhingig. Fiir die Regularitét von 7 miissen wir

det (i, iy, 1) = det(n+ ¢ mi,mp) #0

fordern. Dann koénnen wir nach Satz 4.4 die Fliche ¥ aus deren Ableitungen berechnen:

Ty = QAhey=M+ONemp=x1+(ANem=21+(AT,
Ty = —77/\771:_(77+C)/\771:$2—C/\771:$2+C/\ﬁ2

/(x1—|—C/\ﬁ1)du+/(x2+(/\ﬁ2)dv:a:+C/\ﬁ+x0

=

N erhalten wir als

ATy m A ~ det(n,mi,mp)

N = — = — = —
det(flaﬁl?ﬁQ) det(n+ <77717772) det(”"‘ <77717772)

4.4.2 Multiplikation mit einer Konstanten
Wir untersuchen 7 =1 -7, r € IR\{0}. Wegen
(5) = (5)=(G ) (3)
N = r- =
T2 712 0 r T2
det (7}, iy, 1) = det(rn, riy, i) = ridet(n,m, m2) # 0
Sr#0

12Die Schreibweise ist so zu verstehen: Abbildungen wie n; fassen wir als Zeilenvektoren auf, die drei
Komponentenfunktionen haben. ( zl ) entspricht also einer Matrix mit zwei Zeilen und drei Spalten.
2

Die rechte Seite besteht aus einem Produkt einer 2 x 2-Matrix mit einer 2 x 3—Matrix, also auch aus
einer 2 x 3—Matrix.
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ist 77 und somit auch Z fiir alle 7 € IR\{0} regulir. & und N sind rasch zu bestimmen:

T = fGAei, =rnAerny =rin
Ty = =AM =—=TATIH = r’y
T = /(rle)du + /(szz)dv = r’z + 70
N - mAn, AT —lN

det(iy, iy, 7,)  det(rn,rmi,rne) T

4.4.3 Adjungierte

7 sei eine Adjungierte von 1 wie in 4.3, also 71 = 7).

Wie schon erwéhnt, ist die Adjungierte nicht eindeutig festgelegt. Aber alle Adjungierten
zu 1) unterscheiden sich nur durch einen konstanten Vektor ( € IR3. Die folgenden Aussagen
gelten fiir alle Adjungierten. Fiir die Ableitungen ergibt sich:

mY_( 0 ) (m
P -1 0 T2
7, und 7, sind also linear unabhéingig. Fiir die Regularitdt mufl noch

det(7, 71, 7y) = det(7, €, —11) = edet (7, 1y, 772) # 0

vorausgesetzt werden. Dann erhalten wir fiir # und N:

Ty = MAEN=—EnAm

Ty = —NAT = —ENAT

T = /(—sﬁ/\m)du+/(—sﬁ/\n2)du
— —<(ann= [@andu- [ @nna)

— —c(man+ [amdut [Amd) = —c@an+ )

N MAT  _ mAm det(n,m,m2) N
det(7,m,,7y)  det(F,m,m2)  det(T,m,n2)

Neben der Tatsache, dal N an entsprechenden Punkten stets die gleiche Richtung wie N
hat, gilt fiir Adjungierte noch dies:

Zu jeder Adjungierten 77 = 7, + ¢ von 7 gibt es eine zugehorige Affinminimalfliche T mit
der Eigenschaft, daf$} fiir alle p € U jeweils der Differenzvektor der Flachenpunkte z(p)
und —eT(p) tangential sowohl zu z als auch zu T ist (nicht jede mit Hilfe von Satz 4.4 aus
7] entstehende Immersion T + xy muf} dies erfiillen). Es gilt

2(p) = (=e2(p)) = =T A1llp — 2o-

Bei geeignet gewéhltem zg ist x — (—7) ein Vielfaches von 7An und daher sowohl zu z als
auch zu T tangential, denn es gilt (7 A n) = 77(7 A n) = 0. Dariiber hinaus kann man fiir
einen festen Punkt diesen Differenzvektor wéhlen, siehe [Buy]. Eine solche Abbildung von
n auf eine bestimmte Adjungierte nennen wir eine Affine Bicklund—Transformation
(mehr zu Affinen Bécklund—Transformationen in [Ant] und [Buy]).
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4.4.4 Assoziierte
Wir iibertragen nun den Begriff Assoziierte aus [Pab2] auf Affinminimalfléichen.

Fiir e = 1 gilt, wie in 4.2 erwihnt, dal n Imaginérteil einer holomorphen Kurve & ist mit
det(® — @, @5,55) # 0. 77 ist der Realteil von ®, das ist der Imaginérteil von i®.

Man erhélt demnach durch die Transformation ® + ¢® der holomorphen Kurve eine neue
Konormale, wenn det(® + @, D¢, Dg) # 0 gilt.

Noch weitere bekommt man, wenn man @ statt nur mit ¢ mit einer beliebigen komplexen
Zahl ¢ # 0 multipliziert, also die Transformation ® + ¢® durchfiihrt. Da ¢ # 0 als ¢ = re®
mit 7 # 0,7 € IR und 0 < ¢ < 7 dargestellt werden kann, ergibt das eine 2-parametrige
Schar von Affinminimalflichen:

e die aus & — r®, r € IR\{0}, und

e die aus ® — P, 0 < ¢ < 7, entstehenden.
Die Multiplikation mit » wurde in 4.4.2 besprochen. Sei jetzt r = 1. Dann ist
e"?® = (cosp + isin )® = (cos ¢ Re® — sin ¢ Im®) + i(cos ¢ Im® + sin  Red).
Fiir den Imaginérteil gilt:
Im (e ®) = cos o Im® + sin ¢ Red.
i := Im(e*®) entspricht somit
7= cosen+sinpn.

Wir werden nun einige Eigenschaften von 7 untersuchen:
m . cosp sing \ [ m
My - —sinp cosy M2
m . R
= Cos —+ sin —
7 ( z ) 7 ( , )

7, und 7, sind fiir alle ¢ linear unabhéngig. Um Regularitit zu erhalten, mufl noch

!
det(],7,,7,) = det(7),n1,m2) = cos o det(n,ny,m2) + sin @ det (7, n1,m2) # 0
det
= tango 7£ _i(ﬁa 7717772)
det(7777717772)

oder det(7,n1,1n2) # 0, fiircos p = 0,

, fiir cosp # 0,

erfiillt sein. Fiir # und N ergibt sich:
1 = ATy = (cospn+singn) A (—singn + cospmn)
= oS sin @y + cos® pxq +sin @ T; — sin  cos P Ty
Ty = =AM = (cospn+singn) A (—cospm — sinpn)
= —cosp sinpx; + cos? gy + sin® p Ty + sin  cos P Ty

T = cosfpx+sin?pT
+cosgosin<p(/(x2 —@)du+/(—x1 +T1)dv> + xp
oo AT mAm det (1, 11, 172) N

E(ﬁaﬁhﬁZ) a ﬁ(ﬁﬂhﬂ?z) ~ cos SOE(%MWZ) + sinwﬁ(ﬁ, 771,772)
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Wir wollen die so entstehenden Konormalen bzw. die dadurch erzeugten Affinminimal-
flichen (siehe Bezeichnung in Abschnitt 4.3) analog zum euklidischen Fall Assoziierte
(siehe [Pab2]) nennen und folgendermaflen bezeichnen:

oy = Im(e¥®),

wenn ® die zu 7 gehorige holomorphe Kurve ist, und

Yr ::/ n A “’ngdu—/ nA “ndv.

Zu erwihnen ist noch, dafy auch die Assoziierte ¥n wie ® und 7 nicht eindeutig ist. Mit &
ist auch ® 4 (, ¢ € IR3 konstant, eine solche holomorphe Kurve und 7 ist nur bis auf einen
konstanten Summanden festgelegt, siehe auch 4.3. Man bekommt also in Abhéngigkeit
von 7 verschiedene Assoziierte #n + ¢ zum gleichen Argument ¢, die sich wieder durch
einen konstanten Summanden unterscheiden: neben 7 = cos ¢ n + sin 7 auch cospn +
sin (774 C) = 7j + sin (.

Eine Adjungierte 77 und eine Assoziierte >7 sind somit bis auf eine additive Konstante
identisch.

Bemerkung: Nennen wir nur 77 = cos ¢ n + sin ¢ 7 eine Assoziierte, sind damit zwar fiir
¢ # 0 alle Konormalen 7 + ¢ ebenfalls Assoziierte, fiir ¢ = 0 aber nur 1 (da singp = 0
gilt). Wir nennen darum auch die Konormalen n + ¢, ¢ konstant, Assoziierte.

Ahnlich kann man auch fiir ¢ = —1 vorgehen. Wir betrachten die umparametrisierte
Abbildung U + V. Analog zur Transformation der holomorphen Kurve ® in r7e**®, d. h.
1

— . — 1 — 1
Im(®) = Z((I) — @) = Im(re®®) = ad + & = CZ((I) —®) + 85((1) + D),

wobei ¢ =rcosp, s =rsinp, a = %(—ic—l—s), 8= %(ic+s) ist, andern wir U +V nicht nur
in U — V um, sondern multiplizieren mit «, § # 0, wir wenden somit die Transformation

U—l—VHanLﬂV:%(a+5)(U—|—V)+%(Oz—5)(U—V)

an. Nennt man 1(a+ ) =: ¢, 2(—a + ) =: s, ergibt sich
n=cn—smn.

Fiir die Ableitungen der so entstandenen Konormale 7 erhélt man

(2)=(0)- () =)= ()

Das bedeutet, daf§ 7,, 7}, nur linear unabhiingig sind, wenn ¢? — s? # 0 oder ¢ # +s gilt.
Das wollen wir im weiteren fiir ¢, s voraussetzen. Fiir «, § heif}t das af # 0. Auflerdem
muf} noch

@(77, 15 772) = (02 - 52)@(777 M, 772) = (02 - 32)(0@(% M, 772) - S@(ﬁa M, 772)) 7"é 0
s det(n, ni,m2)

— , fiir ¢ # 0, oder det (7,11, m2) # 0, fiirc =0
¢ ' det(1, m,me)
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gelten. Nun berechnen wir # und N:

Ty = —fNijg=—(cn—s0) A (=87 + cnp)
= STy + 02x1 + 82T1 + s5¢Ty
Ty = —nAn = _(077 - Sﬁ) A (0771 - 3ﬁ1)

= 5Ty 4 Py + Ty + sCT
T c2x+s%+cs</(x2 +@)du+/(x1 —l—fl)dv) + 9

N~ A omAm _ det(gm,m)
det(ﬁ, Uit 772) det(ﬁa M, 772) Cdet(n, M, 772) - S det(ﬁa M, 772)

Wegen 4.4.2 kénnen wir ¢, s noch normieren, so daf§ ¢2—s? = +1 ist. Man kann deshalb ¢ =
+ cosh ¢, s = sinh ¢ fiir ¢ € IR nehmen (so erhiilt man mit ¢ = 0 und positivem Vorzeichen
n) oder ¢ = sinh ¢, s = +cosh ¢ (fiir ¢ = 0 und Vorzeichen — bekommt man 7). Auch
hier wollen wir die aus den so verdnderten Konormalen entstehenden Affinminimalflichen
Assoziierte nennen.

Wie bei € = 1 sind die Assoziierten wie i und U, V' nicht eindeutig. Ist /) eine Assoziierte,
so ist auch 7 + ¢ eine Assoziierte, weil neben —U 4+ V auch —U 4+ V + ¢ eine Adjungierte
ist. Man erhilt fiir ¢,s € R, ¢ — s? # 0, sowohl die Assoziierte 7 = cn — s7 als auch
en—s(M+¢) =1 —sC.

Gilt s = 0, erhélt man aber nicht 1 4+ (. Wir nennen trotzdem, wie bei den elliptischen
Assoziierten, diese Konormalen 7 + ¢ auch Assoziierte.

Bei euklidischen Minimalflichen beschreibt ein Punkt x(p) unter Assoziierung eine Ellipse,
d. h. die Kurve ¢ € [0,27] — “x(p) € IR?® fiir den festen Punkt p € U ist eine Ellipse,
siehe [Pab2].

Bei Affinminimalflichen kann man das bei der Konormalen beobachten:

Die Kurve ¢ € [0,27] — “nl|, € IRy ist fiir ¢ = 1 eine Ellipse'?, fiir ¢ = —1 besteht die
Punktmenge {cn|,— 7|, |¢, s € IR, ¢ —s* = £1} aus 4 Hyperbelésten, dabei liegen 7|, und
7|, - anders als beim elliptischen Fall - auf verschiedenen Zusammenhangskomponenten.
Diese Quadriken degenerieren nur, wenn 77 = an ist. Das gilt aber auf keiner offenen
Teilmenge von U. Sonst wire eny = 77, = 01(a)n + am und daher a = 0, insbesondere
wére 7 nicht regulér.

4.4.5 Verallgemeinerung der bisherigen Fille

Wir wollen nun zeigen, wie man allgemein aus 7 die Konormalen der Flichen gewinnt,
deren Normale NN stets die gleiche Richtung hat wie N. Dazu legen wir die Ableitungen
n,, 7N, der verdnderten Konormalen etwas allgemeiner als bei den Assoziierten fest und

geben Bedingungen an die verwendeten Funktionen o’ an.

3

Die Félle in 4.4.1-4.4.4 beinhalteten Anderungen von 7, die die Richtung der Affinnormale
N gleich lieflen. Es galt immer N = fn; An,. Man kann einen allgemeinen Ansatz fiir 7, 7,

13Wir haben 7 nur fiir ¢ < 7 definiert und nehmen die beiden Hélften ¢ — £91],.
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durchfiihren, indem man 7 durch seine Ableitungen 7,, 1, so festlegt, dafl 7, A, = fniAne

gilt. Das ist fiir
ﬁl — a% a% . m ( 4 9)
M2 ay aj n )’ '

offensichtlich der Fall, mehr noch, es ist dafiir sogar der allgemeinste Fall. Setzt man

—

Ny = bkn + aim

an, so hat N nur dann die Richtung von N, wenn b, = 0, fiir £ = 1,2, ist. Denn man
erhélt:

ATy = (bay —bar)n Am + (biag — bya?)n A1 + (aja3 — atay)m Ay
= (bia3 — bya?)exy — (biag — boai)zy + fN

Weil z1, x5 und N linear unabhéngig sind, ist 77, A7, nur dann ein Vielfaches von N, wenn
(bial — beal) = (b1a3 — bya?) = 0 erfiillt ist. AuBerdem soll die lineare Unabhiingigkeit
von 1), 7, gewihrleistet sein. Diese Bedingungen (77, A 77, = fN # 0) gelten nur, wenn
b1 = b2 = 0 ist.

Denn wiire b; # 0,by, = 0 in einem Punkt, so wiirde a} = a3 = 0 und damit auch 7, = 0
folgen.

Wiiren by, by # 0 in einem Punkt, so wiirde af = 21 a; und somit 7; = 3 b, gelten.

In beiden Féllen wiren 7, und 7, nicht linear unabhéngig. Dies wollen wir aber immer
ausschlieflen.

Damit kommen allenfalls die in (4.9) definierten 7 als Konormalen in Frage fiir Flichen,
deren Blaschkesche Affinnormale die gleiche Richtung wie N hat.

Allerdings induzieren nicht alle durch (4.9) definierten 7, 7}, eine regulére, e~harmonische
Abbildung 7. Dazu miissen die af gewissen Bedingungen geniigen. Diese Bedingungen an
die a¥ werden wir jetzt angeben:

Fiir die Regularitit mufl notwendig
ajay — aya: # 0 (4.10)

gelten. Auflerdem sollen 77, und 7}, integrabel sein und die daraus entstehende Stamm-
funktion 7 e-harmonisch. Das heift, 77,, = 7j5; und 7;; + €75, = 0 muf erfiillt sein. Das
bedeutet ausfiihrlich:

Mo =T = Oaaymy + aying + Bhatin + ain

—Ovag — aznuy — drazn; — azin

= 82a%771 + ai(flzlm - 51277) + aZa%W + a% (F22l771 - 52277)
—haym — ab(Tyym — ) — Oradn, — a3(Ty i — Tin)

= (8201 - 81a2 + 01F12 + G%Fm a2F111 - agfzf)m

(aZal - 31a2 + a1F12 + G%Fm - a%FHQ - G§F212)772

—(athis + athy — aghiy — a3har)n

=0
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My + Mgy = Ovagn + agmuy + d1ains + ainy
+e0yayn + casniy + 0xa3ns + £adnmn
— 1 = 1 = 1 1
= (0va7 +edhay + a1l +aily, +eazlyy +ea3ly )M
= 2 = 2 = 2 = 2
+(81a? + 582“% + G%Fn + G?Fm + 6aéf‘12 + 5a§F22 )12
—(a%hu + afhm + 6@%]112 + 5@%]122)77

= 0

Da n,n;,n linear unabhéngig sind, mufl jeder Faktor davor 0 werden. Das ergibt sechs
Gleichungen fiir die Funktionen al, die wir wegen 9y + e = 0, d. h. fnk + 5?2219 =0,
hi11 + €hoy = 0 so schreiben konnen:

4.11

4.12
4.13

4.14

4.15
4.16

32ai - ala% + (ai - a%)FIZI + (a% + 5a5)f221 =
Doa? — Oya2 + (a] — a2)f122 + (a? + saé)f; =
(—eai —az)hiy + (a7 — a3)hiy =

Oial + cdhal + (a! — 2T, + (a2 + ead)T,, =
31a% + 532@3 + (a% - a%)FnQ + (a% + 5a%)F212 =
(a? + cay)hoy + (—caj +ca3)hyy =

o O O O o O

(4.11)
(4.12)
(4.13)
(4.14)
(4.15)
(4.16)

Nur wenn die a! die Bedingungen (4.10)—(4.16) erfiillen, wird durch (4.9) eine reguliire,
e~harmonische Abbildung 7 bis auf eine additive Konstante eindeutig festgelegt. Wenn
fiir dieses 7j auch noch det(), 7, 7,) # 0 gilt, kann man Satz 4.4 anwenden und erhélt aus
7 eine Affinminimalflache.

Einige dieser Bedingungen werden wir uns nun genauer ansehen.
Die Gleichungen (4.13), (4.16) bilden ein lineares Gleichungssystem:

hin hio —5a%—a§ _ (0
(ﬁm @) ( ai-a )= 0 (4.17)

a; = a3 und a] = —cay (4.18)

(4.17) ist erfiillt, wenn
gilt. Das ist sogar die einzige Losung des Gleichungssystems (4.17) fiir rg h = 2. Durch
Einsetzen der Losung (4.18) in (4.11), (4.12), (4.14), (4.15) erhdlt man fiir [ =1, 2:

Oya' = 0yd) (4.19)
81al1 + 682&% =0 (420)

Aus (4.19) folgt, daBl Funktionen a' existieren mit

l

!
o,a’ = a;.

Nach (4.20) sind diese a' e~harmonisch:
0101 (a") + 20205(a') = 0
AuBerdem sind die beiden Funktionen wegen (4.18) auf diese Weise gekoppelt:
O1(a') = Dx(a?), 0y(a") = —c0y(a?). (4.21)
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Wir werden zwei Funktionen a!, a2, die so verbunden sind, konjugiert c—harmonisch
zueinander nennen. Ist eine davon e-harmonisch, so ist es auch die andere. Und zwar
erhiilt man mit (4.21) aus 0,01a' + €0,02a' = 0:

0181a2 + 58282@2 = —58162(11 + 58281(11 =0

Ist rg h = 2, folgen die Bedingungen (4.18)—(4.21) notwendig aus (4.11)—(4.16).

Satz 4.5 Ist x eine elliptische (¢ = 1) bzw. hyperbolische (¢ = —1) Affinminimalfiche
in isothermer Parametrisierung, a' eine beliebige, € -harmonische Funktion mit (ya')* +
e(02a")? # 0 und a® eine zu a' konjugiert e-harmonische Funktion, erhdlt man vermdge

771 . 01a1 81a2 . m
7o N 82a1 3202 2

eine neue Konormale 1) und damit eine Affinminimalfliche T, deren Blaschkesche Affin-
normale die gleiche Richtung hat wie die von z, aufer det(n,1n,,7,) = 0. Fir rg h = 2
sind das die einzigen solchen Flichen.

Beweis: 7,7, sind nach (4.9) definiert, also hat 7, A 7, die gleiche Richtung wie N bzw.
m A ny. Weil af = 0;a ist, gilt (4.19), und da a', a® konjugiert e-harmonisch zueinander
sind und beide e~harmonisch, sind (4.18), (4.20) erfiillt. Zusammen gelten (4.11)—(4.16).
Aus (01a')? + £(02a')? # 0 folgt auch (4.10). 7, 7, sind also linear unabhingig und
integrabel, die daraus entstehende Konormale 7} ist e-harmonisch. Daher kann man Satz
4.4 benutzen, wenn 7 regulir ist, d. h. wenn det(#, 7}, 7j,) # 0 gilt. #

Wir nennen eine'* gemifl Satz 4.5 mit der Funktion a' gebildete Konormale 7 verallge-
meinerte Assoziierte und bezeichnen 7 mit * 7. Die bisher betrachteten Deformationen
ergeben sich als Spezialfille: Wir erhalten

e 1+ C als ein “n, also durch Wahl von a!(u,v) = u bei Satz 4.5,
e 7 als ein ™',

e 77 als ein 7 und

e ?y als ein ® n mit a' (u, v) = cos pu — sinpv.

Wenn rgh < 2 gilt, kénnen wir noch allgemeinere Deformationen betrachten, denn es
gibt noch andere Losungen fiir (4.17) als a; — a3 = 0, af + cay = 0.

Wenn die Funktionen o] (4.10)—(4.16) erfiillen (und nicht unbedingt (4.18)), bezeichnen
wir eine durch (4.9) festgelegte Abbildung 7 mit Zizzn Ist det (7}, 7,,7,) # 0, wird mit
Satz 4.4 eine Affinminimalfliche erzeugt. Die verallgemeinerten Assoziierten, die wir weiter

oben definiert haben, sind Spezialfiille hierzu: Haben a', a? die Voraussetzungen von Satz
01a',01a>

. . al .
4.5, ist ein * 7 ein Boal a2l

Folgerung: a', a® und b', b* sollen die Voraussetzungen von Satz 4.5 erfiillen. Dann gilt
fiir verallgemeinerte Assoziierte der Konormalen 7 einer Affinminimalfliche:

4Wie bei den Assoziierten ist auch aln nur bis auf eine additive Konstante eindeutig festgelegt.
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o' (') und ' (*' ) unterscheiden sich nur durch einen konstanten Summanden.

Beweis: Wir zeigen dies, indem wir die Ableitungen in der Form von (4.9) betrachten.
Der Beweis besteht in der Untersuchung der 2 x 2-Matrizen. Wir bezeichnen 9;(a') mit

a’, O(b') mit by.
a ai b b\ (m
—£a? aj —eb? by 79

atbl —ea?b? atb? + a?b} o m
—ea?bl —eall? —ea?b? + albl o

bi b ai ai \ (m
—eb? bl —ca? al 7o

Das wollten wir zeigen. #

4.5 Darstellung der Flidchengroflen von verallgemei-
nerten Assoziierten durch Groéflen der urspriing-

lichen Flache

Wir stellen in diesem Abschnitt die Flichengréfen h, h, K, S, K einer Fliche #, die nach
Satz 4.5 gebildet wird, durch Groen der Fliche x dar.

Die Affinminimalfliche x sei gegeben, 7 sei die zugehorige Konormale und 7 eine verallge-
meinerte Assoziierte. Die af sollen den Voraussetzungen des Satzes 4.5 geniigen. 7} kann
man als Linearkombination von 7, 7; und 7, schreiben:

= B+ ol
Ein Koeffizientenvergleich der Ableitungen 7, 77, mit (4.9) ergibt
Gl(ﬁ) - Oélﬁli = 0, CL;c = (Sfﬁ + 8,(ak) + Oélfilk. (422)

Wegen o o
det(7), 7}y, 71,) = BDet(ai)det (1, 11,7m2) # 0
muf} 3 # 0 sein.

Wie bereits gesehen, ist h durch (4.7) festgelegt:

512 = 0,
siLu l~7/22 = @(ﬁa 771a 772)
= @(77:771,772)5D6t(ag)
= h22ﬁD€t(ag) = 5hllﬁD€t(ag)-
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Man erhilt demnach . .

Bemerkung Wie in Abschnitt 4.2 erwéhnt, kann sich das Vorzeichen von h;; beim
Ubergang zu hy; dndern. Das ist der Fall, wenn (3 Det(al) < 0 ist.

Nun ergibt sich wegen o
E” _ det(nzja M, 772)

ij — —
det(n, m1,72)

und 7;; = aj(af)ﬂk + afnkj fiir ﬁij analog

ﬁ” o _E(ﬁz‘j,ﬁu%) . _@(ﬁi]‘ama%)
? - I/~ ~ ~ - =/ ~
’ det (1), 1y, 7,) det (1, m, 12)
— _det(aj(af)nk + a?nkﬁnlan?) _ _a?det(nk]‘anlﬂh)
Bdet(n, n1,1m2) Bdet(n, Ny, n2)
1 ,—

Es gilt (ﬁl )= (a )(hk]) und, weil nach (4.10) g (a¥) = 2 ist, bleibt der Rang der 2-Form

h bei den Verallgemelnerten Assoziierten erhalten.

Mit A kénnen wir nun die neue Gauflsche Kriimmung berechnen:

Deth Det(a¥)Det h K

Det 77, (3232 Det(a¥)2Det h B4Det(af)

Wir erkennen also: Ist IC = 0, also = eine uneigentliche Affinsphére, so ist das auch fiir &
der Fall.

Ist I # 0, so bleibt das Vorzeichen von K im Fall ¢ = 1 erhalten, d. h. negativ, im Fall
e = —1 kann es sich &ndern, aber nur, wenn Det(a¥) < 0 ist.

K=

Fiir den Shape-Operator gilt nach Lemma 1.9 (also hy = hy,, S™) und (4.23):

o ~ 1= . ak — 1
=0 hy = W' ———hy = ksji
7 Det(a) Det(a)

Nun kommen wir zu KZ’“] Da wegen Codazzi fiir h, der Apolaritit und K = V-V

1 _ 1 _ 2 _ 2 _ 1 w1
Ky, =—eKy=—-Kj=-K; =Ty - T
— 2

K} =Ky =K, = —cK3, = IA1112 -y
gilt und das analog fiir K, reicht es, nur K1, K% zu berechnen: Mit (4.4) erhalten wir

~ 1

) : Bt iy
Klll — F " a1( ) € (77777117772)

28 del(i, i )
1, 1 1 L
"= 3010818 + 501(10g | BI) + 5 (log [ Det(a))

’1|1
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_@(ﬁ, (01(a) + ai Ty ")y — abhuun, abmy)
det (), m, n2) Det(af)
422) 'hip - 1
2 25’ +I, + 501 (log |Det(af)])
=1 = 2
_a3(91(a1) +afTyy ) — ay(9i(af) + afTyy)
Det(a¥)
alal hydet (7, 1, k)
det(ﬁa T, 772)D€t(af)
o'y Det(a¥) 2T, ' Det(a¥) 0y (Det(ak))
23Det(ak) 2Det(ak) 2Det( k)
+—281(a%)a% + 20, (a?)ab — 2aka2T,, + 2dbalT,,
2Det(ak)
a¥hy (—a2at + ala?)
BDet(af)
(a'hyy + a?hgy)(ata? — a2ad) + 2(athyy + a?hy ) (—a2at + aia?)
28Det(ak)
2L (aja; — aiay) + 0 (a)a; + aidi(ay) — Gu(ai)ay — aidi(ay)
2Det(ak)
N —20,(ay)a3 + 20, (a?)a} — 2a%a§f111 - 2a%a%F211 + 2a%aéfu2 + 2a%a5f212
2Det(ak)
—hpalta2al +hyaiala?® —hyala?at +hyata2a® —2hisaialal +2hialala
28Det(ak)
| —Oi(ar)a; + a;0(a3) + i (at)ay — aidh(ay)
2Det(ak)
2
+2K111a1a2 2K2aia? — 2a1a2F21 + 2alail},
2Det(al)
@18) —(hialal + 2hisata? + hyya?a?)al
- Q_BDet(af) - -
N (hi1ajay + hisaias + horaiay + haga?a3)a?
28Det(ak)
=1 =2
+2K111a}a} +2K),a2a? — 2(Ty, +¢ely; )aja?
2Det(ak)
K}, ala]l hijaiaba® — hiaialal

Det(ak) 28Det(ak)

2

Analog ist
2 koL 2 ko lp 1
-y alalK —ajaihya® — cajashyo

K = Det(a¥) 28Det(ak)
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4.6 Beispiele: Konkrete Flichen und ihre Assoziier-
ten

Hier geben wir von einigen Affinminimalflichen die Assoziierten an, in 4.6.1 sogar verall-
gemeinerte Assoziierte.

Wir stellen wie in Abschnitt 2.4 x und die Vektorfelder als Spaltenvektoren dar, die
Formen wie 7, 17 hingegen als Zeilenvektoren.

4.6.1 Paraboloid

Ein einfaches Beispiel fiir eine Affinminimalfléiche ist ein elliptisches bzw. hyperbolisches
Paraboloid, die wir jetzt gleichzeitig untersuchen werden. Das Paraboloid haben wir in
2.4.6 schon besprochen. Aus z in der in 2.4.6 gewéhlten isothermen Parametrisierung und
der Blaschkeschen Affinnormale N

U 0
T = v , N=1 0
L(u? + c0?) 1

kann man mit der Hilfe von Lemma 1.16 1 berechnen. Es gilt:

—u T _1 T 0 T
n=1 —¢ev , ML= 0 ym=| —¢
1 0 0

ﬁ(nﬂhﬂh) =

n ist e-harmonisch fiir e =1 und ¢ = —1.
Ob die durch 7 induzierte Fliche x elliptisch oder hyperbolisch ist, hingt nicht von dem ¢
in der zweiten Zeile bei n ab, sondern nur von der Wahl von ¢ in (4.8), d. h. fiir z; = nAens,.

Nun berechnen wir die verallgemeinerten Assoziierten: Seien a', a? beliebige Funktionen,
die die Voraussetzungen aus Satz 4.5 erfiillen. Wir bezeichnen 9;(a*) mit af. Dann be-
kommen wir fiir die hierdurch festgelegten verallgemeinerten Assoziierten 7 := %'n:

1\ T 1\ 7T 1\ T
—a12 —a22 ¢ 2
m=1 &0 M = | —Eay =1 —¢a +¢
0 0 1

det (i}, i1y, 71,) = (1 + (3) Det(af)

Die 3. Komponente von 7 haben wir 1+ (3 gesetzt. Wir hitten auch eine andere Konstante
nehmen konnen, aber so ist 77 auch bei ¢ = 0 regulidr. Fiir die Regularitit mufl die 3.
Komponente # 0 sein, es muf§ also (3 # —1 gelten.

Damit lassen sich #, N berechnen:

2 2
a3 (303
S s s 1 1
Ty =1nNenN, = —Eay + —£(3a;
a'aj — a’ay —(ia3 + Gaa;
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2 2
—&ay —e(zaf

Ty = —NNiy = at + (3a
—zata} + ed’al eCia? — (al
a1 + (zat
T = a’ —|— (ga + 2o
% ((a')? +e(a?)?) — Ga' — (a?

. 0
N = 0

G 1

7(u,v) ist die Abbildung z(a'(u,v),a*(u,v)), die man der Transformation

1+G 0 0
Y 0 1+¢G 0 |y
—G1 —C 1

unterworfen hat, 7j(u, v) und n(a'(u,v), a*(u, v)) unterscheiden sich nur durch einen kon-
stanten Summanden.

Bemerkung: Man konnte hier den Eindruck gewinnen, daf} eine verallgemeinerte Asso-
ziierte einer Konormalen n immer die Form

i(u,v) = n(a' (u, ), a*(u, v)) +¢

mit einem konstanten Vektor ¢ hat. Auf den ersten Blick sieht es aus, als seien die Ablei-
tungen 7, so einer Komposition 77 wie in (4.9) gebildet, es gilt ndmlich nach der Kettenregel

ii; (u, v) = 0;a’ nj(al(u, v), a*(u,v)).

In (4.9) steht aber - in ausfiihrlicher Schreibweise - im Gegensatz zu diesem Ausdruck
n;(u,v) auf der rechten Seite und das ist i. a. nicht mit n;(a'(u,v), a*(u,v)) identisch.
Gerade bei einem Paraboloiden ist dies jedoch so, da die n; konstant sind.

Fiir die Konormale n = (—u, —¢v, 1) eines Paraboloiden erhilt man die folgenden Grofien
aus der Ableitungsgleichung (1.15):

Vi k,j: by =Ty =0

Das Gleichungssystem (4.17) ist damit immer erfiillt, es muf nicht (4.18) gelten, und die
Gleichungen (4.11), (4.12), (4.14), (4.15) sind mit (4.19) und (4.20) dquivalent.

Das bedeutet: Die a¥ miissen nur die Bedingungen (4.19), (4.20) und (4.10) erfiillen. Man
bekommt derartige a¥ durch Wahl von zwei e-harmonischen Funktionen a,b und dya =
aj,, Oxb = ai. Damit gelten (4.19), (4.20). Daneben muf 8 (a)d2(b) — £dy(a)d; (b) # 0 sein.
a,b geniigen also beinahe allen Bedingungen aus Satz 4.5, nur konjugiert e-harmonisch
zueinander miissen sie nicht sein. Man erhélt:

—oy(a) \ " —y(a) \ T —a \ "
= —€od) | =1 —d0) | 7= —eb | +¢
0 0 1
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02(b) (304(b)

i‘l = 77 VAN 5772 = —682(a) + —6C382(a)
Clag(b) — bag (a) —Clag(b) + 5<282(Cl)
—681 (b) —€C381 (b)
Ty=—NNAN = 01 (a) + (301(a)
—€Cl81 (b) + 6[)81 (Cl) 5(181 (b) — Cgal (Cl)

Durch Integration bekommt man noch allgemeinere Flichen als die weiter oben errechne-
ten.

4.6.2 Die Ennepersche Minimalflache

Wir werden nun die Ennepersche Minimalfliche als Beispiel einer hyperbolischen Fléiche
in folgender Parametrisierung betrachten:

su — 20 —w + vt —u+v 1 w4+ v
xr = %u?’—i-%v?’—m)?—u?v—u—v ’N:ﬁ u—v
w2 — 2 +uc+v 1
u? —v? + 2uv — 1 u? —v? —2uv+1
ri=| u?—v®-2uww—-1 |, 2= —u?>+0v>-2uv—-1
2u —2v

Fiir die Konormale erhilt man:

w4 v T 1 \7* 1 \"
n= u—v ;= 1 y =1 -1
1—u?2—v? —2u —2v

det(n,m,n) = =2(1 + v + v*)

Wir bestimmen die nach 4.4.4 definierten Assoziierten: Seien ¢, s zwei reelle Zahlen mit
c?— 52 #0, 7 B. c= £ cosh g, s = sinh ¢ fiir eine reelle Zahl ¢. Dann ist eine Assoziierte
festgelegt, durch:

c+ s T s+c T
771: c—S ) ﬁ2: s—¢C )
—2cu — 2sv —2su — 2¢cv
(c+s)(u+v)
M= (c—s)(u—w) +¢

—cu? — 2suv — cv?

det (i), 7y, 772) = —2(c? — 8%) (cu? + cv® + 2suv + (i (u+v) + G(u —v) + ()

Ist det(7),7,,7,) # 0, kann man & und N berechnen:

(c — 5)(25u? + 2cuv + cu? — cv?) 2Co(su + cv) — G3(c — )
T = (c+8)(—2su? —2cuv — cv? + cu?) | + | —2Ci(su+cv) —Gle+s) |,
2u(c? — s?) Ci(ec—s) + Clc+s)
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(¢ — 8)(—2sv% — 2cuv + cu? — cv?) 20 (cu + sv) + (3(c — )

Ty = | (c+8)(=2sv? = 2cuv + cv? — cu?) | + | —2G(cu+sv) —Glc+s) |,
—21}(02 — 5%) —Ci(c—s) + Glc+s)
(c— s)(gsu —l— scu® + cutv — cuv? — 2sv® — écv?’)
i=| (c+s)(—3su® + 3cu3 cuv — cuv? — 250 + 1ev®)

(¢ = s")u® = (¢* = s°)?
Cosu? + 2(cuv — (3(c — 8)(u — v) + (o502
+ —Gisu® — 2Gcuv — Gs(c + 5)(u + v) — (507 + o,
CGle=s)u+ Qe+ s)u— (i(c — s)v+ Qe+ s)v
1 U+ v

N = u—wv
cu? + cv? 4 2suv + G (u +v) + G(u —v) + G 1

4.6.3 Eine elliptische Affinminimalfliche

Hier wollen wir noch eine nicht so triviale elliptische Affinminimalfliche angeben. Die
folgende Fliche stimmt mit der Enneperschen Minimalfliche nicht nur auf der Parame-
terlinie z(u, 0) {iberein, auch die Normalen und Konormalen der beiden Flichen sind lings
(u,0) identisch. Wie man zu solchen Flichen kommt, zeigen wir in Abschnitt 5.6.

su? 4+ v+ uv® + 30 —u+o ] u+v
T = §u3—u2v+u02—%v3—u—v ,N:ﬁ u—v
u? + v? Tut - 1
—1+ (u+v)? 1+ (u+v)?
= -14+@w-—0v)? |, 2a=| —1—(u—20)?
2u 2v
Die Konormale ist gegeben durch:
uU—v T 1 T 1\ 7
n= U+ ;= L yme=| 1
1 —u?+v? —2u 20

det(n,m,n2) = 2(1 + u* — v*)

x ist daher nicht {iberall regulir, wir betrachten nur Punkte (u,v) € IR® mit v? < 1 + u2.
Sei ¢ := cos ¢, s :=sinp, 0 < ¢ < 7. Die Assoziierten 7 erhalten wir als:

T T
cC— S —c— 5

ﬁlz c+s 7772: c— S )
—2cu + 2sv 2su + 2cv

(c—s)u— (c+ s)v
n=1\| (c+s)u+(c—s)v +¢
—cu? + 2suv + cv?
( T Ty) = 2(c? + %) (cu® — cv? — 2suv + G (u +v) + G(u—v) + ()
Wenn det (7, 7j,, 7,) # 0 ist, ergibt sich fiir # und N:
(252 +c +es)u® + (¢® — ¢s)v? + (262 + 2cs)uw
25 + 2 —es)u? + (¢ + es)v? + (—2¢* + 2¢s)uv
2(c® + s%)u
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( 2Cosu + 2(acv — (3(c — 8) )
+ 1 —2Gsu—2Gev = Gle+s) |,
Gle—s)+ Glc+s)
(2 + cs)u? + (252 + 2 — es)v? + (2¢% — 2¢s)uv
Ty = ( (—c® + cs)u? + (—25% — ¢® — ¢s)v? + (2¢% + 2cs)uw )
2(c* + s%)v
( 2Cscu — 2(o5v + G3(c + ) )
+ | —2Geu+2¢Gsv—Gle—s) |,
—Ci(c+s)+ Glec—s)
( (287 + & + cs)ud + (& + es)uv + (2 — es)uv? + 3(25° + ¢ — cs)v? >
T=| 328+ —cs)u® + (= + cs)u®v + (¢ + es)uv® + 5(—2s* — ¢ — cs)v?
(2 + s?)(u® + v?)
( Cosu® + 2Cocuv — Cosv? — G3(c — s)u + G(c+ s)v )
+ | —Csu® —2Ccuv + Gsv? — Gle+ s)u— C(e—s)v | + x,
(Gl = s) + Qe+ s))u+ (=Gilc+ s) + Galc — s))v

B 1 u—+v
N = u—v
cu? — cv? — 2suv + (1 (u +v) + CG(u —v) + (3 1
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