Kapitel 5

Das Problem von Bjorling fiir
zweldimensionale,
relativnormalisierte Flichen

In diesem Kapitel gehen wir von Blaschke-Immersionen wieder zu Flidchen mit allgemeinen
Relativnormalen iiber, beschrinken uns aber auch auf die Dimension n = 2.

Wir befassen uns hier mit einer Aufgabe', die E. G. Bjorling (Upsala, 1844) behandelte
und die darin besteht, zu einem gegebenen Kurvenstreifen, also einer Kurve zy mit einem
Einheitsvektorfeld Ny orthogonal zu zj, alle euklidischen Minimalflichen x zu finden, die
xo enthalten und fiir die Ny mit der euklidischen Normalen von z ldngs x, iibereinstimmt.
Leichtweifl hat in [Leil] gezeigt, dafl zumindest lokal immer genau eine solche Fliche
existiert, die zudem isotherm parametrisiert ist bzgl. h mit x, als Parameterlinie. Das
gilt - bis auf Ausnahmen - genauso, wenn man keine Minimalfliche, also eine Fléache mit
H, = 0, anstrebt, sondern eine Fliche, fiir die die Mittlere und die Gaufische Kriimmung
eine Gleichung ®(H,, K.) = f erfiillen, vgl. [Leil].

Wir werden das in diesem Kapitel auf unsere im 2. Kapitel definierten Relativnormalen
iibertragen. Als Ergebnis erhalten wir, dafl man bei Vorgabe einer Kurve xy, der Vektor-
felder Ny und ny? lings zo, der Abbildungen ®, f und der Art der Relativnormalisierung
eine Fliche?® finden kann, die beziiglich der quadratischen Grundform isotherm parame-
trisiert ist mit xq als Parameterlinie, deren Normale, und zwar die der vorgegebenen Art,
langs xy gleich Ny, deren Konormale ldngs xy gleich 7y ist und fiir deren Mittlere und
Gauflsche Kriimmung ®(H, K) = f gilt.

Das ist im wesentlichen das gleiche Ergebnis wie in [Leil], nur daf} statt N, eine andere
der erwdhnten Relativnormalen benutzt wird.

Dabei gehen wir, nach einem vorbereitenden Abschnitt iiber den Satz von Cauchy—
Kowalewski und eine spezielle isotherme Parametrisierung, analog zu [Leil] vor: Wir

1Vgl. [Nit], S. 136, [B11], S. 245-248. Dort wird auch darauf hingewiesen, daf dieses Problem eindeutig
zu l6sen ist, dafl es somit genau eine Minimalfliche mit diesen Bedingungen gibt.

2Der Name Vektorfeld soll nicht stéren. Wir haben 1 immer als 1-Form bezeichnet. Im Prinzip ist
aber so eine Abbildung von M in das Vektorraumbiindel Uye T, M, oder hier U C IR? — IR3, auch ein
Vektorfeld.

3Man findet, auBer beim euklidischen Fall, je genau zwei Flichen, eine elliptische und eine
hyperbolische.
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stellen in Abschnitt 5.2 die Integrabilitdtsbedingungen (1.1) fiir die Flichengrofien h,
V, S mit lokalen Funktionen dar. Daraus folgen Differentialgleichungen fiir diese lokalen
Funktionen (Abschnitt 5.4.1), die in den Abschnitten 5.5, 5.7-5.9 an die Normalisierun-
gen angepafit werden durch je eine weitere (Differential-) Gleichung, die von der Art der
Normale abhingt. xy, Ny, no liefern in Abschnitt 5.3 die fehlenden Anfangswerte. Diese
so vervollstindigten Differentialgleichungen sind eindeutig losbar und liefern die lokalen
Funktionen der Flichengroflen A, V und S. Wie man aus diesen Flichengréfien, die man
derart gewonnen hat, die Fliche erhélt, wird in Abschnitt 5.4.2 gezeigt. In Abschnitt
5.6 stellen wir eine Methode vor, wie man konkret aus den Anfangsdaten xg, Ny, 70 eine
Affinminimalfliche gewinnt. Schliefilich untersuchen wir noch, wie sich eine andere Para-
metrisierung der Anfangswerte auswirkt (Abschnitt 5.10), wann man 7, weglassen kann,
weil es durch zp und Ny festgelegt ist (Abschnitt 5.11), und wie man vorgeht, damit eine
gegebene Kurve z eine bestimmte Flichenkurve wird (Abschnitt 5.12).

5.1 Uber die Losung von partiellen Differentialglei-
chungen und eine spezielle Parametrisierung

Dieser Abschnitt stellt, als Vorbereitung fiir das restliche Kapitel, zwei grundlegende
Satze zur Verfiigung, auf die hiufig Bezug genommen wird: Zum einen den Satz von
Cauchy-Kowalewski, zum anderen einen Satz aus [Leil] iiber eine bestimmte isotherme
Parametrisierung.

5.1.1 Der Satz von Cauchy—Kowalewski

Wir werden héufig mit der Losbarkeit von partiellen Differentialgleichungen zu tun haben:
In einem Grofiteil dieses Kapitels geht es darum, Systeme von Differentialgleichungen
aufzustellen und auf ihre eindeutige Losbarkeit hin zu untersuchen. Dafiir benotigen wir
den Satz von Cauchy—Kowalewski, siehe [Pet], S. 14-16:

Satz 5.1 Sei fiir m unbekannte Funktionen ¢y, ..., ¢, mit den n Variablen ut, ... u™ !,
v das folgende System partieller Differentialgleichungen gegeben:
0" (1) 0" (¢;)

_ (.1 n—1
anSz - E(u 7"'7u 7U7¢17"'7¢m7"'7avkoa(ul)kl “‘a(un_l)kn717"')
miti,j:1,...,m;k0—|—k1—|—...+kn,1:k§Si;k0 < 84,

und den Anfangswerten fiir v = vy

ok (¢
PO _ y®at,.un ), firk =0,1,...., 5~ 1

ovk
ko (g™) 0
a(ul)kl L a(un—l)kn,1 o © Pikosk e okn—1°

Wir nennen

Sind die F; analytisch in einer Umgebung von (ub, ..., uf™" v, . . ., ko ky s yo - - -) und
die ¢§’“) in einer Umgebung von (ug,...,uy '), dann hat dieses System von Differential-
gleichungen eine eindeutige analytische Losung in einer Umgebung von (ul, ..., uf ', vg).
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Um es noch einmal zusammenzufassen: Man hat fiir m Funktionen ¢; m Gleichungen
dieser Funktionen und ihrer Ableitungen (bis zu je einer bestimmten Ordnung s;), die
man nach den jeweils hochsten Ableitungen nach v auflésen kann: Auf der linken Seite
stehen nur die Ableitungen der ¢; nach v der héchsten Ordnung s;, auf der rechten Seite
Abbildungen F;, die von den u/, v, den ¢; und ihren anderen Ableitungen bis zur Ordnung
s; abhéingen. Die Anfangswerte der ¢; und aller Ableitungen nach v bis zur Ordnung s; —1
miissen bekannt sein (die Anfangswerte der restlichen partiellen Ableitungen erhélt man

durch Ableitung der ¢(k)). Sind die F; und die Anfangswerte ¢Ek) analytisch, dann auch

(3
die eindeutigen Ldsungen ¢;.

Wir benutzen den Satz fiir den Fall s; € {1,2}, n = 2. Ohne Einschrinkung sei (ug, vy) =
(0,0). In dem Fall vereinfacht sich der Satz zum

Korollar: Sei fiir m = mg+m,, unbekannte Funktionen ¢1, ..., ¢m,, ¢¥1,. .., ¥n, mit den
Variablen u, v das folgende System partieller Differentialgleichungen gegeben:

Dow (9i) = Fi(u, v, ¢, 0u(@5), 00 (B5), Ouu (D), Oun(@5), Y1, Ou(tr))

0y () = Fi(u,0, 65, 0u(0), 05(05), Oun(5), Ouo(65), U1, Ou (1))
mit 4,7 =1,...,mg; k, Il =1,...,my,

und den Anfangswerten fiir v =0

Gi,0) = 617 (w), Du(6) (u,0) = (8" (u), Du(:)(1,0) = 6" (u),
di(u, 0) = o (u)

Sind die F; und die F}, analytisch in einer Umgebung des Punktes
(0,0.45(0). (85" (0). 45 (0). (6" (0). (5" (0). 41 (0). (11”)'(0))

und die Anfangswerte in einer Umgebung von 0, dann hat dieses System von Differenti-
algleichungen eine eindeutige analytische Losung in einer Umgebung von (0, 0).

5.1.2 Auf eine Kurve bezogene isotherme Parametrisierung

Eine Fliche kann man i. a. nicht eindeutig isotherm parametrisieren bzgl. der quadrati-
schen Grundform einer Normale. Wir geben hier einen Hilfssatz an, der zeigt, daf§ es -
mit Ausnahmen - eindeutig eine analytische isotherme Parametrisierung gibt, wenn eine
vorgegebene Kurve xy(s) Parameterlinie z(s,0) werden soll.

Im folgenden werden wir, wenn nichts anderes erwéhnt wird, nur zuldssige Parameter-
transformationen (u!,u?) — (u'(u',u?),u?(u', u?)) betrachten, d. h. solche mit posi-
tiver Determinante Det (%) Denn eine Parametertransformation mit negativer Deter-
minante kehrt das Vorzeichen von N, um.

Eine Kurve 2 : I C IR — IR™"! soll reguliir genannt werden, wenn zj(s) # 0 fiir alle s € T
gilt. Eine Flichenkurve zy(s) := z(u!(s), u*(s)) einer Immersion x besitzt die Ableitungen

70(s) = wi(u'(s), u’(s)) - (u')'(s), | |
wg(s) = mi(u'(s), u’(s)) - ()" (s) + w5 (u' (), u*(5)) - (u)' () (u')'(s).

Ist eine Flichenkurve regulir, dann gilt (u')'(s)? + (u?)'(s)* # 0.

135



Lemma 5.2 Sei x eine in (0,0) analytische', requlire Immersion und h die in (0,0)
analytische® quadratische Grundform bzgl. der Relativnormalen N mit € = sign Det h.
Weiter sei mit zo(s) := z(u'(s),u*(s)) eine regulire Flichenkurve durch x:(0,0) gegeben,
zusitzlich sei u(0) = u?(0) = 0, u'(s) und u?(s) in 0 analytisch und es gelte

hij (0, 0) (u')'(0)(u”)'(0) = n(x)(0,0) - (w')'(0)(w’)'(0) = l(0.0) (5 (0)) # 0°.

Dann gibt es in einer Umgebung von (0,0) genau eine zulissige Parametertransformation
(ul, u?) — (@', a?) mit (0,0) — (0,0), die folgenden Bedingungen geniigt:
o z(u',u?) ist in (0,0) analytisch,
o die umparametrisierte Grundform h(i*(u',u?),@%(u',u?)) hat die Gestalt hyy =
€h11 7£ 0, h12 =0 und

e 1, ist die Parameterlinie xo(s) = Z(s,0).

Beweis: Der Beweis wird in [Leil] fiir beliebige reguléire 2-Formen gefiihrt, wir brauchen
nur den Fall der quadratischen Grundform h bzgl. N.

a) Der Existenzbeweis erfolgt in zwei Schritten: Die gesuchte Parametertransformation
wird aus zwei Parametertransformationen (u!, v?) — (u!,w?), (u',u?) — (u}, u?) zusam-
mengesetzt.

Im ersten Schritt ist festzustellen, dal es immer eine zuléssige Parametertransformation
(u',u?) — (u",u?) gibt, die im Punkt (u'(0),u?(0)) = (0,0) analytisch ist und fiir die

u' (u'(s),u*(s)) = s, u*(u'(s),u?(s)) =0

gilt, fiir die deshalb die umparametrisierte Fliche 7 die Kurve als Parameterlinie hat, d. h.
7(s,0) := z(u'(s),u*(s)) = wo(s). Hier weichen wir ein wenig vom Beweis in [Leil] ab,
die Aussage iiber die Bogenlénge wurde beseite gelassen, die Flichenkurve Z(s, 0) ist mit
xo(s) identisch in der vorgegebenen Parametrisierung von g, bei der s nicht notwendig
ein Bogenldngenparameter sein muf}. Dies hat aber keine Auswirkungen auf den Beweis.
Der zweite Schritt besteht darin, eine Parametrisierung (u',u?) ~ (@', %?) zu finden,
fiir die weiterhin Z(s,0) = T(s,0) = w(s) gilt und deren quadratische Grundform h die
Gestalt hyy = ehn, hi2 = 0 hat. Dieser Schritt wird in [Leil] gezeigt.

b) Fiir den E1ndeut1gke1tsbewe1s gehe man auch wie in [Leil] vor, nehme aber statt N,
immer 7, = (N, .). Es gilt n, = DergP1 N T2 = 5, t~x1 A Ts. #

So eine Parametrisierung, die durch z, eindeutig ist, nennen wir eine auf die Kurve z
bezogene oder normierte isotherme Parametrisierung.

In den Abschnitten 5.5, 5.7-5.9 ergibt sich als Lésung von Differentialgleichungen eine
isotherm parametrisierte Fliche, die xy als Parameterlinie hat. Der Hilfssatz besagt, daf,
wenn es eine analytische Losung des Bjorlingschen Problems gibt, diese auch so zu para-
metrisieren ist.

Vereinbarung: Wegen Lemma 5.2 werden wir, wenn nichts anderes festgelegt wird, z,
Ny, no und alle weiteren Abbildungen als analytisch voraussetzen.

4 Analytisch im Punkt p € IR bzw. € IR>” bedeute jeweils ,,analytisch in einer Umgebung von p”.
5Bei unseren zu untersuchenden Relativnormalen ist h = qiehe analytisch, wenn x analytisch ist.
6Bei elliptischen, reguliren Flichen gilt das immer.
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5.2 Integrabilititsbedingungen fiir Flidchengrofien bei
isothermer Parametrisierung

In den Abschnitten 5.2-5.9 werden wir schrittweise zeigen, dafl das Bjorlingsche Problem
fiir die verschiedenen schon erwéhnten Normalisierungen losbar ist. Wir gehen dabei ana-
log zu [Leil] vor: In Abschnitt 5.2 schreiben wir die Bedingungen in (1.1) um und erhalten
daraus ein System von Differentialgleichungen fiir die lokalen Koordinatenfunktionen der
Fléchengrofen h, V, S der zu findenden Fliche (in 5.4.1), in Abschnitt 5.3 geben wir die
Anfangswerte dafiir an. Dieses System ist aber nicht vollstindig. Wir ergéinzen es jeweils
in 5.5, 5.7, 5.8 oder 5.9. und erhalten fiir jede Art der Normalisierung ein spezifisches
System, das als eindeutige Losungen die Flichengroflen h, V, S bzgl. dieser Normalen
hat. Diese Flichengrofien wiederum legen die Fléche fest (Abschnitt 5.4.2).

Wir werden nun (1.1) néher betrachten. In Abschnitt 1.2 bzw. 1.6 wurde schon erwihnt,
daf} die Fliachengrofien A, V,S, 7 nur dann eine Fliche festlegen, wenn sie bestimmte In-
tegrabilitdtsbedingungen erfiillen.

In diesem Abschnitt gehen wir von einer relativnormalisierten Fliche = in isothermer
Parametrisierung aus, stellen die Gleichungen aus (1.1) mit den lokalen Koordinatenfunk-
tionen von h, V, S dar und untersuchen, was dies fiir die lokalen Funktionen bedeutet.

Das Ergebnis dieses Abschnitts wird sein: Einige der lokalen Funktionen von A, V, S
erfiillen gewisse Differentialgleichungen, wie sie in 5.4.1 angegeben sind, die anderen loka-
len Funktionen kénnen iiber (5.11) aus den ersten bestimmt werden.

Sei x eine regulire, elliptische (¢ = 1) bzw. hyperbolische (¢ = —1) Fliche. Wir behandeln
diese Fille zusammen. Je nach Vorzeichen von ¢ ergeben sich andere Differentialgleichun-
gen in 5.4.

x sei beziiglich h isotherm parametrisiert, es gelte also

(hig) = <§ 6%)

mit F # 0, wir werden ab hier sogar von £ > 0 ausgehen, was durch Umparametrisierung
oder Verwendung von —N erreicht werden kann. Das bedeutet E = \/|Det h| = wy,.
N sei eine Relativnormale mit Stiitzfunktion ¢ beziiglich der Blaschkeschen Affinnormale
Ny, d. h.

N = qNb + l‘*(Z)

Wir werden nun die Gleichungen von (1.1) fiir die Koordinatenfunktionen der erwihnten
Grofen dieser Fliche untersuchen. Dabei betrachten wir nur die nichttrivialen Félle dieser
Vertauschungsregeln. So gilt z. B. fiir die lokale Form” der Gauf—Gleichung

V1 <i,j,k,l <n: R = hiS) — hyS).

Weil R(X,Y)Z = —R(Y, X)Z gilt, sind manche der vorkommenden Fille trivialerwei-
se erfiillt, andere sind Wiederholungen. Wir behandeln die echt verschiedenen Fille der
Gleichungen aus (1.1). Weil n = 2 ist, ergibt das fiir die GauBB—Gleichung die Fille, in

"Siehe Bemerkung zu (1.1).
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denen 1 = 1, j = 2 gesetzt wird und die anderen Indizes beliebig. Man erhilt damit
aus der Gaufl—-Gleichung vier Gleichungen, analog aus der Codazzi—Gleichung fiir h zwei
Gleichungen, aus der Ricci-Gleichung eine und aus der Codazzi-Gleichung fiir S zwei.
Die Gleichungen reduzieren die Anzahl der lokalen Funktionen, indem sie es ermdglichen,
bestimmte Funktionen durch andere auszudriicken, oder liefern fiir diese Funktionen ana-
log zu [Leil] Differentialgleichungen.

Betrachten wir die Koordinatenfunktionen einzeln: x ist isotherm parametrisiert, daher
ist h durch E festgelegt, es gilt

hi1 = E = chy, hiz = hy = 0.

Wegen V = K + V sind die Fijk durch die Kfj und die fijk bestimmt, diese wiederum
berechnet man durch (4.4) aus E. Die acht Funktionen K5 hingen in einer bestimmten
Weise zusammen: Da K symmetrisch ist, bedeutet das

k _ gk

Dies werden wir nicht mehr ausdriicklich erwdhnen. Wegen der Codazzi—Gleichung fiir h
gilt (1.7), also
huK, = FKy +0 = hyK!, =0+ cEK},
huKsy = EKyy + 0 = hy KL, =0+ cEKZ,.
Daher ist
Ky =K}, Ky = K. (5.1)
Fiir das Tschebyschewvektorfeld T ergibt sich aus (2.4)
g 1
WK = E(Kf1 +eKE) =2T*.
Das bedeutet
KF +eKE, =2ET". (5.2)

Insgesamt lassen sich durch (5.1) und (5.2) die acht KJ;-Terme durch K},, K7, T", T?
und FE darstellen, und zwar ist

K2 = K% = —K), + 2ET", K}, = —eK}, + 2:ET",

K, = Ky, =¢cK},, Ky = —cK}, +2eET. 5:3)
Auflerdem gilt wegen (2.10)
nT =27 = + 2gmdh(log lq|) = 2grady(log |q]),
in lokalen Koordinaten ergibt sich
T = Lo, (1og lal), T = =0, (1og |a)). (5.4)
E E

Aus der Darstellung
ET" = di(loglal), eET? = dy(log q|)
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folgt die Vertauschungsregel
Oo(ETY) = 0,(e ET?). (5.5)

Die Ricci-Gleichung hUS§ = hQZSi ergibt
Sy =S},

Auf diese Art hat man durch Codazzi fiir h und Ricci einige der lokalen Funktionen von h,
V, S durch bestimmte andere ausgedriickt. Sind diese bekannt, erhélt man die restlichen
wie beschrieben, vgl. (5.11).

Die anderen Gleichungen aus (1.1) fiihren zu Differentialgleichungen dieser Funktionen.

Zuerst wenden wir uns der Gaufl-Gleichung zu: Wir stellen die lokalen Funktionen Rﬁjk
zunéichst durch die schon angefiihrten lokalen Funktionen F, K},, K%, S{, S%, S2, T', T*?
dar, danach geben wir die vier lokalen Gleichungen an, die der Gauf3-Gleichung entspre-
chen. A
Wenn wir V = K + V verwenden, folgt fiir die Réjk:
Réjk = az‘(ijl) + Firrlzrjkm - aj(rikl) - Fjrszikm

= ai(ijl) + Finirjkm —0;(Ly)) — anlzrikm

+ai(Kgl'k) + firrlLijk — 0;(K}) — ferKirlrcl
+K,, Ky — KL K]}

Wegen Rﬁjk = —R§ik und Rﬁdk = 0 miissen wir nur die vier Ausdriicke R!,,, k,l = 1,2,
berechnen. Mit (4.4), (5.3) erhalten wir:

A

R%Zl = 81 (f211) + IAWHIIA‘ZII + IA1121f1212 - 82(f‘lll) - IA1211f1111 - F221f1112
+K111f1211 + ‘[(1121A1212 - K211f111 - 1{212f1112
+al (KZII) + f‘111[(211 + f‘121[(221 - a2([(111) - f‘211[(111 - f‘221[(121
R Koy + KKy — Ko Ky — Ko Ky

= 81(%) R 322(? 312(5)
_ 32(812 (];E)) BT —5227(13) —eng(E)
R T S
+01(eK7)) + 812(EE)5K121 + 822(5) (—Ki, +2ET")

0y(E) Kl —c0, (F)

_82(K111) T op T TK121
+K111K112 + 6K1215K212 - K111K112 - K121K212
0o (E 0, (F
= 0i(K}) — Oa(KYy) — QEE LK+ ISE VK2, 4 200(B)T!



+K111f‘221 + K112f‘222 - [(211f‘121 - K212f‘122
+81 (K212) + F1111{212 + F121‘[(222 - aZ(KIIZ) - F2111{112 - F221‘[(122
R B, + KKy — Ko Ky — Koy K

. —Sal(E) 81(E) —681(E) 82(E) 82(E)
= Al oF )+ 5E 2B 2E 2F
_9 (32(E)) . 02(E) %a(E) _ —£01(E) 01(E)
2\ 9oF 9F 2E 9F 2F
—cO(F O(E O(E
i 0 B
1 1 al(E) 1 1
—(—eKy, +2¢ET") 55 T+ O1(—eKy, +2:ET")
OE 0y (E
12(E ) (—eK), +2:ETY) + 22(E ) (—eK? 4 2:ET?)
O (F —cO(F
—0y(sK?%) — 22(E )stl — %(—K}l +2ET")

+Ki,(—eK], +2¢ET") + e K% (—eK? + 2e ET?)
—eK}eKY — (—eK}, + 2eETH(— K|, + 2ET")

—_ O(E), 1. %(E
= 7681( IZ(? )) — 582( 21(? )) — 581(K111) — 582(K121) + 2€E61(T1)
—581](5 ) Kl - 632](; ) K? + 3¢0,(E)T" + c0,(E)T?

—26(KL)? = 2(K%)? + 6sEKLT" + 2EKT? — 4e E*(T")?

R%Zl = 81 (f212) + IA1112IA1211 + IA1122f1212 - aQ(fIIQ) - IA1212f1111 - IA1222f1112
+K121f‘211 + I(122f‘212 - K221f111 - K222f‘112
+al (K221) + f‘112[(211 + f‘122[(221 - 62 (KIQI) - f‘212[(111 - f‘222[(121
+K7 Ky + K K5 — K3 Ky — K3, K]

OW(E), | —=0u(E) D:(E) | Oi(E) 0y(E)

= %S )T 2 aE 2E 2E
_5 (—Saz(E)) _ 01 (E) 0i(E) _ 02(E) —201(E)
Y 2F 2E 2FE 2E  2F
0o (E O (E 0y (E
g Ry~ M
—(—eK} + 25ET2)%E(E) + 01 (=K}, +2ET")
—c0y(E 0, (E
+722E( )(erl) + —12(E ) (—Ky, +2ET")
01 (E Os(E
oty - W g 2B g,

+e K2 K2 + (=K, + 2ETY (=K}, + 2ET")
—(—K{, + 2ET")K}, — (—eK}, + 2¢ET*)K},

= SO(T) + 0T ) — () — (K + 2B0,(T)
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o(E Oy (E
1](5 ) 2](5 )Kfl + 30, (E)T" + 0y(E)T?

+2(K1))?* +2e(K?)? — 6EK T — 2eEK} T? + 4E*(T")?

1
Kll -

R%ZQ = 81 (f‘222) + f‘1121C‘221 + f‘122f‘222 - 02 (f122) - f‘212f‘121 - f‘222f‘122
+K121f221 + K122f222 - I(ZQIIAWIQ1 - K222f122
+81 (K222) + IA11121{212 + IA11221{222 - aQ(KIZZ) - f212K112 - f‘222K122
+K7 K3y + K1, K3, — K5 Ky, — K5,KT
o 2B))  —0u(B) 0 (B)

21,2
2E) 2F 2F Tl te

O(E), O(E)B(E) =+ on o
%S ) -5 ap T2lw

s —€01(F) 2 Ba(E)
+K11 2F +K12 2F

0y(E) 0\(E)
2 92 (72 2\ Y1
K= — (2K +2: BT —

—c0y(E

+01(—eK3}, + 2¢ET?) + 62727()(—51(}1 +2eETY)
0L(E)
+ 12E (—eK? + 2:ET?)

(B o (E
—0y (=K}, +2ET") — 12(E)5 L QQ(E)

+K121K212 + K122K222 - 6K2125K121 - K222K122
=  —£0,(K}) +2¢0,(ET?) + 05(K{,) — 205(ET")

(K}, +2ET")

0,(F 0y (FE
—eK?} 1](5 ) + Ky 2](3 ) _ 27" 05(E)
Ox(F o (F
(32) —e01(K7)) + 0o(K1y) + 22 )K111 —¢£ I(E )K121 —20,(E)T"

Aus der Gau—~Gleichung
R}, = hjeS; — hatS;

kann man dies folgern:

cou(ich) - au(K) - 24wk + AP R+ 20,()T! = - s

00 (log 1)) — 302(3s 105 | EI)) — =04 (Kc]) — 0, (K?)

~2B) gy~ OB a4 g (BYT 4 0y (E)T? — 25K )2 — 2(K)?

+6eEK\T" + 2EK2T? 4+ 2:E0, (T") — 4= E*(T")? = ¢ ES]
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L01(81(10g | B))) + 50:(0:(log | E])) — 1(K}y) — Da(K2)

_61](5_E) K, — aZ(EE)K%l + 301 (BE)T" 4 05(E)T? 4 2(K1,)? + 22 (K2)? (G3)

—6EKLT" — 26 EK%T? + 2E0,(T") + 4E2(T")2 = —ES?

0y(E) LO(E)

E E
Diese vier Gleichungen entsprechen der Gauf3—Gleichung fiir n = 2 in lokalen Funktionen,
wenn x isotherm parametrisiert ist. Zu sehen ist nebenbei, dafl hier die Ricci—Gleichung
aus der GauBi—Gleichung, genauer aus (G1) und (G4), folgt.

_531([(121) +82(K111) + K111

K2 — 20,(E)T' = cES? (G4)

Die lokale Form der Codazzi-Gleichung fiir S kann man so darstellen

= 0,(SF) + L, kS — 0;(SF) — T, ks + Kk, S — KK S,

imrj ]mz im*~j jm*i

Setzen wir ¢ = 1, 7 = 2 ein, erhalten wir also insgesamt zwei lokale Darstellungen der
Codazzi-Gleichung fiir S.
Im Fall £ =1, also

0 = 81(521) + f‘111521 + f‘121522 - 32(511) - f‘211511 - f‘221512
+K{,8 + K,S2 — K, S — K,,S?

= c0u(S7) +e 81( )52 82( )52 02(S1) — 82( )S1 52}5@)53
+e K57+ 5K1215§ - 6K121511 — (K}, + 26ET1)512,
erhalten wir
c0,(57) — 0u(S) + (¢ 24E) 9k, — 2e BTS2 -
(aé(E) +eK?)(S2— 81 =
Fiir £ = 2 folgt aus
0 = 0,(S2) + 1,250 + 11,252 — 9,(S?) — 1,28} — 1,257
+K2S) + K3,S7 — K3, St — K2,5?
= 0u(S3) + _fj;(E)sf O(E )52 0,(52) — 31( )51 32( )52

+eK2 S+ (K], + 2ET1)S§ — (—=K{, +2ET )511 — (—eK11 + 2e ET?)S?
die Gleichung

01(53) — 05(57) + (- 2VE) 4 902~ 20pT?) 57

(C2)

+( B _ gt omT)(83 - 81 =

(C1), (C2) entsprechen der Codazzi—Gleichung fiir S in lokalen Koordinaten fiir n = 2,
wenn x isotherm parametrisiert ist.
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5.3 Anfangswerte von Flichengrofien

Wir wollen in diesem Abschnitt versuchen, von moglichst vielen Flichengrofien die Werte
langs (s,0) durch xy, Ny und ny auszudriicken, um dies fiir die Anfangswerte der Diffe-
rentialgleichungen in 5.4 zu verwenden.

Sei z eine Flidche in isothermen Parametern bzgl. h mit der Parameterlinie z((s) :=
x(s,0), Ny bzw. 1y bezeichne die Normale N bzw. die Konormale 1 lings z,. N sei eine
Relativnormale mit N = qN, + z.(Z).

Notation: Die Ableitung nach der ersten Variable u bei Flichengrofien ldngs (s, 0) ent-
spricht der Ableitung nach s bei xg, Ny, 9. Diese Ableitung d; werden wir hier mit " be-
zeichnen, d. h. fiir fy(s) := f(s,0) ist 01(f)(s,0) = f{(s). Also gilt z. B. x1(s,0) = x5(s),
NI(Sao) = N(I)(S)a 771(570) = 776(8)7 xll(sa 0) = x()’(s)

Weil wir mit xy, Ny, 7o nun x, N, n und ihre Ableitungen beliebiger Ordnung nach u

langs (u,0) ausdriicken koénnen, werden wir moglichst viele FlichengréBen durch diese
Abbildungen darstellen.

Wir bekommen bei isothermen Parametern schnell diese Gréflen aus den Ableitungsglei-
chungen von Gaufl und Weingarten bzw. (1.15):

n(@n) = —mz)=hn=E

m(N) = —m(Siz1 + Siws) = ES; +0- 57

m(zn) = m@y'ey + 02w + b N) = —E0' 4040
mi(@) = ([Cpym+Tyy e — hun)(@) = —ETy, +0+0

Damit kénnen wir S} (s,0) und K7,(s,0) ausdriicken. Fiir die anderen Griflen benutzen
wir Lemma 2.1. Es gilt danach

w w Wh
Y= glg S =6, D =gt =g
Wh Wh,, w Wy
wobei § := sign q sei. Denn nach der Vereinbarung in Abschnitt 2.2.3 ist N, = Nﬁ in
der Manhartschen Familie. Es gilt somit
wy = det(xy, ..., Ty, Np) = |Ke|%+2det(x1, ey Ty Ne) = | Ke |n+2Detg > 0.

Weil wy, = y/[Det hy| > 0 ist, ist auch ;- > 0 und daher gleich 1. Aus (1.14) schliefit
b
man
ﬁ = sign Det hy = sign Det (qh) = sign (¢° Det h) = sign Det h = ¢.
Wh
Es folgt also (wir gehen davon aus, dafl wy, = E > 0 ist):
det(zy, 29, N) = 6¢°E = eq*det(n, 1, n,) (5.6)

Daraus erhalten wir:

det(xy, N, N) = —Sidet(xy,75, N) = —S:6¢°E
det(zy, 11, N) = T,2det(z), 75, N) =T1,26¢°E
det(

—_ 22— — 2 ]_
et 77777177711) = F11 det(n77717772) = F11 65?E
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Man kann also E, S, T';/}, FHI durch z, N, n und ihre Ableitungen nach u darstellen,

bei S7, T2, fnz bendtigt man noch ¢. So kénnen wir nun auch die anderen Grofien
ausdriicken. Verwenden wir V= K+V, V = —K 4V, erhalten wir fiir die Anfangswerte:

E(s,0) =
Si(s,0) =

Si(s,0) =

Klll(sao) =

KIZI(Sao) =

_ det(ah, Ny, No)(s)

_ 7711(171)> (s,0)

(1)

L
2
1<%ﬂ0 )Y
2 \mp(xg)  mo(xp) ’
1 _
5 F112 Fn )(570)
1 (det( $11,$1,N) Sq*det(n, m,m1)
’S (870)
2 8q>m (1) e (1)
1 (det 5, 25, No) (5) 5q2(8,O)det(no,né,ng)(8)>
2 \0¢(s,0)m5(x5)(s) eno (o) (s) ’
—e2E(s,0)0,2(s,0) = —2eE(s,0)(I',2 — K2)(s,0)
det(z11, 21, N) 5(]2@(77,771,7711))
2en(z1)(s,0 — 5,0
e 05 (“iamy (o)) 0
1 -
5mdet($1la T, N)(S; 0) - 5(]2(5: O)det(m M, 7711)(57 O)
1 " ! n / "
5mdet(x07 Ty, NO)(S) - (SQZ(S, O)det(ﬁo, Mo 770)(8)

Bemerkung: Fiir £, K|, und S| ergibt sich im Vergleich zum dquiaffinen Fall, d. h. fiir
q = 1, keine Anderung, sie besitzen in jeder Relativnormalisierung diese Form. Das gilt

auch fiir andere FlichengroBen, wie ', ful, und fiir (s,0), n1(s,0).

Die Anfangswerte von ¢ und T2 héingen von der Art der Relativnormalen ab, sie werden in
den zugehérigen Abschnitten angegeben. T (s, 0) ergibt sich nach (5.4) aus der Ableitung

von ¢(s,0) nach s.

Die Anfangswerte von x5 und 7, erhalten wir aus (4.3) bzw. Lemma 1.16 zusammen mit

(5.6). Es folgt daher:
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Seien die Kurve® z; : IR — IR? und die Vektorfelder Ny : IR — IR* und Mo : IR — IRz ldngs
xo gegeben. Wollen wir eine Fliche x finden, die x(s) als Parameterlinie z(s,0) enthélt
und deren Relativnormale N und Konormale n lings zy gleich Ny und 7, sind, so muf
notwendig gelten:

1)

2.)

3.)

1)

xy und Ny sind linear unabhéngig bzw. xj A Ny verschwindet nicht. Denn andernfalls
wire det(zy, 2, N)(s,0) = 0.

no(zg)(s) = 0, no(Noy)(s) = 1, sonst wiire n nicht Konormale oder ny(s) nicht (s, 0).

1o und 7g sind linear unabhéingig, was gleichbedeutend zu ng Ang # 0 ist. Sonst wére
det(’% M, 772)(87 0) =0.

no(No) = —no(Ng) = 0, sonst wire N keine Relativnormale oder Ny(s) # N(s,0).

Ist = beziiglich h isotherm parametrisiert wie in Abschnitt 5.2, so mufl weiter gelten:

5.)

no(zg)(s) = —nh(zf)(s) = E(s,0) > 0. Wenigstens mufl hier ny(zy) # 0 gefordert
werden. Gilt < 0, nehmen wir —Np und —nq statt No, 79. (5.7)—(5.9) bleiben von
den Anderungen unberiihrt. Es reicht auch, nur ny(z%)(0) # 0 zu verlangen, denn
wegen der Stetigkeit verschwindet 7y(xg) auch in einer Umgebung von s = 0 nicht.
Lemma 5.2 braucht ebenfalls diese Bedingung.

xgy, No,mo A 15y sollen linear unabhéngig sein, genauso 19, 7),ry A No. Denn nach
obigen Angaben ist z5(s,0) ein Vielfaches von nj A n9(s), n2(s,0) ein Vielfaches
von zy A Ny(s). z1,x9, N sind jedoch, wie 1,1, 1m2, bei reguldren Fléchen linear
unabhéngig.

Weiter soll

M (2) (s, 0) = £ (A No) (my A mo)(s) = enf () (s) = emi (1) (s, 0)

sein.

Insgesamt miissen xy, Ny und 7y also folgende Bedingungen erfiillen:

mo(wp)(s) =0 (5.7)
mo(No)(s) =1 (5.8)
M (No)(s) =0 (5.9)
(o) (s) # 0 (5.10)

(5.7)—(5.10) entsprechen 2.), 4.), 5.).

Aus (5.10) folgt x((s) # 0 und ny(s) # 0, aus (5.8) ny(s) # 0, No(s) # 0, aus (5.7) und
(5.8) die lineare Unabhéngigkeit von xj, und Ny, d. h. 1.), aus (5.7) und (5.10) die von 7,
15, also 3.). Nach (1.16) ist

e(g A No) (g A o) = edet(x, No,my A o) = edet(a A No, 1, 7).

8Wir benétigen nicht ganz IR als Definitionsbereich von zg, sondern nur ein gewisses Intervall um 0.
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Es gilt weiter

12 (w2)(s,0) = £(wy A No) (15 A o) (s)

c(at A ) ) " <Dt (D) D) et 20

Das heifit: Aus (5.7)—(5.10) folgen die Bedingungen 6.) und 7.).

Bemerkung: In den Abschnitten 5.5, 5.8, 5.9 werden wir feststellen, dafl xy, Ny, 1y bei
sonstigen festen Vorgaben (gemeint ist ®, f und die Art der Normalen) je eine elliptische
und eine hyperbolische, isotherm parametrisierte Fliache induzieren, die zy als Parame-
terlinie haben und fiir die die Normale und die Konormale léngs (s,0) mit Ny und 1y
ibereinstimmen. Auch die anderen Flichengréfen sind lings (s,0) mit den hier berech-
neten Anfangswerten identisch.

Es gibt allerdings Unterschiede zwischen den Flichengréfien der beiden induzierten Fla-
chen: K% (s,0) und 05(F)(s,0) sind bei der elliptischen Fliche anders als bei der hyper-

bolischen. K},, E, St, S?, T',}}, I, %, Ty, z1, 72, m dagegen stimmen lings (s,0) iiberein,

2 : . . .
12, I'y; unterscheiden sich hier nur durch das Vorzeichen.

5.4 Die eigentliche Differentialgleichung bei beliebi-
gen Relativnormalen

Hier wollen wir allgemein beschreiben, wie wir aus xg, Ny, 1y eine Fliache z gewinnen, die
xo als Parameterlinie x(s,0) enthélt, bei der Ny eine ganz bestimmte Relativnormale N
langs x¢ und 79 die zugehérige Konormale lédngs z ist.

So gehen wir vor: Die Integrabilitdtsbedingungen aus Abschnitt 5.2 liefern ein Differen-
tialgleichungssystem, das mit den Anfangsbedingungen aus 5.3 mehrere lokale Koordina-
tenfunktionen festlegt (Abschnitt 5.4.1). Diese werden in Abschnitt 5.4.2 in ein weiteres
System von Differentialgleichungen eingesetzt, das als Lésung die Fliche und die Normale
hat.

In Abschnitt 5.2 und 5.3 sind wir zuerst von einer gegebenen Fléiche in isothermen Para-
metern beziiglich h ausgegangen und haben untersucht, welche Eigenschaften die Koor-
dinatenfunktionen der Flachengroflen h, V, S einer derartigen Fliche notwendig haben.
Nun geben wir umgekehrt Funktionen mit diesen notwendigen Bedingungen und Anfangs-
werten vor und versuchen, aus ihnen eine Fliche zu rekonstruieren, die diese Funktionen
als jeweilige Flachengrofien hat.

Wir gehen in diesem Abschnitt (wie auch in Abschnitt 3.6) noch nicht von einer be-
stimmten Normalisierung aus. NV sei eine Relativnormale mit der Stiitzfunktion 7,(N) = ¢
beziiglich N,. Wir geben die entsprechenden Formeln und Differentialgleichungen fiir die-
sen allgemeinen Fall an. Wir werden sehen, dafl das erhaltene System von Differentialglei-
chungen (in 5.4.1) noch nicht vollstdndig ist. Darum miissen wir es in den Abschnitten
5.5, 5.7-5.9 geeignet erginzen.

Gegeben seien die in s = 0 analytische, reguldre Kurve zy und die Vektorfelder Ny, ng
langs g, die noch den Bedingungen (5.7)—(5.10) geniigen und auch analytisch sind.

146



Sei € festgesetzt, also ¢ = 1, wenn wir Flichengrofien einer elliptischen Fliche betrachten,
e = —1 fiir hyperbolische Fléchen. Im folgenden besprechen wir die beiden Félle gleichzei-
tig. Wir werden immer wieder Differentialgleichungen und andere Formeln angeben, die
¢ in gewisser Weise als ,,Variable” enthalten. Auch wenn so eine Differentialgleichung wie
eine einzige Differentialgleichung behandelt wird, sollte stets beachtet werden, daf} sich
eine andere Gleichung ergibt, je nachdem, was man fiir ¢ einsetzt.

Um sicherzustellen, dafl man auf der am Ende erhaltenen Fléche iiberhaupt auf zy be-
zogene isotherme Parameter einfiihren konnte aufgrund von Lemma 5.2, miissen wir x
als analytisch (in s = 0) voraussetzen und dafiir sorgen, daf x im Punkt (0, 0) analytisch
ist. Das wird aber nach Satz 5.1 automatisch erfiillt, wenn wir auch Ny, 1y analytisch (in
s = 0) wéhlen. Das sei im folgenden immer vorausgesetzt.

5.4.1 Das Differentialgleichungssystem fiir die Flichengroéflen

Die Groflen h, V und S legen eine relativnormalisierte Fldche, bis auf affine Transfor-
mationen, nur unter der Bedingung eindeutig fest, daf sie die Integrabilitdtsbedingungen
(1.1) erfiillen. Wir haben allerdings nicht die FldchengréBen als Vorgabe, sondern nur die
Kurve zy und die beiden Vektorfelder lings xy. Die Integrabilititsbedingungen aus 5.2
liefern mit den Anfangswerten aus 5.3 allerdings ein System von Differentialgleichungen,
das als Losungen die Koordinatenfunktionen dieser Gréflen hat.

Nun kommen wir zuerst zur Bestimmung der Grélen h, V und S, konkret E, Ki,, K2,
St, 82,52 T, T? und q. Aus diesen neun Funktionen lassen sich alle anderen Koordina-
tenfunktionen bestimmen, wie wir in 5.2 gezeigt haben.

Betrachten wir (G2) und (G3), so bemerken wir, daf} jeweils die gleichen Summanden vor-
kommen, aber nicht immer mit dem gleichen Vorzeichen. Aus ,,—(G2) +¢ (G3)” erhalten
wir

ey (01 (log |E|)) + 0z (9:(log | E|)) + 4 (K7y)* + 4(K7)
—12e EK}\T' —4EK}T? + 8cE*(T")? = —¢E(S| + S3).
Losen wir das nach 0,05(F) auf, ergibt sich die Differentialgleichung

05 (05(E)) = —661(61(E))+661(§)2 +32(]f)2

—4eE(Ky,)" — 4E(K)* — eE*(S) + 53)
+12e B?K |, T" + AE* K3, T? — 8 E*(T")*.
Analog folgt aus ,,—¢ (G2) — (G3)”, d. h.

O(E
201 (K1) +205(K?) +2 1](5 )K}I +2 K%

E
—4E9,(T") — 60, (E)T" — 20,(E)T* = —E(S] — 53),

0,(E)

eine Differentialgleichung fiir 9y( K% ):

0\(E)

O (E 1
(1) = —ou() - 2 2B e g g

+30,(E)T" 4 05(E)T? + 2E0, (T").
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Losen wir noch (G1) bzw. (G4) nach 9y(K/,), (C1) nach 9,(S]) und (C2) nach 9y(S%)
auf, ergibt sich mit obigem, (5.4) und (5.5) fiir e = 1 und € = —1 je ein System von sieben
Differentialgleichungen fiir die Funktionen E, K}, K%, S{, S, T' und ¢:

32(82(E)) =

82(Kv111) =

a2(K121) =

82(512) =

K(T" =
0o ((1) =

Differentialgleichungssystem DGL I

<oy (oy(E)) + < 2EL  2E)

—4eB(Ky,)* - 4E(KY))* — eB*(S} + S3)
+12e B? K|, T' + AE* K}, T? — 8 E*(T")?

9y(F a1 (F
531([(121)_ 2; )K111+5 1;7 )K121
+eES? + 20,(E)T"
0 (F 8y (F 1
oy sty - B g, 2B g s - )

+30,(E)T" + 05(E)T? + 2E0,(T")
£01(S7) + (681](;7)

+(82(E) 4 eK? )(522 _ s

2F
91(S3) + ( 82](3 ) +2e K7, — 25ET2> S?

+(81(E) — Kl +2BT") (53 - 1)

2F

Oy (E O(E
e, (T?) — QEE PR IEE )2
cEqT?

Die zugehérigen Anfangswerte sind nach dem vorigen Abschnitt:

E(s,0) =
82(E)(370) =

K (s,0) =
K} (s,0) =
Si(s,0) =
St(s,0) =

T'(s,0)

—n(5)(s)
: (g 0) det(‘rov 1‘0, NO)( ) - (qu (Sa 0)@(7707 7767 776,) (S)

770(%) 77(1),(%)

(776(506) o) ©

(det(xg’, xh, No)  6q%(s,0)det(no, 7, m1) > (s)
g (s, 0)my(5) e ()

_né(Né)(S)
1o(5)

det(xgy, N§, No)(s)

g% (s, 0)my(5)(s)

( )(8,0)

1
2
1
2

Dieses System ist nicht vollstindig im Sinne des Satzes von Cauchy—Kowalewski. Fiir die
neun Funktionen hat man nur sieben Gleichungen. Es fehlen, sieht man von den Anfangs-
werten ab, Differentialgleichungen oder sonstige Festlegungen fiir die Funktionen S2 und
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T?. Das Problem 148t sich nicht beseitigen, indem man die 7% mittels (5.4) durch einen
Ausdruck mit dg(log |¢|) ersetzt. Man bekommt in diesem Fall diese Differentialgleichun-
gen:

Differentialgleichungssystem DGL T’

Ou0u(E)) = <oy (oy(E)) + < 2EL BB

—4eE(Ky,)® — AB(KY,)* — eE*(S} + 53)
+12e EK;,01 (log lq|) + 4e BT, 02 (log |g]) — 82 E(01 (log |q]))*

0y (FE o (FE
0y(Kyy) = eoi(K7) — 227 )K111+5 I(E )K121
0o (E
128 + 220, (105 )
o0\ (F O (E 1
o1ty = oty - Mk - 2B e s s
o0\ (F h(E
+ A5, toglgl) + =2, 10g]gl) + 201 (10g] )
0
0(S7) = €0,(S?) + <6 12 ) +2e K}, —2581(log|q|))5’12
82(E) 2 2 1
+(S57 + ek ) (8- s
)
0.5 = o+ (~ By ocks a0, (toglal)) 57
o (F
(BB, 400 0081a) ) (55 - 50)

Es kommen nun zwei Funktionen weniger vor, dafiir gibt es auch zwei Gleichungen weniger.
In diesem System fehlen Gleichungen fiir S7 und gq.

Im folgenden werden wir sehen: T? bzw. ¢ hingt von der Art der Relativnormalen ab,
S2 ist dann noch frei wihlbar und wird festgelegt durch eine Funktion der Mittleren und
Gauflschen Kriimmung, wie auch in [Leil].

q ist die Stiitzfunktion der Normalen N beziiglich N,. Sie kann bei Angabe der Fliche
x und der Normalen N jederzeit bestimmt werden, aber gerade diese Abbildungen x, N
werden erst durch das Differentialgleichungssystem von 5.4.2 berechnet. Man kann ¢ in der
Regel nicht explizit als Funktion vorher angeben, sondern es ergibt sich als Losung dieses
Systems. Ist festgelegt, von welcher Art die Normale N ist, ergibt sich eine Gleichung fiir
g oder auch T72.

Im Falle der Blaschkeschen Affinnormale bedeutet das ¢ = 1, siehe Abschnitt 5.5.

Bei der euklidischen Normalen ist ¢ eine Funktion der anderen Groéflen. Bei anderen Nor-
malen der Manhartschen oder der zentroaffinen Familie erfiillt 72 bzw. ¢ eine bestimmte
Differentialgleichung.

Kennt man diese Funktion oder Differentialgleichung, die von der Art der Normalen
abhéngt, kann man das System anpassen. Dies ist die Aufgabe der Abschnitte 5.5, 5.7-5.9.

Ist dann damit eine Gleichung fiir ¢ oder T? gefunden, so kann man S2 noch vorgeben. Je
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nachdem erhilt man eine andere Fliche. Um S5 schliefilich festzusetzen, geben wir eine
Bedingung an K und H an, die die Fliche erfiillen muf:
Sei f eine in (0, 0) analytische Funktion. Die Kriimmungsfunktionen K = S]S% — ¢(5%)?
und 2H = S} + 52 seien durch die analytische Funktion

O(H,K) = ((S} + 53)/2,5{S; — £(S})%) = ®(S{, S, 53) = f(u,v)

festgelegt, wobei ® in einer Umgebung von (S1(0,0), 5%(0,0)) eindeutig nach S? auflésbar
ist, so dal man S3 darstellen kann als analytische Funktion S3(S],S?, f) von S}, S%, f.
Ersetzt man S3 im System DGL I bzw. DGL I’ durch diese Funktion, ist es eindeutig
16sbar.

Bemerkung: Leichtweify schligt fiir  die rationale Funktion

12H + LK+ 15
®(H,K) =
( ’ ) m12H+m2/C+m3
ll mq
vor mit l;;m; € IR, 1<i<3,| lo |,| mo | linear unabhingig. S? ergibt sich als
l3 ms

1

2 __
% = b= ma)St + (b= mf)

(e(lz = m2f)(S7)* = (L —mu f)S} = (Is — msf)).

Wenn der Nenner # 0 ist in einer Umgebung von (u,v) = (0,0), so ist S7 eine analytische
Funktion von S}, S?, f. Das ist erfiillt, falls

—(la = m2.f(0,0))15(N5)(0) + (I — m1f(0,0))m(5)(0) # 0

ist. Wegen der Stetigkeit von f,ng, IV, z{, gilt es dann auch in einer Umgebung von 0.
Fiir Iy, = my = my = 0, [; # 0 ist dies wegen (5.10) immer erfiillt, egal wie f vorgegeben
wird. R

Bei Vorgabe von K = f, also [} = m; = my =0, [y # 0 zumindest dann, wenn 7} (N})(0) #
0 ist.

Nach Satz 5.3 wird darauf noch einmal eingegangen.

Man kann ® aber auch noch allgemeiner vorgeben. Es kann sogar zuséitzlich von anderen
Invarianten abhéngen, etwa von der Pickschen Invariante

An(n — 1) J := W™ h¥ CijpClns = 4K K WP = %(KJZ-IK{I +eK!,KY,)

oder von ¢ wie’ in 5.9. Wichtig ist nur, da ® = f nach S? auflésbar ist (deshalb ist
die Bedingung ®(.J) = f nutzlos) und daf§ S? eine analytische Funktion von den iibrigen
Funktionen E, K{,, K%, S} ,S?, T", T?, q ist, nicht von deren Ableitungen (aufier 9 (F),
0»(E)), um die Voraussetzungen von Satz 5.1 an das System zu erfiillen, denn in DGL I
kommt auch einmal 9;(S3) vor.

Wir beschriinken uns aber im weiteren auf den Fall ®(H, ) = f und werden in der Regel
die obige rationale Funktion genauer besprechen.

9Fiir N = N, ist hier Vorsicht geboten, da ¢ hier eine Potenz von K ist.
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Wie in Kapitel 3 herausgefunden, hat besonders der Fall ®(H, K) = H eine geometrische
Bedeutung: Bei den Normalen der Manhartschen Familie zeigt H = 0 eine Minimalfléche
an.

Hat man T2 (bzw. q) und S7 festgelegt, liefert das System von Differentialgleichungen
eindeutig als Losungen die Funktionen F, K{,, K%, Si, S%, ¢, T* und T?. Mit Hilfe die-
ser Funktionen l&8t sich ein zweites System von Differentialgleichungen aufstellen, das
die Flidche und die Normale als Losungen hat. Bis zu diesem Schritt mufl man die Diffe-
rentialgleichungen und Anfangswerte an die Normalisierung anpassen, was in 5.5, 5.7-5.9
geschieht. Diese Abschnitte sind also Erginzungen zu 5.4.1. Die Systeme DGL I bzw. DGL
I' werden daher in 5.8, 5.9 nicht mehr wiederholt, sondern nur die fehlende Gleichung mit
den restlichen Anfangswerten bestimmt.

Nachdem man die genannten Lésungsfunktionen gefunden hat, geht man fiir alle Norma-
lisierungen gleich vor.
Man setzt zunéchst

hiy = E, hyy =B, hyy = hy =0,
K2 = K% = —K}, + 2ET", K}, = —cK}, +2:ET",
Ky = K}, =eK7}), K3, = K}, + 2¢ET?,

[',* wie in (4.4),

rF=K5+TF

Sy = eS%, S so, da ®(S1, S7,52) = f.

(5.11)

Fiir die durch diese lokalen Funktionen definierten Groflen h, V, .S bedeutet das: h ist in
isothermen Parametern gegeben, die Codazzi—Gleichung fiir A, die Ricci-Gleichung und
(2.4) sind nach (5.11) und Abschnitt 5.2 erfiillt. Weil obige Funktionen das Differentialglei-
chungssystem DGL I oder DGL I I6sen, gelten auch die Gaufi— und die Codazzi—-Gleichung
fiir S. T? bzw. q erfiillt eine fiir die Art der Normalen spezifische Gleichung und einige
Anfangswerte sind durch det(x1,z2, N) = §¢>F normiert. Somit geniigen h, V und S den
Bedingungen (1.1). Gibt es eine Fliche x mit z, als Parameterlinie, die die gewiinschte
Normalisierung hat und ®(H, K) = f erfiillt, sind ihre Grofien die gefundenen.

5.4.2 Gewinnung der Fliche aus den Flichengrofien

Hier zeigen wir, wie man mit den in 5.4.1 bestimmten Koordinatenfunktionen von h, V,
S die Fliache z rekonstruieren kann.

Wir kénnen auf zwei Wegen die Fliche z und die Normale N gewinnen: Einmal direkt
mit den Ableitungsgleichungen von Gaufl und Weingarten oder, indem wir zuerst die
Konormale als Losung der Differentialgleichung (1.15) erhalten und dann mit Satz 1.13 x
und N.

Die Ableitungsgleichungen von Gaufl und Weingarten (deshalb GW) liefern das folgende
Differentialgleichungssystem fiir x1, x5, N

Differentialgleichungssystem DGL GW
82 (1'1) = T12 — F1211'1 + F1221‘2 + hlgN
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05 (E o (E
= 22(E) +eK%)r + ( IQ(E) — Ki, +2ET )2,
62 (ZUZ) = T2 = F221371 + F222372 + h22N
o (E 05 (E
= (—¢ 12(E) — eKY +2eETY 2, + ( “’2(E) — eK? + 2:ET?)zy + eEN
82(N) = N2 = —6512271 — 522372

mit den Anfangsbedingungen

z1(s,0 zy(s)
w2(5,0) = dq°(s,0)15 A 1o ()
N(s,0) = Ngy(s)

21, 2 und N werden nach dem Satz von Cauchy—Kowalewski eindeutig bestimmt. Durch
Integration von xy, zs erhdlt man x mit x(0,0) = z4(0).
Nach (5.11) ergibt sich

Dy =17 + K2, = —el' 2 — e K} + 26 ET? = —el', 2 + 2e ET?.

Darum konnen wir das Differentialgleichungssystem DGL GW auch so umschreiben:

Tyy = —exyy +26ET % + 2¢ET?%xy 4+ 2e¢EN
Ny, = —5512x1 — 522x2
bzw. wegen (5.4)
Toy = —cxyy + 20:(loglq|)z1 + 202(log|q|)xe + 2¢ EN
N2 = —6512£U1 — 522£U2

Mit den Anfangsbedingungen von oben und z(s,0) = zy(s) ergeben sich nach Satz 5.1 x
und N.

Die andere Moglichkeit ist Satz 1.13 bzw. dessen Korollar. Aus (1.22) und (1.23) bzw.
Lemma 1.9 folgt mit 7 =0, V=K +V nun V = —K + V, A(X,Y) = h(S(X),Y). Da
h,V,S den Bedingungen (1.1) geniigen, sind wegen Lemma 1.15 die Voraussetzungen von
Satz 1.13 erfiillt. Die aus der Ableitungsgleichung (1.15) fiir die Konormale (daher KON)
stammende

Differentialgleichung DGL KON
M2 = Dy m +Tgym2 — hoan
01 (E)
2F

O (E
= (—¢ +eKj, — 2eETY)m + ( 22(E) +eK3? — 2eET?)n, — S3eEn
mit den Anfangsbedingungen

n(s,0) = no(s)
SO
n2(s,0) = 205, O)xo A No(s)

152



ist wegen des Satzes von Cauchy-Kowalewski eindeutig l6sbar. Nach Satz 1.13 induziert
das so gefundene 7 zusammen mit A eine Fliche mit 1 als Konormale und h als qua-
dratischer Grundform. Die Fliche z erhélt man mit (5.6) und (4.3) durch Integration
von

x1 = €6¢°N A1, T2 = 6¢° M A1),

Da aus (5.11)

Dy — KL = —el' ' + eK!, — 2:ET" = —¢T,|' — 2:ET",
0,2 — K2 = —el'\ 2+ eK? — 2:ET? = —¢T,, — 2¢ET?

1
22

= =

2
22
folgt, konnen wir die Gleichung dann so vereinfachen

Moo = —eniy — 26 BTy, — 2e ET?*n, — 2e EH7
bzw. nach (5.4)

Toe = —enu — 2¢01(log |q|)m — 20x(log |q|)n. — 2e EHn.

Man kann hier auch die Hilfssdtze vom letzten Kapitel anwenden, wenn man sie auf be-
liebige Relativnormalen verallgemeinert. Der Unterschied zu den Differentialgleichungen
dort ist: Hier sind zusétzlich Anfangswerte gegeben, wir miissen im Prinzip zuerst die
Flachengréen nach 5.4.1 berechnen, erst dann kénnen wir die richtige Differentialglei-
chung stellen.

Bemerkungen: 1.) Die Differentialgleichungen DGL GW und DGL KON mit Satz 1.13
in 5.4.2 sind Alternativen, es mufl nur ein System gelost werden. Sie besitzen beide die
gleichen, in Abschnitt 5.4.1 berechneten Koordinatenfunktionen als Grundlage und haben
deshalb die gleiche Flidche x mit der Normalen /N als Losung. Die Konormale von z nach
DGL GW hat die in DGL KON vorkommenden Groen V, h. Wegen der Eindeutigkeit
der Losung mufl die nach DGL KON berechnete Konormale die von x sein.

2.) Auch wenn wir somit jeweils nur ein System von Differentialgleichungen angegeben
haben in 5.4.1 (DGL I bzw I') und 5.4.2 (DGL GW bzw. KON) mit ¢ als ,,Variable”,
erhilt man fiir ¢ = 1 und ¢ = —1 je ein anderes System. Es ist zu beachten, dal man
beim Losen der Systeme in den zwei Unterabschnitten dasselbe £ verwendet. Hat man die
Flichengroflen aus dem System DGL I fiir € = —1 berechnet, so erfiillen sie die Integra-
bilitdtsbedingungen fiir Flachengrofien einer hyperbolischen Fliche und nicht notwendig
die einer elliptischen. Benutzt man diese Flichengréfen in 5.4.2, muff man (bei DGL GW
z. B.) auch ¢ = —1 nehmen. Man erhilt fiir jedes Tripel z, Ny, 19, wenn keine Ausnahmen
vorliegen (z. B. Abschnitt 5.7), also zwei Flichen, eine elliptische und eine hyperbolische.

5.5 Losung bei Blaschkescher Affinnormalisierung

Wir werden in diesem Abschnitt das beschriebene Verfahren darauf anwenden, dafl N
die Blaschkesche Affinnormale ist. Das Ergebnis wird sein, dafl es bis auf Ausnahmen
fiir xg, Np, mp je genau eine elliptische und eine hyperbolische Fliche x in isothermen
Parametern gibt, die zy als Parameterlinie enthélt, deren Blaschkesche Affinnormale N
bzw. Konormale 7 lings (s,0) mit Ny bzw. 1 iibereinstimmt und fiir die ®(H, ) = f ist.
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Wir spezialisieren dazu das Differentialgleichungssystem DGL I bzw. I' von Abschnitt
5.4.1 auf den Fall der Blaschkeschen Affinnormale, das bedeutet, wir setzen

¢g=1,T'=T%=0.

N = N, ist ndmlich die Normale unter den in Kapitel 2 definierten Relativnormalen, von
der wir explizit ¢ = 1,(N) vor der Losung des Systems angeben konnen, und zwar ¢ = 1.
Nach (5.4) ist T' =T? = 0.

Ob wir das in DGL T oder DGL T’ einsetzen, spielt keine Rolle, denn es liefert das gleiche
Differentialgleichungssystem.

Gegeben seien die in s = 0 analytische, regulire Kurve xy und die ebenfalls in s = 0
analytischen Vektorfelder Ny, 1y lings x¢. Die Bedingungen (5.7)—(5.10) seien erfiillt.
Dann bekommen wir fiir £¢ = 1 bzw. —1 je ein nach dem Satz von Cauchy-Kowalewski
eindeutig 18sbares System partieller Differentialgleichungen fiir die Funktionen E, Ki,,
K%, S{ und S%. S7 ist eine analytische Funktion von S}, S%, f, die sich aus ®(H,K) = f
ergibt.

Wir 16sen das

Differentialgleichungssystem DGL BL
01(E)?  0,(E)?
_OW(E) 5(E)

02(02(F)) = —e0,(01(E)) + 7 7
—4cE(K})? — 4E(K?)* — cE*(S! + S2)
Oy (F o (F
o1t = conkh) - 20k 4 M g cps;
o (F Oy (F 1
o) = o) - 28 2B e s g)

ou(s)) = eon(sh)+ (2 okl s

O (E
(P p) sz - s

0,(E
0y(S7) = 81(5§)+(— 2](5)+25K121>Sf

(2 k) (s3- s

mit den Anfangswerten

E(5,0) = —nj(ab)(s) B
05(E)(s,0) = edet(xg, xq, No)(s) — det(no, 15, 1) ()
K111(3a0) _ 770(%)_770(%)(8

2mp () -
K2(s5,0) = det(ﬁﬂi)’,xi),No)+6d€t(770,776,773)(8)
A 2np (x4)
! N/
Si(s,0) = —TolNo)
770(%)
det(z!. N, N,
sis.0) = NN ()
770(550)
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Dies liefert eindeutig die fiinf Funktionen E, K|, K2, S| und S? in einer Umgebung von
(0,0).

Bemerkung: Wir haben ein System von Differentialgleichungen erhalten, indem wir die
Funktionen 7' = T? = 0, ¢ = 1, die im Fall N = N, bekannt sind, in DGL I oder I’
eingesetzt haben. Wir erhalten aber diesselben Losungen, wenn wir DGL I oder I' durch
geeignete Differentialgleichungen ergiinzen. Die Teilsysteme, die ¢, T', T? betreffen, haben
auch die eindeutige Losung T? = T' = 0, ¢ = 1, das iibrige System ist von der Gestalt
von DGL BL. Die Teilsysteme

Os2(q) =0, q(s,0) =1
oder

0202(q) =0,  Da(q)(s,0) =0, ¢q(s,0) =1

von dem ergénzten System DGL I’ haben genau eine Losung nach Satz 5.1, und zwar
¢ = 1. Und auch DGL T ergénzt durch

0(T?) =0
T?(s5,0) =T'(s,0) = 0, q(s,0) = 1

hat wegen der Eindeutigkeit nach Satz 5.1 die Losungen 72 = T' = 0, ¢ = 1 und die von
DGL BL.

Die anderen lokalen Funktionen erhalten wir aus (5.11), das hier einfacher aussieht:

hiy = E, hyy =€E, hig = hyy =0,
K3 = Kiy = —Kj,, Ky = =K},
Kj = Kj, =cK},, K5 = —<Kj,
I;;" wie in (4.4),
Fijk = szj + f‘ijka
St =¢eS%, 52 so0, daB ®(S1,S2,52) = f.
Jetzt, wo wir die Flidchengroflien bestimmt haben, gehen wir wie in 5.4.2 vor. Ausnahms-
weise werden wir das, anders als in den nichsten Abschnitten, kurz wiederholen und die
Differentialgleichungen noch einmal angeben, weil sie sich im Fall N = NN, vereinfachen.

Das Differentialgleichungssystem DGL GW sieht hier so aus, nachdem man 72 = T! = 0,
q = 1 eingesetzt hat:

02(E) 01 (E)
T2 = ( 22E +e K7 )an + ( 12E — Kjy)a2
01 (F) h(E)
Toy = (—¢ 5 eKl))xy + ( 58 eK?)xy +cEN
Ny = —5Sfx1 — 522@

mit den Anfangsbedingungen

!

T2(s,0) = 19 Ano(s)
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Nach (5.11) kann man DGL GW auch so darstellen:

Tog — —€£U11—|—26EN
N, = —6Sfx1—522x2

Es bestimmt eindeutig x und N.

Wir kénnen auch den Satz 1.13 verwenden: Die Differentialgleichung DGL KON

0,(E)
2F

__0(E)

N = (—¢ 5 +eKyy)m + ( +eK7))n — S3eEn

mit den Anfangsbedingungen

n(s,0) = no(s)
n2(s,0) = exy A No(s)

kann man wie in Abschnitt 5.4.2 auch so ausdriicken (siehe (4.6))
N2 = —enn — 2¢eEHn
und danach Lemma 4.3 benutzen.

Man sieht, da§ bei ®(H,K) = H = f das System DGL I bzw. DGL BL fiir die Fléchen-
groflen gar nicht mehr gelost werden mufl, sondern nur noch

T2 = —€N11 — 2fﬁ(n, M, 772)77,

fiir f = 0 lediglich die Differentialgleichung

Tl22 = —€MN11-

Satz 5.3 Gegeben seien die in s = 0 analytische, requlire Kurve xq, die Vektorfelder
No,no lings xg, die den Bedingungen (5.7)-(5.10) geniigen und in 0 analytisch sind,
die in (0,0) analytische Funktion f und die analytische Funktion ®(H,K) = ®((S] +
S2)/2, 8152 — £(52)?) = ®(S!, S2,52), fir die ®(H,K) = f eindeutig nach S? auflosbar
15.

Dann existiert zumindest lokal in einer Umgebung des Punktes (u,v) = (0,0) je genau
eine elliptische und eine hyperbolische Blaschke—Immersion x in isothermen Parametern,
die xy als Parameterlinie enthdlt, d. h. xy(s) = x(s,0), deren Blaschkesche Affinnormale
N und Konormale n lings xo mit Ny bzw. ny tbereinstimmen, No(s) = N(s,0), no(s) =
n(s,0), und fir deren Affine Gaufsche Krimmung K und Affine Mittlere Krimmung H
die Beziehung ®(H,K) = [ gilt.

Beweis: Die aufgefiihrten Differentialgleichungen sind eindeutig zu 16sen. Umgekehrt gibt
es bis auf einen konstanten Faktor nur eine Normalisierung, die T' = T? = 0 erfiillt. Weil
q(s,0) mit 1 normiert ist, mufl N = N, sein. #
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Korollar: 1.) Fiir eine in (0,0) analytische Funktion f existiert je eine elliptische und
eine hyperbolische Blaschke-Immersion mit H = f, die xy als Parameterlinie enthélt und
deren Blaschkesche Affinnormale und Konormale ldngs xq mit Ny bzw. 79 iibereinstimmen.

2.) Wenn 7}(N§)(0) # 0 gilt, existiert fiir eine in (0,0) analytische Funktion f je eine
elliptische und eine hyperbolische Blaschke-Immersion mit IC = f, die xy als Parameter-
linie enthélt und deren Blaschkesche Affinnormale und Konormale lings xq mit Ny bzw.
1o libereinstimmen.

Beweis: 1.) Man setze im Satz 5.3 ®(H,K) = H. Die Gleichung H = (S} + S3) = f

148t sich immer nach S2 auflgsen, und zwar gilt S3 = —S| + 2f.

2.) Hier setzt man im Satz 5.3 ®(H, K) = K. Die Gleichung K = 5157 — £(S5?)? = f lifit

sich nur dann eindeutig auflésen, wenn S} (0,0) # 0 ist, also 7} (N})(0) # 0. Dann ist
e(51)° + f

s ELI)+J

S
Siehe auch die Bemerkung in Abschnitt 5.4.1. #

5.6 Die Blaschkesche Methode zur Gewinnung einer
Affinminimalfliche aus einem Kurvenstreifen

In den vorigen Abschnitten haben wir uns darauf konzentriert, festzustellen, ob Losungen
von gewissen Differentialgleichungen existieren, d. h. ob es zu xy, Ny, 1y eine Fliche mit
Flachenkurve zy und bestimmten Eigenschaften gibt. Wir haben also nur Existenzfragen
untersucht.

Jetzt werden wir eine Methode vorstellen, die es erlaubt, eine Affinminimalfliche konkret
aus den gegebenen xy, Ny, 1y zu rekonstruieren.

Diese Methode wurde schon in [B12], S. 183187, fiir hyperbolische Flichen mit Asympto-
tenparametern angegeben, auch in [Sch], S. 187-189, wird sie erwéhnt. In [Bo] wird die
Methode auch auf den elliptischen Fall erweitert, allerdings mit komplexen Asymptoten-
parametern.

Wir wenden Ergebnisse aus dem 4. Kapitel und Abschnitt 5.5 an.

Gegeben seien also die analytische, reguldre Kurve zy und die analytischen Vektorfelder
Ny und 1 ldngs zp mit (5.7)—(5.10).

Weil wir Affinminimalflichen behandeln, ist ®(H,K) = H und f = 0. Die Vorausset-
zungen von Satz 5.3 sind erfiillt, es brauchen keine weiteren Bedingungen gefordert zu
werden.

Der Satz sagt aus, dafl es je genau eine elliptische und eine hyperbolische Affinminimal-
fliche gibt, die zy als Fliachenkurve und Ny bzw. 7y als Blaschkesche Affinnormale bzw.
Konormale lings xy hat.

Wie vor Satz 5.3 erwéhnt, miissen wir in diesem Fall (H = 0) nur die Differentialgleichung

M1+ Ene =0
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mit den Anfangswerten

n(s,0) = mo(s)
n2(s,0) = exy A No(s)

16sen. Wir brauchen nicht die Groflen mit den Differentialgleichungen in 5.4.1 zu berech-
nen. Die Integrabilititsbedingungen (1.18) bzw. (1.1)'° sind ja, wie in Lemma 4.2 bewiesen
wurde, automatisch erfiillt.

Bemerkung: Ahnlich geht es auch bei Blaschke-Immersionen mit H = f statt H = 0.
Ersetzt man E in DGL KON durch edet(n, m;,72) erhélt man

M1+ EnNge = _26f@(777 M, 12)7

mit den Anfangswerten wie oben. Man muf} nur diese Differentialgleichung l6sen und nicht
mehr DGL BL, da auch in dem Fall (1.18) erfiillt und Lemma 4.3 anzuwenden ist.

Nun kommen wir zum eigentlichen Verfahren: Wir 16sen 7,1 + £192 = 0 nicht direkt. Wir
wissen aus Abschnitt 4.2, dafl n auf eine bestimmte Art darstellbar ist, und zwar durch eine
holomorphe Kurve ® oder durch eine Translationsfliche U + V. Auch die Adjungierte!! 7,
die ebenfalls diese Differentialgleichung 16st mit anderen Anfangswerten, geht aus ® oder
der Translationsfliche U — V' hervor.

Um die Differentialgleichung zu 16sen, um somit ein 1 mit den vorgegebenen Anfangswer-
ten zu erhalten, miissen wir nur die geeignete holomorphe Kurve bzw. Translationsfliche
finden. Wir werden dazu 1 und 7 léings (s, 0) vergleichen und mit Hilfe dieser Anfangswerte
U, V und ® berechnen.

Ist n dann gefunden, kann man Satz 4.4 anwenden: x ist dann die Stammfunktion

T = /(677 A nadu — 1 A mdv),

fiir die 2(0,0) = 2((0) ist. Die Blaschkesche Affinnormale ist

__ ™ A N2
det(ﬁa M, 772)

Wir behandeln nun den elliptischen und hyperbolischen Fall separat.

5.6.1 Konstruktion einer hyperbolischen Affinminimalfliche

Seie =—1:
Wenden wir die Parametertransformation

Uu=u—v, v=u+"v
— L@+, v=i(cu+o)
u—2u v,v—2 u—+v

0Der Zusammenhang zwischen diesen Bedingungen wird in Lemma 1.14 und 1.15 behandelt.
! Es existiert natiirlich nicht nur eine Adjungierte, das wird jedoch fiir das Verfahren keine Rolle spielen.
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an, so gilt fiir die Konormale n einer Affinminimalfliche  und ihre Adjungierte B
Dy v) = (@, v), 5w, 0)) = U, v)) + V (5w, v),
n(u,v) =: N(w(u, v),v(u,v)) = U@y, v)) = V(@0(u,v)) + ¢

mit Abbildungen U, V' von nur einer Variablen.
Fiir die Anfangswerte von n und 7 heifit das:

mo(s) =n(s,0) =1(s,s) = U(s) + V(s)
7(s,0) = 7(s,s) = U(s) = V(s) +¢
Weil nun /
(7(5,0)) =771(5,0) = —na(,0) = 2 A N(s,0) = A No(s)
ist, ergibt sich!? )
/agA%ﬁmT:m&m:U@yqd@+g

7 ist durch U, V festgelegt. Wir miissen darum erst U, V berechnen und kénnen dann
n angeben. U(s) und V'(s) erhilt man durch die Anfangswerte von 1 und 7 bis auf eine
Konstante, indem man obige Gleichungen nach U, V' auflést und das gerade berechnete
7(s,0) benutzt:

(770(8) + /s xy A No(t)dt)
(Mﬂif%A%@@

n(w,v) =U(u)+ V(@) =U(u) + g +V(v) —

und parametrisiert um

= S ((s.0) +7(5.0)) =

N~ N =

= 5 0(5,0) ~7(s,0)) =

Nun setzt man

<
2

n(u,v) =n(u —v,u+v)=U(u—v)+V(u+v).

5.6.2 Konstruktion einer elliptischen Affinminimalfliche

Seie=1:
Durch die Parametertransformation

E=u+iv, E=u—iv
= S(E+8 = Reg, v= (6~ 6 =ImE

erhalt man

(€, ), (6, ) = (6, §) = Im@(€) = - (B(€) ~ T(E)

3
=: Z(§) + Z(§) = 2Re Z(§),
3

T((6, ), 0(6, ) = (6, §) = Re®(€) = 5(2(6) + 3(0))
= i(2(6) - 2(0) = ~2Im (&),

2Durch die Darstellung als Integral wird noch deutlicher, daf8 77(s, 0) nicht eindeutig ist. ¢ richtet sich
nach der Integrationskonstanten, fillt aber dann bei der Summenbildung U +V =U + V weg.
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Z(€) := %-®(€) ist dabei eine holomorphe Abbildung, da Z; = 0 gilt. Z(€) ist die zu Z(§)

konjugiert komplexe Abbildung, also Z(€), sie ist antiholomorph, d. h. Z; = 0.

Fiir die Anfangswerte von n, 7 gilt:

Analog zum hyperbolischen Fall erhalten wir fiir 7(s, 0)

/sxg A No(t)dt = Ti(s, 0).

Bemerkung: Es gibt einige Analogien zwischen den beiden Féllen. Aber im Gegensatz zu
e = —1, wo wir die zwei Abbildungen U und V berechnen miissen, die nichts miteinander
zu tun haben, ist hier die zweite Abbildung Z als konjugiert komplexe Abbildung von Z
durch die erste Abbildung festgelegt. Es geniigt daher, nur Z(s) zu berechnen.

Wir miissen erst'® Z durch

2(9) = 51(5,0) = 705,00 = 5 (s) i [ " A No(t)d)

auf einem Teil der reellen Achse bestimmen und dann Z(s) zu einer holomorphen Funktion
Z(§) fortsetzen, was eindeutig méglich ist, weil 7, 2o und Ny analytisch sind.
Genauso konnen wir Z(s)

2(5) = £ (n(s,0)) + (5. 0)) = 5 () +i/sx6 A No(t)d)

ausrechnen und dies zu einer antiholomorphen Abbildung Z(€) fortsetzen.
Z(€) ist dann (Z(€)).

Danach setzen wir

(&, 6) = Z(§) + Z(§) = 2Re Z(§)™

und parametrisieren um
n(u,v) =n(u+iv,u — ) = 2ReZ(u + iv).

So erhalten wir fiir dieselben Vorgaben xy, Ny, 19 zwei Abbildungen n™, n~, die jeweils
eine der obigen Differentialgleichungen erfiillen, also

M+ =0, 15 — 5 =0,

und die richtigen Anfangswerte haben. Durch Satz 4.4 ergibt sich aus ™ eine elliptische,
aus 1~ eine hyperbolische Affinminimalfléache.

IBWir konnen auch ® bestimmen, werden aber hier mit Z rechnen, weil der Realteil oft ein bifichen
einfacher zu handhaben ist.
4Wir nehmen den Realteil. Die Integrationskonstante, die bei Z(s) auftritt, spielt also keine Rolle.
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5.6.3 Beispiele

Wir bestimmen von Affinminimalflichen, die wir fast alle schon als Beispiele behandelt
haben, die Konormalen nach dem Verfahren aus 5.6.1 und 5.6.2. Wir wihlen zu diesem
Zweck eine passende Flichenkurve als 2o und die Normale und Konormale lings (s,0) als
Ny und 7ny. Wir erhalten dann aus diesen xy, Ny, 1y die Flichen, von denen wir die Kurve
o gewonnen hatten, wieder zuriick.

1.) Wir nehmen als erstes vom elliptischen bzw. hyperbolischen Paraboloid aus 4.6.1 die
u—Parameterlinie als zq, sowie N(s,0) als Ny(s), n(s,0) als no(s):

S 1 0
zo(s) = 0 ,25(8)=1 0 |, No(s)=1 0 |,
%52 s 1

no(s) = (=s,0,1), x5 A No(s) = (0,—1,0)

Wir erhalten fiir U, V, Z':

Damit ergibt sich:

n (u,v) = (—u,v,1)
n"(u,v) = (—u, —v,1)

n~ ist die Konormale des hyperbolischen Paraboloids, n* die des elliptischen, sieche 4.6.1.

2.) Wihlt man als zy die u-Linie der Enneperschen Minimalfldche in der Parametrisierung
von 4.6.2, sowie die Normale und Konormale als Ny(s), no(s), so sind die Anfangsdaten:

% S s?—1

b s ) ah) = | =1 ), Mots) =
5 2s

no(s) = (s,5,1—5), 25 A No(s) = (—1,1,0)

1
1+ 52

Man erhilt
1 ) 1 )
U(s) = 5(0,25,1 —s57), V(s) = 5(23,0,1 — 5%,
1
Z(s) = §(s+7js,s —is,1— s%)
und als Konormalen

n (u,v) = (u+v,u—uv1—u—v?),

nt(u,v) = (u—v,u+v,1—u*+0%).

15Die Integrationskonstanten lassen wir weg.
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n~, n* sind genau die Konormalen aus 4.6.2 und 4.6.3. Es ergeben sich also die dort
angegebenen Flédchen.

3.) Die Wendelfliche aus 2.4.1 ist in Asymptotenparametern gegeben. Deshalb parame-
trisieren wir z erst um'® zu

z(u,v) = z(u —v,u+ v)

und nehmen die u—Linie von Z. Auflerdem setzen wir b = 1.
Als Anfangswerte haben wir somit:

$COS § cos s — ssin s —sins
zo(s) = | ssins |, z5(s) = | sins+scoss |, No(s) = coss |,
s 1 0

no(s) = (—sin s, cos s, —s), x5 A No(s) = (—cos s, —sins, 1)
Dann erhalten wir:
U(s) = (—sins,coss,0), V(s) = (0,0, —s),
Z(s) = 5(— sins +7sin s, coss — i cos s, —s — is)
Da die komplexe Kosinus— und Sinusfunktion so ausgedriickt werden kénnen

cos(u +iv) = cosucoshv — isinusinhv,

sin(u 4+ iv) = sinwucoshv + icosusinhv,
kommen wir zu diesen Konormalen:

n (u,v) = (—sin(u — v), cos(u — v), —u — v)
nt(u,v) = (—sinucoshv — cos usinh v, cos u cosh v — sin usinh v, —u + v)
n~ ist die Konormale 7(u,v) = n(u — v,u + v) der umparametrisierten Wendelfléiche x in

2.4.1. Wir erhalten
z (u,v) = &(u,v) = z(u —v,u+v).

Die elliptische Affinminimalfliche ™ kénnen wir aus n* errechnen. Es gilt:

(u — v)(sinwsinh v + cos u cosh v) + 2 cos usinh v

2 (u,v) = | (u—v)(—cosusinhv + sinucoshv) 4+ 2sinusinhv |,
u — 3 sinh(2v)
1 —sinu
N*(u,v) = Cos u

coshv + (u — v) sinh v sinh v

16Es ist egal, welche Parametertransformation, die Asymptotenparameter in isotherme Parameter
iiberfiihrt, man nimmt. Nur erhilt man mit dieser fiir U(u) + V (v) die urspriingliche Konormale n(u, v)
in der Parametrisierung aus 2.4.1.
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5.7 Losung bei euklidischer Normalisierung

Hier wenden wir das Verfahren von Abschnitt 5.4 auf die euklidische Normale N = N,
an.

Gerade dieser euklidische Fall wurde in [Leil]'” behandelt. Wir werden aber anders vor-
gehen und schlieBlich im wesentlichen zum gleichen Ergebnis kommen. In [Leil] wird
von den schon auf euklidische Verhiltnisse abgestimmten Gleichungen von Gaufl und
Mainardi-Codazzi ausgegangen und damit ein System von Differentialgleichungen fiir die
Koordinatenfunktionen von ¢g und h, gebildet. Wir dagegen gehen wie in 5.4.1 vor und
stellen - ausgehend von (1.1) - ein System von Differentialgleichungen fiir die lokalen
Funktionen von h = h,, V, S auf. Wir ergéinzen das noch unvollstindige System DGL T’
durch Festlegung von ¢ als Funktion von S}, S7, Sz.

Die Stiitzfunktion ¢ von N, bzgl. N, hat nach (2.11) die Eigenschaft
m(N) =g = K7 = |S185 - e(sD)°| 7.
Es gilt also
10,(K) _ 10k(S1)S5 + S10k(S3) — 2e0,,(S7) ST

4 K 4 S1S2 — £(52)2

O (loglg|) =
Ist S2 = S3(S1, 5%, f) durch ®(H, K) = f festgesetzt, so ist

0 (S3) = 051 (S3)0k(S)) + D2 (S3) 0k (ST) + 07 (S3)k(f)-
Wir setzen

1 0x(S1)(S5 + 51051 (53)) + 0k(S7) (=227 + 51052(55)) + 510 (53) 0k (f)

log |q]) = —=
u(loggl) = — 5157 — =577

in das System DGL T’ bzw. mittels (5.4) 7% in das System DGL I ein. Um zu grofle
Ausdriicke zu vermeiden, schreiben wir hier nur die Terme aus, die fiir die weitere Unter-
suchung des Systems bedeutsam sind, ndmlich 0,(log|K|) in der 1., 3. und 5. Gleichung
und zum Teil 0,0, (log |K]) in der 3. Gleichung.

Differentialgleichungssystem DGL EUK
0 (E)? N 0y (E)?

E E
. 1\2 2\2  _ 20l 2\ 1 01(K)
4B (K}, ) — AB(KD)® — eE%(S} + 87) = 3e K~

05(S1) (S5 + S10s1(53)) + a(S7)(—2eSF + 51042 (S3))
SISZ —2(52)2

K20,(f) 1 (a(K)\’
B 1102 1 2 _ 1 p
Fores —c(amp 1 (%) ~ 3¢ (K )

02(02(E)) = —e01(01(E)) +¢

—eFEK},

0y (E) 0, (F)
E E

1"Wir beziehen uns in diesem Abschnitt fast immer auf [Leil], S. 256-260.

X(K],) = e01(K?}) — K +e¢ K} +¢cES?

163



05(E) 6,(K)

- 2E K
0, (E 0o (E 1 0,(E) (K
ot = —oukt) - DB g - B e st gy - AN
0,(F) 02(S1) (5 + S1051(53)) + 0u( ) (225 + S1052(53))
Y SIS2 — (5?2

4BE(S]S3 —£(57)?)
0101(S7)(S5 + S1051(S3)) + 0101 (S7) (=257 + S10s2(S53))
- 2(8155 —=(59)?)
01(51)01 (83 + 51051 (53)) + 01(52)01 ( — 2257 + S1052(53))
- 2(S5153 — £(57)?)
81<01(f)5113f(522)) 0, (K)?
- 2(5152 —£(52)?2) TS

0y(SY) = e01(S?) + (5 alSEE ) 4 nglll) S2 4 (82’2(5) + erl) (52— SY
+< st
o5t = o)+ (— 2 o) (2B g )53 - s
62(51)(52 + 51631 (S2)) + 05(S?)(—2e57 + 51185§(5§)) g2
(5157~ (57 1
ETe e S105(55) — 5 - s1)

Dieses System erfiillt noch nicht die Voraussetzungen von Satz 5.1. Die Ableitung nach
v der hochsten Ordnung steht fiir F, K|, K7 auf der linken Seite, bei S|, S? ist das
aber nicht der Fall. Ersetzen wir 82(5 ) in der 1., 3. und 5. Gleichung durch die rechte
Seite der 4. Gleichung, so steht auch die Ableitung 9»(S}) nur auf der linken Seite. Das
so verdnderte System bezeichnen wir mit DGL EUK'. Die 5. Gleichung von DGL EUK'
hat die Form

2

S3
0a(57) = SL(—2:8%+ 5105(59)) 0a(SD)

+X(E761(E)762(E)7 K1117K1217 5117 S%a 5227 81(511)761(5%)76511 (522)765%(522)>

mit einer analytischen Funktion'® x. Dies kénnen wir nach 9,(S?) auflésen, wenn
St 2 2
1—%( 2eS7 + 51052(53)) # 0

gilt oder gleichwertig!®
2K — S7(—2e57 + 51042(S3)) = S1(255 — 052(53)SF) # 0.

18y ist auBerdem noch von 9;(S3), f,01(f),92(f) abhéngig.
YWir setzen spiiter K # 0 voraus.
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Setzen wir jetzt fiir 9,(S?) bei der 1. und 3. Gleichung die rechte Seite der aufgeldsten 5.
Gleichung ein, erhalten wir ein nochmal gedndertes System, das wir DGL EUK" nennen.
DGL EUK" ist beinahe ein System fiir Cauchy-Kowalewski. In der 3. Gleichung kommen
noch zweite Ableitungen (9;0;(S}) und 9;0,(S?)) vor. Diese kinnen wir aber durch die
Definition zweier neuer Funktionen

511 = 01(8)), S‘f = 01 (S}),
die die Differentialgleichungen
02(S1) = 0 (Da(51)), Do(S7) := Du(9(SY))
erfiillen, beseitigen (dhnlich [Leil]). Die Anfangswerte sind
Si(5,0) = (S1(s,0)), S7(s,0) = (S(5,0))"
Durch dieses erweiterte System DGL EUK" werden sieben Funktionen E, K, K7, S},
S2S!, S? berechnet, dabei ist S| = 9,(S]), S? = 0,(5?), vgl. [Leil].

Im Gegensatz zum dquiaffinen Fall erhilt man nicht je eine elliptische und eine hyperbo-
lische Fliche, sondern nur eine. Im euklidischen Fall besteht mit ¢(S(X),Y) = h(X,Y)
ein spezieller Zusammenhang zwischen S, h, und g. ¢ = sign Det h ist gleichzeitig sign KC,
hiingt daher von ® bzw. S7 ab und kann schon durch die Anfangswerte bestimmt werden.

Fiir die Vorgaben gelten schirfere Bedingungen: 3, Ny und 7y miissen nicht nur (5.7)—
(5.10), sondern auch

m(.) = (No, -)
und damit
<N0,N0> = 1, <N0,af6> = 0, <N0,N(l)> = 0, (N('),a:6> <0

erfiillen. Vo muf also, wie eine euklidische Normale, ein Einheitsvektorfeld orthogonal zur
Tangente z{, sein. Fiir die Anfangswerte von ¢ gilt nach Abschnitt 5.3

405 0) = S1S2(s.0) — £(S2)2(s :_776(N6)(3) 206 0) — ¢ det® (g, Ng, No)
e R A [ RN S IEACAIO)E

d t2 I N' N, r(N!
(mo(5)(s)) 1o (26)(s)

Das Vorzeichen von n5(N{)(s)S%(s, 0) soll deshalb & sein. Aber S3 kann auch ¢ in einer

Form enthalten. Nehmen wir etwa die Funktion ® von Leichtweif}, d. h.

(= maf)(SE)? — (b —maf)ST — (Is — msf)
52(51, 81,1 = mfmn$+m—%ﬁ '

und daher

Wir erhalten
g7t = K =515 —¢(5%)?
(12 — me)(S%)Q — (ll - m1f)511 - (l3 - m3f)
(ly = maf)S] + (lL — myf)
Sl — ma)S} + (=i )
(lo = maf)S1 + (L — mu f)

—(l = maf)(S])? = (Is — ms f) ST — (L — my f)e(S)?

(ly = maf)St + (L — myf) '

€
_ «ql
= 5
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Kiirzen wir (I; —m;f(0,0)) mit \; ab, gilt fiir die Anfangswerte

1o (No) (= A (NG) + Asmy(x5)) — edrg™"det? (g, Ng, No)
=X (No)o (20) + Avig ()

Das kénnen wir nach ¢* auflésen, es ist dann

eq*(0,0) =

(0).

—Aam (Vo) (x0) + A (x0)* + Ardet? (, Ng, No)
1o (No) (=116 (Ng) + Astig (7))

Der Nenner mufl # 0 sein. Auch der Zahler soll nicht verschwinden und das Vorzeichen
des Ausdrucks auf der rechten Seite soll 1 sein. Letzteres schrinkt, wie oben erwéhnt,
die Moglichkeiten von € ein: Der Quotient hat ein bestimmtes Vorzeichen, fiir ¢ kommt
damit nur entweder 1 oder —1 in Frage. Das einzig erlaubte ¢ hingt von ® ab. Nimmt
man ®(H,K) = H, f =0, so ergibt sich nur eine hyperbolische Fliche, der Quotient in
(5.12) ist negativ.

¢'(0,0) = ¢ (0). (5.12)

Ausnahmekriterien:
Diese Methode 148t sich bei bestimmten Vorgaben nicht anwenden. Folgende Bedingungen
miissen, neben (5.7)-(5.9)%°, von z und Nj erfiillt werden:

1) E#0.
2.) ®(H,K) = f ist eindeutig nach SZ auflssbar.

3.) K #0und ¢ # 0. Fiir £ = 0 gibt es keine reguldre Blaschke-Immersion, bei ¢ = 0
ist N, = ¢y + x.(Z) tangential.

4.) S7(255 — 052(55)S7) # 0. Sonst kann man die 5. Gleichung in DGL EUK' nicht
nach 9,(S?) auflésen.

Die Forderungen 1.), 2.) und ¢ # 0 miissen auch bei anderen Normalen beachtet wer-
den. Es reicht, die Bedingungen an der Stelle (0,0) zu fordern. Wegen der Stetigkeit der
Anfangswertfunktionen verschwinden die entsprechenden Funktionen auch in einer Um-
gebung von s = 0 nicht. Fiir die rationale Funktion ®, die Leichtweif§ vorgeschlagen hat,
heifdt dies:

1.) n(x5)(0) # 0, dies entspricht (5.10).
2.) Aamy(IVG)(0) — Aimh(x5)(0) # 0, vgl. Bemerkung von 5.4.1.

3.) Weil K = eq~* ist, bedeutet K(0,0) # 0 und ¢(0,0) # 0, daBl Nenner und Zihler des
Quotienten in (5.12) ungleich 0 sein miissen, es muf} somit gelten:

T (NG)(0) # 0 und Ay (NG)(0) = A () (0) # 0
Natlh (NG5 (6 (0) = Ao (b (5)2(0) + det? (x, N, No) (0)) # 0

20Fiir einen besseren Vergleich mit [Leil] steht (5.10) bei den anderen Ausnahmebedingungen.
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4.) Aus S1(0,0) # 0 folgert man 75(Ng)(0) # 0. Weil ds2(53) = /\22&;9/\1251 ist, erhilt man
1

62)\2512
A2ST 4+ A

2eXo(S2)? — 201 ST — 2)3 — 2605252
53(0,0) = 22450 Wi v CIVR

252(0,0) —

das bedeutet A;S](0,0) + A3 # 0 oder A\yny(Ng)(0) — A3mh(25)(0) # 0.

Weil jedoch 1y = (N, .) gilt, erhalten wir aus 1.) (d. h. (N§, ) # 0) automatisch z{, # 0
und N} # 0 und damit (z{, z() # 0 und (N}, N§) # 0. zf gilt auch, weil z, als regulire
Kurve vorausgesetzt war. Einige der Bedingungen in 1.)—4.) kommen mehrfach vor oder
folgen aus anderen.

Wir erhalten zusammenfassend vier Ungleichungen:

2) (NG, 75)(0) # 0 (ans 1)),
b) i (det? (wh, Ng, No) + (Ng, ) ) (0) = Ao NG, 24} (0) (NG, Nj)(0) # 0 (wegen 3.))
¢) As(INE, 24)(0) — A (T, NY(0) # 0 (aus 3.) bzw. 4.))

d) Aa(Nj, N§)(0) = A (NG, 74)(0) # 0 (wegen 2.)

Leichtweifl hat in [Leil], S. 256-260, folgende Ausnahmekriterien angegeben: Sei

(No )

(0, 20)

_ det(xp, Ny, No)

(0, 20)

b(s) := (s), a(s) := (s).

Dann soll gelten?!
a') b(0) #0 & (Ng,7)(0) # 0,
') A= Ab(0) # 0 < Ai{xp, 76)(0) — Ao (Np, 26)(0) # 0,
d) A <a2(0) + b2(0)> — X3b(0) £0
& Ay (det? (wh, Ng, No) (0) + (NG, 14)2(0) ) = As{N, ) (w, 24} (0) # 0
d) A3 —Ab(0) #0 & 3wy, ) — M (N, ) #0

Da fiir Flichengrofien beziiglich der euklidischen Normalen einer (beziiglich h) isotherm
parametrisierten Fléche

det(xf, Nj, No)(s)
q*(s,0)ny(wp)(s)
g2 = (w1, @2) = (T1,¢"m A n),
<$6, 77(l) A 770> = @(@:E)v '>v <N(l)v '>v <N07 >) = det(xf), N(l)a NO)

St(s,0)

gilt, erhalten wir aus
Sign = 511911 + 512921 =hn

2'Wir geben die Ungleichungen einmal mit a, b nach [Leil] und danach die fiquivalenten Ungleichungen
mit zg und Ny an.
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diese Gleichung fiir (xf, xf):

(N, No)
_W<x671‘6> +
070

detQ(xf], N(l)a NO)
(N, o)

(Ng, w0)* + det® (x5, Ng, No)

(Ng, No)

= _<N(l)7x6>

= (25, 7) =

Das ist nur moglich, wenn a') erfiillt und deswegen (N§, N[} # 0 ist. Man kann mit dieser
Formel fiir (zf, z}) die letztgenannten Kriterien a')—d’) umschreiben zu

@) (Ng,2b)(0) # 0,
B) A (NG, 74)2(0) + det? (a, Ni, No)(0)) = Ao NG, 25) (0){Ng, Ng)(0) # 0,

” det(x{],N[’]<, ]\ZZO)N:; (NG, o) (0) <A1<N(;, Ng)(0) — )\3<N6,x6>(0)) # 0,

das bedeutet, da der erste Faktor wegen «) ungleich 0 ist,
AL{Ng, No)(0) = As(Ng, 2) (0) # 0,
5) Na( (NG, w4)2(0) + det?(zh, Ng, No)(0)) = Ay (N, 24)(0) (N, Ng) (0) # 0.

Die Aussagen a) und «), b) und £3), ¢) und 7) sind je dquivalent. b) und /) folgen beide
aus ¢ # 0 (oder 1/K # 0), und c¢), v) aus K # 0.

d) und ¢) sind allerdings unterschiedliche Bedingungen. Das bedeutet nicht unbedingt,
daf es keine Fliche durch zy mit den verlangten Eigenschaften gibt, wenn d) oder ¢) nicht
erfiillt ist. Es heifit nur, daf§ das jeweilige Verfahren in 5.7 bzw. [Leil] nicht angewandt
werden kann. Die unterschiedlichen Ungleichungen folgen aus der unterschiedlichen Ver-
wendung von Flichengroflen fiir die Differentialgleichungen. Hier haben wir ein System
von Differentialgleichungen fiir u. a. hy;, S{, S? und lésen ®(H,K) = f nach S3 auf.
Dies ist nicht moglich, wenn d) nicht erfillt ist. In [Leil] wird ein System fiir hy1, g11, 912
angegeben und ®(H, ) = f nach goo aufgeldst, was nur machbar ist, wenn J) gilt.

Bemerkung: Wir erhalten wirklich, nachdem wir die aus DGL EUK"” gewonnenen Funk-
tionen in DGL GW eingesetzt haben, eine Fliche x mit der euklidischen Normalen N.
Wir haben zwar nicht ausgeschlossen, daf3 es andere Normalisierungen gibt, fiir die ¢ =
m(IN) ebenfalls |K|~7 ist oder fiir die N lings z ein Einheitsvektorfeld ist.

Sicher ist nur: Eine Fliche x mit euklidischer Normale N geniigt notwendig den Integra-
bilititsbedingungen (1.1), also auch DGL EUK", fiir die Stiitzfunktion gilt ¢ = |K| 1
und die Anfangswerte sind so, wie in diesem Abschnitt beschrieben. Da die Differential-
gleichungen DGL EUK"” und DGL GW eindeutige Losungen haben, ist die so erhaltene
Normale die euklidische.

So kann man auch in 5.8 und 5.9 argumentieren. Es kann zwar sein, dafl bei einer anderen
Normalen (5.13) oder (5.16) oder eine Eigenschaft der Anfangswerte erfiillt ist. Wegen
der Eindeutigkeit der Differentialgleichungen ist die Lésung N jedoch N, bzw. N&.

5.8 LoOsung bei Normalen der Manhartschen Familie

Hier wenden wir das Verfahren auf Normalen der Manhartschen Familie an und beweisen
eine zu Satz 5.3 analoge Aussage fiir eine solche Normale.
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Wir geben eine Differentialgleichung fiir 72 an, um das System DGL I aus 5.4.1 zu ver-
vollstdndigen. Dazu verwenden wir die Eigenschaft, da§ die Stiitzfunktion ¢ = 1(N,)
bzgl. N, eine bestimmte Potenz von I, ist. I, kann man andererseits auch nach Lemma
2.1 mit ¢ und Flachengrolen bzgl. N ausdriicken. Aus diesen zwei Darstellungen von /C,
erhilt man die Differentialgleichung.

Die Anfangswerte von ¢ und T? ergeben sich aus der Darstellung von N durch N,, das
wir ldngs (s,0) aus 79 errechnen.

Wir legen eine in (0,0) analytische, bzgl. h isotherm parametrisierte Fliche x zugrunde
mit der Normalen N = N,, wobei a # i fest sei. Im folgenden geben wir an, was fiir die
Flichengrofien bzgl. N, insbesondere fiir ¢, T, T2, notwendig gilt neben den in 5.2-5.4
erwihnten Eigenschaften.

Wir bezeichnen

Ne = @Ny+2.(Z%) = qN + 2.(7)
N = ¢N.+2.(Z.) = qNy+ 2.(Z)

Es gilt fiir diese Grofien nach (2.14) und Definition 2.4

_1 ; 4o

- 5 - 4 2 a
q=|K.|" = |’Ce|(40‘ DA G=gq K| =¢77, 7:= _—
da—1 v

e _=

Wir miissen deshalb o = i ausschlieflen, denn dort ist ¢ = 1 und ¢ = 1 gilt nur fiir
|ICe| = 1, also i. a. nicht. Diesen Fall N = N, haben wir aber schon im Abschnitt 5.5
behandelt.

Wir kénnen |KC.| auf zwei Arten darstellen: |IC.| ist einerseits der Betrag der euklidischen
Gauflschen Kriimmung
|Ce| = 226(Se188 — €(Sa)?),

wobei
sign K, = sign Det h, = sign (q2 Det h) = sign Det h = ¢

ist. S, und daher auch K, konnen wir mit Hilfe von Lemma 2.1 durch die Gréflen beziiglich
N und durch § ausdriicken. Andererseits ist wegen (2.14)

4
= q4a—1 .

Q=

|Ke| =q

Man erhélt damit eine Gleichung, bei der auf den beiden Seiten je eine andere Darstellung
von |IC.| steht, die beide ¢ und damit ¢ in einer Form enthalten. Aber auch die 7% und
ihre Ableitungen kommen vor. Diese Gleichung kann man dann nach 9,(7?) auflésen.

Nach Lemma 2.1 ergibt sich

Se(X) = 4S(X) = VxZ.

22ZWir betrachten nur Fléichen in isothermen Parametern bzgl. h. Da h. ein Vielfaches von h ist, sind
diese auch isotherme Parameter fiir he. Es gilt somit auch fiir die Gréfien bzgl. N, z. B. SL, = e52,.
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Hierbei ist wegen (2.10)

7 = —gmdhr) = — grady(log |4) = 4G grady(log |q|) = 44T,
9;(log lq|) = T; = hyT".
Wir erhalten also in lokalen Koordinaten
Séj = ch; —q aj (Tl) —9q FjliTl + ’3/26 hleiTl.
Dies fiihrt insgesamt zu der Gleichung
g/t = IC, = 5},52, — £(S%)*
=¢ (511 — 0 (Tl) — ’?(flll + KIII)T1 — fy(f‘ul + K112)T2 + ”?QETITI)
(53 - 40u(12) = 3o + K2 = 4(057 + K3,)T? + e ET*T?)
. . 2
—eq’ (Sf — A0 (T?*) = 4T, 2+ K3)T = ATy + Kip)T? + 4*ET! T2> i

Auf der linken Seite steht also ¢*/(**=1) und dies ist fiir kein o gleich 1%3.
Wenn wir durch ¢2 = ¢=?7 teilen und (5.11) anwenden, folgt:

g1t = gt
= s<51 §ou(T") — (812(E) + KT — 7(622(? +eK7)T + &QE(TI)Q)

(52 (812(E) K, +2ETHT" - &(82’2(]3) eK} + 2: ETY)T? + 4% B(T?) )
(st —qon) -5 gy 2B ke s stey)saur
- (512 — 40, (T?) — &(—5% + K7)T' — a(% — K{, + 2ET"T? + 4°ET" T2)

Ist « = 0 < 4 = 0, dann erhalten wir die Gleichung fiir ¢ des vorigen Abschnitts:

= 5183 - £(S})?

'Q|m

A

Fir o ¢ {0, 1} kann man nach 9,(7?) auflosen, allerdings nur, wenn der (wesentliche)

Faktor davor, d. h.
X%(E, al(E)vGQ( ) K1117K12175117T1aT2 a (Tl)) = QBS;I

= (SI—40(T") ~ (a;(E) 822(E)

+ KT =4 +eK7)T* +5°E(T")?),

zumindest an den Anfangswerten nicht 0 wird. Die so erhaltene Gleichung fiir 9;(7?)
lautet dann

448

gqle—1 4 ¢ 1 da — 1 q4a 1_|_
0,(T7%) = X—7X1 + §X§ =~ T (e N X X3)- (5.13)
1 1

23Es ist moglich, dafl ¢ = 1 sich als Losung ergibt, aber in der Gleichung ist der Exponent dieser Potenz
immer ungleich 0.
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Dabei bezeichne

X% = (qesgl)Z

02 (E 0\(E
= (st a0 (2B ey -5 A g apryre  srpriTey,
X5 = 4eSés +905(T°)
E E
= y(a;(E) — K}, +2ET")T" — &(822(E) — eK}, 4+ 2eET*)T? + 4% E(T?)?.

Die Gleichung (5.13) vervollstéindigt das System DGL I aus 5.4.1. Wir nennen das durch
(5.13) ergénzte System DGL I MANH.

Nun brauchen wir noch die Anfangswerte von ¢, 7" und 7.

Wir berechnen die Werte, indem wir zuerst N, lings (s,0) bestimmen und ¢, bzw. 0(q.)

mit Hilfe von xy, Ny, np und N,(s,0) ausdriicken. Da ¢ = gt I/ st ist der Rest

kein Problem, wir miissen jedoch @ = 0 ausschlieflen. In diesem Fall wire ¢, = 1 und
q = |K.|~"/* =1 gilt i. a. nicht.

Man kann N durch N, darstellen. Wegen (2.15), (4.3) und (5.6)** gilt:
N = ¢Ne+x.(Ze) = qeNe — x.(grady(log |gel))

(6] (6% (6% (6%
= que - _Tlxl - _T21‘2 = QeNe - _Tlxl - _T2q2771 A n
Y Y Y Y

Da die euklidische Konormale 7, = (N, .) ist, folgt fiir die Konormale n

n= < Ne; >

Das Vektorfeld?® .
Ne = —N,

Ge

ist also dasjenige mit

<Ne,fL'1> :07 <N67771/\77> :07 <N67N> =1L

Analog Definition 1.2 ist dies, wenn man (.,.) mit g(.,.) bezeichnet, gerade N.=g*(n).
Nun 148t sich auch N, berechnen. Es ist néimlich das zu N, gehorende Einheitsvektorfeld,
man mufl N, durch seinen (euklidischen) Betrag teilen:

Vgt 5t 5
Nl (N, Ny /o)

Dadurch erfiillt dieses so definierte N, wirklich die Bedingungen

N, =

-2

(Ne, 1) =0, (Neymy An) =0, (No,N.) =1/(N.,N.) (N, N.)=1.

24 Weil ¢ = |Ke|” > 0 gilt, ist § = 1.
25N, ist i. a. keine Relativnormale. Das ist nur dann der Fall, wenn ¢, konstant ist.
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Daneben ist N, eine Relativnormale, denn
~ ~ 1 1 i 1
N(New) = (Ney New) = (1(Ne)) (Ne, New) = 5 (11(Ne))2 0 ({Ne, Ne)) = 0.

Aus n(N,) = (N.,N.) schlieBt man, dafl n(N.) immer > 0 ist und die Gleichheit nur
gilt, wenn N, = 0, d. h. wenn (N,,.) = n = 0 ist. Dies ist ausgeschlossen, da n an den
Anfangswerten nicht verschwindet wegen (5.8). Es folgt auflerdem:

n(Ne) = n(\/ﬁﬁe) = \/n(Ne) >0

So konstruiert man also die euklidische Normale aus 7.

Weil (N,;) = 0 und

Net = (n(N2))* Nk + 05 ((n(N.)

N

)~

ist, gilt:

(NI

Mk = <Nek7 '>7 ak(n(Ne)) = nk(Ne)a nk(Nej) = (U(Ne))

Wegen der Darstellung

(Neks Nej) (5.14)

N, = lN + “ Tz, + iT2q2771 AN
de Yqe e
erhilt man
qgl = n(Ne)
oder )
b= N " n(Ne) ™"

Man bestimmt g durch
q= qt(a4o¢71)/4oc — n(Ne)f(élafl)/éla.

Nach (5.4) erhalten wir T' aus der Ableitung von ¢ nach w.

Nun berechnen wir 7. Die Gleichung

gq_sz _det(zy, N, N) _ det(zxy, N, N)
7 4e det(zy,m An, N) 2

kann man wie folgt nach T? auflésen:

2 _ 7 4e e
T == E?det(fﬂl,Ne,N) = (e 2 Edet(xl,Ne,N)
= ()" det(x1, N, N)

Sind also xq, Ny, 19 vorgegeben, ist Neo(s) = Ne(s, 0) festgelegt durch

<N60,$6> = 07 <N60777(l) A 770> = 07 <N807N0> =1.
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Damit berechnet man No(s) := Ne(s,0):

1 .
Ny = ———Neg
1M0(Neo)
Aus (5.14) folgt
_, -
M = (Neos-)s (m0(Neo))” = m(Neo), 1m0(Neo) = (110(Neo)) 2 (Neg, Neo) (5.15)
und wir haben diese Anfangswerte:
q(s,0) = qols) = mo(Neg) U071/ (s),
(5.4) 4a—1 (no(Neo)) da—1  nf(N,
7(s,0) Xl (s) = ) (s),
4o mo(Neo)mp(xp) 4o mo(Neo)mo ()
4oy — 1 2a-1, . det(xfy, Neo, No)
TH0) = () () e S )

da— 11 det(z!, Nog, N
_ 4o 1 det(zg, Neo 0)(5)

4o qf 1o(Neo)my(ah)

Jetzt betrachten wir noch Ausnahmebedingungen: Wegen (5.8) ist 7 und damit Neo
ungleich 0. Deshalb ist 17y(Ney) # 0 (vielmehr > 0) und auch

Mo (Neo) = UO(NeU)(nﬂ(NeO))ié = (770(](760))% > 0.

Es ist daher gy # 0 und stets definiert. Aufer (5.7)—(5.10) und der Bedingung, dafl & = f
nach S3 auflosbar ist, mufl noch der Ausdruck x] zumindest lings (s, 0) ungleich 0 sein.
Das bedeutet, wenn man T%(s,0) mit T (s) bezeichnet:

_77(l) (N(l)) o ,_A}/(Tl)l o ’AY (nl/(x/) 4 77/ (ZU”) + 77/ (27”) o 7’]”(371 ))Tl
0 0 0 0 0 0o\*~0 0 0 0
Mo (o) 21 ()
/3/ det(ajgv :L‘f), NU) 27 7 1o 2
+ € — qpdet(ng, g, T
27,](/) (1‘6) ( qg 0 (770 770 770)) 0
/3/ det(x37 :L‘f], NO) 27 1 roon 2
+ —£ — qodet(no, Ny, T
277(’)(%)( @ qodet (10, Mo, 19 )) To
+42 (=1 () (Ty)?
1 ( / IN (T 776(N60) I 77(I)(N80) et
= — 1o (V, Ty) — (———= Zy) + x
T (h)? Mo (No) o () (Uo(Neo)) Mo () o Neo)%( 0)

1 (776

(
(Neo)vo /(s
770(Neo) - 770(Ne0)) 770(%))
(Neo)

+@(T]Oa 7767 Uél)det(ﬁf)a Ne(]a NO)

615) =1 e (Neo)o(Neo) + 16 (Neg)no(Neo) — (1(Neo))?
= W(UO(NO)%(%)"‘ o (Nao)? Mo ()
_né(Neo)n,,(x,) o (26)m (Neo) — g ()16 (Neo) — 15 (Vo)1 (26) 10 (Neo)

770(Ne0) oo 770(Neo)
776(N60) 2 1/
O ) b))
= s () 5 NG) + i (050) + )

173



= /_1/ né(NéO)v da (77(1)(N0)), = 776’(]\70) + 776(N6) =0 ist
1o(20) 10 (Neo)
a5y —1 (N, Nly) -
= Ne
W) v )

Wir haben folgendes verwendet: Nach Definition von det ist

N

@(T]Oa 77(l)7 776,) det(xo, NeOa NO)

m0(z)  10(Neo)  10(No) 0 m(Neo) 1
= Det | my(zy) m(Neo) mo(No) | =Det | my(ap) m(Neo) 0

1o (20) 1 (Neo) 770(N0) Mo (z) 15 (Neo) 15 (No)
= 1o(xo)mo (Neo) — g () ng (Neo) — 15 (No)mo (26)10(Neo).-

Es ist demnach darauf zu achten, dafl N, immer ungleich 0 ist. Das ist nach Definition
von Ny gleichwertig zu

(10(Neo)) ™2 Nig + ((10(Neo)) ™7 )' Neg # 0.

Da aber 19 = (N, .) ist und 7o und 7} linear unabhiingig sind wegen (5.7)—(5.10), ist das
immer gewéhrleistet.
X1 # 0 fiihrt daher zu keiner weiteren Bedingung.

Satz 5.4 Gegeben seien die in s = 0 analytische, requlire Kurve xq, die Vektorfelder
No, no lings xy, die den Bedingungen (5.7)-(5.10) geniigen und in 0 analytisch sind,
die in (0,0) analytische Funktion f und die analytische Funktion ®(H,K) = ®((S] +
S2)/2, 8152 — £(52)?) = ®(S!, 82, 52), fir die ®(H,K) = f eindeutig nach S? auflosbar
15t.

Dann ezistiert zumindest lokal in einer Umgebung des Punktes (0,0) fir festes a ¢ {0, i}
je genau eine elliptische und eine hyperbolische Fliche x in isothermen Parametern, die xg
als Parameterlinie enthdlt, d. h. xo(s) = z(s,0), deren Normale N = N, und Konormale
n lings o mit Ny bzw. ny ibereinstimmen, No(s) = N(s,0), no(s) = n(s,0), und fir deren
Gaufsche Krimmung KC und Mittlere Krimmung H die Beziehung ®(H,K) = f gilt.

Beweis: Wir sind bis jetzt von einer in (0,0) analytischen, isotherm parametrisierten
Fliche £ mit der Normalen N = N, ausgegangen. Die Fliachengrofien bzgl. N erfiillen
notwendig (1.1), also DGL I, und (5.13). Die Anfangswerte von ¢, T", T sind so, wie sie
in diesem Abschnitt bestimmt wurden, die anderen Anfangswerte entsprechen denen von
DGL L.

Eine Fliache x mit der Normalen N, und die dazugehtérenden Fliachengrofien erfiillen also
das durch die Ergebnisse dieses Abschnitts erginzte System DGL I MANH und DGL
GW. Diese Systeme sind jedoch nach Satz 5.1 eindeutig l6sbar. Wenn es also eine solche
Fliche mit dieser Normalisierung gibt, ist sie mit der Losung von DGL I MANH?® und
DGL GW identisch. Es ist aber sicher, dafl so eine Fléiche existiert, denn die Losung von

26Die Abbildungen x und N selbst sind natiirlich nicht die Lésungen von DGL T MANH, sondern von
DGL GW. Das zweite System benutzt allerdings die Flichengrofien, die sich als Losungen von DGL 1
MANH ergaben und die der Normalisierung entsprechende Eigenschaften besitzen.
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DGL I MANH ist analytisch in (0,0) und reguldr. I, ist somit # 0 und analytisch in
(0,0), daher ist die Normale N,, definiert und hat die erwiinschten Eigenschaften. #

Bemerkungen: 1.) Man kann die Anfangswerte auch mit N «0 Statt mit N,g darstellen.
Die letzte Rechnung (x{ # 0) ist dann ein wenig verindert, fiihrt aber zum gleichen
Ergebnis. Man benutzt

(10(Neo))' = (Neo, Ne))' = 2(N o, No) = 205 (N o).

2.) Im Gegensatz zum euklidischen Fall in Abschnitt 5.7, aber dafiir analog zum &quiaf-
finen Fall in Abschnitt 5.5 und, wie wir gleich sehen werden, zur zentroaffinen Familie in
Abschnitt 5.9 werden keine besonderen Anforderungen an Ny gestellt. In 5.7 mufite NV,
ein Einheitsvektorfeld orthogonal zu zf, sein und damit neben (5.7)—(5.10) weitere Bedin-
gungen erfiillen. In 5.5, 5.8, 5.9 kann man N, fast beliebig wihlen. Allerdings ist ny, durch
no = (Np,.) im euklidischen Fall eindeutig durch N fixiert, in den anderen behandelten
Fallen nicht. Wir werden das letztgenannte Problem in Abschnitt 5.11 behandeln.

3.) Eine weitere Gemeinsamkeit der Abschnitte 5.5, 5.8 und auch 5.9 ist die Tatsache, daf}
man bei Vorgabe von ®, f, xg, Ny, no und der Art der Normale zwei Fldchen, genauer je
eine elliptische und eine hyperbolische Fliche, erhélt. In Abschnitt 5.7 haben wir dagegen
schon darauf hingewiesen, daf§ im euklidischen Fall & das Vorzeichen von h bereits fest-
legt, dafl somit nur eine entweder elliptische oder hyperbolische Fliche existiert, die den
Bedingungen geniigt.

4.) Auch Gléssner behandelt das Bjorlingsche Problem in [Gl], S. 199-202, fiir o = 5
und ®(H,K) = H. Er gibt als N, allerdings nicht Ny, sondern N, auf (s,0) vor. Auch
geht er nicht wie in Abschnitt 5.8, sondern analog zu [Leil], S. 249-254, vor, er gibt
Differentialgleichungen fiir die euklidischen Gréflen g und h, an, nicht fiir Gréflen bzgl.
N%, und erhélt eine bzgl. g, nicht bzgl. h, isotherm parametrisierte Fliache. Das Ergebnis
ist nicht eindeutig, nur nach Vorgabe der Anfangswerte von hegs, 0s(hes2). Dagegen ergibt
sich in diesem Abschnitt ein eindeutiges Ergebnis, allerdings kénnen wir Ny(s) = Ny (s,0)

(fast) frei wéhlen.

5.9 Losung bei Normalen der zentroaffinen Familie

Analog zum vorherigen Abschnitt wenden wir das Verfahren auf Normalen der zentroaf-
finen Familie an und erhalten einen zu Satz 5.3 analogen Satz.

Wir geben ebenfalls eine Differentialgleichung fiir 72 an, um das System DGL I zu
erginzen. Dazu gehen wir fast genauso vor wie in 5.8: Wir stellen K. = 1 mit ¢ und
Flachengrofien bzgl. N dar. Daraus folgt die Differentialgleichung.

Die Anfangswerte von ¢, 7" und T2 ergeben sich aus der Darstellung von N durch N,.

Wir gehen von einer in (0, 0) analytischen, bzgl. h isotherm parametrisierten Fliche z aus
mit N = £N?® (zum Vorzeichen siehe unten), wobei a # } fest sei. Wir geben Eigenschaf-
ten der FlichengroBen bzgl. N an, die sich fiir diese Situation notwendig ergeben.

Wir bezeichnen

N. = Ny +2.(Zy) =GN + x.(Z)
N = chC+l'*(Zc):qNb+l‘*(Z)
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Wir gehen davon aus, daf sign hy; = sign E' = signdet(xy, x4, N) > 0 ist. Gilt N = N2,
ist ¢, = |l€c|°‘ > 0 (Definition 2.6) und o, = ¢, und ¢ = ¢ . haben dasselbe Vorzeichen,
fiir N = =N dagegen ist ¢, < 0 und ¢, g, haben verschiedene Vorzeichen.

Sei €. 1= sign qp.

Weil nach der Vereinbarung aus 2.2.3 sign det(xy, x2, Ny) = signdet(xy, 2, No) > 0 und
damit ¢ > 0 ist, kann fiir e, = 1 nicht N = —N und fiir e, = —1 nicht N = N gelten.
Es sei also N = e, NZ.

Fiir die GroBen ¢, ¢, gilt nach (2.18) und Definition 2.6

q= |’€c|’y = |’€c|(4a_1)/47 q= qc_l =¢&¢ |I€c|_a =¢&¢ q—’?

= i ausschliefen,

denn ¢ =1 gilt i. a. nicht.

Wir kénnen jetzt analog zu Abschnitt 5.8 weitermachen. Dort war aber I, eine Potenz
von ¢ und wir konnten e¢*/(e1) = I, = S!, 52, — £(S%)? setzen. Diese zwei Arten, K,
auszudriicken, fiihrten zu einer Differentialgleichung. Hier hat aber K, nichts mit ¢ zu
tun. Wir kénnen K. mit Lemma 2.1 zwar - wie in 5.8 - mit ¢ und Flichengrofien bzgl. N
darstellen, aber IC. ist - im Gegensatz zu IC, - keine nichttriviale Potenz von ¢. Allerdings
ist bekannt, daf8 K, fiir jede Fliche konstant 1 ist?’. Diese Tatsache kann man benutzen,
wir setzen nicht e¢*/(4e=1) = §1 .62 — £(S2)? an, sondern
1=K.=85,55—¢e(S4)*
Da wegen Lemma 2.1 fiir den ShapefOperator
SC(X) =X =§S(X)-VxZ

gilt mit Z = 44T, 0, (log |q|) = hﬂTl erhalten wir in lokalen Koordinaten
Insgesamt ergibt sich diese Gleichung:

1=K.=8,5%—¢e(54)°

= (81 = 301(T") =40 + KI)T' = (0,5 + Kiy)T? + 4 BT'T")

(522 —40,(T?%) - ’AY(IA‘212 + K51 — (F22 + K35,)T% 4+ 5ET2T2)

. . 2
i (S7 - A(T?) — (D + KT — (07 + KB)T? +ET'T?)

Man erhélt also fast dieselbe Gleichung wie in Abschnitt 5.8, nur steht auf der linken Seite
1 statt e¢*/(*=1), Damit gilt, wenn wir durch ¢> = ¢~%7 teilen und (5.11) anwenden:

2 8a
qu'Y = gqio-1

= (st - o) - Ly -4 ey 4 s2p?)

(s2- (812(E) K}, +2BT"T" — 7(622(? —5K121+25ET2)T2+ B (1?)?)
(st a0~ A x5 BB ke e o)
— (82— 400(1%) = 4~ 822(E)+K DT - 7(812(5)—K}1+2ET1)T2+&2ET1T2)2

2TC. ist somit doch eine Potenz von ¢, nimlich die triviale ¢°. In 5.8 hatte man den Exponenten 40;;_1.
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Wir wollen den Fall « = 0 < 4 = 0, der bei der Berechnung der Anfangswerte aus-
geschlossen wird, beiseite lassen. Dann kann man diese Gleichung nach 9,(7T?) auflésen,
wenn der Faktor davor, d. h.

Xi(Ea al(E)762(E)7 K1117K1217 5117T17T2761(T1)) = qcscll

. 0 (F ., Os(E .
= (st ot — 5B L ryrt -y BB gy s2mry,

zumindest fiir die Anfangswerte nicht verschwindet. Das ist jedoch immer so. x| ist lings
(s,0), wie wir am Schlufl des Abschnitts zeigen werden, gerade

Die Gleichung fiir 9,(7?%) lautet dann

1
no(Neo)

8a 8a
g1 +ex? 1 4o — 1 ,qTa=T + ex?
1 1

Dabei bezeichne

X% = (qcsfl)Q

= (S —40,(T?) — 4(— aQQ(E) + KT 7(% — Ky, +2ET)T* + 4°ET'T?),
X% = Qc5022 + Y0y (TQ)
S2 &(61(E) — K, +2ETHT" — @(82( ) _ eK}, +2eET*)T? + 4 E(T?).

2F 2F

Die Gleichung (5.16) vervollstingigt das System DGL I aus Abschnitt 5.4.1. Das ergénzte
System bezeichnen wir mit DGL I ZENT.

Nun brauchen wir noch Anfangswerte von ¢, 7' und T2.
Da ¢ = |g.|**~1/4 ist, miissen wir a = 0 ausschlieBen. In diesem Fall wiire |g.| = 1 und
q = |K.|~"/* =1 gilt i. a. nicht.

Stellen wir N mit N, dar, d. h. nach (2.19), (4.3), (5.6)

N = ¢N.+z.(7Z.) = q.N. — z.(grad,(log|q.|))
a ) a Qo0 9
= ¢N,——-T"v,——T"2y=¢q.N.— =T vy —=T"¢°n1 A\ n,
Y Y v v

ergeben sich die gesuchten Werte. Es gilt

O(n(Ne)) = ne(Ne) + n(New) = me(Ne) — n(@e) = ne(Ne).- (5.17)
Die Stiitzfunktion g. beziiglich N, erhalten wir als

det(zi,m An,N) _n(N) 1
det(xlanl A m, Nc) n(NC) n(NC) .

Da N = £N¢ ist, die zentroaffine Familie also existiert, muf§ n(N,) # 0 sein, N, kann
nicht tangential sein.

qc ist also definiert und # 0, es ist aber nicht unbedingt positiv, das Vorzeichen ist gerade
€.. Demnach ist . ¢, > 0.

e =
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Damit ist ¢ bestimmt durch

4da—1 da—1

¢ = (eqe) 1o = (een(Ne))™

T' ist durch (5.4) gegeben.
Nun bestimmen wir 7?: Aus

O _ det(xy,N,N,)  det(xi,N,N,)

fyq ~det(xy,m A, Ny Eq;!
ergibt sich
T2 — _ﬁ%det(ajh]\f, Nc) = —56(5ch)%£d6t($1;]va Nc)
= —coleen(N))E (21, N, N,).

Seien also g, Ny, 7 gegeben mit (5.7)—(5.10), wobei fiir (5.10) wie sonst auch 7y(zf) > 0
gelten soll.

Wir bezeichnen N,(s,0) = Ng(s) = 0 — zp(s).

Um zu gewéhrleisten, dafl N,y nicht tangential ist, muf}

Mo(Neop) = 100 — x9) #0 (5.18)

sein. ¢, ist bereits durch diese Anfangswerte fixiert, es ist ndmlich sign ny(Ny)%.

Aus (5.17) folgt

(m0(Neo))" = 19(Neo)- (5.19)
Zusammen haben wir die Anfangswerte:
q(s,0) =t qo(s) = (50770(Nc0))7(4a71)/4a(5)
dao—1 1 (m(Ne))', | (519) 4o —1 5 (Neo)

1 B . . "o
I'(s0) = 4a 1o(20)(8) M0 (Neo) () dac o (Neo)o (o)
-1

1%(s,0) = (cem(N. >>2%?<s>det(f;°6’ Slial )

4a—1 1 det(z), Ny, Ny )(S)
4o g3(s) mo(Neo)mp(zh)

AuBlerdem mufB neben (5.7)—(5.10) und der Bedingung, daf ® = f nach S7 auflosbar
ist, noch der Ausdruck x] zumindest auf (s,0) ungleich 0 sein. Das bedeutet, wenn wir

(s)

Z8Genau gesagt konnen zwei Fille auftreten: no(zf), no(Neo) haben das gleiche Vorzeichen oder ver-
schiedene Vorzeichen. Im ersten Fall kénnen wir (gegebenenfalls mit — Ny, —np statt No, no) no(xg) und
70 (Neo) gleichzeitig positiv normieren. Wir konnen dann auf e, verzichten.

Im zweiten Fall aber ist es nicht moglich (weder durch — Ny, —np fiir Ng, 79 noch durch —xq fiir zp), an
den unterschiedlichen Vorzeichen etwas zu dndern. Wir sorgen dann, wie gesagt, dafiir, daf§ no(z{) positiv
ist. 1o(Neo) ist damit negativ und e. = —1. Wir konnten stattdessen auch 79(N.o) positiv normieren,
in dem Fall kénnten wir im ganzen Abschnitt ohne ¢, arbeiten (¢, wire dann > 0). Allerdings haben
wir einige Formeln - wie (5.8) und somit verschiedene Anfangswerte aus 5.3 - an E(s,0) = hy11(s,0) =
1o (zg) > 0 ausgerichtet. Wir miifiten bei manchen Anfangswerten die Vorzeichen éndern.
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T*(s,0) wieder T¢(s) nennen:

I S = gt () + )+ 1 (ah) — DT
gy e i, )
gt (- ST o 1)1
5 (b)) (T3’
_ 1 / IN (T 776(N00)// ! 776(N00) ne ot
= e (VD (at) — CRR (e + a a)
g7 o ’ 1 776(N00)
et i 1) det (2, Noy Neo) s = (GRS (0
(5é9) 77 (:;)2 (UB(N')U'($6)+773( cO) 0( )+775;(‘é>[\c;0);7( ) (770(N ))2 /(xg)
~ 1(Neo) () - 10(20)1 (Neo) — 1 ()16 (Neo) — 165 (No)mo ()70 (Neo)
770(Nc0) oo 1M0(Neo)
O )
_ —1 ! i i ! " 77(1)(Né0)/ li
= (%(xo)(no(sz) FANG)) + 2 )

10(25) M0 (Neo) 770(N )

Das ist aber stets erfiillt. Auch in diesem Abschnitt ergibt sich zu den bisherigen Bedin-
gungen durch x} # 0 keine neue.

Bemerkungen: 1.) o = { mufiten wir bei der Herleitung der Differentialgleichung (5.16)
ausschlielen, o = 0 bei der Bestimmung der Anfangswerte.

2.) Bisher haben wir ® immer als Abbildung ®(H,K) von H und K vorgegeben. Bei
Normalen der Manhartschen Familie beinhaltete das den wichtigen Fall H = 0, also N,—
Minimalflachen.

In 3.8 haben wir jedoch herausgefunden, daf die Mittlere Kriimmung H bei den Normalen
der zentroaffinen Familie (bis auf N,) nicht die Bedeutung hat wie bei den Normalen der
Manhartschen Familie. Diese Rolle iibernimmt H.

Deshalb sollte man ® verallgemeinern zu einer Abbildung ®(H, K, ¢), die noch von der
Stiitzfunktion q bzgl. N, abhiingt. Wichtig ist nur, daf§ diese Abbildung nach S auflésbar
ist und daf} das System DGL I ZENT noch die in Satz 5.1 verlangte Form hat, nachdem
man fiir S7 die entsprechende Funktion eingesetzt hat.

Damit ist es moglich, Flichen zu finden, die (fiir e, = 1)

40‘_1,]%210

O(H,K,q) = H = (0 — 1) H + 27|K|* = (a — 1)H +

erfiillen. Die Sonderfiille & = 1,0 kommen (siehe 1.)) nicht vor. Fiir & = 1 kann man

H = f nicht nach S% auflésen. Im Fall f = 0 beeintriichtigt dies aber nicht, da es auch
keine N!-Minimalflichen gibt, siche Abschnitt 3.8.2.
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Satz 5.5 Gegeben seien die in s = 0 analytische, requlire Kurve xq, die Vektorfelder
No, no ldngs xy, die den Bedingungen (5.7)-(5.10) und (5.18) geniigen und in 0 analy-
tisch sind, die in (0,0) analytische Funktion f und die analytische Funktion ®(H, K, q) =
B((S!+52)/2, 8152 — £(52)2, q) = ®(S), 82,52, q), fiir die ®(H,K,q) = f eindeutig nach
SZ aufigsbar ist. Sei e, = signny(o — xp).

Dann ezistiert zumindest lokal in einer Umgebung des Punktes (0,0) fiir festes o ¢ {0, 1}
je genau eine elliptische und eine hyperbolische Fliche x in isothermen Parametern, die
xg als Parameterlinie enthdlt, d. h. zo(s) = x(s,0), deren Normale N = £, N* und Konor-
male n langs xo mit Ny bzw. ng dbereinstimmen, No(s) = N(s,0), no(s) = n(s,0), und fir
deren Gaufische Krimmung IC und Mittlere Krimmung H die Bezzehung ®(H,K,q) = f
qgilt.

Beweis: Dieser Beweis geht analog zum Beweis von Satz 5.4.

Die Flichengréflen bzgl. dieser Normalisierung erfiillen die Differentialgleichungen aus
5.4 und (5.16), d. h. DGL I ZENT. Die Anfangswerte ergeben sich, wie in 5.3 und 5.9
geschildert. Die Systeme DGL I ZENT und DGL GW sind eindeutig l6sbar. Die Losungen
von DGL GW geniigen den Forderungen des Satzes. #

5.10 Der Einflufl der Kurvenparametrisierung auf die
Losung

Bei der Vorgehensweise der Abschnitte 5.5, 5.7-5.9 spielte die Parametrisierung der Kurve
xo keine Rolle. x, Ny, 19 und andere Vorgaben (wie ®, f, ) induzierten eindeutig eine
Flache x mit einer bestimmten Normalen N. Wir untersuchen nun, ob die umparametri-
sierten Anfangsdaten Ty, Ny, 7j, mit denselben anderen Vorgaben die gleiche Fliche x in
anderer Parametrisierung induzieren.

Wir geben fiir diesen Abschnitt die Art der Normalen N, die Abbildungen ®, f und
e € {1,—1} fest vor. Die Aussage der vorigen Abschnitte war, dafl es dann? fiir eine
bestimmte Kurve xy mit Vektorfeldern Ny, no ldngs z, eine elliptische (fiir ¢ = 1) bzw.
eine hyperbolische (fiir ¢ = —1) Fliche in isothermer Parametrisierung gibt, die xq als
Parameterlinie x(s, 0) enthélt und deren Normale N bzw. Konormale 7 lings (s, 0) gleich
Ny bzw. 1y ist. N ist eine Relativnormale der vorgegebenen Art und es gilt ®(H,K) = f.

Sei nun

To(t(s)) = xo(s), No(t(s)) = No(s), To(t(s)) = 10(s)
eine andere (gemeinsame) Parametrisierung von zq, Ny, 19 mit ¢'(s) # 0, t(0) = 0. Auf
(5.7)—(5.10), (5.18) und die anderen Ausnahmekriterien fiir Anfangswerte in 5.7 hat die
Umparametrisierung keinen Einflufl. Gelten die Bedingungen fiir xq, Ny, 19, so auch fiir
To, No, 7,- Auch bleibt das Vorzeichen von 7,(Z}) negativ.
Es gibt somit genau eine elliptische bzw. hyperbolische Immersion Z(u ﬁ) in isothermer
Parametrisierung mit Z(¢,0) = To(t), N(¢,0) = No(t), 7(t,0) = 7,(t). N ist auch eine
Relativnormale der vorgegebenen Art und es gilt ®(H,K) = f.

29Eine Ausnahme bildet die euklidische Normalisierung, vgl. Abschnitt 5.7. Hier ist nur ein Wert von
€ moglich.
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Die Frage ist nun, ob T die gleiche Fliche x darstellt nur in anderer Parametrisierung,
d. h. ob Funktionen @, ¢ existieren mit Z(a(u,v), o(u,v)) = x(u, v).

Bemerkung: Wie in den anderen Abschnitten nehmen wir an, dafl zy, Ny, 79 und auch
t in s = 0 analytisch sind.

Wir untersuchen zuerst, welches Aussehen eine Abbildung (u,v) = (i(u,v), o(u,v)) not-
wendig hat, die z(u, v) mit (h;;) = < g 5% ) E >0,in Z(a,?) mit ( ( j(E)C >

E > 0, iiberfiihrt. Es gilt hierbei

E = Eu? + cEv?

0 = Eiiyiiy + cEDy0,
eE = BEu? 4 cEv?

Uy Ty — Uyly = Det< U o > #0

Uy Uy

w o=

)
)
)
4.)

Sei ohne Einschrinkung a, # 0%°. Dann ist wegen 2.)

Uy 0
Ty + € — = 0.
Uy
Setzen wir @, in 3.) ein, ergibt sich

~2~2 2 | =2 ~2

v ~ U, T EU . - v
eE=E-%" + cFEp? = B(-— u)’UZZ)SETU

2 v 2 v 2

Darum ist 92 = 42 bzw. @, = +7,. Es folgt aus 1.) und 3.)
eFt? = F — Ei’ = E — B} = cEW?

und daher ist

02— 2
Uy = U,

Fiir a2 = 02, 02 = 2 gibt es vier Mglichkeiten fiir die Vorzeichen:

@) Uy = EVy, Uy = Uy

B) iy = —ETy, Uy = —ly
Y) Ty = —EDy, Ty = Uy
J) Uy = EVy, Uy = —ly

Bei «) und ) folgt aus 2.) 9, = 0 = u,, die Funktionen @(u,v , ,
héngen daher nur von einer Variablen ab. Wegen 1, (u) = u’(u) = +0,(v) = +0'(v) sind
o', v konstant. Es folgt also

(u) = cu+dy, 0(v) = £ev + dy,

30Wenn i, = 0 ist, muf nach 1.) 3, # 0 sein. In dem Fall kann man analog mit 7, weitermachen.
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wobei ¢ # 0, dy, dy Konstanten sind. «) und /) konnen keine anderen Losungen als diese
affinen Funktionen haben. Mit den folgenden Anfangsbedingungen sind nur die linearen
Funktionen

w(u) = cu, 0(v) = tcv

moglich. Man sieht sofort, dal die Determinante in 4.) fiir ) ¢?, fiir 8) —c? ist.
Fiir ) ist die Determinante nach 1.) immer > 0, fiir ) immer < 0.

So sehen also alle Parametertransformationen aus, die eine isotherm parametrisierte FIa-
che z in eine isotherm parametrisierte Flache Z iiberfiihren.

von x. Verlangt man von der Parametertransformation

xo(s) sei die Parameterlinie 0)
zo(s) ist fiir die oben angegebene Funktion ¢(s), ergeben

x(s,
noch, daf #(t(s), 0) = Fo(t(s)) =
sich diese Anfangswerte fiir @, v:

u(s,0) = t(s), 9(s,0) =0
Es gibt zwei Fille zu unterscheiden:

e Ist t(s) = ¢s, ¢ # 0 konstant, haben alle Differentialgleichungssysteme a)-d) mit
den gerade angefiihrten Anfangswerten nach Satz 5.1 je eine Losung, ndmlich eine
lineare wie ) bzw. 3):

a),y):  d(u,v) = cu,d(u,v) = cv,
£),0):  a(u,v)=cu,?v

Also «) und ) haben die gleiche Losung, ebenso ) und ).

e Hat ¢(s) eine andere Form, fallen die Méglichkeiten «), 5) weg, ) hat eine eindeutige
Losung @, v nach Satz 5.1 und die Lésung von 6) ergibt sich als a(u, —v), 0(u, —v)
aus der Losung von 7). Dies ist iibrigens beim 1. Fall ebenso.

Es existieren also immer zwei Losungen, die sich aber nur durch ein Vorzeichen im Argu-
ment unterscheiden. Das bedeutet, dafl es zwei Parametertransformationen gibt, die z in
Z transformieren und fiir die z, und T, Parameterlinien in der beschriebenen Art sind. Im
weiteren betrachten wir nur die Losung von ), die Losung mit positiver Determinante.

Die Anfangswerte der Ableitungen sind

Wir werden jetzt beweisen, daf§ die durch Ty, Ny, 7, induzierte Fliche Z lediglich eine
Umparametrisierung = der durch zy, Ny, 1y induzierten Fliche x ist. Wir nehmen die aus
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7v) erhaltene Parametertransformation 4, ¢ und zeigen, daf} (@ (u,v),9(u,v)) = x(u,v)
gerade die von Ty, Ny, 7, induzierte Fliiche T ist.

Und zwar erfiillen beide Abbildungen diesselben Differentialgleichungen aus 5.4.1 und
5.4.2 mit denselben Vervollstdndigungen aus 5.5, 5.7, 5.8 bzw. 5.9.

Es geniigt also zu zeigen, daf} die Abbildungen z, 7 fiir v = s, v = 0 dieselben Anfangswer-
te haben. Wegen der Eindeutigkeit der Differentialgleichungen miissen die Abbildungen
identisch sein.

Wir werden zunéchst fir #(a(u,v), o(u,v)) die Anfangswerte der GréBen bestimmen, die
in den ergénzten Differentialgleichungen von 5.4.1 (genauer DGL Bl, DGL EUK, DGL I
MANH oder DGL I ZENT) und 5.4.2 auftauchen. Dabei nennen wir zum Teil u! := u,
u? = v, @' = 4, 4% := 0. Wir werden meist benutzen, daf fiir die lokalen Koordinaten-

funktionen eines (s, m)-Tensorfeldes B nach Umparametrisierung

Fitein _ gl oukr  Quks gu Quim
J1--Js kiks gain " Qads Qult T Qulbm

gilt. Wir erhalten daher

E(s,0) _ E(s,0)
i2(s,0) +c2(s,0)  t'2(s)

E(t(s),0) =

Eolt(,0) = 0u(z o) (5, 0)u(t(3),0) + 8oz, O)us(t(5). O
_ OMU(ﬁ)(S’O)ﬂ(IS)
0,(E) (@2 +=i2) — B, (i2 +92), 1

(@ +ev3)?
0,(E)(s,0)t?(s) — E(5,0)-0 1 9,(E)(s,0)

IR
RL(H6).0) = (5.0 G5 (109 0) 5 (5,0) = KL (5.0)
RA(H:),0) = Kh(o0) G G (0(5).0) 2 (5:0) = K (5,0)
SHH),0) = 81(5,0) 7 (1(5), 0) 0 (5,0) = 51 (5,0
ou’ v

S2(0(s),0) = Sl(5,0) o (t<s>,o>a—1;<s,o>=s%(s,o>
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Fiir ¢ verwenden wir nach Lemma 2.1 die Formel |g|?> =

Wh

(M

&(t(s),0) det (&1, 7, N)(t(s),0)

|4(t(s), 0)| =

E(#(s),0) E(t(s),0)
_ flet(xh_gm(s,m "= la(s,0)]

Da E und F > 0 sind, hiingt das Vorzeichen von ¢ von w ab:

sign4(t(s),0) = signdet(zy,Z2, N)(t(s),0)
= signdet(xy,xe, N)(s,0)

tl(8)2
= signdet(xy, 19, N)(s,0) = signq(s,0)

Es gilt also
G(t(s),0) = q(s,0).

Benutzt man die durch §) erhaltene Parametertransformation, steht bei 0,, v; und somit
auch bei manchen Flichengrofen, wie 9,(F), K7, S, das andere Vorzeichen.

Gegeben seien nun die umparametrisierte Kurve Zy(¢) und die Vektorfelder N (t), 7,(t).
Verwenden?! wir

TH(5) = 55 70(5) TSN = G 5b(6) = gt

fiir Ng, 7, analog, so erhalten wir zunichst nach den Abschnitten 5.5, 5.7, 5.8 bzw. 5.9
jeweils fiir ¢, T, T?:

Q(t(5)7 O) = Q(Sa 0)

T'(t(s),0) = T'(s,0)t'(s)
T2(t(s),0) = T2(s,0)¢(s)

3Fiir die Ableitung nach ¢ wird kein neues Symbol eingefiihrt, es wird auch da ' verwendet.
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Gehen wir wie in 5.3 bei der Berechnung der anderen Anfangswerte3? vor, ergibt das:

B(t(s).0) = —mo(a)t(s) =
_ 1 N 1 9 = —a—
Ou(E)H(5).0) = eb et (7, Na) 1) = 0”1, OV 7, ) 15
_ aZ(E)(SvO)
t'3(8)
1 WEDEE) — TENEE) | KL (5.0
En(t(s),0) = MEEs) ()
) = DATTLN) | S (10) VT Th ()
BRlt):0) = 5 0(s), 0y ) (10s) 37, ) (1(5))
_ K121 (57 0)
BT
. L ACAC
SO = ) — Y

Bat6),0) = H5), 07 Aoft(5)) = (5 Oy A (5,0) s = (5, 0)
N(t(s),0) = No(t(s)) = No(s) = N(s,0)

n(t(s),0) = 7(t(s)) = mo(s) = n(s,0)

T).0) = Th(H(s) = W) 5 = s 0)

il = 0c T s L ] s =1(s 1

772(t(8)70) - q2(t(s),0) OANU(t( )) q2(8,0) OANU( )t’ S) 772( ,O)t’(S)

Die durch die Parametertransformation aus = entstandene Fléche Z (@, ?) und die von Ty,
Ny, 7, induzierte Fliche Z erfiillen dieselben Differentialgleichungen und haben dieselben
Anfangswerte, sind also wegen Satz 5.1 identisch. Das heifit, dal Zy, Ny, 7, ,dieselbe
Flache” = induzieren wie xy, Ny, 1y, nur in anderer Parametrisierung.

5.11 Festlegung der Konormalen langs einer Kurve
durch die Kurve und die Normale

Wir setzten bis jetzt immer eine Kurve zy und zwei - bis auf Ausnahmen - beliebig
gewihlte Vektorfelder Ny, ny lings zp voraus, die (5.7)—(5.10) erfiillen mufften. In [Leil]
und [G1] ist nur von einem euklidischen Kurvenstreifen {z,, Ny} die Rede. N soll bei der zu
findenden Fléche die euklidische Normale léngs xy werden und mufl daher Bedingungen
wie (No, No) = 1, (No,z5) = 0, (No,z() # 0 erfiillen. Die Angabe einer Konormale
eriibrigt sich dort, da sie durch 7y = (Ny, .) gegeben ist.

32§ ist bei diesen Normalisierungen immer 1.
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Wir behandeln nun die Frage, inwieweit 7y nach Vorgabe von xy und N, auch im allge-
meinen Fall schon durch die vier Bedingungen (5.7)—(5.10) fixiert ist. Wir lassen den Fall
der euklidischen Normalen, bei der dies so ist, hier beiseite.

Sei zg eine regulére, (in s = 0) analytische Kurve, Ny ein (in s = 0) analytisches Vektor-
feld langs der Kurve und x((s), No(s) stets linear unabhéngig. Dies miissen wir mindestens
voraussetzen, sonst finden wir kein 1y mit (5.7)—(5.10). Es gibt nun zwei Félle zu unter-
scheiden:

1. Fall:
Sind z{(s), No(s), Nj(s) linear unabhéngig, was dquivalent zu

det(x, No, Ng)(s) # 0
ist, so ergibt sich 7y eindeutig aus den drei Gleichungen

i) =0, m(No) =1, m(Ng) =0,
und zwar ist

___ % AN

a det(xf)a N(l)a NO) ‘

Dieses 1, erfiillt (5.7)—(5.9), allerdings nicht notwendig (5.10). () # 0 ist nach Dar-
stellung (5.20) gleichwertig zu

7o (5.20)

det(xg, Ng, 25)(s) # 0.

Gilt das auch, legen xy, Ny eindeutig 1y fest. Es reicht, die Erfiillung der beiden Un-
gleichungen nur fiir s = 0 zu fordern, dann gilt es wegen der Stetigkeit der beteiligten
Abbildungen auch fiir s in einer Umgebung von 0.

Sind allerdings zj, Nj, 2y in s = 0 linear abhéngig, so kann das eindeutig gefundene 7,
nicht (5.10) erfiillen und die S#tze 5.3-5.5 sind nicht anzuwenden.

Kurz kann man zusammenfassen:

det(zgy, No, Ng)(0) # 0 und det(xy, Ny, 25)(0) # 0 = 1y eindeutig
det(zg, No, Ng)(0) # 0 und det(xy, N§, x5)(0) = 0 = kein ng

2. Fall:

z4(0), No(0), N§(0) sind linear abhéngig, d. h. det(x, Ny, N§)(0) = 0.

Ist das die einzige Nullstelle von det(zf, Ny, N})(s) in einer Umgebung von s = 0, sind
xg, No, N} in der Umgebung linear unabhéngig. Man wende den 1. Fall an und setze das
gefundene Vektorfeld stetig in 0 fort>*. Wenn dann nicht ny(zf) = 0 ist, hat man auch ein
passendes Vektorfeld gefunden.

Ab jetzt sollen z, Ny und Ny in einer Umgebung von s = 0 linear abhéngig sein.
N} 148t sich dann schreiben als
Ny = axy + SNy

33Daff 0 Haufungspunkt von Nullstellen der analytischen Funktion det(xf, No, N§) ist, kommt nur vor,
wenn die Funktion konstant 0 ist.
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mit den beiden analytischen Funktionen «, (. Ist § # 0, so gilt fiir jedes 7y, das den
Bedingungen (5.7), (5.8) gehorcht, notwendig 1 (V) = 3 # 0. Es ist dann unméglich, ein
no zu finden, daf auch (5.9) erfiillt.

Ny = axy+ Nound 3 #0 = kein 7.

Also wenn z, Ny, Nj schon linear abhéngig sind, dann nur so, da§ N} = auxy ist. Dies
gelte im weiteren.

no ist durch (5.7), (5.8) ((5.9) gilt ohnehin) nicht eindeutig bestimmt. Wir wollen noch
die Gleichung (5.10) untersuchen. Ist

no__ '
xy = bz,

fiir eine Funktion b, gilt fiir jedes Vektorfeld 7y, das (5.7) erfiillt, notwendig no(xj) = 0,
die Bedingung (5.10) 148t sich nicht erfiillen.

Ny = axg und xy = bry = kein 7.

r) = bz, muf deshalb ausgeschlossen werden in einer Umgebung3* von s = 0. zj, z,, N,
sind dann entweder linear unabhéngig oder z{ kann ausgedriickt werden als

" /
xy = bxy + cNy

mit Funktionen b, ¢, wobei ¢ # 0 ist®. In diesem Fall ist (5.10) immer erfiillt, fiir alle 7
mit (5.7), (5.8). Es gilt ndmlich ny(z{) = c.

Ny = axpy und zj = bxy + cNy, ¢ #0 = jedes 1o mit (5.7), (5.8) moglich.

Sind z{(s), No(s), zg(s) linear unabhiingig, so existiert genau ein 7y mit (5.7), (5.8) und
no(zg) = 0, ndmlich

//\ "
e (5.21)

a det(xf)a 376,, NU) .
Dieses eine3® ist auszuschlieffen, die anderen Vektorfelder 7, die (5.7), (5.8) erfiillen, sind
moglich.

Ny = axy und det(xy, No,xy) #0 = fast jedes o mit (5.7), (5.8) moglich.

Bemerkung: Wir haben nur die Bedingungen (5.7)—(5.10) beriicksichtigt. Manchmal gibt
es weitere, etwa (5.18) oder eine durch die Auswahl von ® herrithrende, z. B. mu8 fiir
®(H,K) = K gewihrleistet sein, da§ nj(N]) = —no(N{) # 0 ist. Solche Bedingungen
kénnen zu weiteren Einschrinkungen an 7 fiithren.

Zusammenfassung: Der 1. Fall, also det(x{, Ny, N}) # 0, ist eindeutig. Es existiert nach
Vorgabe von zy, Ny entweder kein oder genau ein 7y mit (5.7)—(5.10).

34Wegen der Stetigkeit von z{, A z{(s) sind z{(s), z{(s) auch in einer Umgebung von s = 0 linear
unabhéngig, wenn z{, A z{(0) nicht der Nullvektor ist.

35Wir behandeln nur die Fille det(x{, No,z§)(0) # 0 und det(zf, No,z§)(s) = 0 in einer Umgebung
von s = 0.

36nr steht fiir nichtregulér.
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Im 2. Fall hingegen, wenn also N} = axj, in einer Umgebung von s = 0 gilt und zy, z,
linear unabhéngig sind, gibt es eine Schar von Vektorfeldern 7y, die (5.7)—(5.10) erfiillen,
man muf allenfalls das in (5.21) definierte nj" ausschliefen.

Nun wollen wir den 2. Fall ndher untersuchen:
Sei also N) = axj, aulerdem =z}, z{ linear unabhiingig®” und sei 7y ein Vektorfeld lings
xg, das (5.7)—(5.10) erfiillt. Dann erfiillt auch

7lo(s) := mo(s) + f(s) A No(s), (5.22)
wobei f eine in s = 0 analytische Funktion sei*® , die drei Gleichungen (5.7)-(5-9), (5.10)
nur fiir X
no(xy) + fdet(zy, No, zy) # 0.
Ist det(xf, Ny, zj) # 0 und setzt man
f _ ()
det(zfh, No, z)’

ist 7, = n". Umgekehrt hat man mit 7j" automatisch ein Vektorfeld, das (5.7)—(5.9)
erfiillt und mit dem man, &hnlich wie in (5.22), die anderen 7, darstellen kann durch

Mo =y + gy A No.
g(s) darf allerdings nicht 0 werden, denn 7,(xj) ist in dem Fall gleich 0.

Wenn also (5.7)—(5.10) erfiillt sind, ®, f und die Art der Normalen vorgegeben sind und
keine weiteren Bedingungen an die Anfangswerte verletzt sind (vgl. die letzte Bemerkung),

induzieren zy, Ny, 7, genauso wie xg, Ng, 1o je eine elliptische und eine hyperbolische
Fléache.

Wir werden nun die Werte einiger Flichengréfen der von xy, Ny, 7, induzierten Flachen
langs (s,0) in Abhéngigkeit der Groflen der von xg, Ny, 1y induzierten Flichen darstellen.
Wir beschrianken uns hierzu auf den im Abschnitt 5.5 behandelten Fall der Blaschkeschen
Affinnormale.

Nach Satz 5.3 legen® w4, Ny, no je eine elliptische Blaschke-Immersion 2" und eine hy-
perbolische z~ fest.
In der Bemerkung am Ende von Abschnitt 5.3 haben wir erwéhnt, dafl einige Groflen von
T und 27, etwa S}, SZ, lings (s, 0) iibereinstimmen, 7, unterscheidet sich nur durch das
Vorzeichen:

15 (5,0) = —15 (5,0) = 24 A No(s)

Sei jetzt x eine dieser beiden Flidchen mit Konormale 7). € sei 1 bei xt, —1 bei z~.
Die lineare Abhéngigkeit von x{(s), No(s), Nj(s) ist dquivalent zu

det(z}), No, Np)(s5) = 0 & Si(s,0) = 0 < hya(s,0) =0

3"Die anderen Unterfille von det(z}, No, Nj) = 0, fiir die kein 1o existiert, lassen wir gleich weg.

38Diese Funktion soll nicht mit der Funktion f, die im Zusammenhang mit ® verwendet wird, verwech-
selt werden.

39Wir setzen voraus, da8 ®, f gegeben sind. Dabei lassen wir die restlichen Bedingungen an die An-
fangswerte aufler acht.
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& Ni(s,0) = Nj(5) = —S;(s,0)x1(5,0) = —S](s,0)

xp ist damit auch Kriimmungslinie von z.

zy(s).

Ein Vektorfeld 7j,, das auch (5.7)—(5.10) erfiillt, kann man dann darstellen als

iip(5) = 15, 0) + f(s)znm2(5,0) = 0" (,0) + f(s)nf (5,0) = (5,0) —

Das ist zwar genau die Darstellung von (5.22), nur mit ey statt zj A Nyg. Aber um
die Groflen der von xg, Ny, 7, induzierten Fliche z durch die Groéflen der von xy, N, 19
erzeugten Flichen auszudriicken, ist diese Darstellung besser geeignet.
xg, No, 7, induzieren eine elliptische (6 = 1) bzw. eine hyperbolische (¢ = —1) Blaschke—-

Immersion Z, deren Groflen lings (s,0) diese Form haben:

= (1+f( 0
= 1(8,0)—f(s)775
0

8
Do
»

]

|
=
=

>
R
/\

O

~—

0
det(&, %0, N)(s,0) = édet(i,7,,7,)(s,0) = F

1 )
i‘11(870) = 1‘8(8) = 1'11_1(8,0) = .'L'_l(S,O)

f(s)my (s,0).



5721(8,0) = 31(552(5,0)) = (572(8,0))1
ﬁZl(Sv 0) = (ﬁZ(Sv 0))I = 6T77;_1 (Sa 0) = _5772_1(& 0)
M1(s,0) = (771(3’9))1
s 0) = MmNV
Sl( 70) ﬁl(a?lA) ( 70)
_ 0+ f;s)F_:i (O NDED+0 _ g o) - g5 )

det(Fy, 72, N)(s,0)
Eigenschaften der von xy, Ny, ny bzw. xg, Ny, 7, erzeugten Fliachen x bzw. & sind:

1.) Sie sind isotherm parametrisiert, besitzen alle die Kurve z; als Parameterlinie, die
Normale ldngs x ist mit Ny identisch und fiir die Mittlere und Gauflsche Kriimmung
gilt ®(H,K) = ®(H,K) = f. Das folgt aus Satz 5.3.

2.) Es gilt 71(s,0) = 21(5,0) = xp(s). 2(s,0) liegt genau dann in der von (s, 0),
5(s,0) aufgespannten Ebene, wenn f = 0% ist, die Tangentialebene #ndert sich
also bei einem Ubergang von 1y zu 1j,.

3.) Dagegen bleiben 7 (s,0), 7,(s,0) immer in der von (s, 0), n2(s,0) aufgespannten
Ebene.

4.) Weil S2(s,0) = S2(s,0) = 0 gilt, ist die Matrix von S und von S diagonal. z ist
daher fiir x und Z Kriimmungslinie, vgl. 5.12.

Bemerkung: Nach der Formulierung in [B11] gibt man neben der Kurve nicht ein Vektor-
feld, sondern zu jedem Kurvenpunkt den Tangentialraum vor. Das Bjorlingsche Problem
besteht darin, eine Minimalfliche durch die Kurve zu finden, die auch noch im Tangenti-
alraum jeweils mit dem vorgegebenen Tangentialraum {ibereinstimmt.

Bei der euklidischen Normalisierung ist es egal, ob man den Tangentialraum l&ings der
Kurve oder die euklidische Normale angibt. Diese legt ja eindeutig den Tangentialraum
fest.

So gesehen ist die Vorgabe von xy, Ny, 19 bei anderer Normalisierung das Analogon
zur Vorgabe von x, und einem Einheitsvektorfeld orthogonal zu zf. 7y tibernimmt die
Aufgabe, den Tangentialraum festzulegen.

Gibt man nur zy und Ny an, so scheint man auf den ersten Blick genauso vorzugehen
wie beim euklidischen Bjorlingschen Problem. Dies trifft aber nur im 1. Fall zu, da hier
1o und damit der Tangentialraum auf der Kurve fixiert ist. Im 2. Fall bergen xzy, Ny
allein zu wenig Information, daher kommt es auch, wie in 2.) bemerkt, zu verschiedenen
Tangentialriumen, abhingig davon, welches 7, aus (5.22) man nimmt.

Beispiele: Fiir die Beispiele sei N = N, und ®(H,K) = H. Wir werden mit Hilfe der
Methode aus Abschnitt 5.6 die Konormalen der von zy, Ny, 7, induzierten Affinminimal-
flachen berechnen. Die verwendeten Vektorfelder 7, sind aber auch fiir den Fall H = f # 0
geeignet, nicht unbedingt aber fiir ®(H, ) = K.

90Das gilt zwar auch, wenn 1 + f(s)Tay (5,0) = 0 bzw. 1 — f(s)Ta; (5,0) = 0 ist, aber dann ist 7
nicht regulér.

190



1.) Nehmen wir die Vorgaben aus dem Beispiel 3.) (Wendelfléiche) von Abschnitt 5.6.3, so
gilt:

det(xy, No, Ng) =1 und det(zg, Ny, xg) = —2.
Hier haben wir ein Beispiel fiir den 1. Fall. Das Vektorfeld 7 ist eindeutig durch zq, Ny
festgelegt.

2.) Wir untersuchen die u—Linie eines Paraboloids und die Normale lings dieser Kurve,
wie im 1. Beispiel von 5.6.3:

s 1 0 0
To(s) = 0 cx9(8) =1 0 J,25(s)=1 0 |, No(s)=1] 0O |,
%S2 S 1 1
.'L'B A NO(S) = (07 _170)

Da hier aber
det (g, No, Ng) = 0, det(xp, Ny, xp) = 0 und zg # baj,

ist, kann man statt ny(s) = (—s,0,1) auch
7io(s) = mo(s) + f(s)zh A No(s) = (=5, = (), 1)

nehmen. Wir erhalten fiir U, V, Z:

Damit ergibt sich:

(1,0) = (—u,0 = 3(Fu = 0) + fla+)),1)

(—u, —v — Re f(u + iv), 1)

-
" (u,v)

f bezeichne auch die holomorphe Fortsetzung von f(s).
Die Affinminimalflichen und Normalen haben die Form:

o ut 5(f(u—v) = flutwv))

b ) Bl ) — o) - HE— 0 - Flut o)) )
| w—Im f(u—+iv)

’ T(u? +0?) Im f(u+iv) + Im F(u + i) |

7t (

N~ (u,v) = N (u,v) =

b

—u
0
0
1

wobei F' eine Stammfunktion von f sei, im elliptischen Fall die komplexe Stammfunktion

von f mit ImF(u) = 0, fiir u € R.
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3.) Seien nun &hnlich wie in 2.)

s 1 0 0
To(s) = 0 cx9(8) =1 0 J,25(s)=1 0 |, No(s)=1| 1 |,
%sz s 1 0

xy A No(s) = (—s,0,1)
gegeben. Obwohl bei Ny nur Komponenten vertauscht wurden, haben diese Vorgaben
andere Eigenschaften: Es gilt
det(zy, No, Ny) = 0, det(xy, No, xp) = 1.
Das Vektorfeld
ngr(s) = (07 L, O)
darf nicht verwendet werden. Erlaubte Vektorfelder sind
Mo(s) = 15" (s) + f ()2 A No(s) = (=5f(s), 1, f(s)),
wenn f(s) nicht 0 ist.
Wir erhalten fiir U, V, Z:

1 1

U(s) = 2 (=5(s) = L1 F(s) 4+ 5), Vis) = L(=s(s) + 121, f(s) ),
Z(s) = %(—sf(s) + %2192, 1, f(s) —is)

Damit ergibt sich:

~(f (=)= o)+ Fu+ o)t o) buw |

n (u,v) = 1 :
3(flu—v)+ flutv) —v
0t (u,v) = (=Re f(u+ iv)u+ Im f(u+iv)v —uwv, 1, Re f(u+ iv) + v)
f stehe auch fiir die holomorphe Fortsetzung von f (5)- A A
Bezeichnen wir f(u —v) mit f_, f(u+wv) mit f,, Re f(u+iv) mit Re f und I'm f(u+iv)
mit I'm f, so haben die Affinminimalflichen und Normalen die Form:

%(fl —fi)+u

v (w,v) = | Lf fro—L(f 4+ f)oP+ 2 4 N F(utv) - Flu—v)) |,
Hu—v)f = (u+v)fy) + 3(w? +0?)
—Imf+u

w(u,v) = | Re fo?+ 1o+ L(Re f)>v + S(Im f)?v + Im F(u+iv) |,
—Im fu — Re fv+ L(u? —v?)
0

N (u,v) =N*(u,v) = 1 |,
0

wobei F eine Stammfunktion von % f2 sei, im elliptischen Fall die komplexe Stammfunk-
tion von 1 f2 mit ImZF(u) =0, fiir u € RR.

In Beispiel 1.) ist 7o(N§) # 0. ny kann somit auch verwendet werden fiir ®(H, ) = K.
Im Gegensatz dazu gilt bei 2.) und bei 3.) je 77,(N]) = 0. Fiir diese Vorgaben o, Ny, 7,
kann also Satz 5.3 mit ® = K nicht benutzt werden.
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5.12 Spezielle Flichenkurven

In diesem Abschnitt werden wir untersuchen, wie man zu einer gegebenen Kurve xy das
Vektorfeld Ny wihlen sollte, damit z eine Flichenkurve mit speziellen Eigenschaften fiir
eine Fliche x wird, die von zy und diesem Ny induziert wird.

Wir gehen also noch weiter als im letzten Abschnitt. Dort haben wir zu x5 und Ny ein
geeignetes 7y gesucht. Hier geben wir nur noch xy vor, bestimmen damit ein Vektorfeld
Ny und anschlieflend auch noch 7y wie in 5.11.

Sei x eine regulire, in s = 0 analytische Kurve, fiir die xj, und xj linear unabhéngig sind.
Wire dies nicht so, konnten (5.7) und (5.10) nicht beide erfiillt werden.

Wir wollen eine Flédche erhalten, die eine der in den Abschnitten 5.5, 5.8 oder 5.9 bespro-
chenen Normalisierungen hat, isotherm bzgl. der quadratischen Grundform parametrisiert
ist und z( als Parameterlinie enthélt. Da wir Satz 5.3, 5.4 oder 5.5 anwenden wollen, unter-
suchen wir nur Kurven, die eine solche Eigenschaft als Parameterlinie iiberhaupt besitzen
konnen. Z. B. fallen Asymptotenlinien, also Kurven mit n(z) = 0, weg. Auch bestimmte
Kriimmungslinien sind nicht moglich.

Wir gehen zunéichst immer von einer isotherm parametrisierten Fliche x mit der Normalen
N = Ny bzw. N = N, oder N = £N&, a # 0, aus und bestimmen notwendige Bedin-
gungen an die Parameterlinie z(s) = z(s,0), die Kriimmungslinie (Abschnitt 5.12.1)
oder Null-Linie (Abschnitt 5.12.2) ist, und an weitere Groflen. Mit Hilfe dieser Bedin-
gungen konstruieren wir dann umgekehrt zu einer vorgegebenen Kurve x, ein geeignetes

Vektorfeld Ny.

®, f, € aus Satz 5.3, 5.4, 5.5 seien fest.

5.12.1 Kriimmungslinien

z(u(s),v(s)) ist Kriitmmungslinie einer Fliche x mit Shape-Operator S, wenn

S((w/(s),0'(s))") = A(s)(w/(5),0'(5))"

lings der Kurve gilt. Der Vektor (u'(s), v'(s))” ist dann ein Eigenvektor, A(s) ein Eigenwert
von S|w(s)u(s)), d. h. eine Hauptkriimmung.

Wir werden nur Kriimmungslinien betrachten, die auch Parameterlinien sind*', und solche
Fléchen, fiir die die Matrix von S lings (s,0) diagonalisierbar ist und die Eigenwerte
reell2.

Sei xy(s) = x(s,0) Parameterlinie, d. h. u(s) = s, v(s) = 0, (uv'(s),v'(s)) = (1,0), und
Kriimmungslinie. Um die Bedingung

S((1,0)7) = (81, 55)" = A(s)(1,0)"

‘1 Léngs einer Parameterlinie einer isotherm parametrisierten Fliche kann (Sl] ) wegen der Ricci-
Gleichung nicht die Form < g\ i\ > haben.

42Tm elliptischen Fall ist das immer so.
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zu erfiillen, muf die Matrix der S¥ an den Punkten (s,0) die Form

( )\E)S) M?S) )

haben, da wegen der Ricci-Gleichung S? = 5] gilt und S} (s,0) = 0 ist. Es ergibt sich
NI(Sa 0) = —)\(S)l‘l(é‘, 0) = _511(87 O)ZL‘l(S, 0)

Sei Ny(s) := N(s,0). S?(s,0) ist also gleich 0. Nach Abschnitt 5.3 ist S?(s,0) ein Vielfa-
ches von det(z(, N}, No)(s). N] ist damit notwendig eine Linearkombination von zf, Ny,
genauer gesagt ist es ein Vielfaches von xj, weil N eine Relativnormale ist.

Gehen wir umgekehrt vor, haben wir also eine Kurve xj vorgegeben und suchen ein
Vektorfeld Ny, so dafl z eine Kriimmungslinie der entstehenden Fliche wird, mufi N}
ein Vielfaches von zf, sein. Wir kénnen daher durch Vorgabe einer Funktion k(s) ein
Vektorfeld Ny konstruieren, indem wir

Ny (s) := —r(s)zg(s)

setzen. (s) ergibt bei der spiter zu konstruierenden Fliche S} (s,0) und ist eine Haupt-
kriimmung. Ny(s) ist zunéchst nicht eindeutig festgelegt, erst nach Angabe von Ny(0). Es
ist darauf zu achten, daf§ z{ und N in einer Umgebung von s = 0 linear unabhéngig sind.
Diese Eigenschaften sind nicht abhéingig von der Parametrisierung von xy. Ist Zo(t(s)) =
xo(s), so erhilt man durch Ng(t(s)) = —k(s)a}(t(s)) und No(£(0)) = Np(0) ein Vektorfeld
mit No(t(s)) = No(s).

Nun mufl man noch 7y angeben. Es tritt aber hier genau der Fall ein, daf} ny durch xq, Ny
nicht eindeutig bestimmt ist, siehe Abschnitt 5.11, und zwar ist 1o(N}) = —kno(zf) = 0
fiir alle np mit (5.7). Man muf 2§ betrachten und erhélt zwei Félle:

e 1. Fall: Ny(s), z((s), xy(s) sind linear unabhéngig.
Dann ist 7, festgelegt durch

mo(wo)(5) = 0, m0(No)(s) =1, mo(2g)(s) = e(s)

mit e(s) # 0, das angegeben werden muf}. Aus zy und den so festgelegten Ny, 1o
kann man dann nach Satz 5.3, 5.4 bzw. 5.5 eine elliptische bzw. hyperbolische Fléiche
in isothermen Parametern gewinnen, die xy als Kriimmungslinie enthélt und die die
gewiinschte Normalisierung hat. e(s) ist bei dieser Fliche F(s,0). Die Fliche ist
daher eindeutig festgelegt durch zy(s), No(0), k(s), E(s,0).

Beispiel: Sei zy(s) = (s,0,35%)7, k(s) = 0, No(0) = (0,1,0)". Ny(s) ist dann

~

(0,1,0). Verwendet man e(s) = f(s) # 0, ergibt sich das 3. Beispiel aus 5.11.

e 2. Fall: z{ = axj + bNy, b # 0, gilt in einer Umgebung von 0.

Fiir alle gy mit (5.7), (5.8) gilt no(xf) = b. Es gibt hier eine Schar von Vektorfeldern
Ny, die als Konormale ldngs der Kurve geeignet sind, und deshalb eine Schar von
Flichen mit xy als Kriimmungslinie, fiir die E(s,0) = b(s) gilt.

Beispiel: Sei zy(s) = (s,0,35%)7, k(s) = 0, No(0) = (0,0,1)". Np(s) ist dann
(0,0,1), b(s) = 1. Hier ergibt sich das 2. Beispiel aus 5.11.
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Wir haben, wie in 5.11, nur (5.7)-(5.10) fiir gy und S?(s,0) = 0 zur Berechnung von N,
einbezogen. Weitere Bedingungen an die Anfangswerte konnen die Wahl von N, oder 1,
einschrianken. Gilt z. B. k(s) = 0, kann es keine Fliche mit (s, 0) # 0 geben.

Im Grunde koénnen wir auch so rechnen, wenn N die euklidische Normale von x werden
soll. Hier mufl Vy jedoch noch anderen Bedingungen geniigen: Ny mufl den Betrag 1 haben,
orthogonal zu xj, sein und die restlichen in 5.7 verlangten Kriterien erfiillen. k = 0 etwa
kann nicht gelten, sonst wire x nicht regulér.

5.12.2 Null-Linien beziiglich h

Wir werden nun zu Flachenkurven z(u(s), v(s)) kommen, die
hiy(u(s),v(s))u(s) + 2hya(u(s), v(s))u'(5)v'(5) + hay(u(s), v(s))v*(s) = 0

erfiillen. Ist x eine isotherm parametrisierte Fliche und zo(s) = z(s,0) Parameterlinie
mit obiger Eigenschaft, so gilt h1(s,0) = 0 und damit S}(s,0) = 0.

Wir konstruieren also Ny, 1o so, da8 bei der induzierten Fliche S} (s,0) = — 1No) (s)=0
gilt. o

Wir werden zuerst versuchen, zu xz, ein geeignetes Vektorfeld 7y zu finden und dann Ny,
das der Bedingung 7 (IN}) = 0 geniigt, daraus abzuleiten.

Nach Voraussetzung sind z(s), zj(s) linear unabhéingig. Dann ist nach Vorgabe einer
analytischen Funktion e(s) # 0 durch

(o) (5) = 0, mo(xg)(s) = e(s)

eine Schar von Vektorfeldern 7, definiert, die als Konormalenfelder moglich sind. Ein
solches 7y hat notwendig die Eigenschaft, daf ny und 7 linear unabhéngig sind.
Es konnen fiir 7y nur diese Félle auftreten:

e 1. Fall: ny(s), ny(s), nj(s) sind linear unabhéngig.
Ny ist dann eindeutig durch

oA
det (1o, M, 115

bestimmt. Es gilt wirklich (5.8), (5.9) und n}(N})(s) = —n(No)(s) = hi1(s,0) = 0.

e 2. Fall: ] = any + by}, gilt in einer Umgebung von 0%3.
Hier mufl a = 0 sein, sonst wiirde fiir jedes Ny, das (5.8), (5.9) erfiillt, auch
T(No)() =~y (5,0) = a(s) # 0 gelten.
Ist daher n}(s) = b(s)nh(s), so gilt fiir jedes Vektorfeld Ny, das der Bedingung (5.9)

geniigt, auch n{(Ng) = —hy; = 0. Ny ist hier nicht eindeutig.

43Wenn det (no,n5,ny) nur fiir s = 0 verschwindet, wenden wir in der Umgebung von 0 den 1. Fall an
und setzen Ny fort.
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Man kann auch umgekehrt vorgehen und zuerst Ny dann 7y bestimmen. Es ergeben sich
diese Fille:

e 1. Fall: S%(s,0) # 0.

Ist z eine isotherm parametrisierte Blaschke-Immersion mit S%(s,0) # 0, S{(s,0) =
0, dann sind xq, Ny, 11 und x;, Ny, N jeweils linear unabhéngig und z;, Ny, Ny
linear abhéngig langs (s,0). Und zwar gilt nach den Ableitungsgleichungen von Gauf3
und Weingarten:

det(z1, Ny, N) = —S} det(x1, 2, N)
det(z1, N1, 211) = det(z,, —S{x) — Siwy, EN) = —S?E det(x1, x5, N)
det(xy, N1, Ni1)
= det(xy, —Sixg, —01(S])x1 — 01(S?)29 — Sty — Siwgr)
= det(x1, —Sixe, —S{hy N — SihoyN) = S{S?E det(x1, x5, N).

Ist jetzt eine Kurve xy gegeben, wihle man ein Ny, fiir das sowohl xo,xO,N’ als
auch xj, NJ, Ny linear unabhéngig sind, aber N eine Linearkombination von xy, V]
ist. Es ergibt sich

det(xy, N§, xg)

E(s,0) =
(,0) det(zf, N§, No)

(s)
und** daraus

det(xg, N, No)(s) _ (det(xp, Ng, No)(s))?
E(s,0) det(xg, No, ) (s)

512(570) = -

Ist also S7(s,0) vorgegeben, kann man nicht ein beliebiges Ny mit den obigen Bedin-
gungen fiir lineare Abhéngigkeit nehmen, sondern mufl auch noch die eben erwihnte
Gleichung beachten.

no ist dann eindeutig fixiert durch (die linear unabhéngigen) z(, N{:

xy A\ N
det(x, No, No)*

Mo =

e 2. Fall: S7(s,0) = 0.
Man setze k(s) = 0 und verwende Abschnitt 5.12.1.
Bei den anderen Normalisierungen geht man bis auf die Festlegung von S? genauso vor.

Bei euklidischer Normalisierung kann aber S1(s,0) oder hy;(s,0) nicht 0 werden, siehe die
Ausnahmekriterien in 5.7.

41Bis dahin kann man bei allgemeinen Relativnormalen analog arbeiten. Bei diesem Quotienten aber
wiirde 6¢g>E im Nenner stehen.
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