
Kapitel 5

Das Problem von Bj�orling f�ur

zweidimensionale,

relativnormalisierte Fl�achen

In diesem Kapitel gehen wir von Blaschke{Immersionen wieder zu Fl�achen mit allgemeinen
Relativnormalen �uber, beschr�anken uns aber auch auf die Dimension n = 2.

Wir befassen uns hier mit einer Aufgabe1, die E. G. Bj�orling (Upsala, 1844) behandelte
und die darin besteht, zu einem gegebenen Kurvenstreifen, also einer Kurve x0 mit einem
Einheitsvektorfeld N0 orthogonal zu x

0

0, alle euklidischen Minimal
�achen x zu �nden, die
x0 enthalten und f�ur die N0 mit der euklidischen Normalen von x l�angs x0 �ubereinstimmt.
Leichtwei� hat in [Lei1] gezeigt, da� zumindest lokal immer genau eine solche Fl�ache
existiert, die zudem isotherm parametrisiert ist bzgl. h mit x0 als Parameterlinie. Das
gilt - bis auf Ausnahmen - genauso, wenn man keine Minimal
�ache, also eine Fl�ache mit
He = 0, anstrebt, sondern eine Fl�ache, f�ur die die Mittlere und die Gau�sche Kr�ummung
eine Gleichung �(He;Ke) = f erf�ullen, vgl. [Lei1].

Wir werden das in diesem Kapitel auf unsere im 2. Kapitel de�nierten Relativnormalen
�ubertragen. Als Ergebnis erhalten wir, da� man bei Vorgabe einer Kurve x0, der Vektor-
felder N0 und �0

2 l�angs x0, der Abbildungen �, f und der Art der Relativnormalisierung
eine Fl�ache3 �nden kann, die bez�uglich der quadratischen Grundform isotherm parame-
trisiert ist mit x0 als Parameterlinie, deren Normale, und zwar die der vorgegebenen Art,
l�angs x0 gleich N0, deren Konormale l�angs x0 gleich �0 ist und f�ur deren Mittlere und
Gau�sche Kr�ummung �(H;K) = f gilt.
Das ist im wesentlichen das gleiche Ergebnis wie in [Lei1], nur da� statt Ne eine andere
der erw�ahnten Relativnormalen benutzt wird.

Dabei gehen wir, nach einem vorbereitenden Abschnitt �uber den Satz von Cauchy{
Kowalewski und eine spezielle isotherme Parametrisierung, analog zu [Lei1] vor: Wir

1Vgl. [Nit], S. 136, [Bl1], S. 245{248. Dort wird auch darauf hingewiesen, da� dieses Problem eindeutig
zu l�osen ist, da� es somit genau eine Minimal
�ache mit diesen Bedingungen gibt.

2Der Name Vektorfeld soll nicht st�oren. Wir haben � immer als 1{Form bezeichnet. Im Prinzip ist
aber so eine Abbildung von M in das Vektorraumb�undel [p2MT �

pM , oder hier U � IR
2 ! IR3, auch ein

Vektorfeld.
3Man �ndet, au�er beim euklidischen Fall, je genau zwei Fl�achen, eine elliptische und eine

hyperbolische.
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stellen in Abschnitt 5.2 die Integrabilit�atsbedingungen (1.1) f�ur die Fl�achengr�o�en h,
r, S mit lokalen Funktionen dar. Daraus folgen Di�erentialgleichungen f�ur diese lokalen
Funktionen (Abschnitt 5.4.1), die in den Abschnitten 5.5, 5.7{5.9 an die Normalisierun-
gen angepa�t werden durch je eine weitere (Di�erential{) Gleichung, die von der Art der
Normale abh�angt. x0, N0, �0 liefern in Abschnitt 5.3 die fehlenden Anfangswerte. Diese
so vervollst�andigten Di�erentialgleichungen sind eindeutig l�osbar und liefern die lokalen
Funktionen der Fl�achengr�o�en h, r und S. Wie man aus diesen Fl�achengr�o�en, die man
derart gewonnen hat, die Fl�ache erh�alt, wird in Abschnitt 5.4.2 gezeigt. In Abschnitt
5.6 stellen wir eine Methode vor, wie man konkret aus den Anfangsdaten x0; N0; �0 eine
A�nminimal
�ache gewinnt. Schlie�lich untersuchen wir noch, wie sich eine andere Para-
metrisierung der Anfangswerte auswirkt (Abschnitt 5.10), wann man �0 weglassen kann,
weil es durch x0 und N0 festgelegt ist (Abschnitt 5.11), und wie man vorgeht, damit eine
gegebene Kurve x0 eine bestimmte Fl�achenkurve wird (Abschnitt 5.12).

5.1 �Uber die L�osung von partiellen Di�erentialglei-

chungen und eine spezielle Parametrisierung

Dieser Abschnitt stellt, als Vorbereitung f�ur das restliche Kapitel, zwei grundlegende
S�atze zur Verf�ugung, auf die h�au�g Bezug genommen wird: Zum einen den Satz von
Cauchy{Kowalewski, zum anderen einen Satz aus [Lei1] �uber eine bestimmte isotherme
Parametrisierung.

5.1.1 Der Satz von Cauchy{Kowalewski

Wir werden h�au�g mit der L�osbarkeit von partiellen Di�erentialgleichungen zu tun haben:
In einem Gro�teil dieses Kapitels geht es darum, Systeme von Di�erentialgleichungen
aufzustellen und auf ihre eindeutige L�osbarkeit hin zu untersuchen. Daf�ur ben�otigen wir
den Satz von Cauchy{Kowalewski, siehe [Pet], S. 14{16:

Satz 5.1 Sei f�ur m unbekannte Funktionen �1; : : : ; �m mit den n Variablen u1; : : : ; un�1,
v das folgende System partieller Di�erentialgleichungen gegeben:

@si(�i)

@vsi
= Fi(u

1; : : : ; un�1; v; �1; : : : ; �m; : : : ;
@k(�j)

@vk0@(u1)k1 : : : @(un�1)kn�1
; : : :)

mit i; j = 1; : : : ; m; k0 + k1 + : : :+ kn�1 = k � si; k0 < si;

und den Anfangswerten f�ur v = v0
@k(�i)

@vk
= �

(k)
i (u1; : : : ; un�1); f�ur k = 0; 1; : : : ; si � 1

Wir nennen  
@k�k0(�(k0)i )

@(u1)k1 : : : @(un�1)kn�1

!
ui=ui

0

=: �0i;k0;k1;:::;kn�1:

Sind die Fi analytisch in einer Umgebung von (u10; : : : ; u
n�1
0 ; v0; : : : ; �

0
i;k0;k1;:::;kn�1

; : : :) und

die �
(k)
i in einer Umgebung von (u10; : : : ; u

n�1
0 ), dann hat dieses System von Di�erential-

gleichungen eine eindeutige analytische L�osung in einer Umgebung von (u10; : : : ; u
n�1
0 ; v0).
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Um es noch einmal zusammenzufassen: Man hat f�ur m Funktionen �i m Gleichungen
dieser Funktionen und ihrer Ableitungen (bis zu je einer bestimmten Ordnung si), die
man nach den jeweils h�ochsten Ableitungen nach v au
�osen kann: Auf der linken Seite
stehen nur die Ableitungen der �i nach v der h�ochsten Ordnung si, auf der rechten Seite
Abbildungen Fi, die von den u

j, v, den �j und ihren anderen Ableitungen bis zur Ordnung
sj abh�angen. Die Anfangswerte der �i und aller Ableitungen nach v bis zur Ordnung si�1
m�ussen bekannt sein (die Anfangswerte der restlichen partiellen Ableitungen erh�alt man

durch Ableitung der �
(k)
i ). Sind die Fi und die Anfangswerte �

(k)
i analytisch, dann auch

die eindeutigen L�osungen �i.
Wir benutzen den Satz f�ur den Fall sj 2 f1; 2g, n = 2. Ohne Einschr�ankung sei (u0; v0) =
(0; 0). In dem Fall vereinfacht sich der Satz zum

Korollar: Sei f�ur m = m�+m unbekannte Funktionen �1; : : : ; �m�,  1; : : : ;  m mit den
Variablen u; v das folgende System partieller Di�erentialgleichungen gegeben:

@vv(�i) = Fi(u; v; �j; @u(�j); @v(�j); @uu(�j); @uv(�j);  l; @u( l))

@v( k) = ~Fk(u; v; �j; @u(�j); @v(�j); @uu(�j); @uv(�j);  l; @u( l))

mit i; j = 1; : : : ; m�; k; l = 1; : : : ; m ;

und den Anfangswerten f�ur v = 0

�i(u; 0) = �
(0)
i (u); @u(�i)(u; 0) = (�

(0)
i )0(u); @v(�i)(u; 0) = �

(1)
i (u);

 k(u; 0) =  
(0)
k (u)

Sind die Fi und die ~Fk analytisch in einer Umgebung des Punktes

(0; 0; �
(0)
j (0); (�

(0)
j )0(0); �

(1)
j (0); (�

(0)
j )00(0); (�

(1)
j )0(0);  

(0)
l (0); ( 

(0)
l )0(0))

und die Anfangswerte in einer Umgebung von 0, dann hat dieses System von Di�erenti-
algleichungen eine eindeutige analytische L�osung in einer Umgebung von (0; 0).

5.1.2 Auf eine Kurve bezogene isotherme Parametrisierung

Eine Fl�ache kann man i. a. nicht eindeutig isotherm parametrisieren bzgl. der quadrati-
schen Grundform einer Normale. Wir geben hier einen Hilfssatz an, der zeigt, da� es -
mit Ausnahmen - eindeutig eine analytische isotherme Parametrisierung gibt, wenn eine
vorgegebene Kurve x0(s) Parameterlinie x(s; 0) werden soll.

Im folgenden werden wir, wenn nichts anderes erw�ahnt wird, nur zul�assige Parameter-
transformationen (u1; u2) 7! (~u1(u1; u2); ~u2(u1; u2)) betrachten, d. h. solche mit posi-

tiver Determinante Det
�
@~ui

@uk

�
. Denn eine Parametertransformation mit negativer Deter-

minante kehrt das Vorzeichen von Ne um.

Eine Kurve x0 : I � IR! IR
n+1 soll regul�ar genannt werden, wenn x00(s) 6= 0 f�ur alle s 2 I

gilt. Eine Fl�achenkurve x0(s) := x(u1(s); u2(s)) einer Immersion x besitzt die Ableitungen

x00(s) = xi(u
1(s); u2(s)) � (ui)0(s);

x000(s) = xi(u
1(s); u2(s)) � (ui)00(s) + xij(u

1(s); u2(s)) � (ui)0(s)(uj)0(s):

Ist eine Fl�achenkurve regul�ar, dann gilt (u1)0(s)2 + (u2)0(s)2 6= 0.
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Lemma 5.2 Sei x eine in (0; 0) analytische4, regul�are Immersion und h die in (0; 0)
analytische5 quadratische Grundform bzgl. der Relativnormalen N mit " = signDet h.
Weiter sei mit x0(s) := x(u1(s); u2(s)) eine regul�are Fl�achenkurve durch x(0; 0) gegeben,
zus�atzlich sei u1(0) = u2(0) = 0, u1(s) und u2(s) in 0 analytisch und es gelte

hij(0; 0) (u
i)0(0)(uj)0(0) = �(xij)(0; 0) � (u

i)0(0)(uj)0(0) = �j(0;0)(x
00

0(0)) 6= 06:

Dann gibt es in einer Umgebung von (0; 0) genau eine zul�assige Parametertransformation
(u1; u2) 7! (~u1; ~u2) mit (0; 0) 7! (0; 0), die folgenden Bedingungen gen�ugt:

� ~x(~u1; ~u2) ist in (0; 0) analytisch,

� die umparametrisierte Grundform ~h(~u1(u1; u2); ~u2(u1; u2)) hat die Gestalt ~h22 =
"~h11 6= 0, ~h12 = 0 und

� x0 ist die Parameterlinie x0(s) = ~x(s; 0).

Beweis: Der Beweis wird in [Lei1] f�ur beliebige regul�are 2{Formen gef�uhrt, wir brauchen
nur den Fall der quadratischen Grundform h bzgl. N .
a) Der Existenzbeweis erfolgt in zwei Schritten: Die gesuchte Parametertransformation
wird aus zwei Parametertransformationen (u1; u2) 7! (u1; u2), (u1; u2) 7! (~u1; ~u2) zusam-
mengesetzt.
Im ersten Schritt ist festzustellen, da� es immer eine zul�assige Parametertransformation
(u1; u2) 7! (u1; u2) gibt, die im Punkt (u1(0); u2(0)) = (0; 0) analytisch ist und f�ur die

u1(u1(s); u2(s)) = s; u2(u1(s); u2(s)) = 0

gilt, f�ur die deshalb die umparametrisierte Fl�ache x die Kurve als Parameterlinie hat, d. h.
x(s; 0) := x(u1(s); u2(s)) = x0(s). Hier weichen wir ein wenig vom Beweis in [Lei1] ab,
die Aussage �uber die Bogenl�ange wurde beseite gelassen, die Fl�achenkurve x(s; 0) ist mit
x0(s) identisch in der vorgegebenen Parametrisierung von x0, bei der s nicht notwendig
ein Bogenl�angenparameter sein mu�. Dies hat aber keine Auswirkungen auf den Beweis.
Der zweite Schritt besteht darin, eine Parametrisierung (u1; u2) 7! (~u1; ~u2) zu �nden,
f�ur die weiterhin ~x(s; 0) = x(s; 0) = x0(s) gilt und deren quadratische Grundform ~h die
Gestalt ~h22 = "~h11, ~h12 = 0 hat. Dieser Schritt wird in [Lei1] gezeigt.
b) F�ur den Eindeutigkeitsbeweis gehe man auch wie in [Lei1] vor, nehme aber statt Ne

immer �e = hNe; :i. Es gilt �e =
1

Det g
x1 ^ x2 =

1
Det ~g

~x1 ^ ~x2. #

So eine Parametrisierung, die durch x0 eindeutig ist, nennen wir eine auf die Kurve x0
bezogene oder normierte isotherme Parametrisierung.

In den Abschnitten 5.5, 5.7{5.9 ergibt sich als L�osung von Di�erentialgleichungen eine
isotherm parametrisierte Fl�ache, die x0 als Parameterlinie hat. Der Hilfssatz besagt, da�,
wenn es eine analytische L�osung des Bj�orlingschen Problems gibt, diese auch so zu para-
metrisieren ist.

Vereinbarung: Wegen Lemma 5.2 werden wir, wenn nichts anderes festgelegt wird, x0,
N0, �0 und alle weiteren Abbildungen als analytisch voraussetzen.

4,,Analytisch im Punkt p 2 IR bzw. 2 IR
2" bedeute jeweils ,,analytisch in einer Umgebung von p".

5Bei unseren zu untersuchenden Relativnormalen ist h = 1

qe
he analytisch, wenn x analytisch ist.

6Bei elliptischen, regul�aren Fl�achen gilt das immer.
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5.2 Integrabilit�atsbedingungen f�ur Fl�achengr�o�en bei

isothermer Parametrisierung

In den Abschnitten 5.2{5.9 werden wir schrittweise zeigen, da� das Bj�orlingsche Problem
f�ur die verschiedenen schon erw�ahnten Normalisierungen l�osbar ist. Wir gehen dabei ana-
log zu [Lei1] vor: In Abschnitt 5.2 schreiben wir die Bedingungen in (1.1) um und erhalten
daraus ein System von Di�erentialgleichungen f�ur die lokalen Koordinatenfunktionen der
Fl�achengr�o�en h, r, S der zu �ndenden Fl�ache (in 5.4.1), in Abschnitt 5.3 geben wir die
Anfangswerte daf�ur an. Dieses System ist aber nicht vollst�andig. Wir erg�anzen es jeweils
in 5.5, 5.7, 5.8 oder 5.9. und erhalten f�ur jede Art der Normalisierung ein spezi�sches
System, das als eindeutige L�osungen die Fl�achengr�o�en h, r, S bzgl. dieser Normalen
hat. Diese Fl�achengr�o�en wiederum legen die Fl�ache fest (Abschnitt 5.4.2).

Wir werden nun (1.1) n�aher betrachten. In Abschnitt 1.2 bzw. 1.6 wurde schon erw�ahnt,
da� die Fl�achengr�o�en h;r; S; � nur dann eine Fl�ache festlegen, wenn sie bestimmte In-
tegrabilit�atsbedingungen erf�ullen.

In diesem Abschnitt gehen wir von einer relativnormalisierten Fl�ache x in isothermer
Parametrisierung aus, stellen die Gleichungen aus (1.1) mit den lokalen Koordinatenfunk-
tionen von h, r, S dar und untersuchen, was dies f�ur die lokalen Funktionen bedeutet.

Das Ergebnis dieses Abschnitts wird sein: Einige der lokalen Funktionen von h, r, S
erf�ullen gewisse Di�erentialgleichungen, wie sie in 5.4.1 angegeben sind, die anderen loka-
len Funktionen k�onnen �uber (5.11) aus den ersten bestimmt werden.

Sei x eine regul�are, elliptische (" = 1) bzw. hyperbolische (" = �1) Fl�ache. Wir behandeln
diese F�alle zusammen. Je nach Vorzeichen von " ergeben sich andere Di�erentialgleichun-
gen in 5.4.
x sei bez�uglich h isotherm parametrisiert, es gelte also

(hij) =

�
E 0
0 "E

�

mit E 6= 0, wir werden ab hier sogar von E > 0 ausgehen, was durch Umparametrisierung
oder Verwendung von �N erreicht werden kann. Das bedeutet E =

p
jDet hj = !h.

N sei eine Relativnormale mit St�utzfunktion q bez�uglich der Blaschkeschen A�nnormale
Nb, d. h.

N = qNb + x�(Z):

Wir werden nun die Gleichungen von (1.1) f�ur die Koordinatenfunktionen der erw�ahnten
Gr�o�en dieser Fl�ache untersuchen. Dabei betrachten wir nur die nichttrivialen F�alle dieser
Vertauschungsregeln. So gilt z. B. f�ur die lokale Form7 der Gau�{Gleichung

81 � i; j; k; l � n : Rl
ijk = hjkS

l
i � hikS

l
j:

Weil R(X; Y )Z = �R(Y;X)Z gilt, sind manche der vorkommenden F�alle trivialerwei-
se erf�ullt, andere sind Wiederholungen. Wir behandeln die echt verschiedenen F�alle der
Gleichungen aus (1.1). Weil n = 2 ist, ergibt das f�ur die Gau�{Gleichung die F�alle, in

7Siehe Bemerkung zu (1.1).
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denen i = 1, j = 2 gesetzt wird und die anderen Indizes beliebig. Man erh�alt damit
aus der Gau�{Gleichung vier Gleichungen, analog aus der Codazzi{Gleichung f�ur h zwei
Gleichungen, aus der Ricci{Gleichung eine und aus der Codazzi{Gleichung f�ur S zwei.
Die Gleichungen reduzieren die Anzahl der lokalen Funktionen, indem sie es erm�oglichen,
bestimmte Funktionen durch andere auszudr�ucken, oder liefern f�ur diese Funktionen ana-
log zu [Lei1] Di�erentialgleichungen.

Betrachten wir die Koordinatenfunktionen einzeln: x ist isotherm parametrisiert, daher
ist h durch E festgelegt, es gilt

h11 = E = "h22; h12 = h21 = 0:

Wegen r = K + r̂ sind die � k
ij durch die Kk

ij und die �̂ k
ij bestimmt, diese wiederum

berechnet man durch (4.4) aus E. Die acht Funktionen Kk
ij h�angen in einer bestimmten

Weise zusammen: Da K symmetrisch ist, bedeutet das

Kk
ij = Kk

ji:

Dies werden wir nicht mehr ausdr�ucklich erw�ahnen. Wegen der Codazzi{Gleichung f�ur h
gilt (1.7), also

h1lK
l
21 = EK1

21 + 0 = h2lK
l
11 = 0 + "EK2

11;

h1lK
l
22 = EK1

22 + 0 = h2lK
l
12 = 0 + "EK2

12:

Daher ist
K1

21 = "K2
11; K

1
22 = "K2

12: (5.1)

F�ur das Tschebyschewvektorfeld T ergibt sich aus (2.4)

hijKk
ij =

1

E
(Kk

11 + "Kk
22) = 2T k:

Das bedeutet
Kk

11 + "Kk
22 = 2ET k: (5.2)

Insgesamt lassen sich durch (5.1) und (5.2) die acht Kk
ij{Terme durch K1

11, K
2
11, T

1, T 2

und E darstellen, und zwar ist

K2
21 = K2

12 = �K1
11 + 2ET 1; K1

22 = �"K1
11 + 2"ET 1;

(5.3)
K1

12 = K1
21 = "K2

11; K
2
22 = �"K2

11 + 2"ET 2:

Au�erdem gilt wegen (2.10)

nT = 2T =
n + 2

2
gradh(log jqj) = 2gradh(log jqj);

in lokalen Koordinaten ergibt sich

T 1 =
1

E
@1(log jqj); T

2 =
"

E
@2(log jqj): (5.4)

Aus der Darstellung
ET 1 = @1(log jqj); "ET

2 = @2(log jqj)
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folgt die Vertauschungsregel
@2(ET

1) = @1("ET
2): (5.5)

Die Ricci{Gleichung h1lS
l
2 = h2lS

l
1 ergibt

S1
2 = "S2

1 :

Auf diese Art hat man durch Codazzi f�ur h und Ricci einige der lokalen Funktionen von h,
r, S durch bestimmte andere ausgedr�uckt. Sind diese bekannt, erh�alt man die restlichen
wie beschrieben, vgl. (5.11).
Die anderen Gleichungen aus (1.1) f�uhren zu Di�erentialgleichungen dieser Funktionen.

Zuerst wenden wir uns der Gau�{Gleichung zu: Wir stellen die lokalen Funktionen Rl
ijk

zun�achst durch die schon angef�uhrten lokalen Funktionen E, K1
11, K

2
11, S

1
1 , S

2
1 , S

2
2 , T

1, T 2

dar, danach geben wir die vier lokalen Gleichungen an, die der Gau�{Gleichung entspre-
chen.
Wenn wir r = K + r̂ verwenden, folgt f�ur die Rl

ijk:

Rl
ijk = @i(�

l
jk ) + � l

im�
m

jk � @j(�
l

ik )� � l
jm�

m
ik

= @i(�̂
l

jk ) + �̂ l
im�̂

m
jk � @j(�̂

l
ik )� �̂ l

jm�̂
m

ik

+K l
im�̂

m
jk �K l

jm�̂
m

ik

+@i(K
l
jk) + �̂ l

imK
m
jk � @j(K

l
ik)� �̂ l

jmK
m
ik

+K l
imK

m
jk �K l

jmK
m
ik

Wegen Rl
ijk = �Rl

jik und Rl
jjk = 0 m�ussen wir nur die vier Ausdr�ucke Rl

12k, k; l = 1; 2,
berechnen. Mit (4.4), (5.3) erhalten wir:

R1
121 = @1(�̂

1
21 ) + �̂ 1

11 �̂
1

21 + �̂ 1
12 �̂

2
21 � @2(�̂

1
11 )� �̂ 1

21 �̂
1

11 � �̂ 1
22 �̂

2
11

+K1
11�̂

1
21 +K1

12�̂
2

21 �K1
21�̂

1
11 �K1

22�̂
2

11

+@1(K
1
21) + �̂ 1

11 K
1
21 + �̂ 1

12 K
2
21 � @2(K

1
11)� �̂ 1

21 K
1
11 � �̂ 1

22 K
2
11

+K1
11K

1
21 +K1

12K
2
21 �K1

21K
1
11 �K1

22K
2
11

= @1(
@2(E)

2E
) + �̂ 1

11 �̂
1

21 +
@2(E)

2E

@1(E)

2E

�@2(
@1(E)

2E
)� �̂ 1

21 �̂
1

11 �
�"@1(E)

2E

�"@2(E)

2E

+K1
11

@2(E)

2E
+K1

12

@1(E)

2E
�K1

12

@1(E)

2E
�K1

22

�"@2(E)

2E

+@1("K
2
11) +

@1(E)

2E
"K2

11 +
@2(E)

2E
(�K1

11 + 2ET 1)

�@2(K
1
11)�

@2(E)

2E
K1

11 �
�"@1(E)

2E
K2

11

+K1
11K

1
12 + "K2

11"K
1
22 �K1

11K
1
12 �K2

11K
1
22

= "@1(K
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2E
(�"K1

11 + 2"ET 1)

+
@1(E)
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@2(E)

2E
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11K
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22 +K2
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2
12
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2
11) + 2"@1(ET

2) + @2(K
1
11)� 2@2(ET
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�"K2
11

@1(E)

E
+K1

11

@2(E)

E
� 2T 1@2(E)

(5:5)
= �"@1(K

2
11) + @2(K

1
11) +

@2(E)

E
K1

11 � "
@1(E)

E
K2

11 � 2@2(E)T
1

Aus der Gau�{Gleichung
Rl
ijk = hjkS

l
i � hikS

l
j

kann man dies folgern:

"@1(K
2
11)� @2(K

1
11)�

@2(E)
E K1

11 + "
@1(E)
E K2

11 + 2@2(E)T
1 = �ES1

2 (G1)

�"
2 @1(@1(log jEj))�

1
2@2(@2(log jEj))� "@1(K

1
11)� "@2(K

2
11)

�"
@1(E)
E K1

11 � "
@2(E)
E K2

11 + 3"@1(E)T
1 + "@2(E)T

2 � 2"(K1
11)

2 � 2(K2
11)

2

+6"EK1
11T

1 + 2EK2
11T

2 + 2"E@1(T
1)� 4"E2(T 1)2 = "ES1

1

9>>>=
>>>;

(G2)
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1
2@1(@1(log jEj)) +

"
2@2(@2(log jEj))� @1(K

1
11)� @2(K

2
11)

�
@1(E)
E K1

11 �
@2(E)
E K2

11 + 3@1(E)T
1 + @2(E)T

2 + 2(K1
11)

2 + 2"(K2
11)

2

�6EK1
11T

1 � 2"EK2
11T

2 + 2E@1(T
1) + 4E2(T 1)2 = �ES2
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9>>>=
>>>;

(G3)

�"@1(K
2
11) + @2(K

1
11) +

@2(E)
E K1

11 � "
@1(E)
E K2

11 � 2@2(E)T
1 = "ES2

1 (G4)

Diese vier Gleichungen entsprechen der Gau�{Gleichung f�ur n = 2 in lokalen Funktionen,
wenn x isotherm parametrisiert ist. Zu sehen ist nebenbei, da� hier die Ricci{Gleichung
aus der Gau�{Gleichung, genauer aus (G1) und (G4), folgt.

Die lokale Form der Codazzi{Gleichung f�ur S kann man so darstellen

0 = @i(S
k
j ) + �̂ k

imS
m
j � @j(S

k
i )� �̂ k

jmS
m
i +Kk

imS
m
j �Kk

jmS
m
i :

Setzen wir i = 1, j = 2 ein, erhalten wir also insgesamt zwei lokale Darstellungen der
Codazzi{Gleichung f�ur S.
Im Fall k = 1, also

0 = @1(S
1
2) + �̂ 1

11 S
1
2 + �̂ 1

12 S
2
2 � @2(S

1
1)� �̂ 1
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erhalten wir
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F�ur k = 2 folgt aus
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die Gleichung

@1(S
2
2)� @2(S

2
1) + (�

@2(E)
E + 2"K2

11 � 2"ET 2)S2
1
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@1(E)
2E �K1

11 + 2ET 1)(S2
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(C1), (C2) entsprechen der Codazzi{Gleichung f�ur S in lokalen Koordinaten f�ur n = 2,
wenn x isotherm parametrisiert ist.
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5.3 Anfangswerte von Fl�achengr�o�en

Wir wollen in diesem Abschnitt versuchen, von m�oglichst vielen Fl�achengr�o�en die Werte
l�angs (s; 0) durch x0, N0 und �0 auszudr�ucken, um dies f�ur die Anfangswerte der Di�e-
rentialgleichungen in 5.4 zu verwenden.

Sei x eine Fl�ache in isothermen Parametern bzgl. h mit der Parameterlinie x0(s) :=
x(s; 0), N0 bzw. �0 bezeichne die Normale N bzw. die Konormale � l�angs x0. N sei eine
Relativnormale mit N = qNb + x�(Z).

Notation: Die Ableitung nach der ersten Variable u bei Fl�achengr�o�en l�angs (s; 0) ent-
spricht der Ableitung nach s bei x0; N0; �0. Diese Ableitung @s werden wir hier mit 0 be-
zeichnen, d. h. f�ur f0(s) := f(s; 0) ist @1(f)(s; 0) = f 00(s). Also gilt z. B. x1(s; 0) = x00(s),
N1(s; 0) = N 0

0(s), �1(s; 0) = �00(s), x11(s; 0) = x000(s).

Weil wir mit x0, N0, �0 nun x, N , � und ihre Ableitungen beliebiger Ordnung nach u
l�angs (u; 0) ausdr�ucken k�onnen, werden wir m�oglichst viele Fl�achengr�o�en durch diese
Abbildungen darstellen.

Wir bekommen bei isothermen Parametern schnell diese Gr�o�en aus den Ableitungsglei-
chungen von Gau� und Weingarten bzw. (1.15):

�(x11) = ��1(x1) = h11 = E

�1(N1) = ��1(S
1
1x1 + S2

1x2) = ES1
1 + 0 � S2

1

�1(x11) = �1(�
1

11 x1 + � 2
11 x2 + h11N) = �E� 1

11 + 0 + 0

�11(x1) = (�
1

11 �1 + �
2

11 �2 � h11�)(x1) = �E�
1

11 + 0 + 0

Damit k�onnen wir S1
1(s; 0) und K

1
11(s; 0) ausdr�ucken. F�ur die anderen Gr�o�en benutzen

wir Lemma 2.1. Es gilt danach

!

!h
= qjqj

!b
!hb

= �q2;
!

�!
= q4

!b
�!b

= "q4;

wobei � := sign q sei. Denn nach der Vereinbarung in Abschnitt 2.2.3 ist Nb = N 1

n+2
in

der Manhartschen Familie. Es gilt somit

!b = det(x1; : : : ; xn; Nb) = jKej
1

n+2det(x1; : : : ; xn; Ne) = jKej
1

n+2Det g > 0:

Weil !hb =
p
jDet hbj > 0 ist, ist auch !b

!hb
> 0 und daher gleich 1. Aus (1.14) schlie�t

man
!b
�!b

= signDet hb = signDet (q h) = sign (q2Det h) = signDet h = ":

Es folgt also (wir gehen davon aus, da� !h = E > 0 ist):

det(x1; x2; N) = �q2E = "q4det(�; �1; �2) (5.6)

Daraus erhalten wir:

det(x1; N1; N) = �S2
1det(x1; x2; N) = �S2

1 �q
2E

det(x1; x11; N) = � 2
11 det(x1; x2; N) = � 2

11 �q
2E

det(�; �1; �11) = �
2

11 det(�; �1; �2) = �
2

11 "�
1

q2
E
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Man kann also E, S1
1 , �

1
11 , �

1

11 durch x, N , � und ihre Ableitungen nach u darstellen,

bei S2
1 , �

2
11 , �

2

11 ben�otigt man noch q. So k�onnen wir nun auch die anderen Gr�o�en
ausdr�ucken. Verwenden wir r = K+r̂, r = �K+r̂, erhalten wir f�ur die Anfangswerte:

E(s; 0) = ��1(x1)(s; 0) = ��00(x
0

0)(s);

S1
1(s; 0) = �

�1(N1)(s; 0)

�1(x1)(s; 0)
= �

�00(N
0

0)(s)

�00(x
0

0)(s)
;

S2
1(s; 0) = �

det(x1; N1; N)(s; 0)

det(x1; x2; N)(s; 0)
=
det(x00; N

0

0; N0)(s)

�q2(s; 0)�00(x
0

0)(s)
;

K1
11(s; 0) =

1

2
(� 1

11 � �
1

11 )(s; 0) =
1

2

�
�1(x11)

�1(x1)
�
�11(x1)

�1(x1)

�
(s; 0)

=
1

2

�
�00(x

00

0)

�00(x
0

0)
�
�000(x

0

0)

�00(x
0

0)

�
(s);

K2
11(s; 0) =

1

2
(� 2

11 � �
2

11 )(s; 0)

=
1

2

�
det(x11; x1; N)

�q2�1(x1)
+
�q2det(�; �1; �11)

"�1(x1)

�
(s; 0)

=
1

2

�
det(x000; x

0

0; N0)(s)

�q2(s; 0)�00(x
0

0)(s)
+
�q2(s; 0)det(�0; �

0

0; �
00

0)(s)

"�00(x
0

0)(s)

�
;

@2(E)(s; 0)
(4:4)
= �"2E(s; 0)�̂ 2

11 (s; 0) = �2"E(s; 0)(� 2
11 �K2

11)(s; 0)

= 2"�1(x1)(s; 0)
1

2

�
det(x11; x1; N)

�q2�1(x1)
�
�q2det(�; �1; �11)

"�1(x1)

�
(s; 0)

= "
1

�q2(s; 0)
det(x11; x1; N)(s; 0)� �q2(s; 0)det(�; �1; �11)(s; 0)

= "
1

�q2(s; 0)
det(x000; x

0

0; N0)(s)� �q2(s; 0)det(�0; �
0

0; �
00

0)(s):

Bemerkung: F�ur E, K1
11 und S

1
1 ergibt sich im Vergleich zum �aquia�nen Fall, d. h. f�ur

q � 1, keine �Anderung, sie besitzen in jeder Relativnormalisierung diese Form. Das gilt

auch f�ur andere Fl�achengr�o�en, wie � 1
11 , �

1

11 , und f�ur x1(s; 0), �1(s; 0).

Die Anfangswerte von q und T 2 h�angen von der Art der Relativnormalen ab, sie werden in
den zugeh�origen Abschnitten angegeben. T 1(s; 0) ergibt sich nach (5.4) aus der Ableitung
von q(s; 0) nach s.

Die Anfangswerte von x2 und �2 erhalten wir aus (4.3) bzw. Lemma 1.16 zusammen mit
(5.6). Es folgt daher:

x1(s; 0) = x00(s)

x2(s; 0) = �q2(s; 0)�00 ^ �0(s)

�1(s; 0) = �00(s)

�2(s; 0) =
�"

q2(s; 0)
x00(s) ^N0(s)
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Seien die Kurve8 x0 : IR ! IR
3 und die Vektorfelder N0 : IR ! IR

3 und �0 : IR ! IR3 l�angs
x0 gegeben. Wollen wir eine Fl�ache x �nden, die x0(s) als Parameterlinie x(s; 0) enth�alt
und deren Relativnormale N und Konormale � l�angs x0 gleich N0 und �0 sind, so mu�
notwendig gelten:

1.) x00 und N0 sind linear unabh�angig bzw. x
0

0^N0 verschwindet nicht. Denn andernfalls
w�are det(x1; x2; N)(s; 0) = 0.

2.) �0(x
0

0)(s) = 0; �0(N0)(s) = 1, sonst w�are � nicht Konormale oder �0(s) nicht �(s; 0).

3.) �0 und �
0

0 sind linear unabh�angig, was gleichbedeutend zu �0^�
0

0 6= 0 ist. Sonst w�are
det(�; �1; �2)(s; 0) = 0.

4.) �00(N0) = ��0(N
0

0) = 0, sonst w�are N keine Relativnormale oder N0(s) 6= N(s; 0).

Ist x bez�uglich h isotherm parametrisiert wie in Abschnitt 5.2, so mu� weiter gelten:

5.) �0(x
00

0)(s) = ��00(x
0

0)(s) = E(s; 0) > 0. Wenigstens mu� hier �0(x
00

0) 6= 0 gefordert
werden. Gilt < 0, nehmen wir �N0 und ��0 statt N0, �0. (5.7){(5.9) bleiben von
den �Anderungen unber�uhrt. Es reicht auch, nur �0(x

00

0)(0) 6= 0 zu verlangen, denn
wegen der Stetigkeit verschwindet �0(x

00

0) auch in einer Umgebung von s = 0 nicht.
Lemma 5.2 braucht ebenfalls diese Bedingung.

6.) x00; N0; �0 ^ �00 sollen linear unabh�angig sein, genauso �0; �
0

0; x
0

0 ^ N0. Denn nach
obigen Angaben ist x2(s; 0) ein Vielfaches von �00 ^ �0(s), �2(s; 0) ein Vielfaches
von x00 ^ N0(s). x1; x2; N sind jedoch, wie �; �1; �2, bei regul�aren Fl�achen linear
unabh�angig.

7.) Weiter soll

�2(x2)(s; 0) = "(x00 ^N0)(�
0

0 ^ �0)(s)
!
= "�00(x

0

0)(s) = "�1(x1)(s; 0)

sein.

Insgesamt m�ussen x0, N0 und �0 also folgende Bedingungen erf�ullen:

�0(x
0

0)(s) = 0 (5.7)

�0(N0)(s) = 1 (5.8)

�00(N0)(s) = 0 (5.9)

�00(x
0

0)(s) 6= 0 (5.10)

(5.7){(5.10) entsprechen 2.), 4.), 5.).
Aus (5.10) folgt x00(s) 6= 0 und �00(s) 6= 0, aus (5.8) �0(s) 6= 0, N0(s) 6= 0, aus (5.7) und
(5.8) die lineare Unabh�angigkeit von x00 und N0, d. h. 1.), aus (5.7) und (5.10) die von �0,
�00, also 3.). Nach (1.16) ist

"(x00 ^N0)(�
0

0 ^ �0) = "det(x00; N0; �
0

0 ^ �0) = "det(x00 ^N0; �
0

0; �0):

8Wir ben�otigen nicht ganz IR als De�nitionsbereich von x0, sondern nur ein gewisses Intervall um 0.
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Es gilt weiter

�2(x2)(s; 0) = "(x00 ^N0)(�
0

0 ^ �0)(s)

"(x00 ^N0)(�
0

0 ^ �0)
(1:17)
= "Det

�
�00(x

0

0) �00(N0)
�0(x

0

0) �0(N0)

�
= "�00(x

0

0) 6= 0

Das hei�t: Aus (5.7){(5.10) folgen die Bedingungen 6.) und 7.).

Bemerkung: In den Abschnitten 5.5, 5.8, 5.9 werden wir feststellen, da� x0, N0, �0 bei
sonstigen festen Vorgaben (gemeint ist �, f und die Art der Normalen) je eine elliptische
und eine hyperbolische, isotherm parametrisierte Fl�ache induzieren, die x0 als Parame-
terlinie haben und f�ur die die Normale und die Konormale l�angs (s; 0) mit N0 und �0
�ubereinstimmen. Auch die anderen Fl�achengr�o�en sind l�angs (s; 0) mit den hier berech-
neten Anfangswerten identisch.
Es gibt allerdings Unterschiede zwischen den Fl�achengr�o�en der beiden induzierten Fl�a-
chen: K2

11(s; 0) und @2(E)(s; 0) sind bei der elliptischen Fl�ache anders als bei der hyper-

bolischen. K1
11, E, S

1
1 , S

2
1 , �

1
11 , �

2
11 , �

1

11 , x1, x2, �1 dagegen stimmen l�angs (s; 0) �uberein,

�2, �
2

11 unterscheiden sich hier nur durch das Vorzeichen.

5.4 Die eigentliche Di�erentialgleichung bei beliebi-

gen Relativnormalen

Hier wollen wir allgemein beschreiben, wie wir aus x0, N0, �0 eine Fl�ache x gewinnen, die
x0 als Parameterlinie x(s; 0) enth�alt, bei der N0 eine ganz bestimmte Relativnormale N
l�angs x0 und �0 die zugeh�orige Konormale l�angs x0 ist.

So gehen wir vor: Die Integrabilit�atsbedingungen aus Abschnitt 5.2 liefern ein Di�eren-
tialgleichungssystem, das mit den Anfangsbedingungen aus 5.3 mehrere lokale Koordina-
tenfunktionen festlegt (Abschnitt 5.4.1). Diese werden in Abschnitt 5.4.2 in ein weiteres
System von Di�erentialgleichungen eingesetzt, das als L�osung die Fl�ache und die Normale
hat.

In Abschnitt 5.2 und 5.3 sind wir zuerst von einer gegebenen Fl�ache in isothermen Para-
metern bez�uglich h ausgegangen und haben untersucht, welche Eigenschaften die Koor-
dinatenfunktionen der Fl�achengr�o�en h, r, S einer derartigen Fl�ache notwendig haben.
Nun geben wir umgekehrt Funktionen mit diesen notwendigen Bedingungen und Anfangs-
werten vor und versuchen, aus ihnen eine Fl�ache zu rekonstruieren, die diese Funktionen
als jeweilige Fl�achengr�o�en hat.

Wir gehen in diesem Abschnitt (wie auch in Abschnitt 3.6) noch nicht von einer be-
stimmten Normalisierung aus. N sei eine Relativnormale mit der St�utzfunktion �b(N) = q
bez�uglich Nb. Wir geben die entsprechenden Formeln und Di�erentialgleichungen f�ur die-
sen allgemeinen Fall an. Wir werden sehen, da� das erhaltene System von Di�erentialglei-
chungen (in 5.4.1) noch nicht vollst�andig ist. Darum m�ussen wir es in den Abschnitten
5.5, 5.7{5.9 geeignet erg�anzen.

Gegeben seien die in s = 0 analytische, regul�are Kurve x0 und die Vektorfelder N0; �0
l�angs x0, die noch den Bedingungen (5.7){(5.10) gen�ugen und auch analytisch sind.
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Sei " festgesetzt, also " = 1, wenn wir Fl�achengr�o�en einer elliptischen Fl�ache betrachten,
" = �1 f�ur hyperbolische Fl�achen. Im folgenden besprechen wir die beiden F�alle gleichzei-
tig. Wir werden immer wieder Di�erentialgleichungen und andere Formeln angeben, die
" in gewisser Weise als ,,Variable" enthalten. Auch wenn so eine Di�erentialgleichung wie
eine einzige Di�erentialgleichung behandelt wird, sollte stets beachtet werden, da� sich
eine andere Gleichung ergibt, je nachdem, was man f�ur " einsetzt.

Um sicherzustellen, da� man auf der am Ende erhaltenen Fl�ache �uberhaupt auf x0 be-
zogene isotherme Parameter einf�uhren konnte aufgrund von Lemma 5.2, m�ussen wir x0
als analytisch (in s = 0) voraussetzen und daf�ur sorgen, da� x im Punkt (0; 0) analytisch
ist. Das wird aber nach Satz 5.1 automatisch erf�ullt, wenn wir auch N0, �0 analytisch (in
s = 0) w�ahlen. Das sei im folgenden immer vorausgesetzt.

5.4.1 Das Di�erentialgleichungssystem f�ur die Fl�achengr�o�en

Die Gr�o�en h, r und S legen eine relativnormalisierte Fl�ache, bis auf a�ne Transfor-
mationen, nur unter der Bedingung eindeutig fest, da� sie die Integrabilit�atsbedingungen
(1.1) erf�ullen. Wir haben allerdings nicht die Fl�achengr�o�en als Vorgabe, sondern nur die
Kurve x0 und die beiden Vektorfelder l�angs x0. Die Integrabilit�atsbedingungen aus 5.2
liefern mit den Anfangswerten aus 5.3 allerdings ein System von Di�erentialgleichungen,
das als L�osungen die Koordinatenfunktionen dieser Gr�o�en hat.

Nun kommen wir zuerst zur Bestimmung der Gr�o�en h, r und S, konkret E, K1
11, K

2
11,

S1
1 , S

2
1 , S

2
2 , T

1, T 2 und q. Aus diesen neun Funktionen lassen sich alle anderen Koordina-
tenfunktionen bestimmen, wie wir in 5.2 gezeigt haben.

Betrachten wir (G2) und (G3), so bemerken wir, da� jeweils die gleichen Summanden vor-
kommen, aber nicht immer mit dem gleichen Vorzeichen. Aus ,,�(G2) +" (G3)" erhalten
wir

"@1 (@1(log jEj)) + @2 (@2(log jEj)) + 4"(K1
11)

2 + 4(K2
11)

2

�12"EK1
11T

1 � 4EK2
11T

2 + 8"E2(T 1)2 = �"E(S1
1 + S2

2):

L�osen wir das nach @2@2(E) auf, ergibt sich die Di�erentialgleichung

@2(@2(E)) = �"@1(@1(E)) + "
@1(E)

2

E
+
@2(E)

2

E
�4"E(K1

11)
2 � 4E(K2

11)
2 � "E2(S1

1 + S2
2)

+12"E2K1
11T

1 + 4E2K2
11T

2 � 8"E3(T 1)2:

Analog folgt aus ,,�" (G2) � (G3)", d. h.

2@1(K
1
11) + 2@2(K

2
11) + 2

@1(E)

E
K1

11 + 2
@2(E)

E
K2

11

�4E@1(T
1)� 6@1(E)T

1 � 2@2(E)T
2 = �E(S1

1 � S2
2);

eine Di�erentialgleichung f�ur @2(K
2
11):

@2(K
2
11) = �@1(K

1
11)�

@1(E)

E
K1

11 �
@2(E)

E
K2

11 �
1

2
E(S1

1 � S2
2)

+3@1(E)T
1 + @2(E)T

2 + 2E@1(T
1):
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L�osen wir noch (G1) bzw. (G4) nach @2(K
1
11), (C1) nach @2(S

1
1) und (C2) nach @2(S

2
1)

auf, ergibt sich mit obigem, (5.4) und (5.5) f�ur " = 1 und " = �1 je ein System von sieben
Di�erentialgleichungen f�ur die Funktionen E, K1

11, K
2
11, S

1
1 , S

2
1 , T

1 und q:

Di�erentialgleichungssystem DGL I

@2(@2(E)) = �"@1(@1(E)) + "
@1(E)

2

E
+
@2(E)

2

E
�4"E(K1

11)
2 � 4E(K2

11)
2 � "E2(S1

1 + S2
2)

+12"E2K1
11T

1 + 4E2K2
11T

2 � 8"E3(T 1)2

@2(K
1
11) = "@1(K

2
11)�

@2(E)

E
K1

11 + "
@1(E)

E
K2

11

+"ES2
1 + 2@2(E)T

1

@2(K
2
11) = �@1(K

1
11)�

@1(E)

E
K1

11 �
@2(E)

E
K2

11 �
1

2
E(S1

1 � S2
2)

+3@1(E)T
1 + @2(E)T

2 + 2E@1(T
1)

@2(S
1
1) = "@1(S

2
1) +

�
"
@1(E)

E
+ 2"K1

11 � 2"ET 1
�
S2
1

+
�@2(E)

2E
+ "K2

11

�
(S2

2 � S1
1)

@2(S
2
1) = @1(S

2
2) +

�
�
@2(E)

E
+ 2"K2

11 � 2"ET 2
�
S2
1

+
�@1(E)

2E
�K1

11 + 2ET 1
�
(S2

2 � S1
1)

@2(T
1) = "@1(T

2)�
@2(E)

E
T 1 + "

@1(E)

E
T 2

@2(q) = "EqT 2

Die zugeh�origen Anfangswerte sind nach dem vorigen Abschnitt:

E(s; 0) = ��00(x
0

0)(s)

@2(E)(s; 0) = "
�

q2(s; 0)
det(x000; x

0

0; N0)(s)� �q2(s; 0)det(�0; �
0

0; �
00

0)(s)

K1
11(s; 0) =

1

2

�
�00(x

00

0)

�00(x
0

0)
�
�000(x

0

0)

�00(x
0

0)

�
(s)

K2
11(s; 0) =

1

2

�
det(x000; x

0

0; N0)

�q2(s; 0)�00(x
0

0)
+
�q2(s; 0)det(�0; �

0

0; �
00

0)

"�00(x
0

0)

�
(s)

S1
1(s; 0) = �

�00(N
0

0)

�00(x
0

0)
(s)

S2
1(s; 0) =

det(x00; N
0

0; N0)(s)

�q2(s; 0)�00(x
0

0)(s)

T 1(s; 0) = �
@1(q)(s; 0)

q(s; 0)�00(x
0

0)(s)

Dieses System ist nicht vollst�andig im Sinne des Satzes von Cauchy{Kowalewski. F�ur die
neun Funktionen hat man nur sieben Gleichungen. Es fehlen, sieht man von den Anfangs-
werten ab, Di�erentialgleichungen oder sonstige Festlegungen f�ur die Funktionen S2

2 und
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T 2. Das Problem l�a�t sich nicht beseitigen, indem man die T k mittels (5.4) durch einen
Ausdruck mit @k(log jqj) ersetzt. Man bekommt in diesem Fall diese Di�erentialgleichun-
gen:

Di�erentialgleichungssystem DGL I0

@2(@2(E)) = �"@1(@1(E)) + "
@1(E)

2

E
+
@2(E)

2

E
�4"E(K1

11)
2 � 4E(K2

11)
2 � "E2(S1

1 + S2
2)

+12"EK1
11@1(log jqj) + 4"EK2

11@2(log jqj)� 8"E(@1(log jqj))
2

@2(K
1
11) = "@1(K

2
11)�

@2(E)

E
K1

11 + "
@1(E)

E
K2

11

+"ES2
1 + 2

@2(E)

E
@1(log jqj)

@2(K
2
11) = �@1(K

1
11)�

@1(E)

E
K1

11 �
@2(E)

E
K2

11 �
1

2
E(S1

1 � S2
2)

+
@1(E)

E
@1(log jqj) + "

@2(E)

E
@2(log jqj) + 2@1@1(log jqj)

@2(S
1
1) = "@1(S

2
1) +

�
"
@1(E)

E
+ 2"K1

11 � 2"@1(log jqj)
�
S2
1

+
�@2(E)

2E
+ "K2

11

�
(S2

2 � S1
1)

@2(S
2
1) = @1(S

2
2) +

�
�
@2(E)

E
+ 2"K2

11 � 2@2(log jqj)
�
S2
1

+
�@1(E)

2E
�K1

11 + 2@1(log jqj)
�
(S2

2 � S1
1)

Es kommen nun zwei Funktionen weniger vor, daf�ur gibt es auch zwei Gleichungen weniger.
In diesem System fehlen Gleichungen f�ur S2

2 und q.

Im folgenden werden wir sehen: T 2 bzw. q h�angt von der Art der Relativnormalen ab,
S2
2 ist dann noch frei w�ahlbar und wird festgelegt durch eine Funktion der Mittleren und

Gau�schen Kr�ummung, wie auch in [Lei1].

q ist die St�utzfunktion der Normalen N bez�uglich Nb. Sie kann bei Angabe der Fl�ache
x und der Normalen N jederzeit bestimmt werden, aber gerade diese Abbildungen x, N
werden erst durch das Di�erentialgleichungssystem von 5.4.2 berechnet. Man kann q in der
Regel nicht explizit als Funktion vorher angeben, sondern es ergibt sich als L�osung dieses
Systems. Ist festgelegt, von welcher Art die Normale N ist, ergibt sich eine Gleichung f�ur
q oder auch T 2.
Im Falle der Blaschkeschen A�nnormale bedeutet das q � 1, siehe Abschnitt 5.5.
Bei der euklidischen Normalen ist q eine Funktion der anderen Gr�o�en. Bei anderen Nor-
malen der Manhartschen oder der zentroa�nen Familie erf�ullt T 2 bzw. q eine bestimmte
Di�erentialgleichung.
Kennt man diese Funktion oder Di�erentialgleichung, die von der Art der Normalen
abh�angt, kann man das System anpassen. Dies ist die Aufgabe der Abschnitte 5.5, 5.7{5.9.

Ist dann damit eine Gleichung f�ur q oder T 2 gefunden, so kann man S2
2 noch vorgeben. Je
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nachdem erh�alt man eine andere Fl�ache. Um S2
2 schlie�lich festzusetzen, geben wir eine

Bedingung an K und H an, die die Fl�ache erf�ullen mu�:
Sei f eine in (0; 0) analytische Funktion. Die Kr�ummungsfunktionen K = S1

1S
2
2 � "(S2

1)
2

und 2H = S1
1 + S2

2 seien durch die analytische Funktion

�(H;K) = �((S1
1 + S2

2)=2; S
1
1S

2
2 � "(S2

1)
2) = ~�(S1

1 ; S
2
1 ; S

2
2) = f(u; v)

festgelegt, wobei ~� in einer Umgebung von (S1
1(0; 0); S

2
1(0; 0)) eindeutig nach S

2
2 au
�osbar

ist, so da� man S2
2 darstellen kann als analytische Funktion S2

2(S
1
1 ; S

2
1 ; f) von S1

1 ; S
2
1 ; f .

Ersetzt man S2
2 im System DGL I bzw. DGL I0 durch diese Funktion, ist es eindeutig

l�osbar.

Bemerkung: Leichtwei� schl�agt f�ur � die rationale Funktion

�(H;K) =
l12H + l2K + l3

m12H +m2K +m3

vor mit li; mi 2 IR, 1 � i � 3,

0
@ l1

l2
l3

1
A ;

0
@ m1

m2

m3

1
A linear unabh�angig. S2

2 ergibt sich als

S2
2 =

1

(l2 �m2f)S1
1 + (l1 �m1f)

("(l2 �m2f)(S
2
1)

2 � (l1 �m1f)S
1
1 � (l3 �m3f)):

Wenn der Nenner 6= 0 ist in einer Umgebung von (u; v) = (0; 0), so ist S2
2 eine analytische

Funktion von S1
1 ; S

2
1 ; f . Das ist erf�ullt, falls

�(l2 �m2f(0; 0))�
0

0(N
0

0)(0) + (l1 �m1f(0; 0))�
0

0(x
0

0)(0) 6= 0

ist. Wegen der Stetigkeit von f; �00; N
0

0; x
0

0 gilt es dann auch in einer Umgebung von 0.
F�ur l2 = m2 = m1 = 0, l1 6= 0 ist dies wegen (5.10) immer erf�ullt, egal wie f vorgegeben
wird.
Bei Vorgabe von K = f̂ , also l1 = m1 = m2 = 0, l2 6= 0 zumindest dann, wenn �00(N

0

0)(0) 6=
0 ist.
Nach Satz 5.3 wird darauf noch einmal eingegangen.

Man kann � aber auch noch allgemeiner vorgeben. Es kann sogar zus�atzlich von anderen
Invarianten abh�angen, etwa von der Pickschen Invariante

4n(n� 1) J := hilhjmhksCijkClms = 4K l
jkK

j
lsh

ks =
4

E
(K l

j1K
j
l1 + "K l

j2K
j
l2)

oder von q wie9 in 5.9. Wichtig ist nur, da� � = f nach S2
2 au
�osbar ist (deshalb ist

die Bedingung �(J) = f nutzlos) und da� S2
2 eine analytische Funktion von den �ubrigen

Funktionen E, K1
11, K

2
11, S

1
1 ,S

2
1 , T

1, T 2, q ist, nicht von deren Ableitungen (au�er @1(E),
@2(E)), um die Voraussetzungen von Satz 5.1 an das System zu erf�ullen, denn in DGL I
kommt auch einmal @1(S

2
2) vor.

Wir beschr�anken uns aber im weiteren auf den Fall �(H;K) = f und werden in der Regel
die obige rationale Funktion genauer besprechen.

9F�ur N = Ne ist hier Vorsicht geboten, da q hier eine Potenz von K ist.
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Wie in Kapitel 3 herausgefunden, hat besonders der Fall �(H;K) = H eine geometrische
Bedeutung: Bei den Normalen der Manhartschen Familie zeigt H = 0 eine Minimal
�ache
an.

Hat man T 2 (bzw. q) und S2
2 festgelegt, liefert das System von Di�erentialgleichungen

eindeutig als L�osungen die Funktionen E, K1
11, K

2
11, S

1
1 , S

2
1 , q, T

1 und T 2. Mit Hilfe die-
ser Funktionen l�a�t sich ein zweites System von Di�erentialgleichungen aufstellen, das
die Fl�ache und die Normale als L�osungen hat. Bis zu diesem Schritt mu� man die Di�e-
rentialgleichungen und Anfangswerte an die Normalisierung anpassen, was in 5.5, 5.7{5.9
geschieht. Diese Abschnitte sind also Erg�anzungen zu 5.4.1. Die Systeme DGL I bzw. DGL
I0 werden daher in 5.8, 5.9 nicht mehr wiederholt, sondern nur die fehlende Gleichung mit
den restlichen Anfangswerten bestimmt.

Nachdem man die genannten L�osungsfunktionen gefunden hat, geht man f�ur alle Norma-
lisierungen gleich vor.
Man setzt zun�achst

h11 = E; h22 = "E; h12 = h21 = 0;

K2
21 = K2

12 = �K1
11 + 2ET 1; K1

22 = �"K1
11 + 2"ET 1;

K1
21 = K1

12 = "K2
11; K

2
22 = �"K2

11 + 2"ET 2;
(5.11)

�̂ k
ij wie in (4.4);

� k
ij = Kk

ij + �̂ k
ij ;

S1
2 = "S2

1 ; S
2
2 so, da� ~�(S1

1 ; S
2
1 ; S

2
2) = f:

F�ur die durch diese lokalen Funktionen de�nierten Gr�o�en h;r; S bedeutet das: h ist in
isothermen Parametern gegeben, die Codazzi{Gleichung f�ur h, die Ricci{Gleichung und
(2.4) sind nach (5.11) und Abschnitt 5.2 erf�ullt. Weil obige Funktionen das Di�erentialglei-
chungssystem DGL I oder DGL I0 l�osen, gelten auch die Gau�{ und die Codazzi{Gleichung
f�ur S. T 2 bzw. q erf�ullt eine f�ur die Art der Normalen spezi�sche Gleichung und einige
Anfangswerte sind durch det(x1; x2; N) = �q2E normiert. Somit gen�ugen h, r und S den
Bedingungen (1.1). Gibt es eine Fl�ache x mit x0 als Parameterlinie, die die gew�unschte
Normalisierung hat und �(H;K) = f erf�ullt, sind ihre Gr�o�en die gefundenen.

5.4.2 Gewinnung der Fl�ache aus den Fl�achengr�o�en

Hier zeigen wir, wie man mit den in 5.4.1 bestimmten Koordinatenfunktionen von h, r,
S die Fl�ache x rekonstruieren kann.
Wir k�onnen auf zwei Wegen die Fl�ache x und die Normale N gewinnen: Einmal direkt
mit den Ableitungsgleichungen von Gau� und Weingarten oder, indem wir zuerst die
Konormale als L�osung der Di�erentialgleichung (1.15) erhalten und dann mit Satz 1.13 x
und N .

Die Ableitungsgleichungen von Gau� und Weingarten (deshalb GW) liefern das folgende
Di�erentialgleichungssystem f�ur x1; x2; N

Di�erentialgleichungssystem DGL GW

@2(x1) = x12 = � 1
12 x1 + � 2

12 x2 + h12N
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= (
@2(E)

2E
+ "K2

11)x1 + (
@1(E)

2E
�K1

11 + 2ET 1)x2

@2(x2) = x22 = � 1
22 x1 + � 2

22 x2 + h22N

= (�"
@1(E)

2E
� "K1

11 + 2"ET 1)x1 + (
@2(E)

2E
� "K2

11 + 2"ET 2)x2 + "EN

@2(N) = N2 = �"S2
1x1 � S2

2x2

mit den Anfangsbedingungen

x1(s; 0) = x00(s)

x2(s; 0) = �q2(s; 0)�00 ^ �0(s)

N(s; 0) = N0(s)

x1, x2 und N werden nach dem Satz von Cauchy{Kowalewski eindeutig bestimmt. Durch
Integration von x1; x2 erh�alt man x mit x(0; 0) = x0(0).
Nach (5.11) ergibt sich

� 1
22 = �̂ 1

22 +K1
22 = �"�̂ 1

11 � "K1
11 + 2"ET 1 = �"� 1

11 + 2"ET 1;

� 2
22 = �̂ 2

22 +K2
22 = �"�̂ 2

11 � "K2
11 + 2"ET 2 = �"� 2

11 + 2"ET 2:

Darum k�onnen wir das Di�erentialgleichungssystem DGL GW auch so umschreiben:

x22 = �"x11 + 2"ET 1x1 + 2"ET 2x2 + 2"EN

N2 = �"S2
1x1 � S2

2x2

bzw. wegen (5.4)

x22 = �"x11 + 2"@1(log jqj)x1 + 2@2(log jqj)x2 + 2"EN

N2 = �"S2
1x1 � S2

2x2:

Mit den Anfangsbedingungen von oben und x(s; 0) = x0(s) ergeben sich nach Satz 5.1 x
und N .

Die andere M�oglichkeit ist Satz 1.13 bzw. dessen Korollar. Aus (1.22) und (1.23) bzw.
Lemma 1.9 folgt mit � = 0, r = K + r̂ nun r = �K + r̂, h(X; Y ) = h(S(X); Y ). Da
h;r; S den Bedingungen (1.1) gen�ugen, sind wegen Lemma 1.15 die Voraussetzungen von
Satz 1.13 erf�ullt. Die aus der Ableitungsgleichung (1.15) f�ur die Konormale (daher KON)
stammende

Di�erentialgleichung DGL KON

�22 = �
1

22 �1 + �
2

22 �2 � h22�

= (�"
@1(E)

2E
+ "K1

11 � 2"ET 1)�1 + (
@2(E)

2E
+ "K2

11 � 2"ET 2)�2 � S2
2"E�

mit den Anfangsbedingungen

�(s; 0) = �0(s)

�2(s; 0) =
"�

q2(s; 0)
x00 ^N0(s)
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ist wegen des Satzes von Cauchy{Kowalewski eindeutig l�osbar. Nach Satz 1.13 induziert
das so gefundene � zusammen mit h eine Fl�ache mit � als Konormale und h als qua-
dratischer Grundform. Die Fl�ache x erh�alt man mit (5.6) und (4.3) durch Integration
von

x1 = "�q2� ^ �2; x2 = �q2�1 ^ �:

Da aus (5.11)

�
1

22 = �̂ 1
22 �K1

22 = �"�̂ 1
11 + "K1

11 � 2"ET 1 = �"�
1

11 � 2"ET 1;

�
2

22 = �̂ 2
22 �K2

22 = �"�̂ 2
11 + "K2

11 � 2"ET 2 = �"�
2

11 � 2"ET 2

folgt, k�onnen wir die Gleichung dann so vereinfachen

�22 = �"�11 � 2"ET 1�1 � 2"ET 2�2 � 2"EH�

bzw. nach (5.4)

�22 = �"�11 � 2"@1(log jqj)�1 � 2@2(log jqj)�2 � 2"EH�:

Man kann hier auch die Hilfss�atze vom letzten Kapitel anwenden, wenn man sie auf be-
liebige Relativnormalen verallgemeinert. Der Unterschied zu den Di�erentialgleichungen
dort ist: Hier sind zus�atzlich Anfangswerte gegeben, wir m�ussen im Prinzip zuerst die
Fl�achengr�o�en nach 5.4.1 berechnen, erst dann k�onnen wir die richtige Di�erentialglei-
chung stellen.

Bemerkungen: 1.) Die Di�erentialgleichungen DGL GW und DGL KON mit Satz 1.13
in 5.4.2 sind Alternativen, es mu� nur ein System gel�ost werden. Sie besitzen beide die
gleichen, in Abschnitt 5.4.1 berechneten Koordinatenfunktionen als Grundlage und haben
deshalb die gleiche Fl�ache x mit der Normalen N als L�osung. Die Konormale von x nach
DGL GW hat die in DGL KON vorkommenden Gr�o�en r, h. Wegen der Eindeutigkeit
der L�osung mu� die nach DGL KON berechnete Konormale die von x sein.

2.) Auch wenn wir somit jeweils nur ein System von Di�erentialgleichungen angegeben
haben in 5.4.1 (DGL I bzw I0) und 5.4.2 (DGL GW bzw. KON) mit " als ,,Variable",
erh�alt man f�ur " = 1 und " = �1 je ein anderes System. Es ist zu beachten, da� man
beim L�osen der Systeme in den zwei Unterabschnitten dasselbe " verwendet. Hat man die
Fl�achengr�o�en aus dem System DGL I f�ur " = �1 berechnet, so erf�ullen sie die Integra-
bilit�atsbedingungen f�ur Fl�achengr�o�en einer hyperbolischen Fl�ache und nicht notwendig
die einer elliptischen. Benutzt man diese Fl�achengr�o�en in 5.4.2, mu� man (bei DGL GW
z. B.) auch " = �1 nehmen. Man erh�alt f�ur jedes Tripel x0, N0, �0, wenn keine Ausnahmen
vorliegen (z. B. Abschnitt 5.7), also zwei Fl�achen, eine elliptische und eine hyperbolische.

5.5 L�osung bei Blaschkescher A�nnormalisierung

Wir werden in diesem Abschnitt das beschriebene Verfahren darauf anwenden, da� N
die Blaschkesche A�nnormale ist. Das Ergebnis wird sein, da� es bis auf Ausnahmen
f�ur x0, N0, �0 je genau eine elliptische und eine hyperbolische Fl�ache x in isothermen
Parametern gibt, die x0 als Parameterlinie enth�alt, deren Blaschkesche A�nnormale N
bzw. Konormale � l�angs (s; 0) mit N0 bzw. �0 �ubereinstimmt und f�ur die �(H;K) = f ist.
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Wir spezialisieren dazu das Di�erentialgleichungssystem DGL I bzw. I0 von Abschnitt
5.4.1 auf den Fall der Blaschkeschen A�nnormale, das bedeutet, wir setzen

q = 1; T 1 = T 2 = 0:

N = Nb ist n�amlich die Normale unter den in Kapitel 2 de�nierten Relativnormalen, von
der wir explizit q = �b(N) vor der L�osung des Systems angeben k�onnen, und zwar q � 1.
Nach (5.4) ist T 1 = T 2 = 0.
Ob wir das in DGL I oder DGL I0 einsetzen, spielt keine Rolle, denn es liefert das gleiche
Di�erentialgleichungssystem.

Gegeben seien die in s = 0 analytische, regul�are Kurve x0 und die ebenfalls in s = 0
analytischen Vektorfelder N0, �0 l�angs x0. Die Bedingungen (5.7){(5.10) seien erf�ullt.
Dann bekommen wir f�ur " = 1 bzw. �1 je ein nach dem Satz von Cauchy{Kowalewski
eindeutig l�osbares System partieller Di�erentialgleichungen f�ur die Funktionen E, K1

11,
K2

11, S
1
1 und S2

1 . S
2
2 ist eine analytische Funktion von S1

1 ; S
2
1 ; f , die sich aus �(H;K) = f

ergibt.
Wir l�osen das

Di�erentialgleichungssystem DGL BL

@2(@2(E)) = �"@1(@1(E)) + "
@1(E)

2

E
+
@2(E)

2

E
�4"E(K1

11)
2 � 4E(K2

11)
2 � "E2(S1

1 + S2
2)

@2(K
1
11) = "@1(K

2
11)�

@2(E)

E
K1

11 + "
@1(E)

E
K2

11 + "ES2
1

@2(K
2
11) = �@1(K

1
11)�

@1(E)

E
K1

11 �
@2(E)

E
K2

11 �
1

2
E(S1

1 � S2
2)

@2(S
1
1) = "@1(S

2
1) +

�
"
@1(E)

E
+ 2"K1

11

�
S2
1

+
�@2(E)

2E
+ "K2

11

�
(S2

2 � S1
1)

@2(S
2
1) = @1(S

2
2) +

�
�
@2(E)

E
+ 2"K2

11

�
S2
1

+
�@1(E)

2E
�K1

11

�
(S2

2 � S1
1)

mit den Anfangswerten

E(s; 0) = ��00(x
0

0)(s)

@2(E)(s; 0) = " det(x000; x
0

0; N0)(s)� det(�0; �
0

0; �
00

0)(s)

K1
11(s; 0) =

�00(x
00

0)� �000(x
0

0)

2�00(x
0

0)
(s)

K2
11(s; 0) =

det(x000; x
0

0; N0) + " det(�0; �
0

0; �
00

0)

2�00(x
0

0)
(s)

S1
1(s; 0) = �

�00(N
0

0)

�00(x
0

0)
(s)

S2
1(s; 0) =

det(x00; N
0

0; N0)

�00(x
0

0)
(s):
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Dies liefert eindeutig die f�unf Funktionen E, K1
11, K

2
11, S

1
1 und S

2
1 in einer Umgebung von

(0; 0).

Bemerkung: Wir haben ein System von Di�erentialgleichungen erhalten, indem wir die
Funktionen T 1 = T 2 = 0, q = 1, die im Fall N = Nb bekannt sind, in DGL I oder I0

eingesetzt haben. Wir erhalten aber diesselben L�osungen, wenn wir DGL I oder I0 durch
geeignete Di�erentialgleichungen erg�anzen. Die Teilsysteme, die q; T 1; T 2 betre�en, haben
auch die eindeutige L�osung T 2 = T 1 = 0, q = 1, das �ubrige System ist von der Gestalt
von DGL BL. Die Teilsysteme

@2(q) = 0; q(s; 0) = 1

oder

@2@2(q) = 0; @2(q)(s; 0) = 0; q(s; 0) = 1

von dem erg�anzten System DGL I0 haben genau eine L�osung nach Satz 5.1, und zwar
q = 1. Und auch DGL I erg�anzt durch

@2(T
2) = 0

T 2(s; 0) = T 1(s; 0) = 0; q(s; 0) = 1

hat wegen der Eindeutigkeit nach Satz 5.1 die L�osungen T 2 = T 1 = 0, q = 1 und die von
DGL BL.

Die anderen lokalen Funktionen erhalten wir aus (5.11), das hier einfacher aussieht:

h11 = E; h22 = "E; h12 = h21 = 0;

K2
21 = K2

12 = �K1
11; K

1
22 = �"K1

11;

K1
21 = K1

12 = "K2
11; K

2
22 = �"K2

11;

�̂ k
ij wie in (4.4);

� k
ij = Kk

ij + �̂ k
ij ;

S1
2 = "S2

1 ; S
2
2 so, da� ~�(S1

1 ; S
2
1 ; S

2
2) = f:

Jetzt, wo wir die Fl�achengr�o�en bestimmt haben, gehen wir wie in 5.4.2 vor. Ausnahms-
weise werden wir das, anders als in den n�achsten Abschnitten, kurz wiederholen und die
Di�erentialgleichungen noch einmal angeben, weil sie sich im Fall N = Nb vereinfachen.

Das Di�erentialgleichungssystem DGL GW sieht hier so aus, nachdem man T 2 = T 1 = 0,
q = 1 eingesetzt hat:

x12 = (
@2(E)

2E
+ "K2

11)x1 + (
@1(E)

2E
�K1

11)x2

x22 = (�"
@1(E)

2E
� "K1

11)x1 + (
@2(E)

2E
� "K2

11)x2 + "EN

N2 = �"S2
1x1 � S2

2x2

mit den Anfangsbedingungen

x1(s; 0) = x00(s)

x2(s; 0) = �00 ^ �0(s)

N(s; 0) = N0(s):
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Nach (5.11) kann man DGL GW auch so darstellen:

x22 = �"x11 + 2"EN

N2 = �"S2
1x1 � S2

2x2

Es bestimmt eindeutig x und N .

Wir k�onnen auch den Satz 1.13 verwenden: Die Di�erentialgleichung DGL KON

�22 = (�"
@1(E)

2E
+ "K1

11)�1 + (
@2(E)

2E
+ "K2

11)�2 � S2
2"E�

mit den Anfangsbedingungen

�(s; 0) = �0(s)

�2(s; 0) = "x00 ^N0(s)

kann man wie in Abschnitt 5.4.2 auch so ausdr�ucken (siehe (4.6))

�22 = �"�11 � 2"EH�

und danach Lemma 4.3 benutzen.

Man sieht, da� bei �(H;K) = H = f das System DGL I bzw. DGL BL f�ur die Fl�achen-
gr�o�en gar nicht mehr gel�ost werden mu�, sondern nur noch

�22 = �"�11 � 2fdet(�; �1; �2)�;

f�ur f = 0 lediglich die Di�erentialgleichung

�22 = �"�11:

Satz 5.3 Gegeben seien die in s = 0 analytische, regul�are Kurve x0, die Vektorfelder
N0; �0 l�angs x0, die den Bedingungen (5.7){(5.10) gen�ugen und in 0 analytisch sind,
die in (0; 0) analytische Funktion f und die analytische Funktion �(H;K) = �((S1

1 +
S2
2)=2; S

1
1S

2
2 � "(S2

1)
2) = ~�(S1

1 ; S
2
1 ; S

2
2), f�ur die �(H;K) = f eindeutig nach S2

2 au
�osbar
ist.
Dann existiert zumindest lokal in einer Umgebung des Punktes (u; v) = (0; 0) je genau
eine elliptische und eine hyperbolische Blaschke{Immersion x in isothermen Parametern,
die x0 als Parameterlinie enth�alt, d. h. x0(s) = x(s; 0), deren Blaschkesche A�nnormale
N und Konormale � l�angs x0 mit N0 bzw. �0 �ubereinstimmen, N0(s) = N(s; 0), �0(s) =
�(s; 0), und f�ur deren A�ne Gau�sche Kr�ummung K und A�ne Mittlere Kr�ummung H
die Beziehung �(H;K) = f gilt.

Beweis: Die aufgef�uhrten Di�erentialgleichungen sind eindeutig zu l�osen. Umgekehrt gibt
es bis auf einen konstanten Faktor nur eine Normalisierung, die T 1 = T 2 = 0 erf�ullt. Weil
q(s; 0) mit 1 normiert ist, mu� N = Nb sein. #
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Korollar: 1.) F�ur eine in (0; 0) analytische Funktion f existiert je eine elliptische und
eine hyperbolische Blaschke{Immersion mit H = f , die x0 als Parameterlinie enth�alt und
deren Blaschkesche A�nnormale und Konormale l�angs x0 mitN0 bzw. �0 �ubereinstimmen.

2.) Wenn �00(N
0

0)(0) 6= 0 gilt, existiert f�ur eine in (0; 0) analytische Funktion f je eine
elliptische und eine hyperbolische Blaschke{Immersion mit K = f , die x0 als Parameter-
linie enth�alt und deren Blaschkesche A�nnormale und Konormale l�angs x0 mit N0 bzw.
�0 �ubereinstimmen.

Beweis: 1.) Man setze im Satz 5.3 �(H;K) = H. Die Gleichung H = 1
2
(S1

1 + S2
2) = f

l�a�t sich immer nach S2
2 au
�osen, und zwar gilt S2

2 = �S1
1 + 2f .

2.) Hier setzt man im Satz 5.3 �(H;K) = K. Die Gleichung K = S1
1S

2
2 � "(S2

1)
2 = f l�a�t

sich nur dann eindeutig au
�osen, wenn S1
1(0; 0) 6= 0 ist, also �00(N

0

0)(0) 6= 0. Dann ist

S2
2 =

"(S2
1)

2 + f

S1
1

:

Siehe auch die Bemerkung in Abschnitt 5.4.1. #

5.6 Die Blaschkesche Methode zur Gewinnung einer

A�nminimal
�ache aus einem Kurvenstreifen

In den vorigen Abschnitten haben wir uns darauf konzentriert, festzustellen, ob L�osungen
von gewissen Di�erentialgleichungen existieren, d. h. ob es zu x0, N0, �0 eine Fl�ache mit
Fl�achenkurve x0 und bestimmten Eigenschaften gibt. Wir haben also nur Existenzfragen
untersucht.
Jetzt werden wir eine Methode vorstellen, die es erlaubt, eine A�nminimal
�ache konkret
aus den gegebenen x0, N0, �0 zu rekonstruieren.

Diese Methode wurde schon in [Bl2], S. 183{187, f�ur hyperbolische Fl�achen mit Asympto-
tenparametern angegeben, auch in [Sch], S. 187{189, wird sie erw�ahnt. In [B�o] wird die
Methode auch auf den elliptischen Fall erweitert, allerdings mit komplexen Asymptoten-
parametern.

Wir wenden Ergebnisse aus dem 4. Kapitel und Abschnitt 5.5 an.

Gegeben seien also die analytische, regul�are Kurve x0 und die analytischen Vektorfelder
N0 und �0 l�angs x0 mit (5.7){(5.10).
Weil wir A�nminimal
�achen behandeln, ist �(H;K) = H und f = 0. Die Vorausset-
zungen von Satz 5.3 sind erf�ullt, es brauchen keine weiteren Bedingungen gefordert zu
werden.
Der Satz sagt aus, da� es je genau eine elliptische und eine hyperbolische A�nminimal-

�ache gibt, die x0 als Fl�achenkurve und N0 bzw. �0 als Blaschkesche A�nnormale bzw.
Konormale l�angs x0 hat.
Wie vor Satz 5.3 erw�ahnt, m�ussen wir in diesem Fall (H = 0) nur die Di�erentialgleichung

�11 + "�22 = 0
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mit den Anfangswerten

�(s; 0) = �0(s)

�2(s; 0) = "x00 ^N0(s)

l�osen. Wir brauchen nicht die Gr�o�en mit den Di�erentialgleichungen in 5.4.1 zu berech-
nen. Die Integrabilit�atsbedingungen (1.18) bzw. (1.1)10 sind ja, wie in Lemma 4.2 bewiesen
wurde, automatisch erf�ullt.

Bemerkung: �Ahnlich geht es auch bei Blaschke{Immersionen mit H = f statt H = 0.
Ersetzt man E in DGL KON durch "det(�; �1; �2) erh�alt man

�11 + "�22 = �2"fdet(�; �1; �2)�

mit den Anfangswerten wie oben. Man mu� nur diese Di�erentialgleichung l�osen und nicht
mehr DGL BL, da auch in dem Fall (1.18) erf�ullt und Lemma 4.3 anzuwenden ist.

Nun kommen wir zum eigentlichen Verfahren: Wir l�osen �11 + "�22 = 0 nicht direkt. Wir
wissen aus Abschnitt 4.2, da� � auf eine bestimmte Art darstellbar ist, und zwar durch eine
holomorphe Kurve � oder durch eine Translations
�ache U +V . Auch die Adjungierte11 �,
die ebenfalls diese Di�erentialgleichung l�ost mit anderen Anfangswerten, geht aus � oder
der Translations
�ache U � V hervor.
Um die Di�erentialgleichung zu l�osen, um somit ein � mit den vorgegebenen Anfangswer-
ten zu erhalten, m�ussen wir nur die geeignete holomorphe Kurve bzw. Translations
�ache
�nden. Wir werden dazu � und � l�angs (s; 0) vergleichen und mit Hilfe dieser Anfangswerte
U , V und � berechnen.
Ist � dann gefunden, kann man Satz 4.4 anwenden: x ist dann die Stammfunktion

x =

Z
("� ^ �2du� � ^ �1dv);

f�ur die x(0; 0) = x0(0) ist. Die Blaschkesche A�nnormale ist

N =
�1 ^ �2

det(�; �1; �2)
:

Wir behandeln nun den elliptischen und hyperbolischen Fall separat.

5.6.1 Konstruktion einer hyperbolischen A�nminimal
�ache

Sei " = �1 :
Wenden wir die Parametertransformation

u = u� v; v = u+ v

u =
1

2
(u+ v); v =

1

2
(�u + v)

10Der Zusammenhang zwischen diesen Bedingungen wird in Lemma 1.14 und 1.15 behandelt.
11Es existiert nat�urlich nicht nur eine Adjungierte, das wird jedoch f�ur das Verfahren keine Rolle spielen.
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an, so gilt f�ur die Konormale � einer A�nminimal
�ache x und ihre Adjungierte �

�(u; v) =: ~�(u(u; v); v(u; v)) = U(u(u; v)) + V (v(u; v));

�(u; v) =: �~�(u(u; v); v(u; v)) = U(u(u; v))� V (v(u; v)) + �

mit Abbildungen U , V von nur einer Variablen.
F�ur die Anfangswerte von � und � hei�t das:

�0(s) = �(s; 0) = ~�(s; s) = U(s) + V (s)

�(s; 0) = �~�(s; s) = U(s)� V (s) + �

Weil nun �
�(s; 0)

�
0

= �1(s; 0) = ��2(s; 0) = x1 ^N(s; 0) = x00 ^N0(s)

ist, ergibt sich12 Z s

x00 ^N0(�)d� = �(s; 0) = U(s)� V (s) + �:

~� ist durch U , V festgelegt. Wir m�ussen darum erst U , V berechnen und k�onnen dann
~� angeben. U(s) und V (s) erh�alt man durch die Anfangswerte von � und � bis auf eine
Konstante, indem man obige Gleichungen nach U , V au
�ost und das gerade berechnete
�(s; 0) benutzt:

U(s) +
�

2
=

1

2
(�(s; 0) + �(s; 0)) =

1

2

�
�0(s) +

Z s

x00 ^N0(t)dt
�

V (s)�
�

2
=

1

2
(�(s; 0)� �(s; 0)) =

1

2

�
�0(s)�

Z s

x00 ^N0(t)dt
�

Nun setzt man

~�(u; v) = U(u) + V (v) = U(u) +
�

2
+ V (v)�

�

2
und parametrisiert um

�(u; v) = ~�(u� v; u+ v) = U(u� v) + V (u+ v):

5.6.2 Konstruktion einer elliptischen A�nminimal
�ache

Sei " = 1:
Durch die Parametertransformation

� = u+ iv; �� = u� iv

u =
1

2
(� + ��) = Re �; v =

1

2i
(� � ��) = Im �

erh�alt man

�(u(�; ��); v(�; ��)) =: ~�(�; ��) = Im�(�) =
1

2i
(�(�)� �(��))

=: Z(�) + �Z(��) = 2ReZ(�);

�(u(�; ��); v(�; ��)) =: �~�(�; ��) = Re�(�) =
1

2
(�(�) + �(��))

=: i(Z(�)� �Z(��)) = �2ImZ(�):

12Durch die Darstellung als Integral wird noch deutlicher, da� �(s; 0) nicht eindeutig ist. � richtet sich
nach der Integrationskonstanten, f�allt aber dann bei der Summenbildung U + V = ~U + ~V weg.
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Z(�) := 1
2i
�(�) ist dabei eine holomorphe Abbildung, da Z�� = 0 gilt. �Z(��) ist die zu Z(�)

konjugiert komplexe Abbildung, also Z(�), sie ist antiholomorph, d. h. �Z� = 0.

F�ur die Anfangswerte von �, � gilt:

�0(s) = �(s; 0) = ~�(s; s) =
1

2i
(�(s)� �(s)) = Z(s) + �Z(s)

�(s; 0) = �~�(s; s) =
1

2
(�(s) + �(s)) = i(Z(s)� �Z(s))

Analog zum hyperbolischen Fall erhalten wir f�ur �(s; 0)Z s

x00 ^N0(t)dt = �(s; 0):

Bemerkung: Es gibt einige Analogien zwischen den beiden F�allen. Aber im Gegensatz zu
" = �1, wo wir die zwei Abbildungen U und V berechnen m�ussen, die nichts miteinander
zu tun haben, ist hier die zweite Abbildung �Z als konjugiert komplexe Abbildung von Z
durch die erste Abbildung festgelegt. Es gen�ugt daher, nur Z(s) zu berechnen.

Wir m�ussen erst13 Z durch

Z(s) =
1

2
(�(s; 0)� i �(s; 0)) =

1

2

�
�0(s)� i

Z s

x00 ^N0(t)dt
�

auf einem Teil der reellen Achse bestimmen und dann Z(s) zu einer holomorphen Funktion
Z(�) fortsetzen, was eindeutig m�oglich ist, weil �0, x0 und N0 analytisch sind.
Genauso k�onnen wir �Z(s)

�Z(s) =
1

2
(�(s; 0)) + i �(s; 0)) =

1

2

�
�0(s) + i

Z s

x00 ^N0(t)dt
�

ausrechnen und dies zu einer antiholomorphen Abbildung �Z(�) fortsetzen.

Z(�) ist dann ( �Z(�)).
Danach setzen wir

~�(�; ��) = Z(�) + �Z(��) = 2ReZ(�)14

und parametrisieren um

�(u; v) = ~�(u+ iv; u� iv) = 2ReZ(u+ iv):

So erhalten wir f�ur dieselben Vorgaben x0, N0, �0 zwei Abbildungen �+, ��, die jeweils
eine der obigen Di�erentialgleichungen erf�ullen, also

�+11 + �+22 = 0; ��11 � ��22 = 0;

und die richtigen Anfangswerte haben. Durch Satz 4.4 ergibt sich aus �+ eine elliptische,
aus �� eine hyperbolische A�nminimal
�ache.

13Wir k�onnen auch � bestimmen, werden aber hier mit Z rechnen, weil der Realteil oft ein bi�chen
einfacher zu handhaben ist.

14Wir nehmen den Realteil. Die Integrationskonstante, die bei Z(s) auftritt, spielt also keine Rolle.
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5.6.3 Beispiele

Wir bestimmen von A�nminimal
�achen, die wir fast alle schon als Beispiele behandelt
haben, die Konormalen nach dem Verfahren aus 5.6.1 und 5.6.2. Wir w�ahlen zu diesem
Zweck eine passende Fl�achenkurve als x0 und die Normale und Konormale l�angs (s; 0) als
N0 und �0. Wir erhalten dann aus diesen x0, N0, �0 die Fl�achen, von denen wir die Kurve
x0 gewonnen hatten, wieder zur�uck.

1.) Wir nehmen als erstes vom elliptischen bzw. hyperbolischen Paraboloid aus 4.6.1 die
u{Parameterlinie als x0, sowie N(s; 0) als N0(s), �(s; 0) als �0(s):

x0(s) =

0
@ s

0
1
2
s2

1
A ; x00(s) =

0
@ 1

0
s

1
A ; N0(s) =

0
@ 0

0
1

1
A ;

�0(s) = (�s; 0; 1); x00 ^N0(s) = (0;�1; 0)

Wir erhalten f�ur U , V , Z15:

U(s) =
1

2
(�s;�s; 1); V (s) =

1

2
(�s; s; 1);

Z(s) =
1

2
(�s; is; 1)

Damit ergibt sich:

��(u; v) = (�u; v; 1)

�+(u; v) = (�u;�v; 1)

�� ist die Konormale des hyperbolischen Paraboloids, �+ die des elliptischen, siehe 4.6.1.

2.) W�ahlt man als x0 die u{Linie der Enneperschen Minimal
�ache in der Parametrisierung
von 4.6.2, sowie die Normale und Konormale als N0(s), �0(s), so sind die Anfangsdaten:

x0(s) =

0
@ 1

3
s3 � s

1
3
s3 � s
s2

1
A ; x00(s) =

0
@ s2 � 1

s2 � 1
2s

1
A ; N0(s) =

1

1 + s2

0
@ s

s
1

1
A ;

�0(s) = (s; s; 1� s2); x00 ^N0(s) = (�1; 1; 0)

Man erh�alt

U(s) =
1

2
(0; 2s; 1� s2); V (s) =

1

2
(2s; 0; 1� s2);

Z(s) =
1

2
(s+ is; s� is; 1� s2)

und als Konormalen

��(u; v) = (u+ v; u� v; 1� u2 � v2);

�+(u; v) = (u� v; u+ v; 1� u2 + v2):

15Die Integrationskonstanten lassen wir weg.
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��, �+ sind genau die Konormalen aus 4.6.2 und 4.6.3. Es ergeben sich also die dort
angegebenen Fl�achen.

3.) Die Wendel
�ache aus 2.4.1 ist in Asymptotenparametern gegeben. Deshalb parame-
trisieren wir x erst um16 zu

~x(u; v) = x(u� v; u+ v)

und nehmen die u{Linie von ~x. Au�erdem setzen wir b = 1.
Als Anfangswerte haben wir somit:

x0(s) =

0
@ s cos s

s sin s
s

1
A ; x00(s) =

0
@ cos s� s sin s

sin s+ s cos s
1

1
A ; N0(s) =

0
@ � sin s

cos s
0

1
A ;

�0(s) = (� sin s; cos s;�s); x00 ^N0(s) = (� cos s;� sin s; 1)

Dann erhalten wir:

U(s) = (� sin s; cos s; 0); V (s) = (0; 0;�s);

Z(s) =
1

2
(� sin s+ i sin s; cos s� i cos s;�s� is)

Da die komplexe Kosinus{ und Sinusfunktion so ausgedr�uckt werden k�onnen

cos(u+ iv) = cos u cosh v � i sinu sinh v;

sin(u+ iv) = sinu cosh v + i cos u sinh v;

kommen wir zu diesen Konormalen:

��(u; v) = (� sin(u� v); cos(u� v);�u� v)

�+(u; v) = (� sin u cosh v � cos u sinh v; cosu cosh v � sin u sinh v;�u+ v)

�� ist die Konormale ~�(u; v) = �(u� v; u+ v) der umparametrisierten Wendel
�ache x in
2.4.1. Wir erhalten

x�(u; v) = ~x(u; v) = x(u� v; u+ v):

Die elliptische A�nminimal
�ache x+ k�onnen wir aus �+ errechnen. Es gilt:

x+(u; v) =

0
@ (u� v)(sinu sinh v + cos u cosh v) + 2 cos u sinh v

(u� v)(� cos u sinh v + sin u cosh v) + 2 sinu sinh v
u� 1

2
sinh(2v)

1
A ;

N+(u; v) =
1

cosh v + (u� v) sinh v

0
@ � sin u

cos u
sinh v

1
A

16Es ist egal, welche Parametertransformation, die Asymptotenparameter in isotherme Parameter
�uberf�uhrt, man nimmt. Nur erh�alt man mit dieser f�ur U(u) + V (v) die urspr�ungliche Konormale �(u; v)
in der Parametrisierung aus 2.4.1.
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5.7 L�osung bei euklidischer Normalisierung

Hier wenden wir das Verfahren von Abschnitt 5.4 auf die euklidische Normale N = Ne

an.
Gerade dieser euklidische Fall wurde in [Lei1]17 behandelt. Wir werden aber anders vor-
gehen und schlie�lich im wesentlichen zum gleichen Ergebnis kommen. In [Lei1] wird
von den schon auf euklidische Verh�altnisse abgestimmten Gleichungen von Gau� und
Mainardi{Codazzi ausgegangen und damit ein System von Di�erentialgleichungen f�ur die
Koordinatenfunktionen von g und he gebildet. Wir dagegen gehen wie in 5.4.1 vor und
stellen - ausgehend von (1.1) - ein System von Di�erentialgleichungen f�ur die lokalen
Funktionen von h = he, r, S auf. Wir erg�anzen das noch unvollst�andige System DGL I0

durch Festlegung von q als Funktion von S1
1 , S

2
1 , S

2
2 .

Die St�utzfunktion q von Ne bzgl. Nb hat nach (2.11) die Eigenschaft

�b(N) = q = jKj�
1

4 = jS1
1S

2
2 � "(S2

1)
2j�

1

4 :

Es gilt also

@k(log jqj) = �
1

4

@k(K)

K
= �

1

4

@k(S
1
1)S

2
2 + S1

1@k(S
2
2)� 2"@k(S

2
1)S

2
1

S1
1S

2
2 � "(S2

1)
2

:

Ist S2
2 = S2

2(S
1
1 ; S

2
1 ; f) durch �(H;K) = f festgesetzt, so ist

@k(S
2
2) = @S1

1
(S2

2)@k(S
1
1) + @S2

1
(S2

2)@k(S
2
1) + @f (S

2
2)@k(f):

Wir setzen

@k(log jqj) = �
1

4

@k(S
1
1)(S

2
2 + S1

1@S11 (S
2
2)) + @k(S

2
1)(�2"S

2
1 + S1

1@S21 (S
2
2)) + S1

1@f (S
2
2)@k(f)

S1
1S

2
2 � "(S2

1)
2

:

in das System DGL I0 bzw. mittels (5.4) T k in das System DGL I ein. Um zu gro�e
Ausdr�ucke zu vermeiden, schreiben wir hier nur die Terme aus, die f�ur die weitere Unter-
suchung des Systems bedeutsam sind, n�amlich @2(log jKj) in der 1., 3. und 5. Gleichung
und zum Teil @1@1(log jKj) in der 3. Gleichung.

Di�erentialgleichungssystem DGL EUK

@2(@2(E)) = �"@1(@1(E)) + "
@1(E)

2

E
+
@2(E)

2

E

�4"E(K1
11)

2 � 4E(K2
11)

2 � "E2(S1
1 + S2

2)� 3"EK1
11

@1(K)

K

�"EK2
11

@2(S
1
1)(S

2
2 + S1

1@S11 (S
2
2)) + @2(S

2
1)(�2"S

2
1 + S1

1@S21 (S
2
2))

S1
1S

2
2 � "(S2

1)
2

�"E
K2

11@2(f)

S1
1S

2
2 � "(S2

1)
2
S1
1@f (S

2
2)�

1

2
"E

�
@1(K)

K

�2

@2(K
1
11) = "@1(K

2
11)�

@2(E)

E
K1

11 + "
@1(E)

E
K2

11 + "ES2
1

17Wir beziehen uns in diesem Abschnitt fast immer auf [Lei1], S. 256{260.
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�
@2(E)

2E

@1(K)

K

@2(K
2
11) = �@1(K

1
11)�

@1(E)

E
K1

11 �
@2(E)

E
K2

11 �
1

2
E(S1

1 � S2
2)�

@1(E)

4E

@1(K)

K

�"
@2(E)

4E

@2(S
1
1)(S

2
2 + S1

1@S11 (S
2
2)) + @2(S

2
1)(�2"S

2
1 + S1

1@S21 (S
2
2))

S1
1S

2
2 � "(S2

1)
2

�
"@2(E)@2(f)

4E(S1
1S

2
2 � "(S2

1)
2)
S1
1@f (S

2
2)

�
@1@1(S

1
1)(S

2
2 + S1

1@S11 (S
2
2)) + @1@1(S

2
1)(�2"S

2
1 + S1

1@S21 (S
2
2))

2(S1
1S

2
2 � "(S2

1)
2)

�
@1(S

1
1)@1

�
S2
2 + S1

1@S11 (S
2
2)
�
+ @1(S

2
1)@1

�
� 2"S2

1 + S1
1@S21 (S

2
2)
�

2(S1
1S

2
2 � "(S2

1)
2)

�
@1

�
@1(f)S

1
1@f (S

2
2)
�

2(S1
1S

2
2 � "(S2

1)
2)

+
@1(K)

2

2K2

@2(S
1
1) = "@1(S

2
1) +

�
"
@1(E)

E
+ 2"K1

11

�
S2
1 +

�@2(E)
2E

+ "K2
11

�
(S2

2 � S1
1)

+"
@1(K)

2K
S2
1

@2(S
2
1) = @1(S

2
2) +

�
�
@2(E)

E
+ 2"K2

11

�
S2
1 +

�@1(E)
2E

�K1
11

�
(S2

2 � S1
1)

+
@2(S

1
1)(S

2
2 + S1

1@S11 (S
2
2)) + @2(S

2
1)(�2"S

2
1 + S1

1@S21 (S
2
2))

2(S1
1S

2
2 � "(S2

1)
2)

S2
1

+
S2
1@2(f)

2(S1
1S

2
2 � "(S2

1)
2)
S1
1@f (S

2
2)�

@1(K)

2K
(S2

2 � S1
1)

Dieses System erf�ullt noch nicht die Voraussetzungen von Satz 5.1. Die Ableitung nach
v der h�ochsten Ordnung steht f�ur E, K1

11, K
2
11 auf der linken Seite, bei S1

1 , S
2
1 ist das

aber nicht der Fall. Ersetzen wir @2(S
1
1) in der 1., 3. und 5. Gleichung durch die rechte

Seite der 4. Gleichung, so steht auch die Ableitung @2(S
1
1) nur auf der linken Seite. Das

so ver�anderte System bezeichnen wir mit DGL EUK0. Die 5. Gleichung von DGL EUK0

hat die Form

@2(S
2
1) =

S2
1

2K

�
� 2"S2

1 + S1
1@S21 (S

2
2)
�
@2(S

2
1)

+�
�
E; @1(E); @2(E); K

1
11; K

2
11; S

1
1 ; S

2
1 ; S

2
2 ; @1(S

1
1); @1(S

2
1); @S11 (S

2
2); @S21 (S

2
2)
�

mit einer analytischen Funktion18 �. Dies k�onnen wir nach @2(S
2
1) au
�osen, wenn

1�
S2
1

2K
(�2"S2

1 + S1
1@S21 (S

2
2)) 6= 0

gilt oder gleichwertig19

2K � S2
1(�2"S

2
1 + S1

1@S21 (S
2
2)) = S1

1(2S
2
2 � @S2

1
(S2

2)S
2
1) 6= 0:

18� ist au�erdem noch von @f (S
2
2); f; @1(f); @2(f) abh�angig.

19Wir setzen sp�ater K 6= 0 voraus.
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Setzen wir jetzt f�ur @2(S
2
1) bei der 1. und 3. Gleichung die rechte Seite der aufgel�osten 5.

Gleichung ein, erhalten wir ein nochmal ge�andertes System, das wir DGL EUK00 nennen.
DGL EUK00 ist beinahe ein System f�ur Cauchy{Kowalewski. In der 3. Gleichung kommen
noch zweite Ableitungen (@1@1(S

1
1) und @1@1(S

2
1)) vor. Diese k�onnen wir aber durch die

De�nition zweier neuer Funktionen

~S1
1 := @1(S

1
1); ~S2

1 := @1(S
2
1);

die die Di�erentialgleichungen

@2( ~S
1
1) := @1(@2(S

1
1)); @2( ~S

2
1) := @1(@2(S

2
1))

erf�ullen, beseitigen (�ahnlich [Lei1]). Die Anfangswerte sind

~S1
1(s; 0) = (S1

1(s; 0))
0; ~S2

1(s; 0) = (S2
1(s; 0))

0:

Durch dieses erweiterte System DGL EUK000 werden sieben Funktionen E, K1
11, K

2
11, S

1
1 ,

S2
1 , ~S

1
1 , ~S

2
1 berechnet, dabei ist ~S1

1 = @1(S
1
1), ~S

2
1 = @1(S

2
1), vgl. [Lei1].

Im Gegensatz zum �aquia�nen Fall erh�alt man nicht je eine elliptische und eine hyperbo-
lische Fl�ache, sondern nur eine. Im euklidischen Fall besteht mit g(S(X); Y ) = h(X; Y )
ein spezieller Zusammenhang zwischen S; h; und g. " = signDet h ist gleichzeitig signK,
h�angt daher von � bzw. S2

2 ab und kann schon durch die Anfangswerte bestimmt werden.

F�ur die Vorgaben gelten sch�arfere Bedingungen: x0, N0 und �0 m�ussen nicht nur (5.7){
(5.10), sondern auch

�0(:) = hN0; :i

und damit
hN0; N0i = 1; hN0; x

0

0i = 0; hN0; N
0

0i = 0; hN 0

0; x
0

0i < 0

erf�ullen. N0 mu� also, wie eine euklidische Normale, ein Einheitsvektorfeld orthogonal zur
Tangente x00 sein. F�ur die Anfangswerte von q gilt nach Abschnitt 5.3

"q�4(s; 0) = S1
1S

2
2(s; 0)� "(S2

1)
2(s; 0) = �

�00(N
0

0)(s)

�00(x
0

0)(s)
S2
2(s; 0)� "

det2(x00; N
0

0; N0)

q4(s; 0)(�00(x
0

0)(s))
2

und daher

"

�
1 +

det2(x00; N
0

0; N0)

(�00(x
0

0)(s))
2

�
= �q4(s; 0)

�00(N
0

0)(s)

�00(x
0

0)(s)
S2
2(s; 0):

Das Vorzeichen von �00(N
0

0)(s)S
2
2(s; 0) soll deshalb " sein. Aber S2

2 kann auch q in einer
Form enthalten. Nehmen wir etwa die Funktion � von Leichtwei�, d. h.

S2
2(S

1
1 ; S

2
1 ; f) =

"(l2 �m2f)(S
2
1)

2 � (l1 �m1f)S
1
1 � (l3 �m3f)

(l2 �m2f)S1
1 + (l1 �m1f)

:

Wir erhalten

"q�4 = K = S1
1S

2
2 � "(S2

1)
2

= S1
1

"(l2 �m2f)(S
2
1)

2 � (l1 �m1f)S
1
1 � (l3 �m3f)

(l2 �m2f)S1
1 + (l1 �m1f)

�"
(S2

1)
2((l2 �m2f)S

1
1 + (l1 �m1f))

(l2 �m2f)S1
1 + (l1 �m1f)

=
�(l1 �m1f)(S

1
1)

2 � (l3 �m3f)S
1
1 � (l1 �m1f)"(S

2
1)

2

(l2 �m2f)S1
1 + (l1 �m1f)

:
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K�urzen wir (li �mif(0; 0)) mit �i ab, gilt f�ur die Anfangswerte

"q�4(0; 0) =
�00(N

0

0)(��1�
0

0(N
0

0) + �3�
0

0(x
0

0))� "�1q
�4det2(x00; N

0

0; N0)

��2�00(N
0

0)�
0

0(x
0

0) + �1�00(x
0

0)
2

(0):

Das k�onnen wir nach q4 au
�osen, es ist dann

q4(0; 0) = "
��2�

0

0(N
0

0)�
0

0(x
0

0) + �1�
0

0(x
0

0)
2 + �1det

2(x00; N
0

0; N0)

�00(N
0

0)(��1�
0

0(N
0

0) + �3�00(x
0

0))
(0): (5.12)

Der Nenner mu� 6= 0 sein. Auch der Z�ahler soll nicht verschwinden und das Vorzeichen
des Ausdrucks auf der rechten Seite soll 1 sein. Letzteres schr�ankt, wie oben erw�ahnt,
die M�oglichkeiten von " ein: Der Quotient hat ein bestimmtes Vorzeichen, f�ur " kommt
damit nur entweder 1 oder �1 in Frage. Das einzig erlaubte " h�angt von � ab. Nimmt
man �(H;K) = H, f = 0, so ergibt sich nur eine hyperbolische Fl�ache, der Quotient in
(5.12) ist negativ.

Ausnahmekriterien:
Diese Methode l�a�t sich bei bestimmten Vorgaben nicht anwenden. Folgende Bedingungen
m�ussen, neben (5.7){(5.9)20, von x0 und N0 erf�ullt werden:

1.) E 6= 0.

2.) �(H;K) = f ist eindeutig nach S2
2 au
�osbar.

3.) K 6= 0 und q 6= 0. F�ur K = 0 gibt es keine regul�are Blaschke{Immersion, bei q = 0
ist Ne = qNb + x�(Z) tangential.

4.) S1
1(2S

2
2 � @S2

1
(S2

2)S
2
1) 6= 0. Sonst kann man die 5. Gleichung in DGL EUK0 nicht

nach @2(S
2
1) au
�osen.

Die Forderungen 1.), 2.) und q 6= 0 m�ussen auch bei anderen Normalen beachtet wer-
den. Es reicht, die Bedingungen an der Stelle (0; 0) zu fordern. Wegen der Stetigkeit der
Anfangswertfunktionen verschwinden die entsprechenden Funktionen auch in einer Um-
gebung von s = 0 nicht. F�ur die rationale Funktion �, die Leichtwei� vorgeschlagen hat,
hei�t dies:

1.) �00(x
0

0)(0) 6= 0, dies entspricht (5.10).

2.) �2�
0

0(N
0

0)(0)� �1�
0

0(x
0

0)(0) 6= 0, vgl. Bemerkung von 5.4.1.

3.) Weil K = "q�4 ist, bedeutet K(0; 0) 6= 0 und q(0; 0) 6= 0, da� Nenner und Z�ahler des
Quotienten in (5.12) ungleich 0 sein m�ussen, es mu� somit gelten:

�00(N
0

0)(0) 6= 0 und �1�
0

0(N
0

0)(0)� �3�
0

0(x
0

0)(0) 6= 0

�2�
0

0(N
0

0)�
0

0(x
0

0)(0)� �1
�
�00(x

0

0)
2(0) + det2(x00; N

0

0; N0)(0)
�
6= 0

20F�ur einen besseren Vergleich mit [Lei1] steht (5.10) bei den anderen Ausnahmebedingungen.
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4.) Aus S1
1(0; 0) 6= 0 folgert man �00(N

0

0)(0) 6= 0. Weil @S2
1
(S2

2) =
2"�2S21
�2S11+�1

ist, erh�alt man

2S2
2(0; 0)�

"2�2S
2
1

�2S1
1 + �1

S2
1(0; 0) =

2"�2(S
2
1)

2 � 2�1S
1
1 � 2�3 � 2"�2S

2
1S

2
1

�2S1
1 + �1

(0; 0) 6= 0;

das bedeutet �1S
1
1(0; 0) + �3 6= 0 oder �1�

0

0(N
0

0)(0)� �3�
0

0(x
0

0)(0) 6= 0.

Weil jedoch �0 = hN0; :i gilt, erhalten wir aus 1.) (d. h. hN 0

0; x
0

0i 6= 0) automatisch x00 6= 0
und N 0

0 6= 0 und damit hx00; x
0

0i 6= 0 und hN 0

0; N
0

0i 6= 0. x00 gilt auch, weil x0 als regul�are
Kurve vorausgesetzt war. Einige der Bedingungen in 1.){4.) kommen mehrfach vor oder
folgen aus anderen.
Wir erhalten zusammenfassend vier Ungleichungen:

a) hN 0

0; x
0

0i(0) 6= 0 (aus 1.)).

b) �1

�
det2(x00; N

0

0; N0) + hN 0

0; x
0

0i
2
�
(0)� �2hN

0

0; x
0

0i(0)hN
0

0; N
0

0i(0) 6= 0 (wegen 3.))

c) �3hN
0

0; x
0

0i(0)� �1hN
0

0; N
0

0i(0) 6= 0 (aus 3.) bzw. 4.))

d) �2hN
0

0; N
0

0i(0)� �1hN
0

0; x
0

0i(0) 6= 0 (wegen 2.))

Leichtwei� hat in [Lei1], S. 256{260, folgende Ausnahmekriterien angegeben: Sei

b(s) :=
hN 0

0; x
0

0i

hx00; x
0

0i
(s); a(s) := �

det(x00; N
0

0; N0)

hx00; x
0

0i
(s):

Dann soll gelten21

a0) b(0) 6= 0 , hN 0

0; x
0

0i(0) 6= 0;

b0) �1 � �2b(0) 6= 0 , �1hx
0

0; x
0

0i(0)� �2hN
0

0; x
0

0i(0) 6= 0;

c0) �1
�
a2(0) + b2(0)

�
� �3b(0) 6= 0

, �1

�
det2(x00; N

0

0; N0)(0) + hN 0

0; x
0

0i
2(0)

�
� �3hN

0

0; x
0

0ihx
0

0; x
0

0i(0) 6= 0

d0) �3 � �1b(0) 6= 0 , �3hx
0

0; x
0

0i � �1hN
0

0; x
0

0i 6= 0

Da f�ur Fl�achengr�o�en bez�uglich der euklidischen Normalen einer (bez�uglich h) isotherm
parametrisierten Fl�ache

S2
1(s; 0) =

det(x00; N
0

0; N0)(s)

q2(s; 0)�00(x
0

0)(s)
;

g12 = hx1; x2i = hx1; q
2�1 ^ �i;

hx00; �
0

0 ^ �0i = det(hx00; :i; hN
0

0; :i; hN0; :i) = det(x00; N
0

0; N0)

gilt, erhalten wir aus
Sl1gl1 = S1

1g11 + S2
1g21 = h11

21Wir geben die Ungleichungen einmal mit a, b nach [Lei1] und danach die �aquivalenten Ungleichungen
mit x0 und N0 an.
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diese Gleichung f�ur hx00; x
0

0i:

�
hN 0

0; N
0

0i

hN 0

0; x
0

0i
hx00; x

0

0i+
det2(x00; N

0

0; N0)

hN 0

0; x
0

0i
= �hN 0

0; x
0

0i

) hx00; x
0

0i =
hN 0

0; x
0

0i
2 + det2(x00; N

0

0; N0)

hN 0

0; N
0

0i

Das ist nur m�oglich, wenn a0) erf�ullt und deswegen hN 0

0; N
0

0i 6= 0 ist. Man kann mit dieser
Formel f�ur hx00; x

0

0i die letztgenannten Kriterien a0){d0) umschreiben zu

�) hN 0

0; x
0

0i(0) 6= 0;

�) �1
�
hN 0

0; x
0

0i
2(0) + det2(x00; N

0

0; N0)(0)
�
� �2hN

0

0; x
0

0i(0)hN
0

0; N
0

0i(0) 6= 0;


)
det(x00; N

0

0; N0)
2 + hN 0

0; x
0

0i
2

hN 0

0; N
0

0i
(0)
�
�1hN

0

0; N
0

0i(0)� �3hN
0

0; x
0

0i(0)
�
6= 0;

das bedeutet, da der erste Faktor wegen �) ungleich 0 ist,

�1hN
0

0; N
0

0i(0)� �3hN
0

0; x
0

0i(0) 6= 0;

�) �3

�
hN 0

0; x
0

0i
2(0) + det2(x00; N

0

0; N0)(0)
�
� �1hN

0

0; x
0

0i(0)hN
0

0; N
0

0i(0) 6= 0:

Die Aussagen a) und �), b) und �), c) und 
) sind je �aquivalent. b) und �) folgen beide
aus q 6= 0 (oder 1=K 6= 0), und c), 
) aus K 6= 0.
d) und �) sind allerdings unterschiedliche Bedingungen. Das bedeutet nicht unbedingt,
da� es keine Fl�ache durch x0 mit den verlangten Eigenschaften gibt, wenn d) oder �) nicht
erf�ullt ist. Es hei�t nur, da� das jeweilige Verfahren in 5.7 bzw. [Lei1] nicht angewandt
werden kann. Die unterschiedlichen Ungleichungen folgen aus der unterschiedlichen Ver-
wendung von Fl�achengr�o�en f�ur die Di�erentialgleichungen. Hier haben wir ein System
von Di�erentialgleichungen f�ur u. a. h11, S

1
1 , S

2
1 und l�osen �(H;K) = f nach S2

2 auf.
Dies ist nicht m�oglich, wenn d) nicht erf�ullt ist. In [Lei1] wird ein System f�ur h11, g11, g12
angegeben und �(H;K) = f nach g22 aufgel�ost, was nur machbar ist, wenn �) gilt.

Bemerkung: Wir erhalten wirklich, nachdem wir die aus DGL EUK000 gewonnenen Funk-
tionen in DGL GW eingesetzt haben, eine Fl�ache x mit der euklidischen Normalen N .
Wir haben zwar nicht ausgeschlossen, da� es andere Normalisierungen gibt, f�ur die q =
�b(N) ebenfalls jKj�

1

4 ist oder f�ur die N l�angs x0 ein Einheitsvektorfeld ist.
Sicher ist nur: Eine Fl�ache x mit euklidischer Normale N gen�ugt notwendig den Integra-
bilit�atsbedingungen (1.1), also auch DGL EUK000, f�ur die St�utzfunktion gilt q = jKj�

1

4

und die Anfangswerte sind so, wie in diesem Abschnitt beschrieben. Da die Di�erential-
gleichungen DGL EUK000 und DGL GW eindeutige L�osungen haben, ist die so erhaltene
Normale die euklidische.
So kann man auch in 5.8 und 5.9 argumentieren. Es kann zwar sein, da� bei einer anderen
Normalen (5.13) oder (5.16) oder eine Eigenschaft der Anfangswerte erf�ullt ist. Wegen
der Eindeutigkeit der Di�erentialgleichungen ist die L�osung N jedoch N� bzw. N�

c .

5.8 L�osung bei Normalen der Manhartschen Familie

Hier wenden wir das Verfahren auf Normalen der Manhartschen Familie an und beweisen
eine zu Satz 5.3 analoge Aussage f�ur eine solche Normale.
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Wir geben eine Di�erentialgleichung f�ur T 2 an, um das System DGL I aus 5.4.1 zu ver-
vollst�andigen. Dazu verwenden wir die Eigenschaft, da� die St�utzfunktion q = �b(N�)
bzgl. Nb eine bestimmte Potenz von Ke ist. Ke kann man andererseits auch nach Lemma
2.1 mit q und Fl�achengr�o�en bzgl. N ausdr�ucken. Aus diesen zwei Darstellungen von Ke

erh�alt man die Di�erentialgleichung.
Die Anfangswerte von q und T 2 ergeben sich aus der Darstellung von N durch Ne, das
wir l�angs (s; 0) aus �0 errechnen.

Wir legen eine in (0; 0) analytische, bzgl. h isotherm parametrisierte Fl�ache x zugrunde
mit der Normalen N = N�, wobei � 6=

1
4
fest sei. Im folgenden geben wir an, was f�ur die

Fl�achengr�o�en bzgl. N , insbesondere f�ur q, T 1, T 2, notwendig gilt neben den in 5.2{5.4
erw�ahnten Eigenschaften.

Wir bezeichnen

Ne = qbNb + x�(Zb) = ~qN + x�( ~Z)

N = qeNe + x�(Ze) = qNb + x�(Z)

Es gilt f�ur diese Gr�o�en nach (2.14) und De�nition 2.4

q = jKej

 = jKej

(4��1)=4; ~q = q�1
e = jKej

�� = q�
̂; 
̂ :=
4�

4�� 1
=
�



:

Wir m�ussen deshalb � = 1
4
ausschlie�en, denn dort ist q = 1 und ~q = 1 gilt nur f�ur

jKej = 1, also i. a. nicht. Diesen Fall N = Nb haben wir aber schon im Abschnitt 5.5
behandelt.

Wir k�onnen jKej auf zwei Arten darstellen: jKej ist einerseits der Betrag der euklidischen
Gau�schen Kr�ummung

jKej =
22"(S1

e1S
2
e2 � "(S2

e1)
2);

wobei
signKe = signDet he = sign (q2e Det h) = signDet h = "

ist. Se und daher auch Ke k�onnen wir mit Hilfe von Lemma 2.1 durch die Gr�o�en bez�uglich
N und durch ~q ausdr�ucken. Andererseits ist wegen (2.14)

jKej = ~q�
1

� = q
4

4��1 :

Man erh�alt damit eine Gleichung, bei der auf den beiden Seiten je eine andere Darstellung
von jKej steht, die beide ~q und damit q in einer Form enthalten. Aber auch die T k und
ihre Ableitungen kommen vor. Diese Gleichung kann man dann nach @2(T

2) au
�osen.

Nach Lemma 2.1 ergibt sich

Se(X) = ~qS(X)�rX
~Z:

22Wir betrachten nur Fl�achen in isothermen Parametern bzgl. h. Da he ein Vielfaches von h ist, sind
diese auch isotherme Parameter f�ur he. Es gilt somit auch f�ur die Gr�o�en bzgl. Ne z. B. S

1
e2 = "S2

e1.
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Hierbei ist wegen (2.10)

~Z = �gradh(~q) = �~q gradh(log j~qj) = 
̂~q gradh(log jqj) = 
̂~qT;

@j(log jqj) = T̂j = hjlT
l:

Wir erhalten also in lokalen Koordinaten

Siej = ~qSij � 
̂~q @j(T
i)� 
̂~q � i

jl T
l + 
̂2~q hjlT

iT l:

Dies f�uhrt insgesamt zu der Gleichung

"q4=(4��1) = Ke = S1
e1S

2
e2 � "(S2

e1)
2

= ~q2
�
S1
1 � 
̂@1(T

1)� 
̂(�̂ 1
11 +K1

11)T
1 � 
̂(�̂ 1

12 +K1
12)T

2 + 
̂2ET 1T 1
�

�
�
S2
2 � 
̂@2(T

2)� 
̂(�̂ 2
21 +K2

21)T
1 � 
̂(�̂ 2

22 +K2
22)T

2 + 
̂2"ET 2T 2
�

�"~q2
�
S2
1 � 
̂@1(T

2)� 
̂(�̂ 2
11 +K2

11)T
1 � 
̂(�̂ 2

12 +K2
12)T

2 + 
̂2ET 1T 2
�2
:

Auf der linken Seite steht also q4=(4��1) und dies ist f�ur kein � gleich 123.
Wenn wir durch ~q2 = q�2
̂ teilen und (5.11) anwenden, folgt:

q
4

4��1
+2
̂ = q

4+8�
4��1

= "
�
S1
1 � 
̂@1(T

1)� 
̂(
@1(E)

2E
+K1

11)T
1 � 
̂(

@2(E)

2E
+ "K2

11)T
2 + 
̂2E(T 1)2

�
�
�
S2
2 � 
̂(

@1(E)

2E
�K1

11 + 2ET 1)T 1 � 
̂(
@2(E)

2E
� "K2

11 + 2"ET 2)T 2 + 
̂2"E(T 2)2
�

�"
�
S1
1 � 
̂@1(T

1)� 
̂(
@1(E)

2E
+K1

11)T
1 � 
̂(

@2(E)

2E
+ "K2

11)T
2 + 
̂2E(T 1)2

�

̂@2(T

2)

�
�
S2
1 � 
̂@1(T

2)� 
̂(�"
@2(E)

2E
+K2

11)T
1 � 
̂(

@1(E)

2E
�K1

11 + 2ET 1)T 2 + 
̂2ET 1T 2
�2

Ist � = 0, 
̂ = 0, dann erhalten wir die Gleichung f�ur q des vorigen Abschnitts:

"

q4
= S1

1S
2
2 � "(S2

1)
2

F�ur � =2 f0; 1
4
g kann man nach @2(T

2) au
�osen, allerdings nur, wenn der (wesentliche)
Faktor davor, d. h.

�1
1(E; @1(E); @2(E); K

1
11; K

2
11; S

1
1 ; T

1; T 2; @1(T
1)) := qeS

1
e1

= (S1
1 � 
̂@1(T

1)� 
̂(
@1(E)

2E
+K1

11)T
1 � 
̂(

@2(E)

2E
+ "K2

11)T
2 + 
̂2E(T 1)2);

zumindest an den Anfangswerten nicht 0 wird. Die so erhaltene Gleichung f�ur @2(T
2)

lautet dann

@2(T
2) = �

"q
4+8�
4��1 + "�2

1

�1
1
̂

+
1


̂
�2
2 = �

4�� 1

4�
("
q
4+8�
4��1 + �2

1

�1
1

� �2
2): (5.13)

23Es ist m�oglich, da� q = 1 sich als L�osung ergibt, aber in der Gleichung ist der Exponent dieser Potenz
immer ungleich 0.
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Dabei bezeichne

�2
1 := (qeS

2
e1)

2

= (S2
1 � 
̂@1(T

2)� 
̂(�"
@2(E)

2E
+K2

11)T
1 � 
̂(

@1(E)

2E
�K1

11 + 2ET 1)T 2 + 
̂2ET 1T 2)2;

�2
2 := qeS

2
e2 + 
̂@2(T

2)

= S2
2 � 
̂(

@1(E)

2E
�K1

11 + 2ET 1)T 1 � 
̂(
@2(E)

2E
� "K2

11 + 2"ET 2)T 2 + 
̂2"E(T 2)2:

Die Gleichung (5.13) vervollst�andigt das System DGL I aus 5.4.1. Wir nennen das durch
(5.13) erg�anzte System DGL I MANH.

Nun brauchen wir noch die Anfangswerte von q, T 1 und T 2.
Wir berechnen die Werte, indem wir zuerst Ne l�angs (s; 0) bestimmen und qe bzw. @2(qe)

mit Hilfe von x0, N0, �0 und Ne(s; 0) ausdr�ucken. Da q = q
(4��1)=4�
e ist, ist der Rest

kein Problem, wir m�ussen jedoch � = 0 ausschlie�en. In diesem Fall w�are qe � 1 und
q = jKej

�1=4 � 1 gilt i. a. nicht.

Man kann N durch Ne darstellen. Wegen (2.15), (4.3) und (5.6)24 gilt:

N = qeNe + x�(Ze) = qeNe � x�(gradh(log jqej))

= qeNe �
�



T 1x1 �

�



T 2x2 = qeNe �

�



T 1x1 �

�



T 2q2�1 ^ �

Da die euklidische Konormale �e = hNe; :i ist, folgt f�ur die Konormale �

� = h
1

qe
Ne; :i:

Das Vektorfeld25

~N e :=
1

qe
Ne

ist also dasjenige mit

h ~N e; x1i = 0; h ~N e; �1 ^ �i = 0; h ~N e; Ni = 1:

Analog De�nition 1.2 ist dies, wenn man h:; :i mit ~g(:; :) bezeichnet, gerade ~N e = ~g�(�).
Nun l�a�t sich auch Ne berechnen. Es ist n�amlich das zu ~N e geh�orende Einheitsvektorfeld,
man mu� ~N e durch seinen (euklidischen) Betrag teilen:

Ne =
1

jj ~N ejj
~N e =

1q
h ~N e; ~N ei

~N e =
1q
�( ~N e)

~N e

Dadurch erf�ullt dieses so de�nierte Ne wirklich die Bedingungen

hNe; x1i = 0; hNe; �1 ^ �i = 0; hNe; Nei =

q
h ~N e; ~N ei

�2

h ~N e; ~N ei = 1:

24Weil q = jKej

 > 0 gilt, ist � = 1.

25 ~Ne ist i. a. keine Relativnormale. Das ist nur dann der Fall, wenn qe konstant ist.
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Daneben ist Ne eine Relativnormale, denn

�(Nek) = h ~N e; Neki = (�( ~N e))
1

2 hNe; Neki =
1

2
(�( ~N e))

1

2@k(hNe; Nei) = 0:

Aus �( ~N e) = h ~N e; ~N ei schlie�t man, da� �( ~N e) immer � 0 ist und die Gleichheit nur
gilt, wenn ~N e = 0, d. h. wenn h ~N e; :i = � = 0 ist. Dies ist ausgeschlossen, da � an den
Anfangswerten nicht verschwindet wegen (5.8). Es folgt au�erdem:

�(Ne) = �
� 1q

�( ~N e)

~N e

�
=

q
�( ~N e) > 0

So konstruiert man also die euklidische Normale aus �.

Weil �(Nek) = 0 und

~N ek = (�( ~N e))
1

2Nek + @k
�
(�( ~N e))

1

2

�
Ne

ist, gilt:

�k = h ~N ek; :i; @k(�(Ne)) = �k(Ne); �k(Nej) = (�( ~N e))
1

2 hNek; Neji (5.14)

Wegen der Darstellung

Ne =
1

qe
N +

�


qe
T 1x1 +

�


qe
T 2q2�1 ^ �

erh�alt man
q�1
e = �(Ne)

oder

qe =
1

�(Ne)
= �(Ne)

�1:

Man bestimmt q durch
q = q(4��1)=4�

e = �(Ne)
�(4��1)=4�:

Nach (5.4) erhalten wir T 1 aus der Ableitung von q nach u.

Nun berechnen wir T 2. Die Gleichung

�




q2

qe
T 2 =

det(x1; Ne; N)

det(x1; �1 ^ �;N)
=
det(x1; Ne; N)

E

kann man wie folgt nach T 2 au
�osen:

T 2 =



�E

qe
q2
det(x1; Ne; N) = q

�2�+1
2�

e



�E
det(x1; Ne; N)

= �(Ne)
2��1
2�




�E
det(x1; Ne; N)

Sind also x0, N0, �0 vorgegeben, ist ~N e0(s) := ~N e(s; 0) festgelegt durch

h ~N e0; x
0

0i = 0; h ~N e0; �
0

0 ^ �0i = 0; h ~N e0; N0i = 1:

172



Damit berechnet man Ne0(s) := Ne(s; 0):

Ne0 =
1q

�0( ~N e0)

~N e0

Aus (5.14) folgt

�00 = h ~N
0

e0; :i; (�0(Ne0))
0 = �00(Ne0); �

0

0(N
0

e0) = (�0( ~N e0))
1

2 hN 0

e0; N
0

e0i (5.15)

und wir haben diese Anfangswerte:

q(s; 0) =: q0(s) = �0(Ne0)
�(4��1)=4�(s);

T 1(s; 0)
(5:4)
=

4�� 1

4�

(�0(Ne0))
0

�0(Ne0)�00(x
0

0)
(s) =

4�� 1

4�

�00(Ne0)

�0(Ne0)�00(x
0

0)
(s);

T 2(s; 0) = �
4�� 1

4�
�0(Ne0)

2��1
2� (s)

det(x00; Ne0; N0)

�00(x
0

0)
(s)

= �
4�� 1

4�

1

q20

det(x00; Ne0; N0)

�0(Ne0)�00(x
0

0)
(s)

Jetzt betrachten wir noch Ausnahmebedingungen: Wegen (5.8) ist �0 und damit ~N e0

ungleich 0. Deshalb ist �0( ~N e0) 6= 0 (vielmehr > 0) und auch

�0(Ne0) = �0( ~N e0)(�0( ~N e0))
�
1

2 = (�0( ~N e0))
1

2 > 0:

Es ist daher q0 6= 0 und stets de�niert. Au�er (5.7){(5.10) und der Bedingung, da� � = f
nach S2

2 au
�osbar ist, mu� noch der Ausdruck �1
1 zumindest l�angs (s; 0) ungleich 0 sein.

Das bedeutet, wenn man T k(s; 0) mit T k0 (s) bezeichnet:

�
�00(N

0

0)

�00(x
0

0)
� 
̂(T 1

0 )
0 �


̂

2�00(x
0

0)
(�000(x

0

0) + �00(x
00

0) + �00(x
00

0)� �000 (x
0

0))T
1
0

+

̂

2�00(x
0

0)
("
det(x000; x

0

0; N0)

q20
� q20det(�0; �

0

0; �
00

0))T
2
0

+

̂

2�00(x
0

0)
(�"

det(x000; x
0

0; N0)

q20
� q20det(�0; �

0

0; �
00

0))T
2
0

+
̂2(��00(x
0

0))(T
1
0 )

2

=
1

�00(x
0

0)
2

�
� �00(N

0

0)�
0

0(x
0

0)� (
�00(Ne0)

�0(Ne0)
)0�00(x

0

0) +
�00(Ne0)

�0(Ne0)
�000(x

0

0)

+det(�0; �
0

0; �
00

0)det(x
0

0; Ne0; N0)
1

�0(Ne0)
� (

�00(Ne0)

�0(Ne0)
)2�00(x

0

0)
�

(5:15)
=

�1

�00(x
0

0)
2

�
�00(N

0

0)�
0

0(x
0

0) +
�000(Ne0)�0(Ne0) + �00(N

0

e0)�0(Ne0)� (�00(Ne0))
2

�0(Ne0)2
�00(x

0

0)

�
�00(Ne0)

�0(Ne0)
�000(x

0

0)�
�00(x

0

0)�
00

0(Ne0)� �000(x
0

0)�
0

0(Ne0)� �000(N0)�
0

0(x
0

0)�0(Ne0)

�0(Ne0)

+(
�00(Ne0)

�0(Ne0)
)2�00(x

0

0)
�

=
�1

�00(x
0

0)
2

�
�00(x

0

0)(�
0

0(N
0

0) + �000(N0)) +
�00(N

0

e0)

�0(Ne0)
�00(x

0

0)
�
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=
�1

�00(x
0

0)

�00(N
0

e0)

�0(Ne0)
; da (�00(N0))

0 = �000 (N0) + �00(N
0

0) = 0 ist

(5:15)
=

�1

�00(x
0

0)

hN 0

e0; N
0

e0i

�0(Ne0)
(�0( ~N e0))

1

2

Wir haben folgendes verwendet: Nach De�nition von det ist

det(�0; �
0

0; �
00

0) det(x
0

0; Ne0; N0)

= Det

0
@ �0(x

0

0) �0(Ne0) �0(N0)
�00(x

0

0) �00(Ne0) �00(N0)
�000(x

0

0) �000(Ne0) �000(N0)

1
A = Det

0
@ 0 �0(Ne0) 1

�00(x
0

0) �00(Ne0) 0
�000(x

0

0) �000(Ne0) �000(N0)

1
A

= �00(x
0

0)�
00

0(Ne0)� �000(x
0

0)�
0

0(Ne0)� �000(N0)�
0

0(x
0

0)�0(Ne0):

Es ist demnach darauf zu achten, da� N 0

e0 immer ungleich 0 ist. Das ist nach De�nition
von Ne0 gleichwertig zu

(�0( ~N e0))
�
1

2 ~N
0

e0 + ((�0( ~N e0))
�
1

2 )0 ~N e0 6= 0:

Da aber �0 = h ~N e0; :i ist und �0 und �
0

0 linear unabh�angig sind wegen (5.7){(5.10), ist das
immer gew�ahrleistet.
�1
1 6= 0 f�uhrt daher zu keiner weiteren Bedingung.

Satz 5.4 Gegeben seien die in s = 0 analytische, regul�are Kurve x0, die Vektorfelder
N0, �0 l�angs x0, die den Bedingungen (5.7){(5.10) gen�ugen und in 0 analytisch sind,
die in (0; 0) analytische Funktion f und die analytische Funktion �(H;K) = �((S1

1 +
S2
2)=2; S

1
1S

2
2 � "(S2

1)
2) = ~�(S1

1 ; S
2
1 ; S

2
2), f�ur die �(H;K) = f eindeutig nach S2

2 au
�osbar
ist.
Dann existiert zumindest lokal in einer Umgebung des Punktes (0; 0) f�ur festes � =2 f0; 1

4
g

je genau eine elliptische und eine hyperbolische Fl�ache x in isothermen Parametern, die x0
als Parameterlinie enth�alt, d. h. x0(s) = x(s; 0), deren Normale N = N� und Konormale
� l�angs x0 mit N0 bzw. �0 �ubereinstimmen, N0(s) = N(s; 0), �0(s) = �(s; 0), und f�ur deren
Gau�sche Kr�ummung K und Mittlere Kr�ummung H die Beziehung �(H;K) = f gilt.

Beweis: Wir sind bis jetzt von einer in (0; 0) analytischen, isotherm parametrisierten
Fl�ache x mit der Normalen N = N� ausgegangen. Die Fl�achengr�o�en bzgl. N erf�ullen
notwendig (1.1), also DGL I, und (5.13). Die Anfangswerte von q, T 1, T 2 sind so, wie sie
in diesem Abschnitt bestimmt wurden, die anderen Anfangswerte entsprechen denen von
DGL I.
Eine Fl�ache x mit der Normalen N� und die dazugeh�orenden Fl�achengr�o�en erf�ullen also
das durch die Ergebnisse dieses Abschnitts erg�anzte System DGL I MANH und DGL
GW. Diese Systeme sind jedoch nach Satz 5.1 eindeutig l�osbar. Wenn es also eine solche
Fl�ache mit dieser Normalisierung gibt, ist sie mit der L�osung von DGL I MANH26 und
DGL GW identisch. Es ist aber sicher, da� so eine Fl�ache existiert, denn die L�osung von

26Die Abbildungen x und N selbst sind nat�urlich nicht die L�osungen von DGL I MANH, sondern von
DGL GW. Das zweite System benutzt allerdings die Fl�achengr�o�en, die sich als L�osungen von DGL I
MANH ergaben und die der Normalisierung entsprechende Eigenschaften besitzen.
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DGL I MANH ist analytisch in (0; 0) und regul�ar. Ke ist somit 6= 0 und analytisch in
(0; 0), daher ist die Normale N� de�niert und hat die erw�unschten Eigenschaften. #

Bemerkungen: 1.) Man kann die Anfangswerte auch mit ~N e0 statt mit Ne0 darstellen.
Die letzte Rechnung (�1

1 6= 0) ist dann ein wenig ver�andert, f�uhrt aber zum gleichen
Ergebnis. Man benutzt

(�0( ~N e0))
0 = (h ~N e0; ~N e0i)

0 = 2h ~N
0

e0; ~N e0i = 2�00( ~N e0):

2.) Im Gegensatz zum euklidischen Fall in Abschnitt 5.7, aber daf�ur analog zum �aquiaf-
�nen Fall in Abschnitt 5.5 und, wie wir gleich sehen werden, zur zentroa�nen Familie in
Abschnitt 5.9 werden keine besonderen Anforderungen an N0 gestellt. In 5.7 mu�te N0

ein Einheitsvektorfeld orthogonal zu x00 sein und damit neben (5.7){(5.10) weitere Bedin-
gungen erf�ullen. In 5.5, 5.8, 5.9 kann man N0 fast beliebig w�ahlen. Allerdings ist �0 durch
�0 = hN0; :i im euklidischen Fall eindeutig durch N0 �xiert, in den anderen behandelten
F�allen nicht. Wir werden das letztgenannte Problem in Abschnitt 5.11 behandeln.

3.) Eine weitere Gemeinsamkeit der Abschnitte 5.5, 5.8 und auch 5.9 ist die Tatsache, da�
man bei Vorgabe von �, f , x0, N0, �0 und der Art der Normale zwei Fl�achen, genauer je
eine elliptische und eine hyperbolische Fl�ache, erh�alt. In Abschnitt 5.7 haben wir dagegen
schon darauf hingewiesen, da� im euklidischen Fall � das Vorzeichen von h bereits fest-
legt, da� somit nur eine entweder elliptische oder hyperbolische Fl�ache existiert, die den
Bedingungen gen�ugt.

4.) Auch Gl�assner behandelt das Bj�orlingsche Problem in [Gl], S. 199{202, f�ur � = 1
2

und �(H;K) = H. Er gibt als N0 allerdings nicht N 1

2
, sondern Ne auf (s; 0) vor. Auch

geht er nicht wie in Abschnitt 5.8, sondern analog zu [Lei1], S. 249{254, vor, er gibt
Di�erentialgleichungen f�ur die euklidischen Gr�o�en g und he an, nicht f�ur Gr�o�en bzgl.
N 1

2
, und erh�alt eine bzgl. g, nicht bzgl. h, isotherm parametrisierte Fl�ache. Das Ergebnis

ist nicht eindeutig, nur nach Vorgabe der Anfangswerte von he22, @2(he22). Dagegen ergibt
sich in diesem Abschnitt ein eindeutiges Ergebnis, allerdings k�onnen wir N0(s) = N 1

2
(s; 0)

(fast) frei w�ahlen.

5.9 L�osung bei Normalen der zentroa�nen Familie

Analog zum vorherigen Abschnitt wenden wir das Verfahren auf Normalen der zentroaf-
�nen Familie an und erhalten einen zu Satz 5.3 analogen Satz.
Wir geben ebenfalls eine Di�erentialgleichung f�ur T 2 an, um das System DGL I zu
erg�anzen. Dazu gehen wir fast genauso vor wie in 5.8: Wir stellen Kc = 1 mit q und
Fl�achengr�o�en bzgl. N dar. Daraus folgt die Di�erentialgleichung.
Die Anfangswerte von q, T 1 und T 2 ergeben sich aus der Darstellung von N durch Nc.

Wir gehen von einer in (0; 0) analytischen, bzgl. h isotherm parametrisierten Fl�ache x aus
mit N = �N�

c (zum Vorzeichen siehe unten), wobei � 6= 1
4
fest sei. Wir geben Eigenschaf-

ten der Fl�achengr�o�en bzgl. N an, die sich f�ur diese Situation notwendig ergeben.

Wir bezeichnen

Nc = qbNb + x�(Zb) = ~qN + x�( ~Z)

N = qcNc + x�(Zc) = qNb + x�(Z)
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Wir gehen davon aus, da� sign h11 = signE = sign det(x1; x2; N) > 0 ist. Gilt N = N�
c ,

ist qc = j ~Kcj
� > 0 (De�nition 2.6) und �a = qb und q = qb qc haben dasselbe Vorzeichen,

f�ur N = �N�
c dagegen ist qc < 0 und q, qb haben verschiedene Vorzeichen.

Sei "c := sign qb.
Weil nach der Vereinbarung aus 2.2.3 sign det(x1; x2; Nb) = sign det(x1; x2; Ne) > 0 und
damit q > 0 ist, kann f�ur "c = 1 nicht N = �N�

c und f�ur "c = �1 nicht N = N�
c gelten.

Es sei also N = "cN
�
c .

F�ur die Gr�o�en q, qc gilt nach (2.18) und De�nition 2.6

q = j ~Kcj

 = j ~Kcj

(4��1)=4; ~q = q�1
c = "c j ~Kcj

�� = "c q
�
̂:


̂ steht auch in diesem Abschnitt f�ur 4�
4��1

. Wir m�ussen auch hier � = 1
4
ausschlie�en,

denn ~q = 1 gilt i. a. nicht.

Wir k�onnen jetzt analog zu Abschnitt 5.8 weitermachen. Dort war aber Ke eine Potenz
von q und wir konnten "q4=(4��1) = Ke = S1

e1S
2
e2 � "(S2

e1)
2 setzen. Diese zwei Arten, Ke

auszudr�ucken, f�uhrten zu einer Di�erentialgleichung. Hier hat aber Kc nichts mit q zu
tun. Wir k�onnen Kc mit Lemma 2.1 zwar - wie in 5.8 - mit q und Fl�achengr�o�en bzgl. N
darstellen, aber Kc ist - im Gegensatz zu Ke - keine nichttriviale Potenz von q. Allerdings
ist bekannt, da� Kc f�ur jede Fl�ache konstant 1 ist

27. Diese Tatsache kann man benutzen,
wir setzen nicht "q4=(4��1) = S1

e1S
2
e2 � "(S2

e1)
2 an, sondern

1 = Kc = S1
c1S

2
c2 � "(S2

c1)
2:

Da wegen Lemma 2.1 f�ur den Shape{Operator

Sc(X) = X = ~qS(X)�rX
~Z

gilt mit ~Z = 
̂~qT , @j(log jqj) = T̂j = hjlT
l, erhalten wir in lokalen Koordinaten

Sicj = �ij = ~qSij � 
̂~q @j(T
i)� 
̂~q � i

jl T
l + 
̂2~q hjlT

iT l:

Insgesamt ergibt sich diese Gleichung:

1 = Kc = S1
c1S

2
c2 � "(S2

c1)
2

= ~q2
�
S1
1 � 
̂@1(T

1)� 
̂(�̂ 1
11 +K1

11)T
1 � 
̂(�̂ 1

12 +K1
12)T

2 + 
̂2ET 1T 1
�

�
�
S2
2 � 
̂@2(T

2)� 
̂(�̂ 2
21 +K2

21)T
1 � 
̂(�̂ 2

22 +K2
22)T

2 + 
̂2"ET 2T 2
�

�"~q2
�
S2
1 � 
̂@1(T

2)� 
̂(�̂ 2
11 +K2

11)T
1 � 
̂(�̂ 2

12 +K2
12)T

2 + 
̂2ET 1T 2
�2

Man erh�alt also fast dieselbe Gleichung wie in Abschnitt 5.8, nur steht auf der linken Seite
1 statt "q4=(4��1). Damit gilt, wenn wir durch ~q2 = q�2
̂ teilen und (5.11) anwenden:

"q2
̂ = "q
8�

4��1

= "
�
S1
1 � 
̂@1(T

1)� 
̂(
@1(E)

2E
+K1

11)T
1 � 
̂(

@2(E)

2E
+ "K2

11)T
2 + 
̂2E(T 1)2

�
�
�
S2
2 � 
̂(

@1(E)

2E
�K1

11 + 2ET 1)T 1 � 
̂(
@2(E)

2E
� "K2

11 + 2"ET 2)T 2 + 
̂2"E(T 2)2
�

�"
�
S1
1 � 
̂@1(T

1)� 
̂(
@1(E)

2E
+K1

11)T
1 � 
̂(

@2(E)

2E
+ "K2

11)T
2 + 
̂2E(T 1)2

�

̂@2(T

2)

�
�
S2
1 � 
̂@1(T

2)� 
̂(�"
@2(E)

2E
+K2

11)T
1 � 
̂(

@1(E)

2E
�K1

11 + 2ET 1)T 2 + 
̂2ET 1T 2
�2

27Kc ist somit doch eine Potenz von q, n�amlich die triviale q0. In 5.8 hatte man den Exponenten 4

4��1
.
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Wir wollen den Fall � = 0 , 
̂ = 0, der bei der Berechnung der Anfangswerte aus-
geschlossen wird, beiseite lassen. Dann kann man diese Gleichung nach @2(T

2) au
�osen,
wenn der Faktor davor, d. h.

�1
1(E; @1(E); @2(E); K

1
11; K

2
11; S

1
1 ; T

1; T 2; @1(T
1)) := qcS

1
c1

= (S1
1 � 
̂@1(T

1)� 
̂(
@1(E)

2E
+K1

11)T
1 � 
̂(

@2(E)

2E
+ "K2

11)T
2 + 
̂2E(T 1)2);

zumindest f�ur die Anfangswerte nicht verschwindet. Das ist jedoch immer so. �1
1 ist l�angs

(s; 0), wie wir am Schlu� des Abschnitts zeigen werden, gerade 1
�0(Nc0)

.

Die Gleichung f�ur @2(T
2) lautet dann

@2(T
2) = �

q
8�

4��1 + "�2
1

�1
1
̂

+
1


̂
�2
2 = �

4�� 1

4�
(
q

8�
4��1 + "�2

1

�1
1

� �2
2): (5.16)

Dabei bezeichne

�2
1 := (qcS

2
c1)

2

= (S2
1 � 
̂@1(T

2)� 
̂(�"
@2(E)

2E
+K2

11)T
1 � 
̂(

@1(E)

2E
�K1

11 + 2ET 1)T 2 + 
̂2ET 1T 2)2;

�2
2 := qcS

2
c2 + 
̂@2(T

2)

= S2
2 � 
̂(

@1(E)

2E
�K1

11 + 2ET 1)T 1 � 
̂(
@2(E)

2E
� "K2

11 + 2"ET 2)T 2 + 
̂2"E(T 2)2:

Die Gleichung (5.16) vervollst�angigt das System DGL I aus Abschnitt 5.4.1. Das erg�anzte
System bezeichnen wir mit DGL I ZENT.

Nun brauchen wir noch Anfangswerte von q, T 1 und T 2.
Da q = jqcj

(4��1)=4� ist, m�ussen wir � = 0 ausschlie�en. In diesem Fall w�are jqcj � 1 und
q = j ~Kcj

�1=4 � 1 gilt i. a. nicht.

Stellen wir N mit Nc dar, d. h. nach (2.19), (4.3), (5.6)

N = qcNc + x�(Zc) = qcNc � x�(gradh(log jqcj))

= qcNc �
�



T 1x1 �

�



T 2x2 = qcNc �

�



T 1x1 �

�



T 2q2�1 ^ �;

ergeben sich die gesuchten Werte. Es gilt

@k(�(Nc)) = �k(Nc) + �(Nck) = �k(Nc)� �(xk) = �k(Nc): (5.17)

Die St�utzfunktion qc bez�uglich Nc erhalten wir als

qc =
det(x1; �1 ^ �;N)

det(x1; �1 ^ �;Nc)
=
�(N)

�(Nc)
=

1

�(Nc)
:

Da N = �N�
c ist, die zentroa�ne Familie also existiert, mu� �(Nc) 6= 0 sein, Nc kann

nicht tangential sein.
qc ist also de�niert und 6= 0, es ist aber nicht unbedingt positiv, das Vorzeichen ist gerade
"c. Demnach ist "c qc > 0.
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Damit ist q bestimmt durch

q = ("c qc)
4��1
4� = ("c �(Nc))

�
4��1
4� :

T 1 ist durch (5.4) gegeben.
Nun bestimmen wir T 2: Aus

�
�



q2T 2 =

det(x1; N;Nc)

det(x1; �1 ^ �;Nc)
=
det(x1; N;Nc)

Eq�1
c

ergibt sich

T 2 = �



�E

qc
q2
det(x1; N;Nc) = �"c("c qc)

�2�+1
2�




�E
det(x1; N;Nc)

= �"c("c �(Nc))
2��1
2�




�E
det(x1; N;Nc):

Seien also x0, N0, �0 gegeben mit (5.7){(5.10), wobei f�ur (5.10) wie sonst auch �0(x
00

0) > 0
gelten soll.
Wir bezeichnen Nc(s; 0) = Nc0(s) = o� x0(s).
Um zu gew�ahrleisten, da� Nc0 nicht tangential ist, mu�

�0(Nc0) = �0(o� x0) 6= 0 (5.18)

sein. "c ist bereits durch diese Anfangswerte �xiert, es ist n�amlich sign �0(Nc0)
28.

Aus (5.17) folgt
(�0(Nc0))

0 = �00(Nc0): (5.19)

Zusammen haben wir die Anfangswerte:

q(s; 0) =: q0(s) = ("c�0(Nc0))
�(4��1)=4�(s)

T 1(s; 0) =
4�� 1

4�

1

�00(x
0

0)(s)

(�0(Nc0))
0

�0(Nc0)
(s)

(5:19)
=

4�� 1

4�

�00(Nc0)

�0(Nc0)�00(x
0

0)
(s)

T 2(s; 0) = "c
4�� 1

4�
("c�0(Nc0))

2��1
2� (s)

det(x00; N0; Nc0)

�00(x
0

0)
(s)

=
4�� 1

4�

1

q20(s)

det(x00; N0; Nc0)

�0(Nc0)�00(x
0

0)
(s)

Au�erdem mu� neben (5.7){(5.10) und der Bedingung, da� � = f nach S2
2 au
�osbar

ist, noch der Ausdruck �1
1 zumindest auf (s; 0) ungleich 0 sein. Das bedeutet, wenn wir

28Genau gesagt k�onnen zwei F�alle auftreten: �0(x
00

0 ), �0(Nc0) haben das gleiche Vorzeichen oder ver-
schiedene Vorzeichen. Im ersten Fall k�onnen wir (gegebenenfalls mit �N0, ��0 statt N0, �0) �0(x

00

0 ) und
�0(Nc0) gleichzeitig positiv normieren. Wir k�onnen dann auf "c verzichten.
Im zweiten Fall aber ist es nicht m�oglich (weder durch �N0, ��0 f�ur N0, �0 noch durch �x0 f�ur x0), an

den unterschiedlichen Vorzeichen etwas zu �andern. Wir sorgen dann, wie gesagt, daf�ur, da� �0(x
00

0 ) positiv
ist. �0(Nc0) ist damit negativ und "c = �1. Wir k�onnten stattdessen auch �0(Nc0) positiv normieren,
in dem Fall k�onnten wir im ganzen Abschnitt ohne "c arbeiten (qc w�are dann > 0). Allerdings haben
wir einige Formeln - wie (5.8) und somit verschiedene Anfangswerte aus 5.3 - an E(s; 0) = h11(s; 0) =
�0(x

00

0 ) > 0 ausgerichtet. Wir m�u�ten bei manchen Anfangswerten die Vorzeichen �andern.
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T k(s; 0) wieder T k0 (s) nennen:

�
�00(N

0

0)

�00(x
0

0)
� 
̂(T 1

0 )
0 �


̂

2�00(x
0

0)
(�000(x

0

0) + �00(x
00

0) + �00(x
00

0)� �000(x
0

0))T
1
0

+

̂

2�00(x
0

0)
("
det(x000; x

0

0; N0)

q20
� q20det(�0; �

0

0; �
00

0))T
2
0

+

̂

2�00(x
0

0)
(�"

det(x000; x
0

0; N0)

q20
� q20det(�0; �

0

0; �
00

0))T
2
0

+
̂2(��00(x
0

0))(T
1
0 )

2

=
1

�00(x
0

0)
2

�
� �00(N

0

0)�
0

0(x
0

0)� (
�00(Nc0)

�0(Nc0)
)0�00(x

0

0) +
�00(Nc0)

�0(Nc0)
�000(x

0

0)

�det(�0; �
0

0; �
00

0)det(x
0

0; N0; Nc0)
1

�0(Nc0)
� (

�00(Nc0)

�0(Nc0)
)2�00(x

0

0)
�

(5:19)
=

�1

�00(x
0

0)
2

�
�00(N

0

0)�
0

0(x
0

0) +
�000(Nc0)�0(Nc0) + �00(N

0

c0)�0(Nc0)� (�00(Nc0))
2

�0(Nc0)2
�00(x

0

0)

�
�00(Nc0)

�0(Nc0)
�000(x

0

0)�
�00(x

0

0)�
00

0(Nc0)� �000(x
0

0)�
0

0(Nc0)� �000(N0)�
0

0(x
0

0)�0(Nc0)

�0(Nc0)

+(
�00(Nc0)

�0(Nc0)
)2�00(x

0

0)
�

=
�1

�00(x
0

0)
2

�
�00(x

0

0)(�
0

0(N
0

0) + �000(N0)) +
�00(N

0

c0)

�0(Nc0)
�00(x

0

0)
�

=
1

�00(x
0

0)

�00(x
0

0)

�0(Nc0)
=

1

�0(Nc0)
6= 0:

Das ist aber stets erf�ullt. Auch in diesem Abschnitt ergibt sich zu den bisherigen Bedin-
gungen durch �1

1 6= 0 keine neue.

Bemerkungen: 1.) � = 1
4
mu�ten wir bei der Herleitung der Di�erentialgleichung (5.16)

ausschlie�en, � = 0 bei der Bestimmung der Anfangswerte.

2.) Bisher haben wir � immer als Abbildung �(H;K) von H und K vorgegeben. Bei
Normalen der Manhartschen Familie beinhaltete das den wichtigen Fall H = 0, also N�{
Minimal
�achen.
In 3.8 haben wir jedoch herausgefunden, da� die Mittlere Kr�ummungH bei den Normalen
der zentroa�nen Familie (bis auf Nb) nicht die Bedeutung hat wie bei den Normalen der
Manhartschen Familie. Diese Rolle �ubernimmt Ĥ.
Deshalb sollte man � verallgemeinern zu einer Abbildung �(H;K; q), die noch von der
St�utzfunktion q bzgl. Nb abh�angt. Wichtig ist nur, da� diese Abbildung nach S2

2 au
�osbar
ist und da� das System DGL I ZENT noch die in Satz 5.1 verlangte Form hat, nachdem
man f�ur S2

2 die entsprechende Funktion eingesetzt hat.
Damit ist es m�oglich, Fl�achen zu �nden, die (f�ur "c = 1)

�(H;K; q) = Ĥ = (�� 1)H + 2
j ~Kcj
� = (�� 1)H +

4�� 1

2
q

4�
4��1 = f

erf�ullen. Die Sonderf�alle � = 1
4
; 0 kommen (siehe 1.)) nicht vor. F�ur � = 1 kann man

Ĥ = f nicht nach S2
2 au
�osen. Im Fall f = 0 beeintr�achtigt dies aber nicht, da es auch

keine N1
c {Minimal
�achen gibt, siehe Abschnitt 3.8.2.
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Satz 5.5 Gegeben seien die in s = 0 analytische, regul�are Kurve x0, die Vektorfelder
N0, �0 l�angs x0, die den Bedingungen (5.7){(5.10) und (5.18) gen�ugen und in 0 analy-
tisch sind, die in (0; 0) analytische Funktion f und die analytische Funktion �(H;K; q) =
�((S1

1 +S
2
2)=2; S

1
1S

2
2 � "(S

2
1)

2; q) = ~�(S1
1 ; S

2
1 ; S

2
2 ; q), f�ur die �(H;K; q) = f eindeutig nach

S2
2 au
�osbar ist. Sei "c = sign �0(o� x0).

Dann existiert zumindest lokal in einer Umgebung des Punktes (0; 0) f�ur festes � =2 f0; 1
4
g

je genau eine elliptische und eine hyperbolische Fl�ache x in isothermen Parametern, die
x0 als Parameterlinie enth�alt, d. h. x0(s) = x(s; 0), deren Normale N = "cN

�
c und Konor-

male � l�angs x0 mit N0 bzw. �0 �ubereinstimmen, N0(s) = N(s; 0), �0(s) = �(s; 0), und f�ur
deren Gau�sche Kr�ummung K und Mittlere Kr�ummung H die Beziehung �(H;K; q) = f
gilt.

Beweis: Dieser Beweis geht analog zum Beweis von Satz 5.4.
Die Fl�achengr�o�en bzgl. dieser Normalisierung erf�ullen die Di�erentialgleichungen aus
5.4 und (5.16), d. h. DGL I ZENT. Die Anfangswerte ergeben sich, wie in 5.3 und 5.9
geschildert. Die Systeme DGL I ZENT und DGL GW sind eindeutig l�osbar. Die L�osungen
von DGL GW gen�ugen den Forderungen des Satzes. #

5.10 Der Ein
u� der Kurvenparametrisierung auf die

L�osung

Bei der Vorgehensweise der Abschnitte 5.5, 5.7{5.9 spielte die Parametrisierung der Kurve
x0 keine Rolle. x0, N0, �0 und andere Vorgaben (wie �, f , ") induzierten eindeutig eine
Fl�ache x mit einer bestimmten Normalen N . Wir untersuchen nun, ob die umparametri-
sierten Anfangsdaten x0, N 0, �0 mit denselben anderen Vorgaben die gleiche Fl�ache x in
anderer Parametrisierung induzieren.

Wir geben f�ur diesen Abschnitt die Art der Normalen N , die Abbildungen �, f und
" 2 f1;�1g fest vor. Die Aussage der vorigen Abschnitte war, da� es dann29 f�ur eine
bestimmte Kurve x0 mit Vektorfeldern N0, �0 l�angs x0 eine elliptische (f�ur " = 1) bzw.
eine hyperbolische (f�ur " = �1) Fl�ache in isothermer Parametrisierung gibt, die x0 als
Parameterlinie x(s; 0) enth�alt und deren Normale N bzw. Konormale � l�angs (s; 0) gleich
N0 bzw. �0 ist. N ist eine Relativnormale der vorgegebenen Art und es gilt �(H;K) = f .

Sei nun
x0(t(s)) = x0(s); N0(t(s)) = N0(s); �0(t(s)) = �0(s)

eine andere (gemeinsame) Parametrisierung von x0, N0, �0 mit t0(s) 6= 0, t(0) = 0. Auf
(5.7){(5.10), (5.18) und die anderen Ausnahmekriterien f�ur Anfangswerte in 5.7 hat die
Umparametrisierung keinen Ein
u�. Gelten die Bedingungen f�ur x0, N0, �0, so auch f�ur
x0, N0, �0. Auch bleibt das Vorzeichen von �00(x

0

0) negativ.
Es gibt somit genau eine elliptische bzw. hyperbolische Immersion x(u; v) in isothermer
Parametrisierung mit x(t; 0) = x0(t), N(t; 0) = N0(t), �(t; 0) = �0(t). N ist auch eine
Relativnormale der vorgegebenen Art und es gilt �( �H; �K) = f .

29Eine Ausnahme bildet die euklidische Normalisierung, vgl. Abschnitt 5.7. Hier ist nur ein Wert von
" m�oglich.
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Die Frage ist nun, ob x die gleiche Fl�ache x darstellt nur in anderer Parametrisierung,
d. h. ob Funktionen ~u; ~v existieren mit x(~u(u; v); ~v(u; v)) = x(u; v).

Bemerkung: Wie in den anderen Abschnitten nehmen wir an, da� x0, N0, �0 und auch
t in s = 0 analytisch sind.

Wir untersuchen zuerst, welches Aussehen eine Abbildung (u; v) 7! (~u(u; v); ~v(u; v)) not-

wendig hat, die x(u; v) mit (hij) =

�
E 0
0 "E

�
, E > 0, in ~x(~u; ~v) mit (~hij) =

�
~E 0

0 " ~E

�
,

~E > 0, �uberf�uhrt. Es gilt hierbei

1:) E = ~E~u2u + " ~E~v2u
2:) 0 = ~E~uu~uv + " ~E~vu~vv

3:) "E = ~E~u2v + " ~E~v2v

4:) ~uu~vv � ~uv~vu = Det

�
~uu ~uv
~vu ~vv

�
6= 0

Sei ohne Einschr�ankung ~uu 6= 030. Dann ist wegen 2.)

~uv + "
~vu~vv
~uu

= 0:

Setzen wir ~uv in 3.) ein, ergibt sich

"E = ~E
~v2u~v

2
v

~u2u
+ " ~E~v2v = ~E(

~v2u + "~u2u
~u2u

)~v2v
1:)
= "E

~v2v
~u2u
:

Darum ist ~v2v = ~u2u bzw. ~uu = �~vv. Es folgt aus 1.) und 3.)

" ~E~v2u = E � ~E~u2u = E � ~E~v2v = " ~E~u2v

und daher ist
~u2v = ~v2u:

F�ur ~u2u = ~v2v , ~v
2
u = ~u2v gibt es vier M�oglichkeiten f�ur die Vorzeichen:

�) ~uv = "~vu; ~vv = ~uu

�) ~uv = �"~vu; ~vv = �~uu


) ~uv = �"~vu; ~vv = ~uu

�) ~uv = "~vu; ~vv = �~uu

Bei �) und �) folgt aus 2.) ~vu = 0 = ~uv, die Funktionen ~u(u; v) = ~u(u), ~v(u; v) = ~v(v)
h�angen daher nur von einer Variablen ab. Wegen ~uu(u) = ~u0(u) = �~vv(v) = �~v0(v) sind
~u0, ~v0 konstant. Es folgt also

~u(u) = cu+ d1; ~v(v) = �cv + d2;

30Wenn ~uu = 0 ist, mu� nach 1.) ~vu 6= 0 sein. In dem Fall kann man analog mit ~vu weitermachen.
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wobei c 6= 0, d1, d2 Konstanten sind. �) und �) k�onnen keine anderen L�osungen als diese
a�nen Funktionen haben. Mit den folgenden Anfangsbedingungen sind nur die linearen
Funktionen

~u(u) = cu; ~v(v) = �cv

m�oglich. Man sieht sofort, da� die Determinante in 4.) f�ur �) c2, f�ur �) �c2 ist.
F�ur 
) ist die Determinante nach 1.) immer > 0, f�ur �) immer < 0.

So sehen also alle Parametertransformationen aus, die eine isotherm parametrisierte Fl�a-
che x in eine isotherm parametrisierte Fl�ache ~x �uberf�uhren.

x0(s) sei die Parameterlinie x(s; 0) von x. Verlangt man von der Parametertransformation
noch, da� ~x(t(s); 0) = x0(t(s)) = x0(s) ist f�ur die oben angegebene Funktion t(s), ergeben
sich diese Anfangswerte f�ur ~u, ~v:

~u(s; 0) = t(s); ~v(s; 0) = 0

Es gibt zwei F�alle zu unterscheiden:

� Ist t(s) = cs, c 6= 0 konstant, haben alle Di�erentialgleichungssysteme �){�) mit
den gerade angef�uhrten Anfangswerten nach Satz 5.1 je eine L�osung, n�amlich eine
lineare wie �) bzw. �):

�); 
) : ~u(u; v) = cu; ~v(u; v) = cv;

�); �) : ~u(u; v) = cu; ~v(u; v) = �cv

Also �) und 
) haben die gleiche L�osung, ebenso �) und �).

� Hat t(s) eine andere Form, fallen die M�oglichkeiten �); �) weg, 
) hat eine eindeutige
L�osung ~u, ~v nach Satz 5.1 und die L�osung von �) ergibt sich als ~u(u;�v), ~v(u;�v)
aus der L�osung von 
). Dies ist �ubrigens beim 1. Fall ebenso.

Es existieren also immer zwei L�osungen, die sich aber nur durch ein Vorzeichen im Argu-
ment unterscheiden. Das bedeutet, da� es zwei Parametertransformationen gibt, die x in
~x transformieren und f�ur die x0 und x0 Parameterlinien in der beschriebenen Art sind. Im
weiteren betrachten wir nur die L�osung von 
), die L�osung mit positiver Determinante.

Die Anfangswerte der Ableitungen sind

~uu(s; 0) = t0(s); ~vu(s; 0) = 0;

~uv(s; 0) = 0; ~vv(s; 0) = t0(s):

F�ur die Umkehrabbildung (~u; ~v) 7! (u(~u; ~v); v(~u; ~v)) gilt:

u~u(t(s); 0) =
1

t0(s)
; u~v(t(s); 0) = 0

v~u(t(s); 0) = 0 ; v~v(t(s); 0) =
1

t0(s)

Wir werden jetzt beweisen, da� die durch x0, N 0, �0 induzierte Fl�ache x lediglich eine
Umparametrisierung ~x der durch x0, N0, �0 induzierten Fl�ache x ist. Wir nehmen die aus
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) erhaltene Parametertransformation ~u, ~v und zeigen, da� ~x(~u(u; v); ~v(u; v)) = x(u; v)
gerade die von x0, N 0, �0 induzierte Fl�ache x ist.
Und zwar erf�ullen beide Abbildungen diesselben Di�erentialgleichungen aus 5.4.1 und
5.4.2 mit denselben Vervollst�andigungen aus 5.5, 5.7, 5.8 bzw. 5.9.
Es gen�ugt also zu zeigen, da� die Abbildungen ~x, x f�ur u = s, v = 0 dieselben Anfangswer-
te haben. Wegen der Eindeutigkeit der Di�erentialgleichungen m�ussen die Abbildungen
identisch sein.

Wir werden zun�achst f�ur ~x(~u(u; v); ~v(u; v)) die Anfangswerte der Gr�o�en bestimmen, die
in den erg�anzten Di�erentialgleichungen von 5.4.1 (genauer DGL Bl, DGL EUK, DGL I
MANH oder DGL I ZENT) und 5.4.2 auftauchen. Dabei nennen wir zum Teil u1 := u,
u2 := v, ~u1 := ~u, ~u2 := ~v. Wir werden meist benutzen, da� f�ur die lokalen Koordinaten-
funktionen eines (s;m){Tensorfeldes B nach Umparametrisierung

~Bi1:::im
j1:::js

= Bl1:::lm
k1:::ks

@uk1

@~uj1
: : :

@uks

@~ujs
@~ui1

@ul1
: : :

@~uim

@ulm

gilt. Wir erhalten daher

~E(t(s); 0) =
E(s; 0)

~u2u(s; 0) + "~v2u(s; 0)
=
E(s; 0)

t02(s)

~E~v(t(s); 0) = @u(
E

~u2u + "~v2u
)(s; 0)u~v(t(s); 0) + @v(

E

~u2u + "~v2u
)(s; 0)v~v(t(s); 0)

= 0 + @v(
E

~u2u + "~v2u
)(s; 0)

1

t0(s)

=
@v(E)(~u

2
u + "~v2u)� E@v(~u

2
u + "~v2u)

(~u2u + "~v2u)
2

(s; 0)
1

t0(s)

=
@v(E)(s; 0)t

02(s)� E(s; 0) � 0

t04(s)

1

t0(s)
=
@v(E)(s; 0)

t03(s)

~K1
11(t(s); 0) = Kk

ij(s; 0)
@ui

@~u

@uj

@~u
(t(s); 0)

@~u

@uk
(s; 0) = K1

11(s; 0)
1

t0(s)

~K2
11(t(s); 0) = Kk

ij(s; 0)
@ui

@~u

@uj

@~u
(t(s); 0)

@~v

@uk
(s; 0) = K2

11(s; 0)
1

t0(s)

~S1
1(t(s); 0) = Sli(s; 0)

@ui

@~u
(t(s); 0)

@~u

@ul
(s; 0) = S1

1(s; 0)

~S2
1(t(s); 0) = Sli(s; 0)

@ui

@~u
(t(s); 0)

@~v

@ul
(s; 0) = S2

1(s; 0)

~T 1(t(s); 0) = T i(s; 0)
@~u

@ui
(s; 0) = T 1(s; 0)t0(s)

~T 2(t(s); 0) = T i(s; 0)
@~v

@ui
(s; 0) = T 2(s; 0)t0(s)

~x1(t(s); 0) = xi(s; 0)
@ui

@~u
(t(s); 0) = x1(s; 0)

1

t0(s)

~x2(t(s); 0) = xi(s; 0)
@ui

@~v
(t(s); 0) = x2(s; 0)

1

t0(s)
~N(t(s); 0) = N(s; 0)
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~�(t(s); 0) = �(s; 0)

~�1(t(s); 0) = �i(s; 0)
@ui

@~u
(t(s); 0) = �1(s; 0)

1

t0(s)

~�2(t(s); 0) = �i(s; 0)
@ui

@~v
(t(s); 0) = �2(s; 0)

1

t0(s)

Wir haben benutzt:

@v(~uu)(s; 0) = @u(~uv)(s; 0) = (~uv(s; 0))
0 = 0

@v(~v
2
u)(s; 0) = 2~vu(s; 0)@v(~vu)(s; 0) = 0

F�ur q verwenden wir nach Lemma 2.1 die Formel jqj2 =
��� !!h
���:

j~q(t(s); 0)j =

���� ~!(t(s); 0)~E(t(s); 0)

����
1

2

=

�����det(~x1; ~x2;
~N)(t(s); 0)

~E(t(s); 0)

�����
1

2

=

����det(x1; x2; N)

E
(s; 0)

����
1

2

= jq(s; 0)j

Da E und ~E > 0 sind, h�angt das Vorzeichen von q von ! ab:

sign ~q(t(s); 0) = sign det(~x1; ~x2; ~N)(t(s); 0)

= sign det(x1; x2; N)(s; 0)
1

t0(s)2

= sign det(x1; x2; N)(s; 0) = sign q(s; 0)

Es gilt also
~q(t(s); 0) = q(s; 0):

Benutzt man die durch �) erhaltene Parametertransformation, steht bei ~vv, v~v und somit
auch bei manchen Fl�achengr�o�en, wie @v(E); K

2
11; S

2
1 , das andere Vorzeichen.

Gegeben seien nun die umparametrisierte Kurve x0(t) und die Vektorfelder N0(t), �0(t).
Verwenden31 wir

x00(t(s)) =
1

t0(s)
x00(s); x

00

0(t(s)) =
1

t02(s)
x000(s)�

t00(s)

t03(s)
x00(s);

f�ur N 0, �0 analog, so erhalten wir zun�achst nach den Abschnitten 5.5, 5.7, 5.8 bzw. 5.9
jeweils f�ur q, T 1, T 2:

�q(t(s); 0) = q(s; 0)
�T 1(t(s); 0) = T 1(s; 0)t0(s)
�T 2(t(s); 0) = T 2(s; 0)t0(s)

31F�ur die Ableitung nach t wird kein neues Symbol eingef�uhrt, es wird auch da 0 verwendet.
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Gehen wir wie in 5.3 bei der Berechnung der anderen Anfangswerte32 vor, ergibt das:

�E(t(s); 0) = ��00(x
0

0)(t(s)) =
E(s; 0)

t02(s)

@v( �E)(t(s); 0) = "�
1

�q2(t(s); 0)
det(x000; x

0

0; N0)(t(s))� ��q2(t(s); 0)det(�0; �
0

0; �
00

0)(t(s))

=
@2(E)(s; 0)

t03(s)

�K1
11(t(s); 0) =

�00(x
00

0)(t(s))� �000(x
0

0)(t(s))

2�00(x
0

0)(t(s))
=
K1

11(s; 0)

t0(s)

�K2
11(t(s); 0) =

�det(x000; x
0

0; N 0)(t(s))

2�q2(t(s); 0)�00(x
0

0)(t(s))
+
"��q2(t(s); 0)det(�0; �

0

0; �
00

0)(t(s))

2�00(x
0

0)(t(s))

=
K2

11(s; 0)

t0(s)

�S1
1(t(s); 0) = �

�00(N
0

0)(t(s))

�00(x
0

0)(t(s))
= S1

1(s; 0)

�S2
1(t(s); 0) =

�det(x00; N
0

0; N 0)(t(s))

�q2(t(s); 0)�00(x
0

0)(t(s))
= S2

1(s; 0)

x1(t(s); 0) = x00(t(s)) = x00(s)
1

t0(s)
= x1(s; 0)

1

t0(s)

x2(t(s); 0) = ��q2(t(s); 0)�00 ^ �0(t(s)) = �q2(s; 0)�00 ^ �0(s; 0)
1

t0(s)
= x2(s; 0)

1

t0(s)

N(t(s); 0) = N0(t(s)) = N0(s) = N(s; 0)

�(t(s); 0) = �0(t(s)) = �0(s) = �(s; 0)

�1(t(s); 0) = �00(t(s)) = �00(s)
1

t0(s)
= �1(s; 0)

1

t0(s)

�2(t(s); 0) =
�"

�q2(t(s); 0)
x00 ^N0(t(s)) =

�"

q2(s; 0)
x00 ^N0(s)

1

t0(s)
= �2(s; 0)

1

t0(s)

Die durch die Parametertransformation aus x entstandene Fl�ache ~x(~u; ~v) und die von x0,
N 0, �0 induzierte Fl�ache x erf�ullen dieselben Di�erentialgleichungen und haben dieselben
Anfangswerte, sind also wegen Satz 5.1 identisch. Das hei�t, da� x0; N 0; �0 ,,dieselbe
Fl�ache" x induzieren wie x0, N0, �0, nur in anderer Parametrisierung.

5.11 Festlegung der Konormalen l�angs einer Kurve

durch die Kurve und die Normale

Wir setzten bis jetzt immer eine Kurve x0 und zwei - bis auf Ausnahmen - beliebig
gew�ahlte Vektorfelder N0, �0 l�angs x0 voraus, die (5.7){(5.10) erf�ullen mu�ten. In [Lei1]
und [Gl] ist nur von einem euklidischen Kurvenstreifen fx0; N0g die Rede.N0 soll bei der zu
�ndenden Fl�ache die euklidische Normale l�angs x0 werden und mu� daher Bedingungen
wie hN0; N0i = 1, hN0; x

0

0i = 0, hN0; x
00

0i 6= 0 erf�ullen. Die Angabe einer Konormale
er�ubrigt sich dort, da sie durch �0 = hN0; :i gegeben ist.

32� ist bei diesen Normalisierungen immer 1.
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Wir behandeln nun die Frage, inwieweit �0 nach Vorgabe von x0 und N0 auch im allge-
meinen Fall schon durch die vier Bedingungen (5.7){(5.10) �xiert ist. Wir lassen den Fall
der euklidischen Normalen, bei der dies so ist, hier beiseite.

Sei x0 eine regul�are, (in s = 0) analytische Kurve, N0 ein (in s = 0) analytisches Vektor-
feld l�angs der Kurve und x00(s); N0(s) stets linear unabh�angig. Dies m�ussen wir mindestens
voraussetzen, sonst �nden wir kein �0 mit (5.7){(5.10). Es gibt nun zwei F�alle zu unter-
scheiden:

1. Fall:

Sind x00(s); N0(s); N
0

0(s) linear unabh�angig, was �aquivalent zu

det(x00; N0; N
0

0)(s) 6= 0

ist, so ergibt sich �0 eindeutig aus den drei Gleichungen

�0(x
0

0) = 0; �0(N0) = 1; �0(N
0

0) = 0;

und zwar ist

�0 =
x00 ^N

0

0

det(x00; N
0

0; N0)
: (5.20)

Dieses �0 erf�ullt (5.7){(5.9), allerdings nicht notwendig (5.10). �0(x
00

0) 6= 0 ist nach Dar-
stellung (5.20) gleichwertig zu

det(x00; N
0

0; x
00

0)(s) 6= 0:

Gilt das auch, legen x0, N0 eindeutig �0 fest. Es reicht, die Erf�ullung der beiden Un-
gleichungen nur f�ur s = 0 zu fordern, dann gilt es wegen der Stetigkeit der beteiligten
Abbildungen auch f�ur s in einer Umgebung von 0.
Sind allerdings x00; N

0

0; x
00

0 in s = 0 linear abh�angig, so kann das eindeutig gefundene �0
nicht (5.10) erf�ullen und die S�atze 5.3{5.5 sind nicht anzuwenden.
Kurz kann man zusammenfassen:

det(x00; N0; N
0

0)(0) 6= 0 und det(x00; N
0

0; x
00

0)(0) 6= 0 ) �0 eindeutig

det(x00; N0; N
0

0)(0) 6= 0 und det(x00; N
0

0; x
00

0)(0) = 0 ) kein �0

2. Fall:

x00(0); N0(0); N
0

0(0) sind linear abh�angig, d. h. det(x00; N0; N
0

0)(0) = 0.
Ist das die einzige Nullstelle von det(x00; N0; N

0

0)(s) in einer Umgebung von s = 0, sind
x00; N0; N

0

0 in der Umgebung linear unabh�angig. Man wende den 1. Fall an und setze das
gefundene Vektorfeld stetig in 0 fort33. Wenn dann nicht �0(x

00

0) = 0 ist, hat man auch ein
passendes Vektorfeld gefunden.

Ab jetzt sollen x00, N0 und N
0

0 in einer Umgebung von s = 0 linear abh�angig sein.
N 0

0 l�a�t sich dann schreiben als
N 0

0 = �x00 + �N0

33Da� 0 H�aufungspunkt von Nullstellen der analytischen Funktion det(x00; N0; N
0

0) ist, kommt nur vor,
wenn die Funktion konstant 0 ist.
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mit den beiden analytischen Funktionen �, �. Ist � 6= 0, so gilt f�ur jedes �0, das den
Bedingungen (5.7), (5.8) gehorcht, notwendig �0(N

0

0) = � 6= 0. Es ist dann unm�oglich, ein
�0 zu �nden, da� auch (5.9) erf�ullt.

N 0

0 = �x00 + �N0 und � 6= 0 ) kein �0:

Also wenn x00, N0, N
0

0 schon linear abh�angig sind, dann nur so, da� N 0

0 = �x00 ist. Dies
gelte im weiteren.
�0 ist durch (5.7), (5.8) ((5.9) gilt ohnehin) nicht eindeutig bestimmt. Wir wollen noch
die Gleichung (5.10) untersuchen. Ist

x000 = bx00

f�ur eine Funktion b, gilt f�ur jedes Vektorfeld �0, das (5.7) erf�ullt, notwendig �0(x
00

0) = 0,
die Bedingung (5.10) l�a�t sich nicht erf�ullen.

N 0

0 = �x00 und x
00

0 = bx00 ) kein �0:

x000 = bx00 mu� deshalb ausgeschlossen werden in einer Umgebung34 von s = 0. x000, x
0

0, N0

sind dann entweder linear unabh�angig oder x000 kann ausgedr�uckt werden als

x000 = bx00 + cN0

mit Funktionen b, c, wobei c 6= 0 ist35. In diesem Fall ist (5.10) immer erf�ullt, f�ur alle �0
mit (5.7), (5.8). Es gilt n�amlich �0(x

00

0) = c.

N 0

0 = �x00 und x
00

0 = bx00 + cN0; c 6= 0 ) jedes �0 mit (5.7), (5.8) m�oglich.

Sind x00(s); N0(s); x
00

0(s) linear unabh�angig, so existiert genau ein �0 mit (5.7), (5.8) und
�0(x

00

0) = 0, n�amlich

�nr0 =
x00 ^ x

00

0

det(x00; x
00

0; N0)
: (5.21)

Dieses eine36 ist auszuschlie�en, die anderen Vektorfelder �0, die (5.7), (5.8) erf�ullen, sind
m�oglich.

N 0

0 = �x00 und det(x
0

0; N0; x
00

0) 6= 0 ) fast jedes �0 mit (5.7), (5.8) m�oglich.

Bemerkung: Wir haben nur die Bedingungen (5.7){(5.10) ber�ucksichtigt. Manchmal gibt
es weitere, etwa (5.18) oder eine durch die Auswahl von � herr�uhrende, z. B. mu� f�ur
�(H;K) = K gew�ahrleistet sein, da� �00(N

0

0) = ��0(N
00

0 ) 6= 0 ist. Solche Bedingungen
k�onnen zu weiteren Einschr�ankungen an �0 f�uhren.

Zusammenfassung: Der 1. Fall, also det(x00; N0; N
0

0) 6= 0, ist eindeutig. Es existiert nach
Vorgabe von x0, N0 entweder kein oder genau ein �0 mit (5.7){(5.10).

34Wegen der Stetigkeit von x00 ^ x000 (s) sind x00(s), x
00

0 (s) auch in einer Umgebung von s = 0 linear
unabh�angig, wenn x00 ^ x000 (0) nicht der Nullvektor ist.

35Wir behandeln nur die F�alle det(x00; N0; x
00

0 )(0) 6= 0 und det(x00; N0; x
00

0)(s) = 0 in einer Umgebung
von s = 0.

36nr steht f�ur nichtregul�ar.
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Im 2. Fall hingegen, wenn also N 0

0 = �x00 in einer Umgebung von s = 0 gilt und x000, x
0

0

linear unabh�angig sind, gibt es eine Schar von Vektorfeldern �0, die (5.7){(5.10) erf�ullen,
man mu� allenfalls das in (5.21) de�nierte �nr0 ausschlie�en.

Nun wollen wir den 2. Fall n�aher untersuchen:
Sei also N 0

0 = �x00, au�erdem x00; x
00

0 linear unabh�angig37 und sei �0 ein Vektorfeld l�angs
x0, das (5.7){(5.10) erf�ullt. Dann erf�ullt auch

~�0(s) := �0(s) + f̂(s)x00 ^N0(s); (5.22)

wobei f̂ eine in s = 0 analytische Funktion sei38 , die drei Gleichungen (5.7){(5-9), (5.10)
nur f�ur

�0(x
00

0) + f̂det(x00; N0; x
00

0) 6= 0:

Ist det(x00; N0; x
00

0) 6= 0 und setzt man

f̂ = �
�0(x

00

0)

det(x00; N0; x000)
;

ist ~�0 = �nr0 . Umgekehrt hat man mit �nr0 automatisch ein Vektorfeld, das (5.7){(5.9)
erf�ullt und mit dem man, �ahnlich wie in (5.22), die anderen ~�0 darstellen kann durch

~�0 = �nr0 + ĝx00 ^N0:

ĝ(s) darf allerdings nicht 0 werden, denn ~�0(x
00

0) ist in dem Fall gleich 0.

Wenn also (5.7){(5.10) erf�ullt sind, �, f und die Art der Normalen vorgegeben sind und
keine weiteren Bedingungen an die Anfangswerte verletzt sind (vgl. die letzte Bemerkung),
induzieren x0, N0, ~�0 genauso wie x0, N0, �0 je eine elliptische und eine hyperbolische
Fl�ache.

Wir werden nun die Werte einiger Fl�achengr�o�en der von x0, N0, ~�0 induzierten Fl�achen
l�angs (s; 0) in Abh�angigkeit der Gr�o�en der von x0, N0, �0 induzierten Fl�achen darstellen.
Wir beschr�anken uns hierzu auf den im Abschnitt 5.5 behandelten Fall der Blaschkeschen
A�nnormale.

Nach Satz 5.3 legen39 x0; N0; �0 je eine elliptische Blaschke{Immersion x+ und eine hy-
perbolische x� fest.
In der Bemerkung am Ende von Abschnitt 5.3 haben wir erw�ahnt, da� einige Gr�o�en von
x+ und x�, etwa S1

1 , S
2
1 , l�angs (s; 0) �ubereinstimmen, �2 unterscheidet sich nur durch das

Vorzeichen:
�+2 (s; 0) = ���2 (s; 0) = x00 ^N0(s)

Sei jetzt x eine dieser beiden Fl�achen mit Konormale �. " sei 1 bei x+, �1 bei x�.
Die lineare Abh�angigkeit von x00(s); N0(s); N

0

0(s) ist �aquivalent zu

det(x00; N0; N
0

0)(s) = 0, S2
1(s; 0) = 0, h12(s; 0) = 0

37Die anderen Unterf�alle von det(x00; N0; N
0

0) = 0, f�ur die kein �0 existiert, lassen wir gleich weg.
38Diese Funktion soll nicht mit der Funktion f , die im Zusammenhang mit � verwendet wird, verwech-

selt werden.
39Wir setzen voraus, da� �, f gegeben sind. Dabei lassen wir die restlichen Bedingungen an die An-

fangswerte au�er acht.
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, N1(s; 0) = N 0

0(s) = �S1
1(s; 0)x1(s; 0) = �S1

1(s; 0)x
0

0(s):

x0 ist damit auch Kr�ummungslinie von x.

Ein Vektorfeld ~�0, das auch (5.7){(5.10) erf�ullt, kann man dann darstellen als

~�0(s) = �(s; 0) + f̂(s)"�2(s; 0) = �+(s; 0) + f̂(s)�+2 (s; 0) = ��(s; 0)� f̂(s)��2 (s; 0):

Das ist zwar genau die Darstellung von (5.22), nur mit "�2 statt x00 ^ N0. Aber um
die Gr�o�en der von x0; N0; ~�0 induzierten Fl�ache ~x durch die Gr�o�en der von x0; N0; �0
erzeugten Fl�achen auszudr�ucken, ist diese Darstellung besser geeignet.
x0; N0; ~�0 induzieren eine elliptische (~" = 1) bzw. eine hyperbolische (~" = �1) Blaschke{
Immersion ~x, deren Gr�o�en l�angs (s; 0) diese Form haben:

~x1(s; 0) = x00(s) = x+1 (s; 0) = x�1 (s; 0)
~N(s; 0) = N0(s) = N+(s; 0) = N�(s; 0)

~�(s; 0) = ~�0(s) = �+(s; 0) + f̂(s)�+2 (s; 0) = ��(s; 0)� f̂(s)��2 (s; 0)

~�1(s; 0) = ~�00(s) = (~�(s; 0))0

= �+1 (s; 0) + f̂ 0(s)�+2 (s; 0) + f̂(s)�+21(s; 0)

= (1 + f̂(s)�
+ 1

21 (s; 0))�+1 (s; 0) + (f̂ 0(s) + f̂(s)�
+ 2

21 (s; 0))�+2 (s; 0)

= ��1 (s; 0)� f̂ 0(s)��2 (s; 0)� f̂(s)��21(s; 0)

= (1� f̂(s)�
� 1

21 (s; 0))��1 (s; 0)� (f̂ 0(s) + f̂(s)�
� 2

21 (s; 0))��2 (s; 0)

~�2(s; 0) = ~"~x1 ^ ~N(s; 0) = ~"�+2 (s; 0) = �~"��2 (s; 0)

~x2(s; 0) = ~�1 ^ ~�(s; 0)

= (1 + f̂(s)�
+ 1

21 (s; 0))�+1 ^ �
+(s; 0)

+(1 + f̂(s)�
+ 1

21 (s; 0))f̂(s)�+1 ^ �
+
2 (s; 0)

+(f̂ 0(s) + f̂(s)�
+ 2

21 (s; 0))�+2 ^ �
+(s; 0)

= (1 + f̂(s)�
+ 1

21 (s; 0))x+2 (s; 0)

+(1 + f̂(s)�
+ 1

21 (s; 0))f̂(s)N+(s; 0)E+(s; 0)

�(f̂ 0(s) + f̂(s)�
+ 2

21 (s; 0))x+1 (s; 0)

= (1� f̂(s)�
� 1

21 (s; 0))��1 ^ �
�(s; 0)

�(1� f̂(s)�
� 1

21 (s; 0))f̂(s)��1 ^ �
�

2 (s; 0)

�(f̂ 0(s) + f̂(s)�
� 2

21 (s; 0))��2 ^ �
�(s; 0)

= (1� f̂(s)�
� 1

21 (s; 0))x�2 (s; 0)

+(1� f̂(s)�
� 1

21 (s; 0))f̂(s)N�(s; 0)E�(s; 0)

�(f̂ 0(s) + f̂(s)�
� 2

21 (s; 0))x�1 (s; 0)

det(~x1; ~x2; ~N)(s; 0) = ~"det(~�; ~�1; ~�2)(s; 0) = ~E(s; 0)

= �~�00(x
0

0)(s)

= (1 + f̂(s)�
+ 1

21 (s; 0))E+(s; 0)

= (1� f̂(s)�
� 1

21 (s; 0))E�(s; 0)

~x11(s; 0) = x000(s) = x+11(s; 0) = x�11(s; 0)
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~x21(s; 0) = @1(~x2(s; 0)) = (~x2(s; 0))
0

~�21(s; 0) = (~�2(s; 0))
0 = ~"�+21(s; 0) = �~"��21(s; 0)

~�11(s; 0) = (~�1(s; 0))
0

~S1
1(s; 0) = �

~�1( ~N 1)

~�1(~x1)
(s; 0)

= �
(1 + f̂(s)�

+ 1

21 (s; 0))�+1 (N
+
1 )(s; 0) + 0

(1 + f̂(s)�
+ 1

21 (s; 0))�+1 (x
+
1 )(s; 0) + 0

= S+1
1 (s; 0) = S�1

1 (s; 0)

~S2
1(s; 0) = �

det(~x1; ~N1; ~N)(s; 0)

det(~x1; ~x2; ~N)(s; 0)
= 0 = S+2

1 (s; 0) = S�2
1 (s; 0)

Eigenschaften der von x0, N0, �0 bzw. x0, N0, ~�0 erzeugten Fl�achen x bzw. ~x sind:

1.) Sie sind isotherm parametrisiert, besitzen alle die Kurve x0 als Parameterlinie, die
Normale l�angs x0 ist mitN0 identisch und f�ur die Mittlere und Gau�sche Kr�ummung
gilt �(H;K) = �( ~H; ~K) = f . Das folgt aus Satz 5.3.

2.) Es gilt ~x1(s; 0) = x1(s; 0) = x00(s). ~x2(s; 0) liegt genau dann in der von x1(s; 0),
x2(s; 0) aufgespannten Ebene, wenn f̂ = 040 ist, die Tangentialebene �andert sich
also bei einem �Ubergang von �0 zu ~�0.

3.) Dagegen bleiben ~�1(s; 0), ~�2(s; 0) immer in der von �1(s; 0), �2(s; 0) aufgespannten
Ebene.

4.) Weil ~S2
1(s; 0) = S2

1(s; 0) = 0 gilt, ist die Matrix von S und von ~S diagonal. x0 ist
daher f�ur x und ~x Kr�ummungslinie, vgl. 5.12.

Bemerkung: Nach der Formulierung in [Bl1] gibt man neben der Kurve nicht ein Vektor-
feld, sondern zu jedem Kurvenpunkt den Tangentialraum vor. Das Bj�orlingsche Problem
besteht darin, eine Minimal
�ache durch die Kurve zu �nden, die auch noch im Tangenti-
alraum jeweils mit dem vorgegebenen Tangentialraum �ubereinstimmt.
Bei der euklidischen Normalisierung ist es egal, ob man den Tangentialraum l�angs der
Kurve oder die euklidische Normale angibt. Diese legt ja eindeutig den Tangentialraum
fest.
So gesehen ist die Vorgabe von x0, N0, �0 bei anderer Normalisierung das Analogon
zur Vorgabe von x0 und einem Einheitsvektorfeld orthogonal zu x00. �0 �ubernimmt die
Aufgabe, den Tangentialraum festzulegen.
Gibt man nur x0 und N0 an, so scheint man auf den ersten Blick genauso vorzugehen
wie beim euklidischen Bj�orlingschen Problem. Dies tri�t aber nur im 1. Fall zu, da hier
�0 und damit der Tangentialraum auf der Kurve �xiert ist. Im 2. Fall bergen x0, N0

allein zu wenig Information, daher kommt es auch, wie in 2.) bemerkt, zu verschiedenen
Tangentialr�aumen, abh�angig davon, welches ~�0 aus (5.22) man nimmt.

Beispiele: F�ur die Beispiele sei N = Nb und �(H;K) = H. Wir werden mit Hilfe der
Methode aus Abschnitt 5.6 die Konormalen der von x0, N0, ~�0 induzierten A�nminimal-

�achen berechnen. Die verwendeten Vektorfelder ~�0 sind aber auch f�ur den FallH = f 6= 0
geeignet, nicht unbedingt aber f�ur �(H;K) = K.

40Das gilt zwar auch, wenn 1 + f̂(s)�
+ 1

21 (s; 0) = 0 bzw. 1 � f̂(s)�
� 1

21 (s; 0) = 0 ist, aber dann ist ~x
nicht regul�ar.
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1.) Nehmen wir die Vorgaben aus dem Beispiel 3.) (Wendel
�ache) von Abschnitt 5.6.3, so
gilt:

det(x00; N0; N
0

0) = 1 und det(x00; N
0

0; x
00

0) = �2:

Hier haben wir ein Beispiel f�ur den 1. Fall. Das Vektorfeld �0 ist eindeutig durch x0, N0

festgelegt.

2.) Wir untersuchen die u{Linie eines Paraboloids und die Normale l�angs dieser Kurve,
wie im 1. Beispiel von 5.6.3:

x0(s) =

0
@ s

0
1
2
s2

1
A ; x00(s) =

0
@ 1

0
s

1
A ; x000(s) =

0
@ 0

0
1

1
A ; N0(s) =

0
@ 0

0
1

1
A ;

x00 ^N0(s) = (0;�1; 0)

Da hier aber
det(x00; N0; N

0

0) = 0; det(x00; N0; x
00

0) = 0 und x000 6= bx00

ist, kann man statt �0(s) = (�s; 0; 1) auch

~�0(s) = �0(s) + f̂(s)x00 ^N0(s) = (�s;�f̂(s); 1)

nehmen. Wir erhalten f�ur U , V , Z:

U(s) =
1

2
(�s;�s� f̂(s); 1); V (s) =

1

2
(�s; s� f̂(s); 1);

Z(s) =
1

2
(�s; is� f̂(s); 1)

Damit ergibt sich:

��(u; v) = (�u; v �
1

2
(f̂(u� v) + f̂(u+ v)); 1)

�+(u; v) = (�u;�v � Re f̂(u+ iv); 1)

f̂ bezeichne auch die holomorphe Fortsetzung von f̂(s).
Die A�nminimal
�achen und Normalen haben die Form:

x�(u; v) =

0
@ u+ 1

2
(f̂(u� v)� f̂(u+ v))

v
1
2
(u2 � v2) + 1

2
u(f̂(u� v)� f̂(u+ v))� 1

2
(F (u� v)� F (u+ v))

1
A ;

x+(u; v) =

0
@ u� Im f̂(u+ iv)

v
1
2
(u2 + v2)� uIm f̂(u+ iv) + ImF (u+ iv)

1
A ;

N�(u; v) = N+(u; v) =

0
@ 0

0
1

1
A ;

wobei F eine Stammfunktion von f̂ sei, im elliptischen Fall die komplexe Stammfunktion
von f̂ mit ImF (u) = 0, f�ur u 2 IR.
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3.) Seien nun �ahnlich wie in 2.)

x0(s) =

0
@ s

0
1
2
s2

1
A ; x00(s) =

0
@ 1

0
s

1
A ; x000(s) =

0
@ 0

0
1

1
A ; N0(s) =

0
@ 0

1
0

1
A ;

x00 ^N0(s) = (�s; 0; 1)

gegeben. Obwohl bei N0 nur Komponenten vertauscht wurden, haben diese Vorgaben
andere Eigenschaften: Es gilt

det(x00; N0; N
0

0) = 0; det(x00; N0; x
00

0) = 1:

Das Vektorfeld
�nr0 (s) = (0; 1; 0)

darf nicht verwendet werden. Erlaubte Vektorfelder sind

~�0(s) = �nr0 (s) + f̂(s)x00 ^N0(s) = (�sf̂(s); 1; f̂(s));

wenn f̂(s) nicht 0 ist.
Wir erhalten f�ur U , V , Z:

U(s) =
1

2
(�sf̂(s)�

1

2
s2; 1; f̂(s) + s); V (s) =

1

2
(�sf̂(s) +

1

2
s2; 1; f̂(s)� s);

Z(s) =
1

2
(�sf̂ (s) +

1

2
is2; 1; f̂(s)� is)

Damit ergibt sich:

��(u; v) =

0
@ �1

2
(f̂(u� v)(u� v) + f̂(u+ v)(u+ v)) + uv

1
1
2
(f̂(u� v) + f̂(u+ v))� v

1
A
T

;

�+(u; v) = (�Re f̂(u+ iv)u+ Im f̂(u+ iv)v � uv; 1; Re f̂(u+ iv) + v)

f̂ stehe auch f�ur die holomorphe Fortsetzung von f̂(s).
Bezeichnen wir f̂(u� v) mit f̂�, f̂(u+ v) mit f̂+, Re f̂(u+ iv) mit Re f̂ und Im f̂(u+ iv)
mit Im f̂ , so haben die A�nminimal
�achen und Normalen die Form:

x�(u; v) =

0
@ 1

2
(f̂� � f̂+) + u

1
2
f̂�f̂+v �

1
2
(f̂� + f̂+)v

2 + 1
3
v3 + 1

2
(F(u+ v)� F(u� v))

1
2
((u� v)f̂� � (u+ v)f̂+) +

1
2
(u2 + v2)

1
A ;

x+(u; v) =

0
@ �Im f̂ + u

Re f̂v2 + 1
3
v3 + 1

2
(Re f̂)2v + 1

2
(Im f̂)2v + ImF(u+ iv)

�Im f̂u� Re f̂v + 1
2
(u2 � v2)

1
A ;

N�(u; v) = N+(u; v) =

0
@ 0

1
0

1
A ;

wobei F eine Stammfunktion von 1
2
f̂ 2 sei, im elliptischen Fall die komplexe Stammfunk-

tion von 1
2
f̂ 2 mit ImF(u) = 0, f�ur u 2 IR.

In Beispiel 1.) ist �0(N
00

0 ) 6= 0. �0 kann somit auch verwendet werden f�ur �(H;K) = K.
Im Gegensatz dazu gilt bei 2.) und bei 3.) je ~�0(N

00

0 ) = 0. F�ur diese Vorgaben x0, N0, ~�0
kann also Satz 5.3 mit � = K nicht benutzt werden.
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5.12 Spezielle Fl�achenkurven

In diesem Abschnitt werden wir untersuchen, wie man zu einer gegebenen Kurve x0 das
Vektorfeld N0 w�ahlen sollte, damit x0 eine Fl�achenkurve mit speziellen Eigenschaften f�ur
eine Fl�ache x wird, die von x0 und diesem N0 induziert wird.

Wir gehen also noch weiter als im letzten Abschnitt. Dort haben wir zu x0 und N0 ein
geeignetes �0 gesucht. Hier geben wir nur noch x0 vor, bestimmen damit ein Vektorfeld
N0 und anschlie�end auch noch �0 wie in 5.11.

Sei x0 eine regul�are, in s = 0 analytische Kurve, f�ur die x00 und x
00

0 linear unabh�angig sind.
W�are dies nicht so, k�onnten (5.7) und (5.10) nicht beide erf�ullt werden.

Wir wollen eine Fl�ache erhalten, die eine der in den Abschnitten 5.5, 5.8 oder 5.9 bespro-
chenen Normalisierungen hat, isotherm bzgl. der quadratischen Grundform parametrisiert
ist und x0 als Parameterlinie enth�alt. Da wir Satz 5.3, 5.4 oder 5.5 anwenden wollen, unter-
suchen wir nur Kurven, die eine solche Eigenschaft als Parameterlinie �uberhaupt besitzen
k�onnen. Z. B. fallen Asymptotenlinien, also Kurven mit �(x000) = 0, weg. Auch bestimmte
Kr�ummungslinien sind nicht m�oglich.

Wir gehen zun�achst immer von einer isotherm parametrisierten Fl�ache xmit der Normalen
N = Nb bzw. N = N� oder N = �N�

c , � 6= 0, aus und bestimmen notwendige Bedin-
gungen an die Parameterlinie x0(s) = x(s; 0), die Kr�ummungslinie (Abschnitt 5.12.1)
oder Null{Linie (Abschnitt 5.12.2) ist, und an weitere Gr�o�en. Mit Hilfe dieser Bedin-
gungen konstruieren wir dann umgekehrt zu einer vorgegebenen Kurve x0 ein geeignetes
Vektorfeld N0.

�, f , " aus Satz 5.3, 5.4, 5.5 seien fest.

5.12.1 Kr�ummungslinien

x(u(s); v(s)) ist Kr�ummungslinie einer Fl�ache x mit Shape{Operator S, wenn

S((u0(s); v0(s))T ) = �(s)(u0(s); v0(s))T

l�angs der Kurve gilt. Der Vektor (u0(s); v0(s))T ist dann ein Eigenvektor, �(s) ein Eigenwert
von Sj(u(s);v(s)), d. h. eine Hauptkr�ummung.

Wir werden nur Kr�ummungslinien betrachten, die auch Parameterlinien sind41, und solche
Fl�achen, f�ur die die Matrix von S l�angs (s; 0) diagonalisierbar ist und die Eigenwerte
reell42.

Sei x0(s) = x(s; 0) Parameterlinie, d. h. u(s) = s, v(s) = 0, (u0(s); v0(s)) = (1; 0), und
Kr�ummungslinie. Um die Bedingung

S((1; 0)T ) = (S1
1 ; S

1
2)
T = �(s)(1; 0)T

41L�angs einer Parameterlinie einer isotherm parametrisierten Fl�ache kann (Sj
i ) wegen der Ricci{

Gleichung nicht die Form

�
� 1
0 �

�
haben.

42Im elliptischen Fall ist das immer so.
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zu erf�ullen, mu� die Matrix der Ski an den Punkten (s; 0) die Form�
�(s) 0
0 �(s)

�

haben, da wegen der Ricci{Gleichung S2
1 = "S1

2 gilt und S1
2(s; 0) = 0 ist. Es ergibt sich

N1(s; 0) = ��(s)x1(s; 0) = �S1
1(s; 0)x1(s; 0):

Sei N0(s) := N(s; 0). S2
1(s; 0) ist also gleich 0. Nach Abschnitt 5.3 ist S2

1(s; 0) ein Vielfa-
ches von det(x00; N

0

0; N0)(s). N
0

0 ist damit notwendig eine Linearkombination von x00, N0,
genauer gesagt ist es ein Vielfaches von x00, weil N eine Relativnormale ist.

Gehen wir umgekehrt vor, haben wir also eine Kurve x0 vorgegeben und suchen ein
Vektorfeld N0, so da� x0 eine Kr�ummungslinie der entstehenden Fl�ache wird, mu� N 0

0

ein Vielfaches von x00 sein. Wir k�onnen daher durch Vorgabe einer Funktion �(s) ein
Vektorfeld N0 konstruieren, indem wir

N 0

0(s) := ��(s)x00(s)

setzen. �(s) ergibt bei der sp�ater zu konstruierenden Fl�ache S1
1(s; 0) und ist eine Haupt-

kr�ummung. N0(s) ist zun�achst nicht eindeutig festgelegt, erst nach Angabe von N0(0). Es
ist darauf zu achten, da� x00 und N0 in einer Umgebung von s = 0 linear unabh�angig sind.
Diese Eigenschaften sind nicht abh�angig von der Parametrisierung von x0. Ist ~x0(t(s)) =

x0(s), so erh�alt man durch ~N
0

0(t(s)) := ��(s)~x00(t(s)) und ~N0(t(0)) = N0(0) ein Vektorfeld
mit ~N 0(t(s)) = N0(s).

Nun mu� man noch �0 angeben. Es tritt aber hier genau der Fall ein, da� �0 durch x0; N0

nicht eindeutig bestimmt ist, siehe Abschnitt 5.11, und zwar ist �0(N
0

0) = ���0(x
0

0) = 0
f�ur alle �0 mit (5.7). Man mu� x000 betrachten und erh�alt zwei F�alle:

� 1. Fall: N0(s), x
0

0(s), x
00

0(s) sind linear unabh�angig.

Dann ist �0 festgelegt durch

�0(x
0

0)(s) = 0; �0(N0)(s) = 1; �0(x
00

0)(s) = e(s)

mit e(s) 6= 0, das angegeben werden mu�. Aus x0 und den so festgelegten N0, �0
kann man dann nach Satz 5.3, 5.4 bzw. 5.5 eine elliptische bzw. hyperbolische Fl�ache
in isothermen Parametern gewinnen, die x0 als Kr�ummungslinie enth�alt und die die
gew�unschte Normalisierung hat. e(s) ist bei dieser Fl�ache E(s; 0). Die Fl�ache ist
daher eindeutig festgelegt durch x0(s), N0(0), �(s), E(s; 0).

Beispiel: Sei x0(s) = (s; 0; 1
2
s2)T , �(s) = 0, N0(0) = (0; 1; 0)T . N0(s) ist dann

(0; 1; 0). Verwendet man e(s) = f̂(s) 6= 0, ergibt sich das 3. Beispiel aus 5.11.

� 2. Fall: x000 = ax00 + bN0, b 6= 0, gilt in einer Umgebung von 0.

F�ur alle �0 mit (5.7), (5.8) gilt �0(x
00

0) = b. Es gibt hier eine Schar von Vektorfeldern
�0, die als Konormale l�angs der Kurve geeignet sind, und deshalb eine Schar von
Fl�achen mit x0 als Kr�ummungslinie, f�ur die E(s; 0) = b(s) gilt.

Beispiel: Sei x0(s) = (s; 0; 1
2
s2)T , �(s) = 0, N0(0) = (0; 0; 1)T . N0(s) ist dann

(0; 0; 1), b(s) = 1. Hier ergibt sich das 2. Beispiel aus 5.11.
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Wir haben, wie in 5.11, nur (5.7){(5.10) f�ur �0 und S
2
1(s; 0) = 0 zur Berechnung von N0

einbezogen. Weitere Bedingungen an die Anfangswerte k�onnen die Wahl von N0 oder �0
einschr�anken. Gilt z. B. �(s) = 0, kann es keine Fl�ache mit K(s; 0) 6= 0 geben.

Im Grunde k�onnen wir auch so rechnen, wenn N die euklidische Normale von x werden
soll. Hier mu�N0 jedoch noch anderen Bedingungen gen�ugen: N0 mu� den Betrag 1 haben,
orthogonal zu x00 sein und die restlichen in 5.7 verlangten Kriterien erf�ullen. � = 0 etwa
kann nicht gelten, sonst w�are x nicht regul�ar.

5.12.2 Null{Linien bez�uglich h

Wir werden nun zu Fl�achenkurven x(u(s); v(s)) kommen, die

h11(u(s); v(s))u
02(s) + 2h12(u(s); v(s))u

0(s)v0(s) + h22(u(s); v(s))v
02(s) = 0

erf�ullen. Ist x eine isotherm parametrisierte Fl�ache und x0(s) = x(s; 0) Parameterlinie
mit obiger Eigenschaft, so gilt h11(s; 0) = 0 und damit S1

1(s; 0) = 0.

Wir konstruieren also N0, �0 so, da� bei der induzierten Fl�ache S1
1(s; 0) = �

�0
0
(N 0

0
)

�0
0
(x0

0
)
(s) = 0

gilt.
Wir werden zuerst versuchen, zu x0 ein geeignetes Vektorfeld �0 zu �nden und dann N0,
das der Bedingung �00(N

0

0) = 0 gen�ugt, daraus abzuleiten.
Nach Voraussetzung sind x00(s), x

00

0(s) linear unabh�angig. Dann ist nach Vorgabe einer
analytischen Funktion e(s) 6= 0 durch

�0(x
0

0)(s) = 0; �0(x
00

0)(s) = e(s)

eine Schar von Vektorfeldern �0 de�niert, die als Konormalenfelder m�oglich sind. Ein
solches �0 hat notwendig die Eigenschaft, da� �0 und �

0

0 linear unabh�angig sind.
Es k�onnen f�ur �0 nur diese F�alle auftreten:

� 1. Fall: �0(s), �
0

0(s), �
00

0(s) sind linear unabh�angig.

N0 ist dann eindeutig durch

N0 :=
�00 ^ �

00

0

det(�0; �00; �
00

0)

bestimmt. Es gilt wirklich (5.8), (5.9) und �00(N
0

0)(s) = ��000 (N0)(s) = h11(s; 0) = 0.

� 2. Fall: �000 = a�0 + b�00 gilt in einer Umgebung von 043.

Hier mu� a = 0 sein, sonst w�urde f�ur jedes N0, das (5.8), (5.9) erf�ullt, auch
�000(N0)(s) = �h11(s; 0) = a(s) 6= 0 gelten.

Ist daher �000(s) = b(s)�00(s), so gilt f�ur jedes Vektorfeld N0, das der Bedingung (5.9)
gen�ugt, auch �000 (N0) = �h11 = 0. N0 ist hier nicht eindeutig.

43Wenn det(�0; �
0

0; �
00

0 ) nur f�ur s = 0 verschwindet, wenden wir in der Umgebung von 0 den 1. Fall an
und setzen N0 fort.
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Man kann auch umgekehrt vorgehen und zuerst N0 dann �0 bestimmen. Es ergeben sich
diese F�alle:

� 1. Fall: S2
1(s; 0) 6= 0.

Ist x eine isotherm parametrisierte Blaschke{Immersion mit S2
1(s; 0) 6= 0, S1

1(s; 0) =
0, dann sind x1, N1, x11 und x1, N1, N jeweils linear unabh�angig und x1, N1, N11

linear abh�angig l�angs (s; 0). Und zwar gilt nach den Ableitungsgleichungen von Gau�
und Weingarten:

det(x1; N1; N) = �S2
1 det(x1; x2; N)

det(x1; N1; x11) = det(x1;�S
1
1x1 � S2

1x2; EN) = �S2
1E det(x1; x2; N)

det(x1; N1; N11)

= det(x1;�S
2
1x2;�@1(S

1
1)x1 � @1(S

2
1)x2 � S1

1x11 � S2
1x21)

= det(x1;�S
2
1x2;�S

1
1h11N � S2

1h21N) = S1
1S

2
1E det(x1; x2; N):

Ist jetzt eine Kurve x0 gegeben, w�ahle man ein N0, f�ur das sowohl x
0

0; x
00

0; N
0

0 als
auch x00; N

0

0; N0 linear unabh�angig sind, aber N
00

0 eine Linearkombination von x00, N
0

0

ist. Es ergibt sich

E(s; 0) =
det(x00; N

0

0; x
00

0)

det(x00; N
0

0; N0)
(s)

und44 daraus

S2
1(s; 0) = �

det(x00; N
0

0; N0)(s)

E(s; 0)
= �

(det(x00; N
0

0; N0)(s))
2

det(x00; N
0

0; x
00

0)(s)
:

Ist also S2
1(s; 0) vorgegeben, kann man nicht ein beliebiges N0 mit den obigen Bedin-

gungen f�ur lineare Abh�angigkeit nehmen, sondern mu� auch noch die eben erw�ahnte
Gleichung beachten.

�0 ist dann eindeutig �xiert durch (die linear unabh�angigen) x00, N
0

0:

�0 =
x00 ^N

0

0

det(x00; N
0

0; N0)
:

� 2. Fall: S2
1(s; 0) = 0.

Man setze �(s) = 0 und verwende Abschnitt 5.12.1.

Bei den anderen Normalisierungen geht man bis auf die Festlegung von S2
1 genauso vor.

Bei euklidischer Normalisierung kann aber S1
1(s; 0) oder h11(s; 0) nicht 0 werden, siehe die

Ausnahmekriterien in 5.7.

44Bis dahin kann man bei allgemeinen Relativnormalen analog arbeiten. Bei diesem Quotienten aber
w�urde �q2E im Nenner stehen.
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