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Kapitel 1

Einführung

Far better an approximate answer to the right question, which is often vague, than an exact
answer to the wrong question, which can always be made precise. � John W. Tukey

Diese Aussage tri�t besonders auf die Numerische Analysis zu. Sie beschäftigt sich mit
den Eigenschaften der approximativen Lösung von Problemen, die nicht analytisch erfaÿt
werden können. Deshalb muÿ sich der Numeriker häu�g mit Näherungen zufrieden geben,
die zumindest qualitativ den Charakter der exakten Lösung erfassen sollten. Zur Eichung
oder zum Abschätzen der Eignung der verwendeten Verfahren können geeignete Beispiele
konstruiert werden, die sich auch analytisch fassen lassen. Die eigentlich interessierenden
ursprünglichen Probleme allerdings entstammen häu�g der Physik, dem Ingenieurwesen
oder anderen Bereichen der �realen� Welt und verlangen vom Numeriker eine zumindest
näherungsweise Lösung.

Die vorliegende Dissertation befaÿt sich mit der quantitativen Stabilität der Stokes-
Gleichungen, die die Strömung langsam �ieÿender, hochviskoser Fluide beschreiben. Ei-
nerseits werden hierzu die kontinuierlichen Gleichungen untersucht, auf der anderen Seite
spielt deren approximative Lösung mittels eines Finite-Elemente-Verfahrens eine wichtige
Rolle. Neben qualitativen Stabilitätsaussagen, die bereits seit langem bekannt sind, wer-
den hier nun quantitative Ergebnisse vorgestellt, die erstmals eine präzise Abschätzung
der zu erwartenden Fehler a priori gestatten. Anhand der dabei gefundenen Erkenntnisse
wurde ein neuer, robuster und schneller Stokes-Löser entwickelt, der auf dem bekannten
Uzawa-Verfahren aufbaut und dieses ganz besonders bei schwierigen Problemen erheblich
verbessert. Zahlreiche numerische Beispiele unterstreichen die theoretischen Ergebnisse und
demonstrieren anschaulich die prognostizierten Eigenschaften.

1



2 KAPITEL 1. EINFÜHRUNG

1.1 Stokes-Gleichungen

Diese Arbeit befaÿt sich wie bereits erwähnt mit den Stokes-Gleichungen

��~u +rp = ~f; (1.1)
div ~u = g;

ergänzt durch geeignete Randbedingungen. Physikalisch werden durch die Stokes-Glei-
chungen langsame Strömungen hochviskoser Fluide beschrieben, wobei �langsam� und
�hochviskos� geeignet zu de�nieren sind. Sie entstehen aus den allgemeinen Navier-Stokes-
Gleichungen

@

@t
�~u+r (�~u� ~u) +rp� � divU = 0;

D~u+ (D~u)T � 2

3
div ~u = U;

@�

@t
+ div �~u = 0; (1.2)

@e

@t
+ div ((e+ p) ~u) = 0;

�� +
1

2
�~u2 = e;

die sich wiederum aus den grundlegenden physikalischen Gesetzen der Impuls-, Massen- und
Energieerhaltung sowie dem Newtonschen Schubspannungsansatz für die viskose Reibung
ergeben. Je nach Strömungssituation und Fluid werden sie noch ergänzt durch verschiedene
Materialgesetze, die den Druck p, die Dichte � und die innere Energie des Mediums �
miteinander verknüpfen, eventuell unter Einbeziehung weiterer physikalischer Gröÿen wie
der Temperatur, von der dann wiederum die Viskosität � abhängen kann.

Es ist allgemein anerkannt, daÿ die Navier-Stokes-Gleichungen (1.2) physikalische Strö-
mungen vollständig beschreiben, solange der Newtonsche Schubspannungsansatz Gültigkeit
besitzt, was für viele interessierende Fluide in weiten Bereichen zutri�t. Allerdings sind sie
wegen ihrer hyperbolischen, parabolischen und elliptischen Terme und der Nichtlinearität
einer vollständigen Lösung praktisch unzugänglich, was verschiedene Vereinfachungen je
nach Strömungssituation erfordert. So kann häu�g in guter Näherung davon ausgegangen
werden, daÿ es sich um ein inkompressibles Fluid handelt, was für Flüssigkeiten und Gase
bei Geschwindigkeiten deutlich unterhalb der Schallgeschwindigkeit zutri�t. In vielen Fäl-
len ist das Problem dann auch isotherm, so daÿ eine weitere Unbekannte und die zugehörige
Gleichung wegfallen. Es bleiben die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen

�

�
@~u

@t
+ (~u � r) ~u

�
+rp� ��~u = 0; (1.3)

div ~u = 0;
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deren Lösung immer noch schwierig genug ist, da sie durch die Nichtlinearität bei höheren
Geschwindigkeiten zu chaotischem Verhalten und damit Turbulenz neigen. Wegen der dann
auftretenden Zeit- und Längenskalen über viele Gröÿenordnungen ist eine Diskretisierung,
die alle physikalischen Phänomene au�öst, für die meisten technisch relevanten Strömungs-
situationen auf heutigen Computern und wohl auch in naher Zukunft nicht berechenbar, so
daÿ häu�g phänomenologische Modelle zur Beschreibung der Turbulenz eingesetzt werden.

Die hier untersuchten Stokes-Gleichungen (1.1) jedoch liegen am anderen Ende des
Spektrums bei sehr kleinen Geschwindigkeiten, die es gestatten, den quadratischen Term
in (1.3) zu vernachlässigen. Sind Randbedingungen und Gebiet nicht explizit zeitabhän-
gig, bleibt dann auch die Strömung stationär und nach einer geeigneten Umskalierung des
Druckes (mit 1

�
) entstehen gerade die Stokes-Gleichungen (1.1). Sie beschreiben schlei-

chende Strömungen und gelten, solange die Reynolds-Zahl klein bleibt, die sich aus der
Entdimensionierung von (1.3) zu

Re =
�l j~uj
�

(1.4)

ergibt mit einer für das Problem charakteristischen Länge l und einer charakteristischen
Geschwindigkeit ~u. Dies ist der Fall bei sehr langsamen Geschwindigkeiten (Sickerströmun-
gen), sehr kleinen Körpern (Pusteblumenschirmchen) oder groÿen Viskositäten (Honig).

1.2 Partielle Di�erentialgleichungen mit
Nebenbedingungen

Von der mathematischen Seite bilden die Stokes-Gleichungen ein lineares elliptisches Di�e-
rentialgleichungssystem zweiter Ordnung mit linearer lokaler Nebenbedingung. Sie bilden
für diese Problemklasse gewissermaÿen den Prototypen, an dem sich zahlreiche Phänomene
studieren und dann auf allgemeinere Probleme übertragen lassen. Der Druck p kann dabei
als Lagrange-Multiplikator der Nebenbedingung interpretiert werden.

Die eindeutige Existenz einer klassischen Lösung, d.h zweimal stetig di�erenzierba-
rer Geschwindigkeiten und stetig di�erenzierbaren Druckes, ist nur unter relativ starken
Einschränkungen an die Glattheit von Rändern und Daten gesichert. Die variationelle For-
mulierung oder schwache Form

(D~u;D~v)� (p; div~v) = (~f;~v) 8~v; (1.5)
(div ~u; q) = (g; q) 8q

hingegen gestattet die Untersuchung von Existenz und Eindeutigkeit in geeigneteren Räu-
men mit schwächeren Di�erenzierbarkeitseigenschaften und unter recht allgemeinen Vor-
aussetzungen an Gebietsränder und Daten.
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Das Stokes-System in der schwachen Form bildet für das Lagrange-Funktional

L (~v; q) =
1

2
(D~v;D~v)� (div~v; q)� (~f;~v) + (g; q) (1.6)

ein Sattelpunktproblem, wobei für die Lösung (~u; p) von (1.5) gilt

L (~u; q) � L (~u; p) � L (~v; p) 8~v; 8q:

1.3 Motivation der Untersuchungen

Wie bei den meisten physikalisch motivierten mathematischen Problemen ist eine exakte
Lösung nur in den seltensten Fällen möglich, so daÿ eine diskrete Näherungslösung gesucht
wird. Dabei stellt sich selbstverständlich die Frage nach der Genauigkeit der berechneten
diskreten Lösung, d.h. die zu erwartende Abweichung von der eigentlich gesuchten exakten
Lösung. Bei der mathematischen Analyse taucht dabei die Ladyzhenskaya-Konstante L
auf, die eine Aussage über die Koerzivität der Bilinearform (div~v; q) darstellt und eine
Eigenschaft des zur Diskussion stehenden Gebietes ist. Sie ist de�niert durch

LkqkL2
0
� sup

~v2H1;2
0

(div~v; q)

k~vkH1;2
0

8q 2 L2
0: (1.7)

Zur Notation sei auf Anhang B verwiesen. Die Existenz der Ladyzhenskaya-Konstanten
L > 0 ist bereits für den Existenz- und Eindeutigkeitsbeweis der Lösung von (1.5) erfor-
derlich und ist deshalb bereits seit geraumer Zeit Gegenstand mathematischen Forschungs-
interesses. Die wesentlichen Arbeiten hierzu sind in [Gal94a] aufgeführt und stammen von
Cattabriga [Cat61], Ladyzhenskaya [Lad69], Ne£as [Ne£67], Babu�ska und Aziz [BA72],
Solonnikov und �£adilov [S�73], Ladyzhenskaya und Solonnikov [LS78], Amick [Ami77],
Bogovski�i [Bog79], [Bog80], Erig [Eri82], Piletskas [Pil83], [Pil84], Giaquinta und Modica
[GM82], Solonnikov [Sol83], Kapitanski�i und Piletskas [KP86], von Wahl [vW89], [vW90],
Borchers und Sohr [BS90] und schlieÿlich Galdi [Gal94a] selbst. Die verwandte Koerzivität
der Bilinearform (rot~v; ~w) wird behandelt von Griesinger [Gri90a], [Gri90b], Girault und
Raviart [GR86], Borchers und Sohr [BS90] und von Wahl [vW89], [vW90].

Die darin angeführten Beweise unterscheiden sich auÿer in der Technik in den Re-
gularitätsforderungen an das Gebiet 
. Im allgemeinsten Falle existiert danach bei be-
schränkten Gebieten die Ladyzhenskaya-Konstante für die Vereinigung endlich vieler Ge-
biete, die jeweils sternförmig bezüglich einer Kugel sind, oder anders ausgedrückt, Gebiete
mit Lipschitz-Rand bzw. erfüllter Kegelbedingung. Bei unbeschränkten Gebieten existiert
sie für das Äuÿere einer Kugel und wieder endlich viele sternförmige Gebiete oder auch
den Halbraum. Im Falle von Ecken (oder Kanten in 3D) mit Innenwinkel 0� gilt generell
L = 0. Eine quantitative Aussage ist jedoch im Rahmen dieser Beweise kaum möglich, da
die Entwicklung der Konstanten im Verlauf des Beweises � auch wenn er konstruktiv ist �
sehr schnell verschwindet und die verwendeten Abschätzungen zum Teil relativ grob sind.
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Selbst wenn es also gelänge, die Konstanten zu verfolgen, wäre das Ergebnis voraussichtlich
um mehrere Gröÿenordnungen zu pessimistisch. Die einzigen bekannten (scharfen) Werte
gelten für den Kreis (1

2

p
2) und die Kugel (1

3

p
3) und stammen von Horgan und Payne

[HP83] bzw. Velte [Vel90].
Quantitative Werte sind jedoch interessant im Hinblick auf die zeitliche und räumliche

Entwicklung laminarer Einlaufströmungen ([HW78], [AP89] und [APS93] sowie [Gal94a]
und [Gal94b]), so daÿ einigermaÿen scharfe Abschätzungen durchaus nötig sind.

Das diskrete Gegenstück, die Babu�ska-Brezzi-Konstante, bestimmt nun jedoch als Fak-
tor gerade die Gröÿe des Fehlers, der durch die Diskretisierung verursacht wird. Ihre bloÿe
Existenz ist wiederum ausreichend für qualitative Konvergenzaussagen. Für konkrete Feh-
lerabschätzungen ist jedoch auch eine quantitative Kenntnis dieser Konstanten sehr wün-
schenswert, worüber allerdings bislang nur sehr wenig bekannt ist. Wichtig ist die Gröÿe
der Konstanten jedoch nicht nur für Aussagen über den Diskretisierungsfehler, denn auch
die Konvergenzraten zahlreicher iterativer Verfahren zur Lösung der bei der Diskretisierung
entstehenden linearen Gleichungssysteme hängen von ihr ab.

Diese Erkenntnis stammt aus der vorangegangenen Diplomarbeit [Keÿ97], die für be-
stimmte Gebiete (sehr lang gestreckte Kanäle) eine rapide Abnahme der Konvergenzge-
schwindigkeit des Uzawa-Verfahrens konstatierte. Die Vermutung lag nahe, die Ursache
dafür in einer klein werdenden Babu�ska-Brezzi-Konstanten zu suchen. Da diese diskrete
Konstante von ihrem kontinuierlichen Gegenstück abhängt, stand letztere damit ebenfalls
im Mittelpunkt der Untersuchungen. Gleichzeitig sollte natürlich das Uzawa-Verfahren ver-
bessert werden, um die Unzulänglichkeiten bei ungünstigen Gebieten zu beheben. Obwohl
es nicht vollständig gelungen ist, den Ein�uÿ ungünstiger Konstanten auszuschalten, wurde
das Ziel jedoch weitgehend erreicht. Es wird vermutet, daÿ für diesen Anwendungszweck
iterative Verfahren generell von den Konstanten abhängen, und deshalb keine qualitativen
Fortschritte in dieser Richtung mehr möglich sind.

1.4 Überblick

Die anschlieÿenden Kapitel beleuchten von verschiedenen Seiten die Problematik um die
Stabilität der Stokes-Gleichungen und ihrer Diskretisierung im Finite-Elemente-Kontext.

� Kapitel 2 behandelt die analytischen Ergebnisse der Untersuchungen, eine Beweisskiz-
ze für die Existenz der Ladyzhenskaya-Konstanten und Zusammenhänge mit anderen
funktionalanalytischen Ungleichungen, die ebenfalls bewiesen werden.

� Kapitel 3 diskutiert die Bedeutung der Ladyzhenskaya-Ungleichung in diskreten Räu-
men, die dort Babu�ska-Brezzi-Bedingung genannt wird. Verschiedene Möglichkeiten
zur Finite-Elemente-Diskretisierung der betrachteten Stokes-Gleichungen werden mit
ihren jeweiligen Vor- und Nachteilen einander gegenübergestellt und Alternativen zur
Erfüllung der Babu�ska-Brezzi-Bedingung aufgezeigt. Dabei wird auch auf anisotrope
Diskretisierungen eingegangen.
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� Kapitel 4 erläutert verschiedene Varianten für den numerischen Algorithmus zur Be-
rechnung der Konstanten und betrachtet die zu erwartende Genauigkeit.

� Kapitel 5 stellt einen im Vergleich zum Uzawa-Verfahren erheblich verbesserten An-
satz zur iterativen Lösung der Stokes-Gleichungen vor, der auch bei sehr problema-
tischen Gebieten noch brauchbare bis gute Konvergenzraten erzielt.

� Kapitel 6 enthält einige ausgewählte Beispiele zur Demonstration der Eignung der
verschiedenen analytischen und numerischen Verfahren, die eine Bestimmung oder
zumindest Abschätzung der Ladyzhenskaya-Konstanten und der Babu�ska-Brezzi-
Konstanten erlauben.

� In Anhang A wird noch auf die konkrete Implementierung der verwendeten nume-
rischen Verfahren eingegangen, die ausgefeilte aktuelle Algorithmen verwenden, um
auch ohne Höchstleistungsrechner interessante Beispiele behandeln zu können.

� Anhang B zuletzt stellt die verwendete Notation und einige verwendete elementare
Beziehungen zusammen.

Die zur numerischen Untersuchung entwickelten Programme sind in der Lage, auf einem
handelsüblichen PC in vertretbarer Zeit allgemeine Eigenwertprobleme im Kontext der
Ladyzhenskaya-Ungleichung mit bis zu 105 Unbekannten zu bearbeiten oder mit dem ver-
besserten Verfahren aus Kapitel 5 die Stokesgleichungen mit bis zu 106 Unbekannten zu
lösen. Wie schon in der vorangegangenen Diplomarbeit [Keÿ97] hat sich erwartungsgemäÿ
im Laufe der Arbeit wieder gezeigt, daÿ zahlreiche interessante Phänomene erst bei die-
sen Problemgröÿen sichtbar werden und eine einfachere Implementierung beispielsweise in
Mathematica oder Matlab sehr schnell an ihre Grenzen stöÿt.

An dieser Stelle möchte ich mich bei allen bedanken, die zum Gelingen dieser Arbeit
beigetragen haben. Mein Dank gilt Prof. Dobrowolski, der diese interessante Fragestellung
nach Beendigung meiner vorangegangenen Diplomarbeit aufgeworfen hat und einem Phy-
siker Gelegenheit gegeben hat, diese in einer Mathematik-Promotion weiter zu verfolgen.
Seine Ideen haben meine Forschungen in wichtigen Momenten immer wieder vorangebracht.
Auÿerdem hat er den Kontakt zu Dr. John Barrett vom Imperial College der University of
London hergestellt, der mich bei einem achtmonatigen Aufenthalt in Groÿbritannien von
universitärer Seite betreut und mir geholfen hat, bürokratische Hürden zu überwinden,
und nicht zuletzt dafür gesorgt hat, daÿ sich die Studiengebühren in einem erträglichen
Rahmen hielten. Weiterhin bin ich der Universität Würzburg dankbar, die mir durch ein
Promotionsstipendium den �nanziellen Freiraum gescha�en hat, mich ohne anderweitige
Verp�ichtungen zwei Jahre lang ausschlieÿlich meiner Promotion zu widmen.

Schlieÿlich danke ich sehr herzlich meiner Frau Bettina, die in den letzten Wochen oft
zurückstehen muÿte und mich in dieser Zeit immer mit Rat und Tat unterstützt hat.



Kapitel 2

Kontinuierliches Problem

In der Einführung wurde bereits die Ladyzhenskaya-Ungleichung und die zugehörige Kon-
stante als Eigenschaft des Gebietes eingeführt, innerhalb dessen die Stokes-Gleichungen
zu lösen sind. Ähnliche Ungleichungen treten auch bei anderen Sattelpunktproblemen auf,
wie beispielsweise in der Strukturmechanik. Insbesondere die Ungleichung von Korn, die
später noch näher diskutiert wird, ist entscheidend für die Lösbarkeit der elastischen Glei-
chungen in der linearen Näherung. Generell sind solche Ungleichungen Gradmesser für die
Elliptizität der zugrundeliegenden Di�erentialgleichungssysteme.

2.1 Stabilität der Stokes-Gleichungen

Das Lösbarkeitsproblem der Stokes-Gleichungen (1.1) setzt sich wie fast immer aus zwei
Komponenten zusammen: der Stabilität für die Existenz einer Lösung und die Eindeutig-
keit. Zum Beweis betrachten wir das abstrakte Sattelpunktproblem

a (u; v) + b (v; p) = f (v) 8v 2 V; (2.1)
b (u; q) = g (q) 8q 2 X;

wobei die Bilinearformen a und b beschränkt und a zusätzlich gleichmäÿig elliptisch sein
soll (m > 0):

m kvk2V � a (v; v) ;

ja (u; v)j � c1 kukV kvkV ; (2.2)
jb (v; q)j � c2 kvkV kqkX :

Die Funktionen u und v bzw. q stammen hierbei aus den Hilbert-Räumen V bzw. X
und die beiden Bilinearformen a und b bilden V �V bzw. V �X nach R ab. Die zugehörigen
Operatoren seien A und B. Wir werden später den nachstehenden klassischen Satz aus der
Funktionalanalysis benutzen.

7
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Satz 1. Die folgenden Bedingungen sind äquivalent:

1. ImB ist abgeschlossen in X 0.

2. ImBT ist abgeschlossen in V 0.

3. (kerB)? = fv0 2 V 0 : v0 (v) = 0 8v 2 kerBg = ImBT

4.
�
kerBT

�?
=
�
q0 2 X 0 : q0 (q) = 0 8q 2 kerBT

	
= ImB

5. Es gibt eine Konstante k0, so daÿ für jedes g 2 ImB ein vg 2 V existiert mit Bvg = g
und kvgkV � 1

k0
kgkX0.

6. Es gibt eine Konstante k0, so daÿ für jedes f 2 ImBT ein qf 2 X existiert mit
BT qf = f und kqfkX � 1

k0
kfkV 0.

O�ensichtlich sind die letzten beiden Bedingungen weiterhin äquivalent zu

k0 kvkV nkerB � sup
q2X

b (v; q)

kqkX
8v 2 V n kerB (2.3)

bzw.

k0 kqkXnkerBT � sup
v2V

b (v; q)

kvkV
8q 2 X n kerBT (2.4)

mit der Quotientennorm
kvkV nkerB = inf

v02kerB
kv + v0kV

und analog kqkXnkerBT .
Damit beweisen wir die Stabilität des abstrakten Sattelpunktproblems (2.1) in

Satz 2. Seien die Bedingungen (2.2) der Stetigkeit und Koerzivität erfüllt, ImB abge-
schlossen in X 0 und g 2 ImB. Dann hat das Problem (2.1) eine eindeutige Lösung
(u; p) 2 V �X n kerBT und es gilt

kukV � 1

m
kfkV 0 +

1

k0

�
1 +

c1
m

�
kgkX0 ;

kpkXnkerBT � 1

k0

�
1 +

c1
m

�
kfkV 0 +

c1
k20

�
1 +

c1
m

�
kgkX0 :

Beweis. Aus Satz 1 und g 2 ImB erhalten wir die Existenz eines ug 2 V mit Bug = g und
kugkV � 1

k0
kgkX0 . Dann schreiben wir u = u0+ug und nach dem Rieszschen Darstellungs-

satz ist u0 durch

u0 2 kerB : a (u0; v) = f (v)� a (ug; v) 8v 2 kerB
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eindeutig bestimmt und kann abgeschätzt werden mittels

m ku0k2V � a (u0; u0) = f (u0)� a (ug; u0) � kfkV 0 ku0kV + c1 kugkV ku0kV :

Zusammen mit der Dreiecksungleichung erhalten wir

kukV � ku0kV + kugkV �
1

m
kfkV 0 +

1

k0

�
1 +

c1
m

�
kgkX0 :

Für die Abschätzung in p benutzen wir

L (v) = f (v)� a (u; v)

und stellen fest, daÿ wegen L (v) = 0 für alle v 2 kerB und unter erneuter Verwendung
von Satz 1 gilt L 2 ImBT . Folglich existiert ein p 2 X mit

b (v; p) = L (v) 8v 2 V
und der Abschätzung

kpkXnkerBT � 1

k0
kLkV 0 � 1

k0
(kfkV 0 + c1 kukV ) :

O�ensichtlich kann p nicht eindeutig sein, da mit p auch p + p0 mit p0 2 kerBT das
Problem (2.1) löst.

Anmerkung 1. Nach Konstruktion des Beweises ist die Forderung der Elliptizität auf
ganz V etwas zu strikt, tatsächlich genügt es, wenn (2.2) auf kerB erfüllt ist.

Wir wenden Satz 2 auf das Stokes-Problem (1.5) an, wozu wir in d Dimensionen
V = H1;2

0 (
)d und X = L2 (
) setzen. Die Bilinearformen sind dann a (u; v) = (D~u;D~v),
b (v; q) = � (div~v; q), ansonsten gilt für f (v) = (~f;~v) und g (q) = (g; q) das reguläre L2-
Skalarprodukt. Die Bedingungen (2.2) sind dann trivialerweise erfüllt mitm = c1 = c2 = 1,
und Voraussetzung (2.4) ist nun gerade die bereits erwähnte Ladyzhenskaya-Ungleichung
(1.7)

LkqkL2
0
� sup

~v2H1;2
0

(div~v; q)

k~vkH1;2
0

8q 2 L2
0 ;

wobei L2
0 = L2 n R im Sinne von

q 2 L2
0 ,

Z



q dx = 0;

denn nach dem Gauÿschen Divergenzsatz ist (div~v; 1) = 0 für alle ~v 2 H1;2
0 und der L2 ist

deshalb gerade nach den konstanten Funktionen (1 2 kerBT ) zu faktorisieren.
Zum Beweis dieser Ungleichung bzw. der Existenz einer solchen Konstante L existieren

im wesentlichen drei Ansätze. Eine Möglichkeit besteht aus einer direkten Berechnung
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eines passenden Eigenwertproblemes wie in [Vel90], die aber auf ganz spezielle Gebiete
eingeschränkt ist. Eine zweite wie in [Gal94a] konstruiert über singuläre Kerne explizit eine
Funktion ~v mit div~v = q und zeigt dann die Existenz einer Konstanten L, für die (1.7) gilt.
Wie bereits in der Einleitung angedeutet verschwindet im Fortgang dieses Beweises sehr
schnell die Gröÿenordnung von L und ihre Abhängigkeit von der Gebietsform, so daÿ am
Ende lediglich die Existenz der Konstanten übrigbleibt. Die dritte Alternative schlieÿlich
stützt sich auf die Äquivalenz von (1.7) mit anderen Ungleichungen, die leichter zugänglich
sind, und für die Beweise existieren, die zumindest eine einigermaÿen scharfe Abschätzung
der Konstanten ermöglichen. Im Abschnitt 2.4 werden wir auf diese Vorgehensweise noch
ausführlich eingehen.

Zur Vereinfachung der Notation und der im Laufe der Beweise entstehenden Konstanten
wird die wegen der Poincaré-Ungleichung (siehe Anhang B) in H1;2

0 äquivalente Norm j�j1
durch die De�nition

(~u;~v)1 = (D~u;D~v) ; j~vj1 =
q

(~v; ~v)1 = kD~vk (2.5)

eingeführt. Ohne die Konstante L umzubenennen, ist bei den nachfolgenden Referenzen
anstelle der Ungleichung (1.7) deshalb stets die äquivalente Ungleichung gemeint.

LkqkL2
0
� sup

~v2H1;2
0

(div~v; q)

j~vj1
8q 2 L2

0 (2.6)

Wir erklären auÿerdem den Raum

V0 = Hdiv =
�
~v 2 H1;2

0 j div~v = 0
	

(2.7)

mit seinem orthogonalen Komplement V ?
0 bezüglich des (�; �)1-Skalarproduktes. Die Unglei-

chung (2.6) können wir dann auch anders formulieren, nämlich

j~vj1 � C kdiv~vk2 8v 2 V ?
0 ; (2.8)

mit dem Zusammenhang L2 = 1
C
. Weiterhin existiert nach Satz 1 für jedes q 2 L2

0 ein
~v 2 H1;2

0 mit div~v = q, so daÿ mit derselben Konstante C wie in (2.8) gilt

j~vj21 � C kqk2 (2.9)

Anmerkung 2. Die rechte Seite der Ungleichung (2.6) ist nun gerade die De�nition
der j�j�1-Norm von rq. Zusammen mit der Abschätzung kdiv~vk � j~vj1, die wegen der
Nullrandbedingung durch partielle Integration bewiesen werden kann, ergibt sich damit die
Normäquivalenz

Lkqk � jrqj�1 � kqk
zwischen der Norm einer L2

0-Funktion und der j�j�1-Norm ihres Gradienten.
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2.2 Velte-Zerlegung des H1;2
0

Im folgenden sei die Raumdimension d = 2 oder 3. Für d = 2 wird der Operator rot für
skalar- und vektorwertige Felder erklärt durch

rot~v =
@v1
@x2

� @v2
@x1

;

rot q =

 
@q
@x2

� @q
@x1

!
;

so daÿ die Anwendung auf ein vektorwertiges Feld ein skalares Feld ergibt und umgekehrt.
Da in der Regel aus dem Kontext klar hervorgeht, ob es sich um die skalar- oder vektor-
wertige Form handelt, wird auf einen Unterschied in der Notation verzichtet. Für d = 3
ist der Operator rot die bekannte Rotation mit jeweils vektorwertigem De�nitions- und
Wertebereich. Das Gebiet 
 sei hier als einfach zusammenhängend vorausgesetzt.

Damit läÿt sich das (�; �)1-Skalarprodukt auch folgendermaÿen schreiben

(~u;~v)1 = (rot ~u; rot~v) + (div ~u; div~v) ; (2.10)

wie man für d = 2; 3 leicht mittels partieller Integration von glatten Funktionen und den
üblichen Grenzübergang veri�ziert. Dadurch motiviert führen wir einen weiteren Raum V1
ein,

V1 = Hrot =
�
~w 2 H1;2

0 j rot ~w = 0
	
; (2.11)

der nach (2.10) o�ensichtlich senkrecht auf V0 steht (im Sinne des (�; �)1-Skalarproduktes),
so daÿ der volle Raum H1;2

0 in insgesamt drei orthogonale Teilräume zerfällt [Vel90]

H1;2
0 = V0 � V1 � V�; V ?

0 = V1 � V�: (2.12)

Der Teilraum V�, der sich als der interessanteste herausstellen wird, kann auch noch
durch eine weitere Eigenschaft charakterisiert werden. Dazu betrachten wir die Beziehung

(~u;~v)1 = (p; div~v) 8~v 2 H1;2
0 ; (2.13)

ausgehend von einer gegebenen Funktion p 2 L2
0. Die rechte Seite ist ein beschränktes

lineares Funktional in ~v und nach dem Rieszschen Darstellungssatz hat (2.13) daher eine
eindeutige Lösung ~u. Setzt man nun ein ~v 2 V0 = ker div ein, sieht man sofort (~u;~v)1 = 0
und damit ~u 2 V ?

0 . Man kann zeigen [GR81], daÿ die durch (2.13) de�nierte Abbildung
p! ~u einen Isomorphismus von L2

0 nach V
?
0 darstellt. Die Charakterisierung von H erfolgt

nun durch den folgenden

Satz 3. Für ein gegebenes p 2 L2
0 gehört die durch (2.13) eindeutig bestimmte Lösung

~u 2 V ?
0 zu dem Teilraum V� genau dann, wenn p harmonisch ist.
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Beweis. Sei zunächst ~u 2 V�. Dann ist nach De�nition von V� (2.12) ~u orthogonal zu allen
~v 2 V1. Sei insbesondere für ein glattes � 2 C1

0 die Funktion ~v = r�. Eingesetzt in (2.13)
erhalten wir 0 = (p;��). Nach dem Lemma von Weyl ist p damit harmonisch.

Sei nun p harmonisch. Dann gilt wieder für glattes � die Beziehung

0 = (�p; �) = (p;��) = (p; divr�) = (u;r�)

Da die Menge fr� j � 2 C1
0 g jedoch dicht in V1 liegt, ist ~u 2 V ?

1 und damit ~u 2 V�.

Diese Eigenart des interessanten Teilraumes V�, mit harmonischen Funktionen im Zu-
sammenhang zu stehen, wird auch im nächsten Abschnitt 2.3 bei verwandten Ungleichun-
gen wieder auftauchen.

Anmerkung 3. Man beachte den Unterschied der Zerlegung (2.12) zur klassischen Helm-
holtz-Zerlegung in einen rotationsfreien Raum V H

0 = fr�g und einen divergenzfreien Raum
V H
1 = frot g. Der dritte Teilraum V� taucht hierbei nicht auf. Dies liegt an den un-

terschiedlichen Randbedingungen. Während die Helmholtz-Zerlegung für den vollen Raum
H1;2 (
)n gilt, haben wir in H1;2

0 (
)n die Nullrandbedingung (in einem Spursinne), die auf
die Teilräume V0 und V1 übertragen wird. Diese beiden können jedoch noch nicht den vollen
H1;2

0 ausschöpfen und es bleibt ein �kleiner� Restraum übrig. Die Bezeichnung �klein� ist
dadurch gerechtfertigt, daÿ der Raum durch eine niederdimensionale Bedingung bestimmt
wird. Jedes harmonische p ist durch seine Werte auf dem Rand bereits vollständig festgelegt,
so daÿ schon hierdurch klar wird, daÿ die Eigenschaften von H durch die Charakteristika
des Randes bestimmt werden. Des weiteren deutet sich an, daÿ die Randeigenschaften nicht
nur lokal wirken, sondern auch global eingehen, denn lokale Besonderheiten breiten sich
über die Harmonizitätseigenschaft sofort über das ganze Gebiet aus. Diese Vermutungen
bestätigen sich in den Beweisen aus Abschnitt 2.4.

Anmerkung 4. Es sei darauf hingewiesen, daÿ Problem (2.13) auf der einen Seite formal
gerade der ersten der Stokes-Gleichungen (1.5) entspricht, auf der anderen Seite aber auch
die Eulergleichung zu der sup-Maximierung aus (2.6) darstellt. Mit der obigen Argumen-
tation zur eindeutigen Lösbarkeit von (2.13) erhalten wir das wichtige Ergebnis, daÿ das
Maximum angenommen wird und der Operator sup folglich auch durch max ersetzt werden
könnte.

2.3 Äquivalenzen

2.3.1 Verwandtes Eigenwertproblem

Die Velte-Zerlegung aus dem vorigen Abschnitt 2.2 zusammen mit der Formulierung (2.8)
der Ladyzhenskaya-Ungleichung führt zu der Beziehung

kdiv~vk2 � j~vj21 � C kdiv~vk2 8~v 2 V ?
0
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oder alternativ zu

1 � j~vj21
kdiv~vk � C 8~v 2 V ?

0 : (2.14)

Die untere Schranke 1 wird hierbei für alle Funktionen ~v 2 V1 angenommen. Setzt man
die Eulergleichungen für die Maximierung von (2.14) an, so erhält man das Eigenwertpro-
blem

(~u;~v)1 = � (div ~u; div~v) 8~v 2 H1;2
0 : (2.15)

Anmerkung 5. Zunächst haben wir in (2.15) lediglich 8~v 2 V ?
0 . Setzen wir jedoch eine

Eigenfunktion ~u 2 V ?
0 mit Eigenwert � und ein ~v 2 V0 ein, so ist 0 = � � 0 trivial erfüllt.

Genauso gilt die Gleichung für alle ~u 2 V0 formal mit � =1.

Lemma 4. Das Eigenwertproblem (2.15) hat die folgenden Eigenschaften:

1. � = 1 und � =1 sind Eigenwerte unendlicher Vielfachheit, die zu den Eigenräumen
V1 bzw. V0 gehören.

2. Alle anderen Eigenwerte liegen im Intervall ]1; C] und gehören zu Eigenfunktionen
aus V�.

Beweis. Sei ~u eine Eigenfunktion zum Eigenwert � = 1. Einsetzen von ~v = ~u in (2.15) und
Vergleich mit (2.10) ergibt krot~uk = 0 und damit ~u 2 V1. Ist ~u eine Eigenfunktion zum
Eigenwert � = 1 heiÿt dies (div ~u; div~v) = 0 für alle ~v 2 H1;2

0 , insbesondere wieder für
~v = ~u und daher kdiv ~uk = 0 und ~u 2 V0. Sei nun � ein beliebiger anderer Eigenwert. Nach
(2.14) �nden wir � 2 ]1; C], da � = 1 bereits behandelt ist. Wir schreiben (2.15) in der
äquivalenten Form

(rot ~u; rot~v) = (�� 1) (div ~u; div~v) 8~v 2 H1;2
0 ;

wobei � � 1 6= 0. Mit einem glatten � 2 C1
0 setzen wir nun ~v = r� ein, wodurch die

linke Seite verschwindet, und erhalten 0 = (div ~u;��). Wie in Satz (3) ist damit div ~u
harmonisch und durch Vergleich mit (2.13) folgern wir ~u 2 V�.

Ganz analog können wir unter Berücksichtigung von (2.10) allerdings auch schreiben

1 � j~wj21
krot ~wk � D 8~w 2 V ?

1 (2.16)

mit dem zugehörigen Eigenwertproblem

(~u;~v)1 = � (rot ~u; rot~v) 8~v 2 H1;2
0 (2.17)

Wir sehen sofort, daÿ die beiden Probleme (2.15) und (2.17) vollständig äquivalent sind,
daÿ die Eigenfunktionen identisch sind und die zugehörigen Eigenwerte über � = �

��1 bzw.
� = �

��1 zusammenhängen. In Analogie zu Lemma 4 erhalten wir
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Lemma 5. Das Eigenwertproblem (2.17) hat die folgenden Eigenschaften:

1. � = 1 und � =1 sind Eigenwerte unendlicher Vielfachheit, die zu den Eigenräumen
V0 bzw. V1 gehören.

2. Alle anderen Eigenwerte liegen im Intervall ]1; D] und gehören zu Eigenfunktionen
aus V�.

Anmerkung 6. In zwei Dimensionen sind die Konstanten C und D identisch, wie man
leicht durch die Abbildung ~u ! ~v de�niert durch u1 ! v2; u2 ! �v1 sehen kann, die die
Operatoren div und (skalarwertiges) rot gerade gegeneinander austauscht. Diese Äquivalenz
von div und rot in zwei Dimensionen bildet auch die Grundlage der späteren Äquivalenz-
beweise, vor allem in Punkt 2.3.3.

Nach [Mik73] bilden diese Eigenvektoren für genügend glatte Gebiete eine vollständi-
ge Basis des H1;2

0 in zwei und drei Dimensionen. Eigenwerte von (2.15) sind 1 und 1,
jeweils von unendlicher Vielfachheit, und alle anderen Eigenwerte sind von diesen Extre-
ma getrennt, d.h. liegen im Intervall [C0; C] mit C0 > 1. Dies bedeutet, daÿ in (2.6) eine
kritische Druckfunktion existiert, für die Gleichheit gilt, oder anders ausgedrückt, in

L = inf
q2L2

0

sup
~v2H1;2

0

(div~v; q)

j~vj1 kqk

könnte der inf-Operator auch durch min ersetzt werden. (Wie im vorigen Punkt bereits
bemerkt, gilt dies ebenfalls für max anstelle von sup.) Genügend glatt bedeutet hierbei im
wesentlichen einen C2-Rand. Wie die Situation bei weniger glatten Rändern beispielsweise
mit Ecken aussieht, darüber macht Mikhlin keine Aussage. Es stünde zu vermuten, daÿ
zumindest für ebene konvexe Polygongebiete diese Behauptung ebenfalls zutri�t, da die
Stokes-Gleichungen dann 2-regulär sind [KO76], [Gri78]. Die Abschätzung aus Satz 13 und
die experimentellen Ergebnisse der Gebiete mit Ecken aus Kapitel 6 deuten jedoch eher
darauf hin, daÿ in diesem Fall die kritische Druckfunktion gerade nicht mehr in L2

0 liegt und
entsprechend das zugehörige Geschwindigkeitsfeld nicht mehr in H1;2

0 . Eine abschlieÿende
Entscheidung dieser Frage ist deshalb im Moment noch nicht möglich.

2.3.2 Kornsche Ungleichung

Die Theorie der linearen elastischen Gleichungen stützt sich in ihren Aussagen auf eine
ähnliche Ungleichung wie (2.8), die erstmals von Korn [Kor06] aufgestellt wurde. Sein
eigener Beweis [Kor09] ist jedoch zumindest zweifelhaft.

Mit den De�nitionen

D (~u) = (D~u;D~u) = j~uj21 ;
S (~u) =

1

4

�
D~u+D~uT ; D~u+D~uT

�
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kann man die Kornsche Ungleichung schreiben als

D (~u) � K � S (~u) ; (2.18)

wobei die Konstante K nur von dem Gebiet 
 und zusätzlichen Bedingungen, die reine
Rotationen ausschlieÿen, abhängt. Bei Nullrandbedingungen (erster Fall) läÿt sich durch
partielle Integration leicht zeigen, daÿ K = 2 unabhängig vom Gebiet ist. Fordert man
hingegen Z




�
@ui
@xj

� @uj
@xi

�
dV = 0 (2.19)

(zweiter Fall), wird man sehen, daÿ zumindest in zwei Dimensionen die Ungleichungen
von Korn (2.18) und Ladyzhenskaya (2.6) äquivalent sind. Auch für die Ungleichung von
Korn gibt es wieder verschiedene äquivalente Formulierungen, die sich insbesondere in einer
unterschiedlichen De�nition der Bilinearformen D (~u) und S (~u) und damit der Konstante
K widerspiegeln.

Nach [HK71] entspricht auch (2.18) wieder einem Eigenwertproblem, nämlich

(2� �)
@2ui
@xj@xj

� �
@2uj
@xi@xj

= 0 (2.20)

mit den Randbedingungen
~u = 0 (2.21)

im ersten Fall und �
(2� �)

@ui
@xj

� �
@uj
@xi

�
nj = 0 (2.22)

mit dem Normalenvektor ~n am Rand im zweiten Fall. Der Eigenwert � taucht dabei in
natürlicher Weise als Lagrange-Parameter der Nebenbedingung (2.19) auf. Die beiden Pro-
bleme (2.20) und (2.15) unterscheiden sich abgesehen von einer trivialen Umskalierung nur
in den Randbedingungen, so daÿ sich in zwei Dimensionen folgende Äquivalenz beweisen
läÿt.

Satz 6. Sei ~u eine nichttriviale Lösung von (2.20) mit dem Eigenwert � in einem einfach
zusammenhängenden Gebiet 
. Dann existiert ein nichttriviales Vektorfeld ~v, das Lösung
von (2.15) zum Eigenwert �

��2 ist. Das Feld ~v ergibt sich aus

@vi
@xj

= �

�
@uj
@xi

� @ui
@xj

�
+ 2 (1� �)

@uj
@xi

� 2 (1� �) �ij
@uk
@xk

; (2.23)

oder mit den entsprechenden Di�erentialoperatoren geschrieben

D~v = �
�
D~uT �D~u

�
+ 2 (1� �)D~uT � 2 (1� �) div ~u � I;

und der Randbedingung ~v = 0 (I ist einfach der vektorielle Einheitsoperator). Auch die
umgekehrte Richtung gilt, wobei der Zusammenhang der Eigenfunktionen ~u und ~v ebenfalls
durch (2.23) bestimmt ist.
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Beweis. Wir zeigen zunächst die Existenz eines Vektorfeldes mit den geforderten Bezie-
hungen (2.23). Dazu sei

Hij = �

�
@uj
@xi

� @ui
@xj

�
+ 2 (1� �)

@uj
@xi

� 2 (1� �) �ij
@uk
@xk

:

Die direkte Berechnung von vier Ableitungen @Hij

@xk
zeigt für jede Eigenfunktion ~u von

(2.18) und ihren Eigenwert �
@Hi1

@x2
� @Hi2

@x1
= 0

in 
, was mit dem einfachen Zusammenhang von 
 die Integrabilität und damit die Exi-
stenz der vi gemäÿ @vi

@xj
= Hij sichert. Einsetzen der vi nach (2.23) in die starke Form des

Problems (2.15)
@2vi
@xj@xj

= �
@2vj
@xi@xj

ergibt nach einigen Umformungen gerade den behaupteten Zusammenhang � = �
��2 und

die Eigenfunktionseigenschaft, falls � 6= 2. Der Fall � = 2 wird separat behandelt, ist aber
noch einfacher und wird deshalb nicht aufgeführt. Er führt zu dem erwarteten Wert � =1.

Zum Nachweis der Randbedingung ~v = 0 bilden wir die Tangentialableitung @vi
@xj
tj mit

der Randtangente ~t und erhalten nach Einsetzen der Kornschen Randbedingung im zweiten
Fall (2.22) das Ergebnis @vi

@t
= 0. Da die vi durch (2.23) ohnehin nur bis auf eine Konstante

bestimmt sind, kann diese Konstante so gewählt werden, daÿ ~v auf dem Rand verschwindet.
Der Beweis der umgekehrten Richtung verläuft ganz genauso durch Inversion von (2.23).

Wie man leicht sieht, entspricht Korns Konstante K dann gerade dem maximalen Ei-

genwert �max und hängt mit der Ladyzhenskaya-Konstanten über L =
q

2
K
zusammen.

Anmerkung 7. Auch wenn Korns Ungleichung für beliebig viele Dimensionen d � 1
gültig ist (für d = 1 ist sie trivial), kann die Äquivalenz nach Satz 6 nur für ebene Gebiete
gezeigt werden. Die formale Übertragung der Beziehung (2.23) führt zu nicht-integrablen
Hij. Generell gibt es keinen Ansatz, der alle ersten Ableitungen der ui linear kombiniert,
um daraus die ersten Ableitungen der vi zu erhalten, also keinen Tensor Tijkl mit

@vi
@xj

= Tijkl
@uk
@xl

;

der die Integrabilitätsbedingung erfüllt. Man sieht dies durch eine prinzipiell simple, aber
etwas aufwendige Rechnung schon am Beispiel der dreidimensionalen Kugel, wo die Eigen-
funktionen der Probleme (2.15) und (2.20) explizit bestimmt werden können.
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2.3.3 Friedrichssche Ungleichung

Eine weitere verwandte Ungleichung stammt von Friedrichs [Fri37] und schätzt den Real-
und Imaginärteil analytischer Funktionen der komplexen Ebene gegeneinander ab durchZ




f 2dA � �

Z



g2dA (2.24)

unter der Nebenbedingung Z



fdA = 0;

wobei � wieder eine Konstante ist, die die Form des Gebietes charakterisiert. Hierbei ist
w (z) = f + ig der Real- bzw. Imaginärteil einer analytischen Funktion w (z) und die
komplexe Ebene wird über z = x+iy mit dem zweidimensionalen Raum identi�ziert. Es sei
daran erinnert, daÿ f und g harmonisch und zueinander konjugiert sind. Eine o�ensichtlich
äquivalente Formulierung ist deshalb auchZ




�
@h

@x

�2

dA � �

Z



�
@h

@y

�2

dA (2.25)

für alle harmonischen Funktionen h unter der NebenbedingungZ



@h

@x
dA = 0: (2.26)

Die Ladyzhenskaya-Ungleichung in der Form (2.8) zusammen mit (2.10) läÿt sich nun
auch so schreiben

krot~vk2 � (C � 1) kdiv~vk2 (2.27)

wobei wieder ~v 2 H1;2
0 und damit

R


div~v = 0.

Satz 7. Die Ungleichungen (2.24) und (2.27) sind äquivalent, insbesondere hängen die
Konstanten über C = 1 + � zusammen.

Beweis. Zunächst zeigen wir, daÿ (2.27) aus (2.24) folgt. Dazu bilden wir zu einem belie-
bigen Vektorfeld ~v die Helmholtz-Zerlegung ~v = r� + rot , so daÿ sich div~v = �� und
rot~v = � ergeben. Mögliche Bestimmungsgleichungen für (die nicht eindeutigen) � und
 lauten dann

�� = div~v in 
;
@�

@n
= 0 auf @
;

�2 = 0 in 
;
@ 

@n
=
@�

@s
;
@ 

@t
= 0 auf @
:

Mit dieser Festlegung sind � und  (bis auf eine Konstante) eindeutig bestimmt. Sei
nun V die harmonisch Konjugierte zu � . Damit erhalten wir nach mehrfacher partieller
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Integration und unter Verwendung der Randbedingungen an  R


(rot~v)2 dA =

R


rot~v � dA =

R



�
@v1
@y
� @v2

@x

�
� dA =

= � R



�
v1

@� 
@y

� v2
@� 
@x

�
dA = � R




�
v1

@V
@x

+ v2
@V
@y

�
dA =

R


div~v V dA:

Die Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (siehe Anhang B) ergibtsZ



(rot~v)2 dA

sZ



(� )2 dA =

Z



(rot~v)2 dA �
sZ




V 2dA

sZ



(div~v)2 dA

und nach Verwendung der Friedrichs-Ungleichung (2.24) mit f = V und g = � �nden
wir die Behauptung Z




(rot~v)2 dA � �

Z



(div~v)2 dA:

Zum Beweis der anderen Richtung verwenden wir die Ladyzhenskaya-Ungleichung in
der Fassung (2.9). Danach existiert zu jedem harmonischen f ein Vektorfeld ~v mit der
Eigenschaft div~v = f , das die Bedingung (2.27) erfüllt. Ganz ähnlich wie zuvor wird nun
in Richtung auf die zu f harmonisch Konjugierte g umgeformtR



f 2 dA =

R


f div~v dA = � R




�
@f
@x
v1 +

@f
@y
v2

�
dA =

= � R



�
@g
@y
v1 � @g

@x
v2

�
dA =

R


g rot~v dA;

und wieder mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung erhalten wirsZ



f 2dA

sZ



(div~v)2 dA =

Z



f 2dA �
sZ




g2dA

sZ



(rot~v)2 dA;

und mit (2.27) kommen wir zuZ



f 2 dA � (C � 1)

Z



g2 dA;

also der gewünschten Behauptung.

Anmerkung 8. Eine weitere Äquivalenz besteht nun selbstverständlich auch zwischen der
Ungleichung von Friedrichs (2.24) und der von Korn (2.18). Bei der hier verwendeten
De�nition der Konstanten gilt damit der ZusammenhangK = 2 (1 + �). Der direkte Beweis
(ohne Umweg über die Ladyzhenskaya-Ungleichung) �ndet sich in [Hor75] und ist Satz 6
ganz ähnlich.
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Anmerkung 9. Da die Ungleichungen von Friedrichs und Ladyzhenskaya äquivalent sind,
müssen für die kritischen Funktionen, bei denen die maximalen Konstanten auftreten, alle
verwendeten Abschätzungen scharf sein. Daraus ergibt sich die interessante Konsequenz,
daÿ für ein kritisches Feld ~v mit j~vj21 = C kdiv~vk2 die Funktionen div~v und rot~v gerade
harmonisch konjugiert zueinander sind.

2.3.4 Mehrfacher Zusammenhang

Die vorigen Äquivalenzen gelten immer nur für einfachen Zusammenhang des Gebietes.
Über mehrfach zusammenhängende Gebieten wird hier keine Aussage gemacht, an Bei-
spiel 6.1.3 speziell wird aber deutlich werden, daÿ die Äquivalenz dann wohl nicht mehr
gilt. Speziell für die Ladyzhenskaya-Ungleichung kann man jedoch leicht zeigen, daÿ die
Konstante nicht gröÿer sein kann als die Konstante für ein Gebiet 
0 ( 
, bei dem der
mehrfache Zusammenhang des Gebietes 
 durch entsprechende Schnitte (eine Nullmenge)
aufgehoben wurde, und dies sogar unabhängig von der Dimension. Am einfachsten läÿt
sich das an der Fassung (2.9) erkennen. Die Räume L2

0 für die beiden Gebiete 
 und 
0

sind o�ensichtlich identisch (bzw. die Einschränkung der L2
0 -Funktionen von 
 auf 
0).

Durch die Aufhebung der Nullrandbedingung am Schnitt beim Übergang von 
0 zu 
 ist
allerdings der Raum H1;2

0 (
)d echt gröÿer als der Raum H1;2
0 (
0)

d bzw. gilt umgekehrt

H1;2
0 (
0)

d
( H1;2

0 (
)d ;

wieder im Sinne der auf 
0 eingeschränkten Funktionen.
Damit ist die Einschränkung jedes p 2 L2

0 (
) auf 
0 ein zulässiges pj
0
= p0 2 L2

0 (
0)
gleicher Norm kpk
 = kp0k
0

. Daher existiert für diese p0 nach (2.9) ein v0 2 H1;2
0 (
0)

d

mit jv0j21 � C0 kp0k2, das sich auf der Nullmenge des Schnittes wegen der Nullrandbe-
dingung stetig durch Null fortsetzen läÿt, so daÿ vj
0

= v0 und dabei mit gleicher Norm
jvj1;
 = jv0j1;
0

in H1;2
0 (
)d bleibt. Daher gilt

jvj21 � C kpk2

mit derselben Konstanten C = C0 wie im aufgeschnittenen Gebiet 
0. Wegen L2 = 1
C

haben wir damit folgenden Satz bewiesen.

Satz 8. Die Ladyzhenskaya-Konstante L eines mehrfachen zusammenhängenden Gebietes

 ist nicht kleiner als die Konstante L0 des zu einfachem Zusammenhang aufgeschnittenen
Gebietes 
0.

Anmerkung 10. Allerdings ist hierbei nicht ausgeschlossen, daÿ für das mehrfach zu-
sammenhängende Gebiet möglicherweise eine deutlich bessere Konstante C � C0 existiert,
was sich tatsächlich beispielsweise bei einem schmalen Ring in einem Faktor 2 äuÿert, d. h.
C0 � 2C.

Anmerkung 11. Das Gebiet 
0 muÿ selbstverständlich immer noch zusammenhängend
sein. Es ist o�ensichtlich, daÿ ein zerfallendes Gebiet prinzipiell keine Ladyzhenskaya-
Ungleichung erfüllen kann.
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2.4 Analytische Beweise

In diesem Abschnitt �nden sich Beweise für die jeweiligen Ungleichungen, die einfach genug
sind, um die Entwicklung der Konstanten zu verfolgen, und dadurch gestatten, aus der
Form des Gebietes Schranken für die Konstanten zu berechnen.

2.4.1 Kornsche Ungleichung

Die erste Untersuchung von (2.18) stammt von Korn selbst [Kor06], [Kor08], [Kor09], ist
aber sehr lang und kompliziert und zumindest zweifelhaft. Der erste brauchbare Beweis
stammt von Friedrichs [Fri47], später kamen einige weitere hinzu, z. B. von Payne und
Weinberger [PW61], Fichera [Fic72], Duvaut und Lions [DL76] oder Nitsche [Nit81].

Ein Beweis, der eine sinnvolle Abschätzung der Konstanten in Abhängigkeit von Para-
metern des Gebietes gestattet, stammt von Oleinik [Ole91] und ist hier nur kurz skizziert.
Für die Details sei auf die Literatur verwiesen.

Satz 9. Sei 
 sternförmig bezüglich einer Kugel Q1 mit Radius R1 und habe selbst den
Durchmesser R. Weiterhin sei der Abstand zwischen Q1 und @
 mindestens 
. Unter der
Nebenbedingung Z




�
@ui
@xj

� @uj
@xi

�
dx = 0 (2.28)

des zweiten Falles gilt dann Korns Ungleichung (2.18) mit den Konstanten

D (~u) � C1

�
R
R1

�d �
1 +

R2
1


2

�
S (~u) d � 3;

D (~u) � C2

�
R
R1

�2 �
ln 3R

R1
+

R2
1


2

�
S (~u) d = 2;

wobei C1 bzw. C2 nicht vom Gebiet 
 abhängen.

O�ensichtlich genügt es, Satz 9 für glatte Funktionen ui zu beweisen. Auÿerdem kann
ohne Einschränkung R1 = 1 gewählt werden, da Korns Ungleichung unabhängig vom Maÿ-
stab ist. Der Beweis besteht nun aus mehreren Schritten. Wir beschränken uns hier auf den
Fall d = 2, da für d � 3 keine Äquivalenz zur eigentlich interessierenden Ladyzhenskaya-
Ungleichung besteht.

Lemma 10. Seien die Voraussetzungen von Satz 9 mit Ausnahme der Nebenbedingung
(2.28) erfüllt. Dann gilt (d = 2)

D (~u) � C3

�
R

R1

�2

ln
3R

R1

S (~u) + C4

�
R

R1

�2

D (~u;Q1) (2.29)

mit von 
 unabhängigen Konstanten C3 und C4. Hierbei ist

D (~u;Q1) =

Z
Q1

�
@ui
@xj

�2

dx



2.4. ANALYTISCHE BEWEISE 21

nur über Q1 zu integrieren.

Beweisskizze. Zunächst führen wir die Notation

sij (~u) =
@ui
@xj

+
@uj
@xi

für die symmetrische Ableitung von ~u ein und legen den Ursprung des Koordinatensystems
in den Mittelpunkt der Kugel Q1. Auÿerdem wird der interessante Anteil von ~u abgespalten
durch ~w = ~u�~v, ~w = ~u auf dem Rand @
,�~w = 0. Der Anteil ~v entspricht dann dem ersten
Fall mit der Nebenbedingung (2.21) und kann deshalb leicht durch eine kleine Konstante
(d. h. 2) abgeschätzt werden. Der weitere Fortgang stützt sich auf die Identität

@Vi
@xj@xk

=
1

2

�
@

@xj
sik (V ) +

@

@xk
sij (V )� @

@xi
sjk (V )

�
(2.30)

für beliebige zweimal di�erenzierbare Vektorfunktionen Vi. Diese Identität wird nun ge-
schickt entlang eines Strahls ausgehend vom Ursprung O zu einem Punkt P des Gebiets-
randes integriert, wobei von der elementaren UngleichungZ a

0

f 2 (t) t dt � C

"Z a

a
4

(t� a)2 t jf 0j2 dt+ a2 ln 3a

Z 3a
4

0

t jf 0j2 dt+ a2
Z 1

0

t f 2 (t) dt

#

(für a > 1) Gebrauch gemacht wird. Die entstehende Ungleichung für das Strahlintegral
wird nun über alle Winkel integriert, so daÿ das gesamte Gebiet 
 abgedeckt wird, und
wir erhalten die Behauptung (2.29).

Der Beweis von Satz 9 schreitet voran mit einem weiteren Zwischenschritt gemäÿ

Lemma 11. Seien wieder die Voraussetzungen von Satz 9 mit Ausnahme der Nebenbedin-
gung (2.28) erfüllt. Dann existiert eine schiefsymmetrische Matrix A, so daÿ (d = 2)

D (~u� A~x) � C5

�
R

R1

�2 �
ln

3R

R1
+
R2

1


2

�
S (~u) ;

wobei C5 wieder unabhängig von 
 ist.

Beweisskizze. Dieses Lemma schätzt hauptsächlich den Anteil D (~u� A~x;Q1) ab. Hierzu
wird erneut die Identität (2.30) verwendet und zur Anwendung der Poincaré-Ungleichung
die Matrix der Mittelwerte eaij = Z

Q1

@wi
@xj

dx

für den interessanten Anteil ~w wie zuvor de�niert. Einige weitere Umformungen betre�en
die Abschätzung von S (~u� A~x) durch S (~u). Die gesuchte Matrix A schlieÿlich ist gerade
der schiefsymmetrische Anteil von eA, d. h. A = 1

2
( eA� eAT ).
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Beweis von Satz 9. Jetzt kommt auch die Nebenbedingung (2.28) ins Spiel. Es ist

D (~u� A~x) = D (~u) +D (A~x)� 2

Z



aij
@ui
@xj

dx:

Da A schiefsymmetrisch ist und die Nebenbedingung (2.28) gilt, verschwindet der letzte
Term und es ist D (~u) � D (~u� Ax). Die Anwendung von Lemma 11 vervollständigt den
Beweis.

Es gilt also

K � C2

�
R

R1

�2�
ln

3R

R1
+
R2

1


2

�
� 4C2

�
R

R1

�2

ln

�
3e
R

R1

�
; (2.31)

wobei für die hintere Abschätzung R1 temporär um die Hälfte verkleinert wurde, um da-
durch 
 � R1 abschätzen zu können. Eine etwas mühsame Berechnung aller auftretenden
Konstanten ergibt C2 . 32. Im Vergleich mit exakt bekannten Konstanten stellt sich her-
aus, daÿ (2.31) � zumindest ohne den logarithmischen Term � die richtige Ordnung für
manche Gebiete angibt, beispielsweise für Ellipsen oder im 3D-Fall auch für Ellipsoide. Die
Konstante 4C2 liegt jedoch erheblich zu hoch und die Abschätzung (2.31) ist dadurch nicht
sehr scharf. Immerhin ist deutlich zu sehen, daÿ für Gebiete mit groÿem Verhältnis R

R1
die

Konstante K beliebig groÿ werden könnte, was in [Ole91] für �ache Gebiete (Schalen) auch
gezeigt wird.

Ein weiteres wichtiges Ergebnis stammt von Dafermos [Daf68] und behandelt Korns
Konstante für die Vereinigung zweier Gebiete. Zusammen mit Satz 9 erhalten wir die Exi-
stenz der Konstante und die Richtigkeit der Ungleichung für allgemeine Gebiete mit der
Kegelbedingung oder Gebiete mit Lipschitzrand, die sich bekanntlich durch Vereinigung
von sternförmigen Gebieten zusammensetzen lassen. Der folgende Satz verschärft das Re-
sultat von Dafermos etwas, maximal um einen Faktor 1

2
.

Satz 12. Sei 
 = 
1 [
2 die Vereinigung zweier Teilgebiete mit nichtleerer Schnittmenge

s = 
1 \ 
2. In jedem der Teilgebiete gelte Korns Ungleichung mit den Konstanten K1

bzw. K2. Dann gilt Korns Ungleichung auch für ganz 
 und mit der Abkürzung

Ks =
1

j
sj
�p

K1 +
p
K2

�2
lautet eine obere Schranke für die Konstante

K � minfK1 + j
1jKs; K2 + j
2jKsg ;
wobei j
1j, j
2j und j
sj jeweils für die Volumina der Gebiete stehen.

Beweis. Der passende Funktionenraum für Korns Ungleichung im zweiten Fall mit der
Nebenbedingung (2.22) ist

HK (
) =

�
~v 2 H1;2 (
)d j

Z



�
@vi
@xj

� @vj
@xi

�
dx = 0

�
:
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Sei nun ~u 2 HK (
). Wir bilden damit

!ij =
1

2j
1j
R

1

�
@ui
@xj

� @uj
@xi

�
dx;

ui = !ijxj ;

vi = ui � ui :

Damit erhalten wir sofort S
 (~v) = S
 (~u), und da ~u 2 HK (
) und auÿerdem @ui
@xj

konstant und schiefsymmetrisch ist,

D
 (~v) = D
 (~u) +D
(
�!
u ) � D
 (~u)

mit der Notation S
 (�) und D
 (�) aus Punkt 2.3.2. Nach Konstruktion ist ~v 2 HK (
1)
und folglich gilt

D
1
(~v) � K1S
1

(~v) � K1S
 (~u) :

Wir fahren fort mit der Bildung von

!ij =
1

2j
2j
R

2

�
@vi
@xj

� @vj
@xi

�
dx;

vi = !ijxj;

und schlieÿen damit einerseits

S
2
(~v ��!v ) = S
2

(~v) � S
 (~u)

und andererseits
D
2

(~v ��!v ) = D
2
(~v)�D
2

(
�!
v ):

Wiederum ist nach Konstruktion ~v ��!v 2 HK (
2) und daher mit Korns Ungleichung

D
2
(~v ��!v ) � K2S
2

(~v ��!v ) � K2S
 (~u) :

Damit haben wir
D
2

(~v) � K2S
 (~u) +D
2
(
�!
v );

und wenn wir berücksichtigen, daÿ
�!
v linear ist, ergibt sich

D
2

��!
v
�
=
j
2j
j
sjD
s(

�!
v ):

Mit der Cauchy-Ungleichung (optimales � bereits eingesetzt) und den bisherigen Er-
gebnissen können wir weiter abschätzen

D
s

��!
v
�
� cD
s (~v) �

�
1 +

q
K2

K1
� c
�
D
s (~v) +

�
1 +

q
K1

K2

�
D
s(~v ��!v ) �

�
�
1 +

q
K2

K1
� c
�
D
1

(~v) +
�
1 +

q
K1

K2

�
D
2

(~v ��!v ) �
�
��p

K1 +
p
K2

�2 � c
�
S
 (~u)
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mit einer beliebigen Zahl c < 1 +
q

K2

K1
. Insbesondere ist j
sj < j
2j und damit c = j
sj

j
2j
zulässig.

Alles zusammengefaÿt erhalten wir dann

D
 (~u) � D
 (~v) = D
1
(~v) +D
2

(~v)�D
s
(~v) �

�
�
K1 +K2 +

j
2j
j
sj

��p
K1 +

p
K2

�2 � j
sj
j
2jK1

��
S
 (~u) �

�
�
K2 +

j
2j
j
sj
�p

K1 +
p
K2

�2�
S
 (~u) ;

und ganz genauso selbstverständlich mit den Rollen von 
1 und 
2 vertauscht.

2.4.2 Friedrichssche Ungleichung

Die Ungleichung von Friedrichs (2.24) wurde von ihm selbst in [Fri37] für Gebiete mit stück-
weisem C1-Rand und einer endlichen Zahl von Ecken bewiesen, wobei die Innenwinkel der
Ecken nach unten beschränkt sein müssen. Der Beweis ist allerdings etwas unübersichtlich
� nicht zuletzt durch die komplexe Notation �, insbesondere bei Gebieten mit Ecken kann
die Entwicklung der Konstanten wiederum kaum verfolgt werden. Allerdings zeigt er für
eine Ecke durch explizite Konstruktion einer Funktionenfolge eine untere Schranke für �,
die der Einfachheit halber hier für ein �Tortenstück� mit Radius 1 und Innenwinkel � wie
in Abbildung 2.1 wiedergegeben wird.

α

Abbildung 2.1: Tortengebiet mit Innenwinkel �

Satz 13. Für das Tortengebiet mit Innenwinkel � gilt die Schranke

� � 1 +M

1�M
(2.32)

mit der Abkürzung M = jsin�j
�

.
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Beweis. Sei zunächst � < �. Wir verwenden in Polarkoordinaten (r; �) die Funktionenfolge
für 0 < � < 1

h� =
p
2�r��1 cos (� (� � 1)) (2.33)

mit den harmonisch Konjugierten

h�� =
p

2�r��1 sin (� (� � 1)) :

Eine elementare Integration über das Tortengebiet ergibt

kh�k2 =
1

2

�
� +

1

1� �
sin (� (1� �))

�
;



h��

2 =
1

2

�
�� 1

1� �
sin (� (1� �))

�
;

mit dem Verhältnis (� = � (1� �))

�� =
kh�k2
kh��k2

=
� + sin�

� � sin �

und dem Grenzwert

�0 = lim
�!0

�� =
1 +M

1�M
:

Obwohl die Grenzfunktion h0 gerade nicht mehr in L2 ist, gibt es doch für jedes � > 0
ein � > 0 mit h� 2 L2, so daÿ �� > �0 � � und insgesamt � � �0. Für � < � < 2�
vertauschen sich gerade die Rollen von h� und h��. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Die Konstruktion (2.33) zeigt, daÿ für � ! 0 der Beitrag zu kh�k auÿerhalb eines kleinen
Bereiches um den Ursprung vernachlässigbar ist. Bei einem beliebig geformten Gebiet mit
der Kegeleigenschaft kann deshalb jede Ecke separat als Tortengebiet betrachtet werden
und der Beitrag durch den Rest des Gebietes für hinreichend kleines � abgeschätzt werden.
Damit gilt Satz 13 für alle Gebiete mit Ecken und minimalem Innenwinkel �.

Für sternförmige Gebiete kann ein etwas einfacherer Beweis [HP83] angegeben werden,
der es gestattet, aus der Gebietsform eine obere Schranke für � abzuleiten, die für zahlreiche
interessante Gebiete fast scharf ist. Im Unterschied zu der Normalisierungsbedingung (2.26)
verwenden wir hier allerdings

h (0; 0) = 0; (2.34)

denn
khk2 � kh� h (0; 0)k2

für jedes h mit der Eigenschaft
R


h dx = 0. Die gesuchte Konstante � ist damit nicht

gröÿer als die Konstante �, die wir mit unserer Nebenbedingung (2.34) bestimmen.
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Es sei nun 
 sternförmig bezüglich eines Kreises mit Radius rK um den Ursprung. Der
Rand @
 werde in Polarkoordinaten dargestellt durch eine Radiusfunktion über den Winkel
r = f (�). Da die Friedrichs-Ungleichung unabhängig vom Maÿstab ist, kann der Radius
von 
 ohne Einschränkung zu 1 skaliert werden, so daÿ gilt rK < f (�) � 1. Weiterhin seien
h und h� harmonisch Konjugierte und h erfülle (2.34). Mit den De�nitionen H = h2 � h�2

und G = 2hh� gilt
G (0; 0) = 0; H(0; 0) � 0: (2.35)

In Polarkoordinaten haben wir folglich

H (r; �)�H (0; �) =

Z r

0

@H (�; �)

@�
d� =

Z r

0

1

�

@G (�; �)

@�
d�;

und mit (2.35)

H (r; �) �
Z r

0

1

�

@G (�; �)

@�
d�:

Integration über 
 liefertZ



H (r; �)

f 2 (�)
dx �

Z 2�

0

Z f(�)

0

1

f 2 (�)

�Z r

0

1

�

@G (�; �)

@�
d�

�
r dr d�

=
1

2

Z



f 2 (�)� �2

�2f 2 (�)

@G (�; �)

@�
� d� d�

� �
Z



f 0 (�)
f 3 (�)

G (r; �) dx;

(mit dx = r dr d�) nach partieller Integration und Wegfall der Randterme, da r = f (�).
Nach De�nition von H und G schlieÿen wir weiterZ




h2

f 2 (�)
dx �

Z



h�2

f 2 (�)
dx+ 2

Z



jQ (�)j jhj jh�j
f 2 (�)

dx; (2.36)

wobei

Q (�) =
f 0 (�)
f (�)

gesetzt wurde. Die Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung auf (2.36) ist direkt mög-
lich, da f (�) nach oben und unten beschränkt ist. Wir erhalten somitZ




h2 dx � 2 (1 + 2Q2
max)

r2K

Z



h�2dx;

worin wir Q2
max aus einfachen geometrischen Überlegungen durch 1�r2K

r2K
abschätzen können.

Damit haben wir folgenden Satz bewiesen.
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Satz 14. Sei 
 sternförmig bezüglich eines Kreises um den Ursprung mit Radius rK . Das
Gebiet 
 habe den Radius R. Dann gilt für die Konstante der Friedrichsschen Ungleichung
(2.24) die Abschätzung

� � 2

�
2R2

r2K
� 1

�
:

Die genauere Abschätzung aus [HP83] verwendet bei der Anwendung der Cauchy-
Ungleichung auf (2.36) winkelabhängige �-Faktoren und kann auf diese Weise etwas schär-
fere Schranken angeben. Sie kommt am Ende � abgesehen von einigen Schreibfehlern � auf
das Ergebnis

� �
�p

1 +Q2
max +Qmax

�2
� R2

r2K

 
1 +

r
1� r2K

R2

!2

� 4
R2

r2K
; (2.37)

oder mit dem Parameter p aus Abbildung 2.2

� � max
�

 
r

p
+

s
r2

p2
� 1

!2

: (2.38)

Ο

r

p

∂Ω

Abbildung 2.2: Geometrische Bedeutung des Parameters p

Zwischen den Gröÿen Q, r und p besteht der Zusammenhang

Q2 =
r2 � p2

p2
:

2.4.3 Ladyzhenskaya-Ungleichung für Ellipsen und Ellipsoide

Eine Möglichkeit, die Gültigkeit von (2.6) direkt nachzuweisen, ist die exakte Lösung des
Problems (2.15). Wie stets bei exakten Lösungen ist dies allerdings nur in ganz speziellen
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Fällen möglich. Tatsächlich ist es bislang lediglich für den Kreis und die Kugel gelungen. Die
Eigenwerte und Eigenfunktionen von (2.15) sind schon seit über hundert Jahren bekannt
[CC98] und in [Vel90] erneut zusammengefaÿt. Sie lauten für einen Radius von 1 in drei
Dimensionen

~vn (x) =
�
1� j~xj2�rPn (x) ; (2.39)

�n = 2 +
1

n
; (2.40)

wobei Pn (~x) die harmonischen Polynome n-ten Grades sind (n 2 N), von denen es jeweils
2n+1 linear unabhängige gibt. Die Funktionen im ebenen Fall sehen formal identisch aus,
die Eigenwerte �n = 2 sind alle identisch, und die Pn (~x) sind die ebenen harmonischen
Polynome n-ten Grades, von denen es jeweils zwei linear unabhängige gibt. Bekanntlich
stellen die harmonischen Polynome eine vollständige Orthonormalbasis des Raumes der
quadratintegrablen harmonischen Funktionen über der Einheitskugel dar. Folglich bilden
die Eigenfunktionen (2.39) eine vollständige Basis für den Raum V� aus Abschnitt 2.2.
Somit läÿt sich jede Funktion aus V� in die Eigenfunktionen (2.39) entwickeln und die
Konstante C aus Ungleichung (2.15) erhalten wir mit dem Rayleigh-Quotienten zu

C = max
~v2H

j~vj21
kdiv~vk2 = �1 =

�
3 in 3D
2 in 2D ; (2.41)

und genauso für die Konstante D aus (2.17)

D = sup
~v2H

j~vj21
krot~vk2 = lim

n!1

�
1 +

1

�n � 1

�
=

�
2 in 3D
2 in 2D

:

Die Verallgemeinerung auf Ellipsen bzw. Ellipsoide benutzt ebenfalls die harmonischen
Polynome Pn (~x), die wieder jeweils Druckeigenfunktionen sind. Lediglich die Geschwindig-
keitseigenfunktionen lassen sich nicht so einfach wie in (2.39) angeben, sondern setzen sich
aus dem Faktor f = 1�j~xj2 für die Nullrandbedingung und einem passenden Polynom zu-
sammen. Die Rechnung ist wiederum etwas technisch, aber nicht sonderlich anspruchsvoll
und führt beispielsweise bei einer Ellipse mit den Radien a und b zu den Eigenfunktionen
und Eigenwerten niedrigster Ordnung (wobei bei p und u Normierungsfaktoren weggelassen
wurden)
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p u �

x f

�
1
0

�
a2+b2

b2

y f

�
0
1

�
a2+b2

a2

x2 � y2 f

 �x
a2+3b2

y
3a2+b2

!
(a2+3b2)(3a2+b2)

8a2b2

xy f

 
y

3a2+b2

x
a2+3b2

!
(a2+3b2)(3a2+b2)
3a4+2a2b2+3b4

x3 � 3xy2 f

 
a4�b4�2(3a2+b2)x2+2(a2+3b2)y2

a4+6a2b2+b4

4xy
a2+b2

!
(a2+b2)(a4+6a2b2+b4)

b2(5a4+2a2b2+b4)

3x2y � y3 f

 � 4xy
a2+b2

a4�b4�2(3a2+b2)x2+2(a2+3b2)y2
a4+6a2b2+b4

!
(a2+b2)(a4+6a2b2+b4)
a2(a4+2a2b2+5b4)

Damit �nden wir die Ladyzhenskaya-Konstante für die Ellipse zu

LEllipse =

r
a2

a2 + b2
(2.42)

für a � b. Dasselbe Ergebnis erhalten wir aus der Abschätzung der Friedrichs-Ungleichung
nach (2.38), woraus wir entnehmen können, daÿ in diesem Fall die Abschätzung scharf ist.
Des weiteren können wir daraus schlieÿen, daÿ es keine allgemeingültige untere Schranke
für L gibt, denn für jedes � > 0 gibt es ein elliptisches Gebiet mit den Halbachsen �2 und
1, so daÿ L
� < �.

Eine ganz ähnliche Konstruktion führt im räumlichen Fall zu den analogen Eigenfunk-
tionen und Eigenwerten niedrigster Ordnung

p u �

x f

0@ 1
0
0

1A a2b2+b2c2+c2a2

b2c2

y f

0@ 0
1
0

1A a2b2+b2c2+c2a2

c2a2

z f

0@ 0
0
1

1A a2b2+b2c2+c2a2

a2b2



30 KAPITEL 2. KONTINUIERLICHES PROBLEM

und damit für a � b � c zu der Konstanten

LEllipsoid =

r
a2b2

a2b2 + b2c2 + c2a2
: (2.43)

Auch in drei Dimensionen gibt es also wieder Gebiete mit beliebig kleiner Ladyzhenskaya-
Konstante.

2.4.4 Ladyzhenskaya-Konstante im periodischen Kanal

Auch für Rechtecke ist es möglich, eine exakte Lösung wie im vorigen Punkt 2.4.3 anzuge-
ben, allerdings lediglich für andere Randbedingungen als den bisher verwendeten homoge-
nen Dirichletrand.

Hierzu de�nieren wir periodische Randbedingungen an den beiden vertikalen Rändern
x = �l aus Zeichnung 2.3. Der passende Sobolev-Raum hierzu lautet

Hper =
n
~v 2 H1;2 (
)d j ~v = 0 bei y = �h; ~v (�l; y) = ~v (l; y) 8y 2 [�h; h]

o
: (2.44)

-h

h

l-l x

y

Abbildung 2.3: Rechteckiger Kanal

Es stellt sich heraus [Gou94], daÿ die Velte-Zerlegung aus Abschnitt 2.2 auch bei die-
sen Randbedingungen Gültigkeit besitzt, und daÿ die Eigenfunktionen aus (2.15) explizit
angegeben werden können. Eine vollständige Orthogonalbasis für die quadratintegrablen
harmonischen Funktionen bildet die Familie

e0 = y;

escn = sinh (ny) cos (nx) ;

essn = sinh (ny) sin (nx) ; (2.45)
eccn = cosh (ny) cos (nx) ;

ecsn = cosh (ny) sin (nx) :
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Zur Vereinfachung der Notation setzen wir nun ohne Einschränkung l = �. Die zugehö-
rigen Eigenfunktionen aus Hper bzw. dem interessanten Anteil H dieses Raumes ergeben
sich durch eine einfache Rechnung zu

~v0 =

�
0

h2 � y2

�
;

~vscn =

�
(�y sinh (nh) cosh (ny) + h cosh (nh) sinh (ny)) sin (nx)
(y cosh (nh) sinh (ny)� h sinh (nh) cosh (ny)) cos (nx)

�
;

~vssn =

�
(y sinh (nh) cosh (ny)� h cosh (nh) sinh (ny)) cos (nx)
(y cosh (nh) sinh (ny)� h sinh (nh) cosh (ny)) sin (nx)

�
;

~vccn =

�
(�y cosh (nh) sinh (ny) + h sinh (nh) cosh (ny)) sin (nx)
(y sinh (nh) cosh (ny)� h cosh (nh) sinh (ny)) cos (nx)

�
;

~vcsn =

�
(y cosh (nh) sinh (ny)� h sinh (nh) cosh (ny)) cos (nx)
(y sinh (nh) cosh (ny)� h cosh (nh) sinh (ny)) sin (nx)

�
;

mit den Eigenwerten

�scn = �ssn = 2

�
1 +

2nh

sinh (2nh)

��1
;

�ccn = �csn = 2

�
1� 2nh

sinh (2nh)

��1
;

jeweils für die Funktionen ~vscn und ~vssn bzw. ~vccn und ~vcsn .
Die Ladyzhenskaya-Konstante für das Rechteckgebiet (wieder mit den ursprünglichen

Bedeutungen von h und l) ist dann einfach der gröÿte Eigenwert, also

C =
2

1� 2�h

l sinh( 2�hl )

:

Für langgestreckte Kanäle, d.h. h� l kann dies mit einer einfachen Reihenentwicklung
des Sinus hyperbolicus grob abgeschätzt werden zu

C � 5

7
+

3

�2

�
l

h

�2

;

also auch beim Rechteck und diesen Randbedingungen C !1 für h
l
! 0.
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Kapitel 3

Diskretes Problem

Auÿer den genannten Spezialfällen aus den vorangegangenen Punkten 2.4.3 und 2.4.4 ist es
in der Regel nicht möglich, die Lösung der Stokes-Gleichungen (1.1) in geschlossener Form
exakt anzugeben. Wie bei anderen Di�erentialgleichungen beschränkt man sich deshalb
darauf, den Verlauf der Lösung näherungsweise zu ermitteln. Für diese Diskretisierung
stehen verschiedene Verfahren zur Auswahl, die je nach Problem, Gebiet, verwendeter
Computertechnologie und gewünschter Genauigkeit unterschiedlich geeignet sind. Bei den
betrachteten elliptischen Di�erentialgleichungssystemen sind dies im wesentlichen Finite
Di�erenzen, Finite Elemente und Finite Volumen sowie spektrale Verfahren. Alle führen
nach der Diskretisierung der Stokes-Gleichungen auf ein lineares Gleichungssystem, das
mit Algorithmen der numerischen linearen Algebra gelöst werden kann. Die konkrete Im-
plementierung diverser Lösungsalgorithmen ist in Anhang A.4 detailliert beschrieben.

Wir werden uns hier auf Finite-Elemente-Verfahren zur Diskretisierung beschränken.
Dies liegt vor allem daran, daÿ die mathematische Theorie hierfür am weitesten entwickelt
ist. Sie ist der Theorie der Variationsgleichungen sehr ähnlich und zahlreiche funktional-
analytische Ergebnisse des kontinuierlichen Problems können deshalb im Kern unverän-
dert übernommen werden. Tatsächlich kann man zeigen, daÿ gewisse Finite-Di�erenzen-
und Finite-Volumen-Formulierungen äquivalent zu entsprechenden Finite-Elemente-Dis-
kretisierungen sind, so daÿ die gefundenen Resultate in gewissem Umfang übertragbar
sind.

Weiterhin schränken wir die zu diskretisierenden Di�erentialgleichungen auf die Stokes-
Gleichungen (1.1) in den primitiven Variablen u und p ein. Eine Diskretisierung mit Strom-
funktion  und Wirbelstärke ! oder anderen Potentialen und Ableitungen der Geschwin-
digkeiten ist zwar in vielen Fällen möglich und in manchen auch sinnvoll, verursacht aber
wieder andere Probleme als die hier zur Diskussion stehenden (z. B. bei der Behandlung
der Randbedingungen) und bleibt in dieser Arbeit deshalb unberücksichtigt. Auÿerdem ist
die Formulierung in primitiven Variablen vom physikalischen Standpunkt her am anschau-
lichsten, da direkt meÿbare physikalische Gröÿen rechnerisch bestimmt werden.

33
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3.1 Finite Elemente

Diskrete Finite-Elemente-Räume können auf die unterschiedlichste Art und Weise kon-
struiert werden. Insbesondere wenn Singularitäten bekannten Typs auftreten, ist es auch
möglich, speziell für diese Singularitäten Elemente anzugeben, die trotz singulärer Lösung
sehr gute Konvergenz gegen die kontinuierliche Lösung garantieren.

Im allgemeinen werden Finite Elemente jedoch einfach als stückweise polynomiale Funk-
tionen angesetzt. Generell bieten Elemente hoher Ordnung nur Vorteile bei hinreichend
glatten Lösungen. Je nach Di�erentialgleichung müssen die Funktionen unterschiedliche
globale Stetigkeitsforderungen erfüllen, um überhaupt Konvergenz gegen die kontinuierli-
che Lösung zu erlauben oder bei konformen Elementen gar im kontinuierlichen Suchraum
zu liegen. Für Di�erentialgleichungen zweiter Ordnung, wie die Poisson-Gleichung oder
die Geschwindigkeiten im Stokes-Problem, ist für konforme Elemente lediglich Stetigkeit
erforderlich, bei vierter Ordnung wie beispielsweise der biharmonischen Gleichung wird so-
gar ein stetig di�erenzierbarer Anschluÿ an den Elementgrenzen benötigt. Nichtkonforme
Elemente besitzen weniger globale Glattheit, allerdings sind dann zusätzliche Konsistenz-
bedingungen zu erfüllen, wie beispielsweise bei dem bekannten Crouzeix-Raviart-Element
die Stetigkeit der Elemente zumindest an den Kantenmitten.

Bei der Konstruktion einer geeigneten Basis für die gewünschten Elemente ist es un-
erläÿlich, daÿ die gewählten Knoten die Funktion eindeutig bestimmen, also unisolvent
sind. Ein rechentechnischer Gesichtspunkt ist die Gröÿe des Trägers der einzelnen Basis-
funktionen. Bei der Diskretisierung bzw. der Berechnung der Einträge der Stei�gkeits- und
Massenmatrix verschwinden alle Einträge, die zu Spalten- und Zeilenfunktionen mit dis-
junktem Träger gehören. Deshalb ist es sinnvoll, dafür zu sorgen, daÿ der Träger jeder
Basisfunktion möglichst klein bleibt, damit die entstehenden Matrizen dünn besetzt und
mit geeigneten Algorithmen schnell zu lösen sind. In Spezialfällen (beispielsweise auf einem
Rechteck) ist es allerdings manchmal auch möglich, direkt eine Orthogonalbasis anzuge-
ben, so daÿ die Stei�gkeitsmatrix diagonal und folglich trivial zu lösen ist. Ansonsten sind
möglichst lokale Basisfunktionen zu wählen.

Wir beschränken uns bei der folgenden Vorstellung der wichtigsten Finiten Elemente
auf Dreieckselemente. Diese besitzen aber zumeist eine o�ensichtliche Verallgemeinerung
auf Rechteckelemente und in drei Dimensionen auf Tetraeder- und Quaderelemente. Zur
besseren Randapproximation werden gelegentlich auch isoparametrische Elemente verwen-
det, die beispielsweise durch quadratische Abbildungen aus den entsprechenden Standard-
elementen hervorgehen. Der Aufwand bei der Aufstellung der Systemmatrix wird dabei
jedoch deutlich erhöht und lohnt sich nur bei Elementen hoher Ordnung.

Untersucht wurden im Laufe der Arbeit die stabilen Elemente Mini=P1Mini1, P1P2,
P1Mini2, P2Mini2, P1P3, P2P3, Crouzeix-Raviart, P1P1 � 2 (einmal verfeinerte Geschwin-
digkeitstriangulierung), P1P1 � 3, P1Mini3 und P2Mini3 sowie zum Test der künstlichen
Stabilisierung aus Abschnitt 3.3 das von Haus aus nicht stabile P1P1-Element.
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3.1.1 Unstetige Elemente

Elemente ohne jede Stetigkeitsforderung werden in der Regel mit einem auf einzelne Drei-
ecke beschränkten Träger konstruiert. Sie benutzen vollständige Polynome und geeignet
viele Stützstellen innerhalb des Dreiecks, wobei lediglich zu beachten ist, daÿ diese Stütz-
stellen das Polynom eindeutig bestimmen. Beispielsweise dürfen für lineare Polynome die
drei Stützpunkte nicht kollinear sein. Das einfachste Element ist stückweise konstant, hö-
here Ordnungen können ebenfalls ganz einfach erstellt werden wie in Abbildung 3.1 darge-
stellt. Sehr vorteilhaft ist bei diesen Elementen, daÿ die Basisfunktionen zweier Dreiecke
disjunkte Träger haben. Die Massenmatrix ist deshalb (block-)diagonal und folglich trivial
invertierbar. Allerdings eignen sie sich wegen fehlender Stetigkeitseigenschaften beispiels-
weise nicht für den Hauptteil elliptischer Systeme.

Bei Viereckselementen können entweder bilineare (biquadratische, ...) Funktionen an-
gesetzt werden oder auch dieselben vollständigen Polynome wie bei Dreiecken. Letztere
werden zweckmäÿig über Funktionswert und Ableitungen am Mittelpunkt bestimmt.

×

×

× ×
×

×
×

×××

Abbildung 3.1: Unstetige polynomiale Elemente mit Lagrange-Knoten (Funktionsauswer-
tung)

3.1.2 C0-Elemente

Stetige Elemente sind sehr leicht zu konstruieren. Die bekanntesten Vertreter sind die
zweidimensionalen Verallgemeinerungen der Lagrange-Splines und bestehen aus vollstän-
digen Polynomen n-ten Grades auf jedem Dreieck. Durch die Vorgabe der Werte an den
in Abbildung 3.2 gezeigten Knotenpunkten sind die Funktionen auf jedem Dreieck eindeu-
tig bestimmt, die Lage der Knoten auf den Ecken und Kanten sorgt automatisch für die
notwendige Stetigkeit über Dreiecksgrenzen hinweg. Ab dem kubischen Element entstehen
innere Knoten, die mittels statischer Kondensation eliminiert werden können, da die Träger
aller zugehörigen Basisfunktionen disjunkt sind.

Eine andere Möglichkeit ergibt sich aus der Verallgemeinerung der Hermite-Splines. Sie
bestehen aus denselben Funktionen, verwenden allerdings andere Knoten, nämlich einige
Funktionswerte und einige Werte von Ableitungen der Funktion, wie in Abbildung 3.3 zu
sehen. Das kubische Hermite-Elemente nutzt Funktionswerte (�) und die beiden ersten
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Abbildung 3.2: Lagrange-Elemente mit linearen, quadratischen und kubischen Polynomen

Ableitungen an den Ecken (
). Das Element vierter Ordnung verwendet zusätzlich die
Funktionswerte auf den Kantenmitten und das Element fünfter Ordnung schlieÿlich die
Funktionswerte und alle ersten und zweiten Ableitungen an den Ecken (

) sowie zusätzlich
die Normalableitung auf jeder Kantenmitte.

Sie liefern zwar die gleiche Approximationsordnung wie ihre Lagrange-Geschwister, er-
geben jedoch je nach Glattheit der Funktion und der Triangulierung manchmal eine kleinere
Konstante vor der Ordnung. Auÿerdem führen sie zum Teil zu erheblich weniger Unbekann-
ten bei gleicher Ordnung und Triangulierung, da sie durch die Vorgabe von Ableitungen an
Ecken und Kanten glatter sind. Auf der anderen Seite sorgt dies wieder für stärker besetzte
Matrizen, so daÿ der Spare�ekt an Matrixeinträgen nicht besonders ausgeprägt ist.

Die Konstruktion der Elemente für Vierecke erfolgt in der Regel als Tensorprodukt der
entsprechenden eindimensionalen Ansätze, beispielsweise als bilineare oder biquadratische
Elemente. Dadurch sind die Funktionen entlang der Diagonalen von höherer Ordnung, was
aber nicht weiter stört. Teilweise können zu inneren Knoten gehörende Basisfunktionen
auch weggelassen werden, ohne die Konvergenzordnung zu verschlechtern. Die Verallge-
meinerung auf Tetraeder benutzt ebenfalls vollständige Polynome, bei Quadern wird der
Tensorproduktansatz lediglich um eine weitere Dimension ergänzt.

⊗ ⊗

⊗

⊗⊗

⊗

− −

−⊗⊗

⊗

××

×

Abbildung 3.3: Hermite-Elemente aus Polynomen 3.-5. Ordnung
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3.1.3 C
1-Elemente

Stetig di�erenzierbare Elemente sind erheblich aufwendiger in der Konstruktion. Der ein-
fachste Ansatz über ein ganzes Dreieck von Argyris benutzt vollständige Polynome fünfter
Ordnung und ist in Abbildung 3.4 dargestellt, wobei für Funktionsauswertungen und Ab-
leitungswerte dieselbe Notation wie im vorigen Punkt gilt. Es verwendet Knotenwerte und
die ersten beiden Ableitungen an den Ecken sowie die Normalableitungen auf den Kan-
tenmitten und fällt damit mit dem Hermite-C0-Element fünfter Ordnung zusammen. Das
Element von Bell ist ganz ähnlich, verzichtet jedoch auf die Vorgabe der Normalableitungen
auf den Kantenmitten und beschränkt dafür den Polynomraum auf solche Funktionen, de-
ren Normalableitung auf jeder Kante nur ein Polynom dritter Ordnung ist (normalerweise
vierter Ordnung). Selbstverständlich sind für beide Elemente wieder Verallgemeinerungen
höherer Ordnung möglich.

Einen anderen Weg verfolgt das Hsieh-Clough-Tocher-Element. Es teilt das ursprüngli-
che Dreieck vom Schwerpunkt zu den Ecken und stellt in jedem der drei Unterdreiecke ein
kubisches Polynom auf. Diese müssen an den inneren Kanten stetig di�erenzierbar zusam-
mengesetzt sein. Die Vorgabe der Funktionswerte und der ersten Ableitungen an den Ecken
zusammen mit der Normalableitung auf der Kantenmitte sichert den C1-Anschluÿ nach au-
ÿen. Auch hier kann man analog zum Bell-Element auf die Normalableitungen verzichten,
wenn man den Raum der inneren Polynome auf Funktionen mit lediglich quadratischer
Normalableitung auf jeder Kante einschränkt.

⊗⊗

⊗

− −

− ⊗⊗

⊗

⊗⊗

⊗

−
−

−

Abbildung 3.4: Argyris-, Bell- und Hsieh-Clough-Tocher-Element

Generell sind C1-Elemente deutlich schwieriger zu handhaben und führen wegen der
zahlreichen Ableitungen an Ecken als Knotenwerte teilweise zu stärker besetzten Matri-
zen als die C0-Elemente gleicher Ordnung. Falls die Differentialgleichung es zuläÿt, sollte
deswegen auf ihren Einsatz verzichtet werden, ganz besonders bei Systemen von Di�eren-
tialgleichungen wie der Stokesgleichung.

3.1.4 Nichtkonforme Elemente

Wie in Abschnitt 3.1 bereits angedeutet, liegen nichtkonforme Elemente nicht in dem
Sobolev-Raum, in dem die kontinuierliche Di�erentialgleichung de�niert ist. Damit trotz-
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dem Konvergenz erzielt werden kann, müssen andere Konsistenzbedingungen erfüllt wer-
den.

Das bekannteste nichtkonforme Element stammt von Crouzeix und Raviart und be-
nutzt stückweise lineare Funktionen, die durch die Werte an den Kantenmitten bestimmt
werden. Man kann zeigen, daÿ dieser stetige Anschluÿ an der Kantenmitte bei den ver-
wendeten linearen Ansatzfunktionen für die Konvergenz ausreichend ist [CR73]. Bei der
Verallgemeinerung dieses Elementes auf höhere Ordnung stöÿt man für geraden Polynom-
grad auf Schwierigkeiten, da die natürlichen Stützstellen (die sechs Gauÿ-Punkte auf den
Kanten bei zweiter Ordnung) nicht unisolvent sind. Tatsächlich existiert eine nichtkonforme
Bubble, die an allen Stützstellen verschwindet. Eine geeignete Konstruktion für Crouzeix-
Raviart-Elemente gerader Ordnung benutzt deshalb das entsprechende konforme Element,
beispielsweise mit quadratischen Polynomen, und fügt gerade diese nichtkonforme Bubble
als Basisfunktion hinzu.

3.1.5 Bubble-Funktionen

Wie wir im folgenden Abschnitt 3.2 sehen werden, sind für zahlreiche Finite Elemente
die Räume etwas zu klein, um Konvergenz für die Stokes-Gleichungen zu gewährleisten.
Es erweist sich als zweckmäÿig, sie durch sogenannte Bubble-Funktionen zu ergänzen, die
sich dadurch auszeichnen, daÿ sie höherer Ordnung sind als das zugrundeliegende Element
und ihr Träger auf jeweils einzelne Dreiecke beschränkt ist. Im einfachsten Fall ist dies
das Polynom dritten Grades, das gerade auf den Kanten verschwindet. Bubbles höherer
Ordnung erzeugt man beispielsweise durch Multiplikation dieser Mini-Bubble mit Polyno-
men entsprechenden Grades. Das Hinzufügen dieser Bubbles verbessert die Konvergenz-
ordnung des Elementes nicht, kann aber die Konstante vor der Ordnung etwas verringern.
Da die Träger der Bubbles verschiedener Dreiecke disjunkt sind, können die zugehörigen
Unbekannten durch statische Kondensation vorab dreiecksweise eliminiert werden, so daÿ
insgesamt durch die Bubbles nur ein leicht erhöhter Rechenaufwand entsteht.

3.2 Stabile Diskretisierung

Analog zu der Stabilitätsforderung (2.6) existiert auch eine ähnliche Bedingung an Finite-
Elemente-Diskretisierungen, die in diesem Kontext Babu�ska-Brezzi-Bedingung genannt
wird. Wie bereits gesagt ist die Finite-Elemente-Theorie der Variationsformulierung sehr
ähnlich, so daÿ im Unterschied zu (2.6) formal eigentlich nur die beteiligten Funktionen-
räume geändert werden

Lh kqhkQh
� sup

~vh2Vh

(divh ~vh; qh)h
k~vhkVh

8qh 2 Qh; (3.1)

und je nach Diskretisierung eventuell der Operator div und das Skalarprodukt (�; �) durch
ihre diskreten Varianten ersetzt werden. Die Konstante Lh muÿ dabei unabhängig von der
Diskretisierungsfeinheit h nach unten beschränkt sein.
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Die Bedingung (3.1) ist nun theoretisch für jedes Gebiet und jede Diskretisierung ein-
zeln zu überprüfen. Tatsächlich ist es jedoch möglich, unter Voraussetzung der kontinu-
ierlichen Ladyzhenskaya-Bedingung (2.6) für bestimmte Elemente allgemein die Existenz
der Konstanten Lh zu zeigen. Hierfür steht ein allgemeiner Beweisrahmen zur Verfügung,
der in Punkt 3.2.3 vorgestellt wird und in den folgenden Punkten 3.2.4 und 3.2.5 auf zwei
bekannte Elemente angewendet wird, um ihre Stabilität zu zeigen.

Es sei darauf hingewiesen, daÿ für die Diskussion von (3.1) stets die Betrachtung beider
Räume Vh und Qh erforderlich ist. O�ensichtlich kann eine Vergröÿerung des Raumes Vh
oder Verkleinerung des Raumes Qh die Konstante Lh nur vergröÿern und umgekehrt, so daÿ
teilweise Ergebnisse von anderen Räumen übernommen werden können, falls beispielsweise
zu einem bereits stabilen Element noch Bubbles hinzugefügt werden, um es noch etwas
robuster zu machen.

Zusätzlich muÿ die Norm k�kVh gewährleisten, daÿ der diskrete Laplace-Operator der
Stokes-Gleichungen (1.1) gleichmäÿig stetig und elliptisch ist, d. h. in der variationellen
Formulierung

m k~vhk2Vh � (Dh~vh; Dh~vh)h � M k~vhk2Vh (3.2)

mit von h unabhängigen Konstanten m und M , da ansonsten die Konvergenz der diskre-
ten Lösung gegen die kontinuierliche Lösung nicht gewährleistet ist. Die Forderung nach
Stetigkeit gilt auch für den Operator div, also

(divh ~vh; qh)h � c k~vhkVh kqhkQh
(3.3)

mit ebenfalls von h unabhängiger Konstante c. Die Bedingungen (3.2) und (3.3) sind für
konforme Diskretisierungen, d. h. Vh � H1;2

0 und Qh � L2
0 durch die kontinuierlichen

Gleichungen (2.2) gesichert, falls auch die Normen k�kQh
= k�kL2

0
und k�kVh = k�kH1;2

0
,

die Operatoren divh = div und Dh = D und das Skalarprodukt (�; �)h = (�; �) der kon-
tinuierlichen Räume übernommen werden. Bei nichtkonformen Diskretisierungen, die für
manche Probleme durchaus Vorteile bieten können, sind sie jedoch zusätzlich zu (3.1) mit
zu überprüfen.

Zur Vermeidung allzu vieler Indizes wird nachfolgend von konformen Diskretisierun-
gen ausgegangen und die diskreten Normen, Operatoren und Skalarprodukte durch ihre
kontinuierlichen Äquivalente ersetzt, nicht zuletzt auch um die Ähnlichkeit zu den kon-
tinuierlichen Formulierungen hervorzuheben. Die gefundenen Ergebnisse gelten jedoch in
ähnlicher Form auch für nichtkonforme Elemente, solange dies nicht explizit ausgeschlossen
wird.

Die Diskussion bewegt sich also nun um die diskretisierte Formulierung der Stokes-
Gleichungen (1.5)

(D~uh; D~vh)� (ph; div~vh) = (~f;~vh) 8vh 2 Vh; (3.4)
(div ~uh; qh) = (g; qh) 8qh 2 Qh:



40 KAPITEL 3. DISKRETES PROBLEM

3.2.1 Konvergenz der diskreten Lösung

Zunächst ist die Konvergenz der diskreten Lösung gegen die kontinuierliche Lösung von
(1.5) zu überprüfen. Das ist das Ergebnis [GR86] von

Satz 15. Sei (~u; p) die Lösung der kontinuierlichen Stokes-Gleichungen (1.5) und (~uh; ph)
die Lösung von (3.4) einer konformen Diskretisierung. Auÿerdem sei die Stabilitätsbedin-
gung (3.1) erfüllt. Dann gilt

j~u� ~uhj1 + kp� phk � c

�
inf
~vh2Vh

j~u� ~vhj1 + inf
qh2Qh

kp� qhk
�

mit einer Konstanten c unabhängig von ~u und p.

Beweis. Der Einfachheit halber sei g � 0, der allgemeine Fall ergibt sich dann einfach durch
Addition eines Elementes ~zh 2 Vh mit (div ~zh; qh) = (g; qh) 8qh 2 Qh und den formalen
Übergang ~f ! ~f ��~zh.

Zunächst zeigen wir dazu, daÿ für Xh = f~vh 2 Vh j (div~vh; qh) = 0 8qh 2 Qhg gilt

j~u� ~uhj1 � c

�
inf

vh2Xh

j~u� ~vhj+ inf
qh2Qh

kp� qhk
�
:

Mit einem beliebigen ~wh 2 Xh testen wir die diskrete (3.4) und die kontinuierliche
Stokes-Gleichung (1.5) mit ~vh = ~uh � ~wh (dies ist möglich wegen der konformen Diskreti-
sierung) und erhalten

(D~vh; D~vh) = (D (~u� ~wh) ; D~vh)� (p� qh; div~vh)

für alle qh 2 Qh, wobei wir ~vh 2 Xh benutzt haben. Damit ist

j~vhj1 � j~u� ~whj1 + kp� qhk

und weiterhin

j~u� ~uhj1 � 2 j~u� ~whj+ kp� qhk ;
also die Behauptung mit der Konstanten c = 2.

Als nächstes beweisen wir

inf
~wh2Xh

j~u� ~whj1 �
�
1 +

1

Lh

�
inf
~vh2Vh

j~u� ~vhj1 :

Dazu sei ~vh 2 Vh beliebig, ~wh 2 Xh die Projektion von ~vh auf Xh und ~zh = ~vh� ~wh der
Projektionsvektor. Dann ist

(div ~zh; qh) = (div~vh; qh) 8qh 2 Qh;
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und wir können wegen ~zh 2 V ?
h abschätzen

j~zhj1 �
1

Lh kdiv ~zhk =
1

Lh kdiv~vhk =
1

Lh kdiv (~vh � ~u)k � 1

Lh j~u� ~vhj1 ;

so daÿ

j~u� ~whj1 � j~u� ~vhj1 + j~zhj1 �
�
1 +

1

Lh

�
j~u� ~vhj1 :

Es bleibt die Abschätzung des Druckterms. Dafür benutzen wir

(div~vh; ph � qh) = � (D (~u� ~uh) ; D~vh) + (div~vh; p� qh) 8~vh 2 Vh; qh 2 Qh

und verwenden die Babu�ska-Brezzi-Bedingung zu

kph � qhk � 1

Lh sup
~vh2Vh

1

j~vhj1
((D (~u� ~uh) ; D~vh) + (div~vh; p� qh))

� 1

Lh (j~u� ~uhj1 + kp� qhk) :

Folglich ist

kp� phk � 1

Lh

�
j~u� ~uhj1 + (1 + Lh) inf

qh2Qh

kp� qhk
�
;

und mit der bereits bewiesenen Abschätzung für die Geschwindigkeiten ist Satz 15 bewie-
sen.

Setzen wir die bestimmten Konstanten ein, so �nden wir

j~u� ~uhj1 + Lh kp� phk � c

Lh

�
inf
~vh2Vh

j~u� ~vhj1 + inf
qh2Qh

kp� qhk
�
:

Es ist also absehbar, daÿ mit klein werdender Babu�ska-Brezzi-Konstante in erster Li-
nie die Druckapproximation schlecht werden wird, wohingegen die Geschwindigkeiten hier
etwas weniger emp�ndlich sind.

3.2.2 Verletzung der Stabilitätsforderung

Im Falle der Verletzung von (3.1) sind zwei grundlegend verschiedene Ursachen zu unter-
scheiden. Sollte auch die kontinuierliche Ungleichung (2.6) nicht erfüllt sein � z. B. bei
inneren Winkeln von � = 0 im Gebiet � kann prinzipiell keine Diskretisierung die diskrete
Gleichung erfüllen, da auch das kontinuierliche Problem nicht unbedingt (eindeutig) lösbar
ist. Anders sieht es aus, wenn die Verletzung erst durch die Wahl des Finiten Elementes zu-
stande kommt. Einige Beispiele für stabile Elemente �nden sich in den folgenden Punkten
3.2.3-3.2.5.
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Abbildung 3.5: Schachbrettmuster des instabilen Drucks beim Q1P0 Element

Wie macht sich jedoch die Verletzung bemerkbar? Der einfachste Fall ist an einer Dis-
kretisierung mit dem sogenannten Q1P0 Element auf einem Quadratgitter zu sehen. Dieses
verwendet stückweise bilineare Geschwindigkeiten und stückweise konstante Druckfunk-
tionen. Es stellt sich heraus, daÿ ein nichttrivialer Druck pSh existiert, der in (3.1) zu�
div~vh; p

S
h

�
= 0 8~vh führt. Dieser besteht aus schachbrettartig angeordneten positiven

und negativen Drücken wie in Abbildung 3.5, weshalb diese Nichterfüllung der Babu�ska-
Brezzi-Bedingung auch als Schachbrett-Instabilität bezeichnet wird. Faktorisiert man den
diskreten Raum Qh nach diesem Schachbrettdruck, um den Kern des diskreten Gradien-
ten trivial zu machen, wird (3.1) zwar erfüllt, allerdings nur mit einer Konstante Lh, die
vom Diskretisierungsparameter h anhängt [Bra92]. Andererseits läÿt sich zeigen [For96],
daÿ gerade dieses Element für die spezielle Triangulierung aus Zeichnung 3.6 die Babu�ska-
Brezzi-Bedingung doch erfüllt, so daÿ auch die Triangulierung Ein�uÿ auf die Stabilität
einer Diskretisierung hat. Dies liegt daran, daÿ bei entsprechender Symmetrie des Gitters
lineare Abhängigkeiten der Nebenbedingungen auftreten können.

Abbildung 3.6: Spezielles stabiles Gitter für das Q1 � P0 Element

Eine andere Variante ungeeigneter Elemente macht sich dadurch bemerkbar, daÿ die
Lösung ~uh = 0 trivial wird. Dies liegt daran, daÿ die Anzahl der Nebenbedingungen, also
die Dimension des Druckraumes jQhj, die Anzahl der Freiheitsgrade, also die Dimension
des Geschwindigkeitsraumes jVhj, übersteigt und ein Phänomen auftritt, das im Kontext
der Diskretisierung der elastischen Gleichungen als Locking bezeichnet wird. Selbst wenn
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die reine Abzählung von Dimensionen dies noch nicht zwingend erfordert, kann der zur
Verfügung stehende Restraum so klein sein, daÿ die Approximationsfähigkeit verschwindet
und die diskrete Lösung nichts mehr mit der kontinuierlichen Lösung gemein hat.

3.2.3 Stabile Elemente

Der Beweis von (3.1) gelingt in der Regel am einfachsten mit einem Beweisrahmen, der
ursprünglich von Fortin [For77] stammt und in der Folge weiter vereinfacht und verallge-
meinert wurde [GR86]. Zunächst wird hier die Existenz eines geeigneten Interpolations-
operators �h gefordert.

Lemma 16. Für ein Gebiet 
 sei die kontinuierliche Ladyzhenskaya-Bedingung (2.6) er-
füllt. Dann ist die diskrete Babu�ska-Brezzi-Bedingung genau dann erfüllt, wenn ein Inter-
polationsoperator �h : H

1;2
0 ! Vh existiert mit

(div (~v � �h~v) ; qh) = 0 8qh 2 Qh; (3.5)
j�h~vj1 � C j~vj1 8v 2 H1;2

0 (3.6)

mit einer Konstanten C > 0 unabhängig von h.

Anmerkung 12. Tatsächlich ist die kontinuierliche Ladyzhenskaya-Bedingung (2.6) zu
strikt, es genügt bereits, wenn sie nicht auf dem vollen L2

0 erfüllt ist, sondern nur auf Qh.
Es reicht also schon

k kqhk � sup
~v2H1;2

0

(div~v; qh)

j~vj1
8qh 2 Qh:

Beweis. Falls ein solcher Operator �h existiert, haben wir

sup
~vh2Vh

(div~vh; qh)

j~vhj1
� sup

~v2H1;2
0

(div �h~v; qh)

j�h~vj1
= sup

~v2H1;2
0

(div~v; qh)

j�h~vj1
wegen (3.5). Mit (2.6) und (3.6) folgt weiter

sup
~vh2Vh

(div~vh; qh)

j~vhj1
� 1

c
sup
~v2H1;2

0

(div~v; qh)

j~vj1
� L

c
kqhk ;

so daÿ gilt Lh � L
c
.

Sei nun umgekehrt Bedingung (3.1) erfüllt, dann existiert für jedes ~v 2 H1;2
0 eine ein-

deutige Projektion �h~v 2 (ker divh)
? mit

(div�h~v; qh) = (div~v; qh) 8qh 2 Qh:

Damit ergibt sich einfach

j�h~vj1 �
1

Lh kdiv �h~vk � 1

Lh kdiv~vk :
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Die Konstruktion eines solchen Operators �h ist in der Regel direkt nur sehr schwer
möglich. Man setzt ihn deshalb aus zwei einfacher zu �ndenden Operatoren �1 und �2

zusammen, gemäÿ dem folgenden

Lemma 17. Es gelten die Voraussetzungen von Lemma 16. Weiterhin seien �1 und �2

lineare Interpolationsoperatoren mit den Eigenschaften

j�1~vj1 � c1 j~vj1 8~v 2 H1;2
0 ;

(div�2~v � ~v; qh) = 0 8qh 2 Qh;

j�2 (~v � �1~v)j1 � c2 j~vj1 8~v 2 H1;2
0 :

Dann gilt die Babu�ska-Brezzi-Bedingung (3.1).

Beweis. Der zur Anwendung von Lemma 16 erforderliche Operator wird konstruiert mittels
�h~v = �2 (~v � �1~v) + �1~v und wir erhalten

(div�h~v; qh) = (div�2 (~v � �1~v) ; qh) + (div �1~v; qh) =

= (div (~v � �1~v) ; qh) + (div �1~v; qh) = (div~v; qh)

und schlieÿlich
j�h~vj1 � j�2 (~v � �1~v)j1 + j�1~vj1 � (c1 + c2) j~vj1 :

Der Beweis für ein konkretes Element läuft nun folgendermaÿen ab. �1 ist in der Regel
ein universeller Approximationsoperator nach Clement [Cle75] oder Scott-Zhang [SZ90],
wobei letzterer für unsere Anwendung wichtiger ist, da er die Nullrandbedingung erhält.
Der Operator �2 wird nun lokal auf einem Referenzpatch konstruiert, der aus einem oder
mehreren Elementen besteht. Der Nachweis der (Pseudo-)Stetigkeit von �2 ist normaler-
weise wenig anspruchsvoll, aber etwas technisch. Mit Lemma 17 folgt die Babu�ska-Brezzi-
Bedingung.

Ein etwas anderer Ansatz wird in [GR86] verfolgt. Dort wird ein Unterraum der Ge-
schwindigkeiten Vh konstruiert, der mit stückweise konstanten Drücken auf einzelnen Pat-
ches die Babu�ska-Brezzi-Bedingung erfüllt, und damit eine lokale Babu�ska-Brezzi-Bedin-
gung auf den einzelnen Patches auf das gesamte Gebiet ausgedehnt. Der Nachteil hierbei
ist, daÿ die Triangulierung sich in die Patches parzellieren lassen muÿ, was ihre Topolo-
gie einschränkt. Auÿerdem ist der lokale Nachweis durch die zumeist aus mehr als einem
Element bestehenden Patches sehr technisch.

Zur Erinnerung hier das Ergebnis des Interpolationsoperators �C nach [Cle75], der über
eine lokale L2-Projektion auf die stetigen stückweise linearen Polynome de�niert wird. Für
reguläre Triangulierungen gilt dann

Dk (~v � �C~v)



2 � c hl�k


Dl~v



2 0 � k � l � 2; (3.7)
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wobei hier insbesondere der Fall k = l = 1 interessiert.
Das formal gleiche Ergebnis (mit einer anderen Konstante c)

Dk (~v � �S�C~v)



2 � c hl�k


Dl~v



2 0 � k � l � 2 (3.8)

erhält man für den Operator �S�Z nach [SZ90]. Dazu wird für jeden Knoten eine angren-
zende Kante (in 2D) oder Fläche (in 3D) ausgewählt, die duale Basis der Restriktion der
linearen Basisfunktionen auf diese Kante oder Fläche gebildet und aus dieser Dualbasis
schlieÿlich die Interpolierende bestimmt. Dieser Approximationsoperator hat den für un-
seren Fall wesentlichen Vorteil, die Nullrandbedingung aus dem Kontinuierlichen auch im
Diskreten zu erhalten.

3.2.4 Mini-Element

Das Mini-Element aus [ABF83] besteht im einfachsten Fall aus jeweils linearen Funktionen
für den Druck p und jede Komponente der Geschwindigkeiten ux, uy und in 3D uz, wobei
jeder Geschwindigkeitsraum durch die kleinsten Bubbles aus Punkt 3.1.5 ergänzt wird, also
die kubische Bubble in 2D und die Bubble vierter Ordnung in 3D. Verallgemeinerungen
auf höhere Ordnungen sind problemlos möglich.

Der Beweis der Stabilität beruht wesentlich auf der Stetigkeit der Druckfunktionen und
der dadurch erlaubten Umformung

(qh; div (�h~v � ~v)) = (rqh;�h~v � ~v) 8qh 2 Qh; ~v 2 H1;2
0 ;

sowie der Möglichkeit der lokalen Erfüllung von

(rqh;�h~v � ~v) = 0 8qh 2 Qh (3.9)

durch die Wahl einer geeigneten Bubblefunktion. Zusammen mit der Stetigkeit des Inter-
polationsoperators �h folgt nach Lemma 16 dann die Stabilität des Mini-Elementes.

Zur Konstruktion von �h gemäÿ Lemma 17 stellen wir fest, daÿ (3.9) sicher gilt, fallsZ
T

(�h~v � ~v) dx = 0 8~v 2 H1;2
0

auf jedem Dreieck T erfüllt ist, denn die Gradienten der stückweise linearen Funktionen
sind auf jedem Dreieck konstant. Der Operator �1 aus Lemma 17 ist nun der bereits ange-
sprochene Interpolationsoperator von Scott-Zhang, und �2 ergänzt diesen um die passende
Bubblefunktion. Dazu bilden wir

�2~v = �1~v � ~� (T ) bT auf T

mit der Bubblefunktion bT auf dem Dreieck T und den jeweiligen Koe�zienten ~� (T ) der
einzelnen Geschwindigkeitskomponenten. Diese ergeben sich zu

~� (T ) =

R
T
(�1~v � ~v) dxR

T
bT dx

:
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Aus einer einfachen Dimensionsbetrachtung gewinnen wir

j~� (T ) bT j1 �
c

h
k�1~v � ~vkT ;

und durch Summation über das gesamte Gebiet unter Verwendung von (3.8) die gewünschte
Stabilität

j�2 (~v � �1~v)j1 � c j~vj1 ;
die die Anwendung des Lemmas 17 gestattet.

Man kombiniert also einen genügend approximativen Raum, der einen Interpolations-
operator nach Scott-Zhang gestattet, mit einigen Basisfunktionen, die lokal manipuliert
werden können. Dadurch wird die Orthogonalitätsrelation (3.5) der Interpolierenden in
konstruktiv recht einfacher Weise gewährleistet. Diese Technik ist universell verwendbar
und gestattet die Konstruktion zahlreicher stabiler Finiter Elemente.

3.2.5 Taylor-Hood-Element

In ähnlicher Weise läÿt sich zeigen, daÿ stückweise quadratische Geschwindigkeiten und
stückweise konstante Druckfunktionen ein stabiles Element bilden. �2 wird dazu so kon-
struiert, daÿ die Interpolierende an den Ecken verschwindet und auf jeder Kante e gerade
das Fluÿintegral gemäÿ Z

e

�2~v ds =

Z
e

~v ds

reproduziert. (Überstrichene Gröÿen beziehen sich nachfolgend auf dieses Element.)
Darauf aufbauend können wir zeigen, daÿ auch das Taylor-Hood-Element [HT73] (stück-

weise quadratische Geschwindigkeiten und stückweise lineare stetige Druckfunktionen) sta-
bil ist, sofern keine Dreiecke in der Triangulierung vorhanden sind, die zwei Kanten auf @

haben. Nach [BF91] haben wir für jeden diskreten Druck qh und seine stückweise konstante
L2
0 -Projektion �qh sowie die Geschwindigkeit ~wh

(div ~wh; qh) = (div ~wh; �qh) + (div ~wh; qh � �qh)

= k�qhk2 + (div ~wh; qh � �qh)

� k�qhk2 � j~whj1 kqh � �qhk ;
wenn das Feld ~v mit div~v = �qh und j~vj1 � 1

L k�qhk gewählt wird (dies ist möglich wegen der
kontinuierlichen Ladyzhenskaya-Bedingung (2.6)). ~wh = ��h~v ist dabei die Interpolierende
aus dem Beweis der Stabilität des zuvor angedeuteten P2 � P0-Elementes. Damit haben
wir

j~whj1 =
����h~v

��
1
� �c j~vj � �c

L k�qhk

und folglich

(div ~wh; qh) � k�qhk2 � �c

L k�qhk kqh � �qhk :
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Nun konstruieren wir wieder lokale Funktionen ~zh, die an allen Ecken verschwinden, und
deren Normalkomponenten auf allen Kanten verschwinden. Die Tangentialkomponenten
verschwinden ebenfalls auf allen Randkanten der Triangulierung. Auf den Mittelpunkten
M der inneren (gerichteten) Kanten ~e de�nieren wir hingegen

~zh (M) � ~e = � j~ej2 (rqh (M) � ~e) ;

so daÿ wir aus einer Dimensionsbetrachtung sofort jzhj1 � c kqh � �qhk erhalten. Damit
�nden wir auf jedem Dreieck T und seinen Kantenmitten M

(div ~zh; qh)T = � (~zh;rqh)T = �
X
M

jT j
3
~zh � rqh (M)

=
X
M=2@


j~ej2 jT j
3
jrqh (M)j2

� c kqh � �qhkT ;

denn ~zh �rqh ist ein quadratisches Polynom auf jedem Dreieck und die letzte Abschätzung
stammt erneut aus einer Dimensionsbetrachtung. Hierbei geht noch ein, daÿ rqh konstant
ist und jedes Dreieck mindestens zwei Kanten hat, die nicht auf @
 fallen. Damit ist
insgesamt

(div ~zh; qh) � c kqh � �qhk :
Wir wählen ~vh = ~wh + �~zh mit einem noch zu bestimmenden Parameter �. Damit ist

(div~vh; qh) � k�qhk2 � �c

L k�qhk kqh � �qhk+ �c kqh � �qhk2 ;

und mit der Wahl � = 1
2
+ �c2

2L2c gilt

(div~vh; qh) � 1

2
k�qhk2 + c

2
kqh � �qhk2 � 1

2
min (1; c) kqhk2 :

Auf der anderen Seite können wir abschätzen

j~vhj1 � j~whj1 + � j~zhj1 � �c

�
1

L + �

�
kqhk ;

so daÿ wir auch für das Taylor-Hood-Element die Babu�ska-Brezzi-Bedingung

(div~vh; qh)

j~vhj1
� L

2�c

min (1; c)

1 + �L kqhk

bewiesen haben.
Ein anderer Beweis aus [GR86] verwendet eine Technik, die alle um einen Eckpunkt

liegenden Dreiecke zu einem Makroelement vereinigt. Girault/Raviart zeigen dann, daÿ für
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dieses Makroelement eine lokale Babu�ska-Brezzi-Bedingung gilt, indem wieder innere Kno-
ten passend gewählt werden ähnlich wie die Bubbles im Mini-Element. Diese Eigenschaft
wird dann über das ganze Gebiet (das sich in solche Makroelemente parzellieren lassen
muÿ) ausgedehnt, unter Verwendung eines Resultates, daÿ ein Element stabil ist, falls es
eine solche lokale Bedingung erfüllt und zusätzlich der Geschwindigkeitsraum zusammen
mit stückweise (d. h. hier auf Makroelementen) konstanten Druckfunktionen eine stabile
Diskretisierung darstellt.

Anmerkung 13. Mit Viereckselementen ist der Beweis erheblich einfacher, da in diesem
Fall lediglich zwei Vierecke zu einem solchen Makroelement zusammengesetzt werden müs-
sen und damit die etwas unangenehme Behandlung der Topologie einer unstrukturierten
Triangulierung entfällt.

Ergänzt man das stückweise quadratische Element zusätzlich um Bubble-Funktionen,
so ist der Beweis mit einer Technik wie beim Mini-Element sehr einfach. Die Praxis zeigt,
daÿ durch diesen Kunstgri�, der wegen der möglichen statischen Elimination der zusätzli-
chen Freiheitsgrade bei den Geschwindigkeiten keinen groÿen zusätzlichen Rechenaufwand
bedeutet, die Approximation des Druckes bis zu einem Faktor 4 genauer werden kann,
selbstverständlich ohne die Ordnung zu verbessern. Sichtbar wird dies an einer Vergröÿe-
rung der Babu�ska-Brezzi-Konstanten.

3.3 Alternativen zu stabilen Finiten Elementen

Alternativ zur Verwendung stabiler Finiter Elemente wie in Abschnitt 3.2 kann man eine
künstliche Kompressibilität einführen, die auch als Strafterm bezeichnet wird. Die Stokes-
Gleichungen (1.1) ändern sich dadurch (für g = 0) in

(D~u;D~v) + t2 (div ~u; div~v) = (~f;~v) 8~v 2 H1;2
0 (3.10)

mit dem Strafparameter t. Man kann zeigen [BF91], daÿ die Lösung ~u für t ! 1 gegen
die Lösung von (1.1) konvergiert, ebenso wie der Ausruck �t2 div ~u gegen den Druck p. Die
Gleichungen (3.10) stellen ein elliptisches System dar, das ohne groÿe Probleme mit klassi-
schen Methoden gelöst werden kann, wie z. B. CG-Verfahren oder Mehrgitter-Algorithmen.
Problematisch ist allenfalls, daÿ für groÿes t und damit gute Approximation der eigentlichen
Lösung von (1.1) die Kondition des entstehenden linearen Gleichungssystems sehr schlecht
wird und die iterative Lösung damit einerseits lange dauert und andererseits anfällig für
Rundungsfehler wird.

Anmerkung 14. Es sei darauf hingewiesen, daÿ die Penalisierung (3.10) im Kontinuier-
lichen oder auch im Diskreten angewendet werden kann. Allerdings sind die Diskretisierung
eines penalisierten Problems und die Penalisierung eines diskreten Problems unterschied-
lich. In numerischen Experimenten hat sich gezeigt, daÿ die Penalisierung des diskreten
Problems vorteilhafter ist.
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Eine weitere Möglichkeit stellt eine Stabilisierung der Druckgleichung dar, die im ein-
fachsten Fall folgendermaÿen aussieht:

(D~uh; D~vh)� (ph; div~vh) = (~f;~vh) 8~vh; (3.11)
(qh; div ~uh)� ! h2 (rqh;rph) = (g; qh) 8qh:

Dieser Kunstgri� (! ist ein Stabilisierungsparameter) erhält die Konsistenzordnung der
diskreten Gleichungen auf Kosten eines leicht höheren Faktors, gestattet aber die Ver-
wendung prinzipiell beliebiger Finiter Elemente für Geschwindigkeiten Vh und Drücke Qh,
insbesondere beispielsweise die sehr einfachen stückweise linearen (auf Simplizes) oder bi-
/trilinearen (auf Rechtecken oder Quadern) Ansatzfunktionen. Ein Nachteil ist darin zu
sehen, daÿ durch den Stabilisierungsterm eine parasitäre Neumann-Randbedingung an den
Druck entsteht, die die Genauigkeit der Druckapproximation am Rand erheblich verschlech-
tert. Sind primär gerade diese Randdrücke gefragt, um beispielsweise den Auftrieb oder
Druckwiderstand eines Körpers zu berechnen, ist deshalb ohne Maÿnahmen zur Erhaltung
der Randgenauigkeit (beispielsweise durch zusätzliche Terme wie in [For96]) eine solcher-
maÿen stabilisierte Diskretisierung nicht sinnvoll.

Durch diese Stabilisierung wird ein Konsistenzfehler zweiter Ordnung eingeführt und
sie ist deshalb lediglich für die angeführte Kombination stückweise linearer Geschwindig-
keiten und Druckfunktionen geeignet. Nach [BF91] und [For96] kann dieses Manko durch
einen anderen Stabilisierungsterm behoben werden, der sich ergibt, indem das Lagrange-
Funktional (1.6) durch das Quadrat der ersten Gleichung von (3.11) ergänzt wird. Die
Eulergleichungen für dieses ergänzte Funktional lauten dann

(D~uh; D~vh)� (ph; div~vh) + ! h2
�
��~uh +rph � ~f;�~uh

�
h

= (~f;~vh) 8~vh;
(qh; div ~uh)� ! h2

�
��~uh +rph � ~f;rqh

�
h

= (g; qh) 8qh;

wobei die Skalarprodukte (�; �)h nur dreiecksweise sinnvoll de�niert sind. Im Falle der li-
nearen Elemente reduziert sich diese Fassung bis auf einen kleinen Konsistenzfehler in der
rechten Seite auf (3.11).

3.3.1 Konvergenz der stabilisierten Diskretisierung

Durch den zusätzlichen Stabilisierungsterm ! h2 (Dqh; Dph) bzw. �! h2�ph in klassischer
Formulierung erhalten wir Konvergenz unabhängig von einer Stabilitätsbedingung im Sinne
von (3.1). Dies zeigt eine Variante des Ergebnisses aus [BF91].

Satz 18. Die Diskretisierung (3.11) konvergiert für konforme Geschwindigkeiten und ste-
tige Druckfunktionen, die beide mindestens die stetigen stückweise linearen Polynome ent-
halten, gegen die kontinuierliche Lösung (~u; p) der 2-regulären Stokesgleichung (1.5) gemäÿ

k~uh � ~u; ph � pk� � ch

�p
! +

1p
!

��
k~uk2;2 + kpk1;2

�
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mit der De�nition

� ((~uh; ph) ; (~vh; qh)) := (r~uh;r~vh)� (r � ~vh; ph) + (r � ~uh; qh) + !h2 (rph;rqh)

und der zugehörigen Norm k�k� :=
p

� (�; �).

Beweis. Die Bilinearform � ist elliptisch, aber nicht gleichmäÿig elliptisch bezüglich h.
Auÿerdem ist sie o�ensichtlich äquivalent zur H1;2

0 -Norm der Geschwindigkeit und der
L2
0 -Norm des Druckes. Wegen der Elliptizität existiert nach dem Satz von Lax-Milgram

eine eindeutige Lösung (~uh; ph) 2 (Vh �Qh) des Problems (3.11). Seien nun Ih (~u) und
Ih (p) die Interpolanden von ~u und p in Vh beziehungsweise Qh, beispielsweise nach Clement
[Cle75] oder (vorzugsweise) Scott-Zhang [SZ90]. Dann ist

� ((~uh � Ih (~u) ; ph � Ih (p)) ; (~uh � Ih (~u) ; ph � Ih (p))) =

= � ((~u� Ih (~u) ; p� Ih (p)) ; (~uh � Ih (~u) ; ph � Ih (p)))+

+� ((~uh � ~u; ph � p) ; (~uh � Ih (~u) ; ph � Ih (p))) :

Den vorderen Term schätzen wir ab durch

j� ((~u� Ih (~u) ; p� Ih (p)) ; (~uh � Ih (~u) ; ph � Ih (p)))j =

= j(r (~u� Ih (~u)) ;r (~uh � Ih (~u)))� (r � (~uh � Ih (~u)) ; p� Ih (p))j+
+
��(r � (~u� Ih (~u)) ; ph � Ih (p)) + !h2 (r (p� Ih (p)) ;r (ph � Ih (p)))

�� �
� j~u� Ih (~u)j21 + j~uh � Ih (~u)j1 kp� Ih (p)k+

+ k~u� Ih (~u)k jph � Ih (p)j1 + !h2 jp� Ih (p)j21 �
� c2h (j~uj2 + jpj1) (j~uh � Ih (~u)j1 + (! + 1) h jph � Ih (p)j1) �

� c2h (j~uj2 + jpj1)
�p

! +
1p
!

�q
j~uh � Ih (~u)j21 + !h2 jph � Ih (p)j21 ;

wobei in der letzten Umformung von der Youngschen Ungleichung Gebrauch gemacht wur-
de. Die Konstante c2 stammt von dem verwendeten Interpolationsoperator. Der hintere
Term ergibt

j� ((~uh � ~u; ph � p) ; (~uh � Ih (~u) ; ph � Ih (p)))j =

=
��!h2 (�rp;r (ph � Ih (p)))

�� �
= h

p
! jpj1

q
!h2 jph � Ih (p)j21 �

� h
p
! jpj1

q
j~uh � Ih (~u)j21 + !h2 jph � Ih (p)j21 :
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Zusammengefaÿt erhalten wir

k~uh � Ih (~u) ; ph � Ih (p)k� =

=

q
j~uh � Ih (~u)j21 + !h2 jph � Ih (p)j21 �

� ch

�p
! +

1p
!

�
(j~uj2 + jpj1) :

Die Interpolationsordnung

k~u� Ih (~u) ; p� Ih (p)k� � ch (j~uj2 + jpj1)
und die Dreiecksungleichung vervollständigen die Argumentation.

3.3.2 Äquivalenz zum Mini-Element

Wie sich herausstellt, ist die stabilisierte Diskretisierung (3.11) für stückweise lineare Ge-
schwindigkeiten Vh und Drücke Qh und ein geeignetes ! vollständig äquivalent zu dem be-
kannten Mini-Element aus Punkt 3.2.4. Da die Bubble-Funktionen, die das Mini-Element
gegenüber einer stückweise linearen Diskretisierung zusätzlich hat, disjunkte Träger haben,
lassen sie sich durch statische Kondensation eliminieren. Sie tragen ja auch nicht zu einer
Verbesserung der Konsistenz- oder Konvergenzordnung bei, sondern sorgen lediglich für
die Erfüllung von (3.1) und sind damit in der Lösung physikalisch eigentlich uninteressant.

Die analytische Begründung dafür verläuft wie folgt. Zunächst wird eine beliebige Funk-
tion vh 2 Vh in ihren linearen und den Bubbleanteil zerlegt

~vh = ~vl + ~vb ~vl 2 P1; ~vb 2 B:
Nach partieller Integration folgt damit

(D~vl; D~wb) =
X
t2�h

Z
t

D~vlD~wb dx = �
X
t2�h

�~vl ~wb = 0 8~vl 2 P1; ~wb 2 B;

da ~wb auf dem Rand jedes Dreiecks verschwindet und ~vl über dem Dreieck linear ist. Mit
der Testfunktion ~bt 2 B erhalten wir aus (3.11) den Koe�zienten dieser Bubblefunktion �t

�t�t =

Z
t

(f �rph)~bt dx

mit dem Formfaktor

�t =

Z
t

���D~bt���2 dx:
Unter der zusätzlichen (technischen) Annahme, daÿ f stückweise konstant ist, �nden

wir weiter
�t�t = 
t

�
~f �rph

�
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mit einem zweiten Formfaktor

~
t =

Z
t

~bt dx:

Einsetzen in die Nebenbedingung von (3.11) liefert mit der Zerlegung der Lösung
~uh = ~ul + ~ub

(div ~ul; qh) +
X
t2�h

~
t
�t

�
~f �rph

����
t
�
Z
t

~btrqh dx = 0 8qh 2 Qh;

und weiter

(div ~ul; qh) +
X
t2�h

�t �
Z
t

�
~f �rph

�
rqh dx = 0 8qh 2 Qh

mit der Abkürzung

�t =

2t
�t
� (t) � h2:

Verschwindet nun ~f oder nimmt man einen weiteren kleinen Konsistenzfehler der Ord-
nung h in Kauf, so erhalten wir gerade die zweite Gleichung von (3.11), wobei für den
linearen Anteil ~ul wieder

(D~ul; D~vl) + (div~vl; ph) = (~f;~vl) 8~vl 2 P1

gilt und der Stabilisierungsparameter ! = 
2t
�t

beträgt.
Dasselbe Ergebnis erhalten wir, wenn wir die Matrixeinträge der verschiedenen Ba-

sisfunktionen direkt berechnen und die Bubblevariablen daraus symbolisch eliminieren.
Daran ist auch etwas leichter zu sehen, welche Dreiecke zulässig sind, damit die Äquivalenz
vollständig ist und keine kleinen Terme höherer Ordnung auftreten. Dies ist sicher für Tri-
angulierungen der Fall, die ausschlieÿlich aus ähnlichen Dreiecken bestehen, insbesondere
erhalten wir für die natürliche Triangulierung eines Rechtecks durch Parzellierung in Qua-
drate und anschlieÿende Teilung durch eine Diagonale in beliebiger Richtung den Faktor
! = 1

160
. In der Praxis stellt sich diese Stabilisierung als noch etwas schwach heraus, bessere

Ergebnisse erreicht man in der Regel mit Stabilisierungsparametern in der Gröÿenordnung
! � 0,02: : :0,2.

3.3.3 Anisotrope Stabilisierung

In vielen Fällen ist das qualitative Verhalten der Strömung bereits a priori bekannt. Bei-
spielsweise treten � insbesondere bei höheren Geschwindigkeiten und den vollständigen
Navier-Stokes-Gleichungen � an festen Rändern stets Grenzschichten auf, innerhalb de-
rer das Fluid auf kleinem Raum von der Ruhe direkt an der Wand auf nahezu die volle
Geschwindigkeit beschleunigt wird, was groÿe Gradienten zur Folge hat. Sinnvollerweise
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können solche Gebiete derart diskretisiert werden, daÿ diese groÿen Gradienten durch sehr
kleine Knotenabstände berücksichtigt werden. In der Richtung quer dazu sieht die Situa-
tion hingegen ganz anders aus, denn dort ist die Strömung nahezu gleichförmig und kleine
Knotenabstände deshalb weder notwendig noch sinnvoll. Eine angepaÿte Diskretisierung
besteht folglich zumindest in der Nähe des Randes aus sehr langen schmalen Elementen
mit der Längsseite parallel zur benachbarten Wand. Sie ist also hochgradig anisotrop. Eine
solche Triangulierung ist in Abbildung 3.7 dargestellt.

Abbildung 3.7: Kanaltriangulierung mit Grenzschichtau�ösung

Die künstliche Stabilisierung (3.11) ist im Gegensatz dazu ganz o�ensichtlich völlig
isotrop, so daÿ sich die Frage stellt, inwieweit sich hier Probleme ergeben können. In An-
betracht der Äquivalenz des Mini-Elementes mit dieser künstlichen Stabilisierung ist diese
Fragestellung auch bei allen anderen stabilen Elementen gerechtfertigt. Für eine erste Ab-
schätzung hat sich dabei die lokale Fourier-Analyse bewährt.

Hierzu nehmen wir als Gebiet 
 die ganze Ebene an und verwenden die Basisfunktionen

ukl = ei(kx+ly) k; l 2 R; (3.12)

um das Verhalten der Di�erentialoperatoren in Abhängigkeit von den Frequenzen k und
l studieren zu können. Wir behalten dabei der Einfachheit halber die komplexe Notation,
um erst zuletzt in Real- und Imaginärteil zu zerlegen.

Wie später noch gezeigt wird, kann die Babu�ska-Brezzi-Bedingung auch in der Form

Lh = inf
ph

q�
ph; div (��)�1rph

�
kphk (3.13)

geschrieben werden, wobei die Inversion des Laplace-Operators auf der ganzen Ebene zu
erfolgen hat. Glücklicherweise sind die Funktionen (3.12) gerade die Eigenfunktionen aller
beteiligten Di�erentialoperatoren, was sich auch auf ihre diskreten Ausführungen über-
trägt, die wir jetzt in (3.13) einsetzen werden. Welche spezielle Diskretisierung dafür ge-
wählt wird, ist hier zunächst zweitrangig, zumal die lokale Fourier-Analyse ohnehin nur
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einen Überblick verscha�en soll bzw. als Motivationsgrundlage dient. Der Einfachheit hal-
ber wählen wir deshalb die Sterne der Finiten Di�erenzen niedrigster Ordnung, die sich
schreiben lassen als

��h =
1

h2x

� �1 2 �1 �+ 1

h2y

24 �12
�1

35 ;

@

@xh
=

1

2hx

� �1 0 1
�
;

@

@y h
=

1

2hy

24 1
0
�1

35 ;

wobei anisotrope Gitter durch unterschiedliche Maschenweiten hx und hy bereits berück-
sichtigt sind. Angewendet auf die Basisfunktionen (3.12) �nden wir

��hukl = 4

0@sin2
�
khx
2

�
h2x

+
sin2

�
lhy
2

�
h2y

1A ukl ;

@

@xh
ukl =

sin (khx)

hx
ukl ;

@

@y h
ukl =

sin (lhy)

hy
ukl ;

so daÿ der zentrale Operator im Zähler von (3.13)

divh (��h)
�1rhukl =

1

4

sin2(khx)
h2x

+ sin2(lhy)
h2y

sin2( khx2 )
h2x

+
sin2

�
lhy
2

�

h2y

ukl = �kl ukl

die Eigenwerte �kl hat. Die die diskreten Funktionen ohnehin nur an den Gitterpunkten
de�niert sind, beschränken sich die zulässigen Frequenzen k und l nach dem Nyquist-
Theorem auf

jkj � �

hx
; jlj � �

hy
:

Die extremalen Werte nimmt die Funktion �kl nun gerade an den Ecken dieses De�ni-
tionsbereiches an, nämlich

�00 = 1;

� �
hx

0 = �0 �
hy

= � �
hx

�
hy

= 0;

woraus wir leicht die Instabilität dieser Diskretisierung ablesen können, da Lh = 0 ver-
schwindet.
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Fügen wir den klassischen Stabilisierungsterm !�� hinzu, erhalten wir stattdessen die
neuen Eigenwerte

�
divh (��h)

�1rh � !�
�
ukl =

0@�kl + 4!

0@sin2
�
khx
2

�
h2x

+
sin2

�
lhy
2

�
h2y

1A1A ukl = ��kl ukl

mit den wieder an den Ecken auftretenden Extremalwerten

��00 = 1;

�� �
hx

0 =
4!

hx2
;

��0 �
hy

=
4!

hy2
;

�� �
hx

�
hy

= 4!

�
1

h2x
+

1

h2y

�
:

Diese werfen die Frage auf, wie ! im Falle stark unterschiedlicher Maschenweiten, bei-
spielsweise hx � hy sinnvoll zu wählen ist. Zum einen sollen hochfrequente Moden in beiden
Richtungen stabilisiert werden, zum anderen verschlechtert eine starke Überstabilisierung
die Konvergenzkonstante mitunter erheblich.

Die Lösung liegt darin, für die x- und y-Richtung verschiedene Stabilisierungskonstanten
zu verwenden. Ideal wäre die Form

!

�
h2x

@2

@x2
+ h2y

@2

@y2

�
(3.14)

für die angesprochenen Rechteckgitter. Diesen Ansatz können wir verallgemeinern auf
schräg verlaufende, verzerrte und sogar völlig unstrukturierte Gitter, indem wir einen orts-
abhängigen positiv de�niten TensorMij einführen, der diese Anisotropie repräsentiert, und
den Stabilisierungsterm schreiben als

! divMr : (3.15)

Wie sieht nun eine sinnvolle De�nition von Mij aus? In dem oben dargestellten Fall
eines achsenparallelen Tensorproduktgitters sollte er sich zu

M =

�
h2x

h2y

�
(3.16)

vereinfachen, was einen Zusammenhang mit einer Art von Trägheitstensor nahelegt. Eine
Möglichkeit besteht deshalb in der De�nition

Mij =
1

jN j
X
N
xixj (3.17)
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mit der Menge N aller Nachbarknoten zu dem betrachteten Knoten. Damit bekommen wir
im Rechteckfall genau (3.16), bis auf einen unerheblichen Zahlenfaktor von 3

4
. Eine andere

Wahl, die eher dem Geist einer Finite-Elemente-Diskretisierung entspricht, ist

Mij =

R
C
xixj dxR
C
dx

(3.18)

mit allen an den betrachteten Knoten angrenzenden Zellen C. Diese Vorschrift überträgt
sich auch besser auf den Fall unstrukturierter Gitter, da (3.17) in ungünstigen Fällen,
beispielsweise wenn sich Nachbarknoten auf einer Seite ballen, zu sehr verzerrt wird. In
den gerechneten Beispielen von Abschnitt 6.3 wird deshalb genau dieser Ansatz benutzt.

Mit dieser anisotropen Stabilisierung allein ist allerdings noch nicht die Unabhängigkeit
des Verfahrens von groÿen Seitenverhältnissen der einzelnen Elemente gesichert, denn die
auftretenden Konstanten bestehen nicht nur aus der Babu�ska-Brezzi-Konstanten, sondern
auch aus der Approximationsfähigkeit der benutzten Elemente. Glücklicherweise ist hier die
Situation etwas günstiger, da der Interpolations- und Approximationsfehler nach [DA92]
für viele Elemente zumindest bei Triangulierungen ohne sehr groÿe Winkel optimal oder
nahezu optimal ist. Damit sind auch stark anisotrope Diskretisierungen gut geeignet zur
Approximation entsprechend gerichteter Lösungen.

Es zeigt sich jedoch in der Praxis, daÿ viele Finite-Elemente-Verfahren wenig kritisch
auf anisotrope Triangulierungen reagieren. Von den bisher betrachteten Elementen ist aus-
schlieÿlich das Mini-Element betro�en, und auch nur, wenn das gesamte Kanalgebiet mit
solchen anisotropen Elementen belegt wird. Ist nur der Rand anisotrop, wie in Abbildung
3.7 dargestellt, so ergeben sich keine Probleme. Gleiches gilt wegen der Äquivalenz natür-
lich auch für die klassisch stabilisierte Version des P1P1-Elementes. Somit ist die anisotrope
Stabilisierung nach (3.15) und (3.18) nur in seltenen Fällen erforderlich, funktioniert dafür
aber eben auch bei diesen kritischen Triangulierungen. Alternativ dazu kann man auch ein
anderes Element verwenden wie beispielsweise das P1P2-Element, das nur wenig aufwen-
diger ist, aber dafür auch die Fehlerordnung in den Geschwindigkeiten verbessert und bei
anisotroper Triangulierung ebenfalls unkritisch ist.

3.4 Diskret divergenzfreie Elemente

Eine andere Möglichkeit der Berechnung des Geschwindigkeitsfeldes besteht in der Wahl
eines gänzlich anderen Raumes, sowohl im Kontinuierlichen als auch im Diskreten. Die
Stokesgleichungen (1.5) werden hierzu ersetzt durch

(D~u;D~v) = (~f;~v) 8~v 2 V0; (3.19)

wobei ~u und ~v beide aus dem bekannten

V0 =
�
~v 2 H1;2

0 j div~v = 0
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stammen. Aus dem Sattelpunktproblem wird dadurch eine �einfache� elliptische Di�eren-
tialgleichung die der normalen elliptischen Konvergenztheorie zugänglich ist.

Die Diskretisierung von (3.19) erfordert nun eine diskrete Approximation von V0. Diese
ist in aller Regel nichtkonform im Sinne vonWh �= V0, da die Divergenzfreiheit nicht überall
erfüllt wird. Anderenfalls wären nach [For96] ganz spezielle Triangulierungen oder Finite
Elemente hoher Ordnung erforderlich. Die Konstruktion von Wh geschieht so, daÿ ein nor-
maler Finite-Elemente-Raum Vh durch eine diskrete Nebenbedingung der Divergenzfreiheit
eingeschränkt wird. Dies kann beispielsweise durch einen weiteren Finite-Elemente-Raum
Qh geschehen, der mittels

Wh =

�
~vh 2 Vh j

Z



div~vh qh dx = 0 8qh 2 Qh

�
den diskret divergenzfreien Raum Wh bestimmt. Selbstverständlich darf Qh hier wieder
nicht zu groÿ gewählt werden, daWh ansonsten seine Approximationseigenschaften verliert
und nur noch aus der Nullfunktion besteht. Bei genauerer Betrachtung stellt sich sogar
heraus, daÿ die Kombination Vh-Qh gerade wieder die Babu�ska-Brezzi-Bedingung erfüllen
muÿ, damit Wh geeignet ist.

Der Vorteil der Formulierung (3.19) besteht jedoch darin, daÿ erheblich weniger Un-
bekannte zu bestimmen sind, nämlich jVhj � jQhj anstelle von jVhj + jQhj in der Stan-
darddiskretisierung (3.4). Bei einigen Finiten Elementen kann für den Raum Wh genauso
wie im Normalfall für Vh eine lokale Basis angegeben werden, so daÿ auch die Berechnung
der Matrixeinträge nicht wesentlich aufwendiger ausfällt und die entstehenden linearen
Gleichungssysteme ähnlich dünn besetzt sind.

Nachteilig ist auf der anderen Seite eine erheblich schlechtere Kondition der System-
matrix, die nun etwa h�4 beträgt anstelle von h�2 bei der Standarddiskretisierung, was je
nach Lösungsmethode zu drastisch schlechteren Konvergenzraten oder auch zum Auftre-
ten von Rundungsfehlern führen kann. Dies liegt daran, daÿ � in etwas versteckter Form �
durch (3.19) die biharmonische Gleichung der Stromfunktion diskretisiert wird. Mit Mehr-
gitterverfahren läÿt sich dieses Problem zwar prinzipiell lösen, allerdings ist die korrekte
Formulierung der Restriktions- und Prolongationsoperatoren insbesondere bei unstruktu-
rierten oder adaptiven Gittern etwas heikel.

Zusätzlich kommen bei inhomogenen Randbedingungen � wie sie in der Praxis fast im-
mer auftreten � oder auch bei mehrfachem Zusammenhang des Gebietes eine oder mehrere
nichtlokale Basisfunktionen hinzu. Diese führen zu nicht ganz so einfach zu berechnenden
Matrixeinträgen und sorgen auch, je nach Randbedingung, für ziemlich voll besetzte Rei-
hen und Spalten in der Systemmatrix, die beispielsweise bei strukturierten Gittern nicht
mit dem normalen Stern gespeichert werden können. Bei Löchern im Gebiet ist um jedes
Loch ein zusätzlicher Wirbel zu bilden, der einer nichtverschwindenden Stromfunktion im
Loch (wenn auÿerhalb des gesamten Gebietes die Stromfunktion zu 0 gewählt wird) ent-
spricht. Bei inhomogenen Randbedingungen, beispielsweise einer Einströmbedingung für
einen Kanal, müssen alle Ein- und Ausströmränder durch Strompfade miteinander verbun-
den werden. Dies liegt daran, daÿ lokale divergenzfreie Funktionen prinzipiell nur rotierende
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Geschwindigkeitsfelder approximieren können. Der potentialtheoretische Anteil als Gradi-
ent einer Funktion hingegen verlangt nach nichtlokalen Basisfunktionen. Je nachdem, ob es
sich um Dirichlet-Ränder mit vorgegebenen Geschwindigkeiten oder um Neumann-artige
Ränder mit gegebener Druckdi�erenz handelt, ist der Koe�zient einer solchen nichtloka-
len Basisfunktion fest und geht nur in die rechte Seite ein oder erscheint als zusätzliche
Variable in der Systemmatrix.

Ein weiteres Problem tritt erst in drei Dimensionen auf. Dort kann zwar relativ leicht ein
Erzeugendensystem für Vh angegeben werden, diese elementaren Funktionen sind jedoch
leider nicht linear unabhängig, so daÿ sie keine Basis bilden. Mittels graphentheoretischer
Methoden kann man dann überzählige Funktionen eliminieren [Dob89], allerdings mit ei-
nem nicht unerheblichen Aufwand bei der Behandlung der Gittertopologie. Dadurch wird
natürlich auch das Aufstellen der Systemmatrix erschwert und eine eventuell vorhandene
einfache Besetzungsstruktur der Matrix gestört. Alternativ können alle Erzeugenden ver-
wendet werden und ein iterativer Löser, der im orthogonalen Komplement des Kerns der
dann nur semide�niten Systemmatrix konvergiert, zusammen mit geeigneten Filtertechni-
ken eingesetzt werden.

Dennoch ist in manchen Fällen eine Anwendung dieses Verfahrens insbesondere in zwei
Dimensionen sinnvoll, so daÿ hier lokale Basisfunktionen für ein bekanntes divergenzfreies
nichtkonformes Finites Element und eine neue lokale Basis für das diskret divergenzfreie
Mini-Element angegeben werden. Ebenfalls in dieses Rahmen paÿt die von den Finiten Dif-
ferenzen bekannte Staggered-Grid-Diskretisierung, für die auch eine lokale, divergenzfreie
Basis angegeben werden kann.

3.4.1 Crouzeix-Raviart-Element

Das bekannteste diskret divergenzfreie Element ist zwar auch kontinuierlich divergenz-
frei, allerdings nichtkonform in der Diskretisierung der Geschwindigkeiten. Es geht hervor
aus dem nichtkonformen P01-Element für die Geschwindigkeit und den stückweise konstan-
ten Funktionen P0 für den Druck. Die Konvergenz dieses Elementes wurde von Crouzeix
und Raviart [CR73] gezeigt unter Voraussetzung der Stetigkeit der Geschwindigkeiten an
den Kantenmitten. Natürliche Knotenvariablen sind deshalb die Geschwindigkeiten an den
Kantenmitten sowie der Druck in jedem Simplexmittelpunkt. Der Funktionsverlauf ist da-
mit eindeutig bestimmt. Der Konvergenzbeweis ist etwas technisch, da die nichtkonformen
Terme mitgeschleppt und abgeschätzt werden müssen, basiert ansonsten aber auf der klas-
sischen Theorie aus Punkt 3.2.3.

Eine Basis in zwei Dimensionen für den divergenzfreien Unterraum von P01 besteht aus
zwei unterschiedlichen Typen von Funktionen, die in Abbildung 3.8 dargestellt sind. An
jeder Kantenmitte be�ndet sich eine Basisfunktion mit einer Geschwindigkeit parallel zu
dieser Kante und an jedem Eckpunkt ein Wirbel um diese Ecke durch die anliegenden
Dreiecke, senkrecht zu ihren anliegenden Kantenmitten und umgekehrt proportional zur
jeweiligen Kantenlänge. Wie man sich leicht überzeugen kann und durch Abzählen der
Freiheitsgrade mit der Eulerformel bestätigt sieht, sind diese Funktionen linear unabhängig
und erzeugen den V C�R

h , bilden also eine Basis. Die Konstruktion eventueller nichtlokaler
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Abbildung 3.8: Basisfunktionen des nichtkonformen divergenzfreien Crouzeix-Raviart-
Elementes

Basisfunktionen ist hier relativ anschaulich, da einfach der Fluÿ von Dreieck zu Dreieck
weitergereicht wird.

Dieses Element ist relativ erfolgreich, da es einfach zu implementieren ist, kleine Sy-
stemmatrizen erzeugt und genaue Resultate liefert. Für manche Verfahren vorteilhaft ist
die diagonale Massenmatrix der Drücke, die folglich trivial invertierbar ist. Wie bei prak-
tisch allen Elementen mit unstetigem Druck gilt die Divergenzfreiheit pro Dreieck, da die
elementweise konstanten Funktionen im Druckraum enthalten sind (hier spannen sie den
gesamten Druckraum auf). Eine Verallgemeinerung dieses Elementes auf Viereckselemente
ist leicht möglich und wird auch häu�g angewendet.

3.4.2 Mini-Element

Ähnlich wie auch im Crouzeix-Raviart Element existieren für das diskret divergenzfreie
Mini-Element aus Punkt 3.2.4 zwei qualitativ verschiedene Basisfunktionen, die in Abbil-
dung 3.9 gezeigt werden. Die erste besteht aus zwei nebeneinanderliegenden Bubbles ent-
gegengesetzter Richtung parallel zur gemeinsamen Kante, die zweite aus einer beliebigen
Geschwindigkeit an einem Eckpunkt und den umliegenden Bubbles, die für die Rückströ-
mung sorgen. Zur De�nition letzterer gibt es mehrere Möglichkeiten, da jeweils zwischen
zwei Bubbles eine beliebig skalierte Funktion des ersten Typs eingefügt werden kann, ohne
die diskrete Divergenzfreiheit zu verletzen. Eine Möglichkeit besteht z. B. darin, durch die
Bubble in jedem Dreieck die Divergenzfreiheit einzeln zu erfüllen, was gestattet, die Bub-
bles lokal und einzeln auszurechnen, ohne alle umliegenden Bubbles gleichzeitig behandeln
zu müssen.

Man könnte versucht sein, die Basisfunktionen des ersten Typs ganz wegzulassen und
sich am Ende auf die Werte an den Eckpunkten zu beschränken. Dies ist nicht möglich,
denn diese Funktionen sorgen für die Verbindung zweier benachbarter Eck-Basisfunktionen.
Der gleiche E�ekt träte bei einer klassischen P1-Diskretisierung des Poisson-Problems auf,
wenn alle ungeraden Punkte nicht mitberechnet, sondern automatisch auf den negativen
Wert des zugehörigen geraden Punktes gesetzt würden. Die Typ-I Funktionen können auch
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Abbildung 3.9: Basisfunktionen des diskret divergenzfreien Mini-Elementes

nicht statisch eliminiert werden, da sie kantenorientiert sind und sich benachbarte Basis-
funktionen deshalb überlappen. Man sieht sofort, daÿ sich einfache Strömungsbilder wie die
homogene lineare Strömung oder Potentialwirbel so nicht darstellen lassen. Sieht man sich
die den Basisfunktionen entsprechende Stromfunktion an, wird dies auch klar, denn ohne
die Typ-I Funktionen bleiben Löcher, beispielsweise in einer Diskretisierung konstanter
Wirbelstärke.

3.4.3 Staggered Grid

Ein beliebtes, weil billiges Element ist das aus der Finite-Di�erenzen-Methode bekannte
versetzte Gitter. Die beiden Geschwindigkeitskomponenten sind dabei so auf den Kanten
eines Quadratgitters de�niert, daÿ sie gerade senkrecht auf ihrer jeweiligen Kante stehen.
Die Druckfunktionen sind an den Zellmitten lokalisiert. Abbildung 3.10 zeigt ein solches
Gitter mit den jeweiligen Knotenvariablen. Auch für dieses Element kann eine diskret
divergenzfreie Basis angegeben werden, und zwar sowohl in zwei (Abbildung 3.11) wie
auch in drei Dimensionen [Dob89]. Wie bei allen diskret divergenzfreien Elementen treten
die in Abschnitt 3.4 beschriebenen Probleme auf. Dies betri�t die zusätzliche Einführung
nichtlokaler Basisfunktionen für den Anteil der Potentialströmung bzw. der Rotation um
Löcher im Gebiet sowie die Elimination überzähliger Basisfunktionen in drei Dimensionen.

Nach [Sto99b] kann für dieses Gitter eine echte diskrete Velte-Diskretisierung angege-
ben werden, wobei die diskreten Operatoren divh und roth geeignet zu de�nieren sind. Das
diskrete Äquivalent zum Eigenwertproblem (2.15) hat dann ebenfalls drei Teilräume zu den
Eigenwerten 1, 1 und den interessanten �harmonischen� Druckraum mit Eigenwerten im
Intervall ]1;Lh2]. Mit einem geeigneten Start des Uzawa-Verfahrens kann dann gewährlei-
stet werden, daÿ die Iteration vollständig in dem harmonischen Druckraum statt�ndet und
dafür ein optimaler Uzawa-Parameter angegeben werden [Sto99a]. Dies gilt auch für die
Verallgemeinerung auf drei Dimensionen, die in [DS98] behandelt wird. Eine solche diskrete
Velte-Zerlegung gibt es generell für Elemente, für die divVh � Qh gilt. Dies tri�t beispiels-
weise zu auf das stetige Lagrange-Element der Ordnung k für die Geschwindigkeiten und
das unstetige Element der Ordnung k � 1 für den Druckraum, wobei k � 4.
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Abbildung 3.10: De�nition der Knotenvariablen im Staggered Grid

Abbildung 3.11: Divergenzfreie lokale Basisfunktion
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Kapitel 4

Numerik

Die analytische Bestimmung der Ladyzhenskaya-Konstanten ist nur in ganz wenigen Fällen
exakt möglich. Selbst für so einfache Gebiete wie das Quadrat ist keine analytische Lösung
mehr zu �nden. Man ist deshalb auf die Abschätzungen aus Abschnitt 2.4 angewiesen, die
jedoch für verschiedene Gebietsklassen viel zu pessimistisch sind, insbesondere dann, wenn
das Gebiet aus mehreren Teilgebieten mit Hilfe von Satz 12 zusammengesetzt werden muÿ,
da speziell dieser Satz ziemlich grob abschätzt. Besonders au�ällig ist dies bei mehrfach
zusammenhängenden Gebieten, die ja immer aufgeschnitten und aufgeteilt werden müssen.

Alternativ zu diesem analytischen Ansatz kann die Babu�ska-Brezzi-Konstante aus (3.1)
auch numerisch bestimmt und damit die kontinuierliche Ladyzhenskaya-Konstante abge-
schätzt werden. Dieser numerisch bestimmte Wert ist in aller Regel schlimmstenfalls bis
auf einen kleinen Faktor gleich der Ladyzhenskaya-Konstanten, wie sich in Abschnitt 4.2
herausstellen wird.

4.1 Verfahren

Für die numerische Approximation der Ladyzhenskaya-Konstanten sind verschiedene Ver-
fahren denkbar. Eine Möglichkeit besteht in der direkten Approximation der Bedingung
(3.1). Hierbei ist zu beachten, daÿ die diskrete Stokesgleichung (3.4) wie schon im Konti-
nuierlichen gerade der Eulergleichung der sup-Maximierung in Bedingung (3.1) entspricht.
Zu jedem gegebenen ph erhalten wir also das zugehörige ~uh aus der Lösung von

(D~uh; D~vh) = (div ~uh; ph) 8~vh 2 Vh (4.1)

und den entsprechenden Wert

�ph = sup
~vh2Vh

(div~vh; ph)

j~vhj1 kphk
=

(div ~uh; ph)

j~uhj1 kphk
=
j~uhj1
kphk ; (4.2)

wobei in der letzten Umformung die Bestimmungsgleichung (4.1) und die De�nition der
j�j1-Norm verwendet wurde.

63
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Zur Formulierung des Verfahrens ist allerdings eine andere Schreibweise geeigneter. Die
Matrizen A und B vertreten im Finite-Elemente-Raum die Operatoren �� und � div und
sind de�niert durch

VTAU = (D~vh; D~uh) 8~uh; ~vh 2 Vh;
QTBU = (qh; div ~uh) 8~uh 2 Vh; qh 2 Qh;

wobei V und U die Koe�zientenvektoren der Finite Elemente Funktionen vh und uh in
der gewählten Basis fvihg sind und entsprechend Q der Koe�zientenvektor von qh in der
Basis

�
qjh
	
ist. Weiterhin benötigen wir die Massenmatrix der Druckfunktionen, de�niert

durch
QTMP = (qh; ph) ;

die damit gleichzeitig die k�k-Norm im Druckraum vermittelt, genauso wie die Matrix A
die j�j1-Norm im Geschwindigkeitsraum. Dank der Symmetrie und Elliptizität von 3.2 ist
sichergestellt, daÿ A positiv de�nit und folglich invertierbar ist.

In einer implementierungstauglichen Schreibweise können wir nun die Lösung von (4.1)
angeben durch

AU = BTP;

und damit auch die Normen aus der letzten Umformung von (4.2) mit

juhj1 =
p
UTAU =

p
UTBTP =

p
PTBA�1BTP;

kphk =
p
PTMP;

und �nden schlieÿlich für die Werte

�2ph =
PTBA�1BTP

PTMP
:

Die Extrema der Werte �ph lassen sich daher aus einer verallgemeinerten Eigenwertglei-
chung ermitteln und der gesuchte minimale Wert Lh ergibt sich als die Wurzel des kleinsten
Eigenwertes von

BA�1BTP = �2MP: (4.3)

Anmerkung 15. Der diskrete Druckraum wird bei der Implementierung in aller Regel
nicht nach den konstanten Funktionen faktorisiert, sondern der volle L2 diskretisiert. Bei
der einfachen Lösung der Stokesgleichung ist dies bei praktisch allen Verfahren auch un-
kritisch, bei Bedarf kann am Ende durch Addition einer Konstanten das Integralmittel 0
erreicht werden.

Daraus ergibt sich jedoch die Konsequenz, daÿ die Matrix B nicht mehr vollen Rang
besitzt und somit der linke Operator von (4.3) nur noch positiv semide�nit ist, d. h. es
existiert ein verschwindender Eigenwert mit der konstanten Funktion als zugehörigem Ei-
genvektor. Dieser kleinste Eigenwert kann bei der Bestimmung von Lh einfach ignoriert
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werden. Es stellt sich jedoch die Frage, ob dadurch möglicherweise andere Eigenwerte oder
Eigenfunktionen verfälscht werden, denn schlieÿlich ist ja die Norm k�k eigentlich für Funk-
tionen aus L2

0 de�niert.
Glücklicherweise ist dies jedoch nicht der Fall, da Eigenfunktionen zu verschiedenen

Eigenwerten bei symmetrischen Problemen bekanntlich prinzipiell orthogonal sind und in
unserem Fall daher alle interessierenden Eigenfunktionen orthogonal zu der konstanten
Funktion sind. Dies bedeutet jedoch gerade, daÿ ihr Integralmittel verschwindet. Daher
be�nden sich die wichtigen Eigenfunktionen, obwohl ursprünglich im gesamten L2 gesucht,
� bedingt durch Eigenschaften des Verfahrens � schlieÿlich doch in L2

0.

Die Lösung dieses verallgemeinerten Eigenwertproblems erfolgt mit Standardmethoden,
entweder indem (4.3) direkt gelöst wird oder die positiv de�nite Massenmatrix M = LLT

zunächst Cholesky-zerlegt und anschlieÿend in ein Standardproblem

L�1BA�1BTL�TX = �X

mit X = LTP transformiert wird. Hierbei ist zu beachten, daÿ die Matrix BA�1BT voll
besetzt ist, und die Matrix M für Finite Elemente mit unstetigem Druck besonders ein-
fach zu zerlegen ist, da sie dann (block-)diagonal ist. In der Praxis werden die Inversen
selbstverständlich nicht explizit berechnet, sondern die entsprechenden Gleichungssysteme
gelöst.

Eine zweite Möglichkeit besteht in der direkten Diskretisierung des zur Eulergleichung
von (2.6) gehörenden Eigenproblems (2.15) oder auch (2.17). Zweckmäÿigerweise verwendet
man jedoch eher ersteres, weil sich dessen Matrixeinträge etwas einfacher berechnen lassen.
Da die Eigenwerte im Bereich [1;1] liegen, emp�ehlt es sich jedoch, das äquivalente inverse
Problem

(div ~uh; div~vh) = � (D~uh; D~vh) 8~vh 2 Vh
zu bearbeiten. De�nieren wir nun wieder die Matrix D über

VTDU = (div~vh; div ~uh) 8~uh; ~vh 2 Vh;

die o�ensichtlich positiv semide�nit ist, können wir das verallgemeinerte Eigenwertproblem

DU = �AU (4.4)

lösen, das genau (4.3) entspricht, allerdings im Raum der Geschwindigkeiten Vh formuliert
ist statt im Druckraum Qh.

Der Unterraum von Vh zum Eigenwert � = 0 ist nun gerade das diskrete Äquivalent
zum divergenzfreien Teilraum V0 � H1;2

0 aus (2.7). Allerdings gilt � = 0 dann und nur
dann, wenn die zugehörige Eigenfunktion nicht nur diskret, sondern exakt divergenzfrei
ist. In dieser Formulierung kann es deshalb sehr schwierig sein, zwischen der kritischen Ei-
genfunktion, die dem Wert Lh und der passenden Druckeigenfunktion von (4.3) entspricht,
und möglicherweise sehr vielen Funktionen zu unterscheiden, die nicht exakt, sondern nur
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diskret divergenzfrei sind und deshalb eigentlich den genannten Raum V0 approximieren
statt den interessanten Raum V� 2 H1;2

0 aus (2.12). Auf der anderen Seite des Spektrums
entsteht dasselbe Problem mit dem Raum V1 � H1;2

0 aus (2.11) und nur diskret, aber nicht
exakt rotationsfreien Funktionen. Genau dasselbe Verhalten zeigt natürlich auch eine Dis-
kretisierung von (2.17).

Diese Formulierung ist deshalb allenfalls dann sinnvoll einsetzbar, wenn sich aus dem
diskreten Geschwindigkeitsraum ein ausreichend groÿer exakt divergenzfreier Teilraum �n-
den läÿt. Dies ist beispielsweise für die stückweise linearen nichtkonformen Geschwindigkei-
ten des Crouzeix-Raviart-Elementes der Fall. Für spezielle Triangulierungen können auch
stückweise quadratische konforme Elemente verwendet werden, und das verallgemeiner-
te Taylor-Hood-Element eignet sich ebenfalls, allerdings erst ab einem Polynomgrad von
mindestens vier. In drei Dimensionen funktioniert auch das verallgemeinerte Mini-Element,
dieses aber sogar erst ab einem Polynomgrad von mindestens neun [For96].

Zu beachten ist bei diesem Ansatz auch, daÿ sich das Eigenwertproblem im Geschwin-
digkeitsraum Vh abspielt, der bei allen stabilen Elementen erheblich gröÿer ist als der
Druckraum Qh. Auf der anderen Seite müssen keine Gleichungssysteme zur Aufstellung
der Eigenwertmatrizen gelöst werden und die beteiligten Matrizen A und D sind für die
gewöhnlich verwendeten lokalen Basisfunktionen sehr dünn besetzt. Aus diesen beiden
Gründen bieten sich zur Lösung von (4.4) eigentlich nur iterative Verfahren an, wie die in
Anhang A.5.2 beschriebene Arnoldi-Methode.

Da sich bei allen Finiten Elementen mit höherer Ordnung der Anteil Nichtnullelemente
in den Matrizen A und D deutlich erhöht, bleibt für diesen Ansatz im wesentlichen nur das
Crouzeix-Raviart-Element übrig. Obwohl dieses für glatte Lösungen keine besonders vor-
teilhaften Approximationseigenschaften hat (nur erster Ordnung), wurde es implementiert
und einige Beispiele damit durchgerechnet. Bei guten adaptiven Triangulierungen hat es
sich dabei als durchaus brauchbar erwiesen. Wie bei allen nichtkonformen Elementen gilt
dann allerdings nicht mehr die Abschätzung (Anhang B)

kdiv ~uhk � j~uhj1 ;

die durch partielle Integration unter Beachtung der Nullrandbedingung leicht bewiesen
werden kann, sondern die schwächere Abschätzung

kdiv ~uhk �
p
d j~uhj1

mit der Raumdimension d. Das hat zur Folge, daÿ die nichtverschwindenden Eigenwerte
von (4.4) nicht mehr wie im konformen Fall im Intervall [Lh; 1] liegen, sondern im Intervall
[Lh;

p
d ], und keine direkte Korrespondenz mehr gegeben ist zwischen den Eigenfunktionen

von (4.4) und dem entsprechenden diskreten Äquivalent zu (2.17). Dies liegt daran, daÿ
auch die Aufteilung (2.10) für nichtkonforme Diskretisierungen nicht mehr gültig ist.
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4.2 Konvergenz und Approximation

Die numerische Berechnung der Babu�ska-Brezzi-Konstanten zur Abschätzung der konti-
nuierlichen Ladyzhenskaya-Konstanten mit Hilfe von (4.3) ist selbstverständlich nur dann
sinnvoll, wenn eine Aussage über die Genauigkeit dieser Approximation möglich ist. Die ei-
ne Richtung dieser Aussage ist für stabile Elemente bereits in Satz 16 enthalten, an dessen
Ende die Aussage

L � cLh
steht, wobei die Konstante c für die Güte des verwendeten Interpolationsoperators �h

steht. Sie ist für eine gegebene Diskretisierung nur sehr schwer auszurechnen. In der Praxis
handelt es sich jedoch für die gebräuchlichen Finiten Elemente allenfalls um eine kleine Kon-
stante. Für überstabile Elemente, die aus der Anreicherung von bereits stabilen Elementen
hervorgehen, wie beispielsweise das quadratische Mini-Element für Geschwindigkeiten und
stückweise lineare Drücke, scheint die Konstante in der Praxis von der Gröÿenordnung
1 + o (1) für h! 0 zu sein. Für die Abschätzung der anderen Richtung zuständig ist

Satz 19. Für ein Gebiet 
 und eine konforme Diskretisierung der Stokesgleichungen (3.4)
seien sowohl die Ladyzhenskaya-Ungleichung (2.6) mit L als auch die Babu�ska-Brezzi-
Bedingung (3.1) mit Lh erfüllt. Dann existiert für jedes � > 0 ein h > 0, so daÿ gilt

Lh � � � L:

Anmerkung 16. Da keine Glattheit des Gebietes oder der Lösung gefordert ist, kann keine
schärfere Aussage getro�en werden, insbesondere über eine Konvergenzordnung der Form
Lh = L + O (h�). Da in der anderen Richtung jedoch nicht einmal Konvergenz, sondern
lediglich eine Konstante angegeben werden kann, ist dies auch nicht unbedingt erforderlich.

Beweis. Bekanntlich ist der Raum C1
0 der glatten Funktionen dicht in L2

0, so daÿ wir (2.6)
in C1

0 betrachten. Sei nun p� 2 C1
0 (eigentlich genügt p� 2 C1+�

�
�

�
) mit kp�k = 1 und

jrp�j�1 � L+
�

2
:

Da diese Funktion glatt ist, kann sie auch im Diskreten approximiert werden (je nach
Diskretisierung mit unterschiedlicher Ordnung), d. h. es existiert ein h > 0, so daÿ es ein
ph 2 Qh gibt mit

kph � p�k � �

2

und der Einfachheit halber ebenfalls kphk = 1. Nun ist aber die Norm jr�j�1 äquivalent
zur L2

0-Norm, so daÿ gilt

jrphj�1 � jrp�j�1 + jr (ph � p�)j�1 � L+
�

2
+ kph � p�k � L+

�

2
+
�

2
:
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Da wir eine konforme Diskretisierung haben, gilt schlieÿlich

Lh = Lh kphk � sup
~vh2Vh

(div~vh; ph)

j~vhj1
� sup

~v2H1;2
0

(div~v; ph)

j~vj1
= jrphj�1 � L+ �:

Zusammengenommen stellen wir damit den Einschluÿ

Lh � � (h) � L � cLh (4.5)

mit einer Funktion � (h) fest, für die gilt

� (h)! 0 für h! 0;

und einer unbekannten, aber im praktischen Einsatz meist kleinen Konstante c.
Es ist o�ensichtlich, daÿ bei festgehaltenem Druckraum Qh ein gröÿerer Geschwindig-

keitsraum V 0
h ) Vh die Konstante Lh allenfalls vergröÿern kann. Damit wird klar, daÿ ein

�besseres� Element, als nach (3.1) erforderlich, die Genauigkeit der Berechnung verbessert.
Alternativ kann auch bei festgehaltener Drucktriangulierung die Diskretisierung der Ge-
schwindigkeiten verfeinert werden, beispielsweise durch reguläre Verfeinerung. Gleichzeitig
wird durch diese Maÿnahme die Konstante c aus der Interpolation verkleinert, so daÿ man
für ein ausreichend überstabiles Element oder verfeinerte Geschwindigkeiten guten Gewis-
sens sagen kann

L � Lh:
Dies bestätigt sich auch bei den numerischen Beispielen aus Kapitel 6, für die L explizit

angegeben werden kann.
Halten wir allerdings die Druckdiskretisierung mit einem hp fest und verfeinern an-

schlieÿend lediglich den Geschwindigkeitsraum mit hu ! 0, so können wir insbesondere die
obere Abschätzung L � cLh verbessern, denn es ist klar, daÿ für jeden diskreten Druck
die diskreten Geschwindigkeiten wegen der Eigenschaften des Poisson-Problems gegen die
zu dieser Druckfunktion passende kontinuierliche Funktion

(D~u;D~v) =
�
php; div~v

� 8~v 2 H1;2
0

konvergieren. Damit wird aber auch der Ausdruck

Lhu;hp = sup
~vhu2Vhu

�
php; div~vhu

�
j~vhuj1



php


gegen

��rphp���1 konvergieren und das kontinuierliche Eigenwertproblem (2.15) folglich im-
mer genauer approximiert. Daher können wir schlieÿen

L � lim
hp!0

lim
hu!0

Lhu;hp ;
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worin die beiden Limites so zu verstehen sind, daÿ für jedes hp zunächst hu ! 0 gehen
muÿ.

4.3 Eigenwertverteilung

Ohne den Ergebnissen der Beispiele aus Kapitel 6 vorzugreifen, seien hier einige Charakte-
ristika der mit dem durch Gleichung (4.3) gegebenen Verfahren berechneten Eigenwertver-
teilungen vorgestellt. Wie bereits gezeigt, liegen alle nichtverschwindenden Eigenwerte im
Bereich [Lh2; 1]. Allerdings sind diese nicht gleichmäÿig über das gesamte Intervall verteilt.
Es stellt sich heraus, daÿ die kleinen Eigenwerte, die besonders interessant sind, diskret
liegen, und zwar häu�g in etwa an den Stellen

�2n = n2 � Lh2 n 2 N (4.6)

für (je nach Gröÿe von Lh) einige oder etliche Werte von n. Dabei können, je nach Trian-
gulierung und Gebiet, einige Eigenwerte auch exakt oder nahezu exakt entartet sein. Falls
nicht alle kleinen Eigenwerte durch (4.6) erfaÿt werden, lassen sich meistens zwei oder mehr
Reihen erkennen, für die die Beziehung (4.6) jeweils einzeln mit leicht unterschiedlichem
Lh gilt. Mit zunehmendem n rücken die Eigenwerte näher zusammen und gehen ab etwa
�2 � 0,2: : :0,4 in ein Kontinuum über, das ein Maximum bei etwa 1

2
annimmt. In der Nähe

von 1 tauchen dann die annähernd rotationsfreien und gerade bei 1 schlieÿlich die exakt
rotationsfreien Funktionen auf, die den Raum V1 aus (2.11) approximieren. Qualitativ sieht
das Spektrum also aus wie in Abbildung 4.1, wobei hier auf der Abszisse die Wurzeln der
Eigenwerte von (4.3), also die �n aufgetragen sind, die schlieÿlich entscheidend für die
Babu�ska-Brezzi-Bedingung sind.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Abbildung 4.1: Qualitatives Spektrum des Eigenwertproblemes (4.3)
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Die Gesamtzahl der berechneten Eigenwerte hängt selbstverständlich vom verwendeten
Element und der Triangulierung ab. Für zunehmend feinere Diskretisierungen verschieben
sich die kleinen Eigenwerte leicht, da Lh ! L (qualitativ). Die grundsätzliche Charak-
teristik � kleine diskrete Eigenwerte, Kontinuum um 1

2
, rotationsfreie Funktionen bei 1

� bleibt jedoch immer gleich, lediglich die Höhe der Buckel beim Kontinuumsmaximum
und besonders bei 1 erhöht sich beispielsweise bei Gitterverfeinerungen. Diese spezielle
Eigenwertverteilung war unter anderem die Motivation für die Entwicklung des schnellen
Stokes-Lösers, der auch bei ungünstigen Gebieten noch brauchbar arbeitet und im folgen-
den Kapitel vorgestellt wird.



Kapitel 5

Schneller Stokes-Löser

In der vorangegangenen Diplomarbeit [Keÿ97] stellte sich heraus, daÿ die Konvergenzge-
schwindigkeit des dort untersuchten Uzawa-Verfahrens ganz entscheidend von der Kon-
stante Lh aus (3.1) abhängt. Wie im Abschnitt 4.2 deutlich wurde, ist diese aber in der
Gröÿenordnung der kontinuierlichen Ladyzhenskaya-Konstante und damit bei stabilen Ele-
menten nur bedingt abhängig von der Diskretisierung. Das heiÿt, daÿ bei ungünstigen Ge-
bieten wie beispielsweise den in [Keÿ97] untersuchten langgestreckten Kanälen, prinzipiell
schlechte Konvergenzraten zu erwarten sind. Es steht zu vermuten, daÿ dies mehr oder
weniger auf alle iterativen Löser der Stokes-Gleichungen zutri�t, also beispielsweise auch
auf Mehrgitterverfahren mit dem Vanka-Glätter oder elementweiser Relaxation. Allerdings
können die Werte des Standard-Uzawa ganz erheblich verbessert werden.

5.1 Uzawa als inde�niter Löser

Das Uzawa-Verfahren [AHU58] dient ganz allgemein zur Lösung inde�niter linearer Glei-
chungssysteme mit Nebenbedingungen der Form

Ax +BTy = a; (5.1)
Bx = b:

Falls A invertierbar ist, kann x eliminiert werden und man erhält

BA�1BT y = BA�1a� b; (5.2)

wobei die Matrix BA�1BT positiv de�nit ist, in der Praxis aber nicht explizit berechnet
wird. Stattdessen wird ein Startwert (x0; y0) iterativ verbessert mit der Iterationsvorschrift

Axk = a� BTyk�1; (5.3)
yk = yk�1 + � (Bxk � b) :

Wie bei allen linearen Iterationsverfahren genügt es, zur Analyse der Konvergenzeigen-
schaften verschwindende rechte Seiten anzunehmen und sich so einige Schreibarbeit zu

71
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ersparen. Die exakte Lösung ist dann logischerweise der Nullvektor und die (xk; yk) geben
direkt den Fehler an. Wir sehen nach Elimination der xk sofort

yk =
�
I � �BA�1BT

�
yk�1 ; (5.4)

und stellen fest, daÿ es sich um eine einfache Richardson-Iteration der Systemgleichung

BA�1BTy = 0

handelt, entsprechend einem Gradientenverfahren fester Schrittweite. Wir schlieÿen, daÿ
das Verfahren konvergiert für

0 < � <
2

kBA�1BTk :

Interessanterweise kann das Uzawa-Verfahren auch für das kontinuierliche Problem (1.5)
sinnvoll de�niert werden. Dazu schreiben wir die Iterationsvorschrift in der Form

(D~uk; D~v) = (~f;~v) + (pk; div~v) 8~v 2 H1;2
0 ; (5.5)

(pk+1; q) = (pk; q)� � (div ~uk � g; q) 8q 2 L2
0 ;

woraus man unmittelbar sieht, daÿ diese Iteration für 0 < � < 2 konvergiert. Die Diskre-
tisierung dieses kontinuierlichen Uzawa-Verfahrens führt analog zu (5.4) zu der Iterations-
vorschrift

yk =
�
I � �M�1BA�1BT

�
yk�1

mit der Massenmatrix der Druckfunktionen M . Diese Massenmatrix ist aber in der Re-
gel von kleiner Kondition und mehr oder minder lediglich eine Skalierung mit h2, so daÿ
sich dadurch im Konvergenzverhalten kein qualitativer Unterschied ergibt. Es ist nur leich-
ter, den Iterationsparameter � sinnvoll zu wählen, da keine Kenntnis über die Norm von
BA�1BT erforderlich ist. Tatsächlich ist hier die Wahl von � � 1,5 in den meisten Fällen
optimal oder hinreichend nahe am Optimum.

Eine andere Verbesserung ersetzt die Richardson-Iteration durch ein echtes Gradienten-
verfahren, indem die Schrittweite �k iterationsabhängig gewählt wird nach der Vorschrift

�k =
yTk yk

yTkBA
�1BTyk

: (5.6)

Allerdings stellt sich heraus, daÿ auch diese Verbesserung nur marginal ist und gerade
bei schwierigeren Gebieten kaum Verbesserung bringt, auÿer daÿ auch hier der Schrittwei-
tenparameter automatisch gewählt wird und nicht vom Benutzer �erraten� werden muÿ.

Eine Beschleunigung um einen kleinen Faktor erhält man in der Regel, indem man die
Geschwindigkeits-Poisson-Probleme der Stokes-Gleichungen durch die penalisierte Variante
(3.10) ersetzt (Augmented-Lagrangian-Methode, [FG83]). Im Unterschied zur ausschlieÿ-
lichen Lösung des penalisierten Problems dient hier der Strafterm lediglich zur Konver-
genzbeschleunigung und der Parameter t kann deshalb erheblich kleiner gewählt werden.
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Dadurch bleibt die Kondition der Systemmatrix einigermaÿen begrenzt und ist auch itera-
tiv noch recht gut zu lösen. Wie in [Keÿ97] festgestellt, kann für t � 1 : : : 4 eine etwa doppelt
bis dreimal so schnelle Konvergenz erwartet werden wie ohne Penalisierung. Insbesondere
kann durch eine solche Penalisierung die Konvergenz der Geschwindigkeiten erheblich be-
schleunigt werden, da durch den Strafterm diese sehr schnell (nahezu) divergenzfrei werden.
Der Druck hingegen erfährt nur die angegebene mäÿige Beschleunigung.

5.2 CG-Uzawa

Wie eigentlich immer bei langsamer Konvergenz emp�ehlt es sich, zu konjugierten Rich-
tungen überzugehen. Dazu wenden wir das klassische CG-Verfahren auf die reduzierte
Systemgleichung (5.2) an, wobei wir die Matrix BA�1BT selbstverständlich nicht explizit
bilden (sie ist in der Regel voll besetzt), sondern die im Algorithmus erforderliche Multi-
plikation mit dieser Matrix in drei Einzelschritte aufteilen: zunächst die Multiplikation mit
BT , dann die Lösung des Gleichungssystems mit der Matrix A und anschlieÿend erneute
Multiplikation mit B. Ansonsten bleibt das CG-Verfahren unverändert und gestaltet sich
ausführlich zusammengeschrieben wie folgt.

Sei ein y0 gegeben. Wir berechnen Ax1 = a � BTy0 und die beiden Hilfsvektoren
d1 = �q1 = Bx1 � b. Die Iteration verläuft dann für k = 1; 2; : : : in den Schritten

pk = BTdk ;

Ahk = pk ;

�k =
dTk qk
pTk hk

;

yk = yk�1 � �kdk ;

xk+1 = xk + �khk ;

qk+1 = b� Bxk+1 ;

�k =
qTk+1qk+1
qTk qk

;

dk+1 = �qk+1 + �kdk :

Der aufwendigste Teil dieser Iteration ist die Lösung eines Gleichungssystems mit der
Matrix A in jedem Schritt. Je nach Typ der Matrix können hierbei verschiedene Verfah-
ren zum Einsatz kommen, angefangen von direkten Verfahren über CG bis hin zu Mehr-
gitteralgorithmen. Das Verfahren konvergiert auch noch mit nur wenig schlechterer Ge-
schwindigkeit, wenn die Lösung dieses Gleichungssystems in jedem Schritt tatsächlich nur
näherungsweise erfolgt, solange diese Näherung �hinreichend� gut ist. Nähere Ausführun-
gen zu diesem inexakten Uzawa-Verfahren und eine präzise De�nition von �hinreichend�
�nden sich in [EH94].

Umgekehrt gibt es auch die Möglichkeit, den Uzawa-Algorithmus mit einer einfach
zu invertierenden Näherungsmatrix C � A anzuwenden, nach Konvergenz den Defekt zu
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berechnen und dann wiederholt die Defektgleichung � erneut mit Uzawa � zu lösen. So
entspricht der Uzawa-Algorithmus einer inneren Iteration, die äuÿere Iteration zur Defekt-
verbesserung kann dann wieder eine Richardson-Iteration, ein Gradientenverfahren oder
ebenfalls CG sein. Dies ist allerdings o�ensichtlich nur dann sinnvoll, wenn das Uzawa-
Verfahren schnell konvergiert und eine gut zu approximierende Matrix A vorliegt. Wenn A
selbst einigermaÿen genau und schnell gelöst werden kann, emp�ehlt sich eher der vorher
genannte Ansatz mit einer approximativen Lösung von A in jedem Uzawa-Schritt. Falls
möglich, können hierbei sinnvollerweise auch etwas aufwendigere Vorkonditionierungen wie
eine unvollständige Cholesky-Zerlegung oder ähnliche eingesetzt werden, da A mehrmals
gelöst werden muÿ und die Kosten der Erstellung des Vorkonditionierers so verteilt werden.

Aus der Systemgleichung (5.2) können wir sofort die Konvergenzgeschwindigkeit des
originalen Uzawa-Verfahrens wie auch der CG-Iteration ablesen. Die Kondition der Sy-
stemmatrix ist nun von der Gröÿenordnung Lh�2, denn die Eigenwerte bezüglich der durch
die Massenmatrix der Drücke M vermittelten Metrik liegen ja im Intervall [Lh2; 1] wie im
Abschnitt (4.1) gezeigt. Die Massenmatrix M selbst hat in der Regel eine kleine Kondition
und ändert hauptsächlich die Skalierung, so daÿ das Verhältnis der extremen Eigenwerte
von BA�1BT auch in der euklidischen Metrik in der Gröÿenordnung von Lh�2 liegt. Das
originale Uzawa-Verfahren hat somit eine Konvergenzrate in der Gröÿenordnung

1� Lh2;
wohingegen der CG-Uzawa-Algorithmus eine Konvergenzrate von

1� Lh
verspricht. Bei einem ungünstigen Gebiet, wie beispielsweise einem Kanal mit Seitenver-
hältnis 1:100 mit einer Konstanten in der Gröÿenordnung von Lh � 0,01 erhalten wir
daraus eine Verbesserung auf 230 Iterationen (CG-Uzawa) gegenüber utopischen 23000
Iterationen (Original Uzawa) für eine Dezimalstelle. Um auch bei anisotropen Diskretisie-
rungen und sehr unterschiedlich groÿen Elementen ganz sicher zu gehen, daÿ die mögliche
Konvergenzgeschwindigkeit auch erreicht wird, emp�ehlt es sich, mit der Massenmatrix M
vorzukonditionieren. Damit liegen die Eigenwerte in dieser Metrix � wie oben erwähnt �
im Intervall [Lh2; 1] und die Konvergenzrate von mindestens 1� Lh ist garantiert.

Tatsächlich ist die Konvergenz in der Praxis sogar noch erheblich besser. Mit der Eigen-
wertverteilung aus Abschnitt 4.3 und der Eigenschaft des CG-Verfahrens, extreme Eigen-
vektoren zuerst aus dem Fehler zu eliminieren, erhalten wir sogar Superkonvergenz. Nach
einigen CG-Schritten (etwa 20-40) ist der Fehler in Richtung der Eigenvektoren zu den
kleinsten Eigenwerten weitestgehend beseitigt und diese Eigenwerte stören die Iteration
nicht weiter. Man sieht deutlich, daÿ die Konvergenz an dieser Stelle einen Knick macht
und anschlieÿend erheblich beschleunigt weiterläuft, denn es bleibt eine Netto-Kondition in
der Gröÿenordnung von meistens unter 30 übrig, und danach erfordert eine weitere Dezi-
malstelle lediglich noch etwa 10 Iterationen. Somit konnten alle bisher behandelten Gebiete
mit weniger als 100 Iterationen zur Konvergenz (8 Dezimalstellen Gewinn) gebracht wer-
den.



Kapitel 6

Beispiele

Die folgenden Beispiele wurden ausgewählt, um die Genauigkeit der analytischen und nu-
merischen Verfahren zur Bestimmung der Ladyzhenskaya-Konstanten zu überprüfen. Die
erste Gruppe im Abschnitt 6.1 besteht aus Gebieten, für die ein exaktes Ergebnis berechnet
werden kann � gegebenenfalls auf dem Umweg über die Korn- oder Friedrichs-Ungleichung
�, so daÿ eine direkte Aussage über die Konvergenz der numerischen Verfahren möglich
ist. Gleichzeitig kann über die Friedrichs-Ungleichung und Satz 14 mit der genaueren Ab-
schätzung (2.37) oder (2.38) a priori eine Gröÿenordnung angegeben werden, die mit dem
exakten Ergebnis verglichen wird. Zur Erinnerung: die Konstanten hängen zusammen über

L2 =
2

K
=

1

1 + �
: (6.1)

Die nächste Gruppe im Abschnitt 6.2 besteht aus etwas weniger synthetischen Beispie-
len, die eher in der Praxis auftauchen können, für die aber kein exaktes Ergebnis mehr
angegeben werden kann. Wir benutzen hier wieder Satz 14 zur a priori-Abschätzung und
zum Vergleich mit den numerischen Werten.

Die letzte Gruppe aus Abschnitt 6.4 schlieÿlich umfaÿt exemplarisch einige dreidimen-
sionale Gebiete. Leider ist in drei Dimensionen keine echte Äquivalenz bekannt, so daÿ
analytische Ergebnisse hier fehlen. Zum Vergleich ist deshalb � wo angebracht � die Kon-
stante eines einbeschriebenen Ellipsoides nach (2.43) angegeben, die zumindest ein Gefühl
für die Gröÿenordnung vermittelt. Dennoch sind die Ergebnisse interessant und fordern
eine weitere Untersuchung in dieser Richtung heraus.

Bei den Finite-Elemente-Rechnungen zur Bestimmung der Babu�ska-Brezzi-Konstanten
verwenden wir bei allen nichtglatten Gebieten ein ganz einfaches adaptives Verfahren zur
Verbesserung der Genauigkeit. Als Referenzfunktion dient hierbei die Eigenfunktion zum
kleinsten nichtverschwindenden Eigenwert. Dazu wird für jede Kante im Gebiet als heuristi-
scher Indikator das Produkt aus Kantenlänge und Tangens des Knickwinkels der diskreten
Funktion senkrecht zur Kante gebildet, und die 25% Kanten mit dem gröÿten Indikator
werden halbiert. Damit keine allzu ungünstige Triangulierung entsteht, werden Dreiecke
mit zwei zu halbierenden Kanten regulär verfeinert und alle Dreiecke mit einem stumpfen
Innenwinkel durch diesen Winkel halbiert. Schlieÿlich wird für die entstehende Triangu-
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lierung durch Einfügen einiger weiterer Eckpunkte und Umlegen von Kanten wieder die
Delauny-Eigenschaft sichergestellt. Wie an den Beispielen zu sehen ist, liefert dieses adapti-
ve Verfahren nach einigen Verfeinerungsstufen ähnlich genaue Ergebnisse wie eine reguläre
Verfeinerung mit insgesamt erheblich mehr Unbekannten, so daÿ der Rechenaufwand für
eine gegebene Genauigkeit um ein Vielfaches reduziert wird. Da damit die Angabe einer
sinnvollen Maschenweite h sehr schwierig wird, ist jeweils sowohl die kleinste Kantenlänge
angegeben als auch die Gesamtzahl der Dreiecke, aus der eine mittlere Maschenweite �h
berechnet werden kann, wobei die angegebene Maschenweite hmin auf eine Gesamt�äche
des jeweiligen Gebietes von 1 normiert ist.

Die Auswahl der Finiten Elemente beruht auf den Kriterien Rechenaufwand und Ge-
nauigkeit. Die implementierten Varianten wurden bereits in Abschnitt 3.1 aufgeführt. Zur
Approximation des Druckes stehen demnach stückweise konstante, lineare und quadrati-
sche Polynome zur Verfügung, wobei die beiden letzteren stetig angesetzt sind. Unsteti-
ge lineare Elemente wurden ebenfalls getestet, waren aber im gegebenen Anwendungsfall
nicht konkurrenzfähig. Für die Geschwindigkeiten ist das lineare nichtkonforme Element
(Crouzeix-Raviart) oder stückweise quadratische und kubische Polynome � jeweils durch
die passenden Bubbles angereichert � am besten geeignet. Die Bubbles sorgen für eine
deutliche Verbesserung der berechneten Druckfunktionen, die ohne Bubbles noch etwas os-
zillieren. Diese Oszillationen sind schwache Resterscheinungen der Schachbrettinstabilität,
die auch bei bereits stabilen Elementen auftauchen und die Konstante vor der Approxima-
tionsordnung etwas verschlechtern. Die Anreicherung mit den Bubbles unterbindet diese
Oszillationen weitestgehend und verbessert damit die Genauigkeit etwa entsprechend einer
zweimaligen regulären Verfeinerung.

Beim Limaçon und den Gebieten aus Abschnitt 6.2 sind teilweise auch Eigenfunktionen
abgebildet, um ihr qualitatives Verhalten zu demonstrieren. Diese sind jeweils Druckeigen-
funktionen, bestimmt nach (4.3) mit linearen Druckelementen und kubischen Geschwindig-
keiten in zwei Dimensionen und mit quadratischen Geschwindigkeiten in drei Dimensionen.
Die Druckeigenfunktionen sind sehr viel anschaulicher als die zugehörigen Geschwindigkei-
ten, berechnet entweder über die Stokesgleichung oder direkt nach dem Eigenproblem (4.4),
und werden ihnen deshalb vorgezogen.

6.1 Exakte Beispiele

6.1.1 Kreis

Der Kreis ist im Zusammenhang mit der Ladyzhenskaya-Konstante das einfachste Gebiet.
Er wurde zusammen mit der dreidimensionalen Kugel bereits im Punkt 2.4.3 behandelt,
mit dem Ergebnis, daÿ � = 2 der einzige Eigenwert des interessanten Raumes V� ist. Daher
sind alle harmonischen Funktionen Eigenfunktionen des Problems (2.15). Die Abschätzung
mittels (2.37) liefert � = 1, also die richtige Konstante L = 1p

2
.

Die numerischen Ergebnisse in Tabelle 6.1 und Abbildung 6.1 gelten für das weniger sta-
bile P2P3-Element und zeigen wie erwartet eine kleine Verteilung der diskreten Eigenwerte
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hmin 0,105 0,0538 0,0274 0,0139 0,00694 0,00346
N� 124 510 1738 5246 17238 28066
Lh 0,469 0,514 0,494 0,510 0,532 0,554

Tabelle 6.1: Konstanten für den Kreis

um den Punkt 1p
2
mit dem minimalen Wert Lh � 0,47. Mit dem besseren P1P3-Element

ergibt sich für alle betrachteten Diskretisierungsfeinheiten Lh � 0,707, mit einer Abwei-
chung von unter einem halben Promille von L = 1p

2
, selbst für die gröbste Triangulierung.

Eine adaptive Verfeinerung ist für dieses Problem weder erforderlich noch sinnvoll.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Abbildung 6.1: Diskrete Eigenwertverteilung beim Kreis

6.1.2 Ellipse

Die Abschätzung mittels (2.38) liefert � = b2

a2
, also auch hier die richtige Konstante

L = ap
b2+a2

wie durch Gleichung (2.42) aus Punkt 2.4.3 bekannt. Die numerischen Er-
gebnisse sind hier sehr gut, denn die Eigenfunktion zum kleinsten nichtverschwindenden
Eigenwert ist die lineare Funktion x (für den Druck), die mit allen verwendeten Elemen-
ten und Triangulierungen exakt dargestellt werden kann. Die zugehörige Funktion für die
Geschwindigkeiten ist

~u =

�
1� x2

a2
� y2

b2

��
1
0

�
und kann zumindest ab den quadratischen Elementen ebenfalls exakt dargestellt werden,
so daÿ die Werte aus Tabelle 6.2 sich mit zunehmend feinerer Diskretisierung nicht mehr
verbessern (lediglich die Randapproximation wird noch etwas genauer). Auch hier zeigt
sich wieder die hervorragende Eignung des P1P3-Elementes für diese Art von Problem.
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b
a

1 2 4 8 16
hmin 0,027 0,014 0,010 0,005 0,029 0,017 0,022 0,012 0,0008 0,0001
N� 1738 5246 4446 13308 2452 7284 4326 13144 850 4286

Lh (P1P3) 0,707 0,707 0,447 0,447 0,243 0,243 0,124 0,124 0,0624 0,0624
Lh (P2P3) 0,494 0,510 0,410 0,421 0,243 0,243 0,124 0,124 0,0624 0,0624

L 0,707 0,447 0,243 0,124 0,0624

Tabelle 6.2: Konstanten für Ellipsen verschiedener Seitenverhältnisse

Am Beispiel der Ellipse mit einem Achsenverhältnis von 1:8 wird in Abbildung 6.2 die
E�ektivität des schnellen Stokes-Lösers aus Kapitel 5 demonstriert. Sowohl der Standard-
Uzawa-Algorithmus wie auch die durch konjugierte Richtungen verbesserte CG-Variante
sind mit der Massenmatrix vorkonditioniert. Es ist sehr deutlich zu sehen, daÿ bereits
für dieses relativ unkritische Gebiet der schnelle Löser dem klassischen Verfahren weit
überlegen ist. Den Zusatzaufwand pro Iteration macht hierfür lediglich der Speicherbedarf
von drei zusätzlichen Vektoren und der Rechenaufwand von drei Skalarprodukten und
einer Vektoroperation aus, was im Vergleich zur Lösung des Geschwindigkeits-Poisson-
Problems nur von untergeordneter Bedeutung ist. Daher besteht keinerlei Veranlassung,
den normalen Uzawa-Algorithmus zu verwenden, zumal das CG-Verfahren nur minimal
aufwendiger zu implementieren ist. Konkret besteht der Unterschied im Programm aus
ganzen acht Zeilen. Das Gradientenverfahren entspricht abgesehen von den ersten paar
Iterationen ziemlich genau dem Standard-Uzawa.

0 20 40 60 80 100 120 140
0.001
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Abbildung 6.2: Konvergenz bei der 1:8-Ellipse, gestrichelt: Standard-Uzawa nach Abschnitt
5.1, durchgezogen: CG-Uzawa nach Abschnitt 5.2
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6.1.3 Ring

Der konzentrische Kreisring wird als Spezialfall einer allgemeinen konfokalen Ellipsenschale
in [Daf68] für das Korn-Problem (2.20) behandelt. Die Prozedur besteht aus einem Ansatz
zur generischen Repräsentation der Eigenfunktionen aus harmonischen Funktionen, die
wiederum aus den Kugelfunktionen aufgebaut werden. Das entstehende unendliche Glei-
chungssystem ist nur schwach gekoppelt und gestattet deshalb prinzipiell die Bestimmung
der Eigenfunktionen und Eigenwerte.

Im Fall des Ringes werden die harmonischen Funktionen zur Vereinfachung der Notation
in komplexen Potenzen entwickelt, wobei nach einigen Umformungen ein charakteristisches
Eigenwertproblem mit den Eigenwerten

L2
m =

m (m+ 2)
�
1
r
� r
�2�

1
rm
� rm

� �
1

rm+2 � rm+2
�

entsteht, wobei r = R1

R2
das Verhältnis von innerem zu äuÿerem Radius ist. Die Korn-

Konstante erhält Dafermos daraus zu

K =
4

1� supm fLmg
:

Durch Ableiten sieht man leicht, daÿ die Funktion

m

r�m � rm

� interpretiert über kontinuierlichem m � streng monoton wächst und die Menge fLmg
ihr Maximum (nicht nur Supremum) deshalb bei L1 = 3

1

r2
+1+r2

annimmt (und zwar für

beliebiges 0 < r < 1, nicht nur für r � 1
e
wie in [Daf68] behauptet). Korns Konstante ist

folglich

K =
4

1�
q

3
1

r2
+1+r2

:

Falls Satz 6 auch für Gebiete mit mehrfachem Zusammenhang wie hier gültig wäre,
ergäbe sich daraus die Ladyzhenskaya-Konstante zu

L0 =

vuut1�
q

3
1

r2
+1+r2

2
:

Die Abschätzung dieses Gebietes mit der Ungleichung von Friedrichs nach Satz 14 ist
ziemlich schwierig, da der Kreisring nicht direkt sternförmig ist. Er ist daher in Segmente
aufzuteilen. Für diese kann die Konstante berechnet werden, die Segmente müssen dann
über Satz 12 zusammengefügt werden und schlieÿlich wird die letzte Lücke über Satz 8
geschlossen. Selbst wenn die Anzahl der Segmente und ihre Überlappung optimal gewählt
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werden, ist die Abschätzung ziemlich unbrauchbar, da Satz 12 nur sehr grob abschätzt und
in der Regel um einen Faktor 2� 5 zu ungünstig ist. Die Resultate �nden sich in Tabelle
6.3 aufgelistet.

R2

R2�R1
2 4 8

hmin 0,016 0,008 0,016 0,008 0,021 0,012
N� 2176 5628 4048 12330 2754 7174
Lh 0,187 0,187 0,082 0,082 0,038 0,038
L � 3;6�4 1;6�5 6;5�7
L0 0,349 0,162 0,077

Tabelle 6.3: Konstanten für Ringe mit verschiedenen Lochdurchmessern

Hier tritt nun ein sehr interessanter Fall auf, denn die Babu�ska-Brezzi-Konstanten un-
terscheiden sich von den aus der Korn-Konstanten abgeleiteten Ladyzhenskaya-Konstanten
L0 um ziemlich genau einen Faktor 1

2
. Da die ermittelten Lh aber schon für sehr viel grö-

bere Diskretisierungen schnell gegen die angegebenen Grenzwerte konvergieren, und zwar
unabhängig vom verwendeten Element, liegen sie wohl sehr nahe an der tatsächlichen
Ladyzhenskaya-Konstante und Satz 6 tri�t bei mehrfachem Zusammenhang folglich nicht
mehr zu. Dies ist insofern plausibel, als beim Ladyzhenskaya-Problem das Aufschneiden
zu einfachem Zusammenhang den Geschwindigkeitsraum echt verkleinert, indem ein zu-
sätzlicher Nullrand entsteht. Beim Korn-Problem dagegen gilt keine solche Inklusion. Zum
einen treten zwar zusätzliche natürliche Randbedingungen des Typs (2.22) beiderseits des
Schnittes auf, was den Raum verkleinert, zum anderen müssen die Funktionen über den
Schnitt hinweg nicht mehr stetig sein, was den Raum wieder vergröÿert. Deshalb unter-
scheiden sich bei diesem Aufschneidevorgang die Probleme von Ladyzhenskaya und Korn
grundsätzlich, so daÿ die Di�erenz erklärlich ist.

Die Konvergenz der numerischen Ergebnisse bei feineren Gittern dagegen ist auch hier
wieder sehr gut, da die entscheidenden Funktionen relativ glatt und damit gut approxi-
mierbar sind. Im Gegensatz zu Kreis und Ellipse sind die kritischen Drücke und Geschwin-
digkeiten jedoch nicht mehr in den diskreten Räumen enthalten, so daÿ eine Verfeinerung
die berechneten Werte noch leicht verbessert. Eine Approximationsordnung kann jedoch
nicht sinnvoll bestimmt werden, da die Konvergenz mit abnehmendem h so schnell erfolgt,
daÿ sich die berechneten Werte nicht mehr signi�kant unterscheiden.
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6.1.4 Limaçon

Ein etwas weniger triviales Gebiet ist Pascals Limaçon. Es geht aus dem (komplexen)
Einheitskreis hervor durch Anwendung der Abbildungsvorschrift

� ! � +
�

2
�2

und läÿt sich in Polarkoordinaten auch beschreiben durch die Funktion

r = 1 + � cos � 0 � � � 1; (6.2)

wobei man für � = 0 den Kreis und für � = 1 eine Kardioide erhält. Beispiele für verschie-
dene Parameter � sind in Zeichnung 6.3 dargestellt.

�����
�����
�����
�����
�����
�����

�����
�����
�����
�����
�����
�����

�����
�����
�����
�����
�����
�����

�����
�����
�����
�����
�����
�����

������
������
������
������
������
������
������

������
������
������
������
������
������
������

Abbildung 6.3: Limaçon mit � = 1
2
, � = 3

4
und � = 1 (Kardioide)

Prinzipiell kann man nach [HK71] für jedes Gebiet, das aus dem Einheitskreis durch
eine rationale Abbildung hervorgeht, � wenn auch ziemlich aufwendig � das Spektrum
von (2.20) exakt berechnen. Für das Limaçon erhalten Horgan und Knowles (in der hier
verwendeten Notation)

K =
8

2� �2
;

und folglich für die Ladyzhenskaya-Konstante

L =
1

2

p
2� �2: (6.3)

Die direkte Approximation mit Satz 14 und der Darstellung 6.2 liefert die Schranke

L � 1

2

p
2� 2�; (6.4)

was o�ensichtlich nur für kleines � eine brauchbare Näherung darstellt. Setzen wir das Li-
maçon dagegen, wie im mittleren Beispiel von Zeichnung 6.3, aus zwei Teilgebieten mittels



82 KAPITEL 6. BEISPIELE

� 0,5 0,75 1
hmin 0,007 0,003 0,004 0,002 0,004 0,002
N� 2946 10558 3320 15944 2270 4790
Lh 0,661 0,661 0,600 0,599 0,503 0,501

O (h�min) 1,81 1,40 0,72
(6.4) 0,500 0,354 0

Zwei Gebiete 0,314 0,258 0,160
L 0,661 0,599 0,500

Tabelle 6.4: Konstanten und Abschätzungen für das Limaçon

Satz 12 zusammen, so erhalten wir nach einigem Rechenaufwand die etwas bessere Ab-
schätzung aus der Tabelle 6.4, die zwar für mäÿige Werte von � nicht sehr viel gewinnt,
aber dafür für �! 1 auch nicht verschwindet wie (6.4).

Die Konvergenzrate mit zunehmender Verfeinerung der Triangulierung ist � zumindest
für den untersuchten Bereich von h � o�ensichtlich abhängig von der Glätte der Grenzfunk-
tion, die wiederum abhängt von dem Parameter � und zunehmend weniger regulär wird für
� ! 1. Interessant sind bei diesem Gebiet auch die kritischen Eigenfunktionen. In Abbil-
dung 6.4 ist die (Druck-) Eigenfunktion zum niedrigsten nichtverschwindenden Eigenwert
der Kardioide (� = 1) dargestellt. Man sieht deutlich die Singularität an der einspringenden
Ecke.

Abbildung 6.4: Druckeigenfunktion des niedrigsten Eigenwerte bei der Kardioide
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6.2 Näherungsergebnisse

6.2.1 n-Eck

Das reguläre n-Eck läÿt sich nach beiden Seiten abschätzen, denn zum einen kann mit Satz
14 eine untere Schranke für L angegeben werden, zum anderen resultiert aus den Ecken
nach Satz 13 auch eine obere Schranke. Für die untere Schranke besonders geeignet ist die
Form (2.38), die zusammen mit (2.32) nach einigen Umformungen die Einschachtelungr

1� sin �
n

2
� L �

s
1

2

�
1� n sin 2�

n

� (n� 2)

�
gestattet. Für einige kleine n sind diese Schranken zusammen mit den numerischen Werten
in Tabelle 6.5 angegeben. Mit angegeben ist auÿerdem die numerische Konvergenzordnung
mit zunehmender Gitterfeinheit und der für h = 0 extrapolierte Wert der Babu�ska-Brezzi-
Konstante. Hier wird erstmals deutlich, daÿ für die noch rechenbaren Gitterfeinheiten die
Werte nicht ganz so nahe an den erwarteten kontinuierlichen Konstanten liegen. Dies ist auf
die hier auftretenden Eckensingularitäten zurückzuführen, die notwendigerweise von einem
regulären Element nur begrenzt erfaÿt werden können. Es wird aber deutlich, daÿ wohl eher
der obere Grenzwert der Einschachtelung nahe an der wahren Ladyzhenskaya-Konstante
liegt.

n 3 4 5 6 7 8 9
hmin 0,023 0,018 0,016 0,018 0,015 0,015 0,015
N� 3927 6360 7591 6144 8686 9184 9243
Lh 0,323 0,458 0,527 0,569 0,595 0,614 0,628

O (h�min) 0,26 0,28 0,31 0,32 0,36 0,41 0,49
L0 0,302 0,439 0,508 0,555 0,578 0,601 0,614
L � 0,259 0,383 0,454 0,500 0,532 0,556 0,574
L � 0,294 0,426 0,498 0,542 0,571 0,592 0,607

Tabelle 6.5: Konstanten und Abschätzungen für das n-Eck

Bis n = 8 sind die aus den Ecken resultierenden kritischen Funktionen wie in Abbildung
6.5 noch deutlich zu sehen, abgesetzt vom Kontinuum, das kurz vor 1p

2
beginnt. Allerdings

werden sie mit zunehmendem n weniger ausgeprägt und verschwinden ab n = 9 in den nu-
merisch etwas verzerrten kontinuierlichen Eigenfunktionen um den Kontinuumswert. Dies
gilt für das P1P3-Element, bei nicht ganz so extrem stabilen Elementen verschwinden die
Eckensingularitäten teilweise bereits beim Fünfeck. Genaugenommen sind natürlich auch
die für die numerische Berechnung approximierten Gebiete aus Abschnitt 6.1 n-Ecke, was
aber bei groÿem n (n � 64 wurde verwendet) nicht mehr ins Gewicht fällt.
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Abbildung 6.5: Kritische Druckeigenfunktion des regulären Vierecks (Quadrat)

Bei dem abgebildeten Quadrat gibt es vier nahezu gleiche Eigenwerte, die von den näch-
sten deutlich separiert sind. Diese gehören alle zu den Singularitäten an den vier Ecken
und unterscheiden sich lediglich in der Vorzeichenverteilung an den Ecken. Der kleinste
Eigenwert korrespondiert mit der abgebildeten Eigenfunktion, bei der die diagonal gegen-
überliegenden Ecken jeweils gleiches Vorzeichen haben. Die nächsten beiden (identischen)
Eigenwerte sind minimal gröÿer (0,1% auf dem feinsten gerechneten Gitter) und gehören
zu Eigenfunktionen, bei denen ebenfalls diagonal gegenüberliegende Ecken gleiches Vorzei-
chen haben, die beiden anderen Ecken jedoch keine Singularität aufweisen, sondern regulär
bleiben (d. h. bei 0 wegen der Symmetrie). Der vierte Eigenwert ist etwa 1% gröÿer und
zeichnet sich durch gleiches Vorzeichen an allen vier Ecken aus.

Ähnliche Aussagen können auch für die anderen n-Ecke gemacht werden. Jedes hat
n � 1 ziemlich identische kleinste Eigenwerte und einen leicht gröÿeren, der gerade den
Eckensingularitäten mit gleichem Vorzeichen entspricht. Diese extrem nahe beieinander
liegenden kritischen Eigenwerte sind ein Hinweis darauf, daÿ die singuläre Eckenfunktion
aus Satz 13 dem kritischen Druck zumindest sehr nahe kommt. In diesem Falle wäre der
kleinste Eigenwert genau n-fach entartet.
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6.2.2 Rechteck

Das Rechteck nimmt insofern eine Sonderstellung ein, als es ursprünglich unter anderem der
Auslöser für diese Arbeit war, nachdem anhand eines langgstreckten Rechteckes in der vor-
ausgegangenen Diplomarbeit [Keÿ97] die Grenzen des dort diskutierten Uzawa-Verfahrens
aufgezeigt wurden. Trotz zahlreicher Bestrebungen widerstand es einer analytischen Un-
tersuchung, und es ist nach [Gou94] auch tatsächlich kein exaktes Resultat bekannt, nicht
einmal für den Spezialfall des Quadrates (der dort angegebene numerische Näherungswert
von L2 � 0; 22 ist übrigens de�nitiv falsch).

Wegen der vier Innenwinkel von �
2
gilt für alle Rechtecke L �

q
3��2p2

6�
� 0; 426,

für das Quadrat als reguläres 4-Eck auÿerdem L � 0; 383. Für Rechtecke mit groÿem
Seitenverhältnis A erhalten wir aus Satz 14 eine untere Schranke von L � 1p

1+A2+A
, eine

Abschätzung nach oben �nden wir mit der Äquivalenz aus Satz 7. Haben wir nämlich zwei
harmonisch konjugierte Funktionen f und g mit kfk = 
 kgk und 
 > 1, so gilt L � 1p

1+
2
.

Aus den numerischen Ergebnissen vermuten wir für eine nahezu kritische Funktion

f = sin x cosh y;

wobei als Gebiet der einfacheren Notation wegen 
 =
���

2
; �
2

�� �� �
2A
; �
2A

�
gewählt wurde.

Die harmonisch Konjugierte hierzu ist

g = cos x sinh y;

(beide liegen o�ensichtlich in L2
0) und die Normen und damit die Schranke �nden wir leicht

zu

kfk2 =
�

2

�
sinh

�

A
+
�

A

�
;

kgk2 =
�

2

�
sinh

�

A
� �

A

�
;

L �
s

sinh �
A
� �

A

2 sinh �
A

;

wobei wir letztere durch eine Reihenentwicklung des Sinus hyperbolics für groÿe Seitenver-
hältnisse A wieder abschätzen können zu

L . �

2A
p
3
:

Das bedeutet für A > 9 einen Fehler unter einem Prozent. Zusammen mit der oben
genannten unteren Schranke können wir daher für A > 9 einschachteln

0;498

A
< L < 0;910

A
:
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A 1 3 10 30 60 100
hmin 0,008 0,007 0,007 0,006 0,007 0,007
N� 8192 13824 11520 15360 12000 12800
Lh 0,457 0,283 0,0902 0,0302 0,0151 0,0091
L � 0,414 0,162 0,0499 0,0167 0,0083 0,0050
L � 0,603 0,262 0,0902 0,0302 0,0151 0,0091

Tabelle 6.6: Konstanten und Abschätzungen für das Rechteck

Die numerischen Ergebnisse in Tabelle 6.6 bestätigen diese Abschätzungen, wobei der
wahre Wert wohl wieder eher an der oberen Grenze liegt. Eine Konvergenzordnung ist hier
nicht angegeben, da schon für relativ kleine Seitenverhältnisse auch die gröbste sinnvolle
Diskretisierung den kleinsten Eigenwert sehr gut tri�t. Der kritische Druck, dargestellt für
ein Seitenverhältnis von A = 30 in Abbildung 6.6, zeigt � abgesehen von durch die Ecken
hervorgerufenen kleinen Singularitäten � gerade das durch die Funktion f beschriebene
Verhalten. Höhere Funktionen, die zu den nächstniedrigen Eigenwerten gehören, sind ganz
ähnlich, entsprechen nämlich in etwa der Schar

pn �
�

sinnx cosh ny
cosnx coshny

n ungerade
n gerade :

Die zugehörigen Eigenwerte sind, wie bereits durch (4.6) angedeutet, ganzzahlige Vielfache
des kleinsten Eigenwertes. Erst mit gröÿerem n & A

4
wird die Abweichung von diesen

Idealfunktionen deutlich sichtbar.

Abbildung 6.6: Kritische Eigenfunktion im Rechteck mit A = 30

An diesem Beispiel sieht man sehr schön die in Abschnitt 4.3 durch (4.6) postulierte Ei-
genwertverteilung, die in Abbildung 6.7 dargestellt ist. Aus diesem Resultat motiviert sich
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die Superkonvergenzeigenschaft des in Kapitel 5 vorgestellten schnellen Stokes-Lösers. Sie
wird sehr deutlich in Abbildung 6.8, die den Fehlerverlauf während der Iteration auf einem
1:30-Rechteck darstellt. Die ersten 30 Iterationen wird der Fehler nur minimal reduziert,
was auf die schon relativ kleine Babu�ska-Brezzi-Konstante von Lh � 0,015 zurückzufüh-
ren ist. Nach einer Übergangsphase von etwa 15 weiteren Iterationen wird der restliche
Weg bis zur Konvergenzschwelle sehr schnell zurückgelegt, und zwar mit lediglich 3-4 Ite-
rationen pro Dezimalstelle. Ein ähnliches Konvergenzverhalten liegt auch bei den anderen
Gebieten vor, ist aber wegen der anderen Skalierung in den Abbildungen nicht immer so
gut zu sehen. Im Unterschied dazu verharrt die Standarditeration des Uzawa-Verfahrens in
Abbildung 6.9 nahezu im Stillstand. Die Gesamtkonvergenz der abgebildeten 547 Schritte
beträgt ziemlich genau 0,5, in recht guter Übereinstimmung mit der in Abschnitt 5.2 pro-
gnostizierten Konvergenzrate von 1�O (Lh2). Bis zur selben Konvergenzschwelle bräuchte
der Standard-Algorithmus etwa 14600 Iterationen, im Vergleich zu den 56 Iterationen des
CG-Verfahrens.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Abbildung 6.7: Eigenwertverteilung im Rechteck mit A = 30

6.2.3 Winkel

Zur Bestätigung der durch Satz 13 vermuteten Beziehung zwischen der Ladyzhenskaya-
Konstante und kleinen Innenwinkeln wurde auch ein Winkelgebiet berechnet. Die stumpfe
Seite des Winkels wird dabei durch einen Kreisbogen gestaltet, wie in Abbildung 6.10 zu
sehen ist, um störende Ein�üsse durch eventuelle zusätzliche Eckensingularitäten auszu-
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Abbildung 6.8: Konvergenz der CG-Iteration nach Abschnitt 5.2 beim 1:30-Rechteck
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Abbildung 6.9: Konvergenz beim 1:30-Rechteck, gestrichelt: Standard-Uzawa nach Ab-
schnitt 5.1, durchgezogen: CG-Uzawa nach Abschnitt 5.2

45°

Abbildung 6.10: Winkelgebiet für � = 45�
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schlieÿen. Die Abschätzungen durch (2.38) und (2.32) gestatten die Einschachtelung

sin
�

4
� L �

s
1

2

�
1� sin�

�

�
mit der Näherung für kleine Winkel

�

4
. L . �

2
p
3
� 0; 288�:

Auch hier bestätigen die numerischen Ergebnisse aus Tabelle 6.7 wieder eher die obe-
re Grenze, obwohl die Abschätzung bereits relativ wenig Spielraum läÿt. Einen typischen
kritischen Druck zeigt Abbildung 6.11, worin deutlich sichtbar wird, daÿ hier tatsächlich
eine Eckensingularität vorliegt. Fittet man eine Potenzfunktion des Abstandes zur Win-
kelspitze an den Schnitt entlang der Winkelhalbierenden, um die Ordnung der Singularität
zu untersuchen, so erhält man einen Exponenten q im Bereich�1 � q � �0; 85 (ohne aus-
geprägte �- oder h-abhängige Tendenz), wobei zu beachten ist, daÿ im Kontinuierlichen
nur Funktionen mit einem Exponenten q > �1 noch quadratintegrabel sind. Wir erinnern
hier daran, daÿ die obere Schranke bei Gebieten mit Ecken gerade durch einen solchen
Grenzübergang von potenzartigen Funktionen mit q ! �1 zustandekommt. Es zeigt sich
also, daÿ der kritische Druck, der die Ladyzhenskaya-Ungleichung (2.6) strikt erfüllt, al-
lenfalls noch gerade so in L2 liegt. Eine Entscheidung, ob der Grenzdruck tatsächlich nicht
mehr quadratintegrabel ist oder durch kleine Ein�üsse des umliegenden Randes (speziell
des rund abgeschlossenen stumpfen Randes) in L2 bleibt, kann nach den vorliegenden nu-
merischen Berechnungen nicht entschieden werden. Die bisherigen Resultate zeigen noch
keinerlei Hinweise auf einen L2-Grenzdruck und die bestimmten Lh konvergieren mit ab-
nehmendem h deshalb eher gegen die jeweilige obere Schranke, und zwar unabhängig von
der Gröÿe des Winkels. Konvergenzordnung und extrapolierte Babu�ska-Brezzi-Konstante
sind wieder mit angegeben. Die langsame Konvergenz mit abnehmender Maschenweite ist
ebenfalls ein Indiz für die Existenz einer echten Singularität.

Auch hier wird nochmals die Konvergenzgeschwindigkeit des originalen und des modi-
�zierten Uzawa-Verfahrens gegenübergestellt. Da die Konstante deutlich besser ist als bei
dem vorigen Beispiel, fällt der Unterschied nicht ganz so dramatisch aus, ist aber immer
noch sehr deutlich.

6.2.4 Abgerundetes Quadrat

Da die kritischen Druckfunktionen o�enbar singulär oder fast singulär werden, wurde ein in
Abbildung 6.13 gezeigtes abgerundetes Quadrat untersucht, das mit abnehmendem Ecken-
radius r eine immer bessere Approximation an das Quadrat darstellt, aber einen glatten
Rand besitzt. Dabei kommen keine Viertelkreise zum Einsatz, weil die Mikhlin-Theorie
einen C2-Rand voraussetzt, um die Existenz der kritischen Druckfunktionen in L2

0 zu ga-
rantieren. Stattdessen wird die Ecke mittels einer Diagonalen abgeschnitten und durch
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� 120� 90� 60� 45� 30� 20�

hmin 0;3�6 2;4�6 1;6�6 1;4�6 1;1�6 7;1�7
N� 11876 2467 2878 3212 4374 5942
Lh 0,558 0,436 0,306 0,231 0,154 0,103

O (h�min) 0,28 0,24 0,20 0,21 0,21 0,26
L0 0,549 0,431 0,298 0,226 0,152 0,102
L � 0,5 0,383 0,259 0,195 0,131 0,087
L � 0,542 0,426 0,294 0,223 0,150 0,100

Tabelle 6.7: Konstanten und Abschätzungen für verschiedene Winkel

Abbildung 6.11: Kritische Druckeigenfunktion für � = 30�

0 20 40 60 80 100
10−6

10−5

10−4

Abbildung 6.12: Konvergenz beim 30�-Winkel, gestrichelt: Standard-Uzawa nach Abschnitt
5.1, durchgezogen: CG-Uzawa nach Abschnitt 5.2
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ein Polynom sechster Ordnung entlang dieser Diagonale ersetzt. Der Unterschied zu ei-
nem Viertelkreis ist aber optisch praktisch nicht sichtbar und beein�uÿt die numerischen
Randkoordinaten lediglich in der dritten Stelle.

r
r

Abbildung 6.13: Abgerundetes Quadrat mit Eckenradius r

In Anlehnung an die numerisch bestimmten kritischen Drücke wurde analog der Be-
handlung des Rechtecks in Punkt 6.2.2 als harmonische Testfunktion

f =
x + y

x2 + y2
+

2� x� y

(1� x)2 + (1� y)2
� 1� x + y

(1� x)2 + y2
� 1 + x� y

x2 + (1� y)2

gewählt. Nach einer etwas mühsamen Rechnung erhalten wir die Schranken aus Tabelle
6.8, wobei die untere Schranke wieder aus (2.38) folgt und nur sehr wenig von der abge-
schnittenen Ecke abhängt.

r 0,2 0,1 0,03 0,01
hmin 0,019 0,0008 0,010 0,001 0,002 0,0003 0,0006 0,00008
N� 318 15375 376 7997 942 8263 1765 16610
Lh 0,579 0,576 0,531 0,529 0,488 0,487 0,468 0,467
L � 0,333 0,329 0,322 0,315
L � 0,703 0,471 0,405 0,383

Tabelle 6.8: Konstanten und Abschätzungen beim abgerundeten Quadrat

Die berechneten Druckeigenfunktionen unterscheiden sich praktisch nicht von denen
des Quadrates, wenn diese auf das hier verwendete etwas kleinere Gebiet eingeschränkt
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werden. Insbesondere ist die Ecke zwar nicht singulär, strebt aber für klein werdenden
Abrundungsparameter dennoch gegen unendlich. Zur Analyse der kritischen Druckfunk-
tion wurde wieder entlang einer der beiden Diagonalen eine Potenzfunktion rq ge�ttet.
Dabei zeigt sich für kleine Eckenabrundung praktisch dasselbe Verhalten wie beim voran-
gegangenen spitzen Winkel, d. h. der Exponent liegt nahe bei der Integrabilitätsgrenze von
q = �1.

6.2.5 Runder Winkel

In gleicher Weise kann die Spitze des Winkels aus Punkt 6.2.3 abgerundet werden. Hier gilt
ebenfalls das zuvor Gesagte, lediglich die harmonische Testfunktion f ist die aus Satz 13.
Die berechneten Schranken und numerischen Werte sind in Tabelle 6.9 zu �nden. Wie bei
allen Gebieten mit Ecken wird auch hier die kontinuierliche Konstante durch das diskrete
Problem etwas überschätzt, allerdings lediglich um einen kleinen Faktor. Das qualitative
Verhalten wird sehr gut wiedergegeben.

� 120� 60� 20�

r 0,1 0,01 0,1 0,01 0,1 0,01
hmin 2;4�4 2;5�8 4;0�4 1;6�6 5;2�4 1;6�5
N� 2613 2816 3277 3176 4479 3732
Lh 0,602 0,534 0,392 0,333 0,157 0,119
L � 0,429 0,417 0,229 0,217 0,085 0,076
L � 0,707 0,516 0,354 0,266 0,212 0,093

Tabelle 6.9: Konstanten und Abschätzungen beim abgerundeten Winkel

Wie zuvor beim abgerundeten Quadrat besteht auch hier der Unterschied des kriti-
schen Druckes zu dem des spitzen Winkels im wesentlichen in einer Einschränkung auf das
kleinere Gebiet. Der Fit der Potenzfunktion liefert deshalb die gleichen Resultate wie ohne
Rundung. Eine Entscheidung über Existenz oder Nichtexistenz einer kritischen Druckfunk-
tion in L2 ist folglich leider ebenfalls unmöglich.
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6.3 Anisotrope Diskretisierungen

Zur Demonstration der in Punkt 3.3.3 vorgestellten anisotropen Diskretisierung werden
zwei exemplarische Beispiele herangezogen, die besonders auf anisotrope Triangulierungen
zugeschnitten sind. Zum Vergleich sind jeweils die Babu�ska-Brezzi-Konstanten für dieselben
Gebiete mit einer isotropen Triangulierung angegeben, um sicherzustellen, daÿ auftretende
kleine Konstanten nicht durch die Form des Gebietes prinzipiell bedingt sind, sondern
eben gerade aus der speziellen Triangulierung resultieren. Zu beachten ist, daÿ bei der
Triangulierung keine extrem stumpfen Winkel entstehen, weil dann die Konstanten der
Approximation sehr ungünstig werden. Falls solche Dreiecke auftreten, sollten sie noch
durch den stumpfen Winkel geteilt werden.

6.3.1 Kanal mit Grenzschichtdiskretisierung

In langen Kanälen tritt bei höherer Fluÿgeschwindigkeit eines physikalischen Mediums eine
randnahe dünne Grenzschicht auf, innerhalb derer das Medium aus der Ruhe an der Wand
auf nahezu Maximalgeschwindigkeit beschleunigt wird. Bei der Diskretisierung der voll-
ständigen Navier-Stokes-Gleichungen ist es deshalb wichtig, diese Schicht mit sehr groÿen
Gradienten ausreichend genau aufzulösen, da sich dort der Reibungsein�uÿ konzentriert
und bei noch höherer Geschwindigkeit schlieÿlich auch Turbulenz einsetzt. In Fluÿrichtung
ist der Gradient hingegen klein, und � zumindest bei laminarer Strömung � eine ähnlich
feine Au�ösung über�üssig. Eine sinnvolle und e�ziente Diskretisierung besteht also aus
sehr schmalen Elementen, deren Längsseite in Fluÿrichtung liegt.

Obwohl eine solche Triangulierung bei den linearen Stokes-Gleichungen eigentlich nicht
notwendig ist, da keine Grenzschicht auftritt, wird sie hier als Beispiel für anisotrope Dis-
kretisierungen herangezogen. Abbildung 6.14 zeigt das einfachste anisotrope Netz für einen
Kanal mit dem noch moderaten Seitenverhältnis von 1:4, um, wie bereits gesagt, gebiets-
bedingte Ein�üsse zu minimieren (Lh � 0,21). In Richtung der Längsseite ist die Dis-
kretisierung dabei äquidistant, in Querrichtung hingegen stark zusammengedrängt. Das
jeweilige Seitenverhältnis der entstandenen Dreiecke ist in Tabelle 6.10 zusammen mit den
numerisch berechneten Werten angegeben und reicht bis zu 1:64.

Abbildung 6.14: Anisotrope äquidistante Diskretisierung des Kanals mit A = 4
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A 1 2 4 8 16 32 64
hmin 0,017 0,011 0,009 0,006 0,004 0,003 0,002
N� 2048 2304 2048 2304 2048 2304 2048

Lh (P1P2) 0,218 0,218 0,218 0,218 0,218 0,218 0,218
Lh (Mini) 0,218 0,218 0,133 0,068 0,034 0,017 0,009
Lh (C� R) 0,220 0,220 0,221 0,223 0,229 0,237 0,257
Lh (Isotrop) 0,218 0,218 0,218 0,218 0,194 0,137 0,097
Lh (Anisotrop) 0,218 0,218 0,219 0,220 0,222 0,225 0,234

Tabelle 6.10: Babu�ska-Brezzi-Konstanten beim äquidistant anisotropen Kanal

Die Wahl des Stabilisierungsparameters ! ist dabei für qualitative Aussagen unerheb-
lich, hier wurde eine schon recht starke Stabilisierung mit ! = 0,1 für die isotrope und
! = 1 für die anisotrope Stabilisierung benutzt. Bei einer klassischen Diskretisierung mit
dem Mini-Element wird die Babu�ska-Brezzi-Konstante bereits bei moderaten Seitenver-
hältnissen schnell schlecht. Die in Punkt 3.3.3 vorgestellte anisotrope Stabilisierung des
P1P1-Elementes hingegen sorgt im Unterschied zur klassischen isotropen Stabilisierung für
brauchbare Approximationseigenschaften selbst bei extremen Diskretisierungen. Sie scheint
damit zumindest prinzipiell für eine Berechnung der Navier-Stokes-Gleichungen selbst bei
Strömungen mit stark konvektiver Charakteristik und folglich sinnvollerweise stark aniso-
troper Diskretisierung gut geeignet.

Die angesprochene Anisotropie ist allerdings wenig realistisch. In der Regel wird man
eher ein Gitter wie in Abbildung 3.7 wählen, das dem zu erwartenden Geschwindigkeits-
verlauf entspricht. Mit einer solchen auf den Rand zu gedrängten Diskretisierung ergeben
sich die Babu�ska-Brezzi-Konstanten aus Tabelle 6.11. Obwohl die maximalen Seitenver-
hältnisse hier noch erheblich gröÿer sind, werden die Konstanten bei diesem sinnvolleren
Gitter deutlich weniger ungünstig. Die Notwendigkeit einer speziell angepaÿten anisotro-
pen Stabilisierung ist also nur in beschränktem Umfang gegeben. Auf der anderen Seite
ist der Mehraufwand bei der Aufstellung der Systemmatrix im Vergleich zur isotropen
Stabilisierung nur gering und kann den ungünstigsten Fall sicher ausschlieÿen.

6.3.2 Knie

Das L-Gebiet (Lh � 0; 25) kann selbst für die Stokes-Gleichungen gut mit einer stark
anisotropen Triangulierung gerechnet werden. Dies liegt an der Singularität der Geschwin-
digkeiten direkt im Knick, die dort etwa proportional zu

p
r ansteigen, wenn r der Abstand

vom Knickpunkt ist. Eine e�ziente Triangulierung wird deshalb in Strömungsrichtung wie-
der einigermaÿen äquidistant sein, aber im Gegensatz dazu quer zur Strömung stark auf
den Knick zu gedrängt sein, wie in Abbildung 6.15 dargestellt. Daraus resultieren auch
hier wieder extreme Seitenverhältnisse bei den Dreiecken am Knick, so daÿ die anisotrope
Stabilisierung vorteilhaft benutzt werden kann.
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Amax 64 256 1024 4096
hmin 2;3�3 2;7�4 3;3�5 4;1�6
N� 224 640 1792 5120

Lh (P1P2) 0,218 0,218 0,218 0,218
Lh (Mini) 0,132 0,119 0,111 0,106
Lh (C� R) 0,261 0,234 0,223 0,220
Lh (Isotrop) 0,192 0,176 0,165 0,159
Lh (Anisotrop) 0,220 0,222 0,227 0,236

Tabelle 6.11: Babu�ska-Brezzi-Konstanten beim real diskretisierten anisotropen Kanal

Abbildung 6.15: Anisotrope Diskretisierung des Knies mit Amax = 229
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Die Ergebnisse sind in Tabelle 6.12 zusammengefaÿt und entsprechen qualitativ de-
nen des Kanals mit Grenzschichtdiskretisierung. Auch hier zeigt sich wieder der Vorteil
der anisotropen Stabilisierung bei groÿen Seitenverhältnissen. Interessanterweise sind hier
auch das P1P2- sowie � in geringem Ausmaÿ � das Crouzeix-Raviart-Element von der
zunehmenden Anisotropie betro�en. Der E�ekt bleibt jedoch beherrschbar.

Amax 16 64 229 1141
hmin 2;3�2 1;8�3 2;7�4 2;9�5
N� 48 160 512 1792

Lh (P1P2) 0,250 0,209 0,148 0,088
Lh (Mini) 0,092 0,100 0,088 0,056
Lh (C� R) 0,469 0,363 0,323 0,309
Lh (Isotrop) 0,173 0,149 0,104 0,061
Lh (Anisotrop) 0,257 0,254 0,246 0,229

Tabelle 6.12: Babu�ska-Brezzi-Konstanten beim anisotropen Knie

Insgesamt ist die anisotrope Stabilisierung also sehr brauchbar bei den untersuchten
anisotropen Problemen. Unklar ist jedoch noch, wie sich diese bei einer Diskretisierung
der vollen Navier-Stokes-Gleichungen verhalten, für die sie ja am besten geeignet sind.
Weiterhin ist die E�ektivität einer solchen anisotropen Stabilisierung bei Elementen höhe-
rer Ordnung noch o�en. Weiterführende Untersuchungen sind zu diesem Thema also noch
erforderlich.

6.4 3D-Numerik

In drei Dimensionen ist die Situation leider wesentlich weniger übersichtlich als im ebenen
Fall. Insbesondere sind keine analytischen Ergebnisse bekannt, abgesehen von den einfachen
Fällen der Kugel und des Ellipsoides, die in Punkt 2.4.3 behandelt wurden. Eine Übertra-
gung der Arbeiten von Dafermos auf konfokale Ellipsoidenschalen analog zum Kreisring aus
Punkt 6.1.3 ist zwar wahrscheinlich möglich, jedoch mit ganz erheblichem Rechenaufwand
verbunden.

Für das verwandte Korn-Problem sind zwei Ergebnisse bekannt. Eines ist der Beweis
von Oleinik aus Satz 9, der für Gebiete sternförmig bezüglich einer Kugel gilt und in drei
Dimensionen die Form

K � c

�
R

R1

�3

(mit Gebietsradius R und Kugelradius R1 und einer gebietsunabhängigen Konstante c)
annimmt. Die andere Richtung funktioniert ähnlich wie die Abschätzung im ebenen Fall der
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Ecke in Satz 13 oder des Rechteckes in Punkt 6.2.2 durch die Konstruktion eines �möglichst
ungünstigen� Feldes und die Berechnung seiner Konstanten. Nach [BT60] erhält man durch
diesen Prozeÿ bei einem Feld, das einer konstanten Torsion um eine feste Achse entspricht,
die untere Schranke

K � 2 +
4Imax

Imed + Imin

; (6.5)

mit den drei Eigenwerten Imin � Imed � Imax des Trägheitstensors

Iij =

Z



xixj dx

um den Schwerpunkt von 
. Damit ist klar, daÿ die Konstante zumindest für langgestreck-
te, stabartige Gebiete beliebig ungünstig werden kann.

Für Ellipsoide mit a � b � c gilt nach (2.43) die Ladyzhenskaya-Konstante

LEllipsoid =

r
a2b2

a2b2 + b2c2 + c2a2
;

so daÿ generell bei groÿen Seitenverhältnissen Schwierigkeiten zu erwarten sind.
Die numerische Approximation mittels (4.3) ist selbstverständlich für beliebige Gebiete

möglich und wird hier als Beispiel gebracht. Aus programmiertechnischen Gründen sind
die behandelten Gebiete jedoch im Gegensatz zu ihren zweidimensionalen Kollegen et-
was eingeschränkt. Konkret bedeutet dies, daÿ ein ebener Schnitt in der x-y-Ebene durch
das Gebiet prinzipiell beliebige Gestalt haben kann, die jedoch bei Verschiebung dieses
Schnittes entlang der z-Achse gleich bleibt. Das Gebiet ist insgesamt also prismatisch. Dies
liegt daran, daÿ das Gebiet als Tensorprodukt einer zweidimensionalen Fläche und eines
eindimensionalen Intervalles gebildet, also gewissermaÿen aus der Fläche extrudiert wird.
Dadurch wird die nicht ganz triviale Netzgenerierung in 3D vermieden bzw. das Gitter
entsteht als Tensorprodukt eines ebenen und eines linearen Gitters fast automatisch.

Bedingt durch diese Einschränkung der numerisch berechenbaren Gebiete können die
analytisch behandelbaren Ellipsoide nicht nachgerechnet werden. Die benutzten praxisna-
hen Beispiele zeigen jedoch ebenfalls interessante Charakteristika, die in den folgenden
Punkten einzeln diskutiert werden.

Ein weiteres Problem in drei Dimensionen ist die extrem schnell ansteigende Kom-
plexität des Problems mit zunehmender Verfeinerung. Ein einmaliger Verfeinerungsschritt
bedeutet hier gleich einen Faktor von 8 in der Zahl der Unbekannten anstelle von 4 wie im
ebenen Fall. Dazu kommt, daÿ besonders bei den gut geeigneten sehr stabilen Elementen
wie P1P3 oder P1Mini2 die Anzahl der Geschwindigkeitsunbekannten sehr groÿ wird, bei
P1P3 beispielsweise sind etwa 54mal so viele Geschwindigkeitsunbekannte wie Druckunbe-
kannte zu berechnen. Die im Anhang angesprochene Problematik der dichteren Besetzung
der Systemmatrix erschwert die Lösung ebenso wie ihre stärkere Au�üllung bei dem ver-
wendeten direkten Verfahren. Das führt dazu, daÿ in drei Dimensionen maximal 300000
Unbekannte handhabbar waren, so daÿ hier deutlich gröbere Diskretisierungen als in der
Ebene verwendet werden muÿten.
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Dreidimensionale Druckeigenfunktionen sind nur schwer darstellbar. Anstelle der 3D-
Plots wie im ebenen Fall sind deshalb Ober�ächenfunktionen abgebildet, wobei die unter-
schiedlichen Funktionswerte durch Farben dargestellt werden. Wegen der Harmonizitätsei-
genschaft der interessierenden Eigenfunktionen liegen die Singularitäten und Extrema der
Funktionen aber auf der äuÿeren Gebietsober�äche und sind dadurch gut sichtbar.

6.4.1 Zylinder

Der Zylinder entsteht durch die Extrusion eines ebenen Kreises. Einziger möglicher Para-
meter ist hier das Verhältnis zwischen Radius und Höhe, von einer �achen Scheibe bis zu
einem dünnen langen Stab. Die numerischen Ergebnisse in Tabelle 6.13 zeigen, daÿ sich
die Konstante mit extremen Verhältnissen zunehmend verschlechtert. Eine �ache Scheibe
(Wasserbecken) ist also ebenso kritisch wie ein langer Stab (Röhre). Angegeben ist jeweils
noch die Ladyzhenskaya-Konstante eines Rotationsellipsoides mit dem gleichen Verhältnis
von Höhe zu Radius nach (2.43). Abbildung 6.16 zeigt die kritischen Druckeigenfunktionen
für Zylinder mit einem Verhältnis von Höhe zu Radius von 3 bzw. 0,08.

H
2R

0,08 0,25 1 3 8
hmin 0,039 0,063 0,127 0,174 0,174

NPrismen 5280 4080 1984 2112 4224
Lh 0,142 0,223 0,303 0,173 0,067

LEllipsoid 0,156 0,408 0,577 0,117 0,044

Tabelle 6.13: Konstanten und Vergleichswerte beim Zylinder

Abbildung 6.16: Druckeigenfunktionen zweier Zylinder mit Seitenverhältnis 3 bzw. 0,08
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6.4.2 Quader

Der Quader hat zwei Parameter entsprechend den beiden Seitenverhältnissen aus dem ur-
sprünglichen Rechteck und der Extrusionshöhe. Die Extremfälle sind auch hier ein �aches
� diesmal rechteckiges � Becken und ein langer Kanal rechteckigen Querschnittes, wobei
diesmal groÿe Seitenverhältnisse gleich zweimal auftreten können. Leider konnten mangels
Computerkapazitäten keine wirklich extremen Seitenverhältnisse berechnet werden, aber
die Tendenzen in Tabelle 6.14 sind dennoch gut zu erkennen. Es wird deutlich, daÿ haupt-
sächlich das Verhältnis von gröÿter zu kleinster Seite eingeht. Dies steht im Einklang mit
der Abschätzung durch das Ellipsoid mit gleichem Seitenverhältnis.

H : B : L 1:1:1 1:1:2 1:1:4 1:1:10 1:2:4 1:2:2 1:4:4 1:10:10
hmin 0,125 0,125 0,125 0,125 0,088 0,125 0,125 0,0625

NPrismen 1024 2048 4096 8192 8192 4096 2048 8192
Lh 0,241 0,239 0,137 0,057 0,173 0,181 0,099 0,079

LEllipsoid 0,577 0,408 0,236 0,099 0,218 0,408 0,236 0,099

Tabelle 6.14: Konstanten und Vergleichswerte beim Quader

Interessant sind auch die kritischen Drücke, von denen eine beispielhafte Ober�ächen-
funktion in Abbildung 6.17 dargestellt ist. Sie entsprechen ziemlich genau dem, was aus den
zweidimensionalen Ergebnissen zu erwarten war, das heiÿt wieder die Eckensingularitäten
und bei groÿen Seitenverhältnissen der Cosinus-artige Verlauf entlang der längsten Achse.

Abbildung 6.17: Druckeigenfunktion für einen quadratischen Stab der Länge 4.
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6.4.3 Torte

Das Tortenstück entsteht aus der Extrusion des ebenen Winkels. Auch hier gibt es bei
festgehaltenem Innenwinkel die Möglichkeit eines �achen Beckens oder eines langgestreck-
ten keilförmigen Kanals. Wie bereits bei den beiden anderen dreidimensionalen Gebieten
gibt es auch hier keine groÿen Überraschungen, wie an Tabelle 6.15 und Abbildung 6.18
zu sehen ist. Extreme Seitenverhältnisse führen für kleine wie groÿe Winkel wieder zu klei-
nen Ladyzhenskaya-Konstanten. Bei der abgebildeten schlanken Spitze ist die Singularität
direkt an der Spitze (blau) kaum zu sehen, bei der Axt wurde dafür die Farbskalierung
etwas gestreckt. Die wenig glatten Farbübergänge an der Axtschneide sind eine dreidi-
mensionale Ausprägung der aus der Ebene bekannten Schachbrettinstabilität, die bei dem
hier wie bei allen dreidimensionalen Beispielen verwendeten P1P2-Element noch schwach
in Erscheinung tritt und die diskrete Konstante künstlich etwas verkleinert.

� 20� 120�
H
L

0,05 1 20 0,1 1 12
hmin 0,0007 0,0006 0,007 0,003 0,049 0,044

NPrismen 6856 9680 6208 9888 8704 9600
Lh 0,045 0,061 0,009 0,121 0,288 0,059

Tabelle 6.15: Konstanten und Vergleichswerte beim Tortenstück

Abbildung 6.18: Druckeigenfunktionen bei einer schlanken Spitze und einer �achen Axt
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Anhang A

Implementierung

In diesem Anhang wird die für die numerischen Ergebnisse verwendete Implementierung
vorgestellt, da sie einige interessante Ansätze enthält, um die sehr groÿen linearen Probleme
mit vertretbarem Programmieraufwand und gleichzeitig hoche�zient zu lösen. Bei der
Konzeption der Programme standen deshalb folgende Hauptkriterien im Vordergrund:

Korrektheit Selbstverständlich ist ein Programm, das alle anderen Kriterien hervorra-
gend erfüllt, aber das falsche Problem löst, wertlos. Da es sich allerdings
um ein Programm zu Forschungszwecken handelt, sind an Kriterien wie Si-
cherheit beispielsweise gegen Fehleingaben und Ressourcenmangel zugun-
sten anderer Kriterien geringere Ansprüche zu stellen als an ein Programm,
das für weniger quali�zierte Endanwender gedacht ist.

E�zienz Die zu lösenden Gleichungssysteme sind sehr groÿ und verlangen nach viel
Speicherplatz und Rechenleistung. Einige interessante E�ekte treten erst
bei genügend fein aufgelösten Diskretisierungen auf, die noch berechenbar
sein sollten. Da Speicherkapazität und Rechenleistung bekanntlich endlich
sind, sollte die Maschine möglichst weit bis an das theoretische Limit aus-
genutzt werden.

Programmieraufwand Von der begrenzten Zeit einer Dissertation kann nur ein gewisser
Teil für die Programmiertätigkeit verwendet werden. Die benutzten Kon-
zepte sollten deshalb den Programmierer weitgehend von Routineaufgaben
entlasten, beispielsweise durch hochsprachliche Konzepte und verfügbare
gute Bibliotheken.

Portabilität Zum Vergleich der beiden verfügbaren Maschinen, einer SUN-Workstation
und eines aktuellen PCs, sollten die Programme auf beiden Rechnern lauf-
fähig sein und zumindest prinzipiell auch auf erheblich leistungsstärkere
Computer übertragbar sein.
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Die Gewichtung dieser sich zum Teil widersprechenden Forderungen ist selbstverständlich
immer etwas subjektiv und durch persönliche Erfahrung sowie die zur Verfügung stehenden
Ressourcen (Zeit, Computer, Programmiersprachen) geprägt. Deshalb stellt die entstande-
ne Implementierung auch nicht unbedingt das erreichbare Optimum dar, sondern baut auf
erprobten und bewährten Konzepten auf.

A.1 C++ und MTL

Als Implementierungssprache wurde wie bereits in [Keÿ97] C++ gewählt. Wichtige Eigen-
schaften von C++ [Str98] ist der mögliche Hochsprachenlevel bei Verwendung guter Biblio-
theken wie beispielsweise der im ISO-Standard mit festgelegten STL (Standard Template
Library), die Unterstützung eventuell nötiger Low-Level Techniken zur Erreichung der an-
gestrebten E�zienz, die weite Verbreitung und Portabilität, die strenge Typisierung der
Sprache und nicht zuletzt die umfangreiche Programmiererfahrung des Autors mit dieser
Sprache. Moderne Sprachkonzepte, die Polymorphismus zur Laufzeit (virtuelle Methoden)
und zur Übersetzungszeit (Templates) erlauben, gestatten eine generische Programmie-
rung zahlreicher zentraler Funktionen, ohne sich auf eine spezielle Instanz festzulegen. So
werden die linearen Gleichungssysteme unabhängig vom verwendeten Finiten Element alle
von derselben Funktion aufgebaut, lediglich die konkreten Matrixeinträge werden jeweils
separat berechnet. Der gröÿte Teil des Codes für zwei und drei Dimensionen ist identisch,
in 3D wird lediglich die Extrusion hinzugefügt, indem die Systemmatrix der Ebene gemäÿ
dem Stern in Extrusionsrichtung entsprechend häu�g in die volle Matrix kopiert wird. Der
Aufbau der ursprünglichen Systemmatrix und die Lösung des fertigen Gleichungssystems,
was etwa 90% des Codes ausmacht, ist also identisch.

Eine gut gewählte Implementierungssprache kann dadurch den Entwicklungsaufwand
ganz drastisch reduzieren. Ansonsten müssen Teile des Codes dupliziert und angepaÿt
werden, was groÿe Folgekosten nach sich ziehen kann, etwa falls Fehler auftauchen, die
in zahlreichen fast gleichen, aber doch leicht unterschiedlichen Funktionen gesucht und
eliminiert werden müssen. Der etwas höhere Aufwand bei der ersten Programmierung zahlt
sich im Laufe der Zeit so gut wie immer aus.

Die geschickte Verwendung guter Bibliotheken ist eine weitere Grundlage für zuver-
lässige und in vertretbarer Zeit entwickelte Programme. Schlieÿlich sind viele elementare
und weniger elementare Konzepte bereits häu�g implementiert worden, wie beispielswei-
se einfache Datenstrukturen (Arrays, Listen, Strings etc.) und grundlegende Algorithmen
(Suchen, Sortieren, Ein-/Ausgabe etc.) oder auch mathematisch-numerische Konzepte wie
Vektoren, Matrizen und LU-Zerlegung oder Eigenwertbestimmung.

Eine der verwendeten Bibliotheken nennt sich MTL (Matrix Template Library) und
stammt von der University of Notre Dame, Indiana [LSL99]. Sie basiert auf denselben
Konzepten wie die standardisierte STL für allgemeine Datenstrukturen und zugehörige Al-
gorithmen und wendet diese auf Vektoren und Matrizen an. Sie stellt sehr hohe Ansprüche
an den verwendeten C++-Compiler, da sie relativ neue Template-Techniken verwendet, die
ältere Compiler noch nicht implementiert haben, und verläÿt sich teilweise auf die Optimie-
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rungsstufe des Compilers, um hoche�zienten Code zu erzeugen. Dies ist zwar prinzipiell
nicht falsch, bei schlecht optimierenden Compilern ist die Performance allerdings nicht ganz
zufriedenstellend. Andererseits ist MTL extrem �exibel, was die Repräsentation der Kon-
zepte �Vektor� und �Matrix� angeht. Diese können beispielsweise im Fortran- oder C-Stil
abgelegt werden, symmetrische Matrizen speichern nur die obere oder die untere Hälfte,
und dünn besetzte Matrizen gibt es in zahlreichen verschiedenen Formaten. Die meisten
Algorithmen müssen dadurch nur einfache Annahmen über die Konzepte tre�en (beispiels-
weise den Namen der Funktion für den Elementzugri�) und können so mit allen Varianten
umgehen. Wo Spezialisierungen nötig sind, um Funktionstüchtigkeit oder auch akzeptable
E�zienz zu erreichen, geschieht dies transparent für den Benutzer. Er kann beispielsweise
mit einer einzeiligen Änderung sein Programm vom spaltenorientierten auf das zeilenorien-
tierte Speicherformat für Matrizen umstellen, falls dies sinnvoll sein sollte. Überhaupt ist
die Bedienung für den Benutzer relativ einfach. Höhere Algorithmen, wie beispielsweise
die iterative Lösung eines Gleichungssystems mit CG, BiCGStab oder QMR, können ein-
fach aus einem Numerikbuch abgetippt werden, wozu lediglich die Syntax angepaÿt werden
muÿ. (Selbstverständlich sind die genannten Verfahren bereits fertig enthalten.)

Für besondere Anforderungen kann der Benutzer auch die Bibliothek selbst erweitern,
ohne in die bestehende Funktionalität einzugreifen. Dies war im vorliegenden Fall in nicht
unerheblichem Umfang erforderlich, da speziell die Unterstützung dünn besetzter Matrizen
noch etwas lückenhaft ist. Das gesamte Rahmenwerk gestattet jedoch diese Ergänzungen
mit einem vertretbaren Aufwand. Sie können zudem gut in die restliche Bibliothek integriert
werden, und die meisten Algorithmen arbeiten auch sofort mit diesen neuen Matrixtypen.
Wo nötig, können zur Steigerung der E�zienz entsprechend spezialisierte Funktionen ein-
gesetzt werden, die bei Bedarf automatisch aktiviert werden.

Bei der Erweiterung von MTL tauchten durch die neuen Anforderungen auch einige
Fehler in altem Code auf, der berichtigt und ebenso wie die Ergänzungen dem Autor der
Bibliothek zugeleitet wurde. Er wird in die nächste Version integriert und steht somit
zukünftig allen Benutzern zur Verfügung.

A.2 Unstrukturierte Dreiecksnetze

Eine grundsätzliche Entscheidung bei der Implementierung eines Finite-Elemente-Systems
fällt sehr früh in der Planungsphase, und zwar zwischen strukturierten und unstrukturierten
Netzen und zwischen den verschiedenen Basiselementen, wie Dreiecken oder Vierecken in
2D, Tetraedern, Prismen oder Quadern in 3D. Danach richten sich dann die weiteren
Datenstrukturen und in hohem Maÿe auch die Netzgenerierung.

Ganz allgemein sind unstrukturierte Gitter erheblich �exibler. Sie gestatten mehr Frei-
heiten bei der Netzgenerierung und dadurch bedingt qualitativ höherwertige Gitter. Man-
che sehr komplizierten Gebiete sind fast nur unstrukturiert zu triangulieren. Sie lassen
sich leichter an die Charakteristik einer vorhandenen Lösung adaptieren, um mit wenigen
Unbekannten genaue Lösungen zu �nden.
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Strukturierte Gitter dagegen können deutlich e�zienter sein. Sie müssen keine Netzto-
pologie speichern, da diese implizit vorgegeben ist. Auftretende Matrizen sind hochgradig
strukturiert und können oft sehr speichere�zient als Stern dargestellt werden. Durch den
geringeren Speicherverbrauch sind sie auf aktuellen Computerarchitekturen, die erheblich
schneller rechnen als auf den Speicher zugreifen können, im Vorteil. Die Implementierung
kann etwas einfacher sein. Mehrfach zusammenhängende Gebiete können jedoch nur mit
Tricks bei der Behandlung von künstlichen Randbedingungen oder zusammengesetzt aus
einzelnen strukturierten Blöcken bearbeitet werden.

Theoretisch am e�zientesten wären kombinierte Verfahren, die blockweise strukturierte
Netze für den gröÿten Teil des Gebietes verwenden und komplizierte Ecken und Kanten und
die Verbindung der Blöcke mit unstrukturierten Netzen behandeln. Diese blockorientierte
Vorgehensweise bietet sich auch für eine Parallelisierung auf der Basis von Gebietszerle-
gungsmethoden an, wobei jeder Rechenknoten oder auch jede Gruppe von Knoten einen
Block bearbeitet. Der Implementierungsaufwand für ein solches System ist jedoch für ein
Forschungsprogramm im Rahmen einer Dissertation zu hoch.

Wegen der in [Keÿ97] gemachten Erfahrungen �el die Entscheidung wieder zugunsten
einer unstrukturierten Netzrepräsentation. Der Vorteil der damit vorhandenen Erfahrung
und des bewährten Gittergenerators TRIANGLE, der beliebige ebene Gebiete triangu-
liert, überwog den vermuteten etwas höheren Programmieraufwand. Bei unstrukturierten
Verfahren sind Vierecksnetze wenig sinnvoll und schieden deshalb aus.

Die gegen Ende der Arbeit erfolgte Erweiterung auf drei Dimensionen verfolgt aus Zeit-
gründen einen Kompromiÿ. Da für 3D kein adäquater Gittergenerator zur Verfügung stand
und das bereits vorhandene Programm stellenweise umstrukturiert hätte werden müssen
(es war ursprünglich lediglich auf 2D ausgelegt), kam das bei den Beispielen bereits er-
wähnte Extrusionsverfahren zum Einsatz, das ein beliebiges ebenes Gebiet prismatisch in
die Höhe zieht und dabei die aus dem 2D-Bereich vorhandene Infrastruktur zur Berech-
nung der Topologie, der Matrixeinträge und schlieÿlich die numerischen Löser benutzt. In
Abschnitt A.6 sind weitere Informationen zu dieser Problematik dargestellt.

Die Erstellung der unstrukturierten Dreiecksnetze aus den mit kleinen Hilfsprogram-
men generierten Umriÿbeschreibungen erledigte das bewährte Programm TRIANGLE von
Richard Shewchuk [She96]. Es erzeugt qualitativ hochwertige Delauny-Triangulationen mit
wählbarem Minimalwinkel und ist dabei schnell und zuverlässig. Einziges Manko ist, daÿ es
keine eventuell vorhandenen Anisotropien berücksichtigen kann. Die Gitter für Abschnitt
6.3 wurden deshalb mit einem eigenen einfachen Programm erzeugt.

A.3 Berechnung der Matrixelemente

Aufgrund der gewählten unstrukturierten Dreiecksgitter und der groÿen Flexibilität bei
der Wahl der Finiten Elemente ist der Aufbau der verschiedenen Matrizen auf den ersten
Blick etwas unübersichtlich. Tatsächlich wird das Grundgerüst von einer einzigen Funkti-
on bereitgestellt, die nacheinander alle Dreiecke abläuft. Für jedes Dreieck wird nun für
jede beliebige Kombination aus Ecke, Kante und Dreieck die passende Funktion einer als
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Klasse implementierten Bilinearform aufgerufen, also die Funktionen EckeEcke, EckeKan-
te, KanteEcke, EckeDreieck etc. Jeder dieser Funktionen wird mitgeteilt, welche Nummer
die entsprechende Unbekannte auf der linken und der rechten Seite der Bilinearform hat,
so daÿ der passende Matrixeintrag direkt an die passende Stelle gelangt. Fallen mehrere
Unbekannte auf einen Knoten, wie beispielsweise die x- und y-Komponenten einer Ge-
schwindigkeit oder die drei Bubblefunktionen vierten Grades auf einem Dreieck, so gilt die
Vereinbarung, daÿ die erste Unbekannte mit übergeben wird und die Bilinearform selbstän-
dig die folgenden Einträge fortlaufend aufbaut. Der einzige Sonderfall ist die Kante mit
mehreren Positionen für Unbekannte, beispielsweise bei kubischen Elementen, da die Kan-
te von den beiden anliegenden Dreiecken in zwei entgegengesetzten Richtungen aufgerufen
wird. Hier muÿ die Bilinearform entscheiden, ob die Kante in Vorwärts- oder Rückwärts-
richtung liegt, und die Unbekannten entsprechend zuordnen.

Die Bilinearform kann dabei selbstverständlich für die linke und rechte Seite verschie-
dene Numerierungen verwenden und auch auf ganz unterschiedlichen Elementen arbeiten.
Kanonisches Beispiel dafür ist der Druckterm in den Stokes-Gleichungen (ph; div vh), der
auf dem Druck- wie auch auf dem Geschwindigkeitsraum operiert und auch durch die
unterschiedlichen Randbedingungen ganz unterschiedliche Numerierungen erfordert. Die
solchermaÿen erzeugten Matrizen sind dann logischerweise rechteckig. Nützlich ist dies
auch bei nichthomogenem Dirichletrand bei der Erstellung der rechten Seite, für die nur
der Rand durchnumeriert wird, die Massenmatrix mit der normalen Numerierung erzeugt
wird und diese Matrix schlieÿlich mit dem Vektor der Randwerte zu multiplizieren ist.

Die Berechnung der einzelnen Matrixeinträge selbst als Integrale der Basisfunktionen
erfolgt analytisch durch eine jeweils einzeln erstellte Formel für das Element und ist folglich
exakt. Diese Formeln wurden für jede Basisfunktion jedes Elementes mit Mathematica
erzeugt.

Das Konzept hat sich im Prinzip gut bewährt, da alle genannten Funktionen vom Com-
piler problemlos inline generiert werden können und so trotz modularen Aufbaus die volle
Geschwindigkeit der Maschine zur Verfügung steht. Mit der Zunahme der Anzahl der imple-
mentierten Finiten Elemente zeigt sich jedoch auch ein Nachteil. Da generell jede Bilinear-
form zwei beliebige Elemente miteinander verknüpfen kann, sind Formeln und Funktionen
für jede Kombination Element-Element erforderlich. Deren Zahl wächst quadratisch mit
der Anzahl der Elemente. Bei den ursprünglichen 4 Elementen war dies noch ganz gut
handhabbar. Wenn jedoch mehr und komplexere Elemente zur Verfügung stehen sollen,
ist dies nicht mehr so handlich, zumal beispielsweise für ein einfaches Lagrange-Element
vierter Ordnung auch die Formeln nicht mehr ganz so übersichtlich sind. Ein neuer Ansatz
könnte deshalb auf einer direkten Auswertung der Gauÿschen Integrationsformeln an den
entsprechenden Punkten aufbauen und würde so lediglich für jede Basisfunktion jedes Ele-
mentes eine Punktauswertung an beliebiger Stelle erfordern. Gängige Integrale könnten als
Spezialfälle behandelt und exakt integriert werden. Dies würde die Hinzufügung weiterer
Elemente deutlich vereinfachen. Auÿerdem könnten damit ohne groÿen zusätzlichen Auf-
wand auch Trilinearformen berechnet werden, wie sie beispielsweise für den konvektiven
Term der Navier-Stokes-Gleichungen erforderlich sind. Eine vollständige Behandlung dieser
Terme mit der vorliegenden Implementierung würde kubisch mit der Zahl der Elemente
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wachsen! In der Praxis hat sich auch gezeigt, daÿ der Aufbau der Systemmatrizen nur
einen relativ geringen Anteil der Gesamtzeit beansprucht, so daÿ die im Gegensatz zur ex-
akten analytischen Integration numerisch aufwendigere Gauÿ-Integration nicht wesentlich
ins Gewicht �ele.

Andererseits ist der Aufwand für ein zusätzliches Finites Element aber auch rela-
tiv begrenzt. Die Formelerstellung mit Mathematica dauerte beispielsweise für das ku-
bisch/quadratische Element etwa eine Stunde, eine weitere Stunde ist zur Verallgemeine-
rung der Formeln zu veranschlagen (die per Hand erfolgt), eine weitere Stunde erfordert das
Eintippen der Integrationsfunktionen, zehn Minuten die Anpassung des Hauptprogrammes
und noch einmal zwei Stunden die Suche nach Tipp- und Denkfehlern bei der Eingabe, die
sich glücklicherweise in der Regel schnell bemerkbar machen. Alles zusammen ist etwa an
einem halben Arbeitstag zu erledigen, zumindest solange man sich auf eine Kombination
Geschwindigkeitselement/Druckelement und die dazu erforderlichen Integrale beschränkt.
Bei der näherungsweisen Behandlung mit Gauÿ-Integration würde die Neuerstellung des
angesprochenen Elementes insgesamt schätzungsweise eine Stunde erfordern und dabei so-
fort alle Element- und Ableitungskombinationen abdecken.

A.4 Direkte Lösungsverfahren

Wenn alle benötigten Systemmatrizen aufgestellt worden sind, müssen die entstandenen
Gleichungssysteme auch gelöst werden. Im Unterschied zur vorangegangenen Diplomarbeit
[Keÿ97] wurde diesmal kein Mehrgitterverfahren implementiert, da für die Aufstellung der
Eigenwertprobleme nach (4.3) dasselbe System (das Geschwindigkeits-Poisson-Problem)
für sehr viele rechte Seiten (alle Druck-Basisfunktionen) zu lösen ist. Iterative Verfahren
können dies nicht oder nur wenig ausnutzen und müssen jede rechte Seite für sich lö-
sen. Direkte Verfahren zerlegen die Systemmatrix dagegen ein einziges Mal und können
dann alle rechten Seiten am Stück in die resultierenden Dreiecksmatrizen vorwärts und
rückwärts einsetzen. Der nominell gröÿere Speicheraufwand für direkte Verfahren ist bei
neueren, ausgefeilten Methoden nicht sehr groÿ (die zerlegte Matrix belegt bei 105 Un-
bekannten etwa den fün�achen Speicherplatz der Originalmatrix) und fällt hier wieder
wegen der vielen rechten Seiten nicht ins Gewicht. Auÿerdem können direkte Verfahren
oftmals schneller implementiert werden, insbesondere wenn aktuelle Rechnerarchitekturen
mit mehreren Speicherhierarchien (Caches) ins Spiel kommen.

In der Praxis hat sich herausgestellt, daÿ der implementierte direkte Löser zumindest
in zwei Dimensionen absolut konkurrenzfähig zu einem Mehrgitterverfahren ist (im Ge-
gensatz zu anderen iterativen Verfahren wie CG, die bei den berechneten Gitterfeinheiten
nicht mehr mithalten können). Zusätzlich hat er den Vorteil, daÿ er nicht auf einer etwas
heuristisch motivierten Grobgitterkorrektur basiert, die bei unstrukturierten Netzen immer
etwas schwierig zu de�nieren ist, auch wenn man zu algebraischen Mehrgitteralgorithmen
übergeht. Letztendlich kommt er für eine reguläre Systemmatrix immer zu einer Lösung,
wogegen ein iteratives Verfahren allgemein und ein Mehrgitterverfahren im besonderen
auch leicht divergieren kann (beispielsweise bei den hochgradig anisotropen Gittern aus
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Punkt 3.3.3). Der einzige Nachteil betri�t die Behandlung semide�niter Matrizen, wo der
iterative Löser in der Regel im orthogonalen Komplement des Kerns konvergiert, was häu�g
genau das Gewünschte ist, und der direkte Löser aufgeben muÿ (sofern man keine speziellen
Maÿnahmen tri�t). Dieser Fall tritt bei den hier behandelten Problemen allerdings nicht
auf. Alles in allem war die Entscheidung für den direkten Löser optimal.

Da die Zerlegung der vollen Matrix viel zu aufwendig ist, wurden einige Verfahren
speziell für dünn besetzte Systeme auf ihre Eignung für den vorliegenden Anwendungsfall
(FEM-Stei�gkeitsmatrizen) getestet. Obwohl sie prinzipiell für alle Matrizen geeignet sind,
können sie besonders vorteilhaft bei positiv de�niten Matrizen eingesetzt werden. Glück-
licherweise besitzen sowohl die Stei�gkeitsmatrizen wie auch die Massenmatrizen diese
Eigenschaft. Für positiv de�nite Matrizen ist bekanntlich eine beliebige Umordnung der
Unbekannten möglich, und auch ohne Pivotsuche sind keine Schwierigkeiten durch kleine
oder verschwindende Pivotelemente zu befürchten. Das hat den Vorteil, daÿ nach der Nu-
merierung der Unbekannten die Positionen feststehen, an denen Au�üllung eintritt, und
zwar unabhängig vom tatsächlichen Wert der Matrixeinträge. Auÿerdem kann man den
Cholesky-Algorithmus verwenden, der nur halb so viele numerische Operationen erfordert
wie das klassische Gauÿ-Verfahren. Inde�nite Systeme, bei denen aus Stabilitätsgründen
Pivotsuche erforderlich ist, sind deshalb grundsätzlich erheblich schwieriger zu lösen.

A.4.1 Bandlöser und Bandbreitenreduktion nach Cuthill-McKee

Die einfachste Vorgehensweise bei der Entwicklung eines Lösers für dünn besetzte Matri-
zen besteht darin, die Matrix durch Umordnung der Zeilen und Spalten auf Bandform zu
bringen und darauf die klassische Gauÿelimination (oder Cholesky, falls die Matrix positiv
de�nit ist) anzuwenden. Man sieht leicht, daÿ ohne Vertauschungen alle nichtverschwin-
denden Einträge innerhalb dieses Bandes liegen, und mit Zeilenvertauschungen kann sich
die obere Bandbreite maximal um die untere Bandbreite vergröÿern. Damit kann von vor-
neherein genügend Speicherplatz auch für aufgefüllte Matrixelemente bereitgestellt werden
und der Aufwand ist begrenzt durch das Produkt aus dem Quadrat der Bandbreite und
der Matrixgröÿe.

Diese Methode ist dann sehr gut geeignet, wenn die Matrix auf eine sehr kleine Band-
breite gebracht werden kann, beispielsweise in einer Dimension, wo sie dann tridiagonal
oder bei Elementen höherer Ordnung auch fünf- oder siebendiagonal ist. In mehr Di-
mensionen ist jedoch die Bandbreite zwangsläu�g mindestens von der Gröÿenordnung der
Querschnitts�äche des Gitters, bei N Unbekannten also in zwei Dimensionen von der Grö-
ÿenordnung O

�
N1=2

�
und in drei Dimensionen gar O

�
N2=3

�
. Der Speicheraufwand beträgt

also O
�
N3=2

�
bzw. O

�
N5=3

�
und der Rechenaufwand etwa O (N2) bzw. O

�
N7=3

�
. Dies ist

zwar schon eine erhebliche Einsparung gegenüber der vollen Matrix mit N2 Speicherauf-
wand und O (N3) Rechenoperationen, aber bei nur O (N) nichtverschwindenden Einträgen
in der Originalmatrix noch nicht ganz befriedigend.

Ein ebenfalls nicht ganz trivialer Punkt ist die erforderliche Umordnung der Unbekann-
ten zur Minimierung der Bandbreite. Hierfür gibt es verschiedene heuristische Verfahren,
da eine exakte Lösung NP-vollständig ist. Einer der bekannten und bewährten Algorithmen
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zur Ermittlung einer geeigneten Numerierung der Unbekannten stammt von Cuthill und
McKee [CM69]. Er arbeitet auf dem Graphen der Besetzungsstruktur der zu zerlegenden
Matrix, wobei die Knoten die Unbekannten darstellen und die Kanten dazwischen die nicht-
verschwindenden Einträge. Die Besetzungsstruktur wird dabei als symmetrisch angenom-
men. Ausgehend von einem Startknoten werden nun alle anderen Knoten der Reihe nach
durchnumeriert, wobei der Graph als Baum per Breitensuche abgelaufen wird. Dadurch
werden zuerst alle Nachbarknoten des Startknotens numeriert, danach deren Nachbarkno-
ten usw. Heuristisch ist klar, daÿ dadurch eng vernetzte Teilbereiche zusammengehalten
werden. Ein kleines Problem ist die Wahl eines geeigneten Startpunktes, der möglichst
weit an der Graphenperipherie liegen sollte. Eine weitere Schwierigkeit ist ein geeignetes
Kriterium zur Reihenfolge der Nachbarn gleicher Ordnung, das die Bandbreite erheblich
beein�ussen kann. Hierfür gibt es jeweils verschiedene Varianten, die bei der einen oder
anderen Matrixstruktur Vor- oder Nachteile haben, ohne einen in den meisten relevanten
Fällen optimalen Vertreter.

Allerdings ist der Cuthill-McKee-Algorithmus (CM) zur Bandbreitenoptimierung ganz
gut brauchbar, solange die Probleme nicht allzu groÿ werden und der erhöhte Speicher-
aufwand zur Speicherung der vollen Bandmatrix noch erträglich ist. Er läuft ziemlich
schnell ab (O (N)), ist sehr robust und einfach zu implementieren. Benutzt man anstel-
le einer vollbesetzten Bandstruktur eine Skyline-Speicherung, so hat sich herausgestellt,
daÿ es zumeist vorteilhaft ist, die gefundene Reihenfolge einfach umzudrehen (RCM, Re-
verse Cuthill-McKee) und so mehr Nichtnullelemente in den unteren Teil der Matrix zu
drängen, in Richtung auf eine Pfeilmatrix. Die Bandbreite als maximaler Abstand zusam-
menhängender Unbekannter wird dadurch selbstverständlich nicht geändert, aber die bei
der Zerlegung entstehende Au�üllung mitunter erheblich reduziert.

Ein Vorteil von CM (und genauso RCM) ist, daÿ die entstandene Band- oder Skyline-
Matrix im Inneren voll besetzt ist. Deshalb können Vorteile moderner Rechnerarchitektu-
ren wie tiefe Speicherhierarchien, lange Pipelines etc. sehr gut ausgenutzt und optimierte
Kernel für dichte Matrizen (wie die BLAS) verwendet werden. Besonders wichtig ist das
beim Einsatz von Vektorrechnern, die auf solch dichte Teilmatrizen angewiesen sind, um
die schnellen Vektoreinheiten verwenden zu können.

A.4.2 Nested Dissection

Bei der Analyse der Gauÿ-Elimination dünn besetzter Matrizen stellt man schnell fest, daÿ
die enstehende Au�üllung bislang unbesetzter Matrixeinträge um so kleiner ist, je später
eine Zeile mit groÿer Bandbreite eliminiert wird. Die beiden Extremfälle sind die Pfeil-
matrizen (Diagonalmatrix mit einer vollbesetzten Zeile und Spalte) aus Abbildung A.1,
die bei der Zerlegung entweder vollständig aufgefüllt werden (Beispiel links, Pfeilrichtung
links oben) oder ihre Besetzungsstruktur beibehalten (Beispiel rechts, Pfeilrichtung rechts
unten). Ein möglicher Ansatz versucht deshalb rekursiv, eine solche Block-Pfeilmatrix zu
erzeugen. Dazu werden die Knoten in drei Mengen geteilt, von denen zwei nur über Knoten
der dritten Menge (den Trenner) miteinander verbunden sind, die möglichst klein gehalten
wird. Die beiden gröÿeren Mengen werden nun nacheinander numeriert und zuletzt die ver-
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bindende dritte Menge. Dadurch erhält man bereits die gewünschte Block-Pfeilmatrix. Der
Vorgang wird für die beiden gröÿeren Mengen rekursiv fortgesetzt, die nun selbst wieder
solche Block-Pfeilstruktur haben, bis die Blöcke so klein werden, daÿ sich eine weitere Auf-
teilung nicht mehr lohnt. Abbildung A.2 zeigt einen Besetzungsgraphen nach drei solchen
rekursiven Teilungsschritten und die entstehende Besetzungsstruktur der umgeordneten
Matrix. Es ist eine Frage der Implementierung, ob diese rekursive Prozedur genau auf die-
se Weise durchgeführt wird, oder ob zunächst alle inneren Blöcke und erst anschlieÿend
alle Trennblöcke numeriert werden.

Abbildung A.1: Pfeilmatrizen ohne Au�üllung (links) und mit maximaler Au�üllung
(rechts)

Abbildung A.2: Schema der Besetzungsstruktur nach drei rekursiven Teilungen

Da mit dem Trenner die Knotenmenge rekursiv in zwei Hälften geteilt wird, wird dieses
Verfahren als Nested Dissection bezeichnet. Die inneren Blöcke sind alle voneinander un-
abhängig und können deshalb parallel zerlegt werden, so daÿ auch eine Parallelisierung auf
natürliche Weise möglich ist. Je nach Anzahl der vorhandenen Rechenknoten kann auch
ein Teil der Trenner noch parallel bearbeitet werden. Spätestens der letzte globale Trenner
muÿ jedoch auf einem einzelnen Prozessor bearbeitet werden.

Die Eignung von Nested Dissection (ND) steht und fällt mit der Qualität der Trenner.
Sie sollten möglichst klein sein und die restlichen Knoten in zwei möglichst gleich groÿe
Hälften teilen. Dafür gibt es wieder verschiedene heuristische Verfahren, wobei in der Re-
gel ein Starttrenner iterativ verbessert wird, entweder in Richtung auf weniger Knoten
im Trenner oder auf gleichmäÿigere Verteilung zwischen den beiden getrennten Mengen
[Geo73], [LRT79], [AL94]. Ein möglicher Ansatz für einen Starttrenner beginnt bei einem
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zufällig oder gezielt ausgewählten Startknoten und fügt solange benachbarte Knoten hinzu,
bis etwa die Hälfte der gesamten Knotenzahl erreicht ist. Alle Nachbarknoten dieser Kno-
tenkugel bilden dann den Trenner, die auÿerhalb liegenden Restknoten die zweite groÿe
Menge. Eine andere Variante wählt zwei möglichst weit voneinander entfernte Knoten und
bildet den Trenner aus allen Knoten, deren Abstand von diesen beiden Endknoten um
maximal eins di�eriert. Ausgehend von dem Starttrenner werden anschlieÿend Knoten aus
dem Trenner in eines der beiden Gebiete oder umgekehrt verschoben. Dabei ist jeweils dar-
auf zu achten, daÿ die beiden Mengen auch strikt getrennt bleiben. Diese Iteration verläuft
bis zu einem geeigneten Abbruchkriterium, bis sich beispielsweise der Trenner nicht mehr
verbessert, obwohl alle Nachbarknoten ausprobiert wurden.

Je nach Abbruch der rekursiven Teilung sind die letzten Blöcke von einer solchen Gröÿe,
daÿ sie einerseits als dicht besetzt behandelt werden können, andererseits aber auch noch
groÿ genug sind, um sinnvollerweise dichte Matrixkernel einsetzen zu können. Auch hier
gilt daher wieder das für CM Gesagte, nämlich daÿ moderne Rechnerarchitekturen in der
Nähe der Maximalleistung arbeiten können.

Auf der anderen Seite zeigt die Praxis, daÿ der Vorteil gegenüber CM oder RCM nicht
sehr groÿ ist. In der Regel, d. h. bei den im Finite Elemente Bereich auftretenden Matrizen,
ist ND lediglich um einen kleinen Faktor besser als ein Bandmatrix-Ansatz mit CM. Diese
kleine Verbesserung wird mit einem erheblichen Mehraufwand bei der Programmierung er-
kauft. Insbesondere die Konstruktion guter Trenner ist programmiertechnisch und auch in
der Laufzeit (O (N logN) aufwendig, ganz abgesehen von der komplizierten Datenstruk-
tur zur e�zienten Verwaltung der Block-Pfeilstruktur. Gut brauchbar ist das Verfahren
lediglich bei topologisch rechteckigen Besetzungsgraphen, die exakt geteilt werden können
und wo deshalb von vornherein die Trenner und die Matrixstruktur feststehen. Dann kann
man zeigen, daÿ ND tatsächlich optimale Numerierungen liefert. Diese Situation kann bei
strukturierten Gittern mit einfachen Randbedingungen vorliegen, bei den hier verwendeten
unstrukturierten Dreiecksnetzen ist sie jedoch sicher nicht gegeben. Eine Testimplementie-
rung hat auch deutlich gezeigt, daÿ der Aufwand den Nutzen erheblich übersteigt.

A.4.3 Minimum Degree

Der letzte beschriebene Algorithmus, der schlieÿlich auch Eingang in die endgültige Fas-
sung des Programmes fand, nennt sich Minimum Degree (MD) und basiert auf einer relativ
simplen Heuristik [Liu85], [GL89], [Liu89]. Bei der Elimination eines Knotens auf dem Be-
setzungsgraphen stellt sich heraus, daÿ dadurch alle Nachbarknoten miteinander verbunden
werden und der Graph so aufgefüllt wird. MD numeriert deshalb genau den Knoten als
nächsten, der die geringste Zahl an Nachbarknoten (minimalen Grad) hat, in der Ho�nung,
daÿ dadurch möglichst wenig Au�üllung produziert wird. Bei der Numerierung ergeben
sich automatisch auch die Stellen, an denen Au�üllung eintritt, so daÿ bereits vor Be-
ginn der eigentlichen numerischen Operationen die Besetzungsstruktur der resultierenden
Dreiecksmatrizen feststeht und entsprechend Speicherplatz bereitgestellt werden kann. Die
entstehende Numerierung und damit auch Au�üllung hängt jedoch ziemlich stark davon ab,
welcher Knoten gewählt wird, wenn mehrere Knoten mit minimaler Nachbarzahl vorhan-
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den sind. Die Au�ösung solcher Fälle mit einem untergeordneten Kriterium unterscheidet
die verschiedenen Varianten des MD-Algorithmus. Es sei angemerkt, daÿ für spezielle Ge-
biete, bei denen ND optimal arbeitet, MD und ND zu identischen Numerierungen führen
können und MD deshalb zumindest ebenbürtig sein sollte.

Weitere Varianten entstehen durch eine Aufhebung der strikten Minimumeigenschaft
zugunsten einer verbesserten Laufzeit. Für jeden eliminierten Knoten müssen nämlich alle
Nachbarknoten miteinander verbunden und ihre Grade neu bestimmt werden. Zusätzlich
ist jeweils der nächste Knoten minimalen Grades aus der Kandidatenliste auszuwählen.
Eine genaue Zählung der dazu notwendigen Operationen zeigt, daÿ diese in der Gröÿen-
ordnung der numerischen Operationen liegt, zumeist sogar etwas höher ist. Eine e�ziente
Implementierung der Numerierung ist deshalb sehr wichtig, da sie mehr als die Hälfte
der gesamten Zeit für die Zerlegung in Anspruch nimmt. Hier können vorteilhaft fortge-
schrittene Datenstrukturen wie beispielsweise Prioritätswarteschlangen und Algorithmen
zur Bearbeitung von Graphen verwendet werden. Die STL der Standard-C++-Bibliothek
enthält glücklicherweise Funktionen für all diese Anforderungen und reduziert damit den
Implementierungsaufwand auf ein erträgliches Maÿ. Tatsächlich war MD sogar einfacher
und schneller zu programmieren als ND, was sicher auch an der guten Sprachunterstützung
liegt.

Die implementierte Variante nennt sich Multiple Minimum Degree (MMD) und zeich-
net sich dadurch aus, daÿ jeweils ganze Gruppen von Knoten eliminiert werden. Hierzu
werden alle Knoten minimalen Grades aus der Liste ausgewählt, die nicht direkt miteinan-
der verbunden sind, und gemeinsam behandelt. Danach werden alle Nachbarknoten dieser
Gruppe auf den neuesten Stand gebracht und so zahlreiche mehrfache Neuberechnungen
eingespart. Zur Au�ösung von Pattsituationen werden bei Knoten gleichen Grades bevor-
zugt jene ausgewählt, deren Nachbarn schon länger eliminiert wurden, um so tendenziell
die gesamte Bandbreite etwas kleiner zu halten. Dies ist aus Gründen gröÿerer Lokalität
beim Speicherzugri� manchmal vorteilhaft.

Eine e�ziente Implementierung auf modernen Architekturen ist allerdings ziemlich
schwierig, da der Verwaltungs- und Numerierungsaufwand dem numerischen Aufwand ver-
gleichbar ist. Eine Möglichkeit besteht lediglich darin, Gruppen von Knoten zusammen-
zufassen, die dicht oder fast dicht miteinander verbunden sind, und MD auf diese Ma-
kroknoten und ihre Verknüpfungen untereinander anzuwenden. Der Numerierungsaufwand
hängt dann nur noch von der Zahl der Makroknoten ab, während der numerische Aufwand
weiterhin von der Gesamtzahl der Knoten bestimmt wird. Allerdings wird dadurch zusätz-
liche Au�üllung produziert, so daÿ ein Kompromiÿ zwischen E�zienz und Speicherbedarf
gefunden werden muÿ. Diese Optimierung ist aber generell maschinenspezi�sch und sollte
deshalb erst nach sorgfältigen Messungen der Engpässe vorgenommen werden. Vorteilhaft
kann die genannte Vorgehensweise vor allem bei Systemen von Di�erentialgleichungen und
komplizierteren Elementen höherer Ordnung angewendet werden, die generell eine lokal
gröÿere Besetzungsdichte aufweisen und sich fast in natürlicher Weise zu Makroknoten
verbinden lassen.
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A.4.4 Praktische Erfahrungen

In der Praxis zeigt sich, daÿ für zweidimensionale Probleme der Speicherbedarf der Ma-
trix bei Gröÿenordnungen von bis zu 106 durch Au�üllung um einen Faktor von maximal
10 vergröÿert wird. Die Anzahl der Rechenoperationen für die Zerlegung entspricht daher
weniger als 100 Multiplikationen mit der Originalmatrix. Im Vergleich zu einem Mehrgitter-
verfahren entspricht dies weniger als 10 W-Zyklen mit jeweils zwei Vor- und Nachglättun-
gen, was als Minimum für ein einigermaÿen zuverlässiges Mehrgitterverfahren angesehen
werden kann. Das direkte Verfahren hat jedoch den Vorteil, unabhängig von Triangulie-
rung, Diskretisierung, Anisotropie und Koe�zienten sicher zu einer Lösung zu gelangen.
Die Konvergenz von Mehrgitterverfahren ist dagegen nicht immer mathematisch streng zu
beweisen. Insbesondere bei komplizierteren Gebieten, anisotropen Triangulierungen und
stark schwankenden Koe�zienten ist es nicht immer robust und gleichzeitig noch e�zient.
(Mit hinreichend vielen Glättungsschritten kann ein Mehrgitterverfahren immer zur Kon-
vergenz gezwungen werden, allerdings degeneriert es dann im Extremfall beispielsweise zu
einer Gauÿ-Seidel-Iteration.)

Hinzu kommt im hier diskutierten Anwendungsfall die groÿe Zahl rechter Seiten. Beim
direkten Verfahren kann jede rechte Seite durch einfache Vor- und Rücksubstitution der
einmalig zerlegten Matrix gelöst werden. Ein iteratives Verfahren löst jede rechte Seite
einzeln für sich. So entspricht hier der Aufwand für eine rechte Seite etwa einem einzigen
W-Zyklus, was selbst bei einem idealen Mehrgitteralgorithmus wohl kaum zur Konvergenz
ausreichen wird. Einziger Nachteil des direkten Verfahrens ist der etwas höhere Speicherbe-
darf der zerlegten Matrix mit Au�üllung. Wegen der schon mehrfach erwähnten zahlreichen
rechten Seiten für die Eigenwertberechnung fällt dies allerdings beim gesamten Speicher-
verbrauch des Programmes nicht ins Gewicht.

In drei Dimensionen ist die Situation durch die insgesamt stärkere Besetzung der Sy-
stemmatrizen etwas ungünstiger, so daÿ hier bereits bei 105 Unbekannten mit einer Auf-
füllung um einen Faktor 30 gerechnet werden muÿ. Infolgedessen tritt bereits bei kleine-
ren Matrixgröÿen das Problem auf, daÿ der Cholesky-Faktor nicht mehr im Hauptspei-
cher gehalten werden kann, woraufhin exzessives Swapping statt�ndet und das Programm
praktisch steht. Speziell für diesen Fall wurde deshalb für die Geschwindigkeits-Poisson-
Gleichungen zusätzlich das CG-Verfahren aus der MTL eingebaut. Das ist zwar für kleinere
Probleme erheblich langsamer als das direkte Verfahren, kann dafür aber dank geringeren
Speicherbedarfs auch noch bei etwas gröÿeren Matrizen eingesetzt werden.

Inwieweit die gefundenen Eigenschaften der angesprochenen Verfahren für das betrach-
tete Problem spezi�sch oder allgemeingültig sind, kann noch nicht abschlieÿend beurteilt
werden. Im Fall sehr groÿer Probleme sind wohl iterative oder Mehrgitterverfahren vor-
zuziehen, solange die Originalmatrix, nicht aber der Cholesky-Faktor im RAM gehalten
werden kann. Dies tri�t besonders auf �einfache� Kon�gurationen zu, wie beispielsweise
lineare Standard-Elemente auf einem regulären Würfelgitter, wo Mehrgitter bekanntlich
sehr gut geeignet sind. Da Mehrgitteralgorithmen auf zunehmend komplexeren Gebieten
Schwierigkeiten bekommen kann, direkte Verfahren aber unabhängig davon sind, ist das
direkte Verfahren auf jeden Fall vorzuziehen, solange kein Swapping eintritt.
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Generell kann man sagen, daÿ der angesprochene direkte Minimum-Degree-Algorithmus
besonders gut für das originale oder modi�zierte Uzawa-Verfahren geeignet ist, da hierfür
die Geschwindigkeits-Poisson-Probleme in jeder Iteration gelöst werden müssen und der
Zerlegungsaufwand sich so über zahlreiche Iterationen amortisiert. Der CG-Löser muÿ da-
gegen in jeder Iteration neu aufsetzen und ist so in der Regel insgesamt bis zum Erreichen
globaler Konvergenz deutlich langsamer.

A.5 Eigenwerte und Eigenvektoren

Nach der Aufstellung der Systemmatrizen sind letztendlich die Eigenwerte und Eigenvek-
toren nach einer der beiden Vorschriften (4.3) oder (4.4) zu berechnen. Auch dies kann
entweder mit einer direkten Methode geschehen, die deterministisch nach einer festen An-
zahl von Operationen zum Ziel führt, oder iterativ, wo nach Erreichen einer festgelegten
Genauigkeit die Iteration abgebrochen wird.

Wenn alle Eigenwerte berechnet werden sollen, sind direkte Verfahren in der Regel gün-
stiger anzuwenden, da sie sowieso automatisch alle Eigenwerte auswerfen. Wenn gleichzei-
tig die zugehörigen Eigenvektoren bestimmt werden sollen, erhöht sich der Aufwand etwas,
müssen dann doch alle Umformungen vollständig mitgenommen werden. Im Gegensatz
dazu liefern iterative Verfahren stets nur einzelne Eigenwerte oder Gruppen von Eigenwer-
ten. Sie sind folglich besonders dann vorteilhaft, wenn nur einige Eigenwerte interessieren,
beispielsweise die kleinsten oder gröÿten, absolut oder vom Betrag. Die zugehörigen Ei-
genvektoren ergeben sich ganz automatisch. Die in Punkt A.5.2 angesprochenen Verfahren
vom Arnoldityp gestatten, ganz selektiv bestimmte Eigenwerte zu berechnen und benötigen
dafür lediglich Multiplikationen mit der Systemmatrix.

Alle zu untersuchenden Systemmatrizen sind symmetrisch und zumindest positiv semi-
de�nit, was bei der Bestimmung der Eigenwerte wie schon zuvor bei der Lösung der Glei-
chungssysteme vorteilhaft ausgenutzt werden kann. Insbesondere ist dadurch überhaupt
die Existenz reeller Eigenwerte und der zugehörigen Eigenfunktionen sichergestellt, die ja
bei allgemeinen unsymmetrischen Matrizen nicht unbedingt gegeben ist. Eigenvektoren zu
verschiedenen Eigenwerten sind automatisch orthogonal, die Vektoren, die den Eigenraum
zu mehrfachen Eigenwerten aufspannen, können leicht orthogonalisiert werden.

A.5.1 Direkte QR-Verfahren und LAPACK

Der zentrale Ansatz der direkten Verfahren zur Eigenwertberechnung des Typs

Ax = �x

ist die QR-Iteration. Ausgehend von einer Matrix T0 = A wird in jedem Schritt eine QR-
Zerlegung mit einer orthogonalen Matrix Qk und einer oberen Dreiecksmatrix Rk berechnet
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und daraus eine neue Matrix gebildet:

QkRk = Tk

Tk+1 = RkQk

Diese Iteration bildet das Rückgrat direkter Verfahren, denn man kann zeigen, daÿ
unter bestimmten Voraussetzungen die Tk gegen eine Diagonalmatrix (im symmetrischen
Fall, ansonsten gegen eine obere Dreiecksmatrix) konvergiert.

In der Praxis wird A zunächst durch Householder-Transformationen auf Tridiagonal-
gestalt gebracht, wozu O (n3) Operationen erforderlich sind. Auf diese Tridiagonalmatrix
wird anschlieÿend die QR-Iteration angewendet, so daÿ jede Iteration nur noch O (n) Ope-
rationen erfordert. Zur Beschleunigung der Konvergenz wird das Spektrum weiterhin in
jedem Schritt nochmals verschoben, so daÿ die Iteration tatsächlich

QkRk = Tk � �I

Tk+1 = RkQk + �I

lautet. Der Verschiebungsparameter � wird dabei heuristisch möglichst nahe bei einem
(vermuteten) Eigenwert von A gewählt. Bei einer günstigen Wahl von � konvergiert die
Iteration zuletzt kubisch, so daÿ für jeden Eigenwert nur einige Iterationen erforderlich
sind, bevor er als unterster Wert auf der Diagonalen steht und die Matrix Tk zerfällt.
Die Iteration wird sodann auf dem Rest von Tk weitergeführt. Daraus ergeben sich insge-
samt O (n) Iterationen für alle Eigenwerte, oder O (n2) Operationen nach der anfänglichen
Householder-Tridiagonalisierung, die folglich den Hauptaufwand ausmacht. Sind zusätz-
lich die Eigenvektoren gewünscht, so müssen alle orthogonalen Matrizen Qk auch noch auf
die ursprüngliche Householder-Matrix angewendet werden. Das erfordert in jeder Iteration
O (n2) Operationen, so daÿ dieser Anteil dann vergleichbar dem Tridiagonalisierungsanteil
wird. Insgesamt beträgt der Aufwand nach [GvL89] etwa 4

3
n3 Operationen ohne und 9n3

Operationen mit Bestimmung der Eigenvektoren.
Das allgemeine Eigenwertproblem

Ax = �Bx

ist dann besonders einfach zu lösen, wenn B ebenfalls symmetrisch und regulär ist. Dann
kann man einfach B = LLT zerlegen (bzw. LDLT im inde�niten Fall) und das Standard-
problem

L�1AL�Ty = �y

mit LTx = y lösen (bzw. analog im inde�niten Fall). Da die Eigenwertberechnung ohnehin
O (n3) Operationen erfordert, ist der Zusatzaufwand von etwa 7

3
n3 Operationen für die

Zerlegung und Matrixmultiplikation vertretbar.
Eine e�ziente Implementierung des QR-Algorithmus �ndet sich in der LAPACK-Biblio-

thek (Linear Algebra Package) [ABB+95], erhältlich über Netlib1. Darin enthalten sind
1http://www.netlib.org



A.5. EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN 123

auÿerdem zahlreiche weitere Verfahren zur Lösung von Gleichungssystemen, Eigenwertpro-
blemen und SVD-Zerlegungen, jeweils für allgemeine, symmetrische und positiv de�nite,
vollbesetzte und Bandmatrizen, reellwertig oder komplex, in einfacher und doppelter Ge-
nauigkeit. Insgesamt ist LAPACK eine sehr umfangreiche Bibliothek von exzellenter Qua-
lität, geschrieben in portablem FORTRAN-77. Um Maschinen mit hierarchischen Spei-
chersystemen (Caches) optimal zu nutzen, verwenden die Algorithmen Blockvarianten, so
daÿ die kleinen Blöcke in Caches näher am Prozessor gehalten werden können und ein
schneller Zugri� darauf möglich ist. Weiterhin benutzt LAPACK für elementare Opera-
tionen auf Vektoren und Matrizen die BLAS-Bibliothek (Basic Linear Algebra Subpro-
grams) [LHKK79], [DCHH88], [DCDH90], für die zahlreiche Hersteller von Workstations
eine hochoptimierte Implementierung bereitstellen. Falls nicht, existiert auch eine portable
FORTRAN-77 Version der BLAS.

LAPACK ist stets die richtige Lösung, wenn dicht besetzte Matrizen bearbeitet werden
sollen. Diese können entweder voll oder bandstrukturiert sein, leider hat LAPACK jedoch
keine Algorithmen für anders strukturierte oder allgemeine dünn besetzte Matrizen, wie sie
in der Regel bei der Diskretisierung partieller Di�erentialgleichungen auftreten. Deshalb ist
diese Bibliothek eigentlich nur für das Eigenproblem im Druckraum (4.3) sinnvoll einzuset-
zen, da die auftretende Systemmatrix BA�1BT ohnehin voll besetzt ist. Weniger sinnvoll
ist es für das Problem im Geschwindigkeitsraum (4.4), da selbst bei optimaler Numerierung
die Bandbreite von der Gröÿenordnung O (

p
n) und der resultierende Speicher- und Re-

chenaufwand groÿ wird, denn bei gegebener Diskretisierung ist der Geschwindigkeitsraum
erheblich gröÿer als der Druckraum (beispielsweise bis zum oben genannten Faktor von
54 für das P1P3-Element in 3D). Hier sind dann die nachfolgend beschriebenen iterativen
Verfahren wesentlich geeigneter.

A.5.2 Iterative Arnoldi-Verfahren und ARPACK

Von den verschiedenen Verfahren, Eigenwerte und Eigenvektoren iterativ zu bestimmen,
hat sich besonders der Algorithmus von Arnoldi [Arn51] bewährt. Er beginnt damit, aus
einem Startvektor zunächst einen Krylov-Raum der Matrix A (mit Dimension m) zu be-
stimmen, erstellt dann für diesen Raum eine Orthonormalbasis und projiziert die Matrix
A orthogonal auf diesen Unterraum. Diese Projektion enthält in ihren m Eigenwerten
Informationen über die gesuchten Eigenwerte der Originalmatrix und die zugehörigen Ei-
genvektoren.

Im ursprünglichen Verfahren wird dann der Krylov-Raum erweitert und eine neue Pro-
jektion mit neuen Eigenwerten berechnet, bis eine genügend genaue Näherung für die inter-
essierenden Eigenwerte vorliegt. Dies kann jedoch sehr aufwendig werden, bis Konvergenz
eintritt. Wie bei anderen Krylov-Methoden, beispielsweise dem Lanzcos-Verfahren zur Lö-
sung von linearen Gleichungssystemen, ist es deshalb sinnvoll, bei einer gewissen Dimension
des Krylov-Raumes die bisher gesammelten Informationen festzuhalten und einen neuen
Raum aus einem neu gewählten Startvektor aufzusetzen. Dazu wird aus den bisher erhal-
tenen Eigenwerten ein bestimmter Anteil ausgewählt, der im interessierenden Bereich liegt
(beispielsweise die algebraisch oder vom Betrag her Kleinsten oder Gröÿten) und der neue
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Startvektor aus einer Linearkombination der bisherigen Krylov-Vektoren gebildet. Die Ei-
genwerte der projizierten Matrix konvergieren dann gegen den entsprechenden Ausschnitt
des Spektrums von A.

Die praktische Implementierung erfordert jedoch etwas Vorsicht. Diese ist insbesondere
bei der Orthogonalisierung der Krylov-Vektoren und der Konstruktion des neuen Start-
vektors geboten, um auch bei schwierigeren Matrizen, beispielsweise mit mehrfachen oder
sehr nahe beieinander liegenden Eigenwerten, zuverlässig Konvergenz zu erhalten und nicht
einige Eigenwerte numerisch zu verlieren oder zu duplizieren. Insbesondere kurz vor Er-
reichen der Konvergenz werden die Krylov-Vektoren teilweise fast linear abhängig und der
Orthogonalisierungsprozeÿ damit schlecht konditioniert.

Auch für diesen Algorithmus existiert eine frei verfügbare, e�ziente und qualitativ hoch-
wertige Bibliothek namens ARPACK2 (Arnoldi Package) [LSY97], in der alle diese Schwie-
rigkeiten gelöst wurden. Die implementierte Variante wird mit IRAM (Implicitly Restarted
Arnoldi Method) [Sor92] bezeichnet und ist besonders gut geeignet für Eigenwertberech-
nungen bei groÿen, dünn besetzten Systemen. Auch das verallgemeinerte Eigenproblem
wird abgedeckt, entweder über die Transformation auf das Standardproblem oder aber di-
rekt, auÿerdem können verschiedene Spektraltransformationen zum Einsatz kommen, die
den Konvergenzprozeÿ beispielsweise bei inneren Eigenwerten erheblich beschleunigen.

Im vorliegenden Anwendungsfall eines verallgemeinerten Eigenwertproblemes mit

Ax = �Bx

sind hauptsächlich die kleinsten Eigenwerte � interessant, d. h. besonders der kleinste
nichtverschwindende und eventuell einige wenige weitere. Hierfür genügt es glücklicherwei-
se, Routinen für die Matrix-Vektor-Multiplikation mit A und die Lösung von Systemen
der Art Bx = y bereitzustellen. Dazu wird B = LLT mit dem in Punkt A.4.3 beschrie-
benen Minimum-Degree Verfahren einmal zerlegt. Beim Aufbau der Krylov-Räume sind
anschlieÿend nur noch Vorwärts- und Rückwärtssubstitutionen durchzuführen.

Die Verwendung von ARPACK ist etwas unorthodox. Um dem Benutzer gröÿtmögliche
Freiheit bei der Wahl seiner Matrixstrukturen zu gewähren, muÿ ein groÿer Teil der Kon-
trollogik auf der Seite des Benutzerprogrammes bleiben, das dann viele einzelne Schritte
des Arnoldi-Prozesses aufruft. Erfreulicherweise gibt es jedoch ARPACK++, einen objekt-
orientierten Aufsatz auf ARPACK, der die Schnittstelle erheblich vereinfacht, ohne die
Allgemeinheit einzuschränken. Gängige Matrixstrukturen wie beispielsweise vollbesetzte
Matrizen und einige dünn besetzte Formate werden direkt unterstützt, andere Matrizen
erfordern lediglich eine kleine Anpassung der Schnittstelle und können dann ebenfalls ein-
gesetzt werden. Zusätzlich werden Eigenwerte und Eigenvektoren auf Wunsch in benutzer-
de�nierten Containern zurückgeliefert. Nach Abschluÿ der Rechnung stehen verschiedene
Informationen zum Fortgang des Algorithmus zum Abruf bereit, um beispielsweise die
Charakteristika der Konvergenz zu erfassen. Diese Flexibilität gestattet es, ARPACK++
mit jeder Implementierung eines Matrix-/Vektorkonzeptes einzusetzen, ohne groÿe Anpas-
sungen vornehmen zu müssen.

2http://www.caam.rice.edu/software/ARPACK
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Nach Messungen in [GS97]wird die Geschwindigkeit der Berechnung durch den Aufsatz
von ARPACK++ auf das darunterliegende ARPACK, zumindest für reellwertige Matri-
zen wie hier, nicht merkbar beein�uÿt. Für die hier interessierenden Probleme und die
zwanzig kleinsten Eigenwerte sind in der Regel zwischen 30 und 10000 Matrix-Vektor-
Multiplikationen und doppelt so viele Dreiecksmatrix-Lösungen erforderlich. Dies ist na-
türlich um Gröÿenordnungen schneller als die vollständige Lösung mit dem direkten QR-
Verfahren aus Punkt A.5.1 und deshalb stets vorzuziehen, wenn nicht wirklich alle Ei-
genwerte gefordert sind. Besonders bei groÿen Problemen mit 104 oder mehr (Druck-)
Unbekannten ist das direkte Verfahren wegen mangelnder Hauptspeichergröÿe prinzipi-
ell ausgeschlossen. Einziger Nachteil ist, daÿ gelegentlich die Dimension eines invarianten
Unterraumes nicht genau erfaÿt wird, d. h. daÿ die Vielfachheit mehrfacher Eigenwerte un-
terschätzt wird. Im vorliegenden Anwendungsfall ist dies jedoch nur von untergeordneter
Bedeutung, da im wesentlichen nur der kleinste nichtverschwindende Eigenwert interes-
siert und bei tatsächlich mehrfachen Eigenwerten sich die �verlorenen� Eigenvektoren aus
Symmetrieüberlegungen rekonstruieren lassen. Beispielsweise ist x eine Eigenfunktion beim
Kreis, und wegen der Symmetrie des Gebietes muÿ auch y Eigenfunktion zum selben Ei-
genwert sein.

A.6 Übergang zu 3D

Für die dreidimensionalen Beispiele aus Abschnitt 6.4 war eine Änderung des ursprüng-
lich lediglich für ebene Probleme ausgelegten Programmes erforderlich. Um den Aufwand
hierbei nicht uferlos wachsen zu lassen, �el die Entscheidung für eine relativ einfache Lö-
sung, die allerdings die möglichen Gebiete einschränkt. Diese Vorgehensweise vermeidet
auch gleichzeitig das Triangulierungsproblem, das in drei Dimensionen für viele Gebiete
sehr schwierig werden kann.

Der verwendete Ansatz basiert auf einer Extrusion eines beliebigen ebenen Gebiets,
d. h. das bereits fertig triangulierte Gebiet wird prismatisch in die Höhe gezogen. Dadurch
haben die dreidimensionalen Körper auf jeder Höhe denselben Querschnitt. Dies bedeutet
zwar eine relativ starke Beschränkung, typische Charakteristika des Problems treten jedoch
bereits in diesen relativ einfachen Fällen auf, wie die Beispiele aus Abschnitt 6.4 gezeigt ha-
ben. Auÿerdem wäre eine vollständig dreidimensionale Implementierung vermutlich schon
an der Bescha�ung eines brauchbaren Gittergenerators für beliebige Gebiete gescheitert.

Der Einbau in das bestehende Programm ist unter diesen Voraussetzungen relativ ein-
fach. Zunächst wird ganz normal eine ebene Systemmatrix aufgebaut, wobei lediglich zu
beachten ist, daÿ nunmehr der Laplace-Operator auf drei Geschwindigkeitskomponenten
angewandt wird. Die dreidimensionale Variablennumerierung ergibt sich aus der zweidi-
mensionalen, indem lediglich die Ebenen der Reihe nach numeriert werden. Die Variable
mit der zweidimensionalen Nummer i2 in der Ebene j be�ndet sich folglich in der dreidimen-
sionalen Numerierung an der Position i3 = N �j+ i2, wobei N die Anzahl der Unbekannten
pro Ebene ist. Entsprechend wird die dreidimensionale Systemmatrix aus der zweidimen-
sionalen aufgebaut, indem sie einfach entsprechend dem eindimensionalen Stern des jewei-
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ligen Di�erentialoperators skaliert wird. Für die Diskretisierung des Laplace-Operators mit
linearen Element beispielsweise ist der eindimensionale Stern

[�1 2 � 1] :

Folglich wird für jede Ebene j und jeden Eintrag der zweidimensionalen Systemmatrix
�aik eingetragen

ajN+i; jN+k = 2 � �aik;
a(j�1)N+i; jN+k = ��aik;
a(j+1)N+i; jN+k = ��aik;

falls die Ebenen j � 1 bzw. j + 1 noch im Gebiet liegen. Analoges gilt selbstverständlich
für andere Finite Elemente und andere Di�erentialoperatoren.

Der Rest des Programmes, also die ganze Prozedur der Eigenwertberechnung kann
unverändert bleiben. Falls nur die Eigenwerte an sich interessant sind, sind die Anpassungen
also bereits erledigt. Lediglich für die Ausgabe der Eigenfunktionen müssen die einzelnen
Ebenen wieder zerlegt werden, um so Schnittbilder zu erhalten. Alternativ werden die
Resultate an der Auÿenseite des Gebietes als Ober�ächendiagramme extrahiert.

Bei dreidimensionalen Gebieten steigt die Problemgröÿe natürlich ganz wesentlich an.
Für ein Gebiet mit M Ebenen und einen Stern der Breite 3, wie angegeben, erhalten wir
also M � N Unbekannte und aus den zweidimensional ursprünglich 5N Matrixeinträgen
werden 15M �N Einträge. Die noch berechenbare Gitterfeinheit nimmt dadurch natürlich
erheblich ab, die erzielbare Genauigkeit ist deutlich geringer als im ebenen Fall. Mit dem
Arnoldi-Verfahren können deshalb bestenfalls etwa h � 0,04 erreicht werden.

A.7 CGNS

Nach den Erfahrungen mit der vorangegangenen Arbeit [Keÿ97] war frühzeitig klar, daÿ
die Anzahl der Ergebnisdateien und der damit verbundene Verwaltungsaufwand sehr groÿ
werden würde. Insbesondere mit dem Anspruch, jeweils einige oder alle Eigenfunktionen,
jeweils für Druck und Geschwindigkeit, bei mehreren Diskretisierungsfeinheiten, für etliche
Finite Elemente, bei zahlreichen Beispielen durchzurechnen, war abzusehen, daÿ ein simples
Konzept (1 Ergebnis=1 Datei) sehr schwierig zu verwirklichen wäre. Die Entscheidung �el
deshalb auch frühzeitig für die Verwendung eines Datenbanksystems, das jeweils zahlreiche
zusammenhängende Ergebnisse in einer einzigen Datei zusammenfaÿt.

Besonders geeignet erschien das CGNS3 (CFD General Notation System), das dafür
alle Voraussetzungen mitbringt und speziell auf die Problematik der Strömungsrechnung
zugeschnitten ist. Es gestattet in einer Baumstruktur ähnlich wie in einem Dateisystem die
Darstellung der Daten auf verschiedenen Ebenen, angefangen von einer CAD-Beschreibung
der Geometrie und der Lage der Gitterknoten über die Beschreibung der physikalischen

3http://www.cgns.org
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Gegebenheiten des Strömungsproblems (Re-Zahl, Mach-Zahl, Fluidtyp, : : :) bis hin zu ver-
schiedenene Randbedingungen und möglicherweise mehreren Lösungen mitsamt Konver-
genzverhalten.

CGNS [PAM+98] basiert auf einem darunterliegenden Datenbanksystem, dem ADF
(Advanced Data Format), das darüber hinaus portable Binärformate zur problemlosen
und e�zienten Übertragung des Problems zwischen verschiedenen Rechnerarchitekturen
gestattet. So ist es beispielsweise möglich, auf einem Windows-PC mit CAD die Geometrie
zu generieren, mit einer SUN-Workstation die Gitter zu generieren, auf einem Höchst-
leistungsrechner das Strömungsproblem zu lösen und das Ergebnis schlieÿlich mit einer
SGI-Workstation zu visualisieren. Das ADF-System ist dabei für die unteren Ebenen der
Datenbankorganisation zuständig, wohingegen das CGNS einen Standard darstellt, der
beschreibt, welche Daten wo und in welcher Form unterzubringen sind.

Alle Möglichkeiten von CGNS und ADF aufzuzählen, ist hier sicher nicht angebracht,
aber es läÿt sich erahnen, daÿ es für den vorliegenden Anwendungsfall sehr gut geeignet
ist. Wichtig ist hierbei wieder, daÿ eine gut implementierte Bibliothek frei verfügbar ist,
die Schnittstellen zu C und FORTRAN bietet. Diese Bibliothek ist auÿerdem recht gut
dokumentiert und damit relativ einfach verwendbar.

Dennoch muÿte auch diese Bibliothek modi�ziert werden, um hier von Nutzen zu
sein. Ein groÿer Schwachpunkt des CGNS war nämlich die Beschränkung ausschlieÿlich
auf strukturierte Gitter, wofür zwar für Ende 1997 Abhilfe angekündigt war, diese aber
schlieÿlich bis Ende 1999 auf sich warten lieÿ. Deshalb wurde in Eigenregie die Möglichkeit
gescha�en, auch unstrukturierte Dreiecksnetze abzuspeichern, wofür zahlreiche Modi�ka-
tionen erforderlich waren, die wieder den ursprünglichen Autoren von CGNS (bei Boeing,
McDonnel Douglas, NASA) zugeleitet wurde, um in künftige Versionen einzu�ieÿen. Ein
weiteres Problem war die mangelnde Laufzeite�zienz bei den zahlreichen abzuspeichern-
den Eigenfunktionen. Die vorhandene Implementierung war von kubischer Ordnung in der
Anzahl der Lösungen, was sich bei teilweise einigen hundert oder gar tausend Eigenfunk-
tionen als untauglich erwies. Deshalb wurde ein zusätzlicher Zwischenspeicher (Cache) und
einige zusätzliche Funktionen zur e�zienteren Verwaltung eingebaut, was im Ende�ekt zu
linearer Laufzeit führte. Datenbanken mit etlichen tausend Eigenfunktionen und einigen
hundert Megabytes können so in wenigen Minuten eingelesen werden. Mit diesen beiden
wesentlichen Änderungen war CGNS eine groÿe Unterstützung bei der Verwaltung der
angefallenen Informationsmengen.
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Anhang B

Notation und elementare Ungleichungen

Abschlieÿend hier noch eine Übersicht über die in der Arbeit verwendeten Symbole und
Vereinbarungen, sowie einige benutzte Ungleichungen.

~u, p Geschwindigkeit und Druck als Lösungen der Stokes-Gleichungen (1.5).

~v, q Generische Geschwindigkeiten und Drücke aus den jeweiligen Räumen, in der
Regel Testfunktionen.

~uh, ph Lösungen der diskretisierten Stokes-Gleichungen (3.4).

~vh, qh Generische diskrete Testfunktionen.


 Gebiet, innerhalb dessen die kontinuierlichen (1.5) Stokes-Gleichungen oder ihre
diskretisierten Varianten (3.4) zu lösen sind: eine beschränkte, o�ene, zusammen-
hängende Menge � R2 oder � R3 , für die diskreten Gleichungen aus technischen
Gründen polygonal, generell stückweise di�erenzierbar, falls nicht anders angege-
ben. �
 ist der Abschluÿ von 
. Triangulierungen von 
 werden als regulär vor-
ausgesetzt, d. h. alle auftretenden Innenwinkel sind von 0 und � weg beschränkt.

H1;2
0 Raum der Funktionen über 
 mit quadratintegrablen schwachen Ableitungen, die

eine Nullrandbedingung im Spursinne erfüllen. Vervollständigung des C1
0 (
) in

der zugehörigen Norm
q
k�k2 + kD�k2, die hier wegen der Poincaré-Ungleichung

äquivalent ist zur j�j1 = kD�k-Seminorm. In dieser Arbeit zumeist vektorwertig,
d.h. eigentlich H1;2

0 (
)d.

L2
0 Raum der quadratintegrablen Funktionen über 
 mit verschwindendem Integral-

mittel mit der zugehörigen Norm k�k (manchmal auch mit der äquivalenten Norm
k�k0 = infc2R k�+ ck).

Es sei darauf hingewiesen, daÿ in den den Ladyzhenskaya- (1.7) und Babu�ska-Brezzi-
Bedingungen (3.1) sowie ihren verschiedenen Fassungen die Suprema und In�ma selbst-
verständlich über den gesamten angegebenen Raum mit Ausnahme der Nullfunktion zu
bilden sind.
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Wir verwenden auÿerdem die Dreiecksungleichung

ka+ bk � kak+ kbk ;

die per De�nition für alle normierten Räume gilt, sowie die verallgemeinerte Youngsche
Ungleichung

ab � �

2
a2 +

1

2�
b2

für beliebiges � > 0, die sich beispielsweise mit der binomischen Formel beweisen läÿt.
Ebenfalls benutzt wird die Cauchy-Schwarz -Ungleichung

j(u; v)j � kuk kvk ;

die für den Rn mit der Youngschen Ungleichung und einem Homogenitätsargument bewie-
sen wird.

Weiterhin wird reger Gebrauch von der Poincaré-Ungleichung gemacht. Sie besagt, daÿ
eine Funktion durch ihre Ableitungen abgeschätzt werden kann, wenn durch geeignete Ne-
benbedingungen (beispielsweise Nullrandbedingung oder verschwindendes Integralmittel)
die konstante Funktion ausgeschlossen wird und das Gebiet in einem Streifen endlicher
Breite eingeschlossen werden kann. Beides ist sicher erfüllt für den H1;2

0 und die hier be-
handelten beschränkten Gebiete 
. Dann haben wir

kvk � c kDvk = c jvj1
mit einer Konstante c abhängig von der Breite des einschlieÿenden Streifens, der hier durch
den Gebietsdurchmesser abgeschätzt werden kann. Diese Ungleichung folgt aus dem Haupt-
satz der Di�erential- und Integralrechnung quer zum Streifen und der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung.

Eine letzte Ungleichung schlieÿlich schätzt die Divergenz eines Vektorfeldes durch seinen
Gradienten ab. Ohne weitere Voraussetzungen sieht man sofort

kdiv~vk �
p
d j~vj1

und sofern Stetigkeit und eine Nullrandbedingung vorliegt, kann man mittels partieller
Integration

kdiv~vk � j~vj1
beweisen. Da bei den nichtkonformen Elementen aus Punkt 3.1.4 keine Stetigkeit mehr vor-
liegt, gilt für diese trotz Nullrandbedingung nur die erste Abschätzung, wobei die Normen
elementweise zu verstehen sind.


