Die Ladyzhenskaya-Konstante in der numerischen
Behandlung von Stromungsproblemen

Dissertation zur Erlangung des
naturwissenschaftlichen Doktorgrades der
Bayerischen Julius-Maximilians-Universitat Wiirzburg

vorgelegt von

Manuel Kefller

aus

Werneck

Wiirzburg 2000



Eingereicht am: 25.5.2000
bei der Fakultat fiir Mathematik und Informatik

1. Gutachter: Prof. Dr. Manfred Dobrowolski

2. Gutachter: Prof. Dr. Christian Klingenberg

Tag der miindlichen Priifung:



Inhaltsverzeichnis

1 Einfiihrung

1.1 Stokes-Gleichungen . . . . . . . . ... ... oo
1.2 PDG mit Nebenbedingungen . . . . . . . .. ... .. .. ... .. ... ..
1.3 Motivation der Untersuchungen . . . . . . .. .. ... ... ... .....
1.4 Uberblick . . . .. . . . . ..
2 Kontinuierliches Problem
2.1 Stabilitdt der Stokes-Gleichungen . . . . . . .. ... ...
2.2 Velte-Zerlegung des H&’2 ............................
2.3 Aquivalenzen . . . . . .. ..,
2.3.1 Verwandtes Eigenwertproblem . . . . . . .. ... ... ... .. ..
2.3.2  Kornsche Ungleichung . . . .. .. .. ... ... ... ... ....
2.3.3 Friedrichssche Ungleichung . . . . . . . ... ... ... ... ....
2.3.4 Mehrfacher Zusammenhang . . . . .. ... ...
2.4 Analytische Beweise . . . . . . ... o
2.4.1 Kornsche Ungleichung . . . .. .. .. ... ... ... ... ....
2.4.2  Friedrichssche Ungleichung . . . . . .. ... ... ... ... ....
2.4.3 Ladyzhenskaya-Ungleichung fiir Ellipsen und Ellipsoide . . . . . . .
2.4.4 Ladyzhenskaya-Konstante im periodischen Kanal . . . . . ... ..

3 Diskretes Problem

3.1

3.2

Finite Elemente . . . . . . . . . . . . . . ...
3.1.1 Unstetige Elemente . . . . . . ... .. .. ... ...
3.1.2 C%Elemente . . . . . . . . . ...
3.1.3 CL-Elemente . . . . . . . . .. ... ..
3.1.4 Nichtkonforme Elemente . . . . . . .. ... ... ... ... ....
3.1.5  Bubble-Funktionen . . . . . . . ... ... ... L.
Stabile Diskretisierung . . . . . ... ..o Lo
3.2.1 Konvergenz der diskreten Losung . . . . . . ... ... .. ... ..
3.2.2  Verletzung der Stabilitdtsforderung . . . . . . ... ...
3.2.3 Stabile Elemente . . . . . ... ... ... ... ... ... ...
3.2.4 Mini-Element . . . . .. ..o oo
3.2.5 Taylor-Hood-Element . . . . . . . ... ... ... ... ... ....

QU = W N =



3.3 Alternativen zu stabilen Finiten Elementen . . . . . . . . . . . . . .. ... 48

3.3.1 Konvergenz der stabilisierten Diskretisierung . . . . . . . . ... .. 49

3.3.2 Aquivalenz zum Mini-Element . . . . . . . . . ... ... ... ... o1

3.3.3 Anisotrope Stabilisierung . . . . . ... ..o oo L 52

3.4 Diskret divergenzfreie Elemente . . . . . . . . ... ... oL o6
3.4.1 Crouzeix-Raviart-Element . . . . . .. ... ... ... ... .... o8

3.4.2 Mini-Element . . . . . . . ... 59

3.4.3 Staggered Grid . . . . . ... 60

4 Numerik 63
4.1 Verfahren . . . . . . . . 63
4.2 Konvergenz und Approximation . . . . . .. . ... Lo 67
4.3 Eigenwertverteilung . . . . . . . . ..o 69

5 Schneller Stokes-Loser 71
5.1 Uzawa als indefiniter Loser . . . . . . . . . .. ... oL 71
5.2 CG-Uzawa . . . . . . . . e 73

6 Beispiele 75
6.1 Exakte Beispiele. . . . . . . . .. 76
6.1.1 Kreis . . . . . . e 76

6.1.2 Ellipse . . . . . . . 7

6.1.3 Ring . . . . . . 79

6.1.4 Limagon . . . . . . . . . L 81

6.2 Naherungsergebnisse . . . . . . . ... oL 83
6.2.1 n-Eck . .. ... 83

6.2.2 Rechteck . . . . . . . .. 85

6.2.3 Winkel . . . . . .. 87

6.2.4 Abgerundetes Quadrat . . . . . . ... ... L. 89

6.2.5 Runder Winkel . . . . . . . ... o 92

6.3 Anisotrope Diskretisierungen . . . . . . .. ... Lo 93
6.3.1 Kanal mit Grenzschichtdiskretisierung . . . . . . . ... ... ... 93

6.3.2 Knie . . . . .. 94

6.4 3D-Numerik . . . . . . . 96
6.4.1 Zylinder . . . . ... 98

6.4.2 Quader. . . . . . . . 99

6.4.3 Torte . . . . . . . 100
Literaturverzeichnis 101
A Implementierung 109
Al CH++4+und MTL . . .. oo 110
A.2 Unstrukturierte Dreiecksnetze . . . . . . . . . . .. ... ... 111

i



A.3 Berechnung der Matrixelemente . . . . . . . . ... ... ... ... .... 112

A.4 Direkte Losungsverfahren . . . . . . . . . . . ... ... ... .. 114
A.4.1 Bandloser und Bandbreitenreduktion nach Cuthill-McKee . . . . . 115
A.4.2 Nested Dissection . . . . . . . . . . . . . . 116
A.4.3 Minimum Degree . . . . . .. .. o 118
A.4.4 Praktische Erfahrungen . . . . . . ... ... o000 120

A5 Eigenwerte und Eigenvektoren . . . . . . . . ... ... L. 121
A.5.1 Direkte QR-Verfahren und LAPACK . . . .. ... .. ....... 121
A.5.2 Tterative Arnoldi-Verfahren und ARPACK . . .. ... ... .... 123

A6 Ubergang zu 3D . . . . . . . . .. 125

AT CGNS 126

B Notation und elementare Ungleichungen 129

il



v



Kapitel 1

Einfihrung

Far better an approximate answer to the right question, which is often vague, than an exact
answer to the wrong question, which can always be made precise. — John W. Tukey

Diese Aussage trifft besonders auf die Numerische Analysis zu. Sie beschaftigt sich mit
den Eigenschaften der approximativen Lésung von Problemen, die nicht analytisch erfafst
werden konnen. Deshalb mufs sich der Numeriker hiufig mit Naherungen zufrieden geben,
die zumindest qualitativ den Charakter der exakten Losung erfassen sollten. Zur Eichung
oder zum Abschitzen der Eignung der verwendeten Verfahren konnen geeignete Beispiele
konstruiert werden, die sich auch analytisch fassen lassen. Die eigentlich interessierenden
urspriinglichen Probleme allerdings entstammen haufig der Physik, dem Ingenieurwesen
oder anderen Bereichen der “realen” Welt und verlangen vom Numeriker eine zumindest
ndherungsweise Losung.

Die vorliegende Dissertation befaltt sich mit der quantitativen Stabilitit der Stokes-
Gleichungen, die die Stromung langsam fliefender, hochviskoser Fluide beschreiben. Ei-
nerseits werden hierzu die kontinuierlichen Gleichungen untersucht, auf der anderen Seite
spielt deren approximative Losung mittels eines Finite-Elemente-Verfahrens eine wichtige
Rolle. Neben qualitativen Stabilitdtsaussagen, die bereits seit langem bekannt sind, wer-
den hier nun quantitative Ergebnisse vorgestellt, die erstmals eine prizise Abschitzung
der zu erwartenden Fehler a priori gestatten. Anhand der dabei gefundenen Erkenntnisse
wurde ein neuer, robuster und schneller Stokes-Loser entwickelt, der auf dem bekannten
Uzawa-Verfahren aufbaut und dieses ganz besonders bei schwierigen Problemen erheblich
verbessert. Zahlreiche numerische Beispiele unterstreichen die theoretischen Ergebnisse und
demonstrieren anschaulich die prognostizierten Eigenschaften.
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1.1 Stokes-Gleichungen

Diese Arbeit befafst sich wie bereits erwihnt mit den Stokes-Gleichungen
SAu+Vp = f, (1.1)
divi = g,

ergianzt durch geeignete Randbedingungen. Physikalisch werden durch die Stokes-Glei-
chungen langsame Stromungen hochviskoser Fluide beschrieben, wobei “langsam” und
“hochviskos” geeignet zu definieren sind. Sie entstehen aus den allgemeinen Navier-Stokes-
Gleichungen

0
—pii+ V (pi x @) + VpepdivU = 0,

ot
— T 2 . —
Dii + (Du) <:>§d1vu = U,
0
6—§+divpﬁ = 0, (1.2)

%+div((e+p)ﬁ) = 0,

L o
pe+§pu = e,

die sich wiederum aus den grundlegenden physikalischen Gesetzen der Impuls-, Massen- und
Energieerhaltung sowie dem Newtonschen Schubspannungsansatz fiir die viskose Reibung
ergeben. Je nach Stromungssituation und Fluid werden sie noch erginzt durch verschiedene
Materialgesetze, die den Druck p, die Dichte p und die innere Energie des Mediums e
miteinander verkniipfen, eventuell unter Einbeziehung weiterer physikalischer Gréfen wie
der Temperatur, von der dann wiederum die Viskositat p abhdngen kann.

Es ist allgemein anerkannt, daf die Navier-Stokes-Gleichungen (1.2) physikalische Stro-
mungen vollstdndig beschreiben, solange der Newtonsche Schubspannungsansatz Giiltigkeit
besitzt, was fiir viele interessierende Fluide in weiten Bereichen zutrifft. Allerdings sind sie
wegen ihrer hyperbolischen, parabolischen und elliptischen Terme und der Nichtlinearitit
einer vollstdndigen Losung praktisch unzuginglich, was verschiedene Vereinfachungen je
nach Stromungssituation erfordert. So kann hiufig in guter Ndherung davon ausgegangen
werden, dak es sich um ein inkompressibles Fluid handelt, was fiir Fliissigkeiten und Gase
bei Geschwindigkeiten deutlich unterhalb der Schallgeschwindigkeit zutrifft. In vielen Féal-
len ist das Problem dann auch isotherm, so dafs eine weitere Unbekannte und die zugehorige
Gleichung wegfallen. Es bleiben die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen

p <% + (V) ﬁ) L VpeuAid = 0, (1.3)

diva = 0,
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deren Losung immer noch schwierig genug ist, da sie durch die Nichtlinearitéit bei hheren
Geschwindigkeiten zu chaotischem Verhalten und damit Turbulenz neigen. Wegen der dann
auftretenden Zeit- und Langenskalen iiber viele Grofsenordnungen ist eine Diskretisierung,
die alle physikalischen Phinomene auflost, fiir die meisten technisch relevanten Stromungs-
situationen auf heutigen Computern und wohl auch in naher Zukunft nicht berechenbar, so
daf héufig phanomenologische Modelle zur Beschreibung der Turbulenz eingesetzt werden.

Die hier untersuchten Stokes-Gleichungen (1.1) jedoch liegen am anderen Ende des
Spektrums bei sehr kleinen Geschwindigkeiten, die es gestatten, den quadratischen Term
in (1.3) zu vernachlissigen. Sind Randbedingungen und Gebiet nicht explizit zeitabhén-
gig, bleibt dann auch die Stromung stationir und nach einer geeigneten Umskalierung des
Druckes (mit i) entstehen gerade die Stokes-Gleichungen (1.1). Sie beschreiben schlei-
chende Stromungen und gelten, solange die Reynolds-Zahl klein bleibt, die sich aus der
Entdimensionierung von (1.3) zu

_ plld|
L
ergibt mit einer fiir das Problem charakteristischen Lénge [ und einer charakteristischen

Geschwindigkeit . Dies ist der Fall bei sehr langsamen Geschwindigkeiten (Sickerstromun-
gen), sehr kleinen Korpern (Pusteblumenschirmchen) oder grofsen Viskosititen (Honig).

Re (1.4)

1.2 Partielle Differentialgleichungen mit
Nebenbedingungen

Von der mathematischen Seite bilden die Stokes-Gleichungen ein lineares elliptisches Diffe-
rentialgleichungssystem zweiter Ordnung mit linearer lokaler Nebenbedingung. Sie bilden
fiir diese Problemklasse gewissermafen den Prototypen, an dem sich zahlreiche Phinomene
studieren und dann auf allgemeinere Probleme iibertragen lassen. Der Druck p kann dabei
als Lagrange-Multiplikator der Nebenbedingung interpretiert werden.

Die eindeutige Existenz einer klassischen Losung, d.h zweimal stetig differenzierba-
rer Geschwindigkeiten und stetig differenzierbaren Druckes, ist nur unter relativ starken
Einschrankungen an die Glattheit von Réndern und Daten gesichert. Die variationelle For-
mulierung oder schwache Form

(D@, D7) =(p,dive) = (f,7) V7, (1.5)
(divd,q) = (g9,9) Vaq
hingegen gestattet die Untersuchung von Existenz und Eindeutigkeit in geeigneteren Riu-

men mit schwécheren Differenzierbarkeitseigenschaften und unter recht allgemeinen Vor-
aussetzungen an Gebietsrander und Daten.
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Das Stokes-System in der schwachen Form bildet fiir das Lagrange-Funktional

L (¥,q) = 5 (D7, D¥) (div#,q) <(f,7) + (9,9) (1.6)
ein Sattelpunktproblem, wobei fiir die Losung (@, p) von (1.5) gilt

L(i,q) < L(i,p) < L(7,p) Vd, Vq.

1.3 Motivation der Untersuchungen

Wie bei den meisten physikalisch motivierten mathematischen Problemen ist eine exakte
Losung nur in den seltensten Féllen méglich, so daf eine diskrete Naherungslosung gesucht
wird. Dabei stellt sich selbstverstédndlich die Frage nach der Genauigkeit der berechneten
diskreten Losung, d.h. die zu erwartende Abweichung von der eigentlich gesuchten exakten
Losung. Bei der mathematischen Analyse taucht dabei die Ladyzhenskaya-Konstante £
auf, die eine Aussage iiber die Koerzivitit der Bilinearform (div#,q) darstellt und eine
Eigenschaft des zur Diskussion stehenden Gebietes ist. Sie ist definiert durch

Clalyy < sup S0y e gz (17)
ger? 0152

Zur Notation sei auf Anhang B verwiesen. Die Existenz der Ladyzhenskaya-Konstanten
L > 0 ist bereits fiir den Existenz- und Eindeutigkeitsbeweis der Losung von (1.5) erfor-
derlich und ist deshalb bereits seit geraumer Zeit Gegenstand mathematischen Forschungs-
interesses. Die wesentlichen Arbeiten hierzu sind in [Gal94a| aufgefiithrt und stammen von
Cattabriga [Cat61], Ladyzhenskaya [Lad69], Necas [Nec67|, Babuska und Aziz [BAT2],
Solonnikov und Séadilov [SS73|, Ladyzhenskaya und Solonnikov |[LS78|, Amick [Ami77],
Bogovskii [Bog79], [Bog80|, Erig [Eri82|, Piletskas [Pil83], [Pil84], Giaquinta und Modica
[GMS82], Solonnikov [Sol83], Kapitanskii und Piletskas [KP86], von Wahl [vW89], [vW90],
Borchers und Sohr [BS90| und schlieflich Galdi [Gal94a| selbst. Die verwandte Koerzivitét
der Bilinearform (rot ¥, &) wird behandelt von Griesinger |Gri90a|, [Gri90b|, Girault und
Raviart [GR86|, Borchers und Sohr [BS90] und von Wahl [vW89], [vW90].

Die darin angefiihrten Beweise unterscheiden sich aufer in der Technik in den Re-
gularitatsforderungen an das Gebiet (2. Im allgemeinsten Falle existiert danach bei be-
schrankten Gebieten die Ladyzhenskaya-Konstante fiir die Vereinigung endlich vieler Ge-
biete, die jeweils sternformig beziiglich einer Kugel sind, oder anders ausgedriickt, Gebiete
mit Lipschitz-Rand bzw. erfiillter Kegelbedingung. Bei unbeschrinkten Gebieten existiert
sie fiir das Aufere einer Kugel und wieder endlich viele sternformige Gebiete oder auch
den Halbraum. Im Falle von Ecken (oder Kanten in 3D) mit Innenwinkel 0° gilt generell
L = 0. Eine quantitative Aussage ist jedoch im Rahmen dieser Beweise kaum moglich, da
die Entwicklung der Konstanten im Verlauf des Beweises — auch wenn er konstruktiv ist —
sehr schnell verschwindet und die verwendeten Abschidtzungen zum Teil relativ grob sind.
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Selbst wenn es also gelinge, die Konstanten zu verfolgen, wire das Ergebnis voraussichtlich
um mehrere Grofenordnungen zu pessimistisch. Die einzigen bekannten (scharfen) Werte
gelten fiir den Kreis (31/2) und die Kugel (3v/3) und stammen von Horgan und Payne
[HP83] bzw. Velte [Vel90].

Quantitative Werte sind jedoch interessant im Hinblick auf die zeitliche und raumliche
Entwicklung laminarer Einlaufstromungen ([HW78|, [AP89] und [APS93| sowie [Gal94a|
und [Gal94b]), so dafk einigermafen scharfe Abschétzungen durchaus notig sind.

Das diskrete Gegenstiick, die Babuska-Brezzi-Konstante, bestimmt nun jedoch als Fak-
tor gerade die Grofse des Fehlers, der durch die Diskretisierung verursacht wird. [hre blofe
Existenz ist wiederum ausreichend fiir qualitative Konvergenzaussagen. Fiir konkrete Feh-
lerabschétzungen ist jedoch auch eine quantitative Kenntnis dieser Konstanten sehr wiin-
schenswert, woriiber allerdings bislang nur sehr wenig bekannt ist. Wichtig ist die Grofe
der Konstanten jedoch nicht nur fiir Aussagen iiber den Diskretisierungsfehler, denn auch
die Konvergenzraten zahlreicher iterativer Verfahren zur Losung der bei der Diskretisierung
entstehenden linearen Gleichungssysteme héngen von ihr ab.

Diese Erkenntnis stammt aus der vorangegangenen Diplomarbeit [Kef97|, die fiir be-
stimmte Gebiete (sehr lang gestreckte Kanile) eine rapide Abnahme der Konvergenzge-
schwindigkeit des Uzawa-Verfahrens konstatierte. Die Vermutung lag nahe, die Ursache
dafiir in einer klein werdenden Babugka-Brezzi-Konstanten zu suchen. Da diese diskrete
Konstante von ihrem kontinuierlichen Gegenstiick abhéingt, stand letztere damit ebenfalls
im Mittelpunkt der Untersuchungen. Gleichzeitig sollte natiirlich das Uzawa-Verfahren ver-
bessert werden, um die Unzuldnglichkeiten bei ungiinstigen Gebieten zu beheben. Obwohl
es nicht vollstédndig gelungen ist, den Einflufl ungiinstiger Konstanten auszuschalten, wurde
das Ziel jedoch weitgehend erreicht. Es wird vermutet, daf fiir diesen Anwendungszweck
iterative Verfahren generell von den Konstanten abhéingen, und deshalb keine qualitativen
Fortschritte in dieser Richtung mehr moglich sind.

1.4 TUberblick

Die anschlieffenden Kapitel beleuchten von verschiedenen Seiten die Problematik um die
Stabilitit der Stokes-Gleichungen und ihrer Diskretisierung im Finite-Elemente-Kontext.

e Kapitel 2 behandelt die analytischen Ergebnisse der Untersuchungen, eine Beweisskiz-
ze fiir die Existenz der Ladyzhenskaya-Konstanten und Zusammenhénge mit anderen
funktionalanalytischen Ungleichungen, die ebenfalls bewiesen werden.

e Kapitel 3 diskutiert die Bedeutung der Ladyzhenskaya-Ungleichung in diskreten Riu-
men, die dort Babuska-Brezzi-Bedingung genannt wird. Verschiedene Moglichkeiten
zur Finite-Elemente-Diskretisierung der betrachteten Stokes-Gleichungen werden mit
ihren jeweiligen Vor- und Nachteilen einander gegeniibergestellt und Alternativen zur
Erfiillung der Babuska-Brezzi-Bedingung aufgezeigt. Dabei wird auch auf anisotrope
Diskretisierungen eingegangen.
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e Kapitel 4 erlautert verschiedene Varianten fiir den numerischen Algorithmus zur Be-
rechnung der Konstanten und betrachtet die zu erwartende Genauigkeit.

e Kapitel 5 stellt einen im Vergleich zum Uzawa-Verfahren erheblich verbesserten An-
satz zur iterativen Losung der Stokes-Gleichungen vor, der auch bei sehr problema-
tischen Gebieten noch brauchbare bis gute Konvergenzraten erzielt.

e Kapitel 6 enthilt einige ausgewihlte Beispiele zur Demonstration der Eignung der
verschiedenen analytischen und numerischen Verfahren, die eine Bestimmung oder
zumindest Abschiatzung der Ladyzhenskaya-Konstanten und der Babuska-Brezzi-
Konstanten erlauben.

e In Anhang A wird noch auf die konkrete Implementierung der verwendeten nume-
rischen Verfahren eingegangen, die ausgefeilte aktuelle Algorithmen verwenden, um
auch ohne Hochstleistungsrechner interessante Beispiele behandeln zu konnen.

e Anhang B zuletzt stellt die verwendete Notation und einige verwendete elementare
Beziehungen zusammen.

Die zur numerischen Untersuchung entwickelten Programme sind in der Lage, auf einem
handelsiiblichen PC in vertretbarer Zeit allgemeine Eigenwertprobleme im Kontext der
Ladyzhenskaya-Ungleichung mit bis zu 10> Unbekannten zu bearbeiten oder mit dem ver-
besserten Verfahren aus Kapitel 5 die Stokesgleichungen mit bis zu 10® Unbekannten zu
16sen. Wie schon in der vorangegangenen Diplomarbeit [Kef97| hat sich erwartungsgeméf
im Laufe der Arbeit wieder gezeigt, dafs zahlreiche interessante Phé&nomene erst bei die-
sen Problemgrofen sichtbar werden und eine einfachere Implementierung beispielsweise in
MATHEMATICA oder MATLAB sehr schnell an ihre Grenzen stoft.

An dieser Stelle moéchte ich mich bei allen bedanken, die zum Gelingen dieser Arbeit
beigetragen haben. Mein Dank gilt Prof. Dobrowolski, der diese interessante Fragestellung
nach Beendigung meiner vorangegangenen Diplomarbeit aufgeworfen hat und einem Phy-
siker Gelegenheit gegeben hat, diese in einer Mathematik-Promotion weiter zu verfolgen.
Seine Ideen haben meine Forschungen in wichtigen Momenten immer wieder vorangebracht.
Aufserdem hat er den Kontakt zu Dr. John Barrett vom Imperial College der University of
London hergestellt, der mich bei einem achtmonatigen Aufenthalt in Grofbritannien von
universitdrer Seite betreut und mir geholfen hat, biirokratische Hiirden zu iiberwinden,
und nicht zuletzt dafiir gesorgt hat, daf sich die Studiengebiihren in einem ertriaglichen
Rahmen hielten. Weiterhin bin ich der Universitiat Wiirzburg dankbar, die mir durch ein
Promotionsstipendium den finanziellen Freiraum geschaffen hat, mich ohne anderweitige
Verpflichtungen zwei Jahre lang ausschliefslich meiner Promotion zu widmen.

Schliefslich danke ich sehr herzlich meiner Frau Bettina, die in den letzten Wochen oft
zuriickstehen mufste und mich in dieser Zeit immer mit Rat und Tat unterstiitzt hat.



Kapitel 2

Kontinuierliches Problem

In der Einfiihrung wurde bereits die Ladyzhenskaya-Ungleichung und die zugehorige Kon-
stante als Eigenschaft des Gebietes eingefiihrt, innerhalb dessen die Stokes-Gleichungen
zu 16sen sind. Ahnliche Ungleichungen treten auch bei anderen Sattelpunktproblemen auf,
wie beispielsweise in der Strukturmechanik. Insbesondere die Ungleichung von Korn, die
spéater noch ndher diskutiert wird, ist entscheidend fiir die Losbarkeit der elastischen Glei-
chungen in der linearen Nidherung. Generell sind solche Ungleichungen Gradmesser fiir die
Elliptizitat der zugrundeliegenden Differentialgleichungssysteme.

2.1 Stabilitit der Stokes-Gleichungen

Das Losbarkeitsproblem der Stokes-Gleichungen (1.1) setzt sich wie fast immer aus zwei
Komponenten zusammen: der Stabilitdt fiir die Existenz einer Losung und die Eindeutig-
keit. Zum Beweis betrachten wir das abstrakte Sattelpunktproblem

a(u,v)+b(v,p) = f(v) Yvev, (2.1)
b(u,q) = g(g) VgeX,

wobei die Bilinearformen a und b beschrinkt und a zuséitzlich gleichméfig elliptisch sein
soll (m > 0):

2
mllolly < a(v,v),
la(u, )] < ellully [lofly, (2:2)
b, 0l < ellvlly llallx -

Die Funktionen v und v bzw. ¢ stammen hierbei aus den Hilbert-Radumen V' bzw. X
und die beiden Bilinearformen a und b bilden V' xV bzw. V x X nach R ab. Die zugehdrigen
Operatoren seien A und B. Wir werden spéter den nachstehenden klassischen Satz aus der
Funktionalanalysis benutzen.
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Satz 1. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:

~

. Im B st abgeschlossen in X'.

2. Im BT ist abgeschlossen in V'.

3. (ker B)" = {v' € V': v' (v) =0V € ker B} = Im BT
4. (kerBT)L ={de€eX :¢(q=0Vgeker BT} = ImB

5. Es gibt eine Konstante kg, so daf fiir jedes g € Im B ein vy € V' existiert mit Bvy = g
und [[vglly < - llgll -

6. Es gibt eine Konstante ko, so daf fir jedes f € ImB” ein q; € X existiert mit
B"q; = f und |lgsllx < g Iflly-

Offensichtlich sind die letzten beiden Bedingungen weiterhin dquivalent zu

b (v,
ko [[v]ly\yer 5 < SUP (v,9) Vv € V \ ker B (2.3)
gex [lallx
bzw.
b(v,q
ko 14| x\ker r < sUP (v, 9) Vg € X \ ker BT (2.4)
vev lvlly
mit der Quotientennorm
10l \ker 5 = voé{}efrB v+ volly

und analog )]y, pr-
Damit beweisen wir die Stabilitdt des abstrakten Sattelpunktproblems (2.1) in

Satz 2. Seien die Bedingungen (2.2) der Stetigkeit und Koerzivitit erfillt, Im B abge-
schlossen in X' und g € ImB. Dann hat das Problem (2.1) eine eindeutige Lisung
(u,p) € V x X \ ker BT und es gilt

1 1 C1
< S+ = (1 —) ,
lully < Ml + 5 (14 22) ol
1 C1 C1 C1
Iellxersr < 3o (14 50) Wil 35 (152 gl

Beweis. Aus Satz 1 und g € Im B erhalten wir die Existenz eines u, € V mit Bu, = g und
|uglly, < klo |g|lx:- Dann schreiben wir u = uy + u, und nach dem Rieszschen Darstellungs-
satz ist ug durch

up € ker B : a(up,v) = f (v) ©a(uy,v) VYo € kerB
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eindeutig bestimmt und kann abgeschitzt werden mittels

2
m [|uolly < @ (uo,uo) = f (uo) =a(ug, uo) < || flly llwolly + e lluglly [[wolly -

Zusammen mit der Dreiecksungleichung erhalten wir

1 1 C1
< < [ flo + — (1 —) .
ully < llwolly + [luglly, < - £l + ol G 9llx

Fiir die Abschitzung in p benutzen wir
L(v) = f(v) a(u,v)

und stellen fest, dak wegen L (v) = 0 fiir alle v € ker B und unter erneuter Verwendung
von Satz 1 gilt L € Im BT Folglich existiert ein p € X mit

b(v,p)=L(«v) YveV

und der Abschitzung

1 1
1Pl x\ker 57 < 7 [[Llle < 5= (£l + eallully) -
ko ko

Offensichtlich kann p nicht eindeutig sein, da mit p auch p + py mit py € ker BT das
Problem (2.1) 16st. O

Anmerkung 1. Nach Konstruktion des Beweises ist die Forderung der Elliptizitdt auf
ganz V' etwas zu strikt, tatsachlich genigt es, wenn (2.2) auf ker B erfillt ist.

Wir wenden Satz 2 auf das Stokes-Problem (1.5) an, wozu wir in d Dimensionen
V = Hy? (Q)? und X = L?(Q) setzen. Die Bilinearformen sind dann a (u,v) = (D4, D7),
b(v,q) = <(div 7, q), ansonsten gilt fiir f (v) = (f, %) und g(q) = (g,q) das regulire L*-
Skalarprodukt. Die Bedingungen (2.2) sind dann trivialerweise erfiillt mit m = ¢; = ¢y =1,

und Voraussetzung (2.4) ist nun gerade die bereits erwidhnte Ladyzhenskaya-Ungleichung
(1.7)

div#, g
Llgll < sup (¥ ©9)

s ol

wobei L2 = L? \ R im Sinne von
q€L§<:>/qu:0,
Q

denn nach dem Gaufschen Divergenzsatz ist (div#,1) = 0 fiir alle ¥ € Hy” und der L? ist
deshalb gerade nach den konstanten Funktionen (1 € ker BT) zu faktorisieren.

Zum Beweis dieser Ungleichung bzw. der Existenz einer solchen Konstante £ existieren
im wesentlichen drei Ansdtze. Eine Moglichkeit besteht aus einer direkten Berechnung
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eines passenden Eigenwertproblemes wie in [Vel90]|, die aber auf ganz spezielle Gebiete
eingeschrinkt ist. Eine zweite wie in [Gal94a] konstruiert iiber singuldre Kerne explizit eine
Funktion ¥ mit div ¢ = ¢ und zeigt dann die Existenz einer Konstanten £ fiir die (1.7) gilt.
Wie bereits in der Einleitung angedeutet verschwindet im Fortgang dieses Beweises sehr
schnell die Gréfenordnung von £ und ihre Abhéngigkeit von der Gebietsform, so daft am
Ende lediglich die Existenz der Konstanten iibrigbleibt. Die dritte Alternative schliefslich
stiitzt sich auf die Aquivalenz von (1.7) mit anderen Ungleichungen, die leichter zugéinglich
sind, und fiir die Beweise existieren, die zumindest eine einigermafsen scharfe Abschitzung
der Konstanten ermoglichen. Im Abschnitt 2.4 werden wir auf diese Vorgehensweise noch
ausfiihrlich eingehen.

Zur Vereinfachung der Notation und der im Laufe der Beweise entstehenden Konstanten
wird die wegen der Poincaré-Ungleichung (siche Anhang B) in H,? dquivalente Norm -1,
durch die Definition

(@9), = (D&, Dv), |o], = \/(5,0), = | D] (2.5)

eingefiihrt. Ohne die Konstante £ umzubenennen, ist bei den nachfolgenden Referenzen
anstelle der Ungleichung (1.7) deshalb stets die dquivalente Ungleichung gemeint.

div v, q
Lllglys < swp B0D gy pz 2.6)
TEHy |7,
Wir erkliaren auBerdem den Raum
Vo= Hay = {#€ Hy? | divi =0} (2.7)

mit seinem orthogonalen Komplement Vj"beziiglich des (-, -),-Skalarproduktes. Die Unglei-
chung (2.6) kénnen wir dann auch anders formulieren, némlich

7, < C|ldival®> Yo e Vg (2.8)

mit dem Zusammenhang £? = % Weiterhin existiert nach Satz 1 fiir jedes ¢ € L2 ein
7 € Hy” mit div# = ¢, so dak mit derselben Konstante C' wie in (2.8) gilt

7y < Clall” (2.9)

Anmerkung 2. Die rechte Seite der Ungleichung (2.6) ist nun gerade die Definition
der |-|_;-Norm von Vq. Zusammen mit der Abschdtzung ||divd|| < |v];, die wegen der
Nullrandbedingung durch partielle Integration bewiesen werden kann, ergibt sich damit die
Normdquivalenz

Lllql < |Val_; < gl

zwischen der Norm einer L3-Funktion und der |-|_,-Norm ihres Gradienten.
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2.2 Velte-Zerlegung des H§’2

Im folgenden sei die Raumdimension d = 2 oder 3. Fiir d = 2 wird der Operator rot fiir
skalar- und vektorwertige Felder erklért durch

t 7 8111 81}2
rotv = — e
afL'g Bxl’
g
rotqg = ( ‘%;q >,
[7]
1

so dafs die Anwendung auf ein vektorwertiges Feld ein skalares Feld ergibt und umgekehrt.
Da in der Regel aus dem Kontext klar hervorgeht, ob es sich um die skalar- oder vektor-
wertige Form handelt, wird auf einen Unterschied in der Notation verzichtet. Fiir d = 3
ist der Operator rot die bekannte Rotation mit jeweils vektorwertigem Definitions- und
Wertebereich. Das Gebiet €2 sei hier als einfach zusammenhingend vorausgesetzt.

Damit lakt sich das (-, -);-Skalarprodukt auch folgendermafien schreiben

(4, 0), = (rot &, rot ¥) + (div @, div v), (2.10)

wie man fiir d = 2,3 leicht mittels partieller Integration von glatten Funktionen und den
iiblichen Grenziibergang verifiziert. Dadurch motiviert fiilhren wir einen weiteren Raum V;
ein,

Vi = Hyy = {W € Hy? | rotw =0}, (2.11)

der nach (2.10) offensichtlich senkrecht auf V; steht (im Sinne des (-, -),-Skalarproduktes),
so daf der volle Raum H& ' in insgesamt drei orthogonale Teilrdume zerfsllt [Vel90|

H? =V, Vi ® V3, Vit =WV @ V3. (2.12)

Der Teilraum V3, der sich als der interessanteste herausstellen wird, kann auch noch
durch eine weitere Eigenschaft charakterisiert werden. Dazu betrachten wir die Beziehung

(@,7), = (p,dive) Vi€ Hy?, (2.13)

ausgehend von einer gegebenen Funktion p € L32. Die rechte Seite ist ein beschrinktes
lineares Funktional in ¥ und nach dem Rieszschen Darstellungssatz hat (2.13) daher eine
eindeutige Losung . Setzt man nun ein v € Vj = ker divein, sieht man sofort (@, 7), =0
und damit @ € V5-. Man kann zeigen [GR81], daR die durch (2.13) definierte Abbildung
p — @ einen Isomorphismus von L2 nach V" darstellt. Die Charakterisierung von H erfolgt
nun durch den folgenden

Satz 3. Fliir ein gegebenes p € LE gehort die durch (2.13) eindeutig bestimmte Lésung
@ € Vg~ 2u dem Teilraum Vs genau dann, wenn p harmonisch ist.
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Beweis. Sei zunéchst @ € Vg. Dann ist nach Definition von Vj (2.12) @ orthogonal zu allen
7 € V4. Sei insbesondere fiir ein glattes ¢ € C§° die Funktion ¥ = V¢. Eingesetzt in (2.13)
erhalten wir 0 = (p, A¢). Nach dem Lemma von Weyl ist p damit harmonisch.

Sei nun p harmonisch. Dann gilt wieder fiir glattes ¢ die Beziehung

0= (Ap,¢) = (p, Ad) = (p,divV¢) = (u, V)
Da die Menge {V¢ | ¢ € C§°} jedoch dicht in V; liegt, ist @ € Vi und damit @ € V. O

Diese Eigenart des interessanten Teilraumes Vj3, mit harmonischen Funktionen im Zu-
sammenhang zu stehen, wird auch im néchsten Abschnitt 2.3 bei verwandten Ungleichun-
gen wieder auftauchen.

Anmerkung 3. Man beachte den Unterschied der Zerlequng (2.12) zur klassischen Helm-
holtz-Zerlegung in einen rotationsfreien Raum Vi1 = {V ¢} und einen divergenzfreien Raum
VH = {roty}. Der dritte Teilraum Vj taucht hierbei nicht auf. Dies liegt an den un-
terschiedlichen Randbedingungen. Wihrend die Helmholtz-Zerlegung fiir den vollen Raum
HY2 (Q)" gilt, haben wir in Hy” (Q)" die Nullrandbedingung (in einem Spursinne), die auf
die Teilraume Vy und Vi tbertragen wird. Diese beiden kénnen jedoch noch nicht den vollen
H&’2 ausschopfen und es bleibt ein “kleiner” Restraum tbrig. Die Bezeichnung “klein” ist
dadurch gerechtfertigt, daf der Raum durch eine niederdimensionale Bedingung bestimmt
wird. Jedes harmonische p ist durch seine Werte auf dem Rand bereits vollstindig festgelegt,
so daf$ schon hierdurch klar wird, daf$ die Eigenschaften von H durch die Charakteristika
des Randes bestimmt werden. Des weiteren deutet sich an, daf$ die Randeigenschaften nicht
nur lokal wirken, sondern auch global eingehen, denn lokale Besonderheiten breiten sich
tiber die Harmonizititseigenschaft sofort iber das ganze Gebiet aus. Diese Vermutungen
bestditigen sich in den Beweisen aus Abschnitt 2.4.

Anmerkung 4. Es sei darauf hingewiesen, dafy Problem (2.13) auf der einen Seite formal
gerade der ersten der Stokes-Gleichungen (1.5) entspricht, auf der anderen Seite aber auch
die Eulergleichung zu der sup-Mazimierung aus (2.6) darstellt. Mit der obigen Argumen-
tation zur eindeutigen Lisbarkeit von (2.13) erhalten wir das wichtige Ergebnis, daff das
Mazimum angenommen wird und der Operator sup folglich auch durch max ersetzt werden
kénnte.

2.3 Aquivalenzen

2.3.1 Verwandtes Eigenwertproblem

Die Velte-Zerlegung aus dem vorigen Abschnitt 2.2 zusammen mit der Formulierung (2.8)
der Ladyzhenskaya-Ungleichung fiihrt zu der Beziehung

ldival* < |af; < Clldival®  v7e Vg
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oder alternativ zu

<C VeV, (2.14)

Die untere Schranke 1 wird hierbei fiir alle Funktionen # € V; angenommen. Setzt man
die Eulergleichungen fiir die Maximierung von (2.14) an, so erhélt man das Eigenwertpro-
blem

(@,7), = A (divd,dive) Vo€ Hy”. (2.15)

Anmerkung 5. Zundichst haben wir in (2.15) lediglich Vv € Vi-. Setzen wir jedoch eine
Eigenfunktion @ € V5& mit Eigenwert X\ und ein v € Vy ein, so ist 0 = X -0 trivial erfillt.
Genauso gilt die Gleichung fiir alle ©w € Vy formal mit A = oco.

Lemma 4. Das Figenwertproblem (2.15) hat die folgenden Eigenschaften:

1. A =1 und X\ = oo sind Figenwerte unendlicher Vielfachheit, die zu den Eigenrdumen
Vi bzw. Vy gehdren.

2. Alle anderen Eigenwerte liegen im Intervall |1,C] und gehiren zu Figenfunktionen
aus Va.

Beweis. Sei @ eine Eigenfunktion zum Eigenwert A = 1. Einsetzen von ¢ = @ in (2.15) und
Vergleich mit (2.10) ergibt ||rot || = 0 und damit @ € V;. Ist @ eine Eigenfunktion zum
Eigenwert A\ = oo heift dies (div @, div#) = 0 fiir alle ¥ € Hy, insbesondere wieder fiir
¥ = @ und daher [|div@|| = 0 und @ € Vp. Sei nun A ein beliebiger anderer Eigenwert. Nach
(2.14) finden wir A € |1,C], da A = 1 bereits behandelt ist. Wir schreiben (2.15) in der
aquivalenten Form

(rot @, rot ¥) = (A &1) (diva,dive) Vi e Hy?,

wobei A &1 # 0. Mit einem glatten ¢ € C§° setzen wir nun ¥ = V¢ ein, wodurch die
linke Seite verschwindet, und erhalten 0 = (div, A¢). Wie in Satz (3) ist damit diva
harmonisch und durch Vergleich mit (2.13) folgern wir @ € Vj. O

Ganz analog konnen wir unter Beriicksichtigung von (2.10) allerdings auch schreiben

2
1< 19 op ygevs (2.16)
||rot &|
mit dem zugehorigen Eigenwertproblem
(@,7), = p(rot @, rot¥) Vi€ Hy? (2.17)

Wir sehen sofort, dak die beiden Probleme (2.15) und (2.17) vollstindig dquivalent sind,
dafs die Eigenfunktionen identisch sind und die zugehorigen Eigenwerte iiber p = ﬁ bzw.

A= ﬁ zusammenhéngen. In Analogie zu Lemma 4 erhalten wir
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Lemma 5. Das Figenwertproblem (2.17) hat die folgenden Eigenschaften:

1. A =1 und X\ = oo sind Figenwerte unendlicher Vielfachheit, die zu den Eigenrdumen
Vo bzw. Vi gehdren.

2. Alle anderen Eigenwerte liegen im Intervall |1, D] und gehdren zu Figenfunktionen
aus Vg.

Anmerkung 6. In zwei Dimensionen sind die Konstanten C' und D identisch, wie man
leicht durch die Abbildung © — U definiert durch uy — va, us — vy sehen kann, die die
Operatoren div und (skalarwertiges) rot gerade gegeneinander austauscht. Diese Aquivalenz
von div und rot in zwei Dimensionen bildet auch die Grundlage der spiteren Aquivalenz-
beweise, vor allem in Punkt 2.5.3.

Nach [Mik73| bilden diese Eigenvektoren fiir geniigend glatte Gebiete eine vollstandi-
ge Basis des Hy” in zwei und drei Dimensionen. Eigenwerte von (2.15) sind 1 und oo,
jeweils von unendlicher Vielfachheit, und alle anderen Eigenwerte sind von diesen Extre-
ma getrennt, d.h. liegen im Intervall [Cp, C] mit Cy > 1. Dies bedeutet, dafs in (2.6) eine
kritische Druckfunktion existiert, fiir die Gleichheit gilt, oder anders ausgedriickt, in

div v
L= inf sup AVE9)
qGL%geHéﬁ v|1||q||

konnte der inf-Operator auch durch min ersetzt werden. (Wie im vorigen Punkt bereits
bemerkt, gilt dies ebenfalls fiir max anstelle von sup.) Geniigend glatt bedeutet hierbei im
wesentlichen einen C2-Rand. Wie die Situation bei weniger glatten Réndern beispielsweise
mit Ecken aussieht, dariiber macht Mikhlin keine Aussage. Es stiinde zu vermuten, daf
zumindest fiir ebene konvexe Polygongebiete diese Behauptung ebenfalls zutrifft, da die
Stokes-Gleichungen dann 2-regulér sind [KO76], [Gri78]. Die Abschétzung aus Satz 13 und
die experimentellen Ergebnisse der Gebiete mit Ecken aus Kapitel 6 deuten jedoch eher
darauf hin, daf in diesem Fall die kritische Druckfunktion gerade nicht mehr in L2 liegt und
entsprechend das zugehorige Geschwindigkeitsfeld nicht mehr in H& ? _ Eine abschlieRende
Entscheidung dieser Frage ist deshalb im Moment noch nicht moglich.

2.3.2 Kornsche Ungleichung

Die Theorie der linearen elastischen Gleichungen stiitzt sich in ihren Aussagen auf eine
ahnliche Ungleichung wie (2.8), die erstmals von Korn [Kor06| aufgestellt wurde. Sein
eigener Beweis [Kor(09] ist jedoch zumindest zweifelhaft.

Mit den Definitionen
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kann man die Kornsche Ungleichung schreiben als
D (u) < K-S (u), (2.18)

wobei die Konstante K nur von dem Gebiet 2 und zuséitzlichen Bedingungen, die reine
Rotationen ausschliefien, abhéingt. Bei Nullrandbedingungen (erster Fall) 1aft sich durch
partielle Integration leicht zeigen, daf K = 2 unabhéngig vom Gebiet ist. Fordert man

hingegen
6’ui 6’11,]'
dv = 2.1
/§2(8$j<:>6xi> r=0 (2.19)

(zweiter Fall), wird man sehen, daf zumindest in zwei Dimensionen die Ungleichungen
von Korn (2.18) und Ladyzhenskaya (2.6) dquivalent sind. Auch fiir die Ungleichung von
Korn gibt es wieder verschiedene dquivalente Formulierungen, die sich insbesondere in einer
unterschiedlichen Definition der Bilinearformen D (@) und S (@) und damit der Konstante
K widerspiegeln.
Nach [HK71] entspricht auch (2.18) wieder einem Eigenwertproblem, nimlich
62Ui 62’11,]'

2 = 2.2
( <:>H;) ijax]- (:)H;B:riaxj 0 ( 0)

mit den Randbedingungen

=0 (2.21)
im ersten Fall und
Ou; ou;
2 : I n,; = 2.22
(2 &K) P Sk 7, nj =0 (2.22)

mit dem Normalenvektor 7 am Rand im zweiten Fall. Der Eigenwert x taucht dabei in
natiirlicher Weise als Lagrange-Parameter der Nebenbedingung (2.19) auf. Die beiden Pro-
bleme (2.20) und (2.15) unterscheiden sich abgesehen von einer trivialen Umskalierung nur

in den Randbedingungen, so daf sich in zwei Dimensionen folgende Aquivalenz beweisen
lafst.

Satz 6. Sei i eine nichttriviale Losung von (2.20) mit dem Eigenwert k in einem einfach

zusammenhdngenden Gebiet Q). Dann existiert ein nichttriviales Vektorfeld v, das Losung

von (2.15) zum Eigenwert -2 ist. Das Feld v ergibt sich aus

K—2
6%’ . 6Uj 6’uz 6’11,]' 6’uk
Pa; K <3xi <:>3a7j> +2(1 &k) o, &2(1 k) 6ij 9z, (2.23)

oder mit den entsprechenden Differentialoperatoren geschrieben
Do =k (Di" ©Da) 4+ 2 (1<) Di" <2 (1<k)diva- I,

und der Randbedingung v = 0 (I ist einfach der vektorielle Finheitsoperator). Auch die
umgekehrte Richtung gilt, wobei der Zusammenhang der Figenfunktionen @ und v ebenfalls
durch (2.23) bestimmt ist.
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Beweis. Wir zeigen zunichst die Existenz eines Vektorfeldes mit den geforderten Bezie-
hungen (2.23). Dazu sei

8uk
]8:1%

ou; Ou; ou;
H,, = J : 2(1 ] =2(1
i K(Bxi <:>axj> +2(1 &k) s <2 (1ek)d

aHl'j
oz,

Die direkte Berechnung von vier Ableitungen zeigt fiir jede Eigenfunktion 4 von

(2.18) und ihren Eigenwert &

O0H;; O0H;
1 OHi2

8372 6$1 =0

in 2, was mit dem einfachen Zusammenhang von 2 die Integrabilitit und damit die Exi-
stenz der v; geméls a;,-‘ = H;; sichert. Einsetzen der v; nach (2.23) in die starke Form des

o J
Problems (2.15)

02%‘ . 821)]'
ijax]- N 8:10,8:16]

ergibt nach einigen Umformungen gerade den behaupteten Zusammenhang A\ = %5 und

die Eigenfunktionseigenschaft, falls k # 2. Der Fall K = 2 wird separat behandelt, ist aber
noch einfacher und wird deshalb nicht aufgefiihrt. Er fiihrt zu dem erwarteten Wert A = oo.

Zum Nachweis der Randbedingung v = 0 bilden wir die Tangentialableitung g;’? t; mit
J

der Randtangente ¢ und erhalten nach Einsetzen der Kornschen Randbedingung im zweiten

Fall (2.22) das Ergebnis 2% = 0. Da die v; durch (2.23) ohnehin nur bis auf eine Konstante

bestimmt sind, kann diese Konstante so gew#hlt werden, daf # auf dem Rand verschwindet.

Der Beweis der umgekehrten Richtung verlduft ganz genauso durch Inversion von (2.23).
U

Wie man leicht sieht, entspricht Korns Konstante K dann gerade dem maximalen Ei-

genwert Kpayx und hangt mit der Ladyzhenskaya-Konstanten iiber £ = \/% zusammen.

Anmerkung 7. Auch wenn Korns Ungleichung fiir beliebig viele Dimensionen d > 1
gultig ist (fir d =1 ist sie trivial), kann die Aquivalenz nach Satz 6 nur fir ebene Gebiete
gezeigt werden. Die formale Ubertragung der Beziehung (2.23) fiihrt zu nicht-integrablen
H;j. Generell gibt es keinen Ansatz, der alle ersten Ableitungen der u; linear kombiniert,
um daraus die ersten Ableitungen der v; zu erhalten, also keinen Tensor T, mit

(%i Buk

- T
6$j I 6%‘1’

der die Integrabilititsbedingung erfillt. Man sieht dies durch eine prinzipiell simple, aber
etwas aufwendige Rechnung schon am Beispiel der dreidimensionalen Kugel, wo die Eigen-
funktionen der Probleme (2.15) und (2.20) explizit bestimmt werden kinnen.
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2.3.3 Friedrichssche Ungleichung

Eine weitere verwandte Ungleichung stammt von Friedrichs [Fri37] und schétzt den Real-
und Imaginérteil analytischer Funktionen der komplexen Ebene gegeneinander ab durch

/Q f?dA<T /ﬂ A (2.24)

/QfdA: 0,

wobei [' wieder eine Konstante ist, die die Form des Gebietes charakterisiert. Hierbei ist
w(z) = f + ig der Real- bzw. Imaginérteil einer analytischen Funktion w (z) und die
komplexe Ebene wird iiber z = x+iy mit dem zweidimensionalen Raum identifiziert. Es sei
daran erinnert, daf f und g harmonisch und zueinander konjugiert sind. Eine offensichtlich
dquivalente Formulierung ist deshalb auch

A(%)Zm < r/ﬂ <g—z>2dA (2.25)

fiir alle harmonischen Funktionen A unter der Nebenbedingung

unter der Nebenbedingung

oh
—dA =0. 2.2
/Q -dA =0 (2.26)

Die Ladyzhenskaya-Ungleichung in der Form (2.8) zusammen mit (2.10) laft sich nun
auch so schreiben

|rot @]]> < (C 1) ||div || (2.27)
wobei wieder & € Hy® und damit [, div# = 0.

Satz 7. Die Ungleichungen (2.24) und (2.27) sind dquivalent, insbesondere hdngen die
Konstanten iber C =1+T zusammen.

Beweis. Zunéchst zeigen wir, daf (2.27) aus (2.24) folgt. Dazu bilden wir zu einem belie-
bigen Vektorfeld v die Helmholtz-Zerlegung v = V¢ + rot ¢, so dafs sich dive' = A¢ und
rot ¥ = Ae ergeben. Mogliche Bestimmungsgleichungen fiir (die nicht eindeutigen) ¢ und
¥ lauten dann

A¢p=divy in €, ? =0 auf 09,
n
. oY 0o 0P
2 — i
A%y =0 1in Q, o~ s’ Bt 0 auf 09Q.

Mit dieser Festlegung sind ¢ und ¢ (bis auf eine Konstante) eindeutig bestimmt. Sei
nun V die harmonisch Konjugierte zu At. Damit erhalten wir nach mehrfacher partieller
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Integration und unter Verwendung der Randbedingungen an ¢

[, (rot 7) 2dA = Jorot T Ay dA = [ (‘9”1 <:>8”2) Ay dA =

_<:>fQ (vlamp Sy BM’) dA = <:>fQ (Ulav + vy ‘W) dA = deIVUVdA

Die Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (siehe Anhang B) ergibt

\//Q (rotﬁ)sz\//Q (N/))QdA:/Q(rotU)?dAS \//Q vsz\//Q (div )2 dA

und nach Verwendung der Friedrichs-Ungleichung (2.24) mit f = V und g = A% finden
wir die Behauptung

/ (rot 7)°dA < T / (div 7)* dA.
Q

Q

Zum Beweis der anderen Richtung verwenden wir die Ladyzhenskaya-Ungleichung in
der Fassung (2.9). Danach existiert zu jedem harmonischen f ein Vektorfeld ¢ mit der
Eigenschaft div ' = f, das die Bedingung (2.27) erfiillt. Ganz dhnlich wie zuvor wird nun
in Richtung auf die zu f harmonisch Konjugierte g umgeformt

fo2dA fodIVUdA <:>f9< Ul—i- )dA:

—<:>fﬂ( v S5 v2>dA ngrotvdA

und wieder mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung erhalten wir

\/ /Q f2dA\/ /Q (divd)* dA = /Q fPdA < \/ /Q g2dA\/ /Q (rot #)* dA,

und mit (2.27) kommen wir zu

/szdAg (0@1)/992@4,

also der gewiinschten Behauptung. O

Anmerkung 8. Fine weitere Aquivalenz besteht nun selbstverstindlich auch zwischen der
Ungleichung von Friedrichs (2.24) und der von Korn (2.18). Bei der hier verwendeten
Definition der Konstanten gilt damit der Zusammenhang K = 2 (1 + T'). Der direkte Beweis
(ohne Umweg iber die Ladyzhenskaya-Ungleichung) findet sich in [Hor75] und ist Satz 6
ganz dhnlich.
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Anmerkung 9. Da die Ungleichungen von Friedrichs und Ladyzhenskaya dquivalent sind,
missen fiir die kritischen Funktionen, bei denen die maximalen Konstanten auftreten, alle
verwendeten Abschdtzungen scharf sein. Daraus ergibt sich die interessante Konsequenz,
dap fiir ein kritisches Feld © mit |07 = C ||divd||* die Funktionen div@ und rot¥ gerade
harmonisch konjugiert zueinander sind.

2.3.4 Mehrfacher Zusammenhang

Die vorigen Aquivalenzen gelten immer nur fiir einfachen Zusammenhang des Gebietes.
Uber mehrfach zusammenhingende Gebieten wird hier keine Aussage gemacht, an Bei-
spiel 6.1.3 speziell wird aber deutlich werden, daf die Aquivalenz dann wohl nicht mehr
gilt. Speziell fiir die Ladyzhenskaya-Ungleichung kann man jedoch leicht zeigen, dafs die
Konstante nicht grofer sein kann als die Konstante fiir ein Gebiet ¢ C 2, bei dem der
mehrfache Zusammenhang des Gebietes 2 durch entsprechende Schnitte (eine Nullmenge)
aufgehoben wurde, und dies sogar unabhingig von der Dimension. Am einfachsten 1aft
sich das an der Fassung (2.9) erkennen. Die Rdume L2 fiir die beiden Gebiete Q und Qg
sind offensichtlich identisch (bzw. die Einschrinkung der L3 -Funktionen von € auf ).
Durch die Aufhebung der Nullrandbedingung am Schnitt beim Ubergang von Qg zu Q ist
allerdings der Raum Hy? (Q)? echt grofer als der Raum Hy? (Q9)? bzw. gilt umgekehrt

Hy” ()" ¢ Hy” (2)%,

wieder im Sinne der auf €2 eingeschrinkten Funktionen.

Damit ist die Einschrinkung jedes p € L2 (Q) auf Qq ein zuléssiges plo, = po 61[2% (Qog
gleicher Norm |[|p[|g = [|pol|q,- Daher existiert fiir diese pp nach (2.9) ein vy € Hy™ ()
mit |vo|? < Cp ||poll’, das sich auf der Nullmenge des Schnittes wegen der Nullrandbe-

dingung stetig durch Null fortsetzen lafst, so daf v|g, = vp und dabei mit gleicher Norm
0], o = [voly g, in Hy? ()¢ bleibt. Daher gilt

2 2
[oly < Clipl

mit derselben Konstanten C' = Cj wie im aufgeschnittenen Gebiet y. Wegen £2 = %
haben wir damit folgenden Satz bewiesen.

Satz 8. Die Ladyzhenskaya-Konstante L eines mehrfachen zusammenhdngenden Gebietes

Q st nicht kleiner als die Konstante Ly des zu einfachem Zusammenhang aufgeschnittenen
Gebietes Q.

Anmerkung 10. Allerdings ist hierbei nicht ausgeschlossen, daf$ fir das mehrfach zu-
sammenhdngende Gebiet mdglicherweise eine deutlich bessere Konstante C < Cy existiert,
was sich tatsdchlich beispielsweise bei einem schmalen Ring in einem Faktor 2 dufert, d. h.

CO ~ 2C.

Anmerkung 11. Das Gebiet €y mufS selbstverstindlich immer noch zusammenhdngend
sein. Es ist offensichtlich, daf$ ein zerfallendes Gebiet prinzipiell keine Ladyzhenskaya-
Ungleichung erfillen kann.
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2.4 Analytische Beweise

In diesem Abschnitt finden sich Beweise fiir die jeweiligen Ungleichungen, die einfach genug
sind, um die Entwicklung der Konstanten zu verfolgen, und dadurch gestatten, aus der
Form des Gebietes Schranken fiir die Konstanten zu berechnen.

2.4.1 Kornsche Ungleichung

Die erste Untersuchung von (2.18) stammt von Korn selbst [Kor06|, [Kor08|, [Kor09], ist
aber sehr lang und kompliziert und zumindest zweifelhaft. Der erste brauchbare Beweis
stammt von Friedrichs [Frid7]|, spiter kamen einige weitere hinzu, z. B. von Payne und
Weinberger [PW61], Fichera [Fic72|, Duvaut und Lions [DL76] oder Nitsche [Nit81].

Ein Beweis, der eine sinnvolle Abschitzung der Konstanten in Abhéngigkeit von Para-
metern des Gebietes gestattet, stammt von Oleinik [Ole91| und ist hier nur kurz skizziert.
Fiir die Details sei auf die Literatur verwiesen.

Satz 9. Sei Q sternformig beziiglich einer Kugel Q1 mit Radius Ry und habe selbst den
Durchmesser R. Weiterhin sei der Abstand zwischen Q1 und 0X2 mindestens . Unter der

Nebenbedingung
Bui an
dr =0 2.28

des zweiten Falles gilt dann Korns Ungleichung (2.18) mit den Konstanten

D (@) < Ci (R%)d(Hf—;)S(ﬁ) d> 3,
D) <C(£) m2E+H)s@ =2,

wobei Cy bzw. Cy nicht vom Gebiet 2 abhdngen.

Offensichtlich geniigt es, Satz 9 fiir glatte Funktionen wu; zu beweisen. Auferdem kann
ohne Einschrinkung R; = 1 gewihlt werden, da Korns Ungleichung unabhéngig vom Maf-
stab ist. Der Beweis besteht nun aus mehreren Schritten. Wir beschrénken uns hier auf den
Fall d = 2, da fiir d > 3 keine Aquivalenz zur eigentlich interessierenden Ladyzhenskaya-
Ungleichung besteht.

Lemma 10. Seien die Voraussetzungen von Satz 9 mit Ausnahme der Nebenbedingung
(2.28) erfillt. Dann gilt (d = 2)

D (@) < Cy <§>2ln%5(ﬁ) e (R%)zD(ﬁ, o) (2.29)

mat von ) unabhdingigen Konstanten Cs und Cy. Hierbei ist

N\ 2
D= [ ()
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nur tiber Q1 zu integrieren.

Beweisskizze. Zunichst fithren wir die Notation
6’ui i 6’uj
Bx]- sz

sij (U4) =

fiir die symmetrische Ableitung von « ein und legen den Ursprung des Koordinatensystems
in den Mittelpunkt der Kugel Q. Aufkerdem wird der interessante Anteil von u abgespalten
durch W = 4w, W = @ auf dem Rand 02, Aw = 0. Der Anteil ¥ entspricht dann dem ersten
Fall mit der Nebenbedingung (2.21) und kann deshalb leicht durch eine kleine Konstante
(d. h. 2) abgeschétzt werden. Der weitere Fortgang stiitzt sich auf die Identitét

A% 1/ 0 0 0
= |5 (V) + z—5;5 (V) &z—s (V 2.30
8xj6xk 2 (a.’L‘jSk( )+a$k8]( ) Bxis]k( )> ( )
fiir beliebige zweimal differenzierbare Vektorfunktionen V;. Diese Identitdt wird nun ge-
schickt entlang eines Strahls ausgehend vom Ursprung O zu einem Punkt P des Gebiets-
randes integriert, wobei von der elementaren Ungleichung

/af2(t)tdt§0
0

a ?ﬂT" 1
/ (t(:)a)2t|f'|2dt+a2ln3a/ t|f’|2dt+a2/ tf2(t)dt
a 0 0

(fiir @ > 1) Gebrauch gemacht wird. Die entstehende Ungleichung fiir das Strahlintegral
wird nun {iber alle Winkel integriert, so dafs das gesamte Gebiet (2 abgedeckt wird, und
wir erhalten die Behauptung (2.29). O

Der Beweis von Satz 9 schreitet voran mit einem weiteren Zwischenschritt gemaf

Lemma 11. Seien wieder die Voraussetzungen von Satz 9 mit Ausnahme der Nebenbedin-
gung (2.28) erfillt. Dann ezistiert eine schiefsymmetrische Matriz A, so daf (d = 2)

2 2
D (il A7) < Cs (£> <1nﬁ + &> S (@),

wobei Cy wieder unabhdngig von ) ist.

Beweisskizze. Dieses Lemma schétzt hauptséchlich den Anteil D (4 < A%, Q1) ab. Hierzu
wird erneut die Identitét (2.30) verwendet und zur Anwendung der Poincaré-Ungleichung

die Matrix der Mittelwerte

~ ow;
ai]- =

dx

Q1 (91']-

fiir den interessanten Anteil @ wie zuvor definiert. Einige weitere Umformungen betreffen
die Abschitzung von S (@ < AZ) durch S (@). Die gesuchte Matrix A schlieflich ist gerade
der schiefsymmetrische Anteil von A, d. h. A = (A <A”). O]
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Beweis von Satz 9. Jetzt kommt auch die Nebenbedingung (2.28) ins Spiel. Es ist

du;
D (i <A%) = D (@) + D (AT) <2 / a5t .
o = Oz;
Da A schiefsymmetrisch ist und die Nebenbedingung (2.28) gilt, verschwindet der letzte
Term und es ist D (¥) < D (4 < Az). Die Anwendung von Lemma 11 vervollstindigt den
Beweis. O

R\’(. 3R R? R\? R
K < mo ) <40, [ 22) 1 = 92.31
C’2<R1> (HR1+ >_ C’2<R1> H<36R1> (2.31)

wobei fiir die hintere Abschitzung R; temporir um die Halfte verkleinert wurde, um da-
durch v > R, abschitzen zu kénnen. Eine etwas miihsame Berechnung aller auftretenden
Konstanten ergibt Cs < 32. Im Vergleich mit exakt bekannten Konstanten stellt sich her-
aus, daf (2.31) — zumindest ohne den logarithmischen Term — die richtige Ordnung fiir
manche Gebiete angibt, beispielsweise fiir Ellipsen oder im 3D-Fall auch fiir Ellipsoide. Die
Konstante 4C5 liegt jedoch erheblich zu hoch und die Abschétzung (2.31) ist dadurch nicht
sehr scharf. Immerhin ist deutlich zu sehen, daf fiir Gebiete mit grofem Verhaltms die
Konstante K beliebig grof werden konnte, was in [Ole91] fiir flache Gebiete (Schalen) auch
gezeigt wird.

Ein weiteres wichtiges Ergebnis stammt von Dafermos [Daf68| und behandelt Korns
Konstante fiir die Vereinigung zweier Gebiete. Zusammen mit Satz 9 erhalten wir die Exi-
stenz der Konstante und die Richtigkeit der Ungleichung fiir allgemeine Gebiete mit der
Kegelbedingung oder Gebiete mit Lipschitzrand, die sich bekanntlich durch Vereinigung
von sternférmigen Gebieten zusammensetzen lassen. Der folgende Satz verschirft das Re-
sultat von Dafermos etwas, maximal um einen Faktor %

Es gilt also

Satz 12. Sei Q = Qy Uy die Vereinigung zweier Teilgebiete mit nichtleerer Schnittmenge
Q, = Q1 N Qy. In jedem der Teilgebiete gelte Korns Ungleichung mit den Konstanten K,
bzw. Ky. Dann gilt Korns Ungleichung auch fir ganz @ und mit der Abkiirzung

K= L ( K )
s = T 1+ 2)
|2

lautet eine obere Schranke fiir die Konstante
K S min{Kl + |Ql| Ks; K2 + |QQ| Ks};

wobei ||, |Qa| und |Qg| jeweils fir die Volumina der Gebiete stehen.

Beweis. Der passende Funktionenraum fiir Korns Ungleichung im zweiten Fall mit der
Nebenbedingung (2.22) ist

0v; 31}-
_ — 12 ? J _
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Sei nun @ € Hg (). Wir bilden damit
1 du; Odu;
w“ - 2‘Ql| fﬂl (BZ] <:>3.’EJZ> dx’
ﬂi = wijxj ,
V; = U; SU; -
Damit erhalten wir sofort Sq (¥) = Sgq (@), und da @ € Hg () und aukerdem ZJ%
J
konstant und schiefsymmetrisch ist,

Dq (V) = Dq (u )—i—DQ( ) > Dq (@)

mit der Notation Sq () und Dg (+) aus Punkt 2.3.2. Nach Konstruktion ist 7 € Hg (1)
und folglich gilt

Dg, (V) < K1Sq, (V) < K;Sq (4).
Wir fahren fort mit der Bildung von

- 1 8’0,‘ 8'Uj
Wi = ] Ja, (axj (:)3331-) dz,
ﬁi = wijxj,

und schlieflen damit einerseits

ng (17<:>
und andererseits - -
D92(17<:> v ) = DQz (17) @Dgz( v )
Wiederum ist nach Konstruktion 7 % € H i (€2) und daher mit Korns Ungleichung

Do, (7 57) < K2S0,(7 7)) < K., (7).
Damit haben wir

= - =
DQz (U) < K35q (u) + DQZ( v )v

und wenn wir beriicksichtigen, dafs ? linear ist, ergibt sich

<\ Q] e
DQz (U) = |QS|DQS(1})

Mit der Cauchy-Ungleichung (optimales e bereits eingesetzt) und den bisherigen Er-
gebnissen kénnen wir weiter abschéitzen

Do, (‘?) ¢ Do, (7) < (1 + /5 <:>c> Da, (7) + (1 + ) Do, (7=
— %
< (1+/% 5c) Do, (0) + (1+ /5) Do, (76 7) <

< ((\/E—l— V) <:>c) S (1)

7)<
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mit einer beliebigen Zahl ¢ < 1 + ,/%. Insbesondere ist || < |Q2] und damit ¢ = 132}

zuléssig.
Alles zusammengefaft erhalten wir dann

Dq () < Dq (V) = Da, () + D, (V) <Dq, (0) <
< (Ki+ Ko+ 13 (VR + V) {3 K1) ) Sa (@) <
< (Ko + 22 (VR +VE)') Sa (@),

und ganz genauso selbstverstindlich mit den Rollen von €2; und 5 vertauscht. O

2.4.2 Friedrichssche Ungleichung

Die Ungleichung von Friedrichs (2.24) wurde von ihm selbst in [Fri37] fiir Gebiete mit stiick-
weisem C'-Rand und einer endlichen Zahl von Ecken bewiesen, wobei die Innenwinkel der
Ecken nach unten beschriankt sein miissen. Der Beweis ist allerdings etwas uniibersichtlich
— nicht zuletzt durch die komplexe Notation —, insbesondere bei Gebieten mit Ecken kann
die Entwicklung der Konstanten wiederum kaum verfolgt werden. Allerdings zeigt er fiir
eine Ecke durch explizite Konstruktion einer Funktionenfolge eine untere Schranke fiir I,
die der Einfachheit halber hier fiir ein “Tortenstiick” mit Radius 1 und Innenwinkel o wie
in Abbildung 2.1 wiedergegeben wird.

Abbildung 2.1: Tortengebiet mit Innenwinkel «

Satz 13. Fiir das Tortengebiet mit Innenwinkel o gilt die Schranke

1
S + M
—1eM

(2.32)

mit der Abkiirzung M = lsinal

«
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Beweis. Sei zunichst oo < 7. Wir verwenden in Polarkoordinaten (r, ¢) die Funktionenfolge
fir0<n<1

hy = /27" cos (6 (7 =1)) (2.33)

mit den harmonisch Konjugierten

hy = /2m " sin (6 (1 51))

Eine elementare Integration iiber das Tortengebiet ergibt

1 1

Il = 3 (ot posinta o),
1 1

Il = 5 (e epmsm@nen).,

mit dem Verhéltnis (6 = a (1 <))

v _ Ihl® _ B+sing
" by )? Besing

und dem Grenzwert
1+ M
[y=1lml, =——.

TS T T 1eM
Obwohl die Grenzfunktion hy gerade nicht mehr in L? ist, gibt es doch fiir jedes € > 0
ein n > 0 mit h, € L?, so daf '), > Ty <€ und insgesamt I' > Ty. Fiir 7 < a < 27
vertauschen sich gerade die Rollen von A, und hy. Damit ist die Behauptung bewiesen. [

Die Konstruktion (2.33) zeigt, daf fiir n — 0 der Beitrag zu ||k, || aufierhalb eines kleinen
Bereiches um den Ursprung vernachlissigbar ist. Bei einem beliebig geformten Gebiet mit
der Kegeleigenschaft kann deshalb jede Ecke separat als Tortengebiet betrachtet werden
und der Beitrag durch den Rest des Gebietes fiir hinreichend kleines n abgeschétzt werden.
Damit gilt Satz 13 fiir alle Gebiete mit Ecken und minimalem Innenwinkel «.

Fiir sternformige Gebiete kann ein etwas einfacherer Beweis [HP83] angegeben werden,
der es gestattet, aus der Gebietsform eine obere Schranke fiir I abzuleiten, die fiir zahlreiche
interessante Gebiete fast scharf ist. Im Unterschied zu der Normalisierungsbedingung (2.26)
verwenden wir hier allerdings

h(0,0) =0, (2.34)

denn

IR]* < lIh<h (0,0)]

fiir jedes h mit der Eigenschaft fﬂhd:p = 0. Die gesuchte Konstante I' ist damit nicht
grofer als die Konstante T, die wir mit unserer Nebenbedingung (2.34) bestimmen.
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Es sei nun €2 sternférmig beziiglich eines Kreises mit Radius rx um den Ursprung. Der
Rand 0f2 werde in Polarkoordinaten dargestellt durch eine Radiusfunktion {iber den Winkel
r = f(¢). Da die Friedrichs-Ungleichung unabhéngig vom Mafstab ist, kann der Radius
von 2 ohne Einschrénkung zu 1 skaliert werden, so daf gilt rx < f (¢) < 1. Weiterhin seien
h und h* harmonisch Konjugierte und h erfiille (2.34). Mit den Definitionen H = h? <h*?
und G = 2hh* gilt

G (0,0) =0, H(0,0) <O0. (2.35)

In Polarkoordinaten haben wir folglich

_[TOH(pd),  [T13G ()
H(r,qs)@H(o,qs)—/o 5 d”‘/op s,

und mit (2.35)

190G (p,
o< [ 22200,

Integration iiber 2 liefert

H (r,¢) ” “‘”;( 190G (p, ) )
sz(as)dxé// 7 /op “ag ) rrde

2( oG
_ /f2f2<:>p ;Z,aﬁ)pdpdgb

G (r, ¢) dz,

<

(mit dz = rdrd@) nach partieller Integration und Wegfall der Randterme, da r = f (¢).
Nach Definition von H und G schliefen wir weiter

h* Q (9)| Al |h*]
z < /Q 7 (¢)dx+2/9f2—w)dx, (2.36)
wobei
()

gesetzt wurde. Die Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung auf (2.36) ist direkt mog-
lich, da f (¢) nach oben und unten beschriankt ist. Wir erhalten somit

142
/h2 dz < M/h”dw,
Q Q

TK

worin wir Q2 =3

Damit haben wir folgenden Satz bewiesen.
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Satz 14. Sei Q) sternformig beziiglich eines Kreises um den Ursprung mit Radius rg. Das
Gebiet Q2 habe den Radius R. Dann gilt fiir die Konstante der Friedrichsschen Ungleichung

(2.24) die Abschdtzung
2
<2 <@ @1) :

Tk

Die genauere Abschitzung aus [HP83| verwendet bei der Anwendung der Cauchy-
Ungleichung auf (2.36) winkelabhéingige e-Faktoren und kann auf diese Weise etwas schér-
fere Schranken angeben. Sie kommt am Ende — abgesehen von einigen Schreibfehlern — auf
das Ergebnis

2
2 R? r2 R?
I S (\/ 1+ Q?nax + Qmax) S 7’_2 (1 + 1 <:>E> S 4_27 (237)

K i7e

oder mit dem Parameter p aus Abbildung 2.2

2

r r2
I' < max (— +14/= <:>1) . (2.38)
p p

P 2

Abbildung 2.2: Geometrische Bedeutung des Parameters p

Zwischen den Grofen @, r und p besteht der Zusammenhang
r? &p?

2 _
Q_ p2

2.4.3 Ladyzhenskaya-Ungleichung fiir Ellipsen und Ellipsoide

Eine Moglichkeit, die Giiltigkeit von (2.6) direkt nachzuweisen, ist die exakte Losung des
Problems (2.15). Wie stets bei exakten Losungen ist dies allerdings nur in ganz speziellen
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Féllen moglich. Tatséchlich ist es bislang lediglich fiir den Kreis und die Kugel gelungen. Die
Eigenwerte und Eigenfunktionen von (2.15) sind schon seit iiber hundert Jahren bekannt
[CC98| und in [Vel90| erneut zusammengefafkt. Sie lauten fiir einen Radius von 1 in drei
Dimensionen

7, (z) = (1e|@]?) VP, (2), (2.39)
A = 2+%, (2.40)

wobei P, (Z) die harmonischen Polynome n-ten Grades sind (n € N), von denen es jeweils
2n + 1 linear unabhéngige gibt. Die Funktionen im ebenen Fall sehen formal identisch aus,
die Eigenwerte A, = 2 sind alle identisch, und die P, (Z) sind die ebenen harmonischen
Polynome n-ten Grades, von denen es jeweils zwei linear unabhéngige gibt. Bekanntlich
stellen die harmonischen Polynome eine vollstindige Orthonormalbasis des Raumes der
quadratintegrablen harmonischen Funktionen iiber der Einheitskugel dar. Folglich bilden
die Eigenfunktionen (2.39) eine vollstéindige Basis fiir den Raum Vj aus Abschnitt 2.2.
Somit ldfst sich jede Funktion aus V3 in die Eigenfunktionen (2.39) entwickeln und die
Konstante C' aus Ungleichung (2.15) erhalten wir mit dem Rayleigh-Quotienten zu

bk 3 in 3D
C = =)\ = . 2.41
SeH dival® 2 in2D ’ (2.41)

und genauso fiir die Konstante D aus (2.17)

{2 in 3D

o 1
D =su = lim {1+ = . .
17618 |rot 7]|>  n—oo Ap &1 2 in2D

Die Verallgemeinerung auf Ellipsen bzw. Ellipsoide benutzt ebenfalls die harmonischen
Polynome P, (%), die wieder jeweils Druckeigenfunktionen sind. Lediglich die Geschwindig-
keitseigenfunktionen lassen sich nicht so einfach wie in (2.39) angeben, sondern setzen sich
aus dem Faktor f = 1 <|Z|” fiir die Nullrandbedingung und einem passenden Polynom zu-
sammen. Die Rechnung ist wiederum etwas technisch, aber nicht sonderlich anspruchsvoll
und fiihrt beispielsweise bei einer Ellipse mit den Radien a und b zu den Eigenfunktionen
und Eigenwerten niedrigster Ordnung (wobei bei p und u Normierungsfaktoren weggelassen
wurden)
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‘ P ‘ u A
1 a2 +b2
xXr f ( 0 > b2
0 a2 +b?
Yy f ( 1 > a?
—z
2 9 a2 352 (a2+3b2)(3a2+b2)
"=y f ( y ) 8a2b?
3a24b2
Yy
3a2+b2 (a2+3b2)(3a2+b2)
Ty f ( z ) 3a%+2a2b%+3b%
a?+43b2
0.47b472(3az+b2)alc2+2(c12+3b2)y2 R
3 9 T TR (a +b2)(a4+6a2b2+b4)
x?<3zry” | f ( a +GZ$Z +b ) 52 (5a3 1 24262 1 %)
ri—bQ
= Y
9 3 a?+b2 (a2+b2)(a4+6a2b2+b4)
3e7y =y° | f a*—b*~2(3a%+b%)2?+2(a®+3b% )y a2(a%+2a2b2+5b%)
a%16a2b21bt

Damit finden wir die Ladyzhenskaya-Konstante fiir die Ellipse zu

a?

ﬁElli se —
P a? + b2

29

(2.42)

fiir a < b. Dasselbe Ergebnis erhalten wir aus der Abschitzung der Friedrichs-Ungleichung
nach (2.38), woraus wir entnehmen kénnen, daf in diesem Fall die Abschitzung scharf ist.
Des weiteren konnen wir daraus schliefen, dak es keine allgemeingiiltige untere Schranke
fiir £ gibt, denn fiir jedes € > 0 gibt es ein elliptisches Gebiet mit den Halbachsen € und

1, so dals Lg, < e.

Eine ganz dhnliche Konstruktion fiihrt im rdumlichen Fall zu den analogen Eigenfunk-
tionen und Eigenwerten niedrigster Ordnung

lp| v [ A
1
a?b%24+b%c%+c2%a’
z | f \0 R —
0
0
a2b24b2c24c2a?
y|f \ 1 et
0
0
a2b24b2c24c2q2
z f 0 22b2
1
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und damit fiir a < b < ¢ zu der Konstanten

a2b?
Lilipsoid = \/ (2.43)

a2b? + b2¢c? + c2a?’

Auch in drei Dimensionen gibt es also wieder Gebiete mit beliebig kleiner Ladyzhenskaya-
Konstante.

2.4.4 Ladyzhenskaya-Konstante im periodischen Kanal

Auch fiir Rechtecke ist es moglich, eine exakte Losung wie im vorigen Punkt 2.4.3 anzuge-
ben, allerdings lediglich fiir andere Randbedingungen als den bisher verwendeten homoge-
nen Dirichletrand.

Hierzu definieren wir periodische Randbedingungen an den beiden vertikalen Réndern
x = £l aus Zeichnung 2.3. Der passende Sobolev-Raum hierzu lautet

Hyor = {a e HY2 (Q) |5 =0beiy=+h, 7(<l,y)=7(,y) Yy € [<h, h]} L (2.44)

Ay

Abbildung 2.3: Rechteckiger Kanal

Es stellt sich heraus [Gou94|, daf die Velte-Zerlegung aus Abschnitt 2.2 auch bei die-
sen Randbedingungen Giiltigkeit besitzt, und daf die Eigenfunktionen aus (2.15) explizit
angegeben werden konnen. Eine vollstindige Orthogonalbasis fiir die quadratintegrablen
harmonischen Funktionen bildet die Familie

€ = Y,

e;¢ = sinh (ny)cos (nz),
e;’ = sinh (ny)sin (nc), (2.45)
eCC

cs _
e;> = cosh

- = cosh (ny) cos (nz),
(ny)
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Zur Vereinfachung der Notation setzen wir nun ohne Einschrinkung [ = 7. Die zugeho-
rigen Eigenfunktionen aus Hp, bzw. dem interessanten Anteil H dieses Raumes ergeben
sich durch eine einfache Rechnung zu

o 0
0 h? &2

<:>y sinh (nh) cosh (ny) + hcosh (nh) sinh (n
(y cosh nh smh (ny) <hsinh (nh) cosh (ny

Qﬁ

),
).

)>,

o).

y sinh (nh) cosh (ny) <h cosh (nh) sinh (ny
(y cosh nh sinh (ny) <hsinh (nh) cosh (ny

e ( &y cosh (nh) sinh (ny) + hsinh (nh) cosh (n

— —
T — ~—
[«

2}
=

[92]
NN

S 3
8

~—

T
sin (n
os (nz

=

)
)

S

o~
N

(ysinh nh cosh (ny) <h cosh (nh) sinh (ny

ycosh (nh)sinh (ny) <hsinh (nh) cosh (ny
(y sinh (nh) cosh (ny) <h cosh (nh) sinh (ny

(0]

~_ —
~ ~— ~~—
wn

n o
-
=

n

mit den Eigenwerten

2nh -
= = o (14—
" " ( T b (2nh)> ’

2nh !
S ] § P L.
" " ( < inh (2nh)> ’

jeweils fiir die Funktionen ¢3¢ und ¢%° bzw. ¢ und o7°.
Die Ladyzhenskaya-Konstante fiir das Rechteckgebiet (wieder mit den urspriinglichen
Bedeutungen von h und [) ist dann einfach der grofte Eigenwert, also

2

2mh
lmnh(z"h)

C =

Fiir langgestreckte Kanéle, d.h. h < [ kann dies mit einer einfachen Reihenentwicklung
des Sinus hyperbolicus grob abgeschitzt werden zu

5 3 (1)’
C“’FLF(E)’

also auch beim Rechteck und diesen Randbedingungen C' — oo fiir % — 0.
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Kapitel 3

Diskretes Problem

Aufier den genannten Spezialfillen aus den vorangegangenen Punkten 2.4.3 und 2.4.4 ist es
in der Regel nicht moglich, die Losung der Stokes-Gleichungen (1.1) in geschlossener Form
exakt anzugeben. Wie bei anderen Differentialgleichungen beschrinkt man sich deshalb
darauf, den Verlauf der Losung ndherungsweise zu ermitteln. Fiir diese Diskretisierung
stehen verschiedene Verfahren zur Auswahl, die je nach Problem, Gebiet, verwendeter
Computertechnologie und gewiinschter Genauigkeit unterschiedlich geeignet sind. Bei den
betrachteten elliptischen Differentialgleichungssystemen sind dies im wesentlichen Finite
Differenzen, Finite Elemente und Finite Volumen sowie spektrale Verfahren. Alle fiihren
nach der Diskretisierung der Stokes-Gleichungen auf ein lineares Gleichungssystem, das
mit Algorithmen der numerischen linearen Algebra gelost werden kann. Die konkrete Im-
plementierung diverser Losungsalgorithmen ist in Anhang A.4 detailliert beschrieben.

Wir werden uns hier auf Finite-Elemente-Verfahren zur Diskretisierung beschrinken.
Dies liegt vor allem daran, daf die mathematische Theorie hierfiir am weitesten entwickelt
ist. Sie ist der Theorie der Variationsgleichungen sehr dhnlich und zahlreiche funktional-
analytische Ergebnisse des kontinuierlichen Problems kénnen deshalb im Kern unverin-
dert iibernommen werden. Tatséchlich kann man zeigen, daf gewisse Finite-Differenzen-
und Finite-Volumen-Formulierungen &quivalent zu entsprechenden Finite-Elemente-Dis-
kretisierungen sind, so dak die gefundenen Resultate in gewissem Umfang iibertragbar
sind.

Weiterhin schrinken wir die zu diskretisierenden Differentialgleichungen auf die Stokes-
Gleichungen (1.1) in den primitiven Variablen v und p ein. Eine Diskretisierung mit Strom-
funktion ¥ und Wirbelstirke w oder anderen Potentialen und Ableitungen der Geschwin-
digkeiten ist zwar in vielen Féllen moglich und in manchen auch sinnvoll, verursacht aber
wieder andere Probleme als die hier zur Diskussion stehenden (z. B. bei der Behandlung
der Randbedingungen) und bleibt in dieser Arbeit deshalb unberiicksichtigt. Auferdem ist
die Formulierung in primitiven Variablen vom physikalischen Standpunkt her am anschau-
lichsten, da direkt mefshbare physikalische Groften rechnerisch bestimmt werden.

33
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3.1 Finite Elemente

Diskrete Finite-Elemente-Riume konnen auf die unterschiedlichste Art und Weise kon-
struiert werden. Insbesondere wenn Singularititen bekannten Typs auftreten, ist es auch
moglich, speziell fiir diese Singularititen Elemente anzugeben, die trotz singuldrer Losung
sehr gute Konvergenz gegen die kontinuierliche Lésung garantieren.

Im allgemeinen werden Finite Elemente jedoch einfach als stiickweise polynomiale Funk-
tionen angesetzt. Generell bieten Elemente hoher Ordnung nur Vorteile bei hinreichend
glatten Losungen. Je nach Differentialgleichung miissen die Funktionen unterschiedliche
globale Stetigkeitsforderungen erfiillen, um {iberhaupt Konvergenz gegen die kontinuierli-
che Losung zu erlauben oder bei konformen Elementen gar im kontinuierlichen Suchraum
zu liegen. Fiir Differentialgleichungen zweiter Ordnung, wie die Poisson-Gleichung oder
die Geschwindigkeiten im Stokes-Problem, ist fiir konforme Elemente lediglich Stetigkeit
erforderlich, bei vierter Ordnung wie beispielsweise der biharmonischen Gleichung wird so-
gar ein stetig differenzierbarer Anschlufs an den Elementgrenzen benotigt. Nichtkonforme
Elemente besitzen weniger globale Glattheit, allerdings sind dann zusétzliche Konsistenz-
bedingungen zu erfiillen, wie beispielsweise bei dem bekannten Crouzeix-Raviart-Element
die Stetigkeit der Elemente zumindest an den Kantenmitten.

Bei der Konstruktion einer geeigneten Basis fiir die gewiinschten Elemente ist es un-
erlaflich, daf die gewdhlten Knoten die Funktion eindeutig bestimmen, also unisolvent
sind. Ein rechentechnischer Gesichtspunkt ist die Grofe des Trigers der einzelnen Basis-
funktionen. Bei der Diskretisierung bzw. der Berechnung der Eintrige der Steifigkeits- und
Massenmatrix verschwinden alle Eintrage, die zu Spalten- und Zeilenfunktionen mit dis-
junktem Trager gehoren. Deshalb ist es sinnvoll, dafiir zu sorgen, daf der Triger jeder
Basisfunktion moglichst klein bleibt, damit die entstehenden Matrizen diinn besetzt und
mit geeigneten Algorithmen schnell zu l6sen sind. In Spezialfillen (beispielsweise auf einem
Rechteck) ist es allerdings manchmal auch moglich, direkt eine Orthogonalbasis anzuge-
ben, so dafs die Steifigkeitsmatrix diagonal und folglich trivial zu l6sen ist. Ansonsten sind
moglichst lokale Basisfunktionen zu wéhlen.

Wir beschranken uns bei der folgenden Vorstellung der wichtigsten Finiten Elemente
auf Dreieckselemente. Diese besitzen aber zumeist eine offensichtliche Verallgemeinerung
auf Rechteckelemente und in drei Dimensionen auf Tetraeder- und Quaderelemente. Zur
besseren Randapproximation werden gelegentlich auch isoparametrische Elemente verwen-
det, die beispielsweise durch quadratische Abbildungen aus den entsprechenden Standard-
elementen hervorgehen. Der Aufwand bei der Aufstellung der Systemmatrix wird dabei
jedoch deutlich erhoht und lohnt sich nur bei Elementen hoher Ordnung.

Untersucht wurden im Laufe der Arbeit die stabilen Elemente Mini=P;Mini;, P{Ps,
P;Miniy, PoMiniy, P;P3, PoP3, Crouzeix-Raviart, P1P; x 2 (einmal verfeinerte Geschwin-
digkeitstriangulierung), P1P; x 3, P;Miniz und P;Miniz sowie zum Test der kiinstlichen
Stabilisierung aus Abschnitt 3.3 das von Haus aus nicht stabile P;P;-Element.
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3.1.1 Unstetige Elemente

Elemente ohne jede Stetigkeitsforderung werden in der Regel mit einem auf einzelne Drei-
ecke beschriankten Tréger konstruiert. Sie benutzen vollsténdige Polynome und geeignet
viele Stiitzstellen innerhalb des Dreiecks, wobei lediglich zu beachten ist, daf diese Stiitz-
stellen das Polynom eindeutig bestimmen. Beispielsweise diirfen fiir lineare Polynome die
drei Stiitzpunkte nicht kollinear sein. Das einfachste Element ist stiickweise konstant, ho-
here Ordnungen kénnen ebenfalls ganz einfach erstellt werden wie in Abbildung 3.1 darge-
stellt. Sehr vorteilhaft ist bei diesen Elementen, daf die Basisfunktionen zweier Dreiecke
disjunkte Tréger haben. Die Massenmatrix ist deshalb (block-)diagonal und folglich trivial
invertierbar. Allerdings eignen sie sich wegen fehlender Stetigkeitseigenschaften beispiels-
weise nicht fiir den Hauptteil elliptischer Systeme.

Bei Viereckselementen kénnen entweder bilineare (biquadratische, ...) Funktionen an-
gesetzt werden oder auch dieselben vollstindigen Polynome wie bei Dreiecken. Letztere
werden zweckméfig iiber Funktionswert und Ableitungen am Mittelpunkt bestimmt.

Abbildung 3.1: Unstetige polynomiale Elemente mit Lagrange-Knoten (Funktionsauswer-
tung)

3.1.2 (CY-Elemente

Stetige Elemente sind sehr leicht zu konstruieren. Die bekanntesten Vertreter sind die
zweidimensionalen Verallgemeinerungen der Lagrange-Splines und bestehen aus vollstén-
digen Polynomen n-ten Grades auf jedem Dreieck. Durch die Vorgabe der Werte an den
in Abbildung 3.2 gezeigten Knotenpunkten sind die Funktionen auf jedem Dreieck eindeu-
tig bestimmt, die Lage der Knoten auf den Ecken und Kanten sorgt automatisch fiir die
notwendige Stetigkeit {iber Dreiecksgrenzen hinweg. Ab dem kubischen Element entstehen
innere Knoten, die mittels statischer Kondensation eliminiert werden konnen, da die Triager
aller zugehorigen Basisfunktionen disjunkt sind.

Eine andere Moglichkeit ergibt sich aus der Verallgemeinerung der Hermite-Splines. Sie
bestehen aus denselben Funktionen, verwenden allerdings andere Knoten, ndmlich einige
Funktionswerte und einige Werte von Ableitungen der Funktion, wie in Abbildung 3.3 zu
sehen. Das kubische Hermite-Elemente nutzt Funktionswerte (x) und die beiden ersten
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Abbildung 3.2: Lagrange-Elemente mit linearen, quadratischen und kubischen Polynomen

Ableitungen an den Ecken (®). Das Element vierter Ordnung verwendet zusétzlich die
Funktionswerte auf den Kantenmitten und das Element fiinfter Ordnung schlieflich die
Funktionswerte und alle ersten und zweiten Ableitungen an den Ecken ((®) sowie zusiitzlich
die Normalableitung auf jeder Kantenmitte.

Sie liefern zwar die gleiche Approximationsordnung wie ihre Lagrange-Geschwister, er-
geben jedoch je nach Glattheit der Funktion und der Triangulierung manchmal eine kleinere
Konstante vor der Ordnung. Auferdem fiihren sie zum Teil zu erheblich weniger Unbekann-
ten bei gleicher Ordnung und Triangulierung, da sie durch die Vorgabe von Ableitungen an
Ecken und Kanten glatter sind. Auf der anderen Seite sorgt dies wieder fiir stirker besetzte
Matrizen, so daf der Spareffekt an Matrixeintrdgen nicht besonders ausgepragt ist.

Die Konstruktion der Elemente fiir Vierecke erfolgt in der Regel als Tensorprodukt der
entsprechenden eindimensionalen Anséitze, beispielsweise als bilineare oder biquadratische
Elemente. Dadurch sind die Funktionen entlang der Diagonalen von héherer Ordnung, was
aber nicht weiter stort. Teilweise konnen zu inneren Knoten gehdrende Basisfunktionen
auch weggelassen werden, ohne die Konvergenzordnung zu verschlechtern. Die Verallge-
meinerung auf Tetraeder benutzt ebenfalls vollstindige Polynome, bei Quadern wird der
Tensorproduktansatz lediglich um eine weitere Dimension erginzt.

Abbildung 3.3: Hermite-Elemente aus Polynomen 3.-5. Ordnung
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3.1.3 (C'-Elemente

Stetig differenzierbare Elemente sind erheblich aufwendiger in der Konstruktion. Der ein-
fachste Ansatz iiber ein ganzes Dreieck von Argyris benutzt vollstdndige Polynome fiinfter
Ordnung und ist in Abbildung 3.4 dargestellt, wobei fiir Funktionsauswertungen und Ab-
leitungswerte dieselbe Notation wie im vorigen Punkt gilt. Es verwendet Knotenwerte und
die ersten beiden Ableitungen an den Ecken sowie die Normalableitungen auf den Kan-
tenmitten und fillt damit mit dem Hermite-C°-Element fiinfter Ordnung zusammen. Das
Element von Bell ist ganz dhnlich, verzichtet jedoch auf die Vorgabe der Normalableitungen
auf den Kantenmitten und beschrankt dafiir den Polynomraum auf solche Funktionen, de-
ren Normalableitung auf jeder Kante nur ein Polynom dritter Ordnung ist (normalerweise
vierter Ordnung). Selbstverstiandlich sind fiir beide Elemente wieder Verallgemeinerungen
hoherer Ordnung moglich.

Einen anderen Weg verfolgt das Hsieh-Clough-Tocher-Element. Es teilt das urspriingli-
che Dreieck vom Schwerpunkt zu den Ecken und stellt in jedem der drei Unterdreiecke ein
kubisches Polynom auf. Diese miissen an den inneren Kanten stetig differenzierbar zusam-
mengesetzt sein. Die Vorgabe der Funktionswerte und der ersten Ableitungen an den Ecken
zusammen mit der Normalableitung auf der Kantenmitte sichert den C'-Anschluf nach au-
flen. Auch hier kann man analog zum Bell-Element auf die Normalableitungen verzichten,
wenn man den Raum der inneren Polynome auf Funktionen mit lediglich quadratischer
Normalableitung auf jeder Kante einschrankt.

Abbildung 3.4: Argyris-, Bell- und Hsieh-Clough-Tocher-Element

Generell sind C!'-Elemente deutlich schwieriger zu handhaben und fiihren wegen der
zahlreichen Ableitungen an Ecken als Knotenwerte teilweise zu stirker besetzten Matri-
zen als die C%-Elemente gleicher Ordnung. Falls die Differentialgleichung es zulift, sollte
deswegen auf ihren Einsatz verzichtet werden, ganz besonders bei Systemen von Differen-
tialgleichungen wie der Stokesgleichung.

3.1.4 Nichtkonforme Elemente

Wie in Abschnitt 3.1 bereits angedeutet, liegen nichtkonforme Elemente nicht in dem
Sobolev-Raum, in dem die kontinuierliche Differentialgleichung definiert ist. Damit trotz-
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dem Konvergenz erzielt werden kann, miissen andere Konsistenzbedingungen erfiillt wer-
den.

Das bekannteste nichtkonforme Element stammt von Crouzeix und Raviart und be-
nutzt stiickweise lineare Funktionen, die durch die Werte an den Kantenmitten bestimmt
werden. Man kann zeigen, dafs dieser stetige Anschlufs an der Kantenmitte bei den ver-
wendeten linearen Ansatzfunktionen fiir die Konvergenz ausreichend ist [CR73|. Bei der
Verallgemeinerung dieses Elementes auf hohere Ordnung st6ft man fiir geraden Polynom-
grad auf Schwierigkeiten, da die natiirlichen Stiitzstellen (die sechs Gauk-Punkte auf den
Kanten bei zweiter Ordnung) nicht unisolvent sind. Tatséchlich existiert eine nichtkonforme
Bubble, die an allen Stiitzstellen verschwindet. Eine geeignete Konstruktion fiir Crouzeix-
Raviart-Elemente gerader Ordnung benutzt deshalb das entsprechende konforme Element,
beispielsweise mit quadratischen Polynomen, und fiigt gerade diese nichtkonforme Bubble
als Basisfunktion hinzu.

3.1.5 Bubble-Funktionen

Wie wir im folgenden Abschnitt 3.2 sehen werden, sind fiir zahlreiche Finite Elemente
die Rdume etwas zu klein, um Konvergenz fiir die Stokes-Gleichungen zu gewéhrleisten.
Es erweist sich als zweckméfig, sie durch sogenannte Bubble-Funktionen zu ergénzen, die
sich dadurch auszeichnen, daf sie h6herer Ordnung sind als das zugrundeliegende Element
und ihr Trager auf jeweils einzelne Dreiecke beschréankt ist. Im einfachsten Fall ist dies
das Polynom dritten Grades, das gerade auf den Kanten verschwindet. Bubbles hoherer
Ordnung erzeugt man beispielsweise durch Multiplikation dieser Mini-Bubble mit Polyno-
men entsprechenden Grades. Das Hinzufiigen dieser Bubbles verbessert die Konvergenz-
ordnung des Elementes nicht, kann aber die Konstante vor der Ordnung etwas verringern.
Da die Trager der Bubbles verschiedener Dreiecke disjunkt sind, konnen die zugehorigen
Unbekannten durch statische Kondensation vorab dreiecksweise eliminiert werden, so daf
insgesamt durch die Bubbles nur ein leicht erhéhter Rechenaufwand entsteht.

3.2 Stabile Diskretisierung

Analog zu der Stabilitétsforderung (2.6) existiert auch eine dhnliche Bedingung an Finite-
Elemente-Diskretisierungen, die in diesem Kontext Babuska-Brezzi-Bedingung genannt
wird. Wie bereits gesagt ist die Finite-Elemente-Theorie der Variationsformulierung sehr
ahnlich, so daf im Unterschied zu (2.6) formal eigentlich nur die beteiligten Funktionen-
rdume gedndert werden

div, @
Lallanlly, < sup (BVETh G0
" aevi Unlly,

Van € Qn, (3.1)

und je nach Diskretisierung eventuell der Operator div und das Skalarprodukt (-,-) durch
ihre diskreten Varianten ersetzt werden. Die Konstante £, muf dabei unabhéngig von der
Diskretisierungsfeinheit A nach unten beschrinkt sein.
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Die Bedingung (3.1) ist nun theoretisch fiir jedes Gebiet und jede Diskretisierung ein-
zeln zu iiberpriifen. Tatsédchlich ist es jedoch moglich, unter Voraussetzung der kontinu-
ierlichen Ladyzhenskaya-Bedingung (2.6) fiir bestimmte Elemente allgemein die Existenz
der Konstanten L zu zeigen. Hierfiir steht ein allgemeiner Beweisrahmen zur Verfiigung,
der in Punkt 3.2.3 vorgestellt wird und in den folgenden Punkten 3.2.4 und 3.2.5 auf zwei
bekannte Elemente angewendet wird, um ihre Stabilitit zu zeigen.

Es sei darauf hingewiesen, daf fiir die Diskussion von (3.1) stets die Betrachtung beider
Raume V,, und Q) erforderlich ist. Offensichtlich kann eine Vergréferung des Raumes Vj,
oder Verkleinerung des Raumes @)y, die Konstante £, nur vergréftern und umgekehrt, so daf
teilweise Ergebnisse von anderen Rdumen iibernommen werden kénnen, falls beispielsweise
zu einem bereits stabilen Element noch Bubbles hinzugefiigt werden, um es noch etwas
robuster zu machen.

Zusitzlich muf die Norm |[|-[|y, gewdéhrleisten, dak der diskrete Laplace-Operator der
Stokes-Gleichungen (1.1) gleichméfig stetig und elliptisch ist, d. h. in der variationellen
Formulierung

m ||a][3, < (DaBn, Dath), < M |55, (3.2)

mit von h unabhéngigen Konstanten m und M, da ansonsten die Konvergenz der diskre-
ten Losung gegen die kontinuierliche Losung nicht gewdhrleistet ist. Die Forderung nach
Stetigkeit gilt auch fiir den Operator div, also

(dive, Oh, qn)y, < cllnlly, llanllg, (3.3)

mit ebenfalls von h unabhingiger Konstante c. Die Bedingungen (3.2) und (3.3) sind fiir
konforme Diskretisierungen, d. h. V;, € Hy? und Q, C L2 durch die kontinuierlichen
Gleichungen (2.2) gesichert, falls auch die Normen |||l = ||||Lg und |||y, = ||-||H3,2,
die Operatoren divy, = div und Dy = D und das Skalarprodukt (-,-), = (:,+) der kon-
tinuierlichen Rdume iibernommen werden. Bei nichtkonformen Diskretisierungen, die fiir
manche Probleme durchaus Vorteile bieten konnen, sind sie jedoch zusétzlich zu (3.1) mit
zu iiberpriifen.

Zur Vermeidung allzu vieler Indizes wird nachfolgend von konformen Diskretisierun-
gen ausgegangen und die diskreten Normen, Operatoren und Skalarprodukte durch ihre
kontinuierlichen Aquivalente ersetzt, nicht zuletzt auch um die Ahnlichkeit zu den kon-
tinuierlichen Formulierungen hervorzuheben. Die gefundenen Ergebnisse gelten jedoch in
dhnlicher Form auch fiir nichtkonforme Elemente, solange dies nicht explizit ausgeschlossen
wird.

Die Diskussion bewegt sich also nun um die diskretisierte Formulierung der Stokes-
Gleichungen (1.5)

(Diy, DT) <(pn, divay) = (£,%) Yo € Vi, (3.4)
(diVﬁha(Ih) = (Q,Qh) Yan € Q.
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3.2.1 Konvergenz der diskreten Losung

Zunichst ist die Konvergenz der diskreten Losung gegen die kontinuierliche Losung von
(1.5) zu iiberpriifen. Das ist das Ergebnis [GR86] von

Satz 15. Sei (u,p) die Losung der kontinuierlichen Stokes-Gleichungen (1.5) und (i, pp)
die Losung von (3.4) einer konformen Diskretisierung. Auflerdem sei die Stabilitatsbedin-
gung (3.1) erfillt. Dann gilt

|ﬁ <:>’lzh|1 + ||p <:>ph|| <c <~inf |ﬁ<:>17h|1 + inf ||p <:>qh||>
UREVY, ahE€Qn

mit einer Konstanten ¢ unabhdngig von 4 und p.

Beweis. Der Einfachheit halber sei g = 0, der allgemeine Fall ergibt sich dann einfach durch
Addition eines Elementes 2j, € V}, mit (div 24, qn) = (9,4qr) Vgn € Qpn und den formalen
Ubergang f—> f@AZh.

Zunichst zeigen wir dazu, dak fir X, = {v, € Vi, | (divdy,qn) =0 Vgn € Qp} gilt

Usuy|, <cq inf |[Usv,|+ inf |pe :
aesinl, <o i aenl+ i ol

Mit einem beliebigen @, € X testen wir die diskrete (3.4) und die kontinuierliche
Stokes-Gleichung (1.5) mit ¢}, = @, <, (dies ist moglich wegen der konformen Diskreti-
sierung) und erhalten

(Dﬁh, Dﬁh) = (D (ﬁ @wh) , DUh) <:>(p ~=qh, div Uh)
fiir alle g, € Qn, wobei wir 7, € X} benutzt haben. Damit ist
|Uhl, < [d@=wnl; + [Ip=anll

und weiterhin

@ = ip|, < 20 W] + ||p<anll,

also die Behauptung mit der Konstanten ¢ = 2.
Als néachstes beweisen wir

1
inf |ﬁ @wh|1 S (1 + —> inf |’J <:>17h|1 .
wpEXy, Eh TRLEVE

Dazu sei v, € V}, beliebig, W, € X} die Projektion von v, auf X3 und 2 = v, <wy, der
Projektionsvektor. Dann ist

(div 2, gn) = (div U, gp) Van € Qn,
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und wir kdnnen wegen 2, € V;- abschitzen

1 1 1 1
2], < n |div 2, || = I ||div ¥ || = o \|div (v, @)|| < o @ U,

so daB

1
|ﬁ<:>lﬁh|1 < |ﬁ<:>17h|1 + |Zh|1 < (1 + E_h> |ﬁ<:>17h|1 .
Es bleibt die Abschétzung des Druckterms. Dafiir benutzen wir
(div ¥, pr ©qn) = <(D (@ ©Un) , D) + (div oh, p <gn) VUp € Vi, gn € Qn

und verwenden die Babuska-Brezzi-Bedingung zu

1 1
Ph=Gr|| < —— sup —
H “ Ly TREVS |Uh|1

((D (’l_[ @ﬁh) , Dﬁh) + (diV U, P <:>qh))

]‘ — —
< s (lEsdl +lpsal)-

Ly
Folglich ist

1 /. . .
|p =pall < o (Iu Sipl, + (14 Ly) inf [|p @qhH) :
h qrh€Qn

und mit der bereits bewiesenen Abschitzung fiir die Geschwindigkeiten ist Satz 15 bewie-
sen. U

Setzen wir die bestimmten Konstanten ein, so finden wir

Cc
i <Upl, + Ly llp <l < | inf ||, + inf |pe .
gl + Lallp <l < £ (Juf @)+ int b=l

Es ist also absehbar, daft mit klein werdender Babuska-Brezzi-Konstante in erster Li-
nie die Druckapproximation schlecht werden wird, wohingegen die Geschwindigkeiten hier
etwas weniger empfindlich sind.

3.2.2 Verletzung der Stabilitatsforderung

Im Falle der Verletzung von (3.1) sind zwei grundlegend verschiedene Ursachen zu unter-
scheiden. Sollte auch die kontinuierliche Ungleichung (2.6) nicht erfiillt sein — z. B. bei
inneren Winkeln von a = 0 im Gebiet — kann prinzipiell keine Diskretisierung die diskrete
Gleichung erfiillen, da auch das kontinuierliche Problem nicht unbedingt (eindeutig) losbar
ist. Anders sieht es aus, wenn die Verletzung erst durch die Wahl des Finiten Elementes zu-
stande kommt. Einige Beispiele fiir stabile Elemente finden sich in den folgenden Punkten
3.2.3-3.2.5.
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Abbildung 3.5: Schachbrettmuster des instabilen Drucks beim Q; Py Element

Wie macht sich jedoch die Verletzung bemerkbar? Der einfachste Fall ist an einer Dis-
kretisierung mit dem sogenannten (), Py Element auf einem Quadratgitter zu sehen. Dieses
verwendet stiickweise bilineare Geschwindigkeiten und stiickweise konstante Druckfunk-
tionen. Es stellt sich heraus, daf ein nichttrivialer Druck pj existiert, der in (3.1) zu
(div Uh,p,f) = 0 Vv fithrt. Dieser besteht aus schachbrettartig angeordneten positiven
und negativen Driicken wie in Abbildung 3.5, weshalb diese Nichterfiillung der Babuska-
Brezzi-Bedingung auch als Schachbrett-Instabilitidt bezeichnet wird. Faktorisiert man den
diskreten Raum @, nach diesem Schachbrettdruck, um den Kern des diskreten Gradien-
ten trivial zu machen, wird (3.1) zwar erfiillt, allerdings nur mit einer Konstante Ly, die
vom Diskretisierungsparameter h anhéngt [Bra92|. Andererseits 1kt sich zeigen [For96],
dak gerade dieses Element fiir die spezielle Triangulierung aus Zeichnung 3.6 die Babugka-
Brezzi-Bedingung doch erfiillt, so dafs auch die Triangulierung Einflufs auf die Stabilitit
einer Diskretisierung hat. Dies liegt daran, daf bei entsprechender Symmetrie des Gitters
lineare Abhéngigkeiten der Nebenbedingungen auftreten konnen.

Abbildung 3.6: Spezielles stabiles Gitter fiir das @y <P, Element

Eine andere Variante ungeeigneter Elemente macht sich dadurch bemerkbar, dafs die
Losung uy, = 0 trivial wird. Dies liegt daran, daf die Anzahl der Nebenbedingungen, also
die Dimension des Druckraumes |@Qy|, die Anzahl der Freiheitsgrade, also die Dimension
des Geschwindigkeitsraumes |V}, iibersteigt und ein Phénomen auftritt, das im Kontext
der Diskretisierung der elastischen Gleichungen als Locking bezeichnet wird. Selbst wenn
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die reine Abzdhlung von Dimensionen dies noch nicht zwingend erfordert, kann der zur
Verfiigung stehende Restraum so klein sein, daf die Approximationsfihigkeit verschwindet
und die diskrete Losung nichts mehr mit der kontinuierlichen Losung gemein hat.

3.2.3 Stabile Elemente

Der Beweis von (3.1) gelingt in der Regel am einfachsten mit einem Beweisrahmen, der
urspriinglich von Fortin [For77| stammt und in der Folge weiter vereinfacht und verallge-
meinert wurde [GR86]. Zunéchst wird hier die Existenz eines geeigneten Interpolations-
operators II, gefordert.

Lemma 16. Fir ein Gebiet Q2 sei die kontinuierliche Ladyzhenskaya-Bedingung (2.6) er-
fullt. Dann ist die diskrete Babuska-Brezzi-Bedingung genau dann erfillt, wenn ein Inter-
polationsoperator 11y, : H&’2 — Vy, existiert mit

(le (17 <:>Hh17) ,qh) =0 Yaqn € Qn, (35)
0,4, < C|d, Vv € Hy? (3.6)

mit einer Konstanten C' > 0 unabhdngig von h.

Anmerkung 12. Tatsdichlich ist die kontinuierliche Ladyzhenskaya-Bedingung (2.6) zu
strikt, es geniigt bereits, wenn sie nicht auf dem vollen L% erfillt ist, sondern nur auf Q.

FEs reicht also schon

div 7, q
Elaall < sup Y00y o
GeHY? |7,

Beweis. Falls ein solcher Operator II, existiert, haben wir

(le 17h, qh) (le th_f, qh) . (le 17, qh)
sup ——=——- > Sup ———=—— = Sup ———=—
ThEVS |Uh|1 TeHY? |Hhv|1 FeHL? |Hhv|1

wegen (3.5). Mit (2.6) und (3.6) folgt weiter

sup (lej)h,Qh) 21 sup (lej),Qh) >
TREVR |Uh|1 ¢ GeHy? |1)|1

L
= Jaill,
C

so dak gilt £, > %
Sei nun umgekehrt Bedingung (3.1) erfiillt, dann existiert fiir jedes 7 € H," eine ein-
deutige Projektion II,7 € (ker div,)" mit

(le Hhﬁa Qh) = (le U; Qh) VQh € Qh-

Damit ergibt sich einfach

1 1
], < o v ] < 7 vl
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0

Die Konstruktion eines solchen Operators Il ist in der Regel direkt nur sehr schwer
moglich. Man setzt ihn deshalb aus zwei einfacher zu findenden Operatoren II; und II,
zusammen, gemaft dem folgenden

Lemma 17. Es gelten die Voraussetzungen von Lemma 16. Weiterhin seien II; und Il
lineare Interpolationsoperatoren mit den Figenschaften

I, 3, ald),  V©eHY,
(divIl, v =v,qn) = 0 Van € Qn,
|H2 (17<:>H117)|1 < Co |17|1 VQ_}’E H&’2.

IN

Dann gilt die Babuska-Brezzi-Bedingung (3.1).

Beweis. Der zur Anwendung von Lemma 16 erforderliche Operator wird konstruiert mittels
1,0 = I, (¢ <I1,9) + [1;¥ und wir erhalten

(divIIpv,qn) = (divIly (v <L), qp) + (divILi v, g) =
= (div (v <1v), gn) + (div L7, gn) = (div ¥, gn)

und schlieftlich
|Hh17|1 < |H2 (U@Hlﬁ)h + |H117|1 < (Cl + 02) |17|1 .

0

Der Beweis fiir ein konkretes Element lduft nun folgendermafen ab. II; ist in der Regel
ein universeller Approximationsoperator nach Clement [Cle75] oder Scott-Zhang [SZ90],
wobei letzterer fiir unsere Anwendung wichtiger ist, da er die Nullrandbedingung erhélt.
Der Operator II; wird nun lokal auf einem Referenzpatch konstruiert, der aus einem oder
mehreren Elementen besteht. Der Nachweis der (Pseudo-)Stetigkeit von Il ist normaler-
weise wenig anspruchsvoll, aber etwas technisch. Mit Lemma 17 folgt die Babuska-Brezzi-
Bedingung.

Ein etwas anderer Ansatz wird in [GR86]| verfolgt. Dort wird ein Unterraum der Ge-
schwindigkeiten V}, konstruiert, der mit stiickweise konstanten Driicken auf einzelnen Pat-
ches die Babuska-Brezzi-Bedingung erfiillt, und damit eine lokale Babuska-Brezzi-Bedin-
gung auf den einzelnen Patches auf das gesamte Gebiet ausgedehnt. Der Nachteil hierbei
ist, daft die Triangulierung sich in die Patches parzellieren lassen mufs, was ihre Topolo-
gie einschrinkt. Aufserdem ist der lokale Nachweis durch die zumeist aus mehr als einem
Element bestehenden Patches sehr technisch.

Zur Erinnerung hier das Ergebnis des Interpolationsoperators II¢ nach [Cle75], der iiber
eine lokale L2-Projektion auf die stetigen stiickweise linearen Polynome definiert wird. Fiir
reguldre Triangulierungen gilt dann

|D* (@ oned)|® < chi* | D3P o<k<i<2, (3.7)
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wobei hier insbesondere der Fall £ =1 = 1 interessiert.
Das formal gleiche Ergebnis (mit einer anderen Konstante c)

|D* (5 ls_od)||” < ch™*|D'F))?  o0<k<i<2 (3.8)

erhélt man fiir den Operator IIs_z nach [SZ90|. Dazu wird fiir jeden Knoten eine angren-
zende Kante (in 2D) oder Fliche (in 3D) ausgewéhlt, die duale Basis der Restriktion der
linearen Basisfunktionen auf diese Kante oder Fliche gebildet und aus dieser Dualbasis
schlielich die Interpolierende bestimmt. Dieser Approximationsoperator hat den fiir un-
seren Fall wesentlichen Vorteil, die Nullrandbedingung aus dem Kontinuierlichen auch im
Diskreten zu erhalten.

3.2.4 Mini-Element

Das Mini-Element aus [ABF83] besteht im einfachsten Fall aus jeweils linearen Funktionen
fiir den Druck p und jede Komponente der Geschwindigkeiten u,, u, und in 3D u,, wobei
jeder Geschwindigkeitsraum durch die kleinsten Bubbles aus Punkt 3.1.5 ergénzt wird, also
die kubische Bubble in 2D und die Bubble vierter Ordnung in 3D. Verallgemeinerungen
auf hohere Ordnungen sind problemlos moglich.

Der Beweis der Stabilitit beruht wesentlich auf der Stetigkeit der Druckfunktionen und
der dadurch erlaubten Umformung

(qn, div (1,7 =0)) = (Vap, I,0 <0) Yan € Qn, U € Hy?,
sowie der Moglichkeit der lokalen Erfiillung von
(th, I, v <:>?7) =0 Yan € Qn (39)

durch die Wahl einer geeigneten Bubblefunktion. Zusammen mit der Stetigkeit des Inter-
polationsoperators II, folgt nach Lemma 16 dann die Stabilitdt des Mini-Elementes.
Zur Konstruktion von II; gemif Lemma 17 stellen wir fest, daf (3.9) sicher gilt, falls

/ (7 =v) de =0 Vi e Hy?
T

auf jedem Dreieck T erfiillt ist, denn die Gradienten der stiickweise linearen Funktionen
sind auf jedem Dreieck konstant. Der Operator II; aus Lemma 17 ist nun der bereits ange-
sprochene Interpolationsoperator von Scott-Zhang, und Il ergédnzt diesen um die passende
Bubblefunktion. Dazu bilden wir

i =I5 <d(T)by  auf T

mit der Bubblefunktion br auf dem Dreieck T' und den jeweiligen Koeffizienten & (T') der
einzelnen Geschwindigkeitskomponenten. Diese ergeben sich zu
fT bT dr




46 KAPITEL 3. DISKRETES PROBLEM

Aus einer einfachen Dimensionsbetrachtung gewinnen wir
— c — —
& (T) brly < o L7 &0z,

und durch Summation iiber das gesamte Gebiet unter Verwendung von (3.8) die gewiinschte
Stabilitat

1L, (7 =1L )|, < cld];,

die die Anwendung des Lemmas 17 gestattet.

Man kombiniert also einen geniigend approximativen Raum, der einen Interpolations-
operator nach Scott-Zhang gestattet, mit einigen Basisfunktionen, die lokal manipuliert
werden konnen. Dadurch wird die Orthogonalititsrelation (3.5) der Interpolierenden in
konstruktiv recht einfacher Weise gewéhrleistet. Diese Technik ist universell verwendbar
und gestattet die Konstruktion zahlreicher stabiler Finiter Elemente.

3.2.5 Taylor-Hood-Element

In dhnlicher Weise 14t sich zeigen, daf stiickweise quadratische Geschwindigkeiten und
stlickweise konstante Druckfunktionen ein stabiles Element bilden. II, wird dazu so kon-
struiert, dafs die Interpolierende an den Ecken verschwindet und auf jeder Kante e gerade

das FluRkintegral geméfs
/ [vds = / vds

reproduziert. (Uberstrichene Grofen beziehen sich nachfolgend auf dieses Element.)

Darauf aufbauend kénnen wir zeigen, daf auch das Taylor-Hood-Element [HT73] (stiick-
weise quadratische Geschwindigkeiten und stiickweise lineare stetige Druckfunktionen) sta-
bil ist, sofern keine Dreiecke in der Triangulierung vorhanden sind, die zwei Kanten auf 02
haben. Nach [BF91| haben wir fiir jeden diskreten Druck ¢, und seine stiickweise konstante
L2 -Projektion g, sowie die Geschwindigkeit wj,

(div W, qn) = (div W, Gn) + (div Wh, gn <qn)
= ||@ll* + (div @y, gn <G)
> laall” Slanl; lan =l
wenn das Feld ¥ mit div ¥ = g, und ||, < £ [|ga]| gewéhlt wird (dies ist moglich wegen der
kontinuierlichen Ladyzhenskaya-Bedingung (2.6)). @, = II,¢ ist dabei die Interpolierende

aus dem Beweis der Stabilitit des zuvor angedeuteten Py < Py-Elementes. Damit haben
wir

— B v = | 7 é =
@], = |Ip], < E|0] < 7 1|
und folglich

. _ Cc , _ _
(div @h, gn) > |1l S5 @l llan <anl| -
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Nun konstruieren wir wieder lokale Funktionen 23, die an allen Ecken verschwinden, und
deren Normalkomponenten auf allen Kanten verschwinden. Die Tangentialkomponenten
verschwinden ebenfalls auf allen Randkanten der Triangulierung. Auf den Mittelpunkten
M der inneren (gerichteten) Kanten € definieren wir hingegen

7 (M) - &= slel® (Van (M) - 8),

so dall wir aus einer Dimensionsbetrachtung sofort |z,|, < c¢|/gn <@n|| erhalten. Damit
finden wir auf jedem Dreieck 7" und seinen Kantenmitten M

(divZh,qn)y = (%, Van)y <:>Z Zh Van (M)

= 3 i v anp

M¢oQ
> cllan <,

denn 2}, - Vg, ist ein quadratisches Polynom auf jedem Dreieck und die letzte Abschitzung
stammt erneut aus einer Dimensionsbetrachtung. Hierbei geht noch ein, daf Vg, konstant
ist und jedes Dreieck mindestens zwei Kanten hat, die nicht auf 0Q2 fallen. Damit ist
insgesamt

(div Zh, gn) > c|lgn ©nl| -

Wir wihlen v, = W) + £z, mit einem noch zu bestimmenden Parameter 3. Damit ist

N _ C - _ _
(div d, n) > [1Gall” = 1anll lan <aull + Bellan <l

und mit der Wahl g = % + 577 gilt

(div i, g1) = 5 13l + & ||th Sa° = 5 min (L) llaall”-

L\')Ir—\

Auf der anderen Seite konnen wir abschatzen
. . . (1
|Uh|1§ |wh|1+ﬂ|zh|1§6 Z‘i‘ﬂ llanll ,

so dalt wir auch fiir das Taylor-Hood-Element die Babuska-Brezzi-Bedingung

(div ¥h, gn) _ £ min(1,c)
|onl, T 2¢ 1+p6L

gl

bewiesen haben.
Ein anderer Beweis aus [GR86] verwendet eine Technik, die alle um einen Eckpunkt
liegenden Dreiecke zu einem Makroelement vereinigt. Girault/Raviart zeigen dann, dafs fiir
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dieses Makroelement eine lokale Babuska-Brezzi-Bedingung gilt, indem wieder innere Kno-
ten passend gewihlt werden dhnlich wie die Bubbles im Mini-Element. Diese Eigenschaft
wird dann iiber das ganze Gebiet (das sich in solche Makroelemente parzellieren lassen
muf) ausgedehnt, unter Verwendung eines Resultates, daf ein Element stabil ist, falls es
eine solche lokale Bedingung erfiillt und zusétzlich der Geschwindigkeitsraum zusammen
mit stiickweise (d. h. hier auf Makroelementen) konstanten Druckfunktionen eine stabile
Diskretisierung darstellt.

Anmerkung 13. Mit Viereckselementen ist der Beweis erheblich einfacher, da in diesem
Fall lediglich zwei Vierecke zu einem solchen Makroelement zusammengesetzt werden miis-
sen und damit die etwas unangenehme Behandlung der Topologie einer unstrukturierten
Triangulierung entfdllt.

Ergdnzt man das stiickweise quadratische Element zusdtzlich um Bubble-Funktionen,
so ist der Beweis mit einer Technik wie beim Mini-Element sehr einfach. Die Praxis zeigt,
daf durch diesen Kunstgriff, der wegen der moglichen statischen Elimination der zusétzli-
chen Freiheitsgrade bei den Geschwindigkeiten keinen grofen zusitzlichen Rechenaufwand
bedeutet, die Approximation des Druckes bis zu einem Faktor 4 genauer werden kann,
selbstverstindlich ohne die Ordnung zu verbessern. Sichtbar wird dies an einer Vergrofse-
rung der Babuska-Brezzi-Konstanten.

3.3 Alternativen zu stabilen Finiten Elementen

Alternativ zur Verwendung stabiler Finiter Elemente wie in Abschnitt 3.2 kann man eine
kiinstliche Kompressibilitit einfiihren, die auch als Strafterm bezeichnet wird. Die Stokes-
Gleichungen (1.1) &ndern sich dadurch (fiir ¢ = 0) in

(Dii, D?) + t* (div @, dive) = (£, %) Vi e HY? (3.10)

mit dem Strafparameter t. Man kann zeigen [BF91]|, daf die Losung @ fiir ¢ — oo gegen
die Losung von (1.1) konvergiert, ebenso wie der Ausruck <t2 div @ gegen den Druck p. Die
Gleichungen (3.10) stellen ein elliptisches System dar, das ohne grofe Probleme mit klassi-
schen Methoden gelost werden kann, wie z. B. CG-Verfahren oder Mehrgitter-Algorithmen.
Problematisch ist allenfalls, dafs fiir grofses ¢ und damit gute Approximation der eigentlichen
Losung von (1.1) die Kondition des entstehenden linearen Gleichungssystems sehr schlecht
wird und die iterative Losung damit einerseits lange dauert und andererseits anfillig fiir
Rundungsfehler wird.

Anmerkung 14. Es sei darauf hingewiesen, daf die Penalisierung (3.10) im Kontinuier-
lichen oder auch im Diskreten angewendet werden kann. Allerdings sind die Diskretisierung
eines penalisierten Problems und die Penalisierung eines diskreten Problems unterschied-
lich. In numerischen Experimenten hat sich gezeigt, daf$ die Penalisierung des diskreten
Problems vorteilhafter ist.
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Eine weitere Moglichkeit stellt eine Stabilisierung der Druckgleichung dar, die im ein-
fachsten Fall folgendermafen aussieht:

(D, DT,) < (pn, divan) = (F,7,) Vi, (3.11)
(qn, div @in) ©wh? (Van, Vo) = (9:q0)  Yan

Dieser Kunstgriff (w ist ein Stabilisierungsparameter) erhélt die Konsistenzordnung der
diskreten Gleichungen auf Kosten eines leicht hoheren Faktors, gestattet aber die Ver-
wendung prinzipiell beliebiger Finiter Elemente fiir Geschwindigkeiten V}, und Driicke @y,
insbesondere beispielsweise die sehr einfachen stiickweise linearen (auf Simplizes) oder bi-
/trilinearen (auf Rechtecken oder Quadern) Ansatzfunktionen. Ein Nachteil ist darin zu
sehen, dak durch den Stabilisierungsterm eine parasitire Neumann-Randbedingung an den
Druck entsteht, die die Genauigkeit der Druckapproximation am Rand erheblich verschlech-
tert. Sind primér gerade diese Randdriicke gefragt, um beispielsweise den Auftrieb oder
Druckwiderstand eines Korpers zu berechnen, ist deshalb ohne Mafsnahmen zur Erhaltung
der Randgenauigkeit (beispielsweise durch zusitzliche Terme wie in [For96]) eine solcher-
mafsen stabilisierte Diskretisierung nicht sinnvoll.

Durch diese Stabilisierung wird ein Konsistenzfehler zweiter Ordnung eingefiihrt und
sie ist deshalb lediglich fiir die angefiihrte Kombination stiickweise linearer Geschwindig-
keiten und Druckfunktionen geeignet. Nach [BF91] und [For96| kann dieses Manko durch
einen anderen Stabilisierungsterm behoben werden, der sich ergibt, indem das Lagrange-
Funktional (1.6) durch das Quadrat der ersten Gleichung von (3.11) ergédnzt wird. Die
Eulergleichungen fiir dieses ergénzte Funktional lauten dann

(Dﬁh, Dﬁh) <:>(ph, div Uh) + w ]’L2 (@Aﬁh + Vph <:>ﬁ A’l_[h) i = (f, 77h) VzTh,
(gn, div @) <w h* (@Aﬁh +Vpn &, V%) .= (9,an) Yan,
wobei die Skalarprodukte (-,-), nur dreiecksweise sinnvoll definiert sind. Im Falle der li-

nearen Elemente reduziert sich diese Fassung bis auf einen kleinen Konsistenzfehler in der
rechten Seite auf (3.11).

3.3.1 Konvergenz der stabilisierten Diskretisierung

Durch den zusitzlichen Stabilisierungsterm w h? (Dgqy, Dpp) bzw. <w h?Apy, in klassischer
Formulierung erhalten wir Konvergenz unabhéngig von einer Stabilitdtsbedingung im Sinne
von (3.1). Dies zeigt eine Variante des Ergebnisses aus [BF91].

Satz 18. Die Diskretisierung (3.11) konvergiert fir konforme Geschwindigkeiten und ste-
tige Druckfunktionen, die beide mindestens die stetigen stiickweise linearen Polynome ent-
halten, gegen die kontinuierliche Losung (4, p) der 2-requldren Stokesgleichung (1.5) gemdf

w

— — ]' —
o <25n 1 < ch (V0 + =) (Ialas + lols)
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mat der Definition
® ((Tn, pn) , (Uhr qn)) := (Viin, V) (V- 0y, ) + (V - @n, qn) + wh? (Vpr, Van)

und der zugehdrigen Norm ||-||5 == /® (-, ).

Beweis. Die Bilinearform & ist elliptisch, aber nicht gleichméfig elliptisch beziiglich h.
Auferdem ist sie offensichtlich #quivalent zur Hy? -Norm der Geschwindigkeit und der
L2 -Norm des Druckes. Wegen der Elliptizitit existiert nach dem Satz von Lax-Milgram
eine eindeutige Losung (up,pp) € (Vi X Qp) des Problems (3.11). Seien nun I (@) und
I, (p) die Interpolanden von @ und p in V}, beziehungsweise Qp,, beispielsweise nach Clement
[Cle75] oder (vorzugsweise) Scott-Zhang [SZ90]. Dann ist

(I)((ﬁh <:>I ( ) h<:>Ih( )),(ﬁh@I (
® ((u =1y (@), p =1y (p)), (Uy &1 ()
+® ((up &u, pp ©p), (Up Iy (4

0),pn=1In (p)) =
,on =1 () +
), <1h () -

Den vorderen Term schatzen wir ab durch

1@ ((4 =1y (4),p=In(p), (Un <1n

=|(V (@ =1y (49),V (4 <1 (6)) (V- (4, <:>Ih(
+ (V- (@ =1 (7)), pn <1 (p) + wh® (V (p =11 (p)) (Ph <:>Ih( )
<@ &I (@)} + |dn <1y (4 p)|
+|[@ =1 ()| [pr <1 (p )|1+Wh2 p<In (p)l]
< eoh ([uly + |ply) (ldn < 1n (9)]; + (w + 1) b |pp < 1n (),

< eoh (I, + Ipl,) (f +—) JIin &L @F +wh? oy SL @)

IN

VANVAN

wobei in der letzten Umformung von der Youngschen Ungleichung Gebrauch gemacht wur-
de. Die Konstante co stammt von dem verwendeten Interpolationsoperator. Der hintere
Term ergibt

| ((Un <, pp <p), (U SIh (€), pr <11 (p)
= ‘wh2 (<Vp, V (pr <11 (p)
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Zusammengefaft erhalten wir

[@n = In (@), pn =T (P)lg

— VI I (@) +wh?[py <1 ()

< ch <@+ \%) (Il + Il

IN

Die Interpolationsordnung
|G =1n (@), p < 1n (p)llg < ch(|dl, + pl,)

und die Dreiecksungleichung vervollstiandigen die Argumentation. O

3.3.2 Aquivalenz zum Mini-Element

Wie sich herausstellt, ist die stabilisierte Diskretisierung (3.11) fiir stiickweise lineare Ge-
schwindigkeiten V}, und Driicke @), und ein geeignetes w vollstindig dquivalent zu dem be-
kannten Mini-Element aus Punkt 3.2.4. Da die Bubble-Funktionen, die das Mini-Element
gegeniiber einer stiickweise linearen Diskretisierung zusétzlich hat, disjunkte Triager haben,
lassen sie sich durch statische Kondensation eliminieren. Sie tragen ja auch nicht zu einer
Verbesserung der Konsistenz- oder Konvergenzordnung bei, sondern sorgen lediglich fiir
die Erfiillung von (3.1) und sind damit in der Losung physikalisch eigentlich uninteressant.

Die analytische Begriindung dafiir verlduft wie folgt. Zunéchst wird eine beliebige Funk-
tion v, € V}, in ihren linearen und den Bubbleanteil zerlegt

U, = Uy + Uy Uy € fﬂ, Uy, € B.

Nach partieller Integration folgt damit

(Dii, D) = Z/DU, Dijydz = <Y A, =0 Vi € Py, W € B,
t

ter, teTh

da wp auf dem R@nd jedes Dreiecks verschwindet und v iiber dem Dreieck linear ist. Mit
der Testfunktion b; € B erhalten wir aus (3.11) den Koeffizienten dieser Bubblefunktion £,

Biby = /(f <:>Vph)5t dx

(St:/
t

Unter der zusétzlichen (technischen) Annahme, daf f stiickweise konstant ist, finden
wir weiter

mit dem Formfaktor
02
Dbt‘ dz.

Bids = Ve (J?<:>Vph)
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t

Einsetzen in die Nebenbedingung von (3.11) liefert mit der Zerlegung der Losung
Up = Uy + Up

mit einem zweiten Formfaktor

(div @y, gn) + Z (f(i)vph> L - /gtVQh dz =0 Van € Qn,
t

teTy,

und weiter

(div 1, gn) Z Qg /(J?@Vph) Vagndr =0 Van € Qn

teTh
mit der Abkiirzung

2
ap = g—tu (t) ~ h2.
¢

Verschwindet nun f oder nimmt man einen weiteren kleinen Konsistenzfehler der Ord-
nung h in Kauf, so erhalten wir gerade die zweite Gleichung von (3.11), wobei fiir den
linearen Anteil 4; wieder

(Dity, D#) + (divay, pp) = (f,3) Vo e Py

gilt und der Stabilisierungsparameter w = }—tf betragt.

Dasselbe Ergebnis erhalten wir, wenn wir die Matrixeintrige der verschiedenen Ba-
sisfunktionen direkt berechnen und die Bubblevariablen daraus symbolisch eliminieren.
Daran ist auch etwas leichter zu sehen, welche Dreiecke zuliissig sind, damit die Aquivalenz
vollstdndig ist und keine kleinen Terme héherer Ordnung auftreten. Dies ist sicher fiir Tri-
angulierungen der Fall, die ausschliefslich aus &hnlichen Dreiecken bestehen, insbesondere
erhalten wir fiir die natiirliche Triangulierung eines Rechtecks durch Parzellierung in Qua-
drate und anschliefsende Teilung durch eine Diagonale in beliebiger Richtung den Faktor
W= 160 In der Praxis stellt sich diese Stabilisierung als noch etwas schwach heraus, bessere
Ergebnisse erreicht man in der Regel mit Stabilisierungsparametern in der Gréfsenordnung
w ~ 0,02...0,2.

3.3.3 Anisotrope Stabilisierung

In vielen Féllen ist das qualitative Verhalten der Strémung bereits a priori bekannt. Bei-
spielsweise treten — insbesondere bei hoheren Geschwindigkeiten und den vollsténdigen
Navier-Stokes-Gleichungen — an festen Réndern stets Grenzschichten auf, innerhalb de-
rer das Fluid auf kleinem Raum von der Ruhe direkt an der Wand auf nahezu die volle
Geschwindigkeit beschleunigt wird, was grofle Gradienten zur Folge hat. Sinnvollerweise
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konnen solche Gebiete derart diskretisiert werden, dafs diese grofsen Gradienten durch sehr
kleine Knotenabstinde beriicksichtigt werden. In der Richtung quer dazu sieht die Situa-
tion hingegen ganz anders aus, denn dort ist die Stromung nahezu gleichférmig und kleine
Knotenabstinde deshalb weder notwendig noch sinnvoll. Eine angepafte Diskretisierung
besteht folglich zumindest in der Nidhe des Randes aus sehr langen schmalen Elementen
mit der Langsseite parallel zur benachbarten Wand. Sie ist also hochgradig anisotrop. Eine
solche Triangulierung ist in Abbildung 3.7 dargestellt.

Abbildung 3.7: Kanaltriangulierung mit Grenzschichtauflosung

Die kiinstliche Stabilisierung (3.11) ist im Gegensatz dazu ganz offensichtlich vollig
isotrop, so daf sich die Frage stellt, inwieweit sich hier Probleme ergeben konnen. In An-
betracht der Aquivalenz des Mini-Elementes mit dieser kiinstlichen Stabilisierung ist diese
Fragestellung auch bei allen anderen stabilen Elementen gerechtfertigt. Fiir eine erste Ab-
schiatzung hat sich dabei die lokale Fourier-Analyse bewéhrt.

Hierzu nehmen wir als Gebiet €2 die ganze Ebene an und verwenden die Basisfunktionen

uy = FH) Ll e R (3.12)

um das Verhalten der Differentialoperatoren in Abhéngigkeit von den Frequenzen k£ und
[ studieren zu konnen. Wir behalten dabei der Einfachheit halber die komplexe Notation,
um erst zuletzt in Real- und Imaginarteil zu zerlegen.

Wie spiter noch gezeigt wird, kann die Babuska-Brezzi-Bedingung auch in der Form

\/(ph, div (€A) ™! Vph)
,Ch = inf

3.13
i o] (3.13)

geschrieben werden, wobei die Inversion des Laplace-Operators auf der ganzen Ebene zu
erfolgen hat. Gliicklicherweise sind die Funktionen (3.12) gerade die Eigenfunktionen aller
beteiligten Differentialoperatoren, was sich auch auf ihre diskreten Ausfiihrungen iiber-
tragt, die wir jetzt in (3.13) einsetzen werden. Welche spezielle Diskretisierung dafiir ge-
wahlt wird, ist hier zunéchst zweitrangig, zumal die lokale Fourier-Analyse ohnehin nur
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einen Uberblick verschaffen soll bzw. als Motivationsgrundlage dient. Der Einfachheit hal-
ber wihlen wir deshalb die Sterne der Finiten Differenzen niedrigster Ordnung, die sich
schreiben lassen als

1 1 <1
SN, = h_%[@l 2<:>1]+h—3 ; ,
0 1
- = 1
Oxh 21196[<:>1 0 ]’
o _ 1
Ay, 2hy | oy ’

wobei anisotrope Gitter durch unterschiedliche Maschenweiten h, und h, bereits beriick-
sichtigt sind. Angewendet auf die Basisfunktionen (3.12) finden wir

.2 (khs)  sin® (”‘—y)
sin” (2= 2
@Ahukl =4 ]’L(2 2 ) + 72 Ukl
z y
0 sin (kh,)
— Uy = —u
By UK I kl 5
0 sin (lhy)
o Ukl = Ukt
oy, hy
so dak der zentrale Operator im Zahler von (3.13)
in? z in2
s ]Egh ) + s h(éhy)

divh (@Ah)_l thkl =

1 R

Uk = U
4 Sin2(kgz ) sin2 (n;y ) kl kl Ukl
hZ + h2

die Eigenwerte Ay hat. Die die diskreten Funktionen ohnehin nur an den Gitterpunkten
definiert sind, beschrinken sich die zuldssigen Frequenzen k& und [ nach dem Nyquist-
Theorem auf

k| < 1] <

T 7
hy’ h,

Die extremalen Werte nimmt die Funktion Az nun gerade an den Ecken dieses Defini-
tionsbereiches an, ndmlich

>‘00 = ]-7
A%OZ)\O%:A%% = 0,

woraus wir leicht die Instabilitdt dieser Diskretisierung ablesen kénnen, da £, = 0 ver-
schwindet.
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Fiigen wir den klassischen Stabilisierungsterm wA- hinzu, erhalten wir stattdessen die
neuen Eigenwerte

1 sin’ (M) sin” (”LTy) 3
(dth (<:>Ah)7 Vi <:>(.UA) Uk = )\kl + 4w 52 2 + 12 Uk = )‘kl Ukl
z y

mit den wieder an den Ecken auftretenden Extremalwerten

/_\00 - 17
- 4w
Axgy =

e 0 hZZ )
- 4w
Ar = —

0 hy hy2 )

- 1 1
Ax = 4w <— + —> .
ha hy hi k2
Diese werfen die Frage auf, wie w im Falle stark unterschiedlicher Maschenweiten, bei-
spielsweise h, < h, sinnvoll zu wahlen ist. Zum einen sollen hochfrequente Moden in beiden
Richtungen stabilisiert werden, zum anderen verschlechtert eine starke Uberstabilisierung
die Konvergenzkonstante mitunter erheblich.

Die Losung liegt darin, fiir die z- und y-Richtung verschiedene Stabilisierungskonstanten
zu verwenden. Ideal wire die Form

2 2
w <h20— + h2 0 ) (3.14)

;-|§

“0x2 Y Oy?

fiir die angesprochenen Rechteckgitter. Diesen Ansatz kénnen wir verallgemeinern auf
schriag verlaufende, verzerrte und sogar vollig unstrukturierte Gitter, indem wir einen orts-
abhéngigen positiv definiten Tensor M;; einfiihren, der diese Anisotropie représentiert, und
den Stabilisierungsterm schreiben als

wdiv MV . (3.15)

Wie sieht nun eine sinnvolle Definition von M;; aus? In dem oben dargestellten Fall
eines achsenparallelen Tensorproduktgitters sollte er sich zu

M= < e 2 ) (3.16)

y

vereinfachen, was einen Zusammenhang mit einer Art von Trigheitstensor nahelegt. Eine
Moglichkeit besteht deshalb in der Definition

1
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mit der Menge A aller Nachbarknoten zu dem betrachteten Knoten. Damit bekommen wir
im Rechteckfall genau (3.16), bis auf einen unerheblichen Zahlenfaktor von 2. Eine andere
Wahl, die eher dem Geist einer Finite-Elemente-Diskretisierung entspricht, ist

[ xiz; do
M., — e~ 77
v Jodz

mit allen an den betrachteten Knoten angrenzenden Zellen C. Diese Vorschrift iibertrigt
sich auch besser auf den Fall unstrukturierter Gitter, da (3.17) in ungiinstigen Féllen,
beispielsweise wenn sich Nachbarknoten auf einer Seite ballen, zu sehr verzerrt wird. In
den gerechneten Beispielen von Abschnitt 6.3 wird deshalb genau dieser Ansatz benutzt.

Mit dieser anisotropen Stabilisierung allein ist allerdings noch nicht die Unabhéngigkeit
des Verfahrens von grofen Seitenverhiltnissen der einzelnen Elemente gesichert, denn die
auftretenden Konstanten bestehen nicht nur aus der Babuska-Brezzi-Konstanten, sondern
auch aus der Approximationsfahigkeit der benutzten Elemente. Gliicklicherweise ist hier die
Situation etwas giinstiger, da der Interpolations- und Approximationsfehler nach [DA92]
fiir viele Elemente zumindest bei Triangulierungen ohne sehr grofse Winkel optimal oder
nahezu optimal ist. Damit sind auch stark anisotrope Diskretisierungen gut geeignet zur
Approximation entsprechend gerichteter Losungen.

Es zeigt sich jedoch in der Praxis, daf viele Finite-Elemente-Verfahren wenig kritisch
auf anisotrope Triangulierungen reagieren. Von den bisher betrachteten Elementen ist aus-
schliefslich das Mini-Element betroffen, und auch nur, wenn das gesamte Kanalgebiet mit
solchen anisotropen Elementen belegt wird. Ist nur der Rand anisotrop, wie in Abbildung
3.7 dargestellt, so ergeben sich keine Probleme. Gleiches gilt wegen der Aquivalenz natiir-
lich auch fiir die klassisch stabilisierte Version des P;P;-Elementes. Somit ist die anisotrope
Stabilisierung nach (3.15) und (3.18) nur in seltenen Féllen erforderlich, funktioniert dafiir
aber eben auch bei diesen kritischen Triangulierungen. Alternativ dazu kann man auch ein
anderes Element verwenden wie beispielsweise das P;Py-Element, das nur wenig aufwen-
diger ist, aber dafiir auch die Fehlerordnung in den Geschwindigkeiten verbessert und bei
anisotroper Triangulierung ebenfalls unkritisch ist.

(3.18)

3.4 Diskret divergenzfreie Elemente

Eine andere Mdglichkeit der Berechnung des Geschwindigkeitsfeldes besteht in der Wahl
eines ginzlich anderen Raumes, sowohl im Kontinuierlichen als auch im Diskreten. Die
Stokesgleichungen (1.5) werden hierzu ersetzt durch

(D@, D7) = (f,9) V7 eV, (3.19)

wobel @ und ¥ beide aus dem bekannten

Vo = {7 € Hy”

dive =0}
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stammen. Aus dem Sattelpunktproblem wird dadurch eine “einfache” elliptische Differen-
tialgleichung die der normalen elliptischen Konvergenztheorie zuginglich ist.

Die Diskretisierung von (3.19) erfordert nun eine diskrete Approximation von V;. Diese
ist in aller Regel nichtkonform im Sinne von W}, ¢ Vjp, da die Divergenzfreiheit nicht tiberall
erfiillt wird. Anderenfalls wiren nach [For96| ganz spezielle Triangulierungen oder Finite
Elemente hoher Ordnung erforderlich. Die Konstruktion von W}, geschieht so, daf ein nor-
maler Finite-Elemente-Raum V}, durch eine diskrete Nebenbedingung der Divergenzfreiheit
eingeschrinkt wird. Dies kann beispielsweise durch einen weiteren Finite-Elemente-Raum
Qn geschehen, der mittels

Wh:{UhGVh|/diVUhqhdx:0 thGQh}
Q

den diskret divergenzfreien Raum W)} bestimmt. Selbstverstindlich darf @ hier wieder
nicht zu groft gewihlt werden, da W}, ansonsten seine Approximationseigenschaften verliert
und nur noch aus der Nullfunktion besteht. Bei genauerer Betrachtung stellt sich sogar
heraus, daf die Kombination V;-Q); gerade wieder die Babuska-Brezzi-Bedingung erfiillen
muf, damit W}, geeignet ist.

Der Vorteil der Formulierung (3.19) besteht jedoch darin, daf erheblich weniger Un-
bekannte zu bestimmen sind, ndmlich |V,| < |Qp| anstelle von |V3| + |@Q4| in der Stan-
darddiskretisierung (3.4). Bei einigen Finiten Elementen kann fiir den Raum W}, genauso
wie im Normalfall fiir V}, eine lokale Basis angegeben werden, so daf auch die Berechnung
der Matrixeintrdge nicht wesentlich aufwendiger ausfillt und die entstehenden linearen
Gleichungssysteme dhnlich diinn besetzt sind.

Nachteilig ist auf der anderen Seite eine erheblich schlechtere Kondition der System-
matrix, die nun etwa h~% betriigt anstelle von A=2 bei der Standarddiskretisierung, was je
nach Losungsmethode zu drastisch schlechteren Konvergenzraten oder auch zum Auftre-
ten von Rundungsfehlern fiihren kann. Dies liegt daran, daf — in etwas versteckter Form —
durch (3.19) die biharmonische Gleichung der Stromfunktion diskretisiert wird. Mit Mehr-
gitterverfahren lafst sich dieses Problem zwar prinzipiell 16sen, allerdings ist die korrekte
Formulierung der Restriktions- und Prolongationsoperatoren insbesondere bei unstruktu-
rierten oder adaptiven Gittern etwas heikel.

Zusitzlich kommen bei inhomogenen Randbedingungen — wie sie in der Praxis fast im-
mer auftreten — oder auch bei mehrfachem Zusammenhang des Gebietes eine oder mehrere
nichtlokale Basisfunktionen hinzu. Diese fiihren zu nicht ganz so einfach zu berechnenden
Matrixeintrédgen und sorgen auch, je nach Randbedingung, fiir ziemlich voll besetzte Rei-
hen und Spalten in der Systemmatrix, die beispielsweise bei strukturierten Gittern nicht
mit dem normalen Stern gespeichert werden kénnen. Bei Lochern im Gebiet ist um jedes
Loch ein zusétzlicher Wirbel zu bilden, der einer nichtverschwindenden Stromfunktion im
Loch (wenn auferhalb des gesamten Gebietes die Stromfunktion zu 0 gewéhlt wird) ent-
spricht. Bei inhomogenen Randbedingungen, beispielsweise einer Einstrombedingung fiir
einen Kanal, miissen alle Ein- und Ausstromrénder durch Strompfade miteinander verbun-
den werden. Dies liegt daran, daf lokale divergenzfreie Funktionen prinzipiell nur rotierende
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Geschwindigkeitsfelder approximieren kénnen. Der potentialtheoretische Anteil als Gradi-
ent einer Funktion hingegen verlangt nach nichtlokalen Basisfunktionen. Je nachdem, ob es
sich um Dirichlet-Rénder mit vorgegebenen Geschwindigkeiten oder um Neumann-artige
Réander mit gegebener Druckdifferenz handelt, ist der Koeffizient einer solchen nichtloka-
len Basisfunktion fest und geht nur in die rechte Seite ein oder erscheint als zusétzliche
Variable in der Systemmatrix.

Ein weiteres Problem tritt erst in drei Dimensionen auf. Dort kann zwar relativ leicht ein
Erzeugendensystem fiir V}, angegeben werden, diese elementaren Funktionen sind jedoch
leider nicht linear unabhéngig, so dak sie keine Basis bilden. Mittels graphentheoretischer
Methoden kann man dann iiberzihlige Funktionen eliminieren [Dob89], allerdings mit ei-
nem nicht unerheblichen Aufwand bei der Behandlung der Gittertopologie. Dadurch wird
natiirlich auch das Aufstellen der Systemmatrix erschwert und eine eventuell vorhandene
einfache Besetzungsstruktur der Matrix gestort. Alternativ konnen alle Erzeugenden ver-
wendet werden und ein iterativer Loser, der im orthogonalen Komplement des Kerns der
dann nur semidefiniten Systemmatrix konvergiert, zusammen mit geeigneten Filtertechni-
ken eingesetzt werden.

Dennoch ist in manchen Féllen eine Anwendung dieses Verfahrens insbesondere in zwei
Dimensionen sinnvoll, so dafs hier lokale Basisfunktionen fiir ein bekanntes divergenzfreies
nichtkonformes Finites Element und eine neue lokale Basis fiir das diskret divergenzfreie
Mini-Element angegeben werden. Ebenfalls in dieses Rahmen pafit die von den Finiten Dif-
ferenzen bekannte Staggered-Grid-Diskretisierung, fiir die auch eine lokale, divergenzfreie
Basis angegeben werden kann.

3.4.1 Crouzeix-Raviart-Element

Das bekannteste diskret divergenzfreie Element ist zwar auch kontinuierlich divergenz-
frei, allerdings nichtkonform in der Diskretisierung der Geschwindigkeiten. Es geht hervor
aus dem nichtkonformen P|-Element fiir die Geschwindigkeit und den stiickweise konstan-
ten Funktionen Py fiir den Druck. Die Konvergenz dieses Elementes wurde von Crouzeix
und Raviart [CR73] gezeigt unter Voraussetzung der Stetigkeit der Geschwindigkeiten an
den Kantenmitten. Natiirliche Knotenvariablen sind deshalb die Geschwindigkeiten an den
Kantenmitten sowie der Druck in jedem Simplexmittelpunkt. Der Funktionsverlauf ist da-
mit eindeutig bestimmt. Der Konvergenzbeweis ist etwas technisch, da die nichtkonformen
Terme mitgeschleppt und abgeschétzt werden miissen, basiert ansonsten aber auf der klas-
sischen Theorie aus Punkt 3.2.3.

Eine Basis in zwei Dimensionen fiir den divergenzfreien Unterraum von P besteht aus
zwei unterschiedlichen Typen von Funktionen, die in Abbildung 3.8 dargestellt sind. An
jeder Kantenmitte befindet sich eine Basisfunktion mit einer Geschwindigkeit parallel zu
dieser Kante und an jedem Eckpunkt ein Wirbel um diese Ecke durch die anliegenden
Dreiecke, senkrecht zu ihren anliegenden Kantenmitten und umgekehrt proportional zur
jeweiligen Kantenlinge. Wie man sich leicht iiberzeugen kann und durch Abzdhlen der
Freiheitsgrade mit der Eulerformel bestétigt sieht, sind diese Funktionen linear unabhingig
und erzeugen den VhC_R, bilden also eine Basis. Die Konstruktion eventueller nichtlokaler
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Abbildung 3.8: Basisfunktionen des nichtkonformen divergenzfreien Crouzeix-Raviart-
Elementes

Basisfunktionen ist hier relativ anschaulich, da einfach der Fluf von Dreieck zu Dreieck
weitergereicht wird.

Dieses Element ist relativ erfolgreich, da es einfach zu implementieren ist, kleine Sy-
stemmatrizen erzeugt und genaue Resultate liefert. Fiir manche Verfahren vorteilhaft ist
die diagonale Massenmatrix der Driicke, die folglich trivial invertierbar ist. Wie bei prak-
tisch allen Elementen mit unstetigem Druck gilt die Divergenzfreiheit pro Dreieck, da die
elementweise konstanten Funktionen im Druckraum enthalten sind (hier spannen sie den
gesamten Druckraum auf). Eine Verallgemeinerung dieses Elementes auf Viereckselemente
ist leicht moglich und wird auch haufig angewendet.

3.4.2 Mini-Element

Ahnlich wie auch im Crouzeix-Raviart Element existieren fiir das diskret divergenzfreie
Mini-Element aus Punkt 3.2.4 zwei qualitativ verschiedene Basisfunktionen, die in Abbil-
dung 3.9 gezeigt werden. Die erste besteht aus zwei nebeneinanderliegenden Bubbles ent-
gegengesetzter Richtung parallel zur gemeinsamen Kante, die zweite aus einer beliebigen
Geschwindigkeit an einem Eckpunkt und den umliegenden Bubbles, die fiir die Riickstro-
mung sorgen. Zur Definition letzterer gibt es mehrere Moglichkeiten, da jeweils zwischen
zwei Bubbles eine beliebig skalierte Funktion des ersten Typs eingefiigt werden kann, ohne
die diskrete Divergenzfreiheit zu verletzen. Eine Mo6glichkeit besteht z. B. darin, durch die
Bubble in jedem Dreieck die Divergenzfreiheit einzeln zu erfiillen, was gestattet, die Bub-
bles lokal und einzeln auszurechnen, ohne alle umliegenden Bubbles gleichzeitig behandeln
zu miissen.

Man konnte versucht sein, die Basisfunktionen des ersten Typs ganz wegzulassen und
sich am Ende auf die Werte an den Eckpunkten zu beschréinken. Dies ist nicht moglich,
denn diese Funktionen sorgen fiir die Verbindung zweier benachbarter Eck-Basisfunktionen.
Der gleiche Effekt trite bei einer klassischen Py-Diskretisierung des Poisson-Problems auf,
wenn alle ungeraden Punkte nicht mitberechnet, sondern automatisch auf den negativen
Wert des zugehorigen geraden Punktes gesetzt wiirden. Die Typ-I Funktionen kénnen auch
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Abbildung 3.9: Basisfunktionen des diskret divergenzfreien Mini-Elementes

nicht statisch eliminiert werden, da sie kantenorientiert sind und sich benachbarte Basis-
funktionen deshalb iiberlappen. Man sieht sofort, daf sich einfache Stromungsbilder wie die
homogene lineare Stromung oder Potentialwirbel so nicht darstellen lassen. Sieht man sich
die den Basisfunktionen entsprechende Stromfunktion an, wird dies auch klar, denn ohne
die Typ-I Funktionen bleiben Ld&cher, beispielsweise in einer Diskretisierung konstanter
Wirbelstéarke.

3.4.3 Staggered Grid

Ein beliebtes, weil billiges Element ist das aus der Finite-Differenzen-Methode bekannte
versetzte Gitter. Die beiden Geschwindigkeitskomponenten sind dabei so auf den Kanten
eines Quadratgitters definiert, daf sie gerade senkrecht auf ihrer jeweiligen Kante stehen.
Die Druckfunktionen sind an den Zellmitten lokalisiert. Abbildung 3.10 zeigt ein solches
Gitter mit den jeweiligen Knotenvariablen. Auch fiir dieses Element kann eine diskret
divergenzfreie Basis angegeben werden, und zwar sowohl in zwei (Abbildung 3.11) wie
auch in drei Dimensionen [Dob89]. Wie bei allen diskret divergenzfreien Elementen treten
die in Abschnitt 3.4 beschriebenen Probleme auf. Dies betrifft die zusitzliche Einfiihrung
nichtlokaler Basisfunktionen fiir den Anteil der Potentialstrémung bzw. der Rotation um
Locher im Gebiet sowie die Elimination {iberzdhliger Basisfunktionen in drei Dimensionen.

Nach [Sto99b] kann fiir dieses Gitter eine echte diskrete Velte-Diskretisierung angege-
ben werden, wobei die diskreten Operatoren div, und rot, geeignet zu definieren sind. Das
diskrete Aquivalent zum Eigenwertproblem (2.15) hat dann ebenfalls drei Teilriiume zu den
Eigenwerten 1, oo und den interessanten “harmonischen” Druckraum mit Eigenwerten im
Intervall |1, £%]. Mit einem geeigneten Start des Uzawa-Verfahrens kann dann gewéihrlei-
stet werden, daf die Iteration vollstindig in dem harmonischen Druckraum stattfindet und
dafiir ein optimaler Uzawa-Parameter angegeben werden [Sto99a]. Dies gilt auch fiir die
Verallgemeinerung auf drei Dimensionen, die in [DS98] behandelt wird. Eine solche diskrete
Velte-Zerlegung gibt es generell fiir Elemente, fiir die div V}, C @, gilt. Dies trifft beispiels-
weise zu auf das stetige Lagrange-Element der Ordnung k fiir die Geschwindigkeiten und
das unstetige Element der Ordnung £k <1 fiir den Druckraum, wobei £ > 4.
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Abbildung 3.10: Definition der Knotenvariablen im Staggered Grid

Abbildung 3.11: Divergenzfreie lokale Basisfunktion
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Kapitel 4

Numerik

Die analytische Bestimmung der Ladyzhenskaya-Konstanten ist nur in ganz wenigen Féllen
exakt moglich. Selbst fiir so einfache Gebiete wie das Quadrat ist keine analytische Losung
mehr zu finden. Man ist deshalb auf die Abschitzungen aus Abschnitt 2.4 angewiesen, die
jedoch fiir verschiedene Gebietsklassen viel zu pessimistisch sind, insbesondere dann, wenn
das Gebiet aus mehreren Teilgebieten mit Hilfe von Satz 12 zusammengesetzt werden muf,
da speziell dieser Satz ziemlich grob abschitzt. Besonders auffillig ist dies bei mehrfach
zusammenhéngenden Gebieten, die ja immer aufgeschnitten und aufgeteilt werden miissen.

Alternativ zu diesem analytischen Ansatz kann die Babugka-Brezzi-Konstante aus (3.1)
auch numerisch bestimmt und damit die kontinuierliche Ladyzhenskaya-Konstante abge-
schétzt werden. Dieser numerisch bestimmte Wert ist in aller Regel schlimmstenfalls bis
auf einen kleinen Faktor gleich der Ladyzhenskaya-Konstanten, wie sich in Abschnitt 4.2
herausstellen wird.

4.1 Verfahren

Fiir die numerische Approximation der Ladyzhenskaya-Konstanten sind verschiedene Ver-
fahren denkbar. Eine Moglichkeit besteht in der direkten Approximation der Bedingung
(3.1). Hierbei ist zu beachten, daf die diskrete Stokesgleichung (3.4) wie schon im Konti-
nuierlichen gerade der Eulergleichung der sup-Maximierung in Bedingung (3.1) entspricht.
Zu jedem gegebenen py erhalten wir also das zugehorige 4y aus der Losung von

(Dﬁh, DUh) = (le ﬁh,ph) VUh eV, (41)
und den entsprechenden Wert

. oo )
Apy = sup WV Tupr) _ (¥ Enpr) _ [y (4.2)
anevi |Oaly lloall  ldnly llpall sl

wobei in der letzten Umformung die Bestimmungsgleichung (4.1) und die Definition der
|-|;-Norm verwendet wurde.
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Zur Formulierung des Verfahrens ist allerdings eine andere Schreibweise geeigneter. Die
Matrizen A und B vertreten im Finite-Elemente-Raum die Operatoren <A und <div und
sind definiert durch

VT'AU = (D, Diy) iy, Uy € Vi,
Q"BU = (g, divip) Vi € Vi, qn € Qh,

wobei V und U die Koeffizientenvektoren der Finite Elemente Funktionen v, und wuy in
der gewiihlten Basis {v}} sind und entsprechend Q der Koeffizientenvektor von g, in der

Basis {q,{t} ist. Weiterhin benotigen wir die Massenmatrix der Druckfunktionen, definiert
durch

QTMP = (Qhaph) )

die damit gleichzeitig die [|-|-Norm im Druckraum vermittelt, genauso wie die Matrix A
die |-|;-Norm im Geschwindigkeitsraum. Dank der Symmetrie und Elliptizitdt von 3.2 ist
sichergestellt, dal A positiv definit und folglich invertierbar ist.

In einer implementierungstauglichen Schreibweise kénnen wir nun die Lésung von (4.1)
angeben durch

AU = BTP,

und damit auch die Normen aus der letzten Umformung von (4.2) mit

lup, = VUTAU = VUTBTP = vPTBA-'BTP,
lpnl| = VPTMP,

und finden schlieflich fiir die Werte

PTBA-'BTP

2 _
A = PTMP

Die Extrema der Werte )\, lassen sich daher aus einer verallgemeinerten Eigenwertglei-
chung ermitteln und der gesuchte minimale Wert £ ergibt sich als die Wurzel des kleinsten
Eigenwertes von

BA'BTP = \*MP. (4.3)

Anmerkung 15. Der diskrete Druckraum wird bei der Implementierung in aller Regel
nicht nach den konstanten Funktionen faktorisiert, sondern der volle L? diskretisiert. Bei
der einfachen Losung der Stokesgleichung ist dies bei praktisch allen Verfahren auch un-
kritisch, bei Bedarf kann am Ende durch Addition einer Konstanten das Integralmittel 0
erreicht werden.

Daraus erqibt sich jedoch die Konsequenz, daf$ die Matriz B nicht mehr vollen Rang
besitzt und somit der linke Operator von (4.3) nur noch positiv semidefinit ist, d. h. es
existiert ein verschwindender Figenwert mit der konstanten Funktion als zugehérigem Fi-
genvektor. Dieser kleinste Eigenwert kann bei der Bestimmung von Ly einfach ignoriert
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werden. Es stellt sich jedoch die Frage, ob dadurch méglicherweise andere Eigenwerte oder
Figenfunktionen verfilscht werden, denn schliefllich ist ja die Norm ||-|| eigentlich fiir Funk-
tionen aus L% definiert.

Gliicklicherweise st dies jedoch nicht der Fall, da Figenfunktionen zu verschiedenen
Eigenwerten ber symmetrischen Problemen bekanntlich prinzipiell orthogonal sind und in
unserem Fall daher alle interessierenden Figenfunktionen orthogonal zu der konstanten
Funktion sind. Dies bedeutet jedoch gerade, dafl ihr Integralmittel verschwindet. Daher
befinden sich die wichtigen Eigenfunktionen, obwohl urspringlich im gesamten L? gesucht,
~ bedingt durch Eigenschaften des Verfahrens — schlieflich doch in LZ.

Die Losung dieses verallgemeinerten Eigenwertproblems erfolgt mit Standardmethoden,
entweder indem (4.3) direkt gelost wird oder die positiv definite Massenmatrix M = LL”
zunichst Cholesky-zerlegt und anschliefsend in ein Standardproblem

L 'BA'BTLTX = \X

mit X = LTP transformiert wird. Hierbei ist zu beachten, daff die Matrix BA~'B7T voll
besetzt ist, und die Matrix M fiir Finite Elemente mit unstetigem Druck besonders ein-
fach zu zerlegen ist, da sie dann (block-)diagonal ist. In der Praxis werden die Inversen
selbstversténdlich nicht explizit berechnet, sondern die entsprechenden Gleichungssysteme
gelost.

Eine zweite Moglichkeit besteht in der direkten Diskretisierung des zur Eulergleichung
von (2.6) gehorenden Eigenproblems (2.15) oder auch (2.17). Zweckméfigerweise verwendet
man jedoch eher ersteres, weil sich dessen Matrixeintrige etwas einfacher berechnen lassen.
Da die Eigenwerte im Bereich [1, co] liegen, empfiehlt es sich jedoch, das dquivalente inverse
Problem

(div @p, div ) = n (D, Dvy) Vi, € Vi
zu bearbeiten. Definieren wir nun wieder die Matrix D iiber
VIDU = (div @, div i) iy, U € Vi,
die offensichtlich positiv semidefinit ist, konnen wir das verallgemeinerte Eigenwertproblem
DU = nAU (4.4)

16sen, das genau (4.3) entspricht, allerdings im Raum der Geschwindigkeiten V}, formuliert
ist statt im Druckraum Qj.

Der Unterraum von Vj zum Eigenwert 7 = 0 ist nun gerade das diskrete Aquivalent
zum divergenzfreien Teilraum Vy C H,? aus (2.7). Allerdings gilt n = 0 dann und nur
dann, wenn die zugehorige Eigenfunktion nicht nur diskret, sondern exakt divergenzfrei
ist. In dieser Formulierung kann es deshalb sehr schwierig sein, zwischen der kritischen Ei-
genfunktion, die dem Wert £, und der passenden Druckeigenfunktion von (4.3) entspricht,
und moglicherweise sehr vielen Funktionen zu unterscheiden, die nicht exakt, sondern nur
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diskret divergenzfrei sind und deshalb eigentlich den genannten Raum V, approximieren
statt den interessanten Raum Vs € Hy? aus (2.12). Auf der anderen Seite des Spektrums
entsteht dasselbe Problem mit dem Raum V; € Hy? aus (2.11) und nur diskret, aber nicht
exakt rotationsfreien Funktionen. Genau dasselbe Verhalten zeigt natiirlich auch eine Dis-
kretisierung von (2.17).

Diese Formulierung ist deshalb allenfalls dann sinnvoll einsetzbar, wenn sich aus dem
diskreten Geschwindigkeitsraum ein ausreichend grofser exakt divergenzfreier Teilraum fin-
den laft. Dies ist beispielsweise fiir die stiickweise linearen nichtkonformen Geschwindigkei-
ten des Crouzeix-Raviart-Elementes der Fall. Fiir spezielle Triangulierungen kénnen auch
stiickweise quadratische konforme Elemente verwendet werden, und das verallgemeiner-
te Taylor-Hood-Element eignet sich ebenfalls, allerdings erst ab einem Polynomgrad von
mindestens vier. In drei Dimensionen funktioniert auch das verallgemeinerte Mini-Element,
dieses aber sogar erst ab einem Polynomgrad von mindestens neun [For96|.

Zu beachten ist bei diesem Ansatz auch, daf sich das Eigenwertproblem im Geschwin-
digkeitsraum V}, abspielt, der bei allen stabilen Elementen erheblich grofer ist als der
Druckraum @p. Auf der anderen Seite miissen keine Gleichungssysteme zur Aufstellung
der Eigenwertmatrizen gelost werden und die beteiligten Matrizen A und D sind fiir die
gewohnlich verwendeten lokalen Basisfunktionen sehr diinn besetzt. Aus diesen beiden
Griinden bieten sich zur Losung von (4.4) eigentlich nur iterative Verfahren an, wie die in
Anhang A.5.2 beschriebene Arnoldi-Methode.

Da sich bei allen Finiten Elementen mit hoherer Ordnung der Anteil Nichtnullelemente
in den Matrizen A und D deutlich erhoht, bleibt fiir diesen Ansatz im wesentlichen nur das
Crouzeix-Raviart-Element iibrig. Obwohl dieses fiir glatte Losungen keine besonders vor-
teilhaften Approximationseigenschaften hat (nur erster Ordnung), wurde es implementiert
und einige Beispiele damit durchgerechnet. Bei guten adaptiven Triangulierungen hat es
sich dabei als durchaus brauchbar erwiesen. Wie bei allen nichtkonformen Elementen gilt
dann allerdings nicht mehr die Abschéitzung (Anhang B)

[div @] < |inly ,

die durch partielle Integration unter Beachtung der Nullrandbedingung leicht bewiesen
werden kann, sondern die schwéchere Abschitzung

Idiv @l < Vd |l

mit der Raumdimension d. Das hat zur Folge, daf die nichtverschwindenden Eigenwerte
von (4.4) nicht mehr wie im konformen Fall im Intervall [£4, 1] liegen, sondern im Intervall
(L, v/d], und keine direkte Korrespondenz mehr gegeben ist zwischen den Eigenfunktionen
von (4.4) und dem entsprechenden diskreten Aquivalent zu (2.17). Dies liegt daran, daf
auch die Aufteilung (2.10) fiir nichtkonforme Diskretisierungen nicht mehr giiltig ist.
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4.2 Konvergenz und Approximation

Die numerische Berechnung der Babuska-Brezzi-Konstanten zur Abschitzung der konti-
nuierlichen Ladyzhenskaya-Konstanten mit Hilfe von (4.3) ist selbstverstéindlich nur dann
sinnvoll, wenn eine Aussage iiber die Genauigkeit dieser Approximation moglich ist. Die ei-
ne Richtung dieser Aussage ist fiir stabile Elemente bereits in Satz 16 enthalten, an dessen
Ende die Aussage

Egcﬁh

steht, wobei die Konstante ¢ fiir die Giite des verwendeten Interpolationsoperators Il
steht. Sie ist fiir eine gegebene Diskretisierung nur sehr schwer auszurechnen. In der Praxis
handelt es sich jedoch fiir die gebrduchlichen Finiten Elemente allenfalls um eine kleine Kon-
stante. Fiir iiberstabile Elemente, die aus der Anreicherung von bereits stabilen Elementen
hervorgehen, wie beispielsweise das quadratische Mini-Element fiir Geschwindigkeiten und
stiickweise lineare Driicke, scheint die Konstante in der Praxis von der Groéfsenordnung
1+ 0(1) fir h — 0 zu sein. Fiir die Abschitzung der anderen Richtung zustandig ist

Satz 19. Fir ein Gebiet Q und eine konforme Diskretisierung der Stokesgleichungen (3.4)
seien sowohl die Ladyzhenskaya-Ungleichung (2.6) mit L als auch die Babuska-Brezzi-
Bedingung (3.1) mit Ly, erfillt. Dann existiert fir jedes e > 0 ein h > 0, so dajf$ gilt

Ly e < L.

Anmerkung 16. Da keine Glattheit des Gebietes oder der Lisung gefordert ist, kann keine
schirfere Aussage getroffen werden, insbesondere iiber eine Konvergenzordnung der Form
Ly, = L+ O (h%). Da in der anderen Richtung jedoch nicht einmal Konvergenz, sondern
lediglich eine Konstante angegeben werden kann, ist dies auch nicht unbedingt erforderlich.

Beweis. Bekanntlich ist der Raum Cg° der glatten Funktionen dicht in L2, so daf wir (2.6)
in C§° betrachten. Sei nun p. € C§° (eigentlich geniigt p. € C*™ (Q)) mit ||pe|| = 1 und

Vpd|_, < L+ %

Da diese Funktion glatt ist, kann sie auch im Diskreten approximiert werden (je nach
Diskretisierung mit unterschiedlicher Ordnung), d. h. es existiert ein h > 0, so daf es ein

pr € Qp gibt mit
Ipn ©pell <

DO | ™

und der Einfachheit halber ebenfalls ||ps|| = 1. Nun ist aber die Norm |V:| ; dquivalent
zur L2-Norm, so daf gilt

€ € €
IVor|_y < |Vpe|l_y + |V (pr©pe)|_; < L+ 5t lpn < pel] < L+ 3T
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Da wir eine konforme Diskretisierung haben, gilt schlieflich

L= Lo lpall < sup EVORPR) o @VOR) G ey
eV |l et |Vl
O
Zusammengenommen stellen wir damit den Einschluf
Ly <e(h)<L<cLy (4.5)

mit einer Funktion e (h) fest, fiir die gilt
e(h) =0 fir h — 0,

und einer unbekannten, aber im praktischen Einsatz meist kleinen Konstante c.

Es ist offensichtlich, dafs bei festgehaltenem Druckraum @ ein groferer Geschwindig-
keitsraum V,) OV}, die Konstante L, allenfalls vergrofern kann. Damit wird klar, daf ein
“besseres” Element, als nach (3.1) erforderlich, die Genauigkeit der Berechnung verbessert.
Alternativ kann auch bei festgehaltener Drucktriangulierung die Diskretisierung der Ge-
schwindigkeiten verfeinert werden, beispielsweise durch regulire Verfeinerung. Gleichzeitig
wird durch diese Mafnahme die Konstante ¢ aus der Interpolation verkleinert, so daf man
fiir ein ausreichend iiberstabiles Element oder verfeinerte Geschwindigkeiten guten Gewis-
sens sagen kann

['%['h-

Dies bestétigt sich auch bei den numerischen Beispielen aus Kapitel 6, fiir die £ explizit
angegeben werden kann.

Halten wir allerdings die Druckdiskretisierung mit einem h, fest und verfeinern an-
schliefsend lediglich den Geschwindigkeitsraum mit h,, — 0, so kénnen wir insbesondere die
obere Abschitzung £ < ¢ L, verbessern, denn es ist klar, daf fiir jeden diskreten Druck
die diskreten Geschwindigkeiten wegen der Eigenschaften des Poisson-Problems gegen die
zu dieser Druckfunktion passende kontinuierliche Funktion

(Di, D%) = (pn,, div ¥) Vo € Hy?
konvergieren. Damit wird aber auch der Ausdruck

(php, div 17hu)

gegen ‘Vphp ‘_1 konvergieren und das kontinuierliche Eigenwertproblem (2.15) folglich im-
mer genauer approximiert. Daher konnen wir schliefsen

£hu,hp = sup =
Vhy, 6th |/Uhu |1 php

L < lim lim ‘chu,hp;

" hp—0 hy—0
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worin die beiden Limites so zu verstehen sind, daf fiir jedes h, zunédchst h, — 0 gehen
mufs.

4.3 Eigenwertverteilung

Ohne den Ergebnissen der Beispiele aus Kapitel 6 vorzugreifen, seien hier einige Charakte-
ristika der mit dem durch Gleichung (4.3) gegebenen Verfahren berechneten Eigenwertver-
teilungen vorgestellt. Wie bereits gezeigt, liegen alle nichtverschwindenden Eigenwerte im
Bereich [£52, 1]. Allerdings sind diese nicht gleichméRig iiber das gesamte Intervall verteilt.
Es stellt sich heraus, dafs die kleinen Eigenwerte, die besonders interessant sind, diskret
liegen, und zwar haufig in etwa an den Stellen

MNo=n*-L;* neN (4.6)
fiir (je nach Grofke von L) einige oder etliche Werte von n. Dabei konnen, je nach Trian-
gulierung und Gebiet, einige Eigenwerte auch exakt oder nahezu exakt entartet sein. Falls
nicht alle kleinen Eigenwerte durch (4.6) erfafit werden, lassen sich meistens zwei oder mehr
Reihen erkennen, fiir die die Beziehung (4.6) jeweils einzeln mit leicht unterschiedlichem
Ly, gilt. Mit zunehmendem n riicken die Eigenwerte ndher zusammen und gehen ab etwa
A2 =~ 0,2...0,4 in ein Kontinuum iiber, das ein Maximum bei etwa % annimmt. In der Ndhe
von 1 tauchen dann die annidhernd rotationsfreien und gerade bei 1 schlieklich die exakt
rotationsfreien Funktionen auf, die den Raum V; aus (2.11) approximieren. Qualitativ sieht
das Spektrum also aus wie in Abbildung 4.1, wobei hier auf der Abszisse die Wurzeln der
Eigenwerte von (4.3), also die A, aufgetragen sind, die schlieklich entscheidend fiir die
Babuska-Brezzi-Bedingung sind.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Abbildung 4.1: Qualitatives Spektrum des Eigenwertproblemes (4.3)
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Die Gesamtzahl der berechneten Eigenwerte héngt selbstverstindlich vom verwendeten
Element und der Triangulierung ab. Fiir zunehmend feinere Diskretisierungen verschieben
sich die kleinen Eigenwerte leicht, da £, — L (qualitativ). Die grundsitzliche Charak-
teristik — kleine diskrete Eigenwerte, Kontinuum um %, rotationsfreie Funktionen bei 1
— bleibt jedoch immer gleich, lediglich die Hohe der Buckel beim Kontinuumsmaximum
und besonders bei 1 erhoht sich beispielsweise bei Gitterverfeinerungen. Diese spezielle
Eigenwertverteilung war unter anderem die Motivation fiir die Entwicklung des schnellen
Stokes-Losers, der auch bei ungiinstigen Gebieten noch brauchbar arbeitet und im folgen-

den Kapitel vorgestellt wird.



Kapitel 5

Schneller Stokes-Loser

In der vorangegangenen Diplomarbeit [Kek97] stellte sich heraus, dafs die Konvergenzge-
schwindigkeit des dort untersuchten Uzawa-Verfahrens ganz entscheidend von der Kon-
stante Ly aus (3.1) abhidngt. Wie im Abschnitt 4.2 deutlich wurde, ist diese aber in der
Grofsenordnung der kontinuierlichen Ladyzhenskaya-Konstante und damit bei stabilen Ele-
menten nur bedingt abhingig von der Diskretisierung. Das heiftt, dafl bei ungiinstigen Ge-
bieten wie beispielsweise den in [Kef97| untersuchten langgestreckten Kanélen, prinzipiell
schlechte Konvergenzraten zu erwarten sind. Es steht zu vermuten, dafs dies mehr oder
weniger auf alle iterativen Loser der Stokes-Gleichungen zutrifft, also beispielsweise auch
auf Mehrgitterverfahren mit dem Vanka-Glatter oder elementweiser Relaxation. Allerdings
konnen die Werte des Standard-Uzawa ganz erheblich verbessert werden.

5.1 Uzawa als indefiniter Loser

Das Uzawa-Verfahren [AHU58| dient ganz allgemein zur Losung indefiniter linearer Glei-
chungssysteme mit Nebenbedingungen der Form

Az + BTy = a, (5.1)
Bz = b.

Falls A invertierbar ist, kann z eliminiert werden und man erh&lt
BA'BTy = BA 'a b, (5.2)

wobei die Matrix BA BT positiv definit ist, in der Praxis aber nicht explizit berechnet
wird. Stattdessen wird ein Startwert (xg, yp) iterativ verbessert mit der Iterationsvorschrift

Az, = a<BTy, 4, (5.3)
Yk = Yp_1+ a(Bz<b).

Wie bei allen linearen Iterationsverfahren geniigt es, zur Analyse der Konvergenzeigen-
schaften verschwindende rechte Seiten anzunehmen und sich so einige Schreibarbeit zu

71
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ersparen. Die exakte Losung ist dann logischerweise der Nullvektor und die (z, yx) geben
direkt den Fehler an. Wir sehen nach Elimination der z; sofort

Y = (I <:>O[BAilBT) Yk—1 (54)
und stellen fest, dafs es sich um eine einfache Richardson-Iteration der Systemgleichung
BA™'BTy =0

handelt, entsprechend einem Gradientenverfahren fester Schrittweite. Wir schlieffen, daf
das Verfahren konvergiert fiir
2

0 - .
== BABT

Interessanterweise kann das Uzawa-Verfahren auch fiir das kontinuierliche Problem (1.5)
sinnvoll definiert werden. Dazu schreiben wir die Iterationsvorschrift in der Form

(D, D%) = (f,9) + (p, div7) Vi e HY?, (5.5)
(Pri1,9) = (prq) Sa(diviy <g,q)  Vge L,

woraus man unmittelbar sieht, daf diese Iteration fiir 0 < a < 2 konvergiert. Die Diskre-
tisierung dieses kontinuierlichen Uzawa-Verfahrens fiihrt analog zu (5.4) zu der Iterations-
vorschrift

yr = (I ©aM"BAT'B") y4_4

mit der Massenmatrix der Druckfunktionen M. Diese Massenmatrix ist aber in der Re-
gel von kleiner Kondition und mehr oder minder lediglich eine Skalierung mit k2, so daf
sich dadurch im Konvergenzverhalten kein qualitativer Unterschied ergibt. Es ist nur leich-
ter, den Iterationsparameter o sinnvoll zu wéhlen, da keine Kenntnis iiber die Norm von
BA~1BT erforderlich ist. Tatséchlich ist hier die Wahl von a ~ 1,5 in den meisten Fillen
optimal oder hinreichend nahe am Optimum.

Eine andere Verbesserung ersetzt die Richardson-Iteration durch ein echtes Gradienten-
verfahren, indem die Schrittweite oy iterationsabhéngig gewahlt wird nach der Vorschrift

y;{yk

LI 5.6
yI'BA-1BTy, (5.6)

ap =

Allerdings stellt sich heraus, dafs auch diese Verbesserung nur marginal ist und gerade
bei schwierigeren Gebieten kaum Verbesserung bringt, auier daf auch hier der Schrittwei-
tenparameter automatisch gewihlt wird und nicht vom Benutzer “erraten” werden mufs.

Eine Beschleunigung um einen kleinen Faktor erhilt man in der Regel, indem man die
Geschwindigkeits-Poisson-Probleme der Stokes-Gleichungen durch die penalisierte Variante
(3.10) ersetzt (Augmented-Lagrangian-Methode, [FG83]). Im Unterschied zur ausschlief-
lichen Losung des penalisierten Problems dient hier der Strafterm lediglich zur Konver-
genzbeschleunigung und der Parameter ¢ kann deshalb erheblich kleiner gewéahlt werden.
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Dadurch bleibt die Kondition der Systemmatrix einigermafsen begrenzt und ist auch itera-
tiv noch recht gut zu losen. Wie in [Kek97| festgestellt, kann fiir ¢ & 1. . .4 eine etwa doppelt
bis dreimal so schnelle Konvergenz erwartet werden wie ohne Penalisierung. Insbesondere
kann durch eine solche Penalisierung die Konvergenz der Geschwindigkeiten erheblich be-
schleunigt werden, da durch den Strafterm diese sehr schnell (nahezu) divergenzfrei werden.
Der Druck hingegen erfahrt nur die angegebene méfkige Beschleunigung.

5.2 CG-Uzawa

Wie eigentlich immer bei langsamer Konvergenz empfiehlt es sich, zu konjugierten Rich-
tungen iiberzugehen. Dazu wenden wir das klassische CG-Verfahren auf die reduzierte
Systemgleichung (5.2) an, wobei wir die Matrix BA™' BT selbstverstindlich nicht explizit
bilden (sie ist in der Regel voll besetzt), sondern die im Algorithmus erforderliche Multi-
plikation mit dieser Matrix in drei Einzelschritte aufteilen: zunéchst die Multiplikation mit
BT dann die Losung des Gleichungssystems mit der Matrix A und anschlieRend erneute
Multiplikation mit B. Ansonsten bleibt das CG-Verfahren unverandert und gestaltet sich
ausfiihrlich zusammengeschrieben wie folgt.

Sei ein g gegeben. Wir berechnen Az; = a < BTy, und die beiden Hilfsvektoren
d, = <gq; = Bx; <b. Die Iteration verlauft dann fiir £ =1, 2, ... in den Schritten

pe = BTdy,
Ahy = ps,

a = dqu )

Dy, hy,

Uk = Yr—1 Spdy,
Try1 = Tp + aghg,
Qey1 = beBrp,

B, = QEJF%%H

45 9k

dit1 = et + Bedy -

Der aufwendigste Teil dieser Iteration ist die Losung eines Gleichungssystems mit der
Matrix A in jedem Schritt. Je nach Typ der Matrix konnen hierbei verschiedene Verfah-
ren zum Einsatz kommen, angefangen von direkten Verfahren iiber CG bis hin zu Mehr-
gitteralgorithmen. Das Verfahren konvergiert auch noch mit nur wenig schlechterer Ge-
schwindigkeit, wenn die Losung dieses Gleichungssystems in jedem Schritt tatsédchlich nur
naherungsweise erfolgt, solange diese Ndherung “hinreichend” gut ist. Ndhere Ausfiihrun-
gen zu diesem inexakten Uzawa-Verfahren und eine prézise Definition von “hinreichend”
finden sich in [EH94].

Umgekehrt gibt es auch die Moglichkeit, den Uzawa-Algorithmus mit einer einfach
zu invertierenden Nidherungsmatrix C' &~ A anzuwenden, nach Konvergenz den Defekt zu
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berechnen und dann wiederholt die Defektgleichung — erneut mit Uzawa — zu losen. So
entspricht der Uzawa-Algorithmus einer inneren Iteration, die dufsere Iteration zur Defekt-
verbesserung kann dann wieder eine Richardson-Iteration, ein Gradientenverfahren oder
ebenfalls CG sein. Dies ist allerdings offensichtlich nur dann sinnvoll, wenn das Uzawa-
Verfahren schnell konvergiert und eine gut zu approximierende Matrix A vorliegt. Wenn A
selbst einigermafsen genau und schnell gelost werden kann, empfiehlt sich eher der vorher
genannte Ansatz mit einer approximativen Losung von A in jedem Uzawa-Schritt. Falls
moglich, kénnen hierbei sinnvollerweise auch etwas aufwendigere Vorkonditionierungen wie
eine unvollstidndige Cholesky-Zerlegung oder dhnliche eingesetzt werden, da A mehrmals
gelost werden mufs und die Kosten der Erstellung des Vorkonditionierers so verteilt werden.
Aus der Systemgleichung (5.2) kénnen wir sofort die Konvergenzgeschwindigkeit des
originalen Uzawa-Verfahrens wie auch der CG-Iteration ablesen. Die Kondition der Sy-
stemmatrix ist nun von der GroRenordnung £, 2, denn die Eigenwerte beziiglich der durch
die Massenmatrix der Driicke M vermittelten Metrik liegen ja im Intervall [£42, 1] wie im
Abschnitt (4.1) gezeigt. Die Massenmatrix M selbst hat in der Regel eine kleine Kondition
und dndert hauptsichlich die Skalierung, so dak das Verhéltnis der extremen Eigenwerte
von BA™'BT auch in der euklidischen Metrik in der GroRenordnung von L, 2 liegt. Das
originale Uzawa-Verfahren hat somit eine Konvergenzrate in der Grofenordnung

1 <:>£h2,
wohingegen der CG-Uzawa-Algorithmus eine Konvergenzrate von
1L,

verspricht. Bei einem ungiinstigen Gebiet, wie beispielsweise einem Kanal mit Seitenver-
hiltnis 1:100 mit einer Konstanten in der Grofenordnung von £, = 0,01 erhalten wir
daraus eine Verbesserung auf 230 Iterationen (CG-Uzawa) gegeniiber utopischen 23000
Iterationen (Original Uzawa) fiir eine Dezimalstelle. Um auch bei anisotropen Diskretisie-
rungen und sehr unterschiedlich grofen Elementen ganz sicher zu gehen, daf die mogliche
Konvergenzgeschwindigkeit auch erreicht wird, empfiehlt es sich, mit der Massenmatrix M
vorzukonditionieren. Damit liegen die Eigenwerte in dieser Metrix — wie oben erwidhnt —
im Intervall [£;2, 1] und die Konvergenzrate von mindestens 1 <L, ist garantiert.

Tatséchlich ist die Konvergenz in der Praxis sogar noch erheblich besser. Mit der Eigen-
wertverteilung aus Abschnitt 4.3 und der Eigenschaft des CG-Verfahrens, extreme Eigen-
vektoren zuerst aus dem Fehler zu eliminieren, erhalten wir sogar Superkonvergenz. Nach
einigen CG-Schritten (etwa 20-40) ist der Fehler in Richtung der Eigenvektoren zu den
kleinsten Eigenwerten weitestgehend beseitigt und diese Eigenwerte storen die Iteration
nicht weiter. Man sieht deutlich, dak die Konvergenz an dieser Stelle einen Knick macht
und anschliefsend erheblich beschleunigt weiterlauft, denn es bleibt eine Netto-Kondition in
der Grofsenordnung von meistens unter 30 iibrig, und danach erfordert eine weitere Dezi-
malstelle lediglich noch etwa 10 Iterationen. Somit konnten alle bisher behandelten Gebiete
mit weniger als 100 Iterationen zur Konvergenz (8 Dezimalstellen Gewinn) gebracht wer-
den.



Kapitel 6
Beispiele

Die folgenden Beispiele wurden ausgew#hlt, um die Genauigkeit der analytischen und nu-
merischen Verfahren zur Bestimmung der Ladyzhenskaya-Konstanten zu iiberpriifen. Die
erste Gruppe im Abschnitt 6.1 besteht aus Gebieten, fiir die ein exaktes Ergebnis berechnet
werden kann — gegebenenfalls auf dem Umweg iiber die Korn- oder Friedrichs-Ungleichung
—, so dals eine direkte Aussage iiber die Konvergenz der numerischen Verfahren mdoglich
ist. Gleichzeitig kann iiber die Friedrichs-Ungleichung und Satz 14 mit der genaueren Ab-
schdtzung (2.37) oder (2.38) a priori eine Grofenordnung angegeben werden, die mit dem
exakten Ergebnis verglichen wird. Zur Erinnerung: die Konstanten hingen zusammen iiber

5 2 1
L= E-i:m (6.1)

Die néchste Gruppe im Abschnitt 6.2 besteht aus etwas weniger synthetischen Beispie-
len, die eher in der Praxis auftauchen konnen, fiir die aber kein exaktes Ergebnis mehr
angegeben werden kann. Wir benutzen hier wieder Satz 14 zur a priori-Abschitzung und
zum Vergleich mit den numerischen Werten.

Die letzte Gruppe aus Abschnitt 6.4 schlieflich umfafst exemplarisch einige dreidimen-
sionale Gebiete. Leider ist in drei Dimensionen keine echte Aquivalenz bekannt, so daff
analytische Ergebnisse hier fehlen. Zum Vergleich ist deshalb — wo angebracht — die Kon-
stante eines einbeschriebenen Ellipsoides nach (2.43) angegeben, die zumindest ein Gefiihl
fiir die Grofenordnung vermittelt. Dennoch sind die Ergebnisse interessant und fordern
eine weitere Untersuchung in dieser Richtung heraus.

Bei den Finite-Elemente-Rechnungen zur Bestimmung der BabusSka-Brezzi-Konstanten
verwenden wir bei allen nichtglatten Gebieten ein ganz einfaches adaptives Verfahren zur
Verbesserung der Genauigkeit. Als Referenzfunktion dient hierbei die Eigenfunktion zum
kleinsten nichtverschwindenden Eigenwert. Dazu wird fiir jede Kante im Gebiet als heuristi-
scher Indikator das Produkt aus Kantenlinge und Tangens des Knickwinkels der diskreten
Funktion senkrecht zur Kante gebildet, und die 25% Kanten mit dem grofsten Indikator
werden halbiert. Damit keine allzu ungiinstige Triangulierung entsteht, werden Dreiecke
mit zwei zu halbierenden Kanten regulér verfeinert und alle Dreiecke mit einem stumpfen
Innenwinkel durch diesen Winkel halbiert. Schlieflich wird fiir die entstehende Triangu-

7
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lierung durch Einfiigen einiger weiterer Eckpunkte und Umlegen von Kanten wieder die
Delauny-Eigenschaft sichergestellt. Wie an den Beispielen zu sehen ist, liefert dieses adapti-
ve Verfahren nach einigen Verfeinerungsstufen dhnlich genaue Ergebnisse wie eine regulére
Verfeinerung mit insgesamt erheblich mehr Unbekannten, so daf der Rechenaufwand fiir
eine gegebene Genauigkeit um ein Vielfaches reduziert wird. Da damit die Angabe einer
sinnvollen Maschenweite h sehr schwierig wird, ist jeweils sowohl die kleinste Kantenldnge
angegeben als auch die Gesamtzahl der Dreiecke, aus der eine mittlere Maschenweite A
berechnet werden kann, wobei die angegebene Maschenweite hp;, auf eine Gesamtfliche
des jeweiligen Gebietes von 1 normiert ist.

Die Auswahl der Finiten Elemente beruht auf den Kriterien Rechenaufwand und Ge-
nauigkeit. Die implementierten Varianten wurden bereits in Abschnitt 3.1 aufgefiihrt. Zur
Approximation des Druckes stehen demnach stiickweise konstante, lineare und quadrati-
sche Polynome zur Verfiigung, wobei die beiden letzteren stetig angesetzt sind. Unsteti-
ge lineare Elemente wurden ebenfalls getestet, waren aber im gegebenen Anwendungsfall
nicht konkurrenzfihig. Fiir die Geschwindigkeiten ist das lineare nichtkonforme Element
(Crouzeix-Raviart) oder stiickweise quadratische und kubische Polynome — jeweils durch
die passenden Bubbles angereichert — am besten geeignet. Die Bubbles sorgen fiir eine
deutliche Verbesserung der berechneten Druckfunktionen, die ohne Bubbles noch etwas os-
zillieren. Diese Ostzillationen sind schwache Resterscheinungen der Schachbrettinstabilitét,
die auch bei bereits stabilen Elementen auftauchen und die Konstante vor der Approxima-
tionsordnung etwas verschlechtern. Die Anreicherung mit den Bubbles unterbindet diese
Ostzillationen weitestgehend und verbessert damit die Genauigkeit etwa entsprechend einer
zweimaligen reguldren Verfeinerung.

Beim Limagon und den Gebieten aus Abschnitt 6.2 sind teilweise auch Eigenfunktionen
abgebildet, um ihr qualitatives Verhalten zu demonstrieren. Diese sind jeweils Druckeigen-
funktionen, bestimmt nach (4.3) mit linearen Druckelementen und kubischen Geschwindig-
keiten in zwei Dimensionen und mit quadratischen Geschwindigkeiten in drei Dimensionen.
Die Druckeigenfunktionen sind sehr viel anschaulicher als die zugehorigen Geschwindigkei-
ten, berechnet entweder iiber die Stokesgleichung oder direkt nach dem Eigenproblem (4.4),
und werden ihnen deshalb vorgezogen.

6.1 Exakte Beispiele

6.1.1 Kreis

Der Kreis ist im Zusammenhang mit der Ladyzhenskaya-Konstante das einfachste Gebiet.
Er wurde zusammen mit der dreidimensionalen Kugel bereits im Punkt 2.4.3 behandelt,
mit dem Ergebnis, dafs A = 2 der einzige Eigenwert des interessanten Raumes Vj ist. Daher
sind alle harmonischen Funktionen Eigenfunktionen des Problems (2.15). Die Abschétzung
mittels (2.37) liefert I" = 1, also die richtige Konstante £ = %

Die numerischen Ergebnisse in Tabelle 6.1 und Abbildung 6.1 gelten fiir das weniger sta-
bile PyP3-Element und zeigen wie erwartet eine kleine Verteilung der diskreten Eigenwerte
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B | 0,105 | 0,0538 | 0,0274 | 0,0139 | 0,00694 | 0,00346
Na | 124 | 510 | 1738 | 5246 | 17238 | 28066
Ln 10,469 | 0514 | 0,494 | 0,510 | 0,532 | 0,554

Tabelle 6.1: Konstanten fiir den Kreis

um den Punkt Lz mit dem minimalen Wert £, ~ 0,47. Mit dem besseren P;P3-Element
ergibt sich fiir alle betrachteten Diskretisierungsfeinheiten £;, &~ 0,707, mit einer Abwei-
chung von unter einem halben Promille von £ = %, selbst fiir die grébste Triangulierung.
Eine adaptive Verfeinerung ist fiir dieses Problem weder erforderlich noch sinnvoll.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Abbildung 6.1: Diskrete Eigenwertverteilung beim Kreis

6.1.2 Ellipse

Die Abschitzung mittels (2.38) liefert I' = Z—z, also auch hier die richtige Konstante
L = 75— wie durch Gleichung (2.42) aus Punkt 2.4.3 bekannt. Die numerischen Er-
gebnisse sind hier sehr gut, denn die Eigenfunktion zum kleinsten nichtverschwindenden
Eigenwert ist die lineare Funktion x (fiir den Druck), die mit allen verwendeten Elemen-

ten und Triangulierungen exakt dargestellt werden kann. Die zugehorige Funktion fiir die

Geschwindigkeiten ist
_ 2> Y\ (1
= (55) (o)

und kann zumindest ab den quadratischen Elementen ebenfalls exakt dargestellt werden,
so daf die Werte aus Tabelle 6.2 sich mit zunehmend feinerer Diskretisierung nicht mehr
verbessern (lediglich die Randapproximation wird noch etwas genauer). Auch hier zeigt
sich wieder die hervorragende Eignung des P;P3-Elementes fiir diese Art von Problem.
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L. v [ 2 | 4 | 8 | 16

Rmin 0,027 | 0,014 | 0,010 | 0,005 | 0,029 | 0,017 | 0,022 | 0,012 | 0,0008 | 0,0001

Na 1738 | 5246 | 4446 | 13308 | 2452 | 7284 | 4326 | 13144 | 850 4286

Ly (P1P3) | 0,707 | 0,707 | 0,447 | 0,447 | 0,243 | 0,243 | 0,124 | 0,124 | 0,0624 | 0,0624

Ly (P2P3) | 0,494 | 0,510 | 0,410 | 0,421 | 0,243 | 0,243 | 0,124 | 0,124 | 0,0624 | 0,0624

C 0,707 0,447 0,243 0,124 0,0624

Tabelle 6.2: Konstanten fiir Ellipsen verschiedener Seitenverhéltnisse

Am Beispiel der Ellipse mit einem Achsenverhéltnis von 1:8 wird in Abbildung 6.2 die
Effektivitdt des schnellen Stokes-Losers aus Kapitel 5 demonstriert. Sowohl der Standard-
Uzawa-Algorithmus wie auch die durch konjugierte Richtungen verbesserte CG-Variante
sind mit der Massenmatrix vorkonditioniert. Es ist sehr deutlich zu sehen, dafs bereits
fiir dieses relativ unkritische Gebiet der schnelle Léser dem klassischen Verfahren weit
iiberlegen ist. Den Zusatzaufwand pro Iteration macht hierfiir lediglich der Speicherbedarf
von drei zusdtzlichen Vektoren und der Rechenaufwand von drei Skalarprodukten und
einer Vektoroperation aus, was im Vergleich zur Losung des Geschwindigkeits-Poisson-
Problems nur von untergeordneter Bedeutung ist. Daher besteht keinerlei Veranlassung,
den normalen Uzawa-Algorithmus zu verwenden, zumal das CG-Verfahren nur minimal
aufwendiger zu implementieren ist. Konkret besteht der Unterschied im Programm aus
ganzen acht Zeilen. Das Gradientenverfahren entspricht abgesehen von den ersten paar
Iterationen ziemlich genau dem Standard-Uzawa.

100

10

0.1

0.01

0001 n 1 n 1 n 1 n 1 n 1 n 1 n
0 20 40 60 80 100 120 140

Abbildung 6.2: Konvergenz bei der 1:8-Ellipse, gestrichelt: Standard-Uzawa nach Abschnitt
5.1, durchgezogen: CG-Uzawa nach Abschnitt 5.2
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6.1.3 Ring

Der konzentrische Kreisring wird als Spezialfall einer allgemeinen konfokalen Ellipsenschale
in [Daf68| fiir das Korn-Problem (2.20) behandelt. Die Prozedur besteht aus einem Ansatz
zur generischen Représentation der Eigenfunktionen aus harmonischen Funktionen, die
wiederum aus den Kugelfunktionen aufgebaut werden. Das entstehende unendliche Glei-
chungssystem ist nur schwach gekoppelt und gestattet deshalb prinzipiell die Bestimmung
der Eigenfunktionen und Eigenwerte.

Im Fall des Ringes werden die harmonischen Funktionen zur Vereinfachung der Notation
in komplexen Potenzen entwickelt, wobei nach einigen Umformungen ein charakteristisches
Eigenwertproblem mit den Eigenwerten

2 m(m + 2) (% <:>r)2
" () (e o)

entsteht, wobei r = g—; das Verhéltnis von innerem zu &uferem Radius ist. Die Korn-
Konstante erhélt Dafermos daraus zu

4
~ 1&sup,, {Ln}’

Durch Ableiten sieht man leicht, daf die Funktion
_m
romorm

— interpretiert iiber kontinuierlichem m — streng monoton wéchst und die Menge {L,,}
ihr Maximum (nicht nur Supremum) deshalb bei L; = ﬁ annimmt (und zwar fiir
2

beliebiges 0 < r < 1, nicht nur fiir 7 < £ wie in [Daf68| behauptet). Korns Konstante ist
folglich
4

3
1< L1402
r

K =

Falls Satz 6 auch fiir Gebiete mit mehrfachem Zusammenhang wie hier giiltig wére,
ergibe sich daraus die Ladyzhenskaya-Konstante zu

3
. 1e /%QHW

2

Die Abschitzung dieses Gebietes mit der Ungleichung von Friedrichs nach Satz 14 ist
ziemlich schwierig, da der Kreisring nicht direkt sternférmig ist. Er ist daher in Segmente
aufzuteilen. Fiir diese kann die Konstante berechnet werden, die Segmente miissen dann
iiber Satz 12 zusammengefiigt werden und schlieflich wird die letzte Liicke iiber Satz 8
geschlossen. Selbst wenn die Anzahl der Segmente und ihre Uberlappung optimal gewihlt
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werden, ist die Abschétzung ziemlich unbrauchbar, da Satz 12 nur sehr grob abschétzt und
in der Regel um einen Faktor 2 <5 zu ungiinstig ist. Die Resultate finden sich in Tabelle
6.3 aufgelistet.

‘ R2132R1 | 2 4 8

hoin | 0,016 ] 0,008 | 0,016 | 0,008 | 0,021 | 0,012
Na 2176 | 5628 | 4048 | 12330 | 2754 | 7174
L, | 0,187 | 0,187 | 0,082 | 0,082 | 0,038 | 0,038
L > 3,6_4 1,6_5 6,5_7

L 0,349 0,162 0,077

Tabelle 6.3: Konstanten fiir Ringe mit verschiedenen Lochdurchmessern

Hier tritt nun ein sehr interessanter Fall auf, denn die Babuska-Brezzi-Konstanten un-
terscheiden sich von den aus der Korn-Konstanten abgeleiteten Ladyzhenskaya-Konstanten
L' um ziemlich genau einen Faktor % Da die ermittelten L£p aber schon fiir sehr viel gro-
bere Diskretisierungen schnell gegen die angegebenen Grenzwerte konvergieren, und zwar
unabhéngig vom verwendeten Element, liegen sie wohl sehr nahe an der tatsdchlichen
Ladyzhenskaya-Konstante und Satz 6 trifft bei mehrfachem Zusammenhang folglich nicht
mehr zu. Dies ist insofern plausibel, als beim Ladyzhenskaya-Problem das Aufschneiden
zu einfachem Zusammenhang den Geschwindigkeitsraum echt verkleinert, indem ein zu-
sitzlicher Nullrand entsteht. Beim Korn-Problem dagegen gilt keine solche Inklusion. Zum
einen treten zwar zusétzliche natiirliche Randbedingungen des Typs (2.22) beiderseits des
Schnittes auf, was den Raum verkleinert, zum anderen miissen die Funktionen iiber den
Schnitt hinweg nicht mehr stetig sein, was den Raum wieder vergrofert. Deshalb unter-
scheiden sich bei diesem Aufschneidevorgang die Probleme von Ladyzhenskaya und Korn
grundsétzlich, so dafs die Differenz erklarlich ist.

Die Konvergenz der numerischen Ergebnisse bei feineren Gittern dagegen ist auch hier
wieder sehr gut, da die entscheidenden Funktionen relativ glatt und damit gut approxi-
mierbar sind. Im Gegensatz zu Kreis und Ellipse sind die kritischen Driicke und Geschwin-
digkeiten jedoch nicht mehr in den diskreten Rdumen enthalten, so daf eine Verfeinerung
die berechneten Werte noch leicht verbessert. Eine Approximationsordnung kann jedoch
nicht sinnvoll bestimmt werden, da die Konvergenz mit abnehmendem h so schnell erfolgt,
dafs sich die berechneten Werte nicht mehr signifikant unterscheiden.
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6.1.4 Limacon

Ein etwas weniger triviales Gebiet ist Pascals Limagon. Es geht aus dem (komplexen)
Einheitskreis hervor durch Anwendung der Abbildungsvorschrift

§—E+8
und 148t sich in Polarkoordinaten auch beschreiben durch die Funktion
r=1+ecost 0<e<1, (6.2)

wobei man fiir ¢ = 0 den Kreis und fiir ¢ = 1 eine Kardioide erhélt. Beispiele fiir verschie-
dene Parameter € sind in Zeichnung 6.3 dargestellt.
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Abbildung 6.3: Limacon mit e = 1, e = 2 und e = 1 (Kardioide)

Prinzipiell kann man nach |[HK71]| fiir jedes Gebiet, das aus dem Einheitskreis durch
eine rationale Abbildung hervorgeht, — wenn auch ziemlich aufwendig — das Spektrum
von (2.20) exakt berechnen. Fiir das Limacon erhalten Horgan und Knowles (in der hier
verwendeten Notation)

8

22

und folglich fiir die Ladyzhenskaya-Konstante
1
£: §V2<:>€2. (63)
Die direkte Approximation mit Satz 14 und der Darstellung 6.2 liefert die Schranke

1
L Z 5\/ 2 <:>2€, (64)

was offensichtlich nur fiir kleines € eine brauchbare Ndherung darstellt. Setzen wir das Li-
magcon dagegen, wie im mittleren Beispiel von Zeichnung 6.3, aus zwei Teilgebieten mittels
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4790

2270
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Zwei Gebiete

«
min

(6.4)

Konstanten und Abschétzungen fiir das Limacon

Tabelle 6.4

Satz 12 zusammen, so erhalten wir nach einigem Rechenaufwand die etwas bessere Ab-

icht sehr viel gewinnt,

6.4).

aber dafiir fiir € — 1 auch nicht verschwindet wie

schitzung aus der Tabelle 6.4, die zwar fiir méafige Werte von € n

)

(

Die Konvergenzrate mit zunehmender Verfeinerung der Triangulierung ist — zumindest

der Glatte der Grenzfunk-

angig von

fiir den untersuchten Bereich von A — offensichtlich abh

tion, die wiederum abhéngt von dem Parameter € und zunehmend weniger regular wird fiir

ten nichtverschwindenden Eigenwert

igenfunktion zum niedrigs

1) dargestellt

e — 1. Interessant sind bei diesem Gebiet auch die kritischen Eigenfunktionen. In Abbil-
dung 6.4 ist die (Druck-) E
der Kardioide (e
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6.2 Naherungsergebnisse

6.2.1 n-Eck

Das regulére n-Eck ldft sich nach beiden Seiten abschétzen, denn zum einen kann mit Satz
14 eine untere Schranke fiir £ angegeben werden, zum anderen resultiert aus den Ecken
nach Satz 13 auch eine obere Schranke. Fiir die untere Schranke besonders geeignet ist die
Form (2.38), die zusammen mit (2.32) nach einigen Umformungen die Einschachtelung

1<:>sm— nsm—
\— L’<\/ le—2 )
n<:>2)

gestattet. Fiir einige kleine n sind diese Schranken zusammen mit den numerischen Werten
in Tabelle 6.5 angegeben. Mit angegeben ist aufserdem die numerische Konvergenzordnung
mit zunehmender Gitterfeinheit und der fiir h = 0 extrapolierte Wert der Babuska-Brezzi-
Konstante. Hier wird erstmals deutlich, dafs fiir die noch rechenbaren Gitterfeinheiten die
Werte nicht ganz so nahe an den erwarteten kontinuierlichen Konstanten liegen. Dies ist auf
die hier auftretenden Eckensingularititen zuriickzufiihren, die notwendigerweise von einem
reguldren Element nur begrenzt erfafst werden kénnen. Es wird aber deutlich, daf wohl eher
der obere Grenzwert der Einschachtelung nahe an der wahren Ladyzhenskaya-Konstante
liegt.

L »n [ 3 [ 4 | 5 [ 6 | 7 [ 8 ]9 |
hon | 0,023 | 0,018 [ 0,016 | 0,018 | 0,015 | 0,015 | 0,015
Na | 3927 | 6360 | 7591 | 6144 | 8686 | 9184 | 9243
Ln | 0,323 0,458 | 0,527 | 0,569 | 0,595 | 0,614 | 0,628

O )| 026 | 028 | 0,31 | 0,32 | 0,36 | 0,41 | 0,49
Lo | 0,302 ] 0,439 | 0,508 | 0,555 | 0,578 | 0,601 | 0,614
L£> 0,259 0,383 0,454 | 0,500 | 0,532 | 0,556 | 0,574

L£< |0,294]0,426 ] 0,498 | 0,542 | 0,571 | 0,592 | 0,607

Tabelle 6.5: Konstanten und Abschétzungen fiir das n-Eck

Bis n = 8 sind die aus den Ecken resultierenden kritischen Funktionen wie in Abbildung
6.5 noch deutlich zu sehen, abgesetzt vom Kontinuum, das kurz vor % beginnt. Allerdings
werden sie mit zunehmendem n weniger ausgepréigt und verschwinden ab n = 9 in den nu-
merisch etwas verzerrten kontinuierlichen Eigenfunktionen um den Kontinuumswert. Dies
gilt fiir das P;P3-Element, bei nicht ganz so extrem stabilen Elementen verschwinden die
Eckensingularitédten teilweise bereits beim Fiinfeck. Genaugenommen sind natiirlich auch
die fiir die numerische Berechnung approximierten Gebiete aus Abschnitt 6.1 n-Ecke, was
aber bei grofsem n (n > 64 wurde verwendet) nicht mehr ins Gewicht fallt.
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Abbildung 6.5: Kritische Druckeigenfunktion des reguliren Vierecks (Quadrat)

Bei dem abgebildeten Quadrat gibt es vier nahezu gleiche Eigenwerte, die von den néch-
sten deutlich separiert sind. Diese gehoren alle zu den Singularititen an den vier Ecken
und unterscheiden sich lediglich in der Vorzeichenverteilung an den Ecken. Der kleinste
Eigenwert korrespondiert mit der abgebildeten Eigenfunktion, bei der die diagonal gegen-
tiberliegenden Ecken jeweils gleiches Vorzeichen haben. Die néchsten beiden (identischen)
Eigenwerte sind minimal grofer (0,1% auf dem feinsten gerechneten Gitter) und gehoren
zu Eigenfunktionen, bei denen ebenfalls diagonal gegeniiberliegende Ecken gleiches Vorzei-
chen haben, die beiden anderen Ecken jedoch keine Singularitit aufweisen, sondern regulér
bleiben (d. h. bei 0 wegen der Symmetrie). Der vierte Eigenwert ist etwa 1% grofer und
zeichnet sich durch gleiches Vorzeichen an allen vier Ecken aus.

Ahnliche Aussagen konnen auch fiir die anderen n-Ecke gemacht werden. Jedes hat
n <1 ziemlich identische kleinste Eigenwerte und einen leicht groferen, der gerade den
Eckensingularitdten mit gleichem Vorzeichen entspricht. Diese extrem nahe beieinander
liegenden kritischen Eigenwerte sind ein Hinweis darauf, daf die singuldre Eckenfunktion
aus Satz 13 dem kritischen Druck zumindest sehr nahe kommt. In diesem Falle wére der
kleinste Eigenwert genau n-fach entartet.
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6.2.2 Rechteck

Das Rechteck nimmt insofern eine Sonderstellung ein, als es urspriinglich unter anderem der
Ausléser fiir diese Arbeit war, nachdem anhand eines langgstreckten Rechteckes in der vor-
ausgegangenen Diplomarbeit [Kef97] die Grenzen des dort diskutierten Uzawa-Verfahrens
aufgezeigt wurden. Trotz zahlreicher Bestrebungen widerstand es einer analytischen Un-
tersuchung, und es ist nach [Gou94| auch tatsichlich kein exaktes Resultat bekannt, nicht
einmal fiir den Spezialfall des Quadrates (der dort angegebene numerische Naherungswert

von L2 = 0,22 ist iibrigens definitiv falsch).
Wegen der vier Innenwinkel von I gilt fiir alle Rechtecke £ < \/% ~ 0,426,

fiir das Quadrat als reguldres 4-Eck auferdem £ > 0,383. Fiir Rechtecke mit grofsem

Seitenverhiltnis A erhalten wir aus Satz 14 eine untere Schranke von £ > m, eine

Abschitzung nach oben finden wir mit der Aquivalenz aus Satz 7. Haben wir némlich zwei

harmonisch konjugierte Funktionen f und g mit ||f|| = v||g|| und v > 1, so gilt £ < 11+ =
v

Aus den numerischen Ergebnissen vermuten wir fiir eine nahezu kritische Funktion
f =sinzcoshy,

wobei als Gebiet der einfacheren Notation wegen (2 = ]<:>72—‘, 2 [ X ]<:>2LA; o [ gewahlt wurde.
Die harmonisch Konjugierte hierzu ist

g = cos x sinh y,

(beide liegen offensichtlich in L2) und die Normen und damit die Schranke finden wir leicht
Zu

1P = 5 (sinb 5+ %),

lol* = 5 (sinh % %),
o oo [smhieq
- 2sinh %

wobei wir letztere durch eine Reihenentwicklung des Sinus hyperbolics fiir grofse Seitenver-
haltnisse A wieder abschiatzen konnen zu

™

243

Das bedeutet fiir A > 9 einen Fehler unter einem Prozent. Zusammen mit der oben
genannten unteren Schranke kénnen wir daher fiir A > 9 einschachteln

LS

0,498 el < 0,910
A A
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| A [ 1 | 3 [ 10 [ 3 [ 60 [ 100 |
humin | 0,008 [ 0,007 | 0,007 | 0,006 | 0,007 | 0,007
N | 8192 | 13824 [ 11520 | 15360 | 12000 | 12800
Ly, |0,457 0,283 [ 0,0902 | 0,0302 | 0,0151 | 0,0091
L£>1]0,414 | 0,162 | 0,0499 | 0,0167 | 0,0083 | 0,0050
£ < 10,603 | 0,262 | 0,0902 | 0,0302 | 0,0151 | 0,0091

Tabelle 6.6: Konstanten und Abschitzungen fiir das Rechteck

Die numerischen Ergebnisse in Tabelle 6.6 bestitigen diese Abschiatzungen, wobei der
wahre Wert wohl wieder eher an der oberen Grenze liegt. Eine Konvergenzordnung ist hier
nicht angegeben, da schon fiir relativ kleine Seitenverhéltnisse auch die grobste sinnvolle
Diskretisierung den kleinsten Eigenwert sehr gut trifft. Der kritische Druck, dargestellt fiir
ein Seitenverhdltnis von A = 30 in Abbildung 6.6, zeigt — abgesehen von durch die Ecken
hervorgerufenen kleinen Singularititen — gerade das durch die Funktion f beschriebene
Verhalten. Hohere Funktionen, die zu den néchstniedrigen Eigenwerten gehoren, sind ganz
dhnlich, entsprechen nidmlich in etwa der Schar

] sinnzcoshny n ungerade
Pn cos nz cosh ny n gerade

Die zugehorigen Eigenwerte sind, wie bereits durch (4.6) angedeutet, ganzzahlige Vielfache
des kleinsten Eigenwertes. Erst mit groferem n 2 % wird die Abweichung von diesen
Idealfunktionen deutlich sichtbar.

Abbildung 6.6: Kritische Eigenfunktion im Rechteck mit A = 30

An diesem Beispiel sieht man sehr schon die in Abschnitt 4.3 durch (4.6) postulierte Ei-
genwertverteilung, die in Abbildung 6.7 dargestellt ist. Aus diesem Resultat motiviert sich
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die Superkonvergenzeigenschaft des in Kapitel 5 vorgestellten schnellen Stokes-Losers. Sie
wird sehr deutlich in Abbildung 6.8, die den Fehlerverlauf wihrend der Iteration auf einem
1:30-Rechteck darstellt. Die ersten 30 Iterationen wird der Fehler nur minimal reduziert,
was auf die schon relativ kleine Babuska-Brezzi-Konstante von £, =~ 0,015 zuriickzufiih-
ren ist. Nach einer Ubergangsphase von etwa 15 weiteren Iterationen wird der restliche
Weg bis zur Konvergenzschwelle sehr schnell zuriickgelegt, und zwar mit lediglich 3-4 Ite-
rationen pro Dezimalstelle. Ein dhnliches Konvergenzverhalten liegt auch bei den anderen
Gebieten vor, ist aber wegen der anderen Skalierung in den Abbildungen nicht immer so
gut zu sehen. Im Unterschied dazu verharrt die Standarditeration des Uzawa-Verfahrens in
Abbildung 6.9 nahezu im Stillstand. Die Gesamtkonvergenz der abgebildeten 547 Schritte
betrigt ziemlich genau 0,5, in recht guter Ubereinstimmung mit der in Abschnitt 5.2 pro-
gnostizierten Konvergenzrate von 10 (£%). Bis zur selben Konvergenzschwelle briauchte
der Standard-Algorithmus etwa 14600 Iterationen, im Vergleich zu den 56 Iterationen des
CG-Verfahrens.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Abbildung 6.7: Eigenwertverteilung im Rechteck mit A = 30

6.2.3 Winkel

Zur Bestétigung der durch Satz 13 vermuteten Beziehung zwischen der Ladyzhenskaya-
Konstante und kleinen Innenwinkeln wurde auch ein Winkelgebiet berechnet. Die stumpfe
Seite des Winkels wird dabei durch einen Kreisbogen gestaltet, wie in Abbildung 6.10 zu
sehen ist, um stérende Einfliissse durch eventuelle zusétzliche Eckensingularititen auszu-
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Abbildung 6.8: Konvergenz der CG-Iteration nach Abschnitt 5.2 beim 1:30-Rechteck
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Abbildung 6.9: Konvergenz beim 1:30-Rechteck, gestrichelt: Standard-Uzawa nach Ab-
schnitt 5.1, durchgezogen: CG-Uzawa nach Abschnitt 5.2

<)

Abbildung 6.10: Winkelgebiet fiir a = 45°
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schliefen. Die Abschétzungen durch (2.38) und (2.32) gestatten die Einschachtelung

Q 1 Sin «
n—<L<,/-[|1&e
<o 1 (1om2)

mit der Naherung fiir kleine Winkel

<L< - ~0,2880.

Auch hier bestitigen die numerischen Ergebnisse aus Tabelle 6.7 wieder eher die obe-
re Grenze, obwohl die Abschitzung bereits relativ wenig Spielraum l4ft. Einen typischen
kritischen Druck zeigt Abbildung 6.11, worin deutlich sichtbar wird, daf hier tatsichlich
eine Eckensingularitit vorliegt. Fittet man eine Potenzfunktion des Abstandes zur Win-
kelspitze an den Schnitt entlang der Winkelhalbierenden, um die Ordnung der Singularitit
zu untersuchen, so erhélt man einen Exponenten ¢ im Bereich<l < ¢ < <0, 85 (ohne aus-
gepriagte a- oder h-abhéngige Tendenz), wobei zu beachten ist, daf im Kontinuierlichen
nur Funktionen mit einem Exponenten ¢ > <1 noch quadratintegrabel sind. Wir erinnern
hier daran, dafs die obere Schranke bei Gebieten mit Ecken gerade durch einen solchen
Grenziibergang von potenzartigen Funktionen mit ¢ — <1 zustandekommt. Es zeigt sich
also, dafs der kritische Druck, der die Ladyzhenskaya-Ungleichung (2.6) strikt erfiillt, al-
lenfalls noch gerade so in L? liegt. Eine Entscheidung, ob der Grenzdruck tatséichlich nicht
mehr quadratintegrabel ist oder durch kleine Einfliisse des umliegenden Randes (speziell
des rund abgeschlossenen stumpfen Randes) in L? bleibt, kann nach den vorliegenden nu-
merischen Berechnungen nicht entschieden werden. Die bisherigen Resultate zeigen noch
keinerlei Hinweise auf einen L2-Grenzdruck und die bestimmten £, konvergieren mit ab-
nehmendem h deshalb eher gegen die jeweilige obere Schranke, und zwar unabhéngig von
der Grofke des Winkels. Konvergenzordnung und extrapolierte Babuska-Brezzi-Konstante
sind wieder mit angegeben. Die langsame Konvergenz mit abnehmender Maschenweite ist
ebenfalls ein Indiz fiir die Existenz einer echten Singularitit.

Auch hier wird nochmals die Konvergenzgeschwindigkeit des originalen und des modi-
fizierten Uzawa-Verfahrens gegeniibergestellt. Da die Konstante deutlich besser ist als bei
dem vorigen Beispiel, fillt der Unterschied nicht ganz so dramatisch aus, ist aber immer
noch sehr deutlich.

6.2.4 Abgerundetes Quadrat

Da die kritischen Druckfunktionen offenbar singulér oder fast singuldr werden, wurde ein in
Abbildung 6.13 gezeigtes abgerundetes Quadrat untersucht, das mit abnehmendem Ecken-
radius r eine immer bessere Approximation an das Quadrat darstellt, aber einen glatten
Rand besitzt. Dabei kommen keine Viertelkreise zum Einsatz, weil die Mikhlin-Theorie
einen C?-Rand voraussetzt, um die Existenz der kritischen Druckfunktionen in L zu ga-
rantieren. Stattdessen wird die Ecke mittels einer Diagonalen abgeschnitten und durch
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| o [ 1200 | 90° | 60° | 45° | 30° | 20° |
hin | 036 [ 246 [16.6 | 146 | 1,16 [ 7,1
Na | 11876 | 2467 | 2878 | 3212 | 4374 | 5942
Ly, 10558 0,436 0,306 | 0,231 [ 0,154 | 0,103
O(h%:) | 0,28 | 024 | 020 | 0,21 | 0,21 | 0,26
Lo |0549 | 0,431 0,298 | 0,226 | 0,152 | 0,102
L> 0,5 [0,383]0,259 | 0,195 | 0,131 | 0,087

L < 0,542 | 0,426 | 0,294 | 0,223 | 0,150 | 0,100

Tabelle 6.7: Konstanten und Abschéitzungen fiir verschiedene Winkel

Abbildung 6.11: Kritische Druckeigenfunktion fiir o = 30°

107

10° " ) .

1076 ‘ ! ‘ ! ‘ ! ‘ !
0 20 40 60 80 100

Abbildung 6.12: Konvergenz beim 30°-Winkel, gestrichelt: Standard-Uzawa nach Abschnitt
5.1, durchgezogen: CG-Uzawa nach Abschnitt 5.2
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ein Polynom sechster Ordnung entlang dieser Diagonale ersetzt. Der Unterschied zu ei-
nem Viertelkreis ist aber optisch praktisch nicht sichtbar und beeinflult die numerischen
Randkoordinaten lediglich in der dritten Stelle.

T ™

r

- /

Abbildung 6.13: Abgerundetes Quadrat mit Eckenradius r

In Anlehnung an die numerisch bestimmten kritischen Driicke wurde analog der Be-
handlung des Rechtecks in Punkt 6.2.2 als harmonische Testfunktion

r+y 2T Sy ler+y 1+z ey
2 .2 2 At 2 .2 2
2+y? (ler)’+(1say)? (1)’ +y? 224 (1sy)

f=

gewahlt. Nach einer etwas miithsamen Rechnung erhalten wir die Schranken aus Tabelle
6.8, wobei die untere Schranke wieder aus (2.38) folgt und nur sehr wenig von der abge-
schnittenen Ecke abhingt.

| r 0,2 | 0,1 | 0,03 | 0,01 |
Bin | 0,019 ] 0,0008 [ 0,010 | 0,001 | 0,002 | 0,0003 | 0,0006 | 0,00008
Na | 318 | 15375 | 376 | 7997 | 942 | 8263 | 1765 | 16610

L, 10579 ] 0,576 | 0,531 ] 0,529 | 0,488 | 0,487 | 0,468 | 0,467

L> 0,333 0,329 0,322 0,315

L < 0,703 0,471 0,405 0,383

Tabelle 6.8: Konstanten und Abschitzungen beim abgerundeten Quadrat

Die berechneten Druckeigenfunktionen unterscheiden sich praktisch nicht von denen
des Quadrates, wenn diese auf das hier verwendete etwas kleinere Gebiet eingeschrinkt
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werden. Insbesondere ist die Ecke zwar nicht singuldr, strebt aber fiir klein werdenden
Abrundungsparameter dennoch gegen unendlich. Zur Analyse der kritischen Druckfunk-
tion wurde wieder entlang einer der beiden Diagonalen eine Potenzfunktion r? gefittet.
Dabei zeigt sich fiir kleine Eckenabrundung praktisch dasselbe Verhalten wie beim voran-
gegangenen spitzen Winkel, d. h. der Exponent liegt nahe bei der Integrabilitiatsgrenze von
q=<1.

6.2.5 Runder Winkel

In gleicher Weise kann die Spitze des Winkels aus Punkt 6.2.3 abgerundet werden. Hier gilt
ebenfalls das zuvor Gesagte, lediglich die harmonische Testfunktion f ist die aus Satz 13.
Die berechneten Schranken und numerischen Werte sind in Tabelle 6.9 zu finden. Wie bei
allen Gebieten mit Ecken wird auch hier die kontinuierliche Konstante durch das diskrete
Problem etwas iiberschétzt, allerdings lediglich um einen kleinen Faktor. Das qualitative
Verhalten wird sehr gut wiedergegeben.

| o | 120 ] 60° | 20° |
| » [ 01 [001] 01 [001] 01 |001]
Ponin | 2,44 [ 25 5[40 4166524165
Na | 2613 | 2816 | 3277 | 3176 | 4479 | 3732
Ly 0,602 0,534 0,392 | 0,333 ] 0,157 [ 0,119
L£>10,429 [ 0,417 [ 0,229 | 0,217 | 0,085 | 0,076
£ <[0,707 [ 0,516 | 0,354 | 0,266 | 0,212 | 0,093

Tabelle 6.9: Konstanten und Abschitzungen beim abgerundeten Winkel

Wie zuvor beim abgerundeten Quadrat besteht auch hier der Unterschied des kriti-
schen Druckes zu dem des spitzen Winkels im wesentlichen in einer Einschrinkung auf das
kleinere Gebiet. Der Fit der Potenzfunktion liefert deshalb die gleichen Resultate wie ohne
Rundung. Eine Entscheidung iiber Existenz oder Nichtexistenz einer kritischen Druckfunk-
tion in L? ist folglich leider ebenfalls unmdoglich.
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6.3 Anisotrope Diskretisierungen

Zur Demonstration der in Punkt 3.3.3 vorgestellten anisotropen Diskretisierung werden
zwei exemplarische Beispiele herangezogen, die besonders auf anisotrope Triangulierungen
zugeschnitten sind. Zum Vergleich sind jeweils die Babuska-Brezzi-Konstanten fiir dieselben
Gebiete mit einer isotropen Triangulierung angegeben, um sicherzustellen, daf auftretende
kleine Konstanten nicht durch die Form des Gebietes prinzipiell bedingt sind, sondern
eben gerade aus der speziellen Triangulierung resultieren. Zu beachten ist, daf bei der
Triangulierung keine extrem stumpfen Winkel entstehen, weil dann die Konstanten der
Approximation sehr ungiinstig werden. Falls solche Dreiecke auftreten, sollten sie noch
durch den stumpfen Winkel geteilt werden.

6.3.1 Kanal mit Grenzschichtdiskretisierung

In langen Kanilen tritt bei hoherer Flukgeschwindigkeit eines physikalischen Mediums eine
randnahe diinne Grenzschicht auf, innerhalb derer das Medium aus der Ruhe an der Wand
auf nahezu Maximalgeschwindigkeit beschleunigt wird. Bei der Diskretisierung der voll-
stdndigen Navier-Stokes-Gleichungen ist es deshalb wichtig, diese Schicht mit sehr grofen
Gradienten ausreichend genau aufzultsen, da sich dort der Reibungseinflufs konzentriert
und bei noch hoherer Geschwindigkeit schliefslich auch Turbulenz einsetzt. In Flufrichtung
ist der Gradient hingegen klein, und — zumindest bei laminarer Strémung — eine dhnlich
feine Auflésung tiberfliissig. Eine sinnvolle und effiziente Diskretisierung besteht also aus
sehr schmalen Elementen, deren Léngsseite in Flufrichtung liegt.

Obwohl eine solche Triangulierung bei den linearen Stokes-Gleichungen eigentlich nicht
notwendig ist, da keine Grenzschicht auftritt, wird sie hier als Beispiel fiir anisotrope Dis-
kretisierungen herangezogen. Abbildung 6.14 zeigt das einfachste anisotrope Netz fiir einen
Kanal mit dem noch moderaten Seitenverhiltnis von 1:4, um, wie bereits gesagt, gebiets-
bedingte Einfliisse zu minimieren (£, ~ 0,21). In Richtung der Léngsseite ist die Dis-
kretisierung dabei dquidistant, in Querrichtung hingegen stark zusammengedringt. Das
jeweilige Seitenverhiltnis der entstandenen Dreiecke ist in Tabelle 6.10 zusammen mit den
numerisch berechneten Werten angegeben und reicht bis zu 1:64.

Abbildung 6.14: Anisotrope dquidistante Diskretisierung des Kanals mit A =4
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| A | 1 | 2 | 4 | 8 | 16 | 32 | 64 |
Puin 0,017 [ 0,011 | 0,009 | 0,006 | 0,004 | 0,003 | 0,002
Na 2048 | 2304 | 2048 | 2304 | 2048 | 2304 | 2048

L, (PiP;) | 0,218 | 0,218 | 0,218 | 0,218 | 0,218 | 0,218 | 0,218
L, (Mini) | 0,218 | 0,218 | 0,133 | 0,068 | 0,034 | 0,017 | 0,009
Ln(C=R) | 0,220 | 0,220 | 0,221 | 0,223 [ 0,229 | 0,237 | 0,257
L (Isotrop) | 0,218 | 0,218 | 0,218 | 0,218 | 0,194 | 0,137 | 0,097
L, (Anisotrop) | 0,218 | 0,218 | 0,219 | 0,220 | 0,222 | 0,225 | 0,234

Tabelle 6.10: Babuska-Brezzi-Konstanten beim dquidistant anisotropen Kanal

Die Wahl des Stabilisierungsparameters w ist dabei fiir qualitative Aussagen unerheb-
lich, hier wurde eine schon recht starke Stabilisierung mit w = 0,1 fiir die isotrope und
w = 1 fiir die anisotrope Stabilisierung benutzt. Bei einer klassischen Diskretisierung mit
dem Mini-Element wird die Babuska-Brezzi-Konstante bereits bei moderaten Seitenver-
héltnissen schnell schlecht. Die in Punkt 3.3.3 vorgestellte anisotrope Stabilisierung des
P,P;-Elementes hingegen sorgt im Unterschied zur klassischen isotropen Stabilisierung fiir
brauchbare Approximationseigenschaften selbst bei extremen Diskretisierungen. Sie scheint
damit zumindest prinzipiell fiir eine Berechnung der Navier-Stokes-Gleichungen selbst bei
Stromungen mit stark konvektiver Charakteristik und folglich sinnvollerweise stark aniso-
troper Diskretisierung gut geeignet.

Die angesprochene Anisotropie ist allerdings wenig realistisch. In der Regel wird man
eher ein Gitter wie in Abbildung 3.7 wihlen, das dem zu erwartenden Geschwindigkeits-
verlauf entspricht. Mit einer solchen auf den Rand zu gedringten Diskretisierung ergeben
sich die Babuska-Brezzi-Konstanten aus Tabelle 6.11. Obwohl die maximalen Seitenver-
héaltnisse hier noch erheblich grofer sind, werden die Konstanten bei diesem sinnvolleren
Gitter deutlich weniger ungiinstig. Die Notwendigkeit einer speziell angepafiten anisotro-
pen Stabilisierung ist also nur in beschrinktem Umfang gegeben. Auf der anderen Seite
ist der Mehraufwand bei der Aufstellung der Systemmatrix im Vergleich zur isotropen
Stabilisierung nur gering und kann den ungiinstigsten Fall sicher ausschliefsen.

6.3.2 Khnie

Das L-Gebiet (£, ~ 0,25) kann selbst fiir die Stokes-Gleichungen gut mit einer stark
anisotropen Triangulierung gerechnet werden. Dies liegt an der Singularitit der Geschwin-
digkeiten direkt im Knick, die dort etwa proportional zu /r ansteigen, wenn r der Abstand
vom Knickpunkt ist. Eine effiziente Triangulierung wird deshalb in Stromungsrichtung wie-
der einigermafen dquidistant sein, aber im Gegensatz dazu quer zur Stromung stark auf
den Knick zu gedringt sein, wie in Abbildung 6.15 dargestellt. Daraus resultieren auch
hier wieder extreme Seitenverhéltnisse bei den Dreiecken am Knick, so dafs die anisotrope
Stabilisierung vorteilhaft benutzt werden kann.
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| Amax | 64 [ 256 | 1024 | 4096 |
hmin 27373 27774 37375 47176
Na 224 | 640 | 1792 | 5120

L, (PiP;) | 0,218 [ 0,218 | 0,218 | 0,218
L, (Mini) | 0,132 ] 0,119 | 0,111 | 0,106
Ln(C=R) | 0,261 | 0,234 | 0,223 | 0,220
L, (Isotrop) | 0,192 | 0,176 | 0,165 | 0,159
L (Anisotrop) | 0,220 | 0,222 | 0,227 | 0,236

Tabelle 6.11: Babuska-Brezzi-Konstanten beim real diskretisierten anisotropen Kanal
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Abbildung 6.15: Anisotrope Diskretisierung des Knies mit Apyax = 229
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Die Ergebnisse sind in Tabelle 6.12 zusammengefafst und entsprechen qualitativ de-
nen des Kanals mit Grenzschichtdiskretisierung. Auch hier zeigt sich wieder der Vorteil
der anisotropen Stabilisierung bei grofen Seitenverhéltnissen. Interessanterweise sind hier
auch das P;Py- sowie — in geringem Ausmak — das Crouzeix-Raviart-Element von der
zunehmenden Anisotropie betroffen. Der Effekt bleibt jedoch beherrschbar.

| Amax | 16 | 64 | 229 [ 1141 |
Rmin 232 | 183|274 295
Na 48 | 160 | 512 | 1792

L, (P:1P5) | 0,250 | 0,209 | 0,148 | 0,088
L, (Mini) | 0,092 | 0,100 | 0,088 | 0,056
L,(C=R) | 0,469 | 0,363 | 0,323 | 0,309
Ly, (Isotrop) | 0,173 | 0,149 | 0,104 | 0,061
Ly, (Anisotrop) | 0,257 | 0,254 | 0,246 | 0,229

Tabelle 6.12: Babuska-Brezzi-Konstanten beim anisotropen Knie

Insgesamt ist die anisotrope Stabilisierung also sehr brauchbar bei den untersuchten
anisotropen Problemen. Unklar ist jedoch noch, wie sich diese bei einer Diskretisierung
der vollen Navier-Stokes-Gleichungen verhalten, fiir die sie ja am besten geeignet sind.
Weiterhin ist die Effektivitit einer solchen anisotropen Stabilisierung bei Elementen hohe-
rer Ordnung noch offen. Weiterfithrende Untersuchungen sind zu diesem Thema also noch
erforderlich.

6.4 3D-Numerik

In drei Dimensionen ist die Situation leider wesentlich weniger iibersichtlich als im ebenen
Fall. Insbesondere sind keine analytischen Ergebnisse bekannt, abgesehen von den einfachen
Fillen der Kugel und des Ellipsoides, die in Punkt 2.4.3 behandelt wurden. Eine Ubertra-
gung der Arbeiten von Dafermos auf konfokale Ellipsoidenschalen analog zum Kreisring aus
Punkt 6.1.3 ist zwar wahrscheinlich moglich, jedoch mit ganz erheblichem Rechenaufwand
verbunden.

Fiir das verwandte Korn-Problem sind zwei Ergebnisse bekannt. Eines ist der Beweis
von Oleinik aus Satz 9, der fiir Gebiete sternférmig beziiglich einer Kugel gilt und in drei

Dimensionen die Form
R\?
K< -
= <R1>

(mit Gebietsradius R und Kugelradius R; und einer gebietsunabhéngigen Konstante c)
annimmt. Die andere Richtung funktioniert dhnlich wie die Abschétzung im ebenen Fall der
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Ecke in Satz 13 oder des Rechteckes in Punkt 6.2.2 durch die Konstruktion eines “moglichst
ungiinstigen” Feldes und die Berechnung seiner Konstanten. Nach [BT60] erhélt man durch
diesen Prozefs bei einem Feld, das einer konstanten Torsion um eine feste Achse entspricht,

die untere Schranke

4@ max
K>2+——— 6.9
S Imed + Imin, ( )

mit den drei Eigenwerten Inin < Inmeq < Imax des Tragheitstensors

Ii-:/xixjdx
Q

um den Schwerpunkt von 2. Damit ist klar, daf die Konstante zumindest fiir langgestreck-
te, stabartige Gebiete beliebig ungiinstig werden kann.
Fiir Ellipsoide mit a < b < ¢ gilt nach (2.43) die Ladyzhenskaya-Konstante

r \/ a2bh?
Ellipsoid =
ipsoi a2b% + b2¢2 + c2q2’

so dak generell bei grofen Seitenverhiltnissen Schwierigkeiten zu erwarten sind.

Die numerische Approximation mittels (4.3) ist selbstversténdlich fiir beliebige Gebiete
moglich und wird hier als Beispiel gebracht. Aus programmiertechnischen Griinden sind
die behandelten Gebiete jedoch im Gegensatz zu ihren zweidimensionalen Kollegen et-
was eingeschrinkt. Konkret bedeutet dies, daf ein ebener Schnitt in der x-y-Ebene durch
das Gebiet prinzipiell beliebige Gestalt haben kann, die jedoch bei Verschiebung dieses
Schnittes entlang der z-Achse gleich bleibt. Das Gebiet ist insgesamt also prismatisch. Dies
liegt daran, dafs das Gebiet als Tensorprodukt einer zweidimensionalen Fléche und eines
eindimensionalen Intervalles gebildet, also gewissermafen aus der Flache extrudiert wird.
Dadurch wird die nicht ganz triviale Netzgenerierung in 3D vermieden bzw. das Gitter
entsteht als Tensorprodukt eines ebenen und eines linearen Gitters fast automatisch.

Bedingt durch diese Einschréinkung der numerisch berechenbaren Gebiete konnen die
analytisch behandelbaren Ellipsoide nicht nachgerechnet werden. Die benutzten praxisna-
hen Beispiele zeigen jedoch ebenfalls interessante Charakteristika, die in den folgenden
Punkten einzeln diskutiert werden.

Ein weiteres Problem in drei Dimensionen ist die extrem schnell ansteigende Kom-
plexitit des Problems mit zunehmender Verfeinerung. Ein einmaliger Verfeinerungsschritt
bedeutet hier gleich einen Faktor von 8 in der Zahl der Unbekannten anstelle von 4 wie im
ebenen Fall. Dazu kommt, dak besonders bei den gut geeigneten sehr stabilen Elementen
wie P1P3 oder P;Miniy, die Anzahl der Geschwindigkeitsunbekannten sehr groft wird, bei
P,Pj3 beispielsweise sind etwa 54mal so viele Geschwindigkeitsunbekannte wie Druckunbe-
kannte zu berechnen. Die im Anhang angesprochene Problematik der dichteren Besetzung
der Systemmatrix erschwert die Losung ebenso wie ihre starkere Auffiillung bei dem ver-
wendeten direkten Verfahren. Das fiihrt dazu, daf in drei Dimensionen maximal 300000
Unbekannte handhabbar waren, so dafs hier deutlich grobere Diskretisierungen als in der
Ebene verwendet werden muften.
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Dreidimensionale Druckeigenfunktionen sind nur schwer darstellbar. Anstelle der 3D-
Plots wie im ebenen Fall sind deshalb Oberflichenfunktionen abgebildet, wobei die unter-
schiedlichen Funktionswerte durch Farben dargestellt werden. Wegen der Harmonizitatsei-
genschaft der interessierenden Eigenfunktionen liegen die Singularitdten und Extrema der
Funktionen aber auf der dufseren Gebietsoberfliche und sind dadurch gut sichtbar.

6.4.1 Zylinder

Der Zylinder entsteht durch die Extrusion eines ebenen Kreises. Einziger moglicher Para-
meter ist hier das Verhéltnis zwischen Radius und Hohe, von einer flachen Scheibe bis zu
einem diinnen langen Stab. Die numerischen Ergebnisse in Tabelle 6.13 zeigen, dak sich
die Konstante mit extremen Verhiltnissen zunehmend verschlechtert. Eine flache Scheibe
(Wasserbecken) ist also ebenso kritisch wie ein langer Stab (Rohre). Angegeben ist jeweils
noch die Ladyzhenskaya-Konstante eines Rotationsellipsoides mit dem gleichen Verhiltnis
von Hohe zu Radius nach (2.43). Abbildung 6.16 zeigt die kritischen Druckeigenfunktionen
fiir Zylinder mit einem Verhéltnis von Hohe zu Radius von 3 bzw. 0,08.

| &£ Joo8[o2] 1 | 3 | 8 |
hmin ] 0,039 ] 0,063 ] 0,127 [ 0,174 | 0,174
Npyismen | 5280 | 4080 | 1984 | 2112 | 4224
Lh 0,142 [ 0,223 [ 0,303 [ 0,173 | 0,067

Lgnipsoia | 0,156 | 0,408 | 0,577 | 0,117 | 0,044

Tabelle 6.13: Konstanten und Vergleichswerte beim Zylinder

Ve

Abbildung 6.16: Druckeigenfunktionen zweier Zylinder mit Seitenverhéltnis 3 bzw. 0,08
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6.4.2 Quader

Der Quader hat zwei Parameter entsprechend den beiden Seitenverhiltnissen aus dem ur-
spriinglichen Rechteck und der Extrusionshohe. Die Extremfille sind auch hier ein flaches
— diesmal rechteckiges — Becken und ein langer Kanal rechteckigen Querschnittes, wobei
diesmal grofse Seitenverhéltnisse gleich zweimal auftreten koénnen. Leider konnten mangels
Computerkapazititen keine wirklich extremen Seitenverhéltnisse berechnet werden, aber
die Tendenzen in Tabelle 6.14 sind dennoch gut zu erkennen. Es wird deutlich, daf haupt-
sdchlich das Verhiltnis von grofster zu kleinster Seite eingeht. Dies steht im Einklang mit
der Abschétzung durch das Ellipsoid mit gleichem Seitenverhéltnis.

|H:B:L | 1:1:1 [ 1:1:2 | 1:1:4 | 1:1:10 | 1:2:4 | 1:2:2 [ 1:4:4 | 1:10:10 |
hmin | 0,125 [ 0,125 [ 0,125 [ 0,125 [ 0,088 [ 0,125 | 0,125 | 0,0625
Nprismen | 1024 | 2048 | 4096 | 8192 [ 8192 | 4096 | 2048 | 8192
L 0,241 [ 0,239 | 0,137 | 0,057 | 0,173 | 0,181 | 0,099 | 0,079
Linipsoia | 0,577 | 0,408 | 0,236 | 0,099 | 0,218 | 0,408 | 0,236 | 0,099

Tabelle 6.14: Konstanten und Vergleichswerte beim Quader

Interessant sind auch die kritischen Driicke, von denen eine beispielhafte Oberflichen-
funktion in Abbildung 6.17 dargestellt ist. Sie entsprechen ziemlich genau dem, was aus den
zweidimensionalen Ergebnissen zu erwarten war, das heifst wieder die Eckensingularititen
und bei grofen Seitenverhéltnissen der Cosinus-artige Verlauf entlang der léngsten Achse.

-

Abbildung 6.17: Druckeigenfunktion fiir einen quadratischen Stab der Lénge 4.
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6.4.3 Torte

Das Tortenstiick entsteht aus der Extrusion des ebenen Winkels. Auch hier gibt es bei
festgehaltenem Innenwinkel die Moglichkeit eines flachen Beckens oder eines langgestreck-
ten keilformigen Kanals. Wie bereits bei den beiden anderen dreidimensionalen Gebieten
gibt es auch hier keine groken Uberraschungen, wie an Tabelle 6.15 und Abbildung 6.18
zu sehen ist. Extreme Seitenverhéltnisse fiihren fiir kleine wie groke Winkel wieder zu klei-
nen Ladyzhenskaya-Konstanten. Bei der abgebildeten schlanken Spitze ist die Singularitit
direkt an der Spitze (blau) kaum zu sehen, bei der Axt wurde dafiir die Farbskalierung
etwas gestreckt. Die wenig glatten Farbiiberginge an der Axtschneide sind eine dreidi-
mensionale Ausprigung der aus der Ebene bekannten Schachbrettinstabilitit, die bei dem
hier wie bei allen dreidimensionalen Beispielen verwendeten P;P,-Element noch schwach
in Erscheinung tritt und die diskrete Konstante kiinstlich etwas verkleinert.

| 20° | 120° |
005 ] 1 [ 20 o1 | 1 | 12 |
hmin | 0,0007 | 0,0006 | 0,007 | 0,003 | 0,049 | 0,044

Nprismen | 6856 | 9680 | 6208 | 9888 | 8704 | 9600
Cn 0,045 | 0,061 | 0,009 | 0,121 | 0,288 | 0,059

Qb e

Tabelle 6.15: Konstanten und Vergleichswerte beim Tortenstiick

,
E *

Abbildung 6.18: Druckeigenfunktionen bei einer schlanken Spitze und einer flachen Axt
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Anhang A

Implementierung

In diesem Anhang wird die fiir die numerischen Ergebnisse verwendete Implementierung
vorgestellt, da sie einige interessante Anséitze enthélt, um die sehr grofsen linearen Probleme
mit vertretbarem Programmieraufwand und gleichzeitig hocheffizient zu 16sen. Bei der
Konzeption der Programme standen deshalb folgende Hauptkriterien im Vordergrund:

Korrektheit

Effizienz

Selbstverstandlich ist ein Programm, das alle anderen Kriterien hervorra-
gend erfiillt, aber das falsche Problem 16st, wertlos. Da es sich allerdings
um ein Programm zu Forschungszwecken handelt, sind an Kriterien wie Si-
cherheit beispielsweise gegen Fehleingaben und Ressourcenmangel zugun-
sten anderer Kriterien geringere Anspriiche zu stellen als an ein Programm,
das fiir weniger qualifizierte Endanwender gedacht ist.

Die zu 16senden Gleichungssysteme sind sehr grof und verlangen nach viel
Speicherplatz und Rechenleistung. Einige interessante Effekte treten erst
bei geniigend fein aufgelosten Diskretisierungen auf, die noch berechenbar
sein sollten. Da Speicherkapazitit und Rechenleistung bekanntlich endlich
sind, sollte die Maschine mdglichst weit bis an das theoretische Limit aus-
genutzt werden.

Programmieraufwand Von der begrenzten Zeit einer Dissertation kann nur ein gewisser

Portabilitat

Teil fiir die Programmiertétigkeit verwendet werden. Die benutzten Kon-
zepte sollten deshalb den Programmierer weitgehend von Routineaufgaben
entlasten, beispielsweise durch hochsprachliche Konzepte und verfiighare
gute Bibliotheken.

Zum Vergleich der beiden verfiigharen Maschinen, einer SUN-Workstation
und eines aktuellen PCs, sollten die Programme auf beiden Rechnern lauf-
fahig sein und zumindest prinzipiell auch auf erheblich leistungsstirkere
Computer iibertragbar sein.
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Die Gewichtung dieser sich zum Teil widersprechenden Forderungen ist selbstverstindlich
immer etwas subjektiv und durch personliche Erfahrung sowie die zur Verfiigung stehenden
Ressourcen (Zeit, Computer, Programmiersprachen) gepréigt. Deshalb stellt die entstande-
ne Implementierung auch nicht unbedingt das erreichbare Optimum dar, sondern baut auf
erprobten und bewédhrten Konzepten auf.

Al C+-+ und MTL

Als Implementierungssprache wurde wie bereits in [Kef97] C++ gewihlt. Wichtige Eigen-
schaften von C+-+ [Str98] ist der mogliche Hochsprachenlevel bei Verwendung guter Biblio-
theken wie beispielsweise der im ISO-Standard mit festgelegten STL (Standard Template
Library), die Unterstiitzung eventuell ntiger Low-Level Techniken zur Erreichung der an-
gestrebten Effizienz, die weite Verbreitung und Portabilitit, die strenge Typisierung der
Sprache und nicht zuletzt die umfangreiche Programmiererfahrung des Autors mit dieser
Sprache. Moderne Sprachkonzepte, die Polymorphismus zur Laufzeit (virtuelle Methoden)
und zur Ubersetzungszeit (Templates) erlauben, gestatten eine generische Programmie-
rung zahlreicher zentraler Funktionen, ohne sich auf eine spezielle Instanz festzulegen. So
werden die linearen Gleichungssysteme unabhingig vom verwendeten Finiten Element alle
von derselben Funktion aufgebaut, lediglich die konkreten Matrixeintréige werden jeweils
separat berechnet. Der grofite Teil des Codes fiir zwei und drei Dimensionen ist identisch,
in 3D wird lediglich die Extrusion hinzugefiigt, indem die Systemmatrix der Ebene geméaf
dem Stern in Extrusionsrichtung entsprechend hiufig in die volle Matrix kopiert wird. Der
Aufbau der urspriinglichen Systemmatrix und die Losung des fertigen Gleichungssystems,
was etwa 90% des Codes ausmacht, ist also identisch.

Eine gut gewihlte Implementierungssprache kann dadurch den Entwicklungsaufwand
ganz drastisch reduzieren. Ansonsten miissen Teile des Codes dupliziert und angepafst
werden, was grofe Folgekosten nach sich ziehen kann, etwa falls Fehler auftauchen, die
in zahlreichen fast gleichen, aber doch leicht unterschiedlichen Funktionen gesucht und
eliminiert werden miissen. Der etwas hohere Aufwand bei der ersten Programmierung zahlt
sich im Laufe der Zeit so gut wie immer aus.

Die geschickte Verwendung guter Bibliotheken ist eine weitere Grundlage fiir zuver-
lassige und in vertretbarer Zeit entwickelte Programme. Schliefslich sind viele elementare
und weniger elementare Konzepte bereits hiaufig implementiert worden, wie beispielswei-
se einfache Datenstrukturen (Arrays, Listen, Strings etc.) und grundlegende Algorithmen
(Suchen, Sortieren, Ein-/Ausgabe etc.) oder auch mathematisch-numerische Konzepte wie
Vektoren, Matrizen und LU-Zerlegung oder Eigenwertbestimmung.

Eine der verwendeten Bibliotheken nennt sich MTL (Matrix Template Library) und
stammt von der University of Notre Dame, Indiana [LSL99|. Sie basiert auf denselben
Konzepten wie die standardisierte STL fiir allgemeine Datenstrukturen und zugehorige Al-
gorithmen und wendet diese auf Vektoren und Matrizen an. Sie stellt sehr hohe Anspriiche
an den verwendeten C+-+-Compiler, da sie relativ neue Template-Techniken verwendet, die
altere Compiler noch nicht implementiert haben, und verlaft sich teilweise auf die Optimie-
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rungsstufe des Compilers, um hocheffizienten Code zu erzeugen. Dies ist zwar prinzipiell
nicht falsch, bei schlecht optimierenden Compilern ist die Performance allerdings nicht ganz
zufriedenstellend. Andererseits ist MTL extrem flexibel, was die Reprasentation der Kon-
zepte “Vektor” und “Matrix” angeht. Diese konnen beispielsweise im Fortran- oder C-Stil
abgelegt werden, symmetrische Matrizen speichern nur die obere oder die untere Hilfte,
und diinn besetzte Matrizen gibt es in zahlreichen verschiedenen Formaten. Die meisten
Algorithmen miissen dadurch nur einfache Annahmen iiber die Konzepte treffen (beispiels-
weise den Namen der Funktion fiir den Elementzugriff) und kénnen so mit allen Varianten
umgehen. Wo Spezialisierungen notig sind, um Funktionstiichtigkeit oder auch akzeptable
Effizienz zu erreichen, geschieht dies transparent fiir den Benutzer. Er kann beispielsweise
mit einer einzeiligen Anderung sein Programm vom spaltenorientierten auf das zeilenorien-
tierte Speicherformat fiir Matrizen umstellen, falls dies sinnvoll sein sollte. Uberhaupt ist
die Bedienung fiir den Benutzer relativ einfach. Hohere Algorithmen, wie beispielsweise
die iterative Losung eines Gleichungssystems mit CG, BiCGStab oder QMR, kénnen ein-
fach aus einem Numerikbuch abgetippt werden, wozu lediglich die Syntax angepalt werden
muf. (Selbstverstindlich sind die genannten Verfahren bereits fertig enthalten.)

Fiir besondere Anforderungen kann der Benutzer auch die Bibliothek selbst erweitern,
ohne in die bestehende Funktionalitit einzugreifen. Dies war im vorliegenden Fall in nicht
unerheblichem Umfang erforderlich, da speziell die Unterstiitzung diinn besetzter Matrizen
noch etwas liickenhaft ist. Das gesamte Rahmenwerk gestattet jedoch diese Ergénzungen
mit einem vertretbaren Aufwand. Sie kénnen zudem gut in die restliche Bibliothek integriert
werden, und die meisten Algorithmen arbeiten auch sofort mit diesen neuen Matrixtypen.
Wo nétig, konnen zur Steigerung der Effizienz entsprechend spezialisierte Funktionen ein-
gesetzt werden, die bei Bedarf automatisch aktiviert werden.

Bei der Erweiterung von MTL tauchten durch die neuen Anforderungen auch einige
Fehler in altem Code auf, der berichtigt und ebenso wie die Ergidnzungen dem Autor der
Bibliothek zugeleitet wurde. Er wird in die néchste Version integriert und steht somit
zukiinftig allen Benutzern zur Verfiigung.

A.2 Unstrukturierte Dreiecksnetze

Eine grundsétzliche Entscheidung bei der Implementierung eines Finite-Elemente-Systems
fallt sehr friih in der Planungsphase, und zwar zwischen strukturierten und unstrukturierten
Netzen und zwischen den verschiedenen Basiselementen, wie Dreiecken oder Vierecken in
2D, Tetraedern, Prismen oder Quadern in 3D. Danach richten sich dann die weiteren
Datenstrukturen und in hohem Mafe auch die Netzgenerierung.

Ganz allgemein sind unstrukturierte Gitter erheblich flexibler. Sie gestatten mehr Frei-
heiten bei der Netzgenerierung und dadurch bedingt qualitativ hoherwertige Gitter. Man-
che sehr komplizierten Gebiete sind fast nur unstrukturiert zu triangulieren. Sie lassen
sich leichter an die Charakteristik einer vorhandenen Losung adaptieren, um mit wenigen
Unbekannten genaue Lésungen zu finden.
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Strukturierte Gitter dagegen konnen deutlich effizienter sein. Sie miissen keine Netzto-
pologie speichern, da diese implizit vorgegeben ist. Auftretende Matrizen sind hochgradig
strukturiert und konnen oft sehr speichereffizient als Stern dargestellt werden. Durch den
geringeren Speicherverbrauch sind sie auf aktuellen Computerarchitekturen, die erheblich
schneller rechnen als auf den Speicher zugreifen konnen, im Vorteil. Die Implementierung
kann etwas einfacher sein. Mehrfach zusammenhingende Gebiete konnen jedoch nur mit
Tricks bei der Behandlung von kiinstlichen Randbedingungen oder zusammengesetzt aus
einzelnen strukturierten Blocken bearbeitet werden.

Theoretisch am effizientesten wiaren kombinierte Verfahren, die blockweise strukturierte
Netze fiir den grofsten Teil des Gebietes verwenden und komplizierte Ecken und Kanten und
die Verbindung der Blocke mit unstrukturierten Netzen behandeln. Diese blockorientierte
Vorgehensweise bietet sich auch fiir eine Parallelisierung auf der Basis von Gebietszerle-
gungsmethoden an, wobei jeder Rechenknoten oder auch jede Gruppe von Knoten einen
Block bearbeitet. Der Implementierungsaufwand fiir ein solches System ist jedoch fiir ein
Forschungsprogramm im Rahmen einer Dissertation zu hoch.

Wegen der in [Kek97] gemachten Erfahrungen fiel die Entscheidung wieder zugunsten
einer unstrukturierten Netzreprisentation. Der Vorteil der damit vorhandenen Erfahrung
und des bewidhrten Gittergenerators TRIANGLE, der beliebige ebene Gebiete triangu-
liert, iiberwog den vermuteten etwas hoheren Programmieraufwand. Bei unstrukturierten
Verfahren sind Vierecksnetze wenig sinnvoll und schieden deshalb aus.

Die gegen Ende der Arbeit erfolgte Erweiterung auf drei Dimensionen verfolgt aus Zeit-
griinden einen Kompromif. Da fiir 3D kein addquater Gittergenerator zur Verfiigung stand
und das bereits vorhandene Programm stellenweise umstrukturiert hétte werden miissen
(es war urspriinglich lediglich auf 2D ausgelegt), kam das bei den Beispielen bereits er-
wéahnte Extrusionsverfahren zum Einsatz, das ein beliebiges ebenes Gebiet prismatisch in
die Hohe zieht und dabei die aus dem 2D-Bereich vorhandene Infrastruktur zur Berech-
nung der Topologie, der Matrixeintrdge und schliefllich die numerischen Loser benutzt. In
Abschnitt A.6 sind weitere Informationen zu dieser Problematik dargestellt.

Die Erstellung der unstrukturierten Dreiecksnetze aus den mit kleinen Hilfsprogram-
men generierten Umrifsbeschreibungen erledigte das bewdhrte Programm TRIANGLE von
Richard Shewchuk [She96]. Es erzeugt qualitativ hochwertige Delauny-Triangulationen mit
wahlbarem Minimalwinkel und ist dabei schnell und zuverléssig. Einziges Manko ist, daf es
keine eventuell vorhandenen Anisotropien beriicksichtigen kann. Die Gitter fiir Abschnitt
6.3 wurden deshalb mit einem eigenen einfachen Programm erzeugt.

A.3 Berechnung der Matrixelemente

Aufgrund der gewéhlten unstrukturierten Dreiecksgitter und der grofen Flexibilitat bei
der Wahl der Finiten Elemente ist der Aufbau der verschiedenen Matrizen auf den ersten
Blick etwas uniibersichtlich. Tatséchlich wird das Grundgeriist von einer einzigen Funkti-
on bereitgestellt, die nacheinander alle Dreiecke ablauft. Fiir jedes Dreieck wird nun fiir
jede beliebige Kombination aus Ecke, Kante und Dreieck die passende Funktion einer als
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Klasse implementierten Bilinearform aufgerufen, also die Funktionen EckeEcke, EckeKan-
te, KanteEcke, EckeDreieck etc. Jeder dieser Funktionen wird mitgeteilt, welche Nummer
die entsprechende Unbekannte auf der linken und der rechten Seite der Bilinearform hat,
so dafs der passende Matrixeintrag direkt an die passende Stelle gelangt. Fallen mehrere
Unbekannte auf einen Knoten, wie beispielsweise die x- und y-Komponenten einer Ge-
schwindigkeit oder die drei Bubblefunktionen vierten Grades auf einem Dreieck, so gilt die
Vereinbarung, daf die erste Unbekannte mit iibergeben wird und die Bilinearform selbstén-
dig die folgenden Eintrdge fortlaufend aufbaut. Der einzige Sonderfall ist die Kante mit
mehreren Positionen fiir Unbekannte, beispielsweise bei kubischen Elementen, da die Kan-
te von den beiden anliegenden Dreiecken in zwei entgegengesetzten Richtungen aufgerufen
wird. Hier muf die Bilinearform entscheiden, ob die Kante in Vorwérts- oder Riickwarts-
richtung liegt, und die Unbekannten entsprechend zuordnen.

Die Bilinearform kann dabei selbstverstindlich fiir die linke und rechte Seite verschie-
dene Numerierungen verwenden und auch auf ganz unterschiedlichen Elementen arbeiten.
Kanonisches Beispiel dafiir ist der Druckterm in den Stokes-Gleichungen (pp,div vy), der
auf dem Druck- wie auch auf dem Geschwindigkeitsraum operiert und auch durch die
unterschiedlichen Randbedingungen ganz unterschiedliche Numerierungen erfordert. Die
solchermafen erzeugten Matrizen sind dann logischerweise rechteckig. Niitzlich ist dies
auch bei nichthomogenem Dirichletrand bei der Erstellung der rechten Seite, fiir die nur
der Rand durchnumeriert wird, die Massenmatrix mit der normalen Numerierung erzeugt
wird und diese Matrix schlieflich mit dem Vektor der Randwerte zu multiplizieren ist.

Die Berechnung der einzelnen Matrixeintrige selbst als Integrale der Basisfunktionen
erfolgt analytisch durch eine jeweils einzeln erstellte Formel fiir das Element und ist folglich
exakt. Diese Formeln wurden fiir jede Basisfunktion jedes Elementes mit Mathematica
erzeugt.

Das Konzept hat sich im Prinzip gut bewéhrt, da alle genannten Funktionen vom Com-
piler problemlos inline generiert werden kénnen und so trotz modularen Aufbaus die volle
Geschwindigkeit der Maschine zur Verfiigung steht. Mit der Zunahme der Anzahl der imple-
mentierten Finiten Elemente zeigt sich jedoch auch ein Nachteil. Da generell jede Bilinear-
form zwei beliebige Elemente miteinander verkniipfen kann, sind Formeln und Funktionen
fiir jede Kombination Element-Element erforderlich. Deren Zahl wichst quadratisch mit
der Anzahl der Elemente. Bei den urspriinglichen 4 Elementen war dies noch ganz gut
handhabbar. Wenn jedoch mehr und komplexere Elemente zur Verfiigung stehen sollen,
ist dies nicht mehr so handlich, zumal beispielsweise fiir ein einfaches Lagrange-Element
vierter Ordnung auch die Formeln nicht mehr ganz so iibersichtlich sind. Ein neuer Ansatz
konnte deshalb auf einer direkten Auswertung der Gaufsschen Integrationsformeln an den
entsprechenden Punkten aufbauen und wiirde so lediglich fiir jede Basisfunktion jedes Ele-
mentes eine Punktauswertung an beliebiger Stelle erfordern. Gingige Integrale kdnnten als
Spezialfille behandelt und exakt integriert werden. Dies wiirde die Hinzufiigung weiterer
Elemente deutlich vereinfachen. Aufserdem kénnten damit ohne grofen zusétzlichen Auf-
wand auch Trilinearformen berechnet werden, wie sie beispielsweise fiir den konvektiven
Term der Navier-Stokes-Gleichungen erforderlich sind. Eine vollstéindige Behandlung dieser
Terme mit der vorliegenden Implementierung wiirde kubisch mit der Zahl der Elemente
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wachsen! In der Praxis hat sich auch gezeigt, dafl der Aufbau der Systemmatrizen nur
einen relativ geringen Anteil der Gesamtzeit beansprucht, so dafs die im Gegensatz zur ex-
akten analytischen Integration numerisch aufwendigere Gauf-Integration nicht wesentlich
ins Gewicht fiele.

Andererseits ist der Aufwand fiir ein zuséitzliches Finites Element aber auch rela-
tiv begrenzt. Die Formelerstellung mit Mathematica dauerte beispielsweise fiir das ku-
bisch/quadratische Element etwa eine Stunde, eine weitere Stunde ist zur Verallgemeine-
rung der Formeln zu veranschlagen (die per Hand erfolgt), eine weitere Stunde erfordert das
Eintippen der Integrationsfunktionen, zehn Minuten die Anpassung des Hauptprogrammes
und noch einmal zwei Stunden die Suche nach Tipp- und Denkfehlern bei der Eingabe, die
sich gliicklicherweise in der Regel schnell bemerkbar machen. Alles zusammen ist etwa an
einem halben Arbeitstag zu erledigen, zumindest solange man sich auf eine Kombination
Geschwindigkeitselement /Druckelement und die dazu erforderlichen Integrale beschréankt.
Bei der ndherungsweisen Behandlung mit Gauk-Integration wiirde die Neuerstellung des
angesprochenen Elementes insgesamt schitzungsweise eine Stunde erfordern und dabei so-
fort alle Element- und Ableitungskombinationen abdecken.

A.4 Direkte Losungsverfahren

Wenn alle benétigten Systemmatrizen aufgestellt worden sind, miissen die entstandenen
Gleichungssysteme auch gelost werden. Im Unterschied zur vorangegangenen Diplomarbeit
[Ke97| wurde diesmal kein Mehrgitterverfahren implementiert, da fiir die Aufstellung der
Eigenwertprobleme nach (4.3) dasselbe System (das Geschwindigkeits-Poisson-Problem)
fiir sehr viele rechte Seiten (alle Druck-Basisfunktionen) zu losen ist. Iterative Verfahren
konnen dies nicht oder nur wenig ausnutzen und miissen jede rechte Seite fiir sich 16-
sen. Direkte Verfahren zerlegen die Systemmatrix dagegen ein einziges Mal und koénnen
dann alle rechten Seiten am Stiick in die resultierenden Dreiecksmatrizen vorwérts und
riickwirts einsetzen. Der nominell grofsere Speicheraufwand fiir direkte Verfahren ist bei
neueren, ausgefeilten Methoden nicht sehr groR (die zerlegte Matrix belegt bei 10° Un-
bekannten etwa den fiinffachen Speicherplatz der Originalmatrix) und fillt hier wieder
wegen der vielen rechten Seiten nicht ins Gewicht. Auferdem kénnen direkte Verfahren
oftmals schneller implementiert werden, insbesondere wenn aktuelle Rechnerarchitekturen
mit mehreren Speicherhierarchien (Caches) ins Spiel kommen.

In der Praxis hat sich herausgestellt, daft der implementierte direkte Loser zumindest
in zwei Dimensionen absolut konkurrenzfahig zu einem Mehrgitterverfahren ist (im Ge-
gensatz zu anderen iterativen Verfahren wie CG, die bei den berechneten Gitterfeinheiten
nicht mehr mithalten konnen). Zusétzlich hat er den Vorteil, dak er nicht auf einer etwas
heuristisch motivierten Grobgitterkorrektur basiert, die bei unstrukturierten Netzen immer
etwas schwierig zu definieren ist, auch wenn man zu algebraischen Mehrgitteralgorithmen
iibergeht. Letztendlich kommt er fiir eine regulére Systemmatrix immer zu einer Losung,
wogegen ein iteratives Verfahren allgemein und ein Mehrgitterverfahren im besonderen
auch leicht divergieren kann (beispielsweise bei den hochgradig anisotropen Gittern aus
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Punkt 3.3.3). Der einzige Nachteil betrifft die Behandlung semidefiniter Matrizen, wo der
iterative Loser in der Regel im orthogonalen Komplement des Kerns konvergiert, was haufig
genau das Gewiinschte ist, und der direkte Loser aufgeben mufs (sofern man keine speziellen
Mafnahmen trifft). Dieser Fall tritt bei den hier behandelten Problemen allerdings nicht
auf. Alles in allem war die Entscheidung fiir den direkten Loser optimal.

Da die Zerlegung der vollen Matrix viel zu aufwendig ist, wurden einige Verfahren
speziell fiir diinn besetzte Systeme auf ihre Eignung fiir den vorliegenden Anwendungsfall
(FEM-Steifigkeitsmatrizen) getestet. Obwohl sie prinzipiell fiir alle Matrizen geeignet sind,
konnen sie besonders vorteilhaft bei positiv definiten Matrizen eingesetzt werden. Gliick-
licherweise besitzen sowohl die Steifigkeitsmatrizen wie auch die Massenmatrizen diese
Eigenschaft. Fiir positiv definite Matrizen ist bekanntlich eine beliebige Umordnung der
Unbekannten moglich, und auch ohne Pivotsuche sind keine Schwierigkeiten durch kleine
oder verschwindende Pivotelemente zu befiirchten. Das hat den Vorteil, dal nach der Nu-
merierung der Unbekannten die Positionen feststehen, an denen Auffiillung eintritt, und
zwar unabhingig vom tatsidchlichen Wert der Matrixeintrige. Auferdem kann man den
Cholesky-Algorithmus verwenden, der nur halb so viele numerische Operationen erfordert
wie das klassische Gauf-Verfahren. Indefinite Systeme, bei denen aus Stabilitétsgriinden
Pivotsuche erforderlich ist, sind deshalb grundsétzlich erheblich schwieriger zu 16sen.

A.4.1 Bandloser und Bandbreitenreduktion nach Cuthill-McKee

Die einfachste Vorgehensweise bei der Entwicklung eines Losers fiir diinn besetzte Matri-
zen besteht darin, die Matrix durch Umordnung der Zeilen und Spalten auf Bandform zu
bringen und darauf die klassische Gaufselimination (oder Cholesky, falls die Matrix positiv
definit ist) anzuwenden. Man sieht leicht, dafs ohne Vertauschungen alle nichtverschwin-
denden Eintrége innerhalb dieses Bandes liegen, und mit Zeilenvertauschungen kann sich
die obere Bandbreite maximal um die untere Bandbreite vergroffern. Damit kann von vor-
neherein geniigend Speicherplatz auch fiir aufgefiillte Matrixelemente bereitgestellt werden
und der Aufwand ist begrenzt durch das Produkt aus dem Quadrat der Bandbreite und
der Matrixgrofe.

Diese Methode ist dann sehr gut geeignet, wenn die Matrix auf eine sehr kleine Band-
breite gebracht werden kann, beispielsweise in einer Dimension, wo sie dann tridiagonal
oder bei Elementen hoherer Ordnung auch fiinf- oder siebendiagonal ist. In mehr Di-
mensionen ist jedoch die Bandbreite zwangsldufig mindestens von der Grofenordnung der
Querschnittsfliche des Gitters, bei N Unbekannten also in zwei Dimensionen von der Gro-
Benordnung O (N'/?) und in drei Dimensionen gar O (N?/®). Der Speicheraufwand betrigt
also O (N*?) bzw. O (N°/3) und der Rechenaufwand etwa O (N?) bzw. O (N7/3). Dies ist
zwar schon eine erhebliche Einsparung gegeniiber der vollen Matrix mit N? Speicherauf-
wand und O (N?) Rechenoperationen, aber bei nur O (N) nichtverschwindenden Eintriigen
in der Originalmatrix noch nicht ganz befriedigend.

Ein ebenfalls nicht ganz trivialer Punkt ist die erforderliche Umordnung der Unbekann-
ten zur Minimierung der Bandbreite. Hierfiir gibt es verschiedene heuristische Verfahren,
da eine exakte Losung NP-vollstindig ist. Einer der bekannten und bewéhrten Algorithmen
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zur Ermittlung einer geeigneten Numerierung der Unbekannten stammt von Cuthill und
McKee [CM69]. Er arbeitet auf dem Graphen der Besetzungsstruktur der zu zerlegenden
Matrix, wobei die Knoten die Unbekannten darstellen und die Kanten dazwischen die nicht-
verschwindenden Eintrdage. Die Besetzungsstruktur wird dabei als symmetrisch angenom-
men. Ausgehend von einem Startknoten werden nun alle anderen Knoten der Reihe nach
durchnumeriert, wobei der Graph als Baum per Breitensuche abgelaufen wird. Dadurch
werden zuerst alle Nachbarknoten des Startknotens numeriert, danach deren Nachbarkno-
ten usw. Heuristisch ist klar, daf dadurch eng vernetzte Teilbereiche zusammengehalten
werden. Ein kleines Problem ist die Wahl eines geeigneten Startpunktes, der moglichst
weit an der Graphenperipherie liegen sollte. Eine weitere Schwierigkeit ist ein geeignetes
Kriterium zur Reihenfolge der Nachbarn gleicher Ordnung, das die Bandbreite erheblich
beeinflussen kann. Hierfiir gibt es jeweils verschiedene Varianten, die bei der einen oder
anderen Matrixstruktur Vor- oder Nachteile haben, ohne einen in den meisten relevanten
Féllen optimalen Vertreter.

Allerdings ist der Cuthill-McKee-Algorithmus (CM) zur Bandbreitenoptimierung ganz
gut brauchbar, solange die Probleme nicht allzu grof werden und der erhdhte Speicher-
aufwand zur Speicherung der vollen Bandmatrix noch ertrdglich ist. Er lauft ziemlich
schnell ab (O (N)), ist sehr robust und einfach zu implementieren. Benutzt man anstel-
le einer vollbesetzten Bandstruktur eine Skyline-Speicherung, so hat sich herausgestellt,
dak es zumeist vorteilhaft ist, die gefundene Reihenfolge einfach umzudrehen (RCM, Re-
verse Cuthill-McKee) und so mehr Nichtnullelemente in den unteren Teil der Matrix zu
drangen, in Richtung auf eine Pfeilmatrix. Die Bandbreite als maximaler Abstand zusam-
menhdngender Unbekannter wird dadurch selbstverstiandlich nicht geandert, aber die bei
der Zerlegung entstehende Auffiillung mitunter erheblich reduziert.

Ein Vorteil von CM (und genauso RCM) ist, dak die entstandene Band- oder Skyline-
Matrix im Inneren voll besetzt ist. Deshalb kénnen Vorteile moderner Rechnerarchitektu-
ren wie tiefe Speicherhierarchien, lange Pipelines etc. sehr gut ausgenutzt und optimierte
Kernel fiir dichte Matrizen (wie die BLAS) verwendet werden. Besonders wichtig ist das
beim Einsatz von Vektorrechnern, die auf solch dichte Teilmatrizen angewiesen sind, um
die schnellen Vektoreinheiten verwenden zu kénnen.

A.4.2 Nested Dissection

Bei der Analyse der Gauf-Elimination diinn besetzter Matrizen stellt man schnell fest, dafs
die enstehende Auffiillung bislang unbesetzter Matrixeintrage um so kleiner ist, je spiter
eine Zeile mit grofer Bandbreite eliminiert wird. Die beiden Extremfille sind die Pfeil-
matrizen (Diagonalmatrix mit einer vollbesetzten Zeile und Spalte) aus Abbildung A.1,
die bei der Zerlegung entweder vollstindig aufgefiillt werden (Beispiel links, Pfeilrichtung
links oben) oder ihre Besetzungsstruktur beibehalten (Beispiel rechts, Pfeilrichtung rechts
unten). Ein moglicher Ansatz versucht deshalb rekursiv, eine solche Block-Pfeilmatrix zu
erzeugen. Dazu werden die Knoten in drei Mengen geteilt, von denen zwei nur iiber Knoten
der dritten Menge (den Trenner) miteinander verbunden sind, die moglichst klein gehalten
wird. Die beiden grofseren Mengen werden nun nacheinander numeriert und zuletzt die ver-
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bindende dritte Menge. Dadurch erhilt man bereits die gewiinschte Block-Pfeilmatrix. Der
Vorgang wird fiir die beiden groferen Mengen rekursiv fortgesetzt, die nun selbst wieder
solche Block-Pfeilstruktur haben, bis die Blocke so klein werden, daf sich eine weitere Auf-
teilung nicht mehr lohnt. Abbildung A.2 zeigt einen Besetzungsgraphen nach drei solchen
rekursiven Teilungsschritten und die entstehende Besetzungsstruktur der umgeordneten
Matrix. Es ist eine Frage der Implementierung, ob diese rekursive Prozedur genau auf die-
se Weise durchgefiihrt wird, oder ob zunichst alle inneren Blocke und erst anschliefend
alle Trennblécke numeriert werden.

Abbildung A.1: Pfeilmatrizen ohne Auffiillung (links) und mit maximaler Auffiillung
(rechts)

Abbildung A.2: Schema der Besetzungsstruktur nach drei rekursiven Teilungen

Da mit dem Trenner die Knotenmenge rekursiv in zwei Hélften geteilt wird, wird dieses
Verfahren als Nested Dissection bezeichnet. Die inneren Blécke sind alle voneinander un-
abhingig und kénnen deshalb parallel zerlegt werden, so daf auch eine Parallelisierung auf
natiirliche Weise moglich ist. Je nach Anzahl der vorhandenen Rechenknoten kann auch
ein Teil der Trenner noch parallel bearbeitet werden. Spitestens der letzte globale Trenner
mufs jedoch auf einem einzelnen Prozessor bearbeitet werden.

Die Eignung von Nested Dissection (ND) steht und féllt mit der Qualitit der Trenner.
Sie sollten moglichst klein sein und die restlichen Knoten in zwei moglichst gleich grofe
Halften teilen. Dafiir gibt es wieder verschiedene heuristische Verfahren, wobei in der Re-
gel ein Starttrenner iterativ verbessert wird, entweder in Richtung auf weniger Knoten
im Trenner oder auf gleichméfigere Verteilung zwischen den beiden getrennten Mengen
[Geo73], [LRT79], [AL94]. Ein moglicher Ansatz fiir einen Starttrenner beginnt bei einem
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zufillig oder gezielt ausgewihlten Startknoten und fiigt solange benachbarte Knoten hinzu,
bis etwa die Halfte der gesamten Knotenzahl erreicht ist. Alle Nachbarknoten dieser Kno-
tenkugel bilden dann den Trenner, die auferhalb liegenden Restknoten die zweite grofse
Menge. Eine andere Variante wihlt zwei moglichst weit voneinander entfernte Knoten und
bildet den Trenner aus allen Knoten, deren Abstand von diesen beiden Endknoten um
maximal eins differiert. Ausgehend von dem Starttrenner werden anschliefend Knoten aus
dem Trenner in eines der beiden Gebiete oder umgekehrt verschoben. Dabei ist jeweils dar-
auf zu achten, dak die beiden Mengen auch strikt getrennt bleiben. Diese Iteration verlduft
bis zu einem geeigneten Abbruchkriterium, bis sich beispielsweise der Trenner nicht mehr
verbessert, obwohl alle Nachbarknoten ausprobiert wurden.

Je nach Abbruch der rekursiven Teilung sind die letzten Blocke von einer solchen Grofse,
dak sie einerseits als dicht besetzt behandelt werden konnen, andererseits aber auch noch
grofs genug sind, um sinnvollerweise dichte Matrixkernel einsetzen zu kénnen. Auch hier
gilt daher wieder das fiir CM Gesagte, ndmlich daf moderne Rechnerarchitekturen in der
Néhe der Maximalleistung arbeiten kénnen.

Auf der anderen Seite zeigt die Praxis, da der Vorteil gegeniiber CM oder RCM nicht
sehr groft ist. In der Regel, d. h. bei den im Finite Elemente Bereich auftretenden Matrizen,
ist ND lediglich um einen kleinen Faktor besser als ein Bandmatrix-Ansatz mit CM. Diese
kleine Verbesserung wird mit einem erheblichen Mehraufwand bei der Programmierung er-
kauft. Insbesondere die Konstruktion guter Trenner ist programmiertechnisch und auch in
der Laufzeit (O (Nlog N) aufwendig, ganz abgesehen von der komplizierten Datenstruk-
tur zur effizienten Verwaltung der Block-Pfeilstruktur. Gut brauchbar ist das Verfahren
lediglich bei topologisch rechteckigen Besetzungsgraphen, die exakt geteilt werden konnen
und wo deshalb von vornherein die Trenner und die Matrixstruktur feststehen. Dann kann
man zeigen, dafs ND tatsdchlich optimale Numerierungen liefert. Diese Situation kann bei
strukturierten Gittern mit einfachen Randbedingungen vorliegen, bei den hier verwendeten
unstrukturierten Dreiecksnetzen ist sie jedoch sicher nicht gegeben. Eine Testimplementie-
rung hat auch deutlich gezeigt, dafs der Aufwand den Nutzen erheblich iibersteigt.

A.4.3 Minimum Degree

Der letzte beschriebene Algorithmus, der schlieklich auch Eingang in die endgiiltige Fas-
sung des Programmes fand, nennt sich Minimum Degree (MD) und basiert auf einer relativ
simplen Heuristik [Liu85|, [GL89], [Liu89]. Bei der Elimination eines Knotens auf dem Be-
setzungsgraphen stellt sich heraus, daf dadurch alle Nachbarknoten miteinander verbunden
werden und der Graph so aufgefiillt wird. MD numeriert deshalb genau den Knoten als
néchsten, der die geringste Zahl an Nachbarknoten (minimalen Grad) hat, in der Hoffnung,
daf dadurch moglichst wenig Auffiillung produziert wird. Bei der Numerierung ergeben
sich automatisch auch die Stellen, an denen Auffiilllung eintritt, so daf bereits vor Be-
ginn der eigentlichen numerischen Operationen die Besetzungsstruktur der resultierenden
Dreiecksmatrizen feststeht und entsprechend Speicherplatz bereitgestellt werden kann. Die
entstehende Numerierung und damit auch Auffiillung héngt jedoch ziemlich stark davon ab,
welcher Knoten gewéhlt wird, wenn mehrere Knoten mit minimaler Nachbarzahl vorhan-
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den sind. Die Auflésung solcher Fille mit einem untergeordneten Kriterium unterscheidet
die verschiedenen Varianten des MD-Algorithmus. Es sei angemerkt, dak fiir spezielle Ge-
biete, bei denen ND optimal arbeitet, MD und ND zu identischen Numerierungen fiihren
kénnen und MD deshalb zumindest ebenbiirtig sein sollte.

Weitere Varianten entstehen durch eine Aufhebung der strikten Minimumeigenschaft
zugunsten einer verbesserten Laufzeit. Fiir jeden eliminierten Knoten miissen nédmlich alle
Nachbarknoten miteinander verbunden und ihre Grade neu bestimmt werden. Zuséitzlich
ist jeweils der nidchste Knoten minimalen Grades aus der Kandidatenliste auszuwéhlen.
Eine genaue Zéhlung der dazu notwendigen Operationen zeigt, daf diese in der Grofen-
ordnung der numerischen Operationen liegt, zumeist sogar etwas hoher ist. Eine effiziente
Implementierung der Numerierung ist deshalb sehr wichtig, da sie mehr als die Halfte
der gesamten Zeit fiir die Zerlegung in Anspruch nimmt. Hier konnen vorteilhaft fortge-
schrittene Datenstrukturen wie beispielsweise Prioritdtswarteschlangen und Algorithmen
zur Bearbeitung von Graphen verwendet werden. Die STL der Standard-C-++-Bibliothek
enthélt gliicklicherweise Funktionen fiir all diese Anforderungen und reduziert damit den
Implementierungsaufwand auf ein ertriagliches Maf. Tatsédchlich war MD sogar einfacher
und schneller zu programmieren als ND, was sicher auch an der guten Sprachunterstiitzung
liegt.

Die implementierte Variante nennt sich Multiple Minimum Degree (MMD) und zeich-
net sich dadurch aus, daf jeweils ganze Gruppen von Knoten eliminiert werden. Hierzu
werden alle Knoten minimalen Grades aus der Liste ausgewé#hlt, die nicht direkt miteinan-
der verbunden sind, und gemeinsam behandelt. Danach werden alle Nachbarknoten dieser
Gruppe auf den neuesten Stand gebracht und so zahlreiche mehrfache Neuberechnungen
eingespart. Zur Auflosung von Pattsituationen werden bei Knoten gleichen Grades bevor-
zugt jene ausgewahlt, deren Nachbarn schon ldnger eliminiert wurden, um so tendenziell
die gesamte Bandbreite etwas kleiner zu halten. Dies ist aus Griinden groferer Lokalitit
beim Speicherzugriff manchmal vorteilhaft.

Eine effiziente Implementierung auf modernen Architekturen ist allerdings ziemlich
schwierig, da der Verwaltungs- und Numerierungsaufwand dem numerischen Aufwand ver-
gleichbar ist. Eine Moglichkeit besteht lediglich darin, Gruppen von Knoten zusammen-
zufassen, die dicht oder fast dicht miteinander verbunden sind, und MD auf diese Ma-
kroknoten und ihre Verkniipfungen untereinander anzuwenden. Der Numerierungsaufwand
hidngt dann nur noch von der Zahl der Makroknoten ab, wihrend der numerische Aufwand
weiterhin von der Gesamtzahl der Knoten bestimmt wird. Allerdings wird dadurch zusitz-
liche Auffiillung produziert, so daf ein Kompromift zwischen Effizienz und Speicherbedarf
gefunden werden muf. Diese Optimierung ist aber generell maschinenspezifisch und sollte
deshalb erst nach sorgfiltigen Messungen der Engpésse vorgenommen werden. Vorteilhaft
kann die genannte Vorgehensweise vor allem bei Systemen von Differentialgleichungen und
komplizierteren Elementen hoherer Ordnung angewendet werden, die generell eine lokal
grofsere Besetzungsdichte aufweisen und sich fast in natiirlicher Weise zu Makroknoten
verbinden lassen.
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A.4.4 Praktische Erfahrungen

In der Praxis zeigt sich, daf fiir zweidimensionale Probleme der Speicherbedarf der Ma-
trix bei GroRenordnungen von bis zu 10° durch Auffiillung um einen Faktor von maximal
10 vergrofert wird. Die Anzahl der Rechenoperationen fiir die Zerlegung entspricht daher
weniger als 100 Multiplikationen mit der Originalmatrix. Im Vergleich zu einem Mehrgitter-
verfahren entspricht dies weniger als 10 W-Zyklen mit jeweils zwei Vor- und Nachglattun-
gen, was als Minimum fiir ein einigermafien zuverlissiges Mehrgitterverfahren angesehen
werden kann. Das direkte Verfahren hat jedoch den Vorteil, unabhingig von Triangulie-
rung, Diskretisierung, Anisotropie und Koeffizienten sicher zu einer Losung zu gelangen.
Die Konvergenz von Mehrgitterverfahren ist dagegen nicht immer mathematisch streng zu
beweisen. Insbesondere bei komplizierteren Gebieten, anisotropen Triangulierungen und
stark schwankenden Koeffizienten ist es nicht immer robust und gleichzeitig noch effizient.
(Mit hinreichend vielen Glattungsschritten kann ein Mehrgitterverfahren immer zur Kon-
vergenz gezwungen werden, allerdings degeneriert es dann im Extremfall beispielsweise zu
einer Gauf-Seidel-Iteration.)

Hinzu kommt im hier diskutierten Anwendungsfall die grofse Zahl rechter Seiten. Beim
direkten Verfahren kann jede rechte Seite durch einfache Vor- und Riicksubstitution der
einmalig zerlegten Matrix gelost werden. Ein iteratives Verfahren 16st jede rechte Seite
einzeln fiir sich. So entspricht hier der Aufwand fiir eine rechte Seite etwa einem einzigen
W-Zyklus, was selbst bei einem idealen Mehrgitteralgorithmus wohl kaum zur Konvergenz
ausreichen wird. Einziger Nachteil des direkten Verfahrens ist der etwas hohere Speicherbe-
darf der zerlegten Matrix mit Auffiillung. Wegen der schon mehrfach erwéhnten zahlreichen
rechten Seiten fiir die Eigenwertberechnung fillt dies allerdings beim gesamten Speicher-
verbrauch des Programmes nicht ins Gewicht.

In drei Dimensionen ist die Situation durch die insgesamt stirkere Besetzung der Sy-
stemmatrizen etwas ungiinstiger, so daR hier bereits bei 10> Unbekannten mit einer Auf-
fiilllung um einen Faktor 30 gerechnet werden muf. Infolgedessen tritt bereits bei kleine-
ren Matrixgrofen das Problem auf, dafs der Cholesky-Faktor nicht mehr im Hauptspei-
cher gehalten werden kann, woraufthin exzessives Swapping stattfindet und das Programm
praktisch steht. Speziell fiir diesen Fall wurde deshalb fiir die Geschwindigkeits-Poisson-
Gleichungen zusétzlich das CG-Verfahren aus der MTL eingebaut. Das ist zwar fiir kleinere
Probleme erheblich langsamer als das direkte Verfahren, kann dafiir aber dank geringeren
Speicherbedarfs auch noch bei etwas groferen Matrizen eingesetzt werden.

Inwieweit die gefundenen Eigenschaften der angesprochenen Verfahren fiir das betrach-
tete Problem spezifisch oder allgemeingiiltig sind, kann noch nicht abschlieftend beurteilt
werden. Im Fall sehr grofser Probleme sind wohl iterative oder Mehrgitterverfahren vor-
zuziehen, solange die Originalmatrix, nicht aber der Cholesky-Faktor im RAM gehalten
werden kann. Dies trifft besonders auf “einfache” Konfigurationen zu, wie beispielsweise
lineare Standard-Elemente auf einem reguldren Wiirfelgitter, wo Mehrgitter bekanntlich
sehr gut geeignet sind. Da Mehrgitteralgorithmen auf zunehmend komplexeren Gebieten
Schwierigkeiten bekommen kann, direkte Verfahren aber unabhéngig davon sind, ist das
direkte Verfahren auf jeden Fall vorzuziehen, solange kein Swapping eintritt.
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Generell kann man sagen, da der angesprochene direkte Minimum-Degree-Algorithmus
besonders gut fiir das originale oder modifizierte Uzawa-Verfahren geeignet ist, da hierfiir
die Geschwindigkeits-Poisson-Probleme in jeder Iteration gelost werden miissen und der
Zerlegungsaufwand sich so iiber zahlreiche Iterationen amortisiert. Der CG-Loser muf da-
gegen in jeder Iteration neu aufsetzen und ist so in der Regel insgesamt bis zum Erreichen
globaler Konvergenz deutlich langsamer.

A.5 Eigenwerte und Eigenvektoren

Nach der Aufstellung der Systemmatrizen sind letztendlich die Eigenwerte und Eigenvek-
toren nach einer der beiden Vorschriften (4.3) oder (4.4) zu berechnen. Auch dies kann
entweder mit einer direkten Methode geschehen, die deterministisch nach einer festen An-
zahl von Operationen zum Ziel fiihrt, oder iterativ, wo nach Erreichen einer festgelegten
Genauigkeit die Iteration abgebrochen wird.

Wenn alle Eigenwerte berechnet werden sollen, sind direkte Verfahren in der Regel giin-
stiger anzuwenden, da sie sowieso automatisch alle Eigenwerte auswerfen. Wenn gleichzei-
tig die zugehorigen Eigenvektoren bestimmt werden sollen, erhéht sich der Aufwand etwas,
miissen dann doch alle Umformungen vollstindig mitgenommen werden. Im Gegensatz
dazu liefern iterative Verfahren stets nur einzelne Eigenwerte oder Gruppen von Eigenwer-
ten. Sie sind folglich besonders dann vorteilhaft, wenn nur einige Eigenwerte interessieren,
beispielsweise die kleinsten oder grofsten, absolut oder vom Betrag. Die zugehorigen Ei-
genvektoren ergeben sich ganz automatisch. Die in Punkt A.5.2 angesprochenen Verfahren
vom Arnoldityp gestatten, ganz selektiv bestimmte Eigenwerte zu berechnen und benotigen
dafiir lediglich Multiplikationen mit der Systemmatrix.

Alle zu untersuchenden Systemmatrizen sind symmetrisch und zumindest positiv semi-
definit, was bei der Bestimmung der Eigenwerte wie schon zuvor bei der Lésung der Glei-
chungssysteme vorteilhaft ausgenutzt werden kann. Insbesondere ist dadurch iiberhaupt
die Existenz reeller Eigenwerte und der zugehorigen Eigenfunktionen sichergestellt, die ja
bei allgemeinen unsymmetrischen Matrizen nicht unbedingt gegeben ist. Eigenvektoren zu
verschiedenen Eigenwerten sind automatisch orthogonal, die Vektoren, die den Eigenraum
zu mehrfachen Eigenwerten aufspannen, konnen leicht orthogonalisiert werden.

A.5.1 Direkte QR-~Verfahren und LAPACK

Der zentrale Ansatz der direkten Verfahren zur Eigenwertberechnung des Typs
Ax = Az

ist die QR-Iteration. Ausgehend von einer Matrix Ty = A wird in jedem Schritt eine QR-
Zerlegung mit einer orthogonalen Matrix )5 und einer oberen Dreiecksmatrix Ry, berechnet
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und daraus eine neue Matrix gebildet:

QrRry = Ty
Thr1 = RpQg

Diese Iteration bildet das Riickgrat direkter Verfahren, denn man kann zeigen, dafs
unter bestimmten Voraussetzungen die T} gegen eine Diagonalmatrix (im symmetrischen
Fall, ansonsten gegen eine obere Dreiecksmatrix) konvergiert.

In der Praxis wird A zunéchst durch Householder-Transformationen auf Tridiagonal-
gestalt gebracht, wozu O (n3) Operationen erforderlich sind. Auf diese Tridiagonalmatrix
wird anschliefend die QR-Iteration angewendet, so dak jede Iteration nur noch O (n) Ope-
rationen erfordert. Zur Beschleunigung der Konvergenz wird das Spektrum weiterhin in
jedem Schritt nochmals verschoben, so dafs die Iteration tatsichlich

QR = Ty epl
Thy1 = RpQp+pl

lautet. Der Verschiebungsparameter p wird dabei heuristisch moglichst nahe bei einem
(vermuteten) Eigenwert von A gewihlt. Bei einer giinstigen Wahl von p konvergiert die
Iteration zuletzt kubisch, so daf fiir jeden Eigenwert nur einige Iterationen erforderlich
sind, bevor er als unterster Wert auf der Diagonalen steht und die Matrix 7}, zerfillt.
Die Iteration wird sodann auf dem Rest von T} weitergefiihrt. Daraus ergeben sich insge-
samt O (n) Iterationen fiir alle Eigenwerte, oder O (n?) Operationen nach der anféinglichen
Householder-Tridiagonalisierung, die folglich den Hauptaufwand ausmacht. Sind zuséitz-
lich die Eigenvektoren gewiinscht, so miissen alle orthogonalen Matrizen @) auch noch auf
die urspriingliche Householder-Matrix angewendet werden. Das erfordert in jeder Iteration
O (n?) Operationen, so daf dieser Anteil dann vergleichbar dem Tridiagonalisierungsanteil
wird. Insgesamt betriigt der Aufwand nach [GvL89] etwa 2n® Operationen ohne und 9n®
Operationen mit Bestimmung der Eigenvektoren.
Das allgemeine Eigenwertproblem

Ax = \Bzx

ist dann besonders einfach zu l6sen, wenn B ebenfalls symmetrisch und regulér ist. Dann
kann man einfach B = LLT zerlegen (bzw. LDL” im indefiniten Fall) und das Standard-
problem

L7YAL Ty = My

mit LTz = y lésen (bzw. analog im indefiniten Fall). Da die Eigenwertberechnung ohnehin
O (n®) Operationen erfordert, ist der Zusatzaufwand von etwa In® Operationen fiir die
Zerlegung und Matrixmultiplikation vertretbar.

Eine effiziente Implementierung des QR-Algorithmus findet sich in der LAPACK-Biblio-
thek (Linear Algebra Package) [ABB*95], erhiltlich iiber NETLIB!. Darin enthalten sind

lhttp://www.netlib.org
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auferdem zahlreiche weitere Verfahren zur Losung von Gleichungssystemen, Eigenwertpro-
blemen und SVD-Zerlegungen, jeweils fiir allgemeine, symmetrische und positiv definite,
vollbesetzte und Bandmatrizen, reellwertig oder komplex, in einfacher und doppelter Ge-
nauigkeit. Insgesamt ist LAPACK eine sehr umfangreiche Bibliothek von exzellenter Qua-
litdt, geschrieben in portablem FORTRAN-77. Um Maschinen mit hierarchischen Spei-
chersystemen (Caches) optimal zu nutzen, verwenden die Algorithmen Blockvarianten, so
dak die kleinen Blocke in Caches ndher am Prozessor gehalten werden kénnen und ein
schneller Zugriff darauf moglich ist. Weiterhin benutzt LAPACK fiir elementare Opera-
tionen auf Vektoren und Matrizen die BLAS-Bibliothek (Basic Linear Algebra Subpro-
grams) [LHKK79|, [DCHHS88|, [DCDH90], fiir die zahlreiche Hersteller von Workstations
eine hochoptimierte Implementierung bereitstellen. Falls nicht, existiert auch eine portable
FORTRAN-T77 Version der BLAS.

LAPACK ist stets die richtige Losung, wenn dicht besetzte Matrizen bearbeitet werden
sollen. Diese konnen entweder voll oder bandstrukturiert sein, leider hat LAPACK jedoch
keine Algorithmen fiir anders strukturierte oder allgemeine diinn besetzte Matrizen, wie sie
in der Regel bei der Diskretisierung partieller Differentialgleichungen auftreten. Deshalb ist
diese Bibliothek eigentlich nur fiir das Eigenproblem im Druckraum (4.3) sinnvoll einzuset-
zen, da die auftretende Systemmatrix BA~™' BT ohnehin voll besetzt ist. Weniger sinnvoll
ist es fiir das Problem im Geschwindigkeitsraum (4.4), da selbst bei optimaler Numerierung
die Bandbreite von der Grofsenordnung O (y/n) und der resultierende Speicher- und Re-
chenaufwand grof wird, denn bei gegebener Diskretisierung ist der Geschwindigkeitsraum
erheblich grofer als der Druckraum (beispielsweise bis zum oben genannten Faktor von
54 fiir das P;P3-Element in 3D). Hier sind dann die nachfolgend beschriebenen iterativen
Verfahren wesentlich geeigneter.

A.5.2 Tterative Arnoldi-Verfahren und ARPACK

Von den verschiedenen Verfahren, Eigenwerte und Eigenvektoren iterativ zu bestimmen,
hat sich besonders der Algorithmus von Arnoldi [Arn51| bewéhrt. Er beginnt damit, aus
einem Startvektor zunéchst einen Krylov-Raum der Matrix A (mit Dimension m) zu be-
stimmen, erstellt dann fiir diesen Raum eine Orthonormalbasis und projiziert die Matrix
A orthogonal auf diesen Unterraum. Diese Projektion enthélt in ihren m Eigenwerten
Informationen iiber die gesuchten Eigenwerte der Originalmatrix und die zugehorigen Ei-
genvektoren.

Im urspriinglichen Verfahren wird dann der Krylov-Raum erweitert und eine neue Pro-
jektion mit neuen Eigenwerten berechnet, bis eine geniigend genaue Néherung fiir die inter-
essierenden Eigenwerte vorliegt. Dies kann jedoch sehr aufwendig werden, bis Konvergenz
eintritt. Wie bei anderen Krylov-Methoden, beispielsweise dem Lanzcos-Verfahren zur Lo-
sung von linearen Gleichungssystemen, ist es deshalb sinnvoll, bei einer gewissen Dimension
des Krylov-Raumes die bisher gesammelten Informationen festzuhalten und einen neuen
Raum aus einem neu gewahlten Startvektor aufzusetzen. Dazu wird aus den bisher erhal-
tenen Eigenwerten ein bestimmter Anteil ausgewéahlt, der im interessierenden Bereich liegt
(beispielsweise die algebraisch oder vom Betrag her Kleinsten oder Gréften) und der neue
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Startvektor aus einer Linearkombination der bisherigen Krylov-Vektoren gebildet. Die Ei-
genwerte der projizierten Matrix konvergieren dann gegen den entsprechenden Ausschnitt
des Spektrums von A.

Die praktische Implementierung erfordert jedoch etwas Vorsicht. Diese ist insbesondere
bei der Orthogonalisierung der Krylov-Vektoren und der Konstruktion des neuen Start-
vektors geboten, um auch bei schwierigeren Matrizen, beispielsweise mit mehrfachen oder
sehr nahe beieinander liegenden Eigenwerten, zuverldssig Konvergenz zu erhalten und nicht
einige Eigenwerte numerisch zu verlieren oder zu duplizieren. Insbesondere kurz vor FEr-
reichen der Konvergenz werden die Krylov-Vektoren teilweise fast linear abhiingig und der
Orthogonalisierungsprozefs damit schlecht konditioniert.

Auch fiir diesen Algorithmus existiert eine frei verfiigbare, effiziente und qualitativ hoch-
wertige Bibliothek namens ARPACK? (Arnoldi Package) [LSY97], in der alle diese Schwie-
rigkeiten gelost wurden. Die implementierte Variante wird mit IRAM (Implicitly Restarted
Arnoldi Method) [Sor92| bezeichnet und ist besonders gut geeignet fiir Eigenwertberech-
nungen bei grofen, diinn besetzten Systemen. Auch das verallgemeinerte Eigenproblem
wird abgedeckt, entweder iiber die Transformation auf das Standardproblem oder aber di-
rekt, aullerdem kénnen verschiedene Spektraltransformationen zum Einsatz kommen, die
den Konvergenzprozeft beispielsweise bei inneren Eigenwerten erheblich beschleunigen.

Im vorliegenden Anwendungsfall eines verallgemeinerten Eigenwertproblemes mit

Ax = \Bzx

sind hauptsichlich die kleinsten Eigenwerte A interessant, d. h. besonders der kleinste
nichtverschwindende und eventuell einige wenige weitere. Hierfiir geniigt es gliicklicherwei-
se, Routinen fiir die Matrix-Vektor-Multiplikation mit A und die Losung von Systemen
der Art Bz = y bereitzustellen. Dazu wird B = LLT mit dem in Punkt A.4.3 beschrie-
benen Minimum-Degree Verfahren einmal zerlegt. Beim Aufbau der Krylov-Riume sind
anschliefsend nur noch Vorwirts- und Riickwértssubstitutionen durchzufiihren.

Die Verwendung von ARPACK ist etwas unorthodox. Um dem Benutzer grofstmdogliche
Freiheit bei der Wahl seiner Matrixstrukturen zu gewdhren, mufl ein grofter Teil der Kon-
trollogik auf der Seite des Benutzerprogrammes bleiben, das dann viele einzelne Schritte
des Arnoldi-Prozesses aufruft. Erfreulicherweise gibt es jedoch ARPACK-++, einen objekt-
orientierten Aufsatz auf ARPACK, der die Schnittstelle erheblich vereinfacht, ohne die
Allgemeinheit einzuschranken. Géngige Matrixstrukturen wie beispielsweise vollbesetzte
Matrizen und einige diinn besetzte Formate werden direkt unterstiitzt, andere Matrizen
erfordern lediglich eine kleine Anpassung der Schnittstelle und konnen dann ebenfalls ein-
gesetzt werden. Zusétzlich werden Eigenwerte und Eigenvektoren auf Wunsch in benutzer-
definierten Containern zuriickgeliefert. Nach Abschlufs der Rechnung stehen verschiedene
Informationen zum Fortgang des Algorithmus zum Abruf bereit, um beispielsweise die
Charakteristika der Konvergenz zu erfassen. Diese Flexibilitit gestattet es, ARPACK++
mit jeder Implementierung eines Matrix-/Vektorkonzeptes einzusetzen, ohne grofie Anpas-
sungen vornehmen zu miissen.

’http://www.caam.rice.edu/software/ARPACK
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Nach Messungen in [GS97|wird die Geschwindigkeit der Berechnung durch den Aufsatz
von ARPACK++ auf das darunterliegende ARPACK, zumindest fiir reellwertige Matri-
zen wie hier, nicht merkbar beeinflufst. Fiir die hier interessierenden Probleme und die
zwanzig kleinsten Eigenwerte sind in der Regel zwischen 30 und 10000 Matrix-Vektor-
Multiplikationen und doppelt so viele Dreiecksmatrix-Losungen erforderlich. Dies ist na-
tiirlich um Gréfenordnungen schneller als die vollstdndige Losung mit dem direkten QR-
Verfahren aus Punkt A.5.1 und deshalb stets vorzuziehen, wenn nicht wirklich alle Ei-
genwerte gefordert sind. Besonders bei grofen Problemen mit 10* oder mehr (Druck-)
Unbekannten ist das direkte Verfahren wegen mangelnder Hauptspeichergrofe prinzipi-
ell ausgeschlossen. Einziger Nachteil ist, daf gelegentlich die Dimension eines invarianten
Unterraumes nicht genau erfaft wird, d. h. daf die Vielfachheit mehrfacher Eigenwerte un-
terschitzt wird. Im vorliegenden Anwendungsfall ist dies jedoch nur von untergeordneter
Bedeutung, da im wesentlichen nur der kleinste nichtverschwindende Eigenwert interes-
siert und bei tatsidchlich mehrfachen Eigenwerten sich die “verlorenen” Eigenvektoren aus
Symmetrieiiberlegungen rekonstruieren lassen. Beispielsweise ist x eine Eigenfunktion beim
Kreis, und wegen der Symmetrie des Gebietes muf auch y Eigenfunktion zum selben Ei-
genwert sein.

A.6 Ubergang zu 3D

Fiir die dreidimensionalen Beispiele aus Abschnitt 6.4 war eine Anderung des urspriing-
lich lediglich fiir ebene Probleme ausgelegten Programmes erforderlich. Um den Aufwand
hierbei nicht uferlos wachsen zu lassen, fiel die Entscheidung fiir eine relativ einfache Lo-
sung, die allerdings die moglichen Gebiete einschrankt. Diese Vorgehensweise vermeidet
auch gleichzeitig das Triangulierungsproblem, das in drei Dimensionen fiir viele Gebiete
sehr schwierig werden kann.

Der verwendete Ansatz basiert auf einer Extrusion eines beliebigen ebenen Gebiets,
d. h. das bereits fertig triangulierte Gebiet wird prismatisch in die Hohe gezogen. Dadurch
haben die dreidimensionalen Korper auf jeder Hohe denselben Querschnitt. Dies bedeutet
zwar eine relativ starke Beschrinkung, typische Charakteristika des Problems treten jedoch
bereits in diesen relativ einfachen Fillen auf, wie die Beispiele aus Abschnitt 6.4 gezeigt ha-
ben. Auferdem wére eine vollstéindig dreidimensionale Implementierung vermutlich schon
an der Beschaffung eines brauchbaren Gittergenerators fiir beliebige Gebiete gescheitert.

Der Einbau in das bestehende Programm ist unter diesen Voraussetzungen relativ ein-
fach. Zunéchst wird ganz normal eine ebene Systemmatrix aufgebaut, wobei lediglich zu
beachten ist, dafs nunmehr der Laplace-Operator auf drei Geschwindigkeitskomponenten
angewandt wird. Die dreidimensionale Variablennumerierung ergibt sich aus der zweidi-
mensionalen, indem lediglich die Ebenen der Reihe nach numeriert werden. Die Variable
mit der zweidimensionalen Nummer ¢ in der Ebene j befindet sich folglich in der dreidimen-
sionalen Numerierung an der Position i3 = N - j+ 15, wobei N die Anzahl der Unbekannten
pro Ebene ist. Entsprechend wird die dreidimensionale Systemmatrix aus der zweidimen-
sionalen aufgebaut, indem sie einfach entsprechend dem eindimensionalen Stern des jewei-
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ligen Differentialoperators skaliert wird. Fiir die Diskretisierung des Laplace-Operators mit
linearen Element beispielsweise ist der eindimensionale Stern

=1 2 <1].

Folglich wird fiir jede Ebene j und jeden Eintrag der zweidimensionalen Systemmatrix
a;, eingetragen

jN+i, jN+k = 2 Qi
Q(j—1)N+i,jN+k = ik,
Q(j+1)N+i,jN+k = ik,

falls die Ebenen j <1 bzw. j 4+ 1 noch im Gebiet liegen. Analoges gilt selbstverstandlich
fiir andere Finite Elemente und andere Differentialoperatoren.

Der Rest des Programmes, also die ganze Prozedur der Eigenwertberechnung kann
unverandert bleiben. Falls nur die Eigenwerte an sich interessant sind, sind die Anpassungen
also bereits erledigt. Lediglich fiir die Ausgabe der Eigenfunktionen miissen die einzelnen
Ebenen wieder zerlegt werden, um so Schnittbilder zu erhalten. Alternativ werden die
Resultate an der Aufenseite des Gebietes als Oberflichendiagramme extrahiert.

Bei dreidimensionalen Gebieten steigt die Problemgrofe natiirlich ganz wesentlich an.
Fiir ein Gebiet mit M Ebenen und einen Stern der Breite 3, wie angegeben, erhalten wir
also M - N Unbekannte und aus den zweidimensional urspriinglich 5N Matrixeintrégen
werden 15M - N Eintrége. Die noch berechenbare Gitterfeinheit nimmt dadurch natiirlich
erheblich ab, die erzielbare Genauigkeit ist deutlich geringer als im ebenen Fall. Mit dem
Arnoldi-Verfahren konnen deshalb bestenfalls etwa h =~ 0,04 erreicht werden.

A.7 CGNS

Nach den Erfahrungen mit der vorangegangenen Arbeit [Kek97| war frithzeitig klar, daf
die Anzahl der Ergebnisdateien und der damit verbundene Verwaltungsaufwand sehr grofs
werden wiirde. Insbesondere mit dem Anspruch, jeweils einige oder alle Eigenfunktionen,
jeweils fiir Druck und Geschwindigkeit, bei mehreren Diskretisierungsfeinheiten, fiir etliche
Finite Elemente, bei zahlreichen Beispielen durchzurechnen, war abzusehen, daf ein simples
Konzept (1 Ergebnis=1 Datei) sehr schwierig zu verwirklichen wére. Die Entscheidung fiel
deshalb auch friihzeitig fiir die Verwendung eines Datenbanksystems, das jeweils zahlreiche
zusammenhéngende Ergebnisse in einer einzigen Datei zusammenfaft.

Besonders geeignet erschien das CGNS? (CFD General Notation System), das dafiir
alle Voraussetzungen mitbringt und speziell auf die Problematik der Stromungsrechnung
zugeschnitten ist. Es gestattet in einer Baumstruktur dhnlich wie in einem Dateisystem die
Darstellung der Daten auf verschiedenen Ebenen, angefangen von einer CAD-Beschreibung
der Geometrie und der Lage der Gitterknoten iiber die Beschreibung der physikalischen

3http://www.cgns.org
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Gegebenheiten des Stromungsproblems (Re-Zahl, Mach-Zahl, Fluidtyp, . ..) bis hin zu ver-
schiedenene Randbedingungen und moglicherweise mehreren Losungen mitsamt Konver-
genzverhalten.

CGNS [PAM™98| basiert auf einem darunterliegenden Datenbanksystem, dem ADF
(Advanced Data Format), das dariiber hinaus portable Binédrformate zur problemlosen
und effizienten Ubertragung des Problems zwischen verschiedenen Rechnerarchitekturen
gestattet. So ist es beispielsweise moglich, auf einem Windows-PC mit CAD die Geometrie
zu generieren, mit einer SUN-Workstation die Gitter zu generieren, auf einem Hochst-
leistungsrechner das Stromungsproblem zu l6sen und das Ergebnis schliefllich mit einer
SGI-Workstation zu visualisieren. Das ADF-System ist dabei fiir die unteren Ebenen der
Datenbankorganisation zustidndig, wohingegen das CGNS einen Standard darstellt, der
beschreibt, welche Daten wo und in welcher Form unterzubringen sind.

Alle Moglichkeiten von CGNS und ADF aufzuzéhlen, ist hier sicher nicht angebracht,
aber es laft sich erahnen, dafs es fiir den vorliegenden Anwendungsfall sehr gut geeignet
ist. Wichtig ist hierbei wieder, daf eine gut implementierte Bibliothek frei verfiighar ist,
die Schnittstellen zu C und FORTRAN bietet. Diese Bibliothek ist aufserdem recht gut
dokumentiert und damit relativ einfach verwendbar.

Dennoch mufite auch diese Bibliothek modifiziert werden, um hier von Nutzen zu
sein. Ein grofser Schwachpunkt des CGNS war nadmlich die Beschrinkung ausschliefslich
auf strukturierte Gitter, wofiir zwar fiir Ende 1997 Abhilfe angekiindigt war, diese aber
schlieflich bis Ende 1999 auf sich warten lieft. Deshalb wurde in Eigenregie die Moglichkeit
geschaffen, auch unstrukturierte Dreiecksnetze abzuspeichern, wofiir zahlreiche Modifika-
tionen erforderlich waren, die wieder den urspriinglichen Autoren von CGNS (bei Boeing,
McDonnel Douglas, NASA) zugeleitet wurde, um in kiinftige Versionen einzufliefien. Ein
weiteres Problem war die mangelnde Laufzeiteffizienz bei den zahlreichen abzuspeichern-
den Eigenfunktionen. Die vorhandene Implementierung war von kubischer Ordnung in der
Anzahl der Losungen, was sich bei teilweise einigen hundert oder gar tausend Eigenfunk-
tionen als untauglich erwies. Deshalb wurde ein zusétzlicher Zwischenspeicher (Cache) und
einige zusitzliche Funktionen zur effizienteren Verwaltung eingebaut, was im Endeffekt zu
linearer Laufzeit fiihrte. Datenbanken mit etlichen tausend Eigenfunktionen und einigen
hundert Megabytes konnen so in wenigen Minuten eingelesen werden. Mit diesen beiden
wesentlichen Anderungen war CGNS eine groke Unterstiitzung bei der Verwaltung der
angefallenen Informationsmengen.
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Anhang B

Notation und elementare Ungleichungen

AbschlieRend hier noch eine Ubersicht iiber die in der Arbeit verwendeten Symbole und
Vereinbarungen, sowie einige benutzte Ungleichungen.

u, p

v, q

Up,y Ph

Uh, Qn

1,2
H,

Ly

Geschwindigkeit und Druck als Losungen der Stokes-Gleichungen (1.5).

Generische Geschwindigkeiten und Driicke aus den jeweiligen Rdumen, in der
Regel Testfunktionen.

Losungen der diskretisierten Stokes-Gleichungen (3.4).
Generische diskrete Testfunktionen.

Gebiet, innerhalb dessen die kontinuierlichen (1.5) Stokes-Gleichungen oder ihre
diskretisierten Varianten (3.4) zu lésen sind: eine beschrinkte, offene, zusammen-
hingende Menge C R? oder C R3, fiir die diskreten Gleichungen aus technischen
Griinden polygonal, generell stiickweise differenzierbar, falls nicht anders angege-
ben. Q ist der Abschluk von €. Triangulierungen von € werden als regulir vor-
ausgesetzt, d. h. alle auftretenden Innenwinkel sind von 0 und 7 weg beschréinkt.

Raum der Funktionen iiber Q2 mit quadratintegrablen schwachen Ableitungen, die
eine Nullrandbedingung im Spursinne erfiillen. Vervollstindigung des Cg§° (Q2) in

der zugehorigen Norm 1/||-||* + || D-||*, die hier wegen der Poincaré-Ungleichung
dquivalent ist zur |-|; = ||D-||-Seminorm. In dieser Arbeit zumeist vektorwertig,

d.h. eigentlich Hy? (Q)%.

Raum der quadratintegrablen Funktionen iiber 2 mit verschwindendem Integral-
mittel mit der zugehorigen Norm ||-|| (manchmal auch mit der d4quivalenten Norm
I-llp = infeex [|- + cl]).

Es sei darauf hingewiesen, daf in den den Ladyzhenskaya- (1.7) und Babuska-Brezzi-
Bedingungen (3.1) sowie ihren verschiedenen Fassungen die Suprema und Infima selbst-
verstindlich {iber den gesamten angegebenen Raum mit Ausnahme der Nullfunktion zu
bilden sind.
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Wir verwenden aufserdem die Dreiecksungleichung
la+ bl < llaf| + [|?]]

die per Definition fiir alle normierten Riume gilt, sowie die verallgemeinerte Youngsche
Ungleichung
€ 1
ab < —a® + —b*
-2 2e

fiir beliebiges € > 0, die sich beispielsweise mit der binomischen Formel beweisen 1a{t.
Ebenfalls benutzt wird die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

|(w, 0)| < [l [Jo]],

die fiir den R™ mit der Youngschen Ungleichung und einem Homogenitidtsargument bewie-
sen wird.

Weiterhin wird reger Gebrauch von der Poincaré-Ungleichung gemacht. Sie besagt, daf
eine Funktion durch ihre Ableitungen abgeschétzt werden kann, wenn durch geeignete Ne-
benbedingungen (beispielsweise Nullrandbedingung oder verschwindendes Integralmittel)
die konstante Funktion ausgeschlossen wird und das Gebiet in einem Streifen endlicher
Breite eingeschlossen werden kann. Beides ist sicher erfiillt fiir den H,* und die hier be-
handelten beschrinkten Gebiete 2. Dann haben wir

[o]| < e[ Dof| = ¢lol,

mit einer Konstante ¢ abhéngig von der Breite des einschliefenden Streifens, der hier durch
den Gebietsdurchmesser abgeschétzt werden kann. Diese Ungleichung folgt aus dem Haupt-
satz der Differential- und Integralrechnung quer zum Streifen und der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung.

Eine letzte Ungleichung schlieflich schétzt die Divergenz eines Vektorfeldes durch seinen
Gradienten ab. Ohne weitere Voraussetzungen sieht man sofort

div || < V|,

und sofern Stetigkeit und eine Nullrandbedingung vorliegt, kann man mittels partieller
Integration

[div &l < [a,

beweisen. Da bei den nichtkonformen Elementen aus Punkt 3.1.4 keine Stetigkeit mehr vor-
liegt, gilt fiir diese trotz Nullrandbedingung nur die erste Abschitzung, wobei die Normen
elementweise zu verstehen sind.



