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... Daf$ ich erkenne, was die Welt
Im Innersten zusammenhdlt...

J. W. v. Goethe, Faust I

Wenn ich mit Engelszungen redete
Und hdtte die Liebe nicht,

So wdre ich doch nur ein tonendes Erz.
Und wenn ich die Prophetengabe besdfle
Und alle Erkenntnis,

Und ich hdtte die Liebe nicht,

So wdre ich nichts.

1. Korinther 13
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Einleitung

Eines der zweifellos faszinierendsten Phénomene der Funktionentheorie ist die - theo-
retisch bisher allenfalls ansatzweise erfafite - Korrespondenz zwischen Kriterien fiir
die Konstanz ganzer (bzw. in C meromorpher) Funktionen und Normalitdtskriterien.
Von A. Bloch wurde dieses heuristische Prinzip mit den Worten

Nihil est in infinito, quod non prius fuerit in finito.

formuliert, weswegen man es héufig kurz als ,,Blochsches Prinzip“ bezeichnet. Das
bekannteste Beispiel bilden der Kleine Satz von Picard auf der einen, der verscharfte
Satz von Montel, der sog. FNT (fundamental normality test), auf der anderen Seite.
Fiir eine Vielzahl von Kriterien, die sich iiberwiegend mit Wertverteilungsfragen, ins-
besondere mit Picardschen Ausnahmewerten von Differentialpolynomen befassen, ist
die Giiltigkeit des Blochschen Prinzips gesichert. Als auflerordentlich niitzlich hat sich
hierbei in jiingerer Zeit ein von L. Zalcman 1975 formuliertes Lemma erwiesen, das
die Konstruktion einer nichtkonstanten ganzen bzw. meromorphen Funktion aus einer
nichtnormalen Familie von im Einheitskreis holomorphen bzw. meromorphen Funk-
tionen gestattet. Damit lassen sich nicht nur relativ milde Kriterien fiir die Giiltigkeit
des Blochschen Prinzips angeben (Satz von Robinson-Zalcman), sondern es werden
auch erstaunlich einfache und elegante Beweise von Normalitdatssdtzen moglich, die
bei Verwendung der herkommlichen Methoden, zumeist aus der Nevanlinna-Theorie,
mit groffem Aufwand verbunden waren.

Auch in der Theorie der Faltungsdualitéit, bei der Untersuchung der dualen Hiille von
Liickenreihen und allgemeiner von “kleinen” (insbesondere zweielementigen) Mengen
von im Einheitskreis holomorphen Funktionen, stofit man auf Normalitatsfragen und
Probleme der Wertverteilungstheorie, insofern als gewisse Normalititsaussagen als
(hinreichendes) Kriterium dienen, die Nichtsemidualitét einer solchen Menge festzu-
stellen.

Dafl auch im Falle der Liickenreihen das Blochsche Prinzip giiltig ist, dafl die Exi-
stenz einer ganzen nichtkonstanten nullstellenfreien Funktion mit einer bestimmten
Liickenstruktur also dquivalent ist zur Nichtnormalitit der zugehorigen Familie von im
Einheitskreis nullstellenfreien Liickenreihen, wurde von Ruscheweyh und seinen Koau-
toren 1985/86 in [28] und [45] vermutet. Sie stellten dariiberhinaus die Hypothese auf,
dafl auch ein enger Zusammenhang zwischen der Semidualitit von Liickenstrukturen
und der Existenz ganzer nullstellenfreier Funktionen mit den entsprechenden Liicken
bestehe. In [28], [45], [51], [52] verifizierten sie diese Vermutungen fiir Fejér-Liicken
und fiir sog. AP-Liicken der Schrittweite 2.

Diese Ansitze entwickeln wir in der vorliegenden Arbeit fort, hauptséichlich indem
wir zahlreiche weitere Indizien zusammentragen, die die Giiltigkeit der genannten
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Vermutungen untermauern; diese betreffen zum einen AP-Liickenreihen beliebiger
Schrittweite, zum anderen strukturelle Eigenschaften der Semidualitéit. Dariiberhinaus
beschéftigen wir uns mit der ebenfalls in [28] initiierten Frage nach der Semidualitét
bei zwei Funktionen. Auf dem Weg zu unserem Hauptresultat in diesem Bereich ergibt
sich zudem ein neues Normalitdtskriterium, welches frithere Ergebnisse von D. Drasin
und H. Chen & X. Hua verallgemeinert.

Das entscheidende Hilfsmittel im Beweis von vielen unserer Resultate (insbesonde-
re derjenigen iiber AP-Liickenreihen) ist ein tiefliegender Satz von H. Cartan aus
dem Jahre 1928, der eine Konvergenzaussage fiir p-Tupel von im Einheitskreis ho-
lomorphen, nullstellenfreien Funktionen, welche einer linearen Relation unterliegen,
trifft. Der auflerordentlich tiefgriindige Beweis benutzt neben einigen Eigenschaften
von Wronski-Determinanten vor allem verfeinerte Methoden der Nevanlinna-Theorie,
insbesondere eine Reihe von sehr technischen Abschéitzungen fiir eine Verallgemeine-
rung der Nevanlinna-Charakteristik. Wir geben den Beweis dieses Satzes angesichts
seiner zentralen Bedeutung fiir das Weitere vollstandig wieder.

Ziel dieser Arbeit ist es, neben der Darstellung der neuen Ergebnisse, den gesamten
derzeitigen Stand des Wissens iiber Semidualitéit in einer Form zusammenzutragen,
welche die auf den ersten Blick unerwarteten Zusammenhénge zwischen Normalitéts-
theorie und Dualitétstheorie ein wenig erhellt und zur intensiveren Beschéftigung mit
den zahlreichen Fragen einlédt, die wir unbeantwortet lassen miissen. Auch aus diesem
Grunde ist die Darstellung sehr ausfiihrlich und in sich abgeschlossen gehalten und
setzt keinerlei besonderen Vorkenntnisse voraus; alle benotigten Hilfsmittel werden in
den ersten Kapiteln mit Beweis bereitgestellt.

Im ersten Kapitel wird zunéchst die Nevanlinna-Theorie, soweit sie fiir unsere Zwecke
relevant ist, ab initio entwickelt, ausgehend von der Poissonschen Formel. Von be-
sonderer Bedeutung fiir das Folgende sind dabei die Sétze {iber die logarithmischen
Ableitungen. Die tieferliegenden Aussagen der Nevanlinna-Theorie, insbesondere der
Zweite Hauptsatz und die Defektrelation, werden in unseren weiteren Betrachtungen
nicht benutzt; wir geben sie daher ohne Beweis an - wenngleich es vom Satz iiber die
logarithmische Ableitung bis zum Zweiten Hauptsatz nur noch ein kleiner Schritt ist.

Kapitel 2 stellt die im weiteren benotigten Grundlagen der Normalitdtstheorie be-
reit, insbesondere das Zalecman-Lemma in seiner (fast) allgemeinsten heute bekannten
Form. Einige wichtige Normalitatskriterien, die sich mit seiner Hilfe leicht auf die zu-
gehorigen Satze vom Picardschen Typ zuriickfithren lassen, fithren wir ohne Beweis
auf. Am moglicherweise eindrucksvollsten manifestiert sich die Leistungsfihigkeit des
Zalcman-Lemmas darin, dafl es, wie A. Ros gezeigt hat, eine verbliiffend kurze Herlei-
tung des FNT - und damit des Kleinen und Groflen Satzes von Picard! - ermoglicht.
Mit dieser schliefen wir das zweite Kapitel.

Im dritten Kapitel beweisen wir ein Normalitatskriterium fiir Familien holomorpher
Funktionen, fiir die ein Differentialpolynom der Form

= e
j=1 =1

(wobei die Ableitungsordnungen kY gewissen Voraussetzungen geniigen und a, a;,
b meromorph sind) nullstellenfrei ist. Dieses verallgemeinert Resultate von Drasin
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[10] und von Chen & Hua [5], die den Fall af™ + f* + b # 0 (mit meromorphen
Koeffizienten a,b) behandelt hatten. Unser Beweis stiitzt sich dabei wesentlich auf
eine ebenfalls auf Hua [26] zuriickgehende Verallgemeinerung des Satzes von Tumura-
Clunie. Aus dieser leiten wir zunéchst eine Erweiterung eines Resultats von Hayman
[21] ab, wonach ganze Funktionen f mit af"(2)+ f'(z) # b fiir alle 2z € C konstant sind,
sofern a # 0 und n > 3. Unser Normalitéitsresultat ergibt sich sodann im wesentlichen
aus dem Zalcman-Lemma in Verbindung mit dem Argumentprinzip.

Kapitel 4 ist dem Beweis des Satzes von Cartan gewidmet. Dabei orientieren wir uns
an der Darstellung in dem Buch von Lang [31]; wihrend der Beweis dort - ebenso
wie in der Originalarbeit von Cartan [3] - jedoch nur fiir den Fall von vier Funktio-
nen ausgefiihrt, der allgemeine Fall hingegen blof§ skizziert wird, stellen wir ihn fiir
den allgemeinen Fall detailliert dar, wenngleich dies zwangslaufig mit einem gewissen
Verlust an Eleganz verbunden ist.

In Kapitel 5 wird das Konzept der Semidualitét eingefiihrt, und es werden die im
folgenden immer wieder benétigten Hilfsmittel zur Verfiigung gestellt; anhand des
Kriteriums der schwachen Umgebungseigenschaft wird die Verbindung zu Norma-
litdtsfragen deutlich.

Das sechste Kapitel beschéftigt sich eingehend mit Liickenreihen. Nachdem wir
zunéchst die oben erwidhnte grundlegende Vermutung {iber den Zusammenhang zwi-
schen Semidualitiit einer Liickenstruktur 7', Nichtnormalitéit der Familie AY. der im
Einheitskreis nullstellenfreien normierten Funktionen mit dieser Liickenstruktur und
Existenz nullstellenfreier ganzer Funktionen in AY. formuliert und diskutiert haben,
tragen wir das bekannte Wissen iiber Fejér- und Fabry-Liicken zusammen. Sodann
widmen wir uns den AP-Liickenreihen beliebiger Schrittweite: Das Normalitatspro-
blem koénnen wir abschliefend 16sen, wihrend uns die (negative) Beantwortung der
Semidualitatsfrage nur unter gewissen, allerdings relativ schwachen Einschrinkungen
an die betrachtete Liickenstruktur gelingt. Anschliefend untersuchen wir mehrere all-
gemeine Konstruktionsverfahren, mit denen sich neue semiduale Liickenstrukturen aus
bereits bekannten gewinnen lassen. Von besonderer Bedeutung ist dabei das Problem,
eine gegebene semiduale Struktur so zu vergrofern, dafl die Semidualitéit erhalten
bleibt. Wir geben hinreichende Kriterien dafiir an, dafl eine derartige Vergroflerung
moglich ist. Desweiteren diskutieren wir einen ersten vorlaufigen Ansatz, wie sich
unsere grundlegenden Vermutungen {iber Liickenreihen méglicherweise auf die Be-
trachtung bestimmter Extremalprobleme fiir Liickenpolynome reduzieren lassen. Im
Anschlufl daran geben wir einige Kriterien an, denen im Falle der Existenz von ganzen
nichtkonstanten nullstellenfreien Funktionen in A% die Elemente in der dualen Hiille
von Funktionen mit Liickenstruktur 7" geniigen miissen; dies kann als erster Schritt
zum Beweis der fiir diesen Fall vermuteten Semidualitit angesehen werden. Am Ende
des Kapitels schliefSlich befassen wir uns kurz mit einer méglichen Verallgemeinerung
des Konzepts der Liickenreihen, die darin besteht, die Liickenbedingungen dahinge-
hend abzuschwéichen, daf§ die betreffenden Koeffizienten nicht verschwinden, sondern
lediglich in einem gewissen Sinne “klein” sind.

Im abschliefenden siebten Kapitel erweitern wir unsere Semidualitéitsuntersuchungen
auf Mengen aus zwei (oder zuweilen drei) Funktionen. Leider ist unser Wissen hieriiber
bisher so kérglich, dafl wir uns im wesentlichen auf die Betrachtung relativ spezieller
Beispiele beschréanken miissen, aus denen sich ein echtes Gesamtbild oder auch nur die



Ahnung eines solchen noch kaum oder allenfalls sehr schemenhaft formt. Wie wenig die
bisher verfiigharen Methoden dem Problem wirklich gerecht werden, zeigt sich wohl
am klarsten darin, dafl selbst das starke Normalitdtsresultat aus Kapitel 3 lediglich
fiir ganz spezielle Falle die Klarung der Semidualitétsfrage erlaubt. Die meisten der
von uns betrachteten Mengen erweisen sich als nichtsemidual; diejenigen semidualen
Mengen, die wir konkret angeben kénnen, spielen, wie wir sehen werden, in gewisser
Weise eine Sonderrolle. Dies fithrt uns auf die interessante Frage, inwieweit und unter
welchen Voraussetzungen es ein Analogon zum FNT fiir Faltungen geben kann, in
dem Sinne, daf3 die Familie derjenigen im Einheitskreis holomorphen und normierten
Funktionen, deren Faltung mit bestimmten vorgegebenen Funktionen nullstellenfrei
ist, gewissen Koeffizientenbeschrinkungen unterworfen ist; diese Frage bleibt - wie so
viele andere - vorerst leider unbeantwortet.

Die vorliegende Arbeit basiert teilweise auf der Diplomarbeit des Verfassers [16]; die
Kapitel 1, 2 und 4 sowie Teile von Kapitel 5 und der Abschnitte 6.1 bis 6.3 und 6.5
sind aus dieser mit leichten Modifikationen iibernommen. Einige der Resultate iiber
AP-Liickenreihen in Kapitel 6.3 sind bereits in [17] veroffentlicht.

Herrn Prof. Dr. St. Ruscheweyh danke ich herzlich fiir die Anregung und interessierte
Betreuung dieser Arbeit und fiir seine geduldige Unterstiitzung und Ermutigung in
fachlicher wie in menschlicher Hinsicht. Herrn Prof. Dr. L. Zalcman und Herrn Prof.
Dr. W. Bergweiler gebiihrt mein Dank fiir ihre Gastfreundschaft wihrend meiner
Aufenthalte an der Bar-Ilan-Universitiat im Januar 1999 und an der Universitit in Kiel
im Juni 2001. Gerne erinnere ich mich an die anregenden Diskussionen mit ihnen und
mit Herrn Prof. Dr. A. Eremenko. Dr. Richard Greiner bin ich fiir die unermiidliche
Unterstiitzung bei allen Arten von Computerproblemen zu groflem Dank verpflichtet.
Ihm sowie Dr. Archun Acharya, Christiane und Daniela Kraus, Dr. Oliver Roth und
Uta Reyes mochte ich zudem vielmals danken fiir die herzliche Atmosphére an unserem
Lehrstuhl und fiir ihre Freundschaft auch in schweren Zeiten. Nicht zuletzt geht mein
Dank an Herrn Prof. Dr. G. Kéhler und das Team, mit dem zusammen ich 2000/01
die Lineare Algebra betreuen durfte, namentlich an Oliver Bletz, Katja Mallmann,
Martin Wolfrom, Renate Geisler, Susanne Gigliola, Stefan Mutzbauer, Andreas Reiser,
Markus Ruppert, Silvia Scheurich, Christian Schnell, Beate Schrapp, Cornelius Selke,
Jan Swoboda und Axel Werner, fiir die hervorragende Zusammenarbeit, die mich in
der entscheidenden Phase der Entstehung dieser Dissertation auerordentlich befliigelt
hat und die ich immer in bester Erinnerung behalten werde.
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Notationen

Wir stellen zunéchst die im weiteren benutzten Notationen, soweit sie sich nicht von
selbst verstehen, zusammen. In den Féllen, in denen keine Seitenzahl angegeben ist,
wird das betreffende Symbol im Text nicht eigens definiert.

Symbol Erlauterung Seite

C, C Inklusion

- echte Inklusion

P Menge der Primzahlen

H#M Elementanzahl einer endlichen oder unendlichen Menge M

|E| Lebesgue-MaB einer meBbaren Menge £ C R

U,(m) = {p € X |d(p,m) < r}: offene Kugel mit Radius r und Mittel-
punkt m in einem metrischen Raum (X, d)

B,.(m) = {p € X | d(p,m) < r}: abgeschlossene Kugel mit Radius r
und Mittelpunkt m in einem metrischen Raum (X, d)

D :={z € C : |z| < 1}: offene Einheitskreisscheibe in C

Dr :={z € C : |z| < R}: offene Kreisscheibe in C um 0 mit Radius
R € (0; 0]

A r(z0) ={2€C: r <|z— 2| < ry}: offener Kreisring mit Mittel-
punkt zo und Radien rq, 7y

H(Q) Menge der in einem Gebiet 2 C C holomorphen Funktionen

M(Q2) Menge der in einem Gebiet {2 C C meromorphen Funktionen

A =H(D)

49 —{feA: f0)=1)

P Klasse der komplexen Polynome vom Grad < m

X chordale Metrik auf der Sphére

f#* = %: sphérische Ableitung einer meromorphen Funktion f

co konvexe Hiille

co abgeschlossene konvexe Hiille

m(r, w) Schmiegungsfunktion von w € M(Dg,) 13

n(r,a,w)  Anzahl der a-Stellen von w € M(Dg,) im Kreis |z| < r unter 13
Beriicksichtigung der Vielfachheiten

n(r,a,w) Anzahl der a-Stellen von w € M(Dpg,) im Kreis |z| < r ohne 13
Beriicksichtigung der Vielfachheiten

N(r,a,w) Anzahlfunktion von w € M(Dg,) 13

N(r,a,w) Anzahlfunktion von w € M(Dg,) ohne Beriicksichtigung der 14
Vielfachheiten

T(r,w) Nevanlinna-Charakteristik von w € M(Dg,) 14

m(r,a,w) :=m (r, wia) 13

T(r,a,w) =T (r, wla) 14

Cw erster nichtverschwindender Koeffizient der Laurententwicklung 15
von w € M(Dg,) um 0

M(r,w) = max—, |w(z)|: Maximalbetrag von w € M(Dg,) 16

|| P|| = M(1, P) = max).— | P(2)|: Maximumsnorm des Polynoms P 108
im Einheitskreis

N,(r,w)  verallgemeinerte Anzahlfunktion 18
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T.(r, w) verallgemeinerte Charakteristik 18
To(r,w) Ahlfors-Shimizu-Charakteristik von w € M(Dg,) 19
T.(r,G) Cartansche Charakteristik der analytischen Kurve G 19
p(w) Ordnung von w € M(C) 20
Aw) untere Ordnung von w € M(C) 20
o(w) Typ von T'(r,w) fir w € M(C) 20
7(9) Typ von M(r, g) fir g € H(C) 21
pla;w) Ordnung der a-Stellen von w € M(C) 20
AMa; w) untere Ordnung der a-Stellen von w € M(C) 20
o(a;w) Typ von T'(r,a,w) fir w € M(C) 20
S(r,w) ein beliebiger Term der Ordnung O(logr) + O(log T'(r, w)) fiir ~ 31

r — oo, r & FE fiir eine Menge £ C (0;00) mit |E| < oo bzw.

E =0, falls p(w) < o0
d(a,w) Defekt von a € C 32
¥(a,w) Verzweigungsindex von a € C 32
O(a,w) Verzweigtheit von a € C 32
ds(g; w) modifizierter Defekt 33
Arp =qf €At f(2) =2 er apz®, aj # 0 fiir alle k € T} 86
Ay =qf €A f(2) =D ter akzk} 86
AY, ={f € Ar : f(z) #0 fiir alle z € D} 86
A9, ::{fGAVT ; f(z)#OfiirallezE]D} 86
er die durch er(z) := Y,y 2" definierte Funktion 86
aé,f) = %-f(k)(()): k-ter Koeffizient der Taylorentwicklung von f € A 37

um 0
My(F) = sup |a,(€f)| e f} fiir F C Ag 37
M (T) = sup |a,(€f)| : fe EOT} 89
M (T) = max{|a§€f)| . f€ g%ﬂpn} 133
f*xg Faltung (Hadamard-Produkt) der Funktionen f,g € A 84
% ={g9 € Ay | Viev Veen (fxg)(2) #0}: zu V C Ay duale Menge 84
V** = du(V) duale Hiille von V' C A, 84
fa die durch f,(z) := f(zz) definierte Funktion (|z| <1, f € A;) 85
Ve ={fe : f €V, |z] <1}: Komplettierung von V' C Ay 85
Vi ={fs : |z| <1}: Komplettierung von {f} (fiir f € Ap) 85
Vr =V, ={z—ep(zz): || <1} 86
In =n- ]N(] 86
Ty = {k € INy | aggf ) F# O}: Liickenstruktur einer Funktion f € Ay 86
T¢ := {0} UIN\ T zu T komplementére Liickenstruktur 120

In einem Gebiet €2 holomorphe, nullstellenfreie Funktionen (d.h. Einheiten im Ring
H(2)) bezeichnen wir mitunter auch als Einheiten in €.

Fiir kompakt-gleichméfige Konvergenz schreiben wir oft kurz K-Konvergenz.

Um Schwerfiilligkeiten in der Notation zu vermeiden, deuten wir den Ubergang zu
Teilfolgen gelegentlich durch Formulierungen wie ,fiir (f,,), gilt 0.E.“ 0.4. an.
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Kapitel 1

Die Nevanlinnasche Theorie des
Wachstums und der Wertverteilung
meromorpher Funktionen

1.1 Charakteristik und Erster Hauptsatz

Im folgenden bezeichne w stets eine in einem Kreis |z] < Ry mit 0 < Ry < o0
meromorphe nichtkonstante Funktion.

Zur Beschreibung des Wachstums- und Wertverteilungsverhaltens meromorpher Funk-
tionen fithrte R. Nevanlinna 1925 in [37] die folgenden GroBen ein:

Definition 1.1
Es sei log" 2 := max{logx; 0} fiir z > 0 und log™ 0 := 0. Fiir 0 < r < Ry sei’

27
m(r, 00, w) = m(r,w) = m(r,c0) := 2—/ log™ \w(reit)|dt
™ Jo
und

1

w—a

) fir a € C.

m(r,a,w) =m(r,a) :==m <7“, 00,

Die Funktion r + m(r,w) heifit (Nevanlinnasche) Schmiegungsfunktion
von w.

Fiir a € C sei n(r,a) = n(r,a,w) die Anzahl der a-Stellen (im Falle a = oo: der
Polstellen) von w im Kreis |z| < 7, mit Vielfachheiten gezéhlt. Entsprechend sei
n(r,a) die Anzahl der a-Stellen in |z| < r ohne Berticksichtigung der Vielfachheit.

"n(t,a) —n(0
N(r,a) = N(r,a,w) ::/ n(t, a) ; n(0.9)
0
heifit (Nevanlinnasche) Anzahlfunktion; offensichtlich gilt

dt +n(0,a) - logr

1
N(T,a,w):N(T,oo,—) = Z logL—kn(O,a)-logr,

woa) e ol

! Im Falle, dal w Polstellen auf |z| = r hat, folgt die Existenz von fo% log™ |w(rett)|dt leicht aus
1y o+ 1
der von [ log™ § dt.
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wobei «y, die (nicht notwendig verschiedenen) a-Stellen von w sind. Entsprechend
definiert man N(r,a) = N(r,a,w).
Schlieflich setzt man
T(r)=T(r,w) =T(r,00) =T(r,o00,w) := m(r,o00) + N(r,o0)
und
T(r,a) =T(r,a,w) :=m(r,a) + N(r,a) fira e C.

T'(r) heiBt Nevanlinnasche charakteristische Funktion oder kurz Charak-
teristik.

Aus Griinden der Einfachheit betrachtet man in der Nevanlinna-Theorie oft nur Funk-
tionen ohne Polstellen im Ursprung.

Die drei soeben definierten Funktionen erfiillen die folgenden grundlegenden Ab-
schitzungen, von denen wir im folgenden héufig (und zumeist ohne explizite Bezug-
nahme) Gebrauch machen:

Satz 1.2
Fir S(r,.) = m(r,00,.), N(r,00,.), T(r,00,.) und in |z| < Ry meromorphe nicht-
konstante Funktionen w, wy, ..., w, gilt:

S(r,w) =0,

S (T,ij) < Zs(rij)7

p p
S(T,Zw]) <ZS r,w;) + log p,
( Zw])<ZN7’w]

fir 1 <r < Ry bzw. — falls S(r ) oder falls kein w; eine Polstelle
in z=0hat — fir 0 <r < Rjy.

Beweis: ( cf. [27], Satz 8.1)
Fir z1,...,2p > 0 gilt

p
log™ (w1 ... xp) < ZlogJr xj,
=1

und
log"(z1 + ...+ ,) <log" max z; + logp,
1<j<p

so daf} insbesondere
p
log"(z1 + ...+ 1) < ZlogJr zj+logp
i=1

ist. Hieraus ergeben sich sofort die Abschéitzungen fiir m(r, oo, .).

Fiir S(r,.) = N(r,00,.) hat man nur zu beachten, dafl die Polstellenordnung einer
Summe oder eines Produktes meromorpher Funktionen hochstens so grof ist wie die
Summe der Polstellenordnungen der einzelnen Summanden bzw. Faktoren.

Die Abschitzungen fiir T'(r, oo, .) folgen aus denen fiir m(r, co,.) und N(r, 00, .).
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Satz 1.3 Die Poisson-Jensen-Nevanlinnasche Formel

Es seien a; die Nullstellen, b, die Polstellen von w, mit Vielfachheiten gezéhlt.
Weiter sei |zp| < 7 < Ry, und zj sei keine Null- oder Polstelle von w. Dann gilt:

1 21 ; /relt + 20 bk‘zo
log [w(zo)] = %/0 log w(re")] - Re reit — zodt > g | r(z0 — br)
[br|<r
~ > log T~ L%
' (20 — a;)

Beweis: (cf. [27], Satz 6.2)
Wir beweisen die Formel nur fiir den Fall, dafl w auf |z| = r keine Null- oder Polstellen

hat. Dann ist y ( )
— . A e = 0%)
h(Z) = ’lU(Z) H r(z—aj) |H Tg_az

br|<r

holomorph und nullstellenfrei in D,., und mit der Poissonschen Formel, angewandt auf
die harmonische Funktion log |h(z)], folgt

laj|<r

1 [ re + zg
log [h(z0)| = %/0 log h(re")| - Re L2t
Daraus liest man unter Beachtung von |h(z)| = |w(z)] fiir |z| = r sofort die Behauptung

ab.
Fiir die im allgemeinen Fall erforderliche (elementare, aber mithsame) Zusatziiberlegung
sei auf [27], Hilfssatz 6.1 verwiesen.

Korollar 1.4 Jensensche Formel
Unter den Voraussetzungen von Satz 1.3 gilt

1 2w
log\cm\:%/o log |w(re™)|dt + Z log —

0<|bg|<r

Z logL —m-logr,
a.

| k’ 0<|a;|<r 2

wobei m = n(0,0,w) — n(0, 00, w) die Ordnung von w in z = 0 und ¢, der erste
nichtverschwindende Koeffizient der Laurent-Entwicklung von w um z = 0 ist,
also w(2) = ¢ - 2™+ Cpy1 - 2™+ L mit ¢, # 0 gilt.

Beweis:

Dies folgt unmittelbar aus Satz 1.3, angewandt auf z — % und zg = 0.

Den ersten nichtverschwindenden Koeffizienten der Laurent-Entwicklung von w um
z = 0 bezeichnen wir fortan stets mit c,,.

Aus der Jensenschen Formel ergibt sich:

Satz 1.5 Erster Hauptsatz
Fiir a € C und alle r € [0; Ry) gilt

T(r,a,w) =T(r,00,w) —log|cy_q| + &(r,a) (1.1)
mit
le(r,a)| < log™ |a| + log 2. (1.2)
Hierbei ist sogar ¢(r,0) = 0, also
1
T (7", 00, —) =T (r,00,w) — log |cy|. (1.3)
w
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Beweis: ([27], Satz 7.2)

Zuniichst sei a = 0. Wegen logz = logt z — log+% lautet die Jensensche Formel,
ausgedriickt durch m(r) und N (r):

1
loglew| = m(r,oo,w) —m <7“,oo, —> + N(r,00,w) — N(r,0,w)
w

1
= T(ryoo,w)—T (r,oo, —> .
w

Dies zeigt (1.3).
Nun sei a € C beliebig. Wegen log™ |w(z) — a| < log™ |w(z)| + log™ |a| + log 2 ist

m(r,w —a) < m(r,w) +log™ |a| + log 2.

Ebenso ist
m(r,w) < m(r,w — a) +log™ |a| + log 2.

Damit folgt fiir (r,a) :== m(r,w — a) — m(r,w)
[(r,a)] < log™ |a +log 2,

also (1.2). Aus (1.3), angewandt auf w — a anstelle von w, erhélt man unter Beachtung
von N(r,00,w —a) = N(r,oc0,w):

1
T(r,a,w) = T <r,oo, —) =T(r,00,w — a) — log |cy—ql
w—a
= T(r,o00,w)+e(r,a) — log|cy—ql-
Damit ist auch (1.1) gezeigt.

Der Erste Hauptsatz besagt also, daf8 T'(r, a) fiir alle a € C von der gleichen Gréfien-
ordnung ist. Kurz schreibt man oft

T(r,a) =T(r)+O(1) firr — oo,

sofern die betreffenden Konstanten fiir die jeweiligen Betrachtungen irrelevant sind.
Dies ist regelméBig in der Theorie der ganzen und (in C) meromorphen Funktionen
der Fall, soweit sie sich mit einzelnen Funktionen beschéftigt, nicht jedoch in der Nor-
malitdtstheorie. In letzterer kommt es vielmehr darauf an, diese ,, Anfangswertterme*
gleichméfig fiir alle Funktionen der jeweils betrachteten Familie abzuschétzen, was
zumeist recht kompliziert ist und oft die eigentliche Hauptschwierigkeit in “konven-
tionellen”, nevanlinna-theoretischen Normalitdtsbeweisen darstellt. Es ist daher das
grofle Verdienst der in Kapitel 2 zu besprechenden Zalcmanschen Methode, derartige
Abschétzungen zu eriibrigen.

Durch T'(r, w) gelingt es, das Wachstum meromorpher Funktionen zu charakterisieren.
Mit dem Maximalbetrag

M(r,w) := 1‘rn|ax lw(z)|
ist dies nicht sinnvoll moglich, da das Maximumprinzip fiir meromorphe Funktio-
nen mit Polstellen nicht global giiltig ist. Fiir holomorphe Funktionen g besteht aber
folgender Zusammenhang zwischen der Charakteristik T'(r,g) = m(r,g) und dem
Maximalbetrag M (r, g):
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Satz 1.6
Fiir jede in |z| < Ry (0 < Ry < 00) holomorphe Funktion g gilt:

T(r,g) <log" M(r,g) < ?r .

‘T(R,g) fir0<r < R<R,y.
—r

Beweis: (cf. [27], Satz 8.3)
Die erste Ungleichung ist wegen T'(r,g) = m(r,g) unmittelbar aus der Definition der
Schmiegungsfunktion einsichtig. Die zweite ergibt sich folgendermafien aus der Poisson-

Jensen-Nevanlinnaschen Formel: Fiir |z| = r mit g(z) # 0 ist, wenn die a; die Nullstellen
von g bezeichnen:

1 [ , Re® + 2 R? a2
1 = — 1 iy . : — log | & — %"~
oglo(2) = 5= [ Torla(Re")| - Re T 37 el
a]‘ T
R4zl 1 [ ;
< N log™ ) |dt
< g st latre)
R+
- T .
R*T (R7g)

Satz 1.7

(1) Cartansche Formel
Fir 0 <r < Ry gilt

1

T(r,w):%

27
/ N (r, eit,w) dt + d,.
0
Hierbei ist d,, = log™ |w(0)], sofern w(0) # co; im Falle w(0) = oo ist d,, =
log |¢u|-
(2) Die Funktionen N(r,a,w) und T(r,a,w) sind fiir a € C monoton wachsend
beziiglich r und konvex beziiglich log r. Insbesondere ist T'(r, a, w) stetig in 7.

Beweis: (cf. [27], Satz 8.6 und Satz 8.7)

(1) Fiir a € C\{0} gilt nach der Jensenschen Formel, angewandt auf z — z — a:
I 1

log ‘eit — a| dt =log|a| +log* — =log™ |al, (1.4)

27 Jo lal

und dies bleibt auch fiir a = 0 richtig.
Fiir alle ¢ € [0;27] mit w(0) # e* ergibt die Jensensche Formel

2
% /log !w(rew) - eit} dp 4+ N(r,00) — N (r,e")
0

_ log |w(0) — €|, falls w(0) # oo
N log |y, falls w(0) = oo

Durch Integration iiber ¢ folgt daraus wegen (1.4):

27 27
log™ [w(re*)| dp + N(r, 00) — L / N (r,e") dt = d,
0

%0 2
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wobei sich die Vertauschbarkeit der Integrationsreihenfolge und damit die Existenz
von OQW N (r, e”) dt mittels des Satzes von Tonelli aus der Abschitzung

2w
o /) log|w(re™?) — e'||dt
1 27 . . 1 2 . .
= — 2 - log™ }w(rew) - e”‘ dt — — / log |w(re'?) — e”’ dt
2T 0 2 0

< 2log" ‘w(rew)} +2log2 — log™ ‘w(rew)‘
= log" |w(re")| +log4

(fiir w (re’?) # oo) und aus der Integrierbarkeit der oberen Schranke ergibt.

(2) Die Monotonie von N (r,a,w) ist klar; die Konvexitit beziiglich logr ersicht man
(mit N(r) := N(r,a,w), n(r) := n(r,a,w)) aus der Abschitzung

¢
N@) =N _ Sy P Rd NG) - NG
logr — log 1 logr —logr; — ~ logry —logr logre — logr

fir ri < r <mro.
Mithilfe der Cartanschen Formel {ibertragen sich Monotonie und Konvexitét sofort

VOI]N(T,Git,ﬁ) (0 <t<2m) aufT(r,a,w):T<r,oo 1 )

b w—a

Die Konvexitidt der Nevanlinna-Charakteristik beziiglich logr kann man - auch im
Hinblick auf Satz 1.6 - als Verallgemeinerung des Hadamardschen Dreikreisesatzes
(cf. [27], Satz 1.3) auf meromorphe Funktionen ansehen.

In Kapitel 4.3 benétigen wir eine auf Bloch und Cartan zuriickgehende Verallgemei-
nerung der Anzahlfunktion N(r,w) sowie des ersten Hauptsatzes:

Definition 1.8

Es sei |z] < r < Ry, z kein Pol von w, und by seien die Polstellen von w, mit
Vielfachheiten gezéhlt. Dann werden durch

und  T,(r,w) := m(r,w) + N,(r,w)

eine verallgemeinerte Anzahlfunktion bzw. Charakteristik definiert. Fiir
z =0 (und w(0) # oo) erhélt man die aus Definition 1.1 bekannte gewohnliche
Anzahlfunktion.

Bemerkungen:
Offensichtlich gilt fiir w, wy, wy € M(Dg,) und |z| < r < Ry (mit w(z),w;(z) #
00):
N (r,w) = 0,

N, (r,wy - we) < N,(r,wy) + N, (r,ws),
T, (r,wy - we) < Ty(r,wy) + Tp(r, ws).

Aus der Poisson-Jensen-Nevanlinnaschen Formel (Satz 1.3) liest man sofort ab:
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Satz 1.9 Poisson-Jensensche Ungleichung
Fir 0 <r < Ry und z € D, mit w(z) # 0, co gilt

— 1 1
log |w(z)] < i_; : m(r,w) — ::T:Z; m (r, E) + N.(r,w) — N, (r, E) :

Bemerkung 1.10

Gelegentlich benutzt man zur Beschreibung des Wachstums meromorpher Funk-
tionen auch die folgenden Groflen:

(1) Die Ahlfors-Shimizu-Charakteristik

To(r, w) :—/ Mdt.
0

Hierbei bezeichnet So(t,w) :=1. f oti|<t (w#(x + zy))2 dxdy  die Fliche
des Bildes von D; auf der Sphare Fiir w(0) # oo gilt ( cf. [20], S. 13):

1
[T (r; w) = To(r, w) = log™ [w(0)[| < 5 log 2, (1.5)

so dafl T'(r, w) und Ty(r,w) von der gleichen GréBenordnung sind.
Die Cartansche Charakteristik

1 27 i
T.(r,G) := %/0 loglrgfélgj(re )!dt—loglrg%\gj(o)l

ciner analytischen Kurve G, d.h. eines p-Tupels G = (g1,...,gp,) von in
|z] < Ry < 0o holomorphen Funktionen g; ohne gemeinsame Nullstellen. Fiir
Details sei auf Cartan [4] verwiesen.

Im folgenden Satz stellen wir die wichtigsten Kennzeichnungen von Normalitdt mit-
hilfe der charakteristischen Funktionen von Nevanlinna bzw. von Ahlfors-Shimizu zu-
sammen, von denen wir im weiteren freilich nur die erste benétigen und daher auch
nur diese beweisen:

Satz 1.11

(1)

Es sei F eine Familie holomorpher Funktionen in . Falls m(r, f) fir f €
F lokal gleichmé&Big beschrénkt ist, d.h. falls es eine reellwertige, monoton
wachsende Funktion S(r) mit m(r, f) < S(r) fir alle f € F und alle
r € [0;1) gibt, dann ist F normal. Im Falle |f(0)] < M < oo fiir alle f € F
gilt auch die Umkehrung.

Es sei F eine Familie meromorpher Funktionen in .

(a) F ist genau dann normal in z = 0, wenn es ein C' < oo und ein R € (0;1)
mit Ty(R, f) < C fur alle f € F gibt.

(b) Falls f(0) # oo fiir alle f € F gilt und es ein C' < oo und ein R € (0;1)
mit T(R, f) < C fiir alle f € F gibt, so ist F normal in z = 0. Im Falle
|f(0)] < M < oo fiir alle f € F gilt auch die Umkehrung,.
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Beweis:

(1) folgt sofort aus der Abschétzung

4 1
m(r,f)§10g+M(r,f)§l .m( —;r,f) firo<r<1
—7r

(Satz 1.6 mit R = 4*) und dem Satz von Montel.

(2) (a): s. [53], Theorem 3.6.8; (b): s. [53], Theorem 3.6.9 fiir die erste Aussage; die
Umkehrung (unter der angegebenen Normierungsvoraussetzung) folgt aus (a) und
(1.5).

Die Resultate in (2) stammen von D. Drasin. Mit den Methoden der Nevanlinna-
Theorie konnte Drasin zu zahlreichen Sétzen vom ,, Picardschen Typ* die entsprechen-
den Normalitatskriterien beweisen und somit das Blochsche Prinzip in diesen Fiéllen
verifizieren. Aufgrund der auflerordentlichen Kompliziertheit dieser Beweise verzich-
ten wir darauf, hierauf auch nur exemplarisch einzugehen, zumal mittlerweile in vielen
Féllen wesentlich einfachere Beweise mithilfe des Zalcman-Lemmas bekannt sind. Eine
sehr ausfiihrliche Darstellung der Ergebnisse von Drasin und weiterfithrender neuerer
Resultate findet sich bei Schiff [53], Abschnitt 4.4 und 4.5.

1.2 Die Ordnung meromorpher Funktionen

Zur Klassifikation des Wachstums meromorpher Funktionen benutzt man die folgen-
den auf E. Borel zuriickgehenden Begriffe:

Definition 1.12

Es sei w eine in C meromorphe Funktion. Dann sind die Ordnung p = p(w) und
die untere Ordnung X\ = A\(w) von w definiert durch

| + T 1 + T
pP = lim sup Og—("",'uj)? A= /\<w) — lim inf M
r—00 10g7‘ r—00 lOgT
Im Falle 0 < p(w) < oo setzt man
T(r,w)

o =o(w) := limsu
(w) = limsup —

und nennt o den Typ von w.
Fiir a € C und w # a heiBen entsprechend

log* N(r,a,w)

pla) = p(a;w) := limsup

r—oo logr
logt N
Aa) = Ma; w) := liminf og” N(ra,w)
r—00 logr
und fiir 0 < p(a;w) < o0
N(r,a,w)

o(a) = o(a;w) := limsup

T—00

7“,0(‘1)

Ordnung, untere Ordnung und Typ der a-Stellen von w.
Ein a € C heifit Borelscher Ausnahmewert von w, falls p(a; w) < p(w) gilt.
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Bemerkungen:

(1)

(2)

Fiir nicht in ganz C, sondern nur in einem Kreis mit Radius Ry um 0 definierte
meromorphe Funktionen kann man analog eine Ordnung definieren, indem
man logr durch log ﬁ ersetzt und r — Ry betrachtet.

Um das Wachstumsverhalten von Funktionen unendlicher Ordnung differen-
zierter zu beschreiben, verwendet man sog. (j,k)-Ordnungen

logl,_q T(r,w)

pjk(w) ;= limsup fir j,k € INg, k> 1

r—00 log,. r

(und analog \; x(w)), wobei die iterierten Logarithmen log;” durch logg z := z
und log)"; z := log™ (log;" z) fiir z > 0 und I € IN; definiert werden. Damit
148t sich auch die Definition des Borelschen Ausnahmewertes verallgemeinern.
Eine ausfiihrliche Darstellung dieser Theorie findet sich bei Jank / Volkmann
[27], S. 96 - 163.

Fiir ganze Funktionen g gilt wegen Satz 1.6 (mit z.B. R = 2r)
log® log™ M(r, g)

log™ log™ M
p(g) = limsup og” log” M(r, g), A(g) = lim inf :
00 log r 7—00 log r

In der Definition des Typs o(g) kann man T(r,g) allerdings nicht durch
log®™ M (r, g) ersetzen; fiir

log™ M(r,g)

7(g) := lim sup )

r—00

9

liefert Satz 1.6 (mit R = 2r) nur
o(9) <7(9) <3-2"9 - a(g).
Dennoch bezeichnet man auch 7(g) oft als Typ von g; die beiden Definitionen

sind also nicht fquivalent. (Genauer spricht man vom Typ von log™ M (r, g)
bzw. vom Typ von T'(r, g).)

In Abschnitt 6.4.3 begegnen wir der Frage, wie sich Ordnung und Typ ganzer Funk-
tionen unter Faltungen verhalten. Dazu benttigen wir zwei Resultate von Lindel6f
und Pringsheim:

Satz 1.13

Ist g(2) = > po arz® eine ganze Funktion, so gilt

wobel man

_ klog k
p(g) = limsup —,
k—o0 10g Tax]

klogk

T
log Tagl

= 0 fiir a; = 0 setzt.
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Beweis: (cf. [27], Satz 3.1)

B sei p i= plg) und o= limsupy_ o, £
lag!

Es sei ¢ > 0 und 0 < ¢ < p. Dann existieren unendlich viele k£ mit |a;| < 1 und

1 k
klogk > c-log —, dh. loglag| > ——logk.
c

|a|

Mithilfe der Cauchyschen Abschétzungsformel folgt fiir diese k£ und alle r > 0

log k
10gM(?”,g)Zlog]akl—kklongk(logT_ 08 >
c

Setzt man 7 := (ek)'/¢, so erhiilt man

k C
log M(ry, g) > ~ = &
C

- ec
fiir unendlich viele k£ und wegen limg_, o, 7 = 00 somit

log™ log™ M
p = limsup 0898 (r,9) >c.
r—00 log r

Da dies fiir alle ¢ € (0; u) gilt, folgt p > p.
Nun nehmen wir g < co an und wéhlen ¢ > p beliebig.
Es gibt dann ein ky € IN, so daf fiir alle k > kg

klogk
log Ia_lk\

<c¢ und |ap| <1, also |ap| < k7F°

gilt. Setzt man I(r) := (2r)¢, so folgt fiir r > 1:

ko—1
M(r,g) < Z|ak| r* 4 Z kRl gk 4 Z kre.
ko<k<I(r) k>1(r
< Oy -rkomt gl Zk k/c—i—z <>
kE>1(r)

< Oyp-rhet +C'2-7‘(2T) +1,

wobei die Konstanten C, Co nicht von r abhéingen. Hieraus ergibt sich leicht p < c.
Dies zeigt p < p und somit die Behauptung.

Die Ordnung einer ganzen Funktion héngt also nur von den Betrdgen der Taylorkoef-
fizienten ab.

log™ M(r,g)

Fﬁr T(g) == hm Supfr—>oo rp(9)

(cf. [27], Satz 3.4):

Satz 1.14
Ist g(z) = >4y arz" eine ganze Funktion mit 0 < p(g) < oo, so gilt

besteht ein analog zu beweisender Zusammenhang

1
T(g9) = -lim sup k|ay,|P9/*
e-plg)  r—oo

Wir schlieflen diesen Abschnitt mit zwei ebenfalls spéter benotigten Resultaten iiber
das Wachstumsverhalten zweier spezieller Funktionenklassen, ndmlich von Exponen-
tialfunktionen und von rationalen Funktionen:
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Satz 1.15

Ist g eine ganze nullstellenfreie Funktion mit A(g) < oo, so gibt es ein Polynom
P(2) = ap2™ + ... + ap mit a, # 0, fiir welches g = e’ ist. Es gilt dann p(g) =
A(g) = n und (sofern n > 1 ist) 7(g) = |ay|.

Beweis: (cf. [27], Satz 2.1 und Satz 1.7)

Es ist g = e’ mit einer ganzen Funktion P(z) = Y 32, apz".
Es sei € > 0. Setzt man A(r, P) := max|;—, Re P(2), so ist

A(rj, P) =log M(r;,9) < r;‘(g)+6 (1.6)

fir eine Folge (7;); C (0,00) mit limj_,o 7; = co. Aus

1 21 . 1 27 .
Reay - r* = = / ReP (re’t) cosktdt, Imay-r*=—= / ReP (re”) sin kt dt,
0 0

s s

also
1 2 ) )
ap ¥ == / Re P (rezt) ekt gt
0

s

fiir £ > 1 ergibt sich

2m
lag| - 7F + 2Reag < l/ (‘ReP(reit)‘+ReP(reit)> dt
0

™

< max{4- A(r, P);0}.

In Verbindung mit (1.6) folgt daraus ay = 0 fiir k > \(g) + ¢.
Also ist P ein Polynom vom Grad n < A(g).
Fiir die Berechnung von p(g), A(g) und 7(g) nehmen wir o0.E. a,, > 0 an und erhalten

< M(r, P) =ap- 1" (1+o0(1))
> ap " — |ap_1] - — . —ao] =an-r"-(1—o0(1))

log M(r,g) = A(r, P) {

fiir r — oo. Dies zeigt p(g) = A(g) = n und 7(g) = |an|.

Satz 1.16

Ist w(z) = % eine rationale Funktion mit teilerfremden Polynomen P, () und
grad(w) := max{grad(P); grad(Q)}, so gilt

T(r,w) = grad(w) - logr + O(1) (r — o0).

Ist umgekehrt fiir eine in C meromorphe, nichtkonstante Funktion w

T(r,w) <

—_ )

lim inf
r—oo  logr

so ist w rational vom Grad < s.

Beweis:
[27], Satz 8.4 und S. 51, Beispiel 1.
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1.3 Die Sétze iiber logarithmische Ableitungen

Gegenstand dieses Abschnitts ist es, zu zeigen, dal fiir meromorphe Funktionen f
die Schmiegungsfunktion der Quotienten ? gegeniiber der Charakteristik T'(r, f)
,klein“ bleibt. Sétze dieses Typus faBt man als ,,Sdtze iiber logarithmische Ablei-
tungen zusammen, wenngleich diese Bezeichnung strenggenommen nur fiir den Fall
n = 1 korrekt ist.

Satz 1.17
Es sei n € IN. Dann gibt es eine nur von n abhéngige Konstante €, < 0o, so daB
fiir jedes Ry > 0 und jede in Dp, meromorphe und in Dg, pol- und nullstellenfreie
Funktion f und fir 0 <r < R < Ry

(n)
n(r177) < 0 (o g i (i) (. 5)) 1)

gilt. Im Falle n = 1 kann man C; = 2 wéhlen.
Beweis: ( cf. [31], VIII., Lemma 1.1 / 1.2)
Fiir 2| < R gilt

12 i R+ 2z ,
log f(z) = %/0 log | f(Re™)] - ot _Zdt—i-z‘a

mit einem a € R, denn beide Seiten sind fiir |z| < R holomorph? und haben nach der
Poisson-Jensen-Nevanlinnaschen Formel gleichen Realteil. Durch Differenzieren folgt
2Re't

f/ 1 27 "
()= — 1 Re™)| . ———— dt
() = g | oslr(reN) - e
und weiter fiir n € IN

f/ (n—1) B n! 2 9 2 Rett
<7> (2) = %/0 log | f(Re™)| - Wdt-

Wegen |logz| = log™ z + log™ 1 fiir alle z > 0 liefert dies fiir |z[ =r

()" )< i (s o (7))

Damit ergibt sich

7\ (n—1)
m (. (i)
f
+ + 1 + 1
< log" R+ (n+1)log R——i—log m(R, f) +m R,? +log(2 - n!).
-
2 Die Holomorphie des Integrals auf der rechten Seite sieht man wie folgt ein: Fiir kompak-
te Teilmengen K von I := {t € [0;27]] f(Re™) # 0,00} ist z — [, log|f(Re™)| - %:fzdt
nach einem bekannten Satz holomorph. Ist (K;); eine Ausschépfung von I durch Kompakta,

so ist ( / K, log | f(Re)] - @dt%, wie man sich leicht iiberlegt, in D K-konvergent gegen

Re't—z

fI log | f(Re®)| - Ret2 gt Mit dem Konvergenzsatz von Weierstraf§ folgt die Behauptung.

Reit—z
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Dies zeigt insbesondere die Behauptung fiir n = 1 mit C; := 2. Da sich # mittels
einer Darstellung

AR fu
(5) =5y T eIl

§=2 j1+.--tis=n
Jp>1

/ (nfl) ’ n—
durch <f7> und £, 2% ausdriicken lit, folgt mit Satz 1.2 induktiv die

Behauptung fiir beliebige n.

Eine dhnliche Abschétzung gilt auch, wenn man auf die Voraussetzung der Null- und
Polstellenfreiheit in Satz 1.17 verzichtet. Dies werden wir, um die Darstellung nicht
iiber Gebiihr zu komplizieren, aber nur fiir den fiir unsere Zwecke ausreichenden Fall
n = 1 zeigen®; damit werden wir spiter (Satz 1.21) im Fall von in C meromorphen
Funktionen ein analoges Resultat fiir beliebiges n herleiten, in dem die jeweiligen
Konstanten jedoch von f abhéngen. Fiir den Beweis des Satzes von Cartan in Kapitel 4
geniigt der soeben gezeigte Spezialfall.

Satz 1.18

Es sei f eine in einer Kreisscheibe Dp, mit 0 < Ry < oo meromorphe Funktion.
Dann gilt

' + + R +
m | r, < 10- (log™ R + log + log
r R—r

S
1

+log™(T(R, f)) + log™ log™ |c—|> + 25
f

fir 1 <r < R < Ry (bzw. fiir 0 <r < R < Ry, falls f(0) # 0,00).
Beweis: (cf. [31], VI. §3)

Zunéchst betrachten wir nur den Fall ¢y = 1.
Es seien r, R und f wie im Satz mit ¢y = 1 fest gewéhlt. Nach den Voraussetzungen iiber

r gilt N(r,00, f) >0, N(r,0, f) > 0. Nach dem Ersten Hauptsatz ist T'(., f) =T (., %)
Es sei s € (r; R) so gewéhlt, daB

s—r R 1
R v TR D) 7

gilt. Wegen T(R, f) > T(r, f) > 0 ist s < £(2r + R). Wir setzen

s2—a;z s? — Ez
B = - d Bu(z):= T
0(2) H s(z —ay) un () H (2 — by)
lajl<s |br|<s

wobei a; und by, die mit Vielfachheiten gezidhlten Null- und Polstellen von f sind.

Dann ist h(z) := f(z) - BO(Z) meromorph in Dy und pol- und nullstellenfrei in Dy, so
dafl nach Satz 1.17

n 1 1
m\ 75 log™ s + log™ —+log m(s,h) +m 5% +1

3 Fiir den allgemeinen Fall siche z.B. Hiong [25].
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gilt. Aufgrund von |By(2)| = |Bwo(z)| = 1 fiir |z| = s und des Ersten Hauptsatzes ist
hierbei

m(s,h) = m(s, f) < T(s,f) und m ( %) —m ( 1) < T(s, f).

f
Damit folgt

! 1
m <r, %) <2. <10g+ s +logm —— +log™ T'(s, f) +log2 + 1>. (1.8)
s—r
Fiir |a| < s und G4(z) := Ss( _aaz) ist wegen G (z) = s“g'j;s;

G _ 2= s
Ga(2)  (z—a)(s?—az)

Fiir |z| = r folgt daraus mit |s> — @z| > s- (s — 1)

G (s —|af?) - |s* — az| s
4 < < Gy
’GQ(Z)‘ T |z—als?(s—1r)?2 T (s—r)? Gal2)
Damit erhélt man fiir |z| = r
B! G,
D)l ¥ | g2 < mm X 16u,0)
lajl<s | % laj|<s

und somit (da die Zahl der Summanden hochstens n(s,0, f) betrégt):
Bo) ——+ > m(r,Ga;) +1 (5,0, f).
mr,BO <log™ m(r,Gq;) + log™ n(s,
laj|<s
Wegen |Gy, (2)| > 1 fiir |2| = r und des Ersten Hauptsatzes ist

1 2m )
S G = 5= [ loglBo(re")jde = m(r. B

|aj|<5
1 1
= m BO + N BD — N(r,By) + log |cp,|
= _N(T,O, f) + log ‘CBO"
Anhand der Darstellung

5\ n(0,0,f) 2 —a;z
B = (_) . e i
(2) z H s(z —aj)

0<]aj|<s

erkennt man, daf} fiir den ersten Koeffizienten der Laurent-Entwicklung von By
s

|CB0‘ = Sn(O,O,f) . H ﬁ)

0<|a;|<s @

also
log |ep,| = n(0,0, f) - log s + Z log —

0<]aj|<s

N(s,0,f)

Ig!
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gilt. Damit folgt

mrB;(l) < logt 5 + N(s,0 — N(r,0 +logt n(s,0, ). 1.9
(r5) <o (5,0, ) = N(r,0, f) +log" n(5,0, ). (19)

Wegen logz <o —1firz>0ist 1 — % < log% und log & < *=*. Damit ergibt sich

Dt N(R,0,f) - N(s,0,f) _ R

< S t — . N
n(s,0,f) < log R — log s log R — log s ~“R-s (7,0, f)
und
Sn(t
N0 )= Ny = [ MR
< n(s,0,f) -log S < =T 5T N(R0, )
— Y ) g r P R — 5 r ) ) *
Hiermit, in (1.9) eingesetzt, erhélt man schliefflich
B;, s s—r R
—0) < log" -—-N
m<T7B0> ~ og (S—T)2+R—S r (R707f)
R
log™ "N(R,0,f)) . 1.10
Hog (N0, ) (1.10)

Ebenso ist

B’ S s—r R
~x < loot .. N(R

+log™ (R]js : N(R,oo,f)) : (1.11)

Setzt man (1.8), (1.10) und (1.11) in

/ h/ B/ B/
m <r,f7> <m (T,ﬁ) +m <T‘,§8> +m <r,i> +log3
ein, so ergibt sich

! 1 1
m (r, f7> < 4log" s+ 2log"™ R+ 6logt —— 4 2log™ i +2log™ T(s, f)
s—r —s

— R
;_7; - (N(R,0, f) + N(R, 00, f)) + log" N(R,0, f)

+

Wegen s < %(27" + R) ist m— < 32 yind mit der Definition (1.7) von s folgt

R—s — R—-1r’
1 R 2AT@R,f)+1) R 3
sor v R-s  “7 Ry TEHTL
sowie R oT(R. f)
S—T )
R_S‘7'(N(R,07f)+N(RaOO,f))SWSL

Insgesamt erhélt man somit

!
1
m <r,f?> < 610g+R+610g+§+810g+ﬁ +10log" T'(R, f)

3
+810g2+710g3+210g§ + 3.
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Dies zeigt die Behauptung fiir ¢y = 1.

Im allgemeinen Fall wendet man diese Abschitzung auf f = % an und beachtet
T(R, f) <T(R, f)+1log™ ﬁ Damit ergibt sich

' R 1
m (7“, f7> < 6logt R+6log" —+ 8log™ g 10log* T'(R, f)

1 3
+1010g+10g+m +18log2+710g3+210g§+3
!

und somit wegen 18log 2 + 7log 3 + 2log % + 3 < 25 die Behauptung.

Um in den voranstehenden Sitzen den Term C-log™ T'(R) und damit die Abhingigkeit
von R zu eliminieren, bendtigt man folgendes Lemma von E. Borel:

Lemma 1.19

Es sei S eine positive, stetige und monoton wachsende Funktion auf dem Intervall
[a;b) mit —0o < a < b < 0o. Dann gibt es eine Menge E C [a;b) vom Lebesgue-
Maf} |E| < %, so daB fur alle r € [a;0)\E

T+

S0 <b und S<T+S(17")> <2-8(r)

gilt.
Beweis: (cf. [27], Hilfssatz 9.3)

Fese A::{re[a;b))r—F%ZboderS(r—l—ﬁ)22'5(7”>}'

Im Falle A = () gilt die Behauptung mit £ = (). Es sei also A # () und r1 := inf A. Fiir
n > 1 setzen wir

. 1 1
Tni1 = inf (Aﬂ |:7“n + m,b)) , sofern AN [rn + m,b) =+ ().

Dadurch wird eine streng monoton wachsende, endliche oder unendliche Folge (7,,)n>1
definiert; es ist r, + #n) < rpa1 < b fiir alle n, fiir die r,,41 definiert ist, und aufgrund
der Stetigkeit von S gilt nach Definition von 7,:

S(rup1) > S <’rn + ) > 2. 5(ry).

1
S(ry)

Induktiv folgt S(r,) >2""1.S(r;) > 2" 1. S(a) fiir alle zuldssigen n > 1, also

1 2
2 5 = 5@ (1.12)

Falls (7y,), unendlich ist, die Konstruktion also nicht abbricht, gilt lim,,_,. 7, = b.

Wire ndmlich R := lim,,_, 7, < b, so wire wegen der Stetigkeit von §

oo > S(R) = lim S(r,) > lim 2" S(a) = oo,

n—oo n—oo

Widerspruch!
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Damit folgt

AcC (U [rn;rn+ S(in):|> Nla;b) =: E.

n

Diese Uberdeckungseigenschaft ist auch dann giiltig, wenn (,),, endlich ist; es gilt dann

fiir das letzte Folgenglied r nédmlich AN [T‘N + ﬁ; b) =0, also ry + m > b oder
A - a;rN + %) .

Da wegen (1.12) |E| < S(2a) gilt, folgt die Behauptung.

Wir halten noch eine Folgerung aus Lemma 1.19 fest, die wir in Kapitel 4 benotigen:

Lemma 1.20

Es sei U eine nichtnegative, stetige und monoton wachsende Funktion auf dem
Intervall [a;b) mit —oco < a < b < co. Es gebe Konstanten A, B, C' < oo und eine
meBbare Menge I C [a;b) mit |I| > %%, so daf

1

fiir alle r € I und alle R € (r;b) gilt. Dann gibt es eine nur von A, B, C' abhéngige
Konstante M < oo, so daB fiir alle r € [a; b) mit @ >3

1

gilt. Insbesondere gilt (1.14) fiir » = @ und im Falle I = [a; ) fiir alle r € [a;)).
Beweis: (cf. [31], Lemma 1.5)

Es sei rg € [a;b) mit w > 1. Es sei U(rg) > 2B - log ﬁ. (Andernfalls ist nichts
zu zeigen.) Es gilt dann also

6.e U028 <y (1.15)

Wendet man das Borelsche Lemma 1.19 auf S(r) := ¢V()/28 > ( und das Intervall
[ro; b) an, so folgt: Es gibt eine Menge E C [rg;b) mit |E| < 2- e U0)/2B 5o daB

7‘+6_U(T)/QB < b U.Hd U <T‘—|—€_U(T)/2B) S U(T) +2B . 10g2

fir alle r € [ro; b))\ E gilt.
Wegen (1.15) ist |E| < b*%. Daher gibt es ein Ry € (r9;b) NI\ E. Mit (1.13), angewandt
auf r := Ry und R := Ry + e_U(RO)/QB, folgt:

1
U(Ry) < A+§-U(Ro)+C’-log+U<R0+e—U(Ro)/23>
1
< A+ 5 -U(Ro)+C-log"[U(Ro) +2Blog 2)),

also

U(Rp) < 2A +2C -logt U(Ry) +2C - (log™ (2B log 2) + log 2).
Wegen lim;_, o (t — logt) = oo gibt es also eine nur von A, B, C abhingige Konstante
M < oo mit U(Rp) < M und somit auch U(rg) < M.

Nunmehr konnen wir den Satz iiber die logarithmischen Ableitungen in einer Form
aussprechen, die fiir die gesamte Nevanlinna-Theorie von zentraler Bedeutung ist:
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Satz 1.21

Es sei f eine meromorphe Funktion in C und n € IN. Dann gibt es eine Konstante
M < o0, so dafl

m (7“, #) < M- (logJr r+logt T(r, f) + 1) (1.16)

fiir alle 7 > 0 mit Ausnahme einer Menge F C (0;00) von endlichem Lebesgue-
Maf bzw. im Falle p(f) < oo fiir alle r > 0 gilt.

Beweis: (cf. [31], VI. §3 und [39], S. 62)
Zunichst betrachten wir den Fall n = 1.
O.E. sei f nicht konstant. Dann gilt lim, o, T'(r, f) = oo.
Dies ist, falls f Polstellen hat, klar nach Definition von N(r, f) und folgt fiir holo-
morphes f aus Satz 1.6 und dem Satz von Liouville.
Also gibt es ein ro > 1 mit T'(r, f) > e fiir r > rg.
Nach Satz 1.18 gilt

/
1
m <r, f7> < 10- (log‘L R +log™ g + log™ T +log™ T(R, f) (1.17)

1
+logT log™ —) + 25
eyl
firl<r<R.
Wendet man Lemma 1.19 auf S(r) := logT(r, f) und das Intervall [rp;00) an und
benutzt (1.17) mit R =r + m, so erhilt man fiir alle r € [rp; 00)\E

(4
S

1
< 10- (log(r +1) 4+ log2 +loglog T'(r, f) + 2log T'(r, f) + log™ log™ —) + 25

[

1
< 10- <logr +3-logT(r, f) +logt log™ e + 2log 2> + 25,
Cr
wobei |E| < oo. Daraus folgt die Abschitzung (1.16) fiir n = 1.

Ist p(f) < oo, so kann man schneller wie folgt argumentieren: Es gilt fiir geniigend
groBe R T(R, f) < RPU+1, Setzt man dies (mit R = 2r) in (1.17) ein, so folgt

/
m <7’, f7> = O(logr) fiir r — oo;
man kann in (1.16) also E = () wiihlen.

Damit ist die Behauptung fiir n = 1 gezeigt.

Nun sei n > 2. Fiir g > 1 gilt nach dem soeben Bewiesenen, angewandt auf f#—1):

(w)
m (r, f{“lil)) =O(logr) + O (logT (r, f(“_1)>) firr — oo, r € E,1 (1.18)

mit [E,_1| < oo, E,—1 =0 fiir p (f(“_l)) < 0.
Weiter ist fir p > 1

T %) = m(r f0) + N (r, f00) + N (r, f00)

30



< m (r, f{:%) +m (r, f(#—l)) +2.N (,«, f(u—l))
< O(logr)+ O <logT (r, f(“*l))) +2.7 (r, f(ufl))

O(logr) + O (T (7‘, f(“_1)>)
fir r — oo, r € E,_1. Induktiv folgt

pn—1
T (7‘, f(“)) < O(logr)+O(T(r, f)) firr— oo, r¢ VLJ:OE,,. (1.19)

Aus (1.18) und (1.19) erhélt man insgesamt

f(n) n f(u)
m(’“y) = ;m< f(un)

n

< Z<O(logr) +0 (logT (7“, f(“_l))>>

=1
< O(logr) 4+ O(logT(r, f))

fir r — oo, r ¢ E := UZ;(ll E,,. Hierbei ist |E| < oco.
Ist p(f) < oo, so erkennt man aus

T(r, f)<m (r, fT,) +2T(r, f) < O(logr) + O(T(r, f)) fir r — oo und alle r > 0,

daB auch f’ und somit séimtliche Ableitungen f* endliche Ordnung haben*. Man kann
dann nach dem fiir den Fall n = 1 Gezeigten stets E, = (), also auch E = () wéhlen.
Damit ist die Behauptung bewiesen.

Notation:

Mit S(r, f) bezeichnen wir fortan einen beliebigen Term der Form
O(log™ r) + O(log" T'(r, f))

fir r — oo, r ¢ F mit einer Menge E C (0;00) von endlichem Lebesgue-Maf
bzw. mit E = (), sofern f von endlicher Ordnung ist; in letzterem Fall ist also
S(r) = O(logr) fiir alle r, r — oo.

1.4 Der Zweite Hauptsatz und die Defektrelation

In T(r,a,w) = m(r,a,w) + N(r,a,w) ist ,im allgemeinen* die Anzahlfunktion der
dominierende Anteil. Dies ist der Gehalt des Zweiten Hauptsatzes von Nevanlinna, in
dessen Beweis der Satz iiber die logarithmische Ableitung (Satz 1.21 mit n = 1) eine
zentrale Rolle spielt (cf. [27], Satz 9.1 und Satz 9.4):

4 Genauer gilt sogar p(f') < p(f).
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Satz 1.22 Zweiter Hauptsatz

Es sei w eine in C meromorphe Funktion. Fiir paarweise verschiedene ¢y, ..., ¢, €
C (¢ > 2) gilt dann:

m(r, 0o, w) + Zm(r, Cr,w) < 2-T(r,w) — Ni(r) + S(r),

wobei

Ni(r) = N (r, wi> + 2N (r,w) — N(r,w') > 0

die (um 1 reduzierten) Vielfachheiten sémtlicher a- und Polstellen von w zéhlt.

Aus dem Zweiten Hauptsatz folgt die Nevanlinnasche Defektrelation, die den Kleinen
Satz von Picard erheblich erweitert. Hierzu zunéchst einige Definitionen:

Definition 1.23

Es sei w meromorph in C und a € C. Dann sind der Defekt 6(a) = §(a,w), der
Verzweigungsindex 9¥(a) = ¥(a,w) und die Verzweigtheit ©(a) = O(a,w)
von a definiert durch

m(r, a)

. N(r,a) o
6(a) =11 — L =] f
=1 T I

(r;a)

Y

N
und O(a) := 1 —limsup (r.0)

roo  L(r,w)’

=

N _
9(a) = lim inf (r, ;) "

Ein Wert a € C mit d(a)
defekter Wert.

~—

0 heifit Nevanlinnascher Ausnahmewert oder

AYARRS

Offensichtlich gilt stets 0 < ¥ (a) <1 fiir ¢ = §,9,0 und 6(a) + V¥(a) < O(a).
Mithilfe des Zweiten Hauptsatzes ergibt sich nunmehr (cf. [27], Satz 9.6 und Satz 9.7):

Satz 1.24 Nevanlinnasche Defektrelation
Es sei w meromorph in C. Die Anzahl der Werte a € C mit O(a,w) > 0 ist
abzahlbar, und es gilt
Z O(a,w) < 2.
acC
Insbesondere ist ) z0(a, w) < 2.

Aus der Nevanlinnaschen Defektrelation liest man unmittelbar den Kleinen Satz von
Picard ab: Fiir jeden Picardschen Ausnahmewert a von w (d.h. einen Wert, der
nicht oder nur endlich oft angenommen wird) ist ndmlich N (r,a,w) = O(logr), also,
falls w transzendent ist, §(a) = 1. Genauer gilt:

Satz 1.25
Es sei w eine in C meromorphe Funktion, deren Nullstellen alle mit Vielfachheit

> m, deren Polstellen alle mit Vielfachheit > p und deren Einsstellen alle mit
Vielfachheit > ¢ auftreten, wobei

gilt. Dann ist w konstant.
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Beweis: (cf. [53], Corollary 1.8.8)

Fiir die Verzweigtheiten ©(a,w) einer in C meromorphen, nichtkonstanten Funktion w
mit den angegebenen Eigenschaften erhielte man
1

1 1
o0,w)>1—-——, O(c,w)>1—-, O1,w)>1-—-—
Ow) 21— Blocw) 2 1=, O(Lw)>1--

und somit nach Voraussetzung > _=©(a;w) > 2, im Widerspruch zur Nevanlinnaschen

Defektrelation.

acC

In Abschnitt 6.3.1 bendtigen wir folgende auf Hayman [22] und Li [33] zuriickgehende
Modifikation des Defekts, die zugleich eine Moglichkeit aufzeigt, das Konzept des
(Nevanlinnaschen) Ausnahmewertes von Konstanten auf meromorphe Funktionen zu
verallgemeinern:

Definition 1.26

Es seien w, g meromorphe Funktionen in C mit 7(r, g) = o(T(r,w)) fir r — oo.
Es sei £ :={E C (0;00) : E meflibar ,|E| < co}. Dann setzen wir

1 — liminf %, falls p(w) < oo.
0s(g; w) == e V(L
(g:) 1 — sup liminf %, falls p(w) = 0.

Eeg  ,gg

Satz 1.27

Ist a € C Borelscher Ausnahmewert fiir eine in C meromorphe Funktion w, so ist
ds(a;w) = 1.

Beweis: (cf. [22], Theorem 1)
1

Nach Voraussetzung ist p(a;w) < p(w), so dafl p(a;w) < a fiir a := 5(p(a; w) + p(w))
gilt. Nach Definition der Ordnung p(a,w) gibt es daher ein rg > 0 mit

N(rya) <r® fir alle r > ro. (1.20)

Angenommen, es sei d5(a;w) < 1. Es sei € := 1 — d5(a;w) > 0. Nach Definition gibt es
eine Menge E C (0; 00) vom Lebesgue-Ma$ 7 := |E| < oo, so dafl

N(R,a) > % "T(R) fiir alle R € (0;00)\ E. (1.21)

Es sei r > rg. Dann gibt es ein R € [r;r +n + 1]\ £, und damit erhilt man aus (1.20),
(1.21) und der Monotonie von T'(r):

T(r) < T(R) < g . N(R,a)

IA

.RO‘S

2

M N

Also gilt T(r) < 2. (r +n+1)* fiir alle r > ro und somit p(w) < «, im Widerspruch
zur Wahl von a.
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Kapitel 2

Normalitatstheorie und
Zalcman-Lemma

2.1 Grundlegendes zur Normalititstheorie

Im folgenden sei 2 stets ein Gebiet in C.
Es sei F eine Familie von in €2 meromorphen Funktionen.

F heifit normal (in §2), wenn jede Folge (f,,), € F eine Teilfolge enthilt, die kompakt-
gleichméBig (beziiglich der sphérischen Metrik) gegen eine meromorphe Funktion oder
gegen oo konvergiert.

F heifit normal in z; € €, wenn es eine Umgebung U C €2 von z, gibt, so daf} die
Familie {f|y : f € F} der Restriktionen normal ist.

Normalitét ist eine lokale Eigenschaft. Es gilt namlich (cf. [53], Theorem 2.1.2):

Satz 2.1

Eine Familie 7 C M(2) ist genau dann normal in 2, wenn F normal in jedem
zp € () ist.

Die grundlegenden Charakterisierungen von Normalitét liefern die bekannten Sétze
von Montel und von Marty (cf. [53], S. 35 ff. und S. 75 f.):

Satz 2.2

(1) Satz von Montel
Falls F C H(€2) lokal beschrankt ist, dann ist F normal. Gibt es ein z; €
mit |f(z0)| < M < oo fiir alle f € F, so gilt auch die Umkehrung.

(2) Satz von Marty

Eine Familie 7 C M(€Q) ist genau dann normal, wenn die zugehorige Familie
{f#| f € F} der sphiirischen Ableitungen lokal beschrinkt ist.

Ein wesentlich leistungsféahigeres Kriterium fiir Normalitét (bzw. fiir Nichtnormalitét)
stellt das Zalcman-Lemma (Satz 2.12) dar. Dieses erméglicht auch einen verbliiffend
einfachen Beweis des sog. verschérften Satzes von Montel, den Schiff wegen seiner
aus Sicht der Wertverteilungstheorie zentralen Bedeutung als FNT (= fundamental
normality test) bezeichnet:
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Satz 2.3 FNT, Verschirfter Satz von Montel

Es sei F die Familie der in €2 meromorphen Funktionen, die drei verschiedene
feste Werte a, b, c € C auslassen. Dann ist F normal.

Bewelis:

Fiir einen kurzen und eleganten Beweis mithilfe des Zalcman-Lemmas siehe S. 44. In
dem Buch von Schiff [53] finden sich weitere fiinf Beweise bzw. Herleitungen aus anderen
Sétzen:

(1) der klassische Beweis von Montel mithilfe der Modulfunktion (S. 54)

(2) ein Beweis mithilfe der Ahlfors’schen Theorie der Uberdeckungsflsichen (S. 86)

(3) der auf Drasin zuriickgehende Nevanlinna-theoretische Beweis (S. 116).

(4) die (triviale) Zuriickfithrung auf den Satz von Schottky (S. 58)

(

5) die (ebenfalls fast triviale) Ableitung aus dem Kleinen Satz von Picard mithilfe
des Satzes von Robinson-Zalcman (Satz 2.14) (S. 104).

Aus dem FNT wiederum folgen bekanntlich in wenigen Zeilen die Sétze von Schottky
und Landau und der Kleine Satz von Picard. Wesentlich schwieriger ist es, explizite
(und scharfe) Schranken in den Sétzen von Schottky und Landau anzugeben; dieses
Problem ist durch die Arbeiten von Hempel inzwischen jedoch mehr oder weniger
abschliefend gelost (cf. [23] und [24]); er konnte zeigen:

Satz 2.4

(1) Satz von Schottky
Fir alle f € H(D) mit f(z) # 0,1 in D und |f(0)| = a ist
14

=]

1 —|z
1f(2)] < T [min{lGa + 8;¢™ - max{q; 1}}] T fir alle z € D.

Im Fall @ < 1 gilt dariiberhinaus

1 72 1+ |z
< —- . fiir all D.
lf(2) < T (log 160 1- |7 tr alle z €

Diese Schranken sind bestmoglich in dem Sinne, dafi die auftretenden reellen

Konstanten (%, e™,log 16 usw.) nicht durch bessere ersetzt werden konnen.
(2) Satz von Landau

Es sei f(z) = ag+ a1z + azz® + ... holomorph in |z| < R mit a; # 0. Falls f

die Werte 0 und 1 in |2| < R nicht annimmt, so gilt

2]ao| ([log faol| + C)

R <
|ay |

mit C' = ﬁ . (F (%))4 = 4.3768796 . ... Diese Wahl von C' ist bestméglich.

Die letzte dieser Abschitzungen erméglicht es uns, in Satz 6.37 eine erstaunlich gute
obere Schranke fiir den Betrag des ersten Koeffizienten spezieller AP-Liickenreihen
herzuleiten.

Den Zusammenhang zwischen K-Konvergenz beziiglich der sphérischen Metrik und
K-Konvergenz beziiglich der euklidischen Metrik beschreibt der folgende Satz (cf. [53],
Theorem 3.1.3):
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Satz 2.5

Eine Folge (fn)n € M(Q) ist genau dann beziiglich der sphérischen Metrik K-
konvergent in 2 gegen eine Grenzfunktion f (evtl. f = o0), wenn es um jedem
Punkt zy € © eine Umgebung U,(zy) gibt, so daf§ fir n — oo

1 1

n(2) = f2)] — 0 oder |55 = 5

gleichméBig in U, (z) gilt.
Eine iiberragende Rolle in unseren Betrachtungen spielt der wohlbekannte

Satz 2.6 Satz von Hurwitz

Es sei (f,), eine Folge von in  holomorphen und nullstellenfreien Funktionen f,,,
die kompakt-gleichméfig gegen eine nichtkonstante Grenzfunktion f konvergiert.
Dann ist auch f nullstellenfrei in (2.

Interpretiert man Normalitét als relative Kompaktheit, so ist unmittelbar einleuch-
tend (cf. [53], Theorem 3.4.1):

Satz 2.7

Es sei F € M(Q) und F der AbschluB von F beziiglich der Topologie der
kompakt-gleichméffigen Konvergenz. Dann ist F genau dann normal, wenn F
normal ist.

Zur Hebung von “Normalitétsliicken” erweist sich mehrfach das folgende einfache
Lemma als niitzlich:

Lemma 2.8

Es sei F eine Familie von in einem Gebiet (2 holomorphen nullstellenfreien Funk-
tionen und K C Q ein Kompaktum. Falls F normal in Q \ K ist, so auch in Q.

Beweis:
Es sei (fn)n ein Folge in F. Dann gibt es eine Teilfolge (f,,);, die kompakt gleichméfig
in 2\ K gegen eine Grenzfunktion f (evtl. f = oo) konvergiert.
Ist f holomorph in Q\ K, so folgt mithilfe der Cauchyschen Integralformel, da8 (fy,);
sogar in ganz {2 kompakt gleichméfig konvergiert.

Ist f = oo, so konvergiert die Folge der holomorphen (!) Funktionen fi wegen Satz
"y

2.5 kompakt gleichméfig in Q \ K gegen 0. Wiederum mithilfe der Cauchyschen Inte-
gralformel {ibertriagt sich die kompakt gleichméflige Konvergenz auf ganz Q2. Also strebt
(fn;); kompakt gleichméfig in {2 gegen oco.

Damit ist die Normalitdt von F in ) gezeigt.

Daf3 die Voraussetzung der Nullstellenfreiheit unverzichtbar ist, belegt bereits das
einfache Beispiel der in D\ {0}, nicht aber in D normalen Folge (f,,), mit f,(2) := nz.

In Kapitel 4 benotigen wir folgendes Normalitédtskriterium:
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Satz 2.9
Es sei F eine Familie von holomorphen nullstellenfreien Funktionen in D mit

)f/ < M < oo fiir alle z € D und alle f € F. Es gebe ein § > 0, so daf fiir alle
f € Fein zp € D mit |f(20)] < B existiert. Dann ist F gleichméfig beschriankt in
D, insbesondere normal.

Beweis: (cf. [31], VIII. Theorem 2.2)
Es sei f € F. Dann gibt es ein g € H(D) mit f = €9 und ein zp € D mit |f(z0)| < 5.

Wegen |¢'(¢)| = ‘fTI(O‘ < M folgt fiir alle z € D

l9(2) — g(20)| = /zg’(c)dc‘ <M-|z—2|<2- M.

Wegen |e*| < el*! fiir w € C erhilt man weiter:

1) = s <
Dies zeigt die Behauptung.

l9(=)=g(=0)| . ‘eg@o) <e*M. 3 fiir alle z € D.

Fiir unsere Betrachtungen iiber Liickenreihen in Kapitel 6 ist es zweckméfig, iiber eine
Charakterisierung von Normalitdt durch die Koeffizienten der Taylor-Entwicklung zu
verfiigen. Diese liefert der néchste Satz. Vorher fithren wir noch zwei Notationen ein,
von denen wir spater regen Gebrauch machen werden:

Notation:
Fiir eine Funktion f € A bezeichnen wir fortan mit ak
der Taylorentwicklung von f um 0 (d.h. ak = L f®(0)).

Fiir eine Familie F C A setzen wir

My(F) := sup{|a,(€f)| fe .7:}

) den k-ten Koeffizienten

fir alle K € IN.

Satz 2.10
Eine Familie F C Ay ist genau dann normal in D, (mit 0 < r < 1), wenn

1
My(F) <oo firalleke N  und  limsup M/*(F) < = gilt.
k—o0 r
Beweis:
O. E. sei r = 1. (Sonst betrachte man {z +— f(rz)|f € F} anstelle von F.)

,=:“ Es sei F normal in D, und es sei p € (0;1) beliebig. Dann ist F angesichts

der Normierung im Nullpunkt beschrinkt in |z| < p, d.h. es gibt ein C < oo
mit |f(z)] < C fir alle f € F und alle z mit |z|] < p. Nach der Cauchyschen

Integralformel gilt fiir f € F und k& € IN:

1 f(Q)
omi / S ) =
Da dies fiir alle f € F gilt, folgt My(F) < & fiir alle k € IN. Daher ist Mj,(F) < oo
L Hierbei war p € (0;1) beliebig, so

p
fiir alle k¥ € IN und limsupy,_, ., M. 1/k’,(]:) <5
< 1 erhalt.

19 C

1
— - 27p - max
ISl

2 [¢|=p

-

daB man schlieBlich lim supy,_, ., M 1/ k (F)
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<% Bs sei My(F) < oo fiir alle k € IN und lim sup,,_, ., M,/*(F) < 1.
Aus |f(2)] < 3020 Mi(F)p* < oo fiir |2| < p < 1, f € F folgt dann sofort die
lokal-gleichméfBige Beschrénktheit von F in D und damit die Normalitét.

2.2 Zalcman-Lemma und Blochsches Prinzip

Lemma 2.11

Es sei f meromorph in D, alle Nullstellen von f mégen mindestens mit Vielfachheit
m > 1 auftreten, und es sei —1 < a < m. Es gebe ein r € (0,1) und einen Punkt

z* € D,, so daf
2 1+« .
(1= 1=17) el

(1= [2F)" + 11

gilt. Dann gibt es ein zy € D, und ein ¢ty € (0;1) mit

z
T

2%
r

212 14+« o 12 14+a
(=) a1 12F) T wer ol
|z|<r 2|2 2o 20 2 zq |2 2o 200 2
(1= [z " 1r@e (1= 2F) e+ 1 o)l
Beweis: (cf. [43], Lemma 1)

Wir setzen zur Abkiirzung

(1=1217) " el se)
(1= 12F) " e 1P

F(z,t):=

Dann ist F stetig auf dem Zylinder C' := D, x (0;1].
Wir zeigen, daf fiir alle Folgen (zy,), C Dy, (tn)n C (0;1) mit lim,, (1 — |ZTL2‘2) t, =0

und lim,, o0 2n, = 20

liminf F(zp,t,) =0 (2.1)

gilt:
Falls f(z9) # 0, so gilt

1
) el

limsup F'(zp, t,) < limsup (1 —
(o) 7P

n—oo n—oo

on
r
Nun sei f(z9) =0, und

flz) = as- (z—20)°+ ...
fl(2)= s-as-(z—20)" 1 +...

seien die Taylorentwicklungen von f und f’ um zg. Nach Voraussetzung ist s > m.
Falls —1 < a < 1 gilt, so erhélt man

Zn |2

-«
limsup F'(zp, ty) < limsup (1 - ) ty | f (zn)| = 0.

n—oo n—oo
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Jetzt sei 1 < a < m, und es sei

2 |2 .
B :=liminf <1_ |T} ) tn.

Ist B > 0, so folgt

Zn |2

n—oo n—oo

-«
) (1017 (z)

s—1|

limsup F(zn,t,) < limsup <1 —

= limsup 5 - as(2n _azfl)
n—o0 (1 _ ‘Z_n|2) t%_l

r

|2 — 20]%7 ! _o

= limsups-|as| - |zn — 20]° —1
oo _lza 2\ ¢ a—1
1— |2 th

i

Ist B =0, so erkennt man anhand der Darstellung

(1= 12*) " a1rGn)
F(zp, ty) = 5 : <1 —
(1= 12F) " e+ 1P

Zn

2
)

in welcher der erste Faktor auf der rechten Seite nach oben durch % beschrankt ist
und fiir die iibrigen Faktoren
2 2
=) )o
,

NED
f(zn)
gilt, daf auch in diesem Fall liminf,, o, F(zp,t,) = 0 erfiillt ist.
Nach Voraussetzung ist F'(2*,1) > 1. Daher ist U := {(z,t) € C'| F(z,t) > 1} nichtleer.
Es sei

r

Zn S

lim inf (1 —

n—oo

= lim inf (1 —

n—oo

Zn — 20

to:=inf{t >0[3z €D, : (2,t) e U}
Aus Stetigkeitsgriinden ist tg < 1. Wire ¢ty = 0, so erhielte man mit (2.1), angewandt
auf eine Folge ((zn,ty)),, € U mit lim, .o t, = 0, einen Widerspruch. Also ist ¢y > 0.
Es gibt ein 29 € D, mit (29,t9) € U. Wiederum mit (2.1) zeigt man |zo| < 7, und nach
Definition von ¢y (und wegen der Stetigkeit von F' auf C) folgt F(z0,tp) = 1 sowie
F(z,tg) <1 fiir alle z € D,. Damit ist das Lemma bewiesen.

Satz 2.12 Zalcman-Lemma
Es sei F eine Familie von in D meromorphen Funktionen, deren Nullstellen alle
mindestens mit Vielfachheit m, deren Polstellen alle mindestens mit Vielfachheit
p auftreten. Es sei —p < o < m. F sei nicht normal in z = 0. Dann gibt es Folgen
(fi)n CF, (z0)n €D und (p,), C (0;1), so daB lim,, oo p, = 0, lim,, oo 2, = 0
gilt und die Folge (g,,), mit

gn(C) = pia : fn(zn + Pn - C)

kompakt-gleichméfig in C (beziiglich der sphérischen Metrik) gegen eine nicht-
konstante, in C meromorphe Funktion g mit ¢#(¢) < ¢#(0) = 1 fiir alle ¢ € C
konvergiert.
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Beweis: (cf. [43], Lemma 2)

F sei nicht normal in z = 0, und es sei zunéchst o > 0. Nach dem Satz von Marty gibt
es Folgen (fn)n € F und (25),, € D mit lim, o 25 = 0 und lim, oo /7 (2%) = co. Wir

setzen
= (FEGD) T w25

|Z”| < % gilt. Weiter sei

1+«
) f+al g1 (2)

g UF |
< ) 20 4 |fu(2)?

9\ 1+
£ (=) - (1 ) < Fulzp, 1),

also limy, oo F(2),1) = oo und daher o.E. F,,(z},1) > 1 fiir alle n. Nach Lemma 2.11
gibt es dann z, € D,,, und ¢, € (0;1) mit

so daf} lim,, o 7, = 0 und

Wegen o > 0 ist

*
ZTL

Tn

sup Fp(z,tn) = Fn(zn,tn) = 1. (2.2)

|z|<Tn

Somit ist lim, .. 2, = 0 und

3 14+«
1 > Fn(z;kwtn) > <Z> trllJraf#(Z;)?

also )
4 -
L]
<z [FfEn
2
Es sei p,, := < = > - tp, so daf}
Pn T+ |Zn| ty 8 Ho % _m
BT sz < ) —0 (n—o0)
gilt. Insbesondere ist limy, 00 pn, = 0, und fiir R, := LW ist lim,, oo R,, = 00. Weiter
ist g, (¢) := fn(Zn + pn¢) meromorph in || < R, mit

Zn

Tn

2 14+«
pl—a|f/ (zn + pnC)| (1 - > t}L+a|f1{L(ZTL + ()|

# — =
I (C) 1+Pg2a|fn(zn+pn0‘2 (1

(2.3)

Zn
Tn

2 2c
) £20 4 | (zn + puC)P?

Wegen (2.2) ist
9#(0) = Fn(2zn,tn) = 1. (2.4)

Fiir |(| < R < R, gilt

1 < n — |2n| 2 — |zn|? Tn — |2n] 1
1+R_Rn T rn = |Za| FonlCl T 72 = |zn + pnll? T = |20| — pal¢] T 1_R_Rn
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Dies zeigt
2

_ | Zn
Tn

5 — 1 (n— o0) (2.5)
Zn“l’PnC

1—

kompakt-gleichméfig in C.
Es seien ¢ > 0 und R > 0 gegeben. Dann gilt wegen (2.3), (2.5) und (2.2) fiir hinreichend
grofie n und alle ¢ mit |{| < R:

G Q) < (14 e) - Fulzn + paC,tn) <1 +e. (2.6)

Nach dem Satz von Marty ist (g, ), also normal in |(| < R fiir jedes R > 0. Mit dem
Diagonalverfahren findet man eine Teilfolge (gn, )k, die kompakt-gleichméBig in C gegen
eine meromorphe Grenzfunktion g konvergiert. Wegen (2.4) und (2.6) ist g7 (0) = 1 (und
g somit insbesondere nichtkonstant) und g#(¢) < 1 in C.

Falls o < 0 ist, betrachtet man die Familie F = {% ’ ferF }, deren Normalitat in 0

#
wegen f# = (%) und des Satzes von Marty dquivalent zur Normalitdt von F in 0

ist, und a := —a. Nach dem schon Bewiesenen erhélt man eine Folge (gn)n mit g, =
P m, die in C kompakt-gleichméBig gegen eine nichtkonstante Grenzfunktion
g konvergiert. Fiir g, := 1/g, und ¢ := 1/g folgt dann unter Beachtung von Satz 2.5

die Behauptung.

Bemerkung 2.13
Aus der Beschranktheit der sphérischen Ableitung der Grenzfunktion ¢ im
Zalcman-Lemma folgt fiir die Ahlfors-Shimizu-Charakteristik Ty(r, g) (Bemer-
kung 1.10) To(r,g) = O(r?) fiir r — oo, so daB g in Anbetracht von (1.5) von
endlicher Ordnung (genauer sogar von der Ordnung < 2) ist.

Zalcman formulierte das Lemma 1975 fiir den Fall a = 0 (cf. [62]); die Beweisidee
findet sich bereits 1973 bei Lohwater und Pommerenke [34]. Von Pang ([41], [42])
stammt die Verallgemeinerung auf —1 < o < 1. Die oben angegebene Version geht auf
Chen und Gu [5] zuriick. Unter gewissen Zusatzvoraussetzungen kann man auch o =
m zulassen (cf. Pang / Zalecman [43]); dies ist jedoch nur fiir spezielle Anwendungen
von Interesse. Fiir die meisten Zwecke ist —1 < a < 1 oder sogar o = 0 ausreichend.

Das Zalcman-Lemma erlaubt die folgende bekannte Formalisierung des Blochschen
Prinzips, die auf Robinson und Zalcman zuriickgeht und von Pang [41] erweitert
wurde.

Hierbei schreiben wir M, ,,(€2) fiir die Menge aller Funktionen f € M(Q2), deren
Nullstellen alle mit Vielfachheit > m und deren Polstellen alle mit Vielfachheit >
p auftreten (m,p € IN). Unter einer Eigenschaft verstehen wir dann formal eine
Teilmenge von

My = {(f,Q) | Q Gebiet in C, f € My.(Q)}.

Satz 2.14 Satz von Robinson-Zalcman
Es seien m,p € IN, P C M, ,, eine Eigenschaft und —p < a < m. Es gelte:
(1) Falls (f,92) € P und ' C Q ein Gebiet ist, so ist auch (f, ') € P.
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(2) Falls (f,Q) € P und ¢(2) = cz+d mit ¢ # 0 eine lineare Transformation ist,
so ist auch (= - fop, ¢ 1(Q)) € P.

(3) Essel ((fn,2))n TP, CQ C...,C =), Q, und (f,), sei in C
KC-konvergent gegen eine Funktion f. Dann ist (f,C) € P.

Falls dann gilt

(f,C)e P = f=const.,
so ist fiir jedes Gebiet Q in C die Familie Fq := {f € M, .(Q)|(f,Q) € P}

normal.

Beweis: (nach [53], S. 103 f.)

Annahme: Fq ist nicht normal. Nach Satz 2.1 gibt es dann ein zg € €2, so dal Fq nicht
normal in zy ist. Es sei 7 > 0 so gewihlt, dal U,(z9) C Q. Nach dem Zalcman-Lemma
gibt es Folgen (fn)n C Fa, (zn)n € Up(20) und (Pn)n - (03 1)7 so daf} limy, oo pr = 0,
limy, o0 2, = 20 gilt und (g,,), mit g,(¢) := é « fn(zn + pn - () kompakt-gleichméBig in
C gegen eine nichtkonstante Grenzfunktion g konvergiert. Es sei R,, := pin(r — |20 — 201)-
Dann ist lim,_, R, = 00, und g, ist meromorph in €, := Dpg . Esist C = Uf:’:l Q.
Wegen U,_|, _,|(zn) € Ur(20) folgt mit (1) und (2), da8 auch (g,, Q) € P fiir alle
n ist. Mit (3) erhdlt man (g,C) € P und somit g = const., Widerspruch! Also ist Fo
normal.

Im folgenden Satz stellen wir einige wichtige Kriterien zusammen, in denen das
Zalcman-Lemma bzw. der Satz von Robinson-Zaleman anwendbar sind.

Satz 2.15

Jede in C meromorphe Funktion f mit einer der nachstehenden Eigenschaften ist
konstant, und die Familie der in einem Gebiet 2 meromorphen Funktionen f mit
einer dieser Eigenschaften ist normal:

(1) Alle Nullstellen von f treten mit Vielfachheit > m, alle Polstellen mit Viel-
fachheit > p und alle Einsstellen mit Vielfachheit > ¢ auf, und es gelte
1,11
e » + 7 < 1.

(2) Esist f/-f"#1(n>1).

(3) Es ist f holomorph, alle Nullstellen von f haben Vielfachheit > k, und es
gilt f®) . fm £ 1 (mit n > 1).

(4) Esist (f7)® # 1 (mit n > k + 3; falls f holomorph: n >k +1).!

Beweis:

(1) (cf. [53], Corollary 1.8.8 und [53], Theorem 4.1.3)
Dafl jede in C definierte Funktion mit den angegebenen Eigenschaften konstant
ist, haben wir in Satz 1.25 aus der Nevanlinnaschen Defektrelation abgeleitet. Das
zugehorige Normalitétsresultat folgt sofort mit dem Satz von Robinson-Zalcman.
(2) [64], Nr. 3
Bemerkenswert hierbei ist, dafl es geniigt, das Resultat iiber in C meromorphe
Funktionen zunéchst fiir den Fall endlicher Ordnung zu beweisen; angesichts von
Bemerkung 2.13 148t sich daraus mithilfe des Zalcman-Lemmas schon das zugehori-
ge Normalitétsresultat ableiten, aus welchem dann wiederum sehr einfach folgt, dafl
jede beliebige in C meromorphe Funktion f mit f'- f™ # 1 konstant ist.

I Das Normalitétsresultat im meromorphen Fall gilt sogar fiir n > k + 2.
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(3) [44], Theorem 1 und Theorem 2.
(4) [63], Example 16.

Ein sehr einfaches Beispiel, in dem das Blochsche Prinzip verletzt ist, stellt die Eigen-
schaft einer Funktion, beschrénkt zu sein, dar (sofern man keine gleichmdfige Schranke
fiir alle Funktionen der betrachteten Familie vorschreibt). Es lassen sich jedoch auch
leicht durch das Werteverhalten von Differentialpolynome beschreibbare Eigenschaf-
ten angeben, in denen das Blochsche Prinzip nicht giiltig ist. Wir betrachten z.B. die
Eigenschaft, daf3

Pfl(z) == (f'(z) = D(f'(2) = 2)(f(2) = ['(2))

den Wert 0 nicht annimmt (cf. [53], S. 108). Dann ist jede ganze Funktion f mit
P[f] # 0 in C konstant, wie man leicht aus dem Kleinen Satz von Picard folgert. Fiir
fn(2) :=nz ist P[f,] # 0 in D, sofern n > 3, aber (f,),>3 ist nicht normal in D.

Schwieriger ist es, Beispiele zu finden, in denen die Umkehrung des Blochschen Prin-
zips nicht gilt, in denen einem Normalitétsresultat also kein Resultat vom “Picard-
schen Typ” entspricht. Die Bedingung f™ —af’ # b (mit a,b € C, a # 0) an in C bzw.
D meromorphe Funktionen bzw. Funktionenfamilien liefert ein solches Beispiel, sofern
n = 3 oder n = 4 ist; wir werden am Anfang von Kapitel 3 hierauf zuriickkommen.

In Kapitel 7 benotigen wir ein Normalitatskriterium, welches seinen Ausgangspunkt
in einem als “Haymans Alternative” bekannt gewordenen Resultat von Hayman aus
dem Jahre 1959 hat (cf. [21]):

Satz 2.16

Es sei f eine in C meromorphe Funktion und k& € IN. Falls f und f%*) — 1 keine
Nullstellen in C haben, so ist f konstant.

Das zugehorige Normalitétsresultat wurde 1979 von Gu in [19] und unabhéngig da-
von 1982 von Yang in [60] bewiesen. Yang [61] und unabhéngig davon Schwick [55]
verallgemeinerten dies auf holomorphe Ausnahmefunktionen anstelle der Ausnahme-
werte 0 und 1. Schliefllich konnte Schwick 1997 in [56] zeigen, dafl ein entsprechendes
Normalitatskriterium auch fiir meromorphe Ausnahmefunktionen giiltig bleibt:

Satz 2.17

Es sei ¢ eine in D meromorphe Funktion mit ¢ #Z 0, £ € IN und F eine Familie
von in D meromorphen Funktionen mit f(z) # 0 und f®)(z) # ¢(z) fiir alle
f € F und alle z € D, und kein f € F habe eine Polstelle mit ¢ gemeinsam.
Dann ist F normal.

Die Voraussetzung v # 0 ist offensichtlich unabdingbar, wie die nichtnormale Familie
der Funktionen f,(z) := €™ zeigt. Auch auf die Voraussetzung iiber die Polstellen von
¥ kann nicht verzichtet werden; dies belegt das Beispiel der in z = 0 nichtnormalen
Familie der nullstellenfreien Funktionen f,(z) := -=, fiir die f,S’“) - % # 0 fiir alle
k> 1in D gilt.

Nevo gab 2001 in [40] einen kurzen Beweis von Satz 2.17, der auf einer geschickten
Kombination des Zalcman-Lemmas mit dem Argumentprinzip beruht.? Eine weitere

2 Im Beweis von Satz 3.11 wird uns diese Idee in verfeinerter Form erneut begegnen.
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Verallgemeinerung des Normalitatskriteriums von Gu und Yang gelang 1999 Berg-
weiler in [2].

Wir kommen nun zu dem bereits angekiindigten, auf A. Ros (cf. [63]) zuriickgehenden
eleganten

Beweis des FINT:

Wegen Satz 2.1 geniigt es, den Fall 2 = D zu betrachten. Ebenso kann man o.E.
{a;b;c} = {0;1; 00} annehmen. Es sei also F :={f € A| f(z) # 0,1 in D}.

Fiir n € N sei E,, := {eka/n k‘:O,...,n—l}U{O} und 7, :={f € A|f(D)NE, =
0}. Dann gilt F = F; und

fer = flirer, (2.7)

wobei f1/7 eine beliebige holomorphe n-te Wurzel von f bezeichnet.

Annahme: F ist nicht normal.

Wegen (2.7) ist dann keine der Familien F,, normal. Mithilfe des Zalcman-Lemmas kann
man also fiir jedes n € IN eine ganze nichtkonstante Funktion g, mit

g (2) <gf(0)=1 fiirallezeC

als Grenzwert von Funktionen in JF, konstruieren. Nach dem Satz von Hurwitz gilt
dann ¢,(C)NE, = 0.

Nun sei Dy, := Ean, Gy, := gon und G := {Gp|n € IN}. Wegen G () < 1 fiir alle z € C
und alle n € IN ist G nach Satz von Marty normal in C. Somit gibt es eine Teilfolge,
die kompakt-gleichméfig beziiglich der sphérischen Metrik gegen eine Grenzfunktion
G konvergiert. Wegen GIf (0) = 1 ist auch G#(0) = 1, G also nicht konstant. Wegen
D, C D, fir m > n lait G, fiir m > n alle Werte in D,, aus. Nach dem Satz von
Hurwitz a8t G also jeden Wert in (J;2 ; Dy, aus. Da | J,~, D, dicht in 9D liegt, folgt
mit dem Offenheitsprinzip G(C) C D oder G(C) C C\D, so daB man fiir G oder fiir
1/G einen Widerspruch zum Satz von Liouville erhilt. Also ist F normal.

Es ist klar, dafl das Auslassen dreier beliebiger, von der Funktion abhéngiger Werte
keine Normalitat konstituiert. Andererseits kann man die Voraussetzung im FNT, daf3
die Ausnahmewerte nicht von der Funktion abhéngen, dahingehend abschwéchen, daf3
das Produkt ihrer chordalen Absténde gleichméfig nach unten beschrankt ist:

Satz 2.18 Verallgemeinerte Version des FNT

Es sei F eine Familie von in einem Gebiet (2 meromorphen Funktionen. Es gebe
ein € > 0, so daf} gilt: Jedes f € F 1aft drei Werte ay, by, cy € C mit

x(ag, bf) - x(by,cr) - x(ay, cp) > €
aus. Dann ist F normal.

Beweis:

Dies folgt mittels des Zalcman-Lemmas und einiger Standardargumente aus dem Klei-
nen Satz von Picard, welcher ja eine direkte Konsequenz aus dem FNT ist. Fiir Details
siehe [53], S. 105.
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Kapitel 3

Verallgemeinerung eines
Normalitatskriteriums von Drasin

und Chen & Hua

1959 bewies Hayman in [21] das folgende Resultat:

Satz 3.1

Es sei f eine in C meromorphe Funktion, n > 5 und a,b € C mit a # 0. Falls
af™(z) + f'(z) # b fur alle z € C gilt, so ist f konstant. Ist f ganz, so gilt dies
sogar fiir n > 3 und im Falle n = 2 immerhin noch fiir b = 0.

DaB fiir n = 1 und fiir n = 2, b # 0 kein derartiges Kriterium gelten kann, 148t sich
mit trivialen Beispielen belegen:
Sind a,b € C mit a # 0 gegeben, so setzt man f(z) := e % + g + 1. Dann gilt
af(z)+ f'(z) =b+a+#binC.
Als Gegenbeispiel im Fall n = 2, b # 0 wihlt man f(z) := e + d mit d? = g und
c:= —2ad # 0. Dann ist af?(z) + f'(2) = ae®* + (2ad + c)e® + ad? = ae®** + b # b fiir
alle z € C.

Haymans Ergebnis 148t sich fiir meromorphe Funktionen auch nicht auf den Fall n = 3
oder n = 4 iibertragen: Mues konnte 1979 in [36] zeigen, daf fiir jedes ¢ # 0 nicht-
konstante meromorphe Funktionen f,g € M(C) existieren mit f3(z) — f'(z) # ¢ und
g*(2) — ¢'(2) # cin C (ndmlich Losungen geeigneter Riccatischer Differentialgleichun-
gen).

Das zugehorige Normalitétsresultat stammt von Drasin [10] fiir holomorphe und von
Langley [32] fiir meromorphe Funktionen. Uberraschenderweise bleibt dieses, wie Pang
[42] und Zalcman [64] gezeigt haben, auch fiir n = 3 und n = 4 und im holomorphen
Fall sogar fiir n = 2 giiltig - in Situationen also, in denen Satz 3.1 nicht allgemein
gilt. Jedoch erhélt man im meromorphen Fall fiir n = 2 und b = 0 keine Normalitit;

dies zeigt die in z = 0 nichtnormale Familie der Funktionen f,(z) := -, fiir die
afi(z) + f'(z) = %% # 0 in D fiir alle n # a gilt.

Chen und Hua zeigten in [6] folgende Verallgemeinerung der Ergebnisse von Drasin
und Langley:
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Satz 3.2

Es sei F eine Familie von in D holomorphen Funktionen. Es seien n > 2, k > 1,

a,b seien meromorph in D mit @ # 0, und a habe nur einfache Polstellen. Falls
fiir alle f € F und alle z € D

a(z) - ["(2) + fM(2) # b(2)
gilt, so ist F normal.

Gegenstand dieses Kapitels ist eine Erweiterung des Resultats von Chen und Hua in
Satz 3.11 auf eine wesentlich gréflere Klasse von Differentialpolynomen.

Zunéachst stellen wir die fiir das Studium von Differentialpolynomen benétigte Termi-
nologie zusammen:

Definition 3.3
Eine Abbildung M : M(C) — M(C), die gegeben ist durch

d
Mlu| =a- Hu(k”) fir alle u € M(C)

v=1

mit d € Ny, k1, ..., ks € INg und einer Funktion a € M(C), a # 0, bezeichnen wir
als Differentialmonom. Hierbei nennen wir deg(M) := d den Grad, w(M) :=
S (1 + k,) das Gewicht! und a den Koeffizienten von M. Im Falle a = 1
nennen wir das Differentialmonom M normiert. Die Nullabbildung u — 0 von
M(C) in sich fassen wir als Differentialmonom vom Grad und Gewicht —oo auf.
Eine Summe P := M; + ... + M, von Differentialmonomen M, bezeichnen
wir als Differentialpolynom. Dessen Grad und Gewicht sind definiert durch
deg(P) := max {deg(M;),...,deg(M,)} bzw. w(P) := max{w(M),...,w(M,)}.
Offensichtlich ist deg(P) < w(P).

Wir nennen P homogen (vom Grad d), falls deg(M;) = ... = deg(M,) =: d
1st.

Ist P ein Differentialpolynom, so gibt es ein Differentialpolynom P’ mit P’[u](z) =
(Plu))'(2) fiir alle u € M(C) und alle z € C. Es gilt offensichtlich deg(P’) =
deg(P) und w(P') > w(P).

Wir bendétigen die folgende Abschétzung von Doéringer [9], die den Satz iiber die
logarithmische Ableitung verallgemeinert:

Lemma 3.4

Es sei @) ein Differentialpolynom mit meromorphen Koeffizienten ¢; (j = 1,...,p).
Dann gilt fiir alle meromorphen Funktionen f und alle » > 0

m(r, Q[f]) < deg(Q) - m(r, f) + D _m(r,c;) + S(r, f).

Jj=1

! Gelegentlich findet sich auch die Definition w(M) := Zgzl k.
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Beweis:
Esist Q = Zé’:l ¢; - M mit normierten Differentialmonomen M;. Es sei d; := deg(M;),
so dafl deg(Q) = max;—1, . pd; ist.
Es sei eine meromorphe Funktion f # 0 gegeben. Setzen wir

ML

= 74, firj=1,...,p,
so gilt Q[f] = f - f%, und aufgrund des Satzes iiber die logarithmischen Ablei-
tungen (Satz 1.21) ist
M;[f
mcrﬁp>:ﬂnﬁ

also m(r,cj) < m(r,c;) + S(r, f) fiir alle j = 1,.

Die Standardabschatzung fiir die Schmlegungsfunktlon aus Satz 1.2 erweist sich hier als

zu schwach, so dafl wir sorgfiltiger argumentieren miissen:

Es sei ein 7 > 0 gegeben. Dann gibt es eine disjunkte Partitionierung [0;27] = I; U
. U I, des Intervalls [0;27] in mefibare Mengen I;, so daf fiir alle j = 1,...,p und

alle t € Ij
max c}’;(reit)fdk(reit)‘ = c;(reit)fdj(reit)‘
k=1,...,p
gilt. Damit folgt nunmehr:
2
m(rQlf) < 5| log fo (e dt
27 0
1 2 ) )
< — <10g+ max |cf(re’t) fo (re”)’ + 10gp> dt
2 0 k=1,....p
= Z/ log™ | % (rett) f4 (ret )’dt—i—logp
<

Z/log+}c re’ ‘dt+—Zd/log+‘fre !dt+logp

J

IN
~M~s =

m(r, ;) + deg(Q) - m(r, f) + logp

<
Il
—_

M-

m(r, Cj) + deg(Q) ’ m(r, f) + S(Ta f)a

<
Il
-

wie behauptet.

Ferner werden wir auf folgendes Lemma von Clunie [7] zuriickgreifen:

Lemma 3.5
Es seien @ = Zé’:l c;M; und Q* = j 1 ¢; M Differentialpolynome mit mero-
morphen Koeffizienten ¢;, ¢; und normierten Differentialmonomen M;, M. Es

sei n > deg(Q) und u # 0 eine meromorphe Funktion mit

Qlu] = u™ - Q"[u].
Dann gilt fiir alle » > 0:
m (r,Q*[u]) < S(r,u) + Zm(r, ¢j) + Zm(r, c;)
=1 j=1



Beweis: (cf. [7])
Es sei dj := deg M; und dj := deg M7, so daB n > d; fir alle j =1,...,p gilt.
Nach Satz 1.21 gilt fiir alle j

m (7’, A@[@J) —S(ru), m (r, M M) — 5(r,u).

=
udﬂ'

Es sei ein r > 0 gegeben, und es sei
I := {t € [0;27] : [u(re™)| < 1}, I :=[0;27] \ I;.
Damit folgt:

1 +10* it 1 + - oy | M7l
%/ log ’Q [u](re )’dt < o log Z}cj(re )‘ T (re")|dt
I I j=1 u
" M*[u]
< m(r,ct) +m 7“,]—*>)—|—lo *
g( () m (2 &
p*
= Zm(r,c;f)—l—S(r,u). (3.1)
j=1
Andererseits ist [u"(re)| > |u%i (re)| fiir t € I, und es folgt:
1 » 1 Qll,
+ * it _ + it
%/IQIOg ’Q [u](re )‘dt = g/blog u—n(re )| dt
1 + - it Mjlu] i
< or 1210g Z}cj(re )| W(T@ )| dt
7j=1
p
< > m(reg) + S(r,u). (3.2)

1

J
Aus (3.1) und (3.2) ergibt sich die Behauptung.

Die entscheidende Rolle im Beweis unseres Hauptresultates spielt ein Ergebnis von
Hua, welches den folgenden Satz von Tumura-Clunie verallgemeinert:

Satz 3.6 Satz von Tumura-Clunie
Es seien f und g ganze Funktionen, n € IN, und ay, ..., a,, b seien meromorph in
C mit T(r,a;) = S(r, f) fir alle j =0,...,n, T'(r,b) = S(r, f) und a,, # 0. Falls
fiir

Vvi=ag+arf+...+a,f"
die Identitat

v=>b-e’
gilt, dann ist
v=a,. (f+an_1) _
nar,

Dieser Satz wurde 1937 von Tumura [57] formuliert; ein korrekter Beweis gelang aller-
dings erst Clunie [7] im Jahre 1962.

Hua bewies 1991 in [26] nachstehende erhebliche Erweiterung. Der dortige Beweis ist
leider nicht ganz korrekt; wir geben ihn hier in berichtigter Form wieder:
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Lemma 3.7

Es sei n > 2, P ein Differentialpolynom vom Grad deg(P) < n — 1. Es sei f eine
nichtkonstante meromorphe Funktion und

U= f"+ P[f].
Fiir jeden Koeffizienten b von P gelte T'(r,b) = S(r, f). Falls ¢ # 0 ist, so ist eine
der beiden folgenden Bedingungen erfiillt:

(1) Es existiert eine meromorphe Funktion ¢ und ein « € C, @ # 0 (&« = 1 im
Falle N(r, f) = S(r, f)), so dafl

[Pl =a- (F+5) 0 mine) =S )

und degnmd&w@%wHJ}<W<n$)+ﬁmf0+SWj)

oder
(2) T(r,f) < (1+2max{0;w(P)—n+1})-N (r, %) + 3N(r, f)

+2max {0;w(P) —n+1} - N(r, f) + S(r, f).
Beweis: (cf. [26])

Es seien

Dann gilt

_Y. _¥.
v ¥

und es ist deg(Q) < deg(P) < n — 1. Somit ist Lemma 3.5 anwendbar. Nach Voraus-
setzung ist die Charakteristik der Koeffizienten von P “klein” (d.h. von der Ordnung
S(r, f)), und wegen T'(r,b') < m <'r, %/) +m(r,b)+2N (r,b) fiir alle meromorphen Funk-
tionen b gilt dies auch fiir die Koeffizienten von P’. Daher erhilt man aus Lemma 3.5,
wenn man noch den Satz iiber die logarithmische Ableitung (Satz 1.21) beachtet

S(r, f) +2m (r,%)
= S(T,f)—i—S(?”,lb):S(?“,f). (3'4)

Q= (Y fr=v" = Plf] (v —Plf)=Qlfl,  (33)

m(r, Q[f])

Es sei g := % . %, so daf3
1 *
f,:9f+g‘Q [f]
gilt. Wie wir nun zeigen werden, ergibt sich durch Differenzieren induktiv
F® = Alg) - f + b (3.5)

fiir alle k& > 0, wobei Aj ein Differentialpolynom vom Grad k und Gewicht & mit
konstanten Koeffizienten ist und

m(r, Aglg]) = S(r, f) und m(r,by) = S(r, f) (3.6)

gilt.
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Begriindung: Fiir £ = 0 und k£ = 1 ist dies mit Ap = 1, A1[u] = u, bp = 0 und
by = L. Q*[f] exfillt.
Aus der Giiltigkeit fiir ein k erhélt man
S = (Al - |+ Arlg) - £+ by
1 *
= (Aklgl+g- Aklgl) - [+ — - Axlg] - Q°[f] + by,
= Applg] - [+ bega

mit Ay [u] = A} [u] +u- Aglu] und byyq = L - Ag[g] - Q*[f] + b}, Hierbei ist Ay
ein Differentialpolynom mit konstanten Koeffizienten und deg(Ag+1) = w(Agy1) =
kE + 1. Aufgrund von m(r, Ag[g]) = S(r, f) gilt

A/
m(r A4lgl) < (7 40 )+ i Aula) = S(r )+ o, Aull) = 505
Ebenso folgt aus m(r,by) = S(r, f), daB auch m(r,b)) = S(r, f) gilt.

Hieraus, aus m(r,g) = S(r,v¢) = S(r, f) und aus (3.4) ergibt sich sodann

m(r, Ak+1[g]) = S(Tv f)? m(r, bk-i—l) = S(?“, f)a

womit die Behauptung fiir k£ + 1 gezeigt ist.
Es ist
P=H+ P, o

mit einem homogenen Differentialpolynom H vom Grad n — 1 oder (im Falle deg(P) <
n — 2) mit H = 0 und einem Differentialpolynom P,_s vom Grad < n — 2.
Hierbei ist

H=a1M;+...4+asM; (37)
mit normierten Differentialmonomen

n—1

M[u] = H u(k’(’“)

v=1

und Koeffizientenfunktionen a; # 0, welche nach Voraussetzung T'(r,a;) = S(r, f)
erfiillen. (Im Falle H = 0 ist s = 0.) Hierbei ist >."_} B < w(P) — (n — 1) fiir
allel =1,...,s (sofern s > 1 ist?). Mittels (3.5) erhalten wir

My[f] = £t Milg) + Cilg), (3.8)

mit .
Mifu] = [T A0 (4] (3.9)

v=1

und einem Differentialpolynom C; vom Grad < n — 2, dessen Koeffizienten Polynome
der Aglg] und der by sind. Aufgrund von (3.6) ist also m(r,b) = S(r, f), falls b ein
Koeflizient von Cj ist.

Setzt man

C = Zalm[‘g] und Qn_Q = Zalcla
=1 =1

2 Fiir s > 1 ist also w(P) —n+ 1> 0 gewihrleistet; fiir s = 0 braucht dies nicht zu gelten.
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so folgt aus (3.7) und (3.8)

H(f] =c "'+ Qu-alfl;

wegen (3.9) und (3.6) gilt
m(r,c) = S(r, f), (3.10)

und Q2 ist ein Differentialpolynom vom Grad < n—2, dessen Koeffizienten b wiederum
m(r,b) = S(r, f) erfiillen.

Ist (im Falle s > 1) zg eine Polstelle von ¢, so ist zp Polstelle von einer der Funktionen
a; oder von g. Die Polstellen von g sind alle einfach. Ist zy eine Polstelle von g, so hat
2o als Polstelle von Ay[g] hochstens die Vielfachheit w(Ax) = k und daher als Polstelle
von M;[g] hochstens die Vielfachheit Sl kY < w(P) — n + 1. Da alle Funktionen
]\Afl[g] dieselben Polstellen haben, ndmlich diejenigen von g, erhalten wir nunmehr (falls
s > 1 ist)

N(r,c) < (w(P)=n+1)-N(r,g)+ Y N(ra)
=1
(w(P)—n+1)-N(r,g)+ S(r, f).

IN

Aus der Definition von g und aus der Voraussetzung iiber die Koeffizienten von P folgt

N(r,g) = N(r,g) < N(r,9)) + N <r, %) <N(r,f)+ N <r, %) + S(r, f).

Im Falle s > 1 gilt also

N(r,e) < (w(P) —n+1)- (N(r, N+W <7‘, %)) + S0 ).

Ist s =0, so ist ¢ = 0 und somit N(r,c) = 0. Es gilt also stets

N(r,c) <max{0,w(P) —n+1}- <W(r, f)+N <r, %)) + S(r, f). (3.11)
Setzen wir h := f + =, so ist

@ZJ = fn+c'fn_1+Qn72[f]+Pn72[f]
= <f+%>n+Rn—2[f+ﬂ
= W+ Ry ol

mit einem Differentialpolynom R,,_s vom Grad < n — 2, wobei wieder m(r,b) = S(r, f)
fiir alle Koeffizienten b von R,,_o gilt.
Fiir
A o d}/ / * _ / d}/
Qo= Rocolu) = Bl wnd @) = = %

erhélt man aus ¢ = h" + R,,_2[h| analog zu (3.3)
Q] = Q) (3.12)

und es ist deg(Q) < n — 2.
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Fall 1: Es sei Q*[h] # 0.
Dann ergibt sich aus (3.12) mittels Lemma 3.5 wie in (3.4):
m(r, Q" [h]) = S(r, f)

und ebenso (wenn man das Lemma auf u - Q*[u] anstelle von Q* und die Gleichung
h"=2 . (hQ*[R]) = Q[h] anwendet)

m(r,h-Q7[h]) = S(r, f).
Hieraus folgt, wenn wir noch den Ersten Hauptsatz heranziehen:

m(r, f) < m(r,h) +m(r,c)
< m(r,h-Q*[h])+m<r,Q*;[h]>+S(T’f)
= m(r,h- Q" [h]) +m(r, Q*[h]) + N(r, Q"[h])

—-N (r, Q*L[h]> + S(r, f)
< N(r,Q*[h]) + S(r, f). (3.13)

Aus Q*[h] = nh’—h-%, h = f++ und ¢ = f"+P[f] erkennt man, daf} als Polstellen
von @Q*[h] nur die Polstellen von f, von ¢ und von den Koeffizientenfunktionen in
P sowie die Nullstellen von 1 infrage kommen. Hieraus folgt mit einer dhnlichen
Begriindung wie oben (im Fall der Polstellen von g)

N(r,Q*[h]) < N (r, %) +2N(r, f) +2N(r,c) + S(r, f). (3.14)

Aus (3.13), (3.14) und (3.11) ergibt sich nunmehr insgesamt
T(r,f) = m(r,f)+N(r,[)
< N<r, %) +3N(r, f) +2N(r,c)+ S(r, f)

—_

< (14 2max{0,w(P)—n+1}) -N<r, —) +3N(r, f)

<

+2max {0, w(P) =n+1}- N (r, f) + S(r, f),
wie im Fall (2) des Lemmas behauptet.
Fall 2: Es sei Q*[h] =0
In diesem Falle ist h = 0 oder 1» = ah™ fiir ein a € C\ {0}.
Im Falle h =0 ist f = —%, und es folgt mittels (3.11) und (3.10)
T(r,f) = T(r,c)+0(1) = N(r,c) +m(r,c) + O(1)

< max{0,w(P)—n+1}- (N(r, )+ N <r, %)) +S(r, f),

so daB ebenfalls Fall (2) des Lemmas eintritt.

Ist ¢ = ah™, so ist ¥ = « - (f + %)n, wobei m(r,¢) = S(r, f) ist und fiir N(r,c) die
Abschétzung aus (3.11) gilt. Daher liegt Fall (1) des Lemmas vor.

Zu betrachten bleibt somit lediglich noch der Fall, da N(r, f) = S(r, f) ist: Aus
f"+Plfl=vp=0a-(f+ %)n ergibt sich dann

(1—a)-f* = Pf]
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mit einem Differentialpolynom P* vom Grad < n — 1, dessen Koeffizienten b aber-
mals m(r,b) = S(r, f) geniigen. Falls o # 1 ist, konnen wir auf

171 Qolf] = Qulf]

mit Q1[u] := ﬁ - P*[u] und Q2[u] := u Lemma 3.5 anwenden und erhalten

wegen N(r, f) = S(r, f) also insgesamt T'(r, f) = S(r, f), so daB f gemiB Satz 1.16
eine rationale Funktion ist und Fall (2) des Lemmas vorliegt.

In den fiir unsere Zwecke relevanten Situationen konnen wir uns der Fallunterschei-
dung in Lemma 3.7 entledigen:

Satz 3.8

Es sei f eine ganz-transzendente Funktion. Es seienn > 2, k> 1, a,a4,...,a,, €
C (m > 1) mit a # 0, und es sei

ein Differentialpolynom mit 2 < s; <n —1, Y07, kY >1firallej=1,...,m.
(Im Falle n = 2 ist also P = 0.) Es sei

= "+ af® + PIf).
Falls v # 0 ist, so gilt

1

T(r, f) < (1+2max{o;k+2—n;w(13)+1—n}).N(T,E

)R

fir alle » > 0.

Beweis:
Es ist Q[u] := a - u® + P[u] ein Differentialpolynom vom Grad < n — 1 und Gewicht
w(Q) = max {k + 1;w(P)}.

Ist Fall (2) von Lemma 3.7 erfiillt, so gilt

;) s)

l r,

Y

1

< (I142max{0;k+2—n;w(P)+1—n})-N (T,E

T(r,f) < (1+2max{0;w(Q)+1—-n})-N <7‘,

)+ 505)

fiir alle » > 0.
Es geniigt daher, Fall (1) des Lemmas zu betrachten. Hier ist

b= —or

mit einer meromorphen Funktion ¢, welche m(r,¢) = S(r, f) erfiillt.
Da f und somit auch 1 ganz sind, kann ¢ keine Polstellen haben. Also ist T'(r,¢) =

m(r,c) = S(r, f).
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Es sei u := f — ¢, so dal ¢» = u™ ist. Dann ist u # 0; sonst wire T'(r, f) = T(r,c) =
S(r, f), und f wére ein Polynom (cf. Satz 1.16). Nach Definition von 1 folgt

(u+ce)"+a- (u(k) + c(k)) + Plu+ ] =u",

also

1 ac® 1 i%‘ . 1‘1 SRy Z ( )c]un R——— (3.15)
j=1 v=1
_ZGJ (H ( k(;)) j>)) 3 ﬁc(,cgﬁ)) .
v=1

v=1

Es sei
.

m J
()
vi=c" +ac® + E a; H B
j=1 v=1

Fall1: ov=0.
Dann folgt mit Lemma 3.4:

n-m(r,c) = m(r,d®)=m|rac® + Za]‘ (k)
j=1 v=1
< max sj-m(r,c)+ S(r,c) < (n—1)-m(r,c) + S(r,c),

1<j<m

also T'(r,c) = m(r,c) = S(r,c). Damit mul ¢ ein Polynom sein. Wire ¢ nicht
konstant, so wiirde aus der Definition von v und aus s; <n—1fiiralle j =1,...,m
folgen, dal v ein Polynom vom Grad deg(v) = n - deg(c) ist, im Widerspruch zu
v =0. Also ist ¢ konstant

Wegen k£ > 1 und Z > 1 fiir alle j = 1,...,m folgt weiter, dafl v = ¢", also
sogar ¢ =0 und Somlt

af® + P[f]=0

gelten muf.

Im Falle n = 2 ist P = 0, und man erhilt f*) = 0, so daB f ein Polynom ist, im
Widerspruch zur Voraussetzung.

Es bleibt daher nur der Fall n > 3 zu betrachten. Wir kénnen P in der Form
P = Gy + ...+ G,—1 mit homogenen Differentialpolynomen G; vom Grad j mit
konstanten Koeffizienten (bzw. G; = 0) schreiben. Nach dem Satz iiber die loga-

rithmischen Ableitungen (Satz 1.21) ist m (7", ﬂ) = S(r, f) fiir alle v > 0 und

daherauchm(,G[fU S(r, f) fir 2 <j <n—1. Es folgt

m<r,G;£.ﬁ+...+G}—£.ﬂ>

r, (C;f[{]Jr fﬂ 1 >>+m<r, [f]>+10g2

1
f
m<r,%> —i—m(r, C;jE] +.. f]1[1f]> +5(r, f)

o4

IN
3
—

IN




fir j = 3,...,n — 1. Damit erhélt man

IN
3

IN
3

IA
=

=
N N /?/\/—\

also

und somit

T(rf) = m(rf)=m (r, %) LN (r, %) +o(1)
2N

da hier ¢ = (f — ¢)™ = f™. Dies zeigt die Behauptung in diesem Fall.
Fall 2: v #0.
Wegen m(r,c) = S(r, f) und
)

m(r, i )) <m (T, c) +m(r,c) = S(r,c) +m(r,c) = S(r, f)

fiir alle 7 > 1 ist auch T'(r,v) = m(r,v) = S(r, f), und nach dem Ersten Hauptsatz

somit auch
m (r, 3}) <T (r, 11)) =S5(r, f). (3.16)

Aus (3.15) und s; <n —1 fir alle j = 1,...,m ergibt sich
v=Hiu]+ ...+ Hp_1[ul; (3.17)

hierbei sind die H; homogene Differentialpolynome vom Grad j (oder H; = 0),
deren Koeffizienten Differentialpolynome in ¢ sind. Wiederum mit dem Satz iiber
die logarithmischen Ableitungen ergibt sich (unter Beachtung von u # 0)

o (n 25) = 000 = 500)

(v
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fir j=1,...,n— 1, und es folgt wie oben

- m< i>+m( Zj[?+...+w>+5(r,f)

fir j = 2,...,n — 1. Damit und mit v # 0 erhélt man aus (3.17) und (3.16) fiir
n>3

wvn(r) = o)

IN
3

IN

(n—2)-m (r, %) +m <7“, HL[“]> + S0 )

< (n—-2)-m (n %) +5(r, ),

also m (r, ) S(r, f). Dies bleibt sinngeméif} auch fiir n = 2 giiltig.
Damit und mit u™ = ¢ ergibt sich insgesamt

T(r,f) = (ryu) +m(r, c) + log 2

(1) v () s

N( u>+S( f)= N(r,%)—i—S(r,f).

Dies zeigt die Behauptung auch in diesem Fall.

IN

IN

Als direkte Folgerung erhalten wir eine Verallgemeinerung des Resultats von Hayman
(Satz 3.1) im holomorphen Fall:

Korollar 3.9

Es sei f eine ganze Funktion. Es seien n > 2, k > 1, a,ay,...,a, € C (m > 1)
mit a # 0, und es sei
m Sj
()
W= a;- [Ju®?
j=1 v=1
ein Differentialpolynom mit 2 < s; <n —1, Y07, kY >1firallej=1,...,m

(Im Falle n =2 ist P =0.) Es sei

Vo= "+ af® + P[]

nullstellenfrei in C. Dann ist f konstant.
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Beweis:
Wire f transzendent, so wiirde wegen N (r, i) = 0 aus Satz 3.8 folgen, dafl T'(r, f) =
S(r, f) gilt, im Widerspruch zu Satz 1.16. Also mufl f ein Polynom sein. Damit ist auch

1 ein Polynom, und zwar vom Grad n-deg(f). Da v nullstellenfrei ist, muf} ¢) konstant
sein. Damit ist auch f konstant.

In Korollar 3.9 148t sich der Ausnahmewert Null von v i.a. nicht durch einen anderen
Ausnahmewert ersetzen, wie bereits das am Anfang des Kapitels genannte Gegenbei-
spiel zum Fall n = 2, b # 0 in Satz 3.1 zeigt.

Nunmehr ist der Boden bereitet, um mithilfe des Zalcman-Lemmas das zu Korollar
3.9 analoge Normalitdtsresultat zu beweisen. Als problematisch erweist es sich dabei,
die Normalitéit in denjenigen Punkten nachzuweisen, in denen die Koeffizientenfunk-
tionen der betrachteten Differentialpolynome Pol- oder Nullstellen besitzen. In dieser
Situation erweist sich das Argumentprinzip als hilfreich (wie bereits im Beweis von
Chen und Hua [6] fiir Satz 3.2). Hierfiir benotigen wir noch ein kleines technisches
Hilfsmittel:

Lemma 3.10

Es sei (f,), eine Folge von in D holomorphen Funktionen, die gleichméfig in D
k
gegen oo strebt. Dann konvergiert fiir alle £ € IN und alle o > 0 die Folge ( o >

e

kompakt-gleichméfig in D gegen 0.

Beweis: (cf. [6], Lemma 3)

Es geniigt, die gleichméflige Konvergenz in einer Umgebung von z = 0 zu zeigen. Es sei
ro > 0 so gewéhlt, daf3

1 1—
ﬂ§1+9 und "0
1—ro 2 1+ ro

3
(1-|—a)21+104

ist. O.E. konnen wir |f,(z)| > 1 fiir alle z € D und alle n annehmen. Insbesondere
ist dann log |f,| fir alle n harmonisch in D, und wir erhalten mithilfe der Harnack-
Ungleichung

[

| fn ()] 7]

z
=]

[un

+|z|

< | fu(2)] < |fn(0)| 2= fiir alle z € D.

Fiir |z| < %2 ergibt sich damit und mithilfe der Cauchyschen Integralformel

k! n ket
e g [ i < S e

~ 2 (ro/2)k+ &

und somit

7(zk) 2k+1k! »

(k)
Mithin konvergiert < fl"+a> gleichméflig in U, /2(0) gegen 0.
n n

Und nun zum Hauptresultat dieses Kapitels:
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Satz 3.11

Es sei F eine Familie von in D holomorphen Funktionen. Es seien n > 2, k > 1,
a,b,a,...,ay, (m > 1)seien meromorph in D mit a # 0, und a habe nur Polstellen
der Ordnung < n — 1. Weiter sei

= e
J
u]:Eaj~||u(k”)
=1 =l

ein Differentialpolynom mit

(n—1) Zkﬂ +k-5;<k-n
v=1

fiir alle 5 = 1,...,m, und im Falle
(n—1) Zk,(f +k-sj=k-n
v=1

sei 2 < s; <n— 1.2 Falls fiir alle f € F und alle z € D

a(z) - f*(2) + f8(2) + P[f)(2) # b(2) (3.18)

gilt, so ist F normal.

Beweis:

Es sei ein zg € D gegeben.
Zunichst gelte

a(zg) # 0,00, b(z0) # 00, a1(z0),--.,am(20) # 0. (3.19)

Falls F in zp nicht normal ist, so gibt es nach dem Zalcman-Lemma Folgen (f;); C F,
(pj); € (0;1) und (2;); € D mit limj .o pj = 0 und lim; .o 2; = 20, so dal die Folge
(9);, die durch

9;(Q) == pj - fi(z; + p;¢)  mit a:= n—1
definiert ist, kompakt gleichméfBig in C gegen eine nichtkonstante Funktion g konver-
giert. (Die Zuldssigkeit dieser Wahl von « ergibt sich aus der Holomorphie der Funk-
tionen in F.)
Es sei

1 LN
d ;:n_1o<kn(n1)-z_:lk‘l(,)k:-sl>

fir [ = 1,...,m. Nach Voraussetzung ist dann d; > 0 fiir alle j = 1,...,m. O.E. darf
man d; = 0 fir 1 <1 < mg, dp > 0 fiir mp+1 <1 < m mit einem my € {0,...,m}
annehmen. Es sei

" mo S W »
W= az)- [[u™)  und  wi=a(x)-g" + 9% + Plg).
=1 =1

3 Aquivalent hiermit ist 1 < 3277, k9 <k —1. Mit anderen Worten: P[u] soll keine Differential-
monome der Form u" oder u(¥) enthalten.
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Wir zeigen zunéchst, dafl ¢ eine Nullstelle (y € C besitzt:

Falls g ein (nichtkonstantes!) Polynom ist, ist dies klar, da ) wegen a(zgp) # 0 und
si<n—1firallel=1,...,my dann ein Polynom vom Grad n - deg(g) ist.

Falls g hingegen transzendent ist, so folgt die Behauptung aus Satz 3.8; wire ¢
namlich nullstellenfrei, so miifite T'(r, g) = S(r, g) gelten, im Widerspruch zur Tran-
szendenz von g.

Unter Beachtung von

sy
O‘+k:a”:—nk =di+as;+» kY

n—1
v=1
und von (3.18) sowie von (3.19) ergibt sich
0 # p§"- (a(Zj + Q) - [ (25 + piC) + f;k)(zj + pi¢) + Plfil(z5 + pj¢)

—b(z; + PjC))

ka)
= alz +pi¢) - g1(C) + g3 +Zp ai(z; + p;C) Hg(

05" bz + 10)

— a(z0) Q) + 9O + S atz0) - [ a0 = $(0)
=1 v=1

fir 5 — oo gleichméBig in einer Umgebung von (y. Hieraus und aus ¥((p) = 0 folgt
1 = 0 aufgrund des Satzes von Hurwitz. Angesichts von a(zg) # 0 bedeutet dies

g' = —@ (9 + Plg]) -

Mit Lemma 3.4, angewandt auf das Differentialpolynom Q[u] := u®) + P[u], erhéilt man
unter Beachtung von

deg(Q) = max {l,deg(ﬁ)} =max {1,81,...,Sm}
die Abschitzung
n-m(r,g) = m(r,g") N
m(r,g*) + Plg]) + O(1)
max{1,81,...,8mg} - m(r,g) + S(r,g)
(n—=1)-m(r,g) + 5(r, 9),

also T'(r,g) = m(r,g) = S(r, g). Damit muf g ein Polynom sein. Da dann v ein Polynom
vom Grad n - deg(g) ist, folgt wegen ¢ = 0, dal g konstant ist, Widerspruch!

VANV

Also ist F normal in z.
Nun sei (3.19) nicht erfiillt. Dann gibt es ein r > 0, so daf§

a(z) # 0,00, b(z) # o0, ai(z),...,am(z)# 0

fiir alle z € U,(20) \ {20} =: G gilt.

Nach dem bereits Gezeigten ist F normal in GG. Daher existiert zu jeder Folge in F eine
Teilfolge (f;);, die kompakt gleichméBig in G gegen eine holomorphe Grenzfunktion
oder gegen oo strebt.
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Im ersten Fall ist die Konvergenz aufgrund der Cauchyschen Integralformel sogar kom-

pakt gleichmifig in U, (2o).

(k)
Im zweiten Fall konvergiert nach Lemma 3.10 (J:{—n> und wegen deg(P) < n—1 auch
7 .
J

<%) kompakt gleichméBig in U, (zp) gegen 0. Daher und wegen ming, =z la(z)| >
).

J
0 gilt

k n
57(2) + P — ()] < la(z) - £7(2)
fiir alle z mit |z — 29| = 5 und alle geniigend grofien j.
Setzt man ¢; == a- fI' + f](k) + P[f;] — b und bezeichnet man mit n(p, m,h = a) die
Zahl der a-Stellen der Funktion h in U,(m) unter Beriicksichtigung der Vielfachheiten,
so gilt fiir hinreichend grofie j nach dem Satz von Rouché also

(=) (=)
= n(g,zo,a-ff:0>—n(%,zo,wf;‘:oo). (3.20)

Nach Voraussetzung ist n (%, 20,05 = O) = 0. Aus (3.20) und der Holomorphie der f;
ergibt sich daher

n (%,zo,a'fjn = 0) <n (g,zo,a‘f}b = oo) <n (g,zo,a = oo)
fiir alle hinreichend grofien j. Da a in U,(zp) hochstens in zy eine Polstelle haben kann,
und zwar mit der Vielfachheit < n — 1, folgt leicht, daf8 f; fiir hinreichend grofie j keine
Nullstelle in Uz (z9) haben kann.

Mit Lemma 2.8 erhélt man nun die K-Konvergenz von (f;); gegen oo in ganz Uz (z0).
Also ist F in zy normal.

Aufgrund Satz 2.1 folgt die Behauptung des Satzes.

Bemerkung 3.12

Die Voraussetzung in Satz 3.11 iiber die Polstellen von a ist unverzichtbar, wie
folgendes Beispiel lehrt: Setzt man a(z) := 2 und f;(z) := jz (j € IN), so ist die

Bedingung a(z) - f7'(2) + f;k)(z) # 1 fiir alle j € IN und alle z € D erfiillt, die
Folge (f;); ist jedoch nicht normal in D.

60



Kapitel 4

Der Satz von Cartan

4.1 Der Problemkreis der Cartanschen Vermutung

Definition 4.1

Es sei p € IN, p > 3 und Q ein Gebiet in C. Es sei F eine Folge von p-Tupeln
f=(f1,-.., fp) von Einheiten in 2, die die Borelsche Gleichung

f1—|—+prO

erfilllen. Eine Indexmenge S C {1,...,p} heift C-Klasse fiir 7 und (2, wenn
es eine nichtleere (und damit notwendigerweise mindestens zweielementige) Teil-
menge [ C S gibt, so daf} die folgenden drei Bedingungen erfiillt sind:

(1) Firalle j,k € I ist die Folge (;—i) in 0 KC-konvergent gegen eine Einheit.
feF

(2) Firalle j € S\I und k € [ ist (%)f in 0 K-konvergent gegen 0.
€F

(3) Fiir alle k € I ist <Zje$ %>f in Q K-konvergent gegen 0.
eF

Hierbei bezeichnen wir I als den stabilen Anteil von S.

Die Vermutung von Cartan und Eremenko:

Es sei p € IN,p > 3. Es sei F eine Familie von p-Tupeln f = (fi,..., f,) von
Einheiten in D mit f; +... 4+ f, = 0.
Dann gibt es ein nur von p abhéngiges r, € (0;1] und eine Folge £ C F, so daf
die Indexmenge {1,...,p} eine disjunkte Partition {1,...,p} =S, U... U S, in
C-Klassen S, fiir £ und D,, besitzt.

H. Cartan hatte 1928 in [3] vermutet, da§ die betreffenden Konvergenzaussagen je-
weils im gesamten Einheitskreis gelten, daf§ man also stets r, = 1 fiir alle p > 3
wéhlen kann. Dies wurde fiir die Félle p = 3 und p = 4 von Cartan selbst bewie-
sen (Satz 4.2). Fir p = 5 (und damit auch fiir alle p > 6) konnte Eremenko 1995
ein Gegenbeispiel konstruieren (cf. [12]). In [13] stellte Eremenko die hier angegebene
modifizierte Vermutung auf und bewies sie fiir den Fall p = 5. Da die Giiltigkeit der
Vermutung fiir p = 5 fiir unsere Anwendungen weitgehend ohne Belang ist, gehen wir
auf den Beweis nicht néher ein, wollen uns allerdings noch kurz der in [13] angefiihr-
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ten, im Vergleich zu [12] wesentlich vereinfachten Version des Gegenbeispiels fiir die
Cartansche Vermutung zuwenden:

Gegenbeispiel:
Es sei fir ze D, n e N

1
gln \/_ / —n( dC, gQ,n(Z) = gl’n(_z) — \/ﬁ/ e_”'<2d<7

so daf3

i
91n(2) + g2,n(2) = /\/_ e Vdt=1c, =T +o0(l) (n— o) (4.1)

gilt. Setzt man

fin(2) :=expn- (102 +9.75)],
fon(2) = fin(=2),

fan(z) = —fl (2) + g1,n(2),
fan(2) == —fan(2) + g2.n(2),
fon(2) == —cp,

soist fin+ ...+ fs,, =0, und fi,, fon, und f5, sind Einheiten in D. Fiir alle z € D
gilt offensichtlich

lg1n(2)| <2-Vn e, (4.2)

und fiir z € D mit Re (z) < —@ ist sogar

lg1.0(2)] < V-2, (4.3)

Es ist ndmlich |z — (—1)| < 1, und fiir alle ¢ € D mit Re (¢) < —@ ist [Im (¢)| < 3,
also Re (Cz) > %

Andererseits ist fiir z € D mit Re (z) > —§
| frn(2)] > en(TBV3H9TE) > (1080, (4.4)

und fiir z € D mit Re (z) < —§ ist

frn(2)] > en(-104975) — /4 (4.5)
Aus (4.2) bis (4.5) folgt
?1_771 —50 (n—o0) gleichmiBig in D. (4.6)
1n
Damit gilt auch
?2_7” — 0 (n— o0) gleichmiBig in D. (4.7)
2,n

Dabher sind (fiir grofie n) auch f3, und f4, Einheiten in D.
Die Voraussetzungen der Cartanschen Vermutung sind somit erfiillt.
Jedoch kann der Index 5 zu keiner C-Klasse fiir D und eine geeignete Teilfolge von (fy,)n

gehoren: Sonst wére fiir ein jo € {1,...,4} eine Teilfolge von (f"’" ) und wegen (4.1)
jom ) p
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somit auch von (fj, »n)n normal in D, wobei man aufgrund der Definition der fj, , sowie
von (4.6), (4.7) 0.E. jo = 1 annehmen kann. Es ist aber fiir n — oo

flm(o) — 69.75n — 00, f17n(_0‘98) _ 670.05n N 07

Widerspruch!

Dieses Gegenbeispiel 148t sich sofort auf den Fall von p > 6 Funktionen verallgemeinern
(cf. [12]): Ist p > 7, so wihlt man fiir fop, ..., fp, Konstanten mit Z?:G fim =0 und
|finl = %; ist p = 6, so setzt man f5, = —c, + % und fg, = —%. Der Index 5 kann
dann auch zu keiner C-Klasse fiir D mit Elementen aus {6, ...,p} gehoren.

Von Cartan [3] selbst stammt folgendes Teilresultat, dessen Beweis wir die folgenden
drei Abschnitte dieses Kapitels widmen:

Satz 4.2 Satz von Cartan

Es sei p € IN,p > 3. Es sel F eine Familie von p-Tupeln f = (f1,..., f,) von
Einheiten in D mit f; + ...+ f, = 0. Dann gibt es eine Teilfolge £ C F, so da8
eine der beiden folgenden Bedingungen erfiillt ist:

(a) S={1,...,p} bildet eine C-Klasse fiir £ und D.
oder

(b) Es gibt zwei disjunkte C-Klassen S, S fiir £ und D.

Aus dem Satz von Cartan folgt insbesondere die Giiltigkeit der Cartanschen Ver-
mutung fiir p = 4, da dann die Indexmenge {1,...,4} im Fall (b) von den beiden
C-Klassen 57, Sy iiberdeckt wird.

Der Fall p = 3 ist lediglich eine Umformulierung des FNT:
Um dies einzusehen, bringt man die Borelsche Gleichung f;+ fa+ f3 = 0 mittels Division
durch f3 auf die Form g; + g2 = 1 mit Einheiten g; := —% Hierin lassen g7 und g9 die
Werte 0, 1 und oo aus. Man hat noch zu beachten, daf fiir die nach FNT existierenden
konvergenten Teilfolgen der Funktionen ¢g; und gy K-Konvergenz gegen oo auftreten

kann; in diesem Fall ist jedoch die zugehorige Teilfolge der Funktionen % K-konvergent

gegen 0 und somit die Folge der Funktionen % K-konvergent gegen —1.

Insofern stellt der Satz von Cartan eine weitreichende Verallgemeinerung des grund-
legendsten und bedeutendsten Satzes der Normalitédtstheorie dar.

Wir wenden uns nun dem Beweis des Satzes von Cartan zu, wobei wir uns weitgehend
an der Darstellung von Lang ([31] VIII. §§3 - 5) orientieren, jedoch auch den von Lang
ebenso wie von Cartan selbst lediglich skizzierten Fall p > 5 detailliert ausfiithren.
Die Hauptkomplikation besteht darin, dal die lineare Unabhéngigkeit einer Menge
{filje J} (mit 0 #J C {1,...,p}) fir f € F im Grenzfall beliebig ,,schlecht“
werden kann.! Dementsprechend beniitzt der Beweis zahlreiche Fallunterscheidungen
fiir (dehomogenisierte) Wronski-Determinanten, die als eine Art Maf fiir die lineare
Unabhéngigkeit der betreffenden Funktionen aufgefafit werden konnen.

Zunéchst benotigen wir also

! Besonders deutlich wird dies, wenn man mit dem wesentlich einfacheren Beweis des Satzes von
Borel, des Analogons zum Satz von Cartan fiir ganze Funktionen, den wir in Abschnitt 4.5 behandeln,
vergleicht.
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4.2 FEinige Sitze iiber Wronski-Determinanten

Notationen:

Es seien fi, ..., f, nicht identisch verschwindende, in einem Gebiet {2 C C mero-
morphe Funktionen. Dann bezeichne

W(fi,. ... fn) = det (f,gj*“)

7,k=1,...,n

die Wronski-Determinante und

W(fi,-.., fa)
L(fi,..., fn) = ————
R R A
die dehomogenisierte Wronski-Determinante der Funktionen f,..., f,.

Lemma 4.3

Fiir beliebige in einem Gebiet 2 C C meromorphe, nicht identisch verschwindende
Funktionen fi,..., f,, g gilt:

W(g-fi, - s9-fn) = ¢"-W(f1,---, [fn)
L(gfh’gfn) L(fh;fn)

Beweis: (cf. [31], VIL Prop. 1.5)
(4.8) ergibt sich leicht, wenn man die Leibnizsche Formel fiir die Eintriige (g - f))

beachtet und von jeder Zeile von W (g - f1,...,9 - fn) geeignete Vielfache der vorherge-
henden Zeilen subtrahiert. (4.9) folgt sofort aus (4.8).

Satz 4.4

Esseien fi,..., f, Z 0 (n > 2) meromorph in €2, und es sei g1 := W(f1, f3,. .-, fn)
und go := W(fa, fs,..., fn). Dann gilt

W(glag2) = W(f37 e 7fn) : W(flaf27f37 <. 7fn) (410)

Beweis: (cf. [31], VIII. Lemma 4.2, und [35], Corollary 2.11)

Ist go = W(fa, f3,.-.,fn) =0, s0 sind fo,..., f, linear abhingig iiber C.? Somit ist
auch W (f1, fa,..., fn) =0, so dafl beide Seiten von (4.10) verschwinden.

Es sei nunmehr W(fa, fs,..., fn) # 0. Wir betrachten die linearen Differential-
operatoren

Ll, L2 : M(Q) —>_/\/l(Q)
Ll(f) = W(f?f?)f3v"')fn) : W(f37 7fn)
Lz(f) = W(W(f7 f3)' "afn)ng)-

Es gilt dann
Ll(fj) = LQ(fJ) =0 fir ] = 2, s, (411)

2 Der (einfache) Beweis dieser oft benutzten (und nicht ganz selbstverstindlichen) Tatsache findet
sich z.B. in [35], Proposition 2.8.
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Es ist
n—1 n—1
Li(f)=> ap-f®, Lo(f)=> bp- f¥
k=0 k=0
mit (von fo,..., f, abhingigen) Koeffizienten ag, by € M(2). Hierbei gilt
ap—1 = bn—l - (_1)n+192 : W(f?n ceey fn)
Dies ist fiir a,_1 offensichtlich und folgt fiir b,_1 leicht aus der Betrachtung von

LQ(f):W(faf377fn)gé_[w(f7f377fn)],g27

man beachte hierbei die unterschiedlichen Dimensionen der auftretenden Wronski-
Determinanten!

Wir nehmen L; # Lo an und setzen m := max{k € {0,...,n — 1} |ay # by} sowie

L:=—+—— . (Lo— Lq).
" (L2 — L1)

m—1
L(f) = ex- [+ 5™,
k=0
mit ¢ € M(Q). Wegen (4.11) gilt
m—1
f](m) = —ch-f](k) fir j =2,...,n.
k=0

Daher 148t sich in der (n — 1)-reihigen Wronski-Determinante W (fa, f3,..., fn) die

(m+1)-te Zeile mit den Eintrigen f ;m) als Linearkombination der vorangehenden Zeilen
ausdriicken, d.h. es gilt W(fa, fs,..., fn) = 0. Dieser Widerspruch zeigt L; = Ls und
damit die Behauptung.

Korollar 4.5

Es seien f1,..., f, meromorph in Q, fs, f5,..., f, und fi, f3,..., f, seien linear
unabhéngig, und es sei

Q - W(anfSw--afn)
WS, f3 e fa)
Dann gilt
Q Wy fo) W foo for o fo) @12)
Q W<f1>f3u--->fn)'W<f27f3;--wfn) .
Beweis:

Sind wie oben g1 = W(flaf?)a“"fﬂ)? g2 ‘= W(f27f37"'afn)7 so ist Q = Z_?v also

% = z—g — g—i = %. Daher folgt die Behauptung sofort aus Satz 4.4.

65



4.3 Die Abschitzungen von Bloch und Cartan

Definition 4.6

Es sei (X;d) ein metrischer Raum und v > 0. Eine Eigenschaft gilt fiir y—fast
alle P € X, wenn sie fiir alle P € X\ E gilt, wobei die Ausnahmemenge F von
endlich vielen offenen Kugeln mit Radiussumme + iiberdeckt werden kann.

Satz 4.7

Es sei (X, d) ein metrischer Raum, und P, ..., P, seien (nicht notwendigerweise
verschiedene) Punkte in X. Es sei ¢ > 0. Dann gilt [[/_, d(Q; P}) > ¢" fiir (2ec)-
fast alle Punkte @) € X.

Beweis: (cf. [31], VIII. Theorem 3.1 und Theorem 3.2)
Es sei R := ec.
Wir nehmen zunéchst an, daf es eine offene Kugel Ug(M) C X mit Pi,..., P, € Ur(M)
gibt. Fiir Q € X\Uar(M) gilt dann d(Q; P;) > R fiir alle j =1,...,n, also
n

[[dP;@Q) >R >

j=1
und somit die Behauptung.
Falls es keine solche Kugel gibt, setzen wir:

k1 := max{k € IN| Es gibt eine offene Kugel in X vom Radius £ - R, die
mindestens k£ Punkte aus {P,..., P,} enthilt. }
Es sei Uy = Uy, (M;) mit 7, = L . R eine solche Kugel mit #(U1 N {P.,..., P,}) > ki.
Wegen der Maximalitit von kp ist dann sogar #(Uy N{P1,..., P,}) = k1.
Es sei > 2, und Uy, ...,U,_; seien bereits definiert. Falls {Py,..., P,}\ Ui o, #0
gilt, so setzen wir:
k,, := max{k € IN| Es gibt eine offene Kugel in X vom Radius £ - R, die
mindestens k Punkte aus {Pr,..., P,}\ U"Z] U, enthilt. }

Wiederum wegen der Maximalitit von k,, findet man dann eine Kugel U, = U,,(M,)

mit 7, = % . R und # (UM N{P,..., P\ U"Z) U,,) = k,.

Auf diese Weise erhdlt man Kugeln Uy, ..., U, mit p < n. Es gilt:

(1) Jeder Punkt P; (1 < j < n) liegt in (mindestens) einer Kugel U, (1 < u <p).

(2) Esist by +...+k,=n,alsor;+...+1r, =R.

(3) Esseim e {1,...,n}, und es gebe eine Kugel U vom Radius 7* - R, die m' > m der
Punkte Py, ..., P, enthilt. Dann liegt mindestens einer dieser m’ Punkte in einer
Kugel U, (1 < p < p) vom Radius > 7 - R. (Andernfalls wiirde k, > m’ fiir alle
p > 1 folgen, und diese m’ Punkte wiirden fiir alle u > 1 in X\ | J\_, U, liegen; die
Konstruktion wiirde also nicht abbrechen.)

Fir p = 1,...,p sei U, := U, (M,). Wegen (2) haben die U), die Radiussumme

2R = 2ec.

Es sei @ € X\U;_; U, und 1 < m < n. Dann enthélt Um.p(Q) hochstens m — 1 der

Punkte Py, ..., Py,:

Enthielte Um . g(Q) ndmlich mindestens m der Punkte P, ..., P,, so gibe es wegen
(3)cinj e {1,...,n} undeinp € {1,...,p} mit P; e UyNUn g(Q) und ry, > - R.
Daraus und aus @ ¢ U, L erhielte man

2r, < d(Q: My) < d(Q: ) +d(Pj;: My) < 7% Rty
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also r,, < 7 - R, Widerspruch!

: o P )
Damit folgt fiir Q € X\ U,—, U;:
1
n

1 & 9
= logd(Q; P) > <10gR+lOgR+---+lognR>
nj:1 n n n

1
log(Rt)dt =log R — 1 = logec,

Vv
S—

also [[7, d(Q; P;) > ¢
Dies zeigt die Behauptung.

Vorbemerkung:

Im Beweis des néchsten Satzes benttigen wir mehrfach die folgende wohlbekannte
Abschétzung

||z — [b]] ‘ z—b 2] + [0] N
< - fiir alle z,b6 € D. 4.13
=1 = (T3 2| S TRl 1)
Satz 4.8

Es seien 0 < ¢ < 4—16, 0<s<r<l1,b,....,b, €D, w € Dy mit w# by,...,b,

sowie M = % -log £. Dann gilt fiir (4erc)-fast alle z € D,

§:b <N[§:b —bw

& Z—bk & —bk)

Beweis: (cf. [31], VIII. Theorem 3.3)

O.E. darf man r = 1 annehmen. (Andernfalls ersetzt man by durch %’“, w durch % und

s durch 2.)
Essei [by| <2(1+s) firk=1,...,m, |bg| > 3(1+s) firk=m+1,...,n
Fiir [b] < 1 mlt b # w gilt wegen (4 13) und logas <z —1 fiir x > 0:
lo w—b ' lo M
BT 7w ST Jul
— 1o [1—(1—|b|) 1_711]']<—(1—|b|) 1_7‘“4
- T+ ol Ju] T ol ]
also B
1—b-w 1—s
1 - (1 —|b)]). 4.14
e B R ) (114
L Fiir [b] < £(1 + s) folgt aus (4.14) sofort
1—b-w 1-s 1+s 1 9
1 (11— = .(1-s)2
ng—b‘>2< 2)4(3)
Damit folgt:
1— by
Zlog SR ST ()2 (4.15)
—bk 4




Andererseits erhilt man mit Satz 4.7
m
bk z 1
1
2 e ’ i Z Tz 2o

fiir (4ec)-fast alle z € Ds. Aus (4.15) und (4.16) folgt insgesamt

1
< m - log 2 + log =m - log - (4.16)
c

— by - w
Zlog <M - Zlog m— ‘ (4.17)
fiir (4ec)-fast alle z € Dj.
IL. Fiir £(1+s) <[] <1 und alle z € D, erhéilt man mit (4.13) analog:
1-b-z 1—10]-|2] [ 1+ |2|
log < log—————— =log [1+ (1 —|b])-
—b o] — 2| 0] — 2|
1+ |z 4
< =) < T )
Damit und mit (4.14) folgt insgesamt
o 1-b-z < 8 o 1—b-w
ol — (1—s)2 8w b |’
und wegen 2 < log % < log% somit
1-b-z 1—b-w
1 M -log | —|.
ogl—— | < S — ‘
Damit erhélt man
- 1—bg-2 - 1—bg-w .
Z log R M - Z log p— fiir alle z € Dy. (4.18)

k=m+1

Aus (4.17) und (4.18) ergibt sich die Behauptung.

Dieses Resultat, angewandt auf die Polstellen by einer in D meromorphen Funktion,
148t sich mithilfe der in Definition 1.8 eingefiihrten verallgemeinerten Anzahlfunktion
kiirzer so formulieren:

Korollar 4.9

Esselo<c<— O<s<r<l1l, M:= = 8)2 log w € Dy und f meromorph
in D, wobei w kelne Polstelle von f sei. Dann gilt fur (4dec)-fast alle z € Dy

f(z) 00 und N,(r, f) < M- Ny(r, f)

und somit auch

T.(r, f) < M -Ty(r, f).

Von nun an sei stets stillschweigend vorausgesetzt, dafi in Ausdriicken 7. (r, f) nur
solche z betrachtet werden, die keine Polstellen von f sind.
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Satz 4.10

Es seien o,y > 0 und 0 < s < rg < 1. Dann gibt es eine nur von «,y, s und r
abhéngige Konstante K; < oo, so daf gilt:
Ist f holomorph in D und |f(z)| > « fiir ein zy € Dy, so gilt fir rg <r <1

m (r, %) < Ki-(1+m(r ) (4.19)

1
und T, (r, ?) < Ky (L+m(r, f)) fiir y-fast alle w € D. (4.20)

Beweis: ([31], VIII. Theorem 3.5)

O.E. sei v < 1. Es sei ein r € [ro; 1) gegeben.
Da f holomorph ist, gilt N,,(r, f) = 0. Damit folgt aus der Poisson-Jensenschen Un-
gleichung (Satz 1.9)

1
- (r,—) N + |20] N,

2
%)g(iifﬂ)-m@Jﬁ—géf@-mwﬂm»

r?
f) =l 7 — |20l |20
Hiermit und mit — log | f(20)| < log™ | f o < log % erhélt man weiter
1
T,.|r = = m
(3) = () o (n3)
1
< <m+s> m(r, )+ 22 ogt = (4.21)
ro — S ro — 8 o'

Wegen m (r, %) <T, ( T, f) folgt hieraus (4.19).
Nach Korollar 4.9 gilt auflerdem:

1 1
Tw (7“7 ?> <M-T,, (r, ?) fiir v — fast alle w € Dy

mit M = (ﬁj)g -log; < o= -logf =: M. Hieraus und aus (4.21) erhilt man
4.20) mit K := M - 1055 . max { o8- Jogt L L
0 0 g

Satz 4.11

Es seien o, > 0 und 0 < s < rg < 1. Dann gibt es eine nur von «,y, s und r
abhéngige Konstante Ky < 0o, so daf gilt:
Ist f meromorph in D und

|f(2)] < a nicht ~-fast tiberall in Dy, (4.22)
so ist fir ro <r <1
1
m <7’, ?> < Ko (L+Ty(r, f)) fiir alle w € Dy (4.23)
1
und T, <7“, ?) < Ky (1+Ty(r, f)) fiir y-fast alle w € Ds. (4.24)
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Beweis: (cf. [31], VIII. Theorem 3.5)
Wiederum sei 0.E. v < 1. Es seien ein r € [rg; 1) und ein wg € Dy gegeben.
Nach Korollar 4.9 gilt T(r, f) < Mo - Ty, (1, f) fiir y-fast alle z € Dg mit My = ﬁ .

log %. Hieraus und aus der Voraussetzung (4.22) folgt die Existenz eines zp € D mit
Too(r, ) < Mo - Tuo(r, f)  und | f(20)] > ov. (4.25)

Aus der Poisson-Jensenschen Ungleichung erhélt man wie im Beweis von Satz 4.10

1 1 T =+ |20] 1
Tzo (Tv ?> m <Tu ?) + - |20‘ : NZo <T‘, ?)

2
(T—i— |ZO|) ~m(r, f) + Tt o N (1, f)
0

IN

T — |20 T — | 20|
ST tog o)
2
1
(TO + 3) T (ry f) + 0 gt 2 (4.26)
o — S To — S «

Aus (4.25) und (4.26) ergibt sich wegen m (r, %) <T, (r, %) sofort (4.23).

Weiter gilt nach Korollar 4.9 T, (r, %) < My - T, (r, %) fiir y-fast alle w € Dg. Hieraus
folgt in Verbindung mit (4.25) und (4.26)

1
Tw <r, ?> < K- (14 Tyy(r, f))  fiir v — fast alle w € Ds
mit K = M - :g—fz -max{:g—fz - My;log™ é}

Indem man diese Abschétzung auf ein wg € Dy mit Ty, (r, f) < min,, ; Tw(r, f)+1
anwendet und K} durch Ky := 2K, ersetzt, folgt (4.24).

Die Ausnahmemengen in Satz 4.10 und Satz 4.11, in denen die Abschéitzungen (4.20)
und (4.24) nicht gelten, hiangen natiirlich sowohl von f als auch von r ab.

4.4 Beweis des Satzes von Cartan

Im Induktionssschlufl des Beweises miissen wir den Satz von Cartan auf ein beliebiges
Gebiet im Einheitskreis anwenden. Dazu benotigen wir folgende, fiir p > 4 nicht
unbedingt selbstverstéandliche

Proposition 4.12

Wenn der Satz von Cartan fiir ein p > 3 in I gilt, so gilt er (fiir dieses p) auch in
jedem Gebiet Q2 C C.

Beweis:

Es existiert eine surjektive holomorphe Abbildung ¢ : D — Q (etwa die universelle
Uberlagerung von €, sofern C \ Q mindestens zweielementig ist). Es sei F eine Familie
von p-Tupeln f = (fi,..., fp) von Einheiten f; in Q mit f; +...+ f, = 0. Dann ist auf
F = {(fiop,...,fpop): feF} der Satz von Cartan anwendbar. Die Konvergenz-
aussagen, die man mit seiner Hilfe fiir F erhélt, iibertragen sich wegen der Surjektivitét
von ¢ sofort auf F.
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Die zentrale Rolle im Beweis spielen Abschitzungen fiir die Schmiegungsfunktion
gewisser Briiche von Wronski-Determinanten:
Notationen:
Es sei F wie im Satz von Cartan.
Fiir ¢ > 2 verschiedene Indizes ji,...,j, € {1,...,p} und f € F bezeichnen wir
mit DC(,”) = Déy)(f;jl, conde),v=1,...,4(q—1), die (g) = 4(¢—1) Funktionen®

L(fjl?ij’fj37"'7qu) : L(fk’:;?"'?fk’q)
L(fkl?ka""?fkq) ’ L(fkg?fkg?"'?fkq)

mit {ky,...,k;} = {Jj1,...,Js} und ky < ky < ... < k,. Solche Ausdriicke nennen
wir im folgenden kurz D-Briiche der Stufe g (englisch: ¢-term derived fractions).
Ein D-Bruch der Stufe 2 ist offensichtlich einfach eine zweireihige dehomogeni-
sierte Wronski-Determinante L(f},, fj,)-

Fiar I = {j1,...,Jq} C {1,...,p} setzen wir L(f;I) :== L(f},,..., f;,) und ent-
sprechend D((]V)( fil):= Déy)( fi71, -+, Jq)- SchlieBlich schreiben wir mitunter kurz
Lj,.. j, statt L(f;, ..., fi,)-

Mithilfe der Abschétzungen von Bloch und Cartan (Satz 4.10 und Satz 4.11) erhalten
wir:

Proposition 4.13
Es sei F wie im Satz von Cartan mit p >4, t € {3,...,p—1},0 >0,73,..., % €
(0;0), % <rg<...<1 < pip1 < 1. Es gebe eine Folge £, C F, so daf gilt:
(1) Firjedes s € {3,...,t} und alle Indexmengen I C {1,...,p—1} mit #[ = s
gibt es ein v =v(s;1) € {1,...,5(s — 1)}, so daB fiir alle f € L,

|IDY)(f;1)(2)] <1 nicht v, fast iiberall in D, (4.27)

gilt.
(2) Furalle f € £, und alle ky, ko € {1,...,p—1} mit k; # ko gibt esein 2y € D,,,
mit |L(fk17fk2)("7’0)’ > 1.

Sofern 9 > 0 klein genug ist, gibt es dann eine nur von ~v3,...,%, T2,...,74,
prr1 und p abhingige Konstante C' < oo, so daf} fiir alle f € £;, alle paarweise
verschiedenen ji,...,j5 € {1,...,p— 1} und alle r € (p;;1;1)

w(rps) <C (14 3 minLiin)

gilt.

Beweis:
LLEssei3<s<tund I C{l,...,p— 1} mit #I5 =s.
Fir v = v(s;I;) und f € L; gilt nach Voraussetzung (1) und Satz 4.11:

1 (s) V) (¢
T, <r, W) < K. (1 + T (r, D )(f,IS))) (4.28)

3 Wie die Numerierung im einzelnen erfolgt, ist irrelevant.
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fiir alle r € (rs41;1) (falls 3 < s <t —1) bzw. alle r € (pry1;1) (fiir s = ¢) und 7,-fast
alle w € D, mit einer geeigneten Konstanten KQS).

Fiir die (holomorphen!) D-Briiche der Stufe 2 gilt wegen Voraussetzung (2) und Satz
4.10 entsprechend:

T, <r, M) <K - (1 +m(r, L(fr,, fkg))) (4.29)

fiir alle r € (r3;1), alle k1, ks € {1,...,p — 1} mit ky # ko und ~yo-fast alle w € D,,.
Sofern § klein genug ist, gibt es fiir alle f € £; und alle € (py41;1) stets ein (von f
und r abhéngiges) wg € D, so daf fiir dieses wy die Abschéitzungen (4.28) und (4.29)
mit allen denkbaren Indexkombinationen synchron giiltig sind; wie klein § sein muf3,
héngt nur von der Zahl der bendtigten Abschétzungen, d.h. von p und ¢ ab.

II. Es sei f € Ly und 7 € (pe41;1), und wy € Dy, sei so gewéhlt, dafl alle Abschitzungen
(4.28) und (4.29) giiltig sind.

Jedes L(f; Is) (mit #I; = s, 3 < s < t) 1Bt sich in der Form

L)L (£:12))

L(f;I,) = DY) (f; 1) - L(f; I

mit gewissen Is(’i)l,ls_g C I, #Ié‘i)l =s—1, #I,_o = s — 2 darstellen, wobei man
v = v(s;I;) wihlen kann, so daf§ also (4.28) erfiillt ist. Daraus erhélt man, wenn man
noch die Polstellenfreiheit von L(f;Is) und L(f;Is_2) beriicksichtigt, Abschitzungen

der Gestalt
. 1
0 ’ L(f7 Is)

< K- (14 Ty (nDY(f5 1))

+ T (1, L (f3 Ts—2)) + Tug <r’ W) Tl <T’ m>

S(K9+Q~%+m@JU%D+mmLMLzD

Setzt man diese Abschétzungen, ausgehend von I; := {ji,...,:}, ineinander ein und
beachtet hierbei im letzten Schritt (4.29), so ergibt sich

1
Two \1v 77—~ ) =C- LF D)),
(r L(fjl""vfjt)> < <1+Ic{j1§;’jt}m(r (f )))

Dies gilt fiir alle r € (pi41;1) und f € L4, wobei C' < oo unabhéngig von r und f ist.
Damit ist die Behauptung gezeigt.

Den letzten der im Beweis des Satzes von Cartan zu betrachtenden Falle deckt das
folgende Resultat ab:
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Proposition 4.14

Es sei G eine Familie von ¢g-Tupeln g = (g1, ..., 9,) (¢ > 3) von Einheiten g; in D
mit gy +...+ g, =1. Essei 0 < py < Ry < 1. Es gebe ein a > 0, so daB fiir alle
ge€Gundalleje{l,... ¢}

lg;(20)| > v fiir ein zy € D, (4.30)

gilt, und eine Konstante C' < co mit

1
m(r,m)gc- 1+ > m(r,L(g;])) (4.31)

Ic{l,....q}
fir alle g € G und alle r € (Ry; 1).
Dann sind alle Familien (g;)4e¢ (1 < j < ¢) normal in D.

Beweis:

Es sei g = (91,...,9¢) € G und L := L(g1,...,9q)- LU) bezeichne die j-te Unterdeter-
minante von L beziiglich der ersten Zeile, d.h. die Determinante, die aus L entsteht,

wenn man dort die j-te Spalte durch (1,0,...,0)” ersetzt. Die linearen Relationen

g+...+g9,=1 und ggk)—}—...—kgék)EO firl <k<g-1

lassen sich auch schreiben als

1 - 1 7 1
9t 9% . 0
g1 9q : .
(g—1) (a-1) )
91 dq
g1 9q gq 0

Nach der Cramerschen Regel gilt somit fiir j =1,...,¢:

7,

gj:T’

also )
m(r,g;) < m(r, L(j)) +m <r, z) )

Wegen (4.31) folgt, wenn man LU) bzw. L(g; I) geméB der Leibnizschen Determinanten-

v)
formel durch die Quotienten gg“—u ausdriickt, mithilfe von Satz 1.17

1 1 1
1+ log - —i—zzlogJr <m(R,gk) —i—m(R, —))]
k=1

m(ragj) < K/ .
9k

fir Ry < r < R < 1 mit einer von g, j,r und R unabhingigen Konstanten K’ < oc.
Wegen (4.30) gibt es fiir alle k = 1,...,q ein 29 € D,, mit |gx(20)| > «, und mit der
Poisson-Jensenschen Ungleichung (Satz 1.9) folgt

1 2
(R} < (Fo) ) - 2 gl

R — |20] R — |20|

Ro+,00>2 Ro + po L1
(R, g) + 2P0 gt

(Ro—po (R, gx) Ro—p %
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Damit ergibt sich fiir mg(r) := >.{_, m(r, g5) die Abschétzung

1
mg(r) < K - <1+logR

- T

+ log™ mg(R)>

fiir Ry < r < R < 1und g € G mit einer von g, R und r unabhéngigen Konstanten K <
00. Da r — mg(r) wegen m(r, gi) = T'(r, gi;) stetig und monoton ist, kann man Lemma
1.20 anwenden und erhélt so fiir alle R € (Rp; 1) die gleichméBige Beschrénktheit von
mg(r) (9 € G) auf (Ro; R) und damit - wiederum aus Monotoniegriinden - auf [0; R).
Mit Satz 1.11 folgt die erwiinschte Normalitét.

Damit stehen alle Hilfsmittel fiir den Beweis des Satzes von Cartan bereit. Aus Griin-
den der Ubersichtlichkeit formulieren wir die zu beweisenden Konvergenzaussagen
noch einmal explizit:

Satz von Cartan:

Es sei p € IN,p > 3. Es sel F eine Familie von p-Tupeln f = (f1,..., f,) von
Einheiten in D mit f; +... 4 f, = 0. Dann gibt es eine Teilfolge £ C F, so da8
eine der beiden folgenden Bedingungen erfiillt ist:

(a) Esgibteink € {1,...,p},sodafl (;—i)f ; fiiralle j € {1, ..., p} K-konvergent

S
in D ist (gegen 0 oder gegen eine Einheit in D).
oder

(b) Es gibt zwei disjunkte, mindestens zweielementige Teilmengen Sj,S; C
f4
{1,...,p}, so daB <f—2>fe

gen eine Einheit und <Z jes, ;—;)f . fir alle £ € S, K-konvergent gegen 0
S

; fir alle j,k € S, (n = 1,2) K-konvergent ge-

ist.

Die Aquivalenz mit der in Abschnitt 4.1 gegebenen Formulierung ist leicht einzusehen.
Beweis des Satzes von Cartan:
Fiir p = 3 folgt die Giiltigkeit des Satzes von Cartan, wie in Abschnitt 4.1 gezeigt, aus
dem FNT.
Es sei p > 4, und die Behauptung sei fiir den Fall von p—1 Funktionen bereits bewiesen.
Aufgrund der Moglichkeit, das Diagonalverfahren anzuwenden, geniigt es, die behaup-
teten Konvergenzeigenschaften in jedem Kreis D, mit o < 1 nachzuweisen.
Es sei also rg € [%, 1) beliebig. Wir wéhlen ry,...,7r, so, dal ro <7 < ... <1p <1
gilt und fiir , := % 3<qg<0p)
V3o Yp SO (4.32)

erfiillt ist, wobei § die Konstante aus Proposition 4.13 bezeichnet.
Wir diirfen o.E. annehmen, da8 fiir alle f € F jeweils p — 1 der Funktionen fi,..., f,
linear unabhéngig sind, da8 der von fi,..., f, erzeugte Teilvektorraum von H (D) also
die Dimension p — 1 hat.
Ist ndmlich (fn)n = ((fins---, fon)), © F eine Folge, fiir die fi,, ..., fp—1,n jeweils
linear abhéingig sind, so ersetzen wir f;,, durch ﬁz mit f;n = fin-(14¢jn), wobei die
¢jn in D holomorphe Funktionen sind, die wir so wihlen kénnen, daf [c;,,(2)| < 1

fir alle z € D, gilt, fin,.. .,f;,_lm linear unabhéngig sind und die Borelsche
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Gleichung auch fiir ]?n erhalten bleibt, also ,]?ln +...+ ]A‘;,’n = 0 gilt. (DaB hierbei
auch ¢y, (2)] < L erfiillbar ist, erkennt man aus ¢, = _fp% (eim- fin+.. +
Cp—1,n " fp—1n).) Man iiberlegt sich dann leicht, daf8 jede C-Klasse fiir eine Teilfolge
von (fn)n und Dy, auch C-Klasse fiir die entsprechende Teilfolge von (f,,), und Dy,
ist.

Fall 1: Eine Quotientenfolge (%)n mit (fn)n = ((fin,- -5 fpn)), € F, 1 <

Jos ko < p, jo # ko ist K-konvergent in D, mit Grenzwert # —1.

O. E. sei jo =1, kg = p. Es sei

fin Gim = fim
n o=
fpn / fp,n

Dann gilt g1, + ... 4+ gp—1,n = 0 fiir alle n, die Funktionen g2, ..., gp—1,n sind
Einheiten in D, und es ist g; := limy, 00 g1, Z 0.

Daher hat g; in |z| < rp nur endlich viele Nullstellen z, ..., z,,. Man wihle 7“6 S
(ro;71) so, dal z1, ..., zp, sogar die einzigen Nullstellen von g; in |z| < r{, sind, und
setze

Jip =1+ 7 firj=2,...,p—1.

. . 1 "
ehi= g | min |2y — 2|, €:=min {5’; Z(r{) - ro)} , Q=D Ul Be(zy).
ll/:

Dann ist €2 zusammenhéngend, 0Boc(2,) C Q fiir alle p = 1,...,m, und g; ist
nullstellenfrei in 2. O.E. kann man daher g1 ,,(z) # 0 fiir alle z € Q und alle n € IN
annehmen. Aufgrund der Induktionsvoraussetzung und Proposition 4.12 gilt nach
geeigneter Teilfolgenauswahl:

(a) Es gibt ein kg € {1,...,p — 1}, so daB (g”) fir alle j = 1,...,p— 1

0,71
KC-konvergent in € ist. Hierbei sei ky minimal mit "dieser Eigenschaft gewéhlt.

oder 4
(b) Es gibt zwei disjunkte, mindestens zweielementige Teilmengen 51,89, C
{1,...,p — 1}, so daB (93”> fir alle j,k € §M (u = 1,2) K-konvergent

in 2 gegen eine Einheit und (Z] 5 %) fur alle k € :S’VM KC-konvergent in 2
v 9k )

gegen 0 ist.
Wir betrachten zunéchst Fall (a).
Ist ko = 1, so ist wegen der Konvergenz von (gin)n, auch (gjn)n = (}Zf)n fiir
j=2,...,p—1 K-konvergent in 2, so dal S = {1,...,p} eine C-Klasse fiir (f,,)n
und €2 bildet.
Falls kg > 2 ist, so mufl gg}:_,n — 0 fiir n — oo wegen der Minimalitdt von kg

0,n
— 0, d.h. f”—” — 0. Da wegen Zn — Jin gy
kOa” gko,n fko,n

j=2,...,p—1auch ( Sin ) 2<j<p- 1) und schlieflich wegen der Borelschen
n

07

gelten® und somit auch

Gleichung (;;1" ) in Q K-konvergent ist, ist wiederum S = {1,...,p} eine C-
0"/ n

Klasse fiir (f,,), und Q.
Nun nehmen wir an, dafl Fall (b) eintritt.

4 Fall (b) ist nur fiir p > 5 moglich.
5 Andernfalls wire (g;f‘”) KC-konvergent gegen eine Einheit, so daf auch (qi ") ,j=1,...,p—1

n
KC-konvergent wiére.
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Ist §u C{2,...,p—1}, so ist wie soeben (fj—")n fiir 7,k € §u K-konvergent gegen

fk,n

eine Einheit in €2, ebenso (Zjeg }Z—") fir £ € S, gegen 0. Man kann dann
w Jkmn )y

S = §M als neue C-Klasse fir (fy,), in Q wéihlen.

Ist hingegen 1 € §M, so erhélt man aus der K-Konvergenz von (g1,,), wiederum die

KC-Konvergenz aller (gjn)n (j € gu) gegen Einheiten in Q sowie die K-Konvergenz

von (Eje@t gj,n)n = (Zje@u{p} g—:)n gegen 0. Damit ist S, := S, U {p} eine

neue C-Klasse. Die Disjunktheit von S; und S5 ist klar.

Mithilfe der Cauchyschen Integralformel {ibertrigt sich die gleichméfige Konver-

genz der beschriebenen Folgen von den Kreisrdndern 0Bs.(z,) auf das Innere, ist

insgesamt also in D, giiltig. Damit ist der Satz von Cartan fiir diesen Fall bewiesen.
Von nun an nehmen wir an: Es gibt ein o > 0, so daf} fiir jedes f € F und alle
Jke{l,...,p}ein z € D, mit

i
= (z
fk( 2
existiert. Ist dies ndmlich nicht der Fall, so gibt es eine Folge £ C F und jg, ko €
{1,...,p} mit jo # ko, so daB (J{]—O)

ko f€
man sich in der Situation von Fall 1 befindet.
Fall 2: Es gebe eine Folge £1 C F und ji,j2,k1, ke € {1,...,p} mit {j1,k1} #

{j2, k2}, j1 # k1, jo # ko, so daB

’L(fj17fk1)(z)| <1, |L(szafk2)(z)| <1

fir alle f € £, und alle z € D, gilt.
Wegen L(f;, fr) = }c—é — ;—j und (4.33) folgt aus Satz 2.9 (mit 8 := 1/«a), daB

(?T“)f . (u = 1,2) gleichméBig beschriankt und somit o.E. C-konvergent in D,
H €L

> (4.33)

. gleichméfBig in D,, gegen 0 konvergiert, womit

ist. Falls einer der beiden Grenzwerte nicht identisch —1 ist, liegt die Situation von
Fall 1 vor. Es seien also beide Grenzwerte identisch —1. Falls {j1, k1}N{jo, ka} # 0,
o.E. ki = ko ist, so ist (?—1)

12/ fel

1 anwendbar ist. Andernfalls gilt die Behauptung des Satzes mit S1 := {j1,k1},
Sy := {jo, ka} als disjunkten C-Klassen fiir £; und D, .
Im folgenden nehmen wir an, dafl Fall 2 nicht erfiillt ist. Dann gibt es eine Folge Lo C F,
so daf fiir alle Indexpaare {j,k} C {1,...,p} (j # k) mit eventueller Ausnahme eines
Paares {jo; ko} und fiir alle f € £ ein 2z € D,, mit

IL(fj: fe)(z2)| = 1 (4.34)

K-konvergent gegen +1, so dafl wiederum Fall

existiert.
O.E. sei kg = p. Damit ist insbesondere Voraussetzung (2) aus Proposition 4.13 erfiillt.
Wir betrachten fiir ¢ = 3,...,p — 1 nun den

Fall q: Es gebe (zu einer gegebenen Folge £,_; C F) eine Teilfolge £, C £,1 und
q paarweise verschiedene Indizes j@, cee jSQ) €{1,...,p—1}, so daB fiir alle
feLlyundaller=1,...,4(¢g—1)

’D(g”) (f;j@, e ,j(gq)> (z)’ <1 fiir 7, — fast alle z € D, (4.35)

gilt.
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Es seien fiir ein ¢ € {3,...,p— 1} die Félle 3 bis ¢ — 1 nicht erfiillt. Dann gilt, wie man
sich leicht iiberlegt, fiir alle s mit 3 < s < ¢ — 1:

Es gibt eine Teilfolge £, C Ls_ 1, so dafl fiir alle paarweise verschiedenen
Indizes k1,..., ks € {1,...,p—1} ein v = v(s;ky,..., ks) € {1,...,5(s = 1)}
existiert, fiir welches fiir alle f € L,

DY (fik, ..., ks)(z)‘ <1 nicht ~, — fast iberall in D,,  (4.36)

gilt.
Fall ¢ hingegen sei erfiillt mit o.E. {qu), - ,j(gq)} ={1,...,q}. 6
I. Nach Voraussetzung (4.35) gibt es fiir jedes f € £, ein m1 = mq(f) € IN und of-

fene Kreisscheiben Uy, . . ., Uy, mit Radiussumme §(q—1)-v,, so daf ‘D((IV) (z)‘ <1

fiir alle z € Dy, \ U2, Uy, und jede der £(g—1) Funktionen D[(IV) = Déy)(f; 1,...,9)
gilt. Wegen 2(q — 1) -4 = % - (rg — rq—1) gibt es somit endlich viele Kreisringe
A1, Apy C Ar,_ 1y, (0) mit Mittelpunkt 0 und Gesamtbreite” %(rq — r4—1), so

daB
mi mo
Uu.nlJ 4. =0
pn=1 pn=1
so daf also
mo q
|D((1”)(z)| <1 fiiralle z € U A, und v = 1,...,§(q—1)

p=1

gilt. (Dabei kann man ms = ma(f) < mq(f) + 1 wihlen.)
Es sei ) einer der Quotienten

W(szafk’gv"' 7fk’q)
W(fkl?fksv"' 7fkq)

mit {ki1,...,k;} = {1,...,¢}. (Man beachte, dal nach der eingangs getroffenen
Voraussetzung iiber die lineare Unabhéngigkeit der f; die Wronski-Determinanten
im Zahler und Nenner nicht identisch verschwinden; insbesondere ist @ # 0.)

Behauptung:
Fir alle (1, € A, (p=1,...,ma(f)) gilt
1. 'Q(Cl) < 40,
40 7 |Q(¢2)
Beweis:
Fiir alle ¢ € A4, ist ’%I((g)) ‘ <1, denn nach Korollar 4.5 ist

Q" W(fwas Fras Frgs -5 Fiog) - W g -5 fieg) — DY (f:1,....q)

Q 7W(fkl?fk?,?"‘?fkq).W(fk27fk37"'7fkq) 1

fiir ein v € {1,...,4(¢ —1)}.

6 Man beachte, da$ durch die getroffenen Vereinbarungen die Folgen Lo O ... D £, wohlerklirt
sind.
" Hierbei verstehen wir unter der Breite eines Kreisrings die Differenz von Innen- und Auflenradius.
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Es gibt einen Weg I in A, der Lénge {(T) < (m+1)-rq —rq_1 < 7+ 1, der ¢
und (s verbindet und auf dem () keine Nullstellen hat. Fiir einen geeigneten
Logarithmus léangs I' erhélt man

1o Q(¢1) — log Q)| = ‘/F %<<>d<' FCREITE

Mit —|log z| < log |z| < |log z| fiir z € C\{0} folgt
1
B (W+§> < log Q(G)

Q)
Wegen e s < 40 ergibt sich die Behauptung.
Damit folgt: Falls es ein zg € A, mit [Q(20)| < 1 gibt, so ist |Q(z)| < 40 fiir alle
z€ A,
IL. Es sei pg 1= % - (2rg—1 +1q).
Behauptung:
Es gibt ein M < oo, so daf fiir alle f € £, und alle » > p, mit 0D, C A, fiir
ein p e {1,...,ma(f)}

k IC{1,.q}

+1

gilt.

Beweis:
Es sei ein f € £, und ein r > p, mit 0D, C A, gegeben.
Es geniigt, m (7“, %) zu betrachten. Es sei

Q: W(f?af?n"'afq)
V[/v(flaf:%'"afq)7
so daf3
f2 _ Lis.q
fi Loz .4

ist. (Wiederum verschwinden die beiden Wronski-Determinanten im Z&hler
und Nenner von ) nicht identisch.)
Fall A: Es gibt ein zp mit |z9| = 7 und |Q(20)| < 1.
Nach I. ist dann |Q(z)| < 40 fiir alle z € A,,, insbesondere fiir |z| = r und
somit m(r, Q) < log40. Damit folgt

1
m r,é <m(r,Lis..q) +m |1, + log 40.
1 Los.. 4

Im Falle ¢ > 4 folgt aus (4.36) und (4.34) gemif Proposition® 4.13, ange-
wandt auf ¢t := ¢ — 1:

m(Li)“ 1 Do mOnL(f:D)

Ig{27377q}

8 An dieser Stelle wird die Bedeutung der Voraussetzung r > p, > 7,1 einsichtig: r,_; und p,
entsprechen den Groflien s und rg aus den in den Beweis von Proposition 4.13 eingehenden Satzen
4.10 und 4.11.
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Ist ¢ = 3, so ist wegen (4.34) und Satz 4.10

1
m <’l“, —) <Kj- (1 + m(r, ng)) .
Los

Es folgt die behauptete Abschitzung fiir m (7“, %) (mit einer von f und

r unabhéngigen Konstanten).
Fall B: Fiir alle z mit |z| = r ist [Q(z)| > 1.

Fiir
~ 1 .. L ~
Q: (flaf37 7fq) und ﬁ: 23...q Q
Q W(f27f37"'7f) f2 L13...q
kann man dann wegen }@(z)’ < 1 fiir alle z mit |z| = r analog wie im

Fall A argumentieren und erhélt eine Abschéitzung fiir m ( ) Wegen

ﬁ(zl)‘ > « fiir ein z; € Dy, folgt mit Satz 4.10

)

und somit insgesamt die gewiinschte Abschéitzung fiir m ( L 2)

II. Da die Kreisringe A1, ..., Ay, 5) € Ar,_yr,(0) die Gesamtbreite §( ¢ — Tqg—1)
haben, folgt mit II.

@f}?éqm( ]{;)<M ( . m(?ﬁL(f;I))) (4.37)

IC{1,....q}

fiir alle f € £, und alle r in disjunkten Intervallen Iy, ..., I, 5 € (pg;7q) der
Gesamtlénge® > 1(ry — rg_1), kwrz: fiir v € I(f) mit [I(f)| > 3(rg — rq-1) >
%(Tq = Pq)-

Es sel myg(r) := > 1< pcy™ (r %) Wenn man beachtet, dal man L(f; 1) wegen

(v)
Lferseeifi) = L <fk17“. Srs > (Lemma 4.3) stets durch die Quotienten ;ﬂ

» f
darstellen kann, erhélt man aus (4.37) und Satz 1.17 fur alle f € L4, r € I(f),
Re(r;1)
myg(r) < ¢ -M-[1+ Z m(r, L(f; 1))

IC{l 4}

J T
+C’ log™* < < j)—km( >)
1<%:<q fk f]

" + C -logt ms(R).

IN

A+B-10g

1
< A+ B-1
= + og -
Mit Lemma 1.20, angewandt auf das Intervall [pg;74), ergibt sich eine Abschétzung

+D

mys(pg) < 2B -log p—
a7 Pq

 denn pg —rq_1 =3 - (rg — rq—1)
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fiir alle f € £, also wie am Ende des Beweises von Proposition 4.14 die gleichmé&fi-
ge Beschrénktheit von my(r) fir 0 <r < py, f € L4, und somit die Normalitit von

fr
identisch —1 sein, so dafl man sich abermals in der Situation von Fall 1 befindet.
Fall p: Die Fille 3 bis p — 1 seien nicht erfiillt.

Aus Proposition 4.13 erhilt man dann

(fj )f A in D,, (1 <4,k < q). Hierbei konnen nicht alle auftretenden Grenzwerte
€Lq

1
m <TL—> <C |1+ > mrL(fT)
(fio- 5 fo-1) (et}
fir alle f € £,—1 und alle r € (rp; 1).
Da fiir die Einheiten g; := —;—Z (1<j<p-1)

gl—l-...—l—gp,lEl
und nach Lemma 4.3
L(f]l??f]s) :L(gj17ag]s)
fir {j1,...,7s} €{1,...,p — 1} gilt, ist

1
m<nﬁ>gc. L+ >, mrLgl)

oI 1C{1,p-1}

fir alle f € £,1 und alle r € (rp; 1).
Daraus und aus (4.33) folgt mit Proposition 4.14 fiir j = 1,...,p—1 die Normalitéit
von (g;)fec,_, in D, so da8 wiederum Fall 1 zur Anwendung kommt.

4.5 Der Satz von Borel

Ausgangspunkt fiir die Cartansche Vermutung war das Bestreben, geméfi dem Bloch-
schen Prinzip ein Analogon zu dem folgenden Satz von Borel zu finden, welcher sich
wiederum leicht aus dem Satz von Cartan ableiten l1a83t:

Satz 4.15 Satz von Borel
Es seien fi,..., f, (p > 2) Einheiten in C, die die Borelsche Gleichung

At f=0

erfilllen. Auf der Indexmenge {1, ...,p} werde durch

g~k = de e C\ {0} %EC
k

eine Aquivalenzrelation definiert. Dann gilt fiir jede Aquivalenzklasse S C

{1,...,p}:
Y fi=o.

jes
Insbesondere besitzt jede Aquivalenzklasse mindestens zwei Elemente.

Satz 4.15 besagt also, dafl die Borelsche Gleichung mit Einheiten in C nur trivial
erfiillbar ist.
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Beweis:

Wir betrachten zunéchst den Fall, da8 >° .. ; f; # 0 fiir alle J C {1,...,p}, J # 0 und
o.E. p > 3 gilt, und zeigen hierfiir, dafl alle Quotienten %, 1 < j,k < p konstant sind.

Es gibt unter dieser Voraussetzung ein zy € C mit

> fi(z0) #0 firalle J ¢ {1,...,p}, J#0. (4.38)

Jj€J
Man setzt firn € Nund j=1,...,p

fin(z) = fj(z0+n-2),

so dafl alle f;, Einheiten in D mit f1, + ...+ fpn» = 0 sind. Nach dem Satz von
Cartan gibt es (nach evtl. Teilfolgenauswahl) eine C-Klasse S fir ((fin,---s.fpn)),
und D. Aufgrund der Normierung f;,(0) = f;j(20) ersieht man aus (4.38) und aus
Bedingung (3) von Definition 4.1, dafl S = {1,...,p} gelten mufl. Da - ebenfalls wegen
der Normierung - Konvergenz gegen 0 ausgeschlossen ist (fiir den stabilen Anteil I von

S also I =S ={1,...,p} gilt), sind alle Quotientenfolgen (ﬁ—”) K-konvergent in
m ) n

D gegen eine Einheit und insbesondere beschrénkt in Dy /. Also ist ;—; fir alle j,k =
1,...,p beschrinkt in C, nach Satz von Liouville also konstant. In diesem Fall gibt es
also nur eine Aquivalenzklasse, némlich {1,...,p}, und die Behauptung ist erfiillt.
Gibt es ein J ¢ {1,...,p}, J # 0 mit 3>°,;f; = 0, so kann man fiir J und fiir
{1,...,p} \ J induktiv schliefen.

Selbstversténdlich wére es wiinschenswert, in Umkehrung unserer Argumentation den
Satz von Cartan mittels der Zalcmanschen Methode auf den Satz von Borel zuriick-
zufithren, welcher sich, wie wir soeben gesehen haben, ungleich leichter beweisen
1a8t. Leider scheint jedoch auch eine iterative Anwendung der Reskalierung aus dem
Zalcman-Lemma nicht zum Ziel zu fithren.

Mit wenig Aufwand ist auch ein direkter Beweis des Satzes von Borel moglich. Dazu
bendtigen wir folgendes auf Nevanlinna [39] zuriickgehende Lemma, welches uns im
weiteren noch mehrmals gute Dienste leisten wird:

Lemma 4.16
Es seien ¢, ..., ¢, linear unabhingige meromorphe Funktionen mit

pr+...+pp, =1
Dann gilt fir y =1,...,p:

T(r, ;) < kz:]v (r, é) — > N(rgp) + N, W)—N (r, %) + S(r),

1<k<p
k#j

wobei W =W (¢4, ..., ¢,) die Wronski-Determinante von ¢y, ..., ¢, ist und

S(r)=O0®og"r)+ O (logfL max 7'(r, <pk)> firr - oo, r ¢ £

1<k<p

mit einer Menge E C (0; 00) von endlichem Lebesgue-Mafl bzw. E = (), falls alle
@ endliche Ordnung haben, gilt.
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Beweis: (cf. [39], S. 113 - 117)
Essei L = L(¢1,...,¢p) und L; (1 < j < p) die Determinante, die aus L entsteht, wenn
man dort die j-te Spalte durch (1,0, ...,0)7 ersetzt. Wegen der linearen Unabhiingigkeit
der ¢; ist W # 0, also auch L # 0. Nach der Cramerschen Regel gilt somit wie im Beweis

von Proposition 4.14
L
QOJ - L .

Mit dem Ersten Hauptsatz folgt

m(r, ;) < m(ﬁLj)er(?",%)

= m(r,Lj)+m(r,L)+ N(r,L) — N <r, %) + O(1). (4.39)

w__.
PLeecpp

Wie man leicht einsieht, gilt hierbei wegen L =

p
k=1

N(r,L) — N (r, %) = N(r,W)-N (r, %) +3 <N<r, é) ~ N{(r, m) . (4.40)

Nach Satz 1.21 ist fir k=1,...,pund pu > 1

<P(M)
m | n 7 ) = Oflox* ) + Oog* T 00)
k

fir r — oo, r € E}y, wobei |Ej ,| < oo und Ey,, = 0, falls p(¢) < co. Damit erhélt
man

m(r, L) +m(r, Lj) = O(log™ r) + O <logJr max T(r, cpk)> (4.41)
<p

fiir r — oo, r € E, wobei |E| < co (bzw. E = () im Falle endlicher Ordnungen).
Aus (4.39), (4.40) und (4.41) ergibt sich die Behauptung.

Zum Beweis des Satzes von Borel zeigen wir:

Satz 4.17
Es seien f1,..., fur1 (n > 2) Einheiten in C mit
f1+---+fn+1 EO

Dann sind jeweils n der Funktionen f; linear abhéngig iiber C.

Beweis: (cf. [38], S. 381 - 386)
Es geniigt zu zeigen, daf fi,..., f, linear abhéngig sind.

Fir ¢; := —f:—frl, j=1,...,ngit o1 +... + ¢, = 1, und alle p; sind Einheiten in C.
Daher ist N (r, 30%) =0und N(r,W(p1,...,¢n)) =0.
Wiéren ¢, ..., @, linear unabhingig, so wire Lemma 4.16 anwendbar, und es wiirde

fir j =1,...,n folgen

n 1
T(r,e;) < >N ( ;) + N W (g1, ..., ¢n)) + O(log* 1)
k
k=1

+
+0 <log Jmax T(r, s%))
— + +
= Olog"r)+ O <log 1r§nl§1SXnT(r, cpk)>
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fir r — oo, r > 1, r ¢ E mit |E| < co.
Also wére T'(r,¢;) = O(logr) (r — oo, r ¢ E) fiir j = 1,...,n und somit
T .
lim inf M < 00

r—oo  logr
Nach Satz 1.16 wiren dann alle ¢; rational und wegen der Null- und Polstellenfreiheit
in C somit konstant, im Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit.
Also sind 1, ..., @, und somit auch fi,..., f, linear abhéingig.

Hieraus ergibt sich nunmehr leicht der Satz von Borel: Aus einer Gleichung f; + ...+
fp = 0 mit Einheiten f; in C erhdlt man durch wiederholte Anwendung von Satz 4.17
zwei linear abhéngige Funktionen f; , f;,; faBt man diese zusammen, so reduziert sich
die Borelsche Gleichung um einen (oder - im Falle f; + f;, = 0 - um zwei) Summanden,
so daBl man induktiv schlieen kann. Der Induktionsanfang, d.h. der Fall p = 2 im
Satz von Borel, ist klar.
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Kapitel 5

Dualitat und Semidualitat

In diesem Kapitel erklidren wir nach einem kurzen Uberblick iiber die Grundbegriffe
der Dualitdtstheorie das fiir unsere weiteren Betrachtungen zentrale Konzept der
Semidualitdt und stellen die im folgenden immer wieder benétigten grundlegenden
Sétze bereit.

Sind f und g zwei in |2| < Ry bzw. in |z| < Ry holomorphe Funktionen mit den
Taylorentwicklungen f(z) = > 32, arz® und g(z) = >°;2, bkz¥, so wird die Faltung
(oder auch das Hadamard-Produkt) f x g von f und g durch

o0

(f9)(2) = axbyz*

k=0

definiert. Offensichtlich stellt f x g eine in |z| < Ry Ry holomorphe Funktion dar.

Definition 5.1
Fiir eine Teilmenge V' C A setzen wir

V*i={g € Ay | Vsev Veen (f xg)(2) # 0}

und nennen V* die zu V' duale Menge.
V** =: du(V') heifit duale Hiille von V.
Eine Teilmenge V' C Aj heifit dual, wenn es ein W C Ay mit V' = W* gibt.

Bemerkung:

Aus der Definition erkennt man sofort, dal V' C V** fiir V. C Ay und V5 C Vf*
fir Vi C Vo, C Ay gilt. Hieraus ergibt sich W** = W* fiir alle W C Aqy. Es
folgt, dal eine Menge V' C Ay genau dann dual ist, wenn V = V** gilt. Diese
Charakterisierung benutzt man iiblicherweise, um zu kléren, ob eine Menge dual
ist.

Das Konzept der Dualitdt, das 1975 von Ruscheweyh in [49] eingefiihrt wurde, hat
sich in der geometrischen Funktionentheorie als sehr wertvoll erwiesen, da zahlreiche
wichtige Klassen holomorpher Funktionen entweder selbst dual sind oder durch eine
einfache Transformation aus dualen Mengen entstehen.

Die Rdume A bzw. Aj seien im folgenden stets mit der Topologie der kompakten
Konvergenz in D ausgestattet. Es bezeichne A den Vektorraum der stetigen linearen
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Funktionale auf A. Nach einem Satz von Toeplitz (cf. [50], S. 15) ist dieser identisch
mit der Menge der Funktionale f +— (g * f)(z0) mit g € A, z, € D.

Definition 5.2
Fiir f € Ag und € D sei f, € Ag definiert durch f,(z) := f(xz) fiir z € D. Eine
Teilmenge V C Ay heifit komplett, wenn f, € V fiir alle f € V und alle z € D
gilt.
Ist V' C Ay, so bezeichnen wir mit

VO={fo s feV |z] <1}
die Komplettierung von V.

Jede duale Menge ist offensichtlich komplett und (nach Satz von Hurwitz) abgeschlos-
sen. Umgekehrt gilt fiir komplette und kompakte Mengen das sog. Dualitdtsprinzip
(cf. [50], Theorem 1.1), das sich als grundlegend fiir die gesamte Dualitéatstheorie
erwiesen hat:

Satz 5.3 Dualitatsprinzip
Es sei V C Ay kompakt und komplett und A € A. Dann gilt

A(V)=AXV™) und @o(V)=7co(V*™).
Insbesondere ist V** C co(V).

Das Dualitétsprinzip ermdglicht es, in vielen Problemen der geometrischen Funk-
tionentheorie anstelle relativ grofler Funktionenklassen wesentlich einfacher zu iiber-
blickende Teilmengen zu betrachten. Zahlreiche Anwendungen finden sich in [50].

Mithilfe des Dualitétsprinzips beweist man (cf. [50], Theorem 3.3):

Satz 5.4

Es sei Q : A — A eine stetige lineare Abbildung mit (Qf)(0) = f(0) fir alle
f € A. Dann gilt Q(V**) C (Q(V))** fiir jede kompakte und komplette Teilmenge
V C A,.

Satz 5.4 gilt insbesondere fiir die Faltungsoperatoren () : A — A, Qf = f % g mit
einem g € Ap.

[.a. erweist es sich als aulerordentlich schwierig, die duale Hiille einer Menge zu be-
stimmen bzw. zu entscheiden, ob eine Menge dual ist. Daher haben sich die bisherigen
Untersuchungen auf die dualen Hiillen von sehr kleinen Mengen konzentriert, die le-
diglich aus einem oder zwei Elementen bestehen. Die Tatsache, da3 die duale Hiille
einer gegebenen Menge stets deren Komplettierung enthélt, legt in natiirlicher Wei-
se den Begriff der Semidualitédt nahe, der 1985 von Kasten und Ruscheweyh in [28]
eingefiihrt wurde.

Definition 5.5

Eine Menge V C Ay heiit semidual, wenn ihre Komplettierung V¢ dual ist.
Eine Funktion f € Ay nennen wir semidual, wenn {f} semidual ist, d.h. wenn
die Komplettierung Vy := {f, : |z| <1} von {f} dual ist.
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Im néchsten Kapitel steht die Frage nach der Semidualitéit einzelner Funktionen im
Vordergrund. Selbst in diesen vergleichsweise einfachen Féllen sind wir von einem um-
fassenden Versténdnis noch weit entfernt. Ihre besondere Faszination beziehen diese
Probleme daraus, daf sie, wie wir sogleich sehen werden, unmittelbar auf Fragen der
Wertverteilung von Liickenreihen fithren. Hierfiir benttigen wir eine Reihe von Nota-
tionen:

Definition 5.6

Es sei T' eine Teilmenge von INg mit 0 € 7" und #71 > 3. Dann bezeichnen wir T'
als Liickenstruktur und setzen

o . o k .
Ap = {fEAO : f(z)—;akz , ay # 0 fir allekET},

Ap = {fGAo : f(2) :Zakzk},

keT

A)={f € Ar : f(z) #0 fiir alle z € D},
ZOT::{fGZT : f(z)yéOﬁirallezG]D)},

er(z) = Z 2F,

keT
V=V, ={er, 1 |z| <1} ={z—er(xz) :|z| < 1}.
Gelegentlich setzen wir T} := {k: € INg | a,(gf ) + O} fiir eine Funktion f € Ay und
nennen 7 die Liickenstruktur der Funktion f.
Durch die Forderung, daf§ Liickenstrukturen mindestens drei Elemente besitzen sollen,
klammern wir Funktionen der Gestalt z — 1 4 az* bewuft aus: Diese sind nach
Dualitatsprinzip trivialerweise semidual und spielen daher, wie wir noch sehen werden,

im Hinblick auf den vermuteten allgemeinen Zusammenhang zwischen Normalitdt und
Semidualitit eine Sonderrolle (cf. Bemerkung 6.2 (1)).

Besonders wichtige und daher einer eigenen Notation wiirdige Liickenstrukturen sind
die durch Streckungen aus INy hervorgehenden Mengen

]n:nmoz{kn|k€]1\]0} fir n € IN.

Bemerkung 5.7

(1) Offensichtlich, aber fiir das Folgende wesentlich ist die Feststellung, daf fur
jede Liickenstruktur T°

A% = ArnVy sowie AY) = ApNVi

gilt. Hieraus wird der Zusammenhang zwischen der Frage nach der Semidua-
litdt von e und der Theorie der Wertverteilung von Liickenreihen ersichtlich.

2) Fir f(z) = apz® € Ap und h(z) = cpz® € Vi* gilt nach dem Duali-
!
k=0 k=0

tatsprinzip
lex| < |ax| fiir alle & € INo.

Insbesondere ist V™ C Ar fiir f € Ap. Allgemeiner gilt fir V C Ar auch
Ve C Ar.
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Entscheidend fiir alles Weitere ist die auf den ersten Blick iiberraschende Beobachtung
von Kasten und Ruscheweyh ([28], Theorem 1), daf§ die Semidualitdt einer Funk-
tion f € Aj eine Eigenschaft ist, die allein von der Liickenstruktur 7 ihrer Potenz-
reihenentwicklung und nicht von den speziellen Reprisentanten aus Az, abhingt. Wir
beweisen ein etwas allgemeineres Resultat:

Satz 5.8

Es sei T eine Liickenstruktur, F € Ap, m € INg und fi,..., fin € /TT. Fiir
Voi=Aer, fi,. ., fmfund V i= Fx Vo = {F, Fx f1,..., F x f,} gilt dann

F * ‘/E)** — V**‘
Insbesondere ist V' genau dann semidual, wenn Vj semidual ist.

Beweis:

“C”: Mit Satz 5.4, angewandt auf den Operator Q : A — A, Q(g) := F * g und die
Komplettierung von Vj, erhélt man

“D7: Es ist Fi(2) = Y pep arz® mit ay, # 0 fiir alle k € T.
Fir alle n € IN sei

T =Tn{1,....,n},  Vii=epm*W

und 1
Qn(9)(2) :=g(z) * Z — .2k fiir g € Ao.
ag
keT ™)
Dann ist Qn(F) = epm), @n(V) = Vj,, und nach Satz 5.4 ist
Qu(V™) S (Qu(VE)™ = V™. (5.1)
Es sei h € V**. Ist fj(2) = > per a,(cj)zk fir 5 = 1,...,m, so erhélt man wegen
V* Ceo(V)
h(z) = chzk mit  |cg| < |ag| - max {1, |oz,9)|, e |a,(€m)|} fiir alle k € T.
keT
Dabher ist

plz) =y ok

a
ke °F

holomorph in D, also p € Ar.
Esseige Vi, dh. gxer #0,g* f; Z0inD fiir j =1,...,m. Ist g, := g * epem),
so gilt fiir n — oo:

gn — g *er, gn*fj—>9*€T*fj=g*fj (j=1,...,m)

kompakt gleichméfig in . Daher gibt es eine Folge (oy), C (0;1), so dafl
lim,, o0 0y = 1 und G, Gn * f1,..-,Gn * fm in |z] < o, nullstellenfrei sind. Setzt
man

gn(2) = gn(on2),
so ist g, € ZlT(n), Insn * f1, ..., 9gn * fm sind nullstellenfrei in D, d.h. g, € V.7,

87



und es gilt fiir n — oo
gn — g*€r
kompakt gleichmé&fig in D.

Dies folgt sehr leicht aus der K-Konvergenz von (g, ), gegen g * ep und der
Betrachtung einer Abschitzung der Form

-/r‘k

K o0
[9n(2) — gn(2)| < Z ‘al(fn) (1—oh) . rk 4 Z ‘al(fﬁn)

fiir |z] <r < 1.
Wegen (5.1) ist Q,h € V,7*, und daher ist

D Gn =D*epm) * gn = (Qnh) % gp, #0 in D.

Da (p * gn)n kompakt gleichméfig in D gegen p * g * ey = p * g konvergiert, ist

nach Satz von Hurwitz auch p * g nullstellenfrei in D.

Dies gilt fiir alle g € V. Also ist p € V™.

Wegen h = F' xp ist also h € F' x V*, und es folgt V** C F x V™.
Die letzte Behauptung folgt nun unmittelbar: Ist V5 semidual, so wegen V** = F'x V™ =
F+V{ = VY auch V. Ist umgekehrt V semidual, so folgt FxV;* = V** = V¢ = FxVC.
Da F € Ar (d.h. a # 0 fir alle £ € T') und nach Dualitétsprinzip V™ C Ar gilt, folgt
auch Vy™ = VOC, also die Semidualitéit von Vj.

Aus Satz 5.8 ergibt sich sofort:

Korollar 5.9
Es sei T' eine Liickenstruktur und f € Ay. Dann gilt V7™ = f* V. Insbesondere
ist f genau dann semidual, wenn ey semidual ist.

Damit ist die folgende Definition gerechtfertigt:

Definition 5.10

Eine Liickenstruktur T bezeichnen wir als semidual, wenn die Funktion ey semi-
dual ist.

Bisher ist nur ein einziges Kriterium fiir den Nachweis der Nicht-Semidualitit der von
uns betrachteten “kleinen” Mengen bekannt: die Giiltigkeit der sog. Umgebungseigen-
schaft fiir die duale Hiille (cf. Kasten / Ruscheweyh [28]):

Definition 5.11

Es sei V eine Teilmenge von Ay und T eine Liickenstruktur. V' hat die
Umgebungseigenschaft beziiglich 7', wenn es positive Zahlen py, (k € T\ {0})
gibt, so daf} gilt

{z — 1+ Z arz® : |a| < py fiir alle k € T\{O}} cV. (UE)
keT\{0}

V' hat die schwache Umgebungseigenschaft in ky € IN, wenn es ein p > 0
gibt, so daf} gilt
{z14a2k : |a| <p}CV. (SUE)
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Lemma 5.12

(1) Wenn fiir eine abzihlbare Teilmenge V' C A, die duale Hiille V** die
Umgebungseigenschaft beziiglich einer geeigneten Liickenstruktur 7" besitzt,
so ist V' nicht semidual.

(2) Wenn fiir eine beliebige Teilmenge V' C Aj die duale Hiille V** die schwache
Umgebungseigenschaft in einem ky € IN besitzt und V' keine Funktion der
Gestalt 2z +— 1 + az™ mit a # 0 enthilt, so ist V nicht semidual.
Insbesondere gilt: Ist 7' eine Liickenstruktur und erfiillt V;* die schwache
Umgebungseigenschaft in einem ky € 7'\ {0}, so ist 7" nicht semidual.

Beweis:

(1) Nach Definition einer Liickenstruktur gibt es ki,ko € T\ {0} mit k1 < ko. Mit
geeigneten py, pa > 0 gilt: V** enthilt alle Funktionen der Form z — 14p1 2F! +az*?
mit |a| < pa. Jedoch enthilt V¢ nur abzihlbar viele Funktionen dieser Gestalt.
Dies zeigt V¢ # V** und somit die Behauptung.

(2) ist klar.

Die (schwache) Umgebungseigenschaft von V** erkennt man, wie wir nun zeigen wol-
len, an der Beschrianktheit der Koeffizienten in V*. Bereits in Kapitel 2 wurde die

Notation M (V') := sup {|a§€g)| 1g € V} (fiir eine Teilmenge V' C Ay und alle k € INg)

eingefithrt. Entsprechend setzen wir fiir Liickenstrukturen 7"
M,.(T) := sup {|a§€g)| 1g € EOT} fiir alle k& € INj.
Damit ergibt sich:

Satz 5.13

(1) Essei V C Ay, T eine Liickenstruktur und ky € IN. Dann gilt:

(a) V** hat genau dann die Umgebungseigenschaft beziiglich T, wenn
M (V*) < oo fiir alle k € T gilt.
(b) V** hat genau dann die schwache Umgebungseigenschaft in ky, wenn
My, (V*) < o0 ist.
(2) Es sei T eine Liickenstruktur und ky € 7'\ {0}. Dann gilt: V;* hat genau
dann die schwache Umgebungseigenschaft in kg, wenn My, (7)) < oo ist.

Beweis: (cf. Kasten / Ruscheweyh [28], Theorem 2)

(1) (a) Es sei Mp(V*) < oo fiir alle k € T. Man setze p; := HA%;,;(CV*) > 0 fiir
k € T\{0}. Es sei

h(z) =1+ Z ez’ € Ap mit |ep < pp fiir alle k € T\{0}
keT\{0}

beliebig und

g(z) =1+ Zbkzk eV,
k=1
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Wegen |b;| < My (V*) fiir alle k € T\{0} folgt fir alle z € D:

(g*h)(2)] = 1= Y gl >1— > ppM(V7)
keT\{0} keT\{0}
> 1- > 2ik >0,

keT\{0}
also (g % h)(z) # 0 in D. Dies zeigt h € V**. Also weist V** die Umgebungs-
eigenschaft beziiglich T" auf.
Die Umkehrung folgt, da die Giiltigkeit der Umgebungseigenschaft beziiglich
T die der schwachen Umgebungseigenschaft in allen ky € T\{0} impliziert,
aus (b).

(b) Ist My, (V*) < oo, so folgt fiir h(z) = 1 + 2" mit |c| < p := W
offensichtlich (h % g)(z) # 0 in D fiir alle g € V*, also h € V**. Also erfiillt
V** die schwache Umgebungseigenschaft in kg.

Umgekehrt enthalte V** alle Funktionen der Form z — 14-¢2% mit |¢[ < p > 0,
und es sei

g9(z) = Zbkzk eV,
k=0

Wegen
0% (14 pz") % g(2) = 1+ pby, 2™ fiir alle z € D
folgt |by,| < 1/p. Also ist auch My, (V*) <1/p < o0.
(2) folgt unter Beachtung von A% = Ap N Vi = ep x V} sofort aus (1)(b).

Es stellt sich die Frage, inwieweit die Nichtsemidualitét bereits durch die schwache
Umgebungseigenschaft charakterisiert wird. Zumindest fiir einelementige V' C Aq
scheint es nicht undenkbar zu sein, dafl beides dquivalent ist, daf§ also aus My (T) = oo
fir alle k£ € T\ {0} bereits die Semidualitidt von T folgt. Wir werden darauf in Ab-
schnitt 6.5 erneut zu sprechen kommen. Fiir kompakte V' C Ay, fiir die die duale
Hiille nirgends der schwachen Umgebungseigenschaft geniigt, liefert der folgende Satz
immerhin eine gewisse Einschriinkung an die Funktionen, die in V**\ V¢ liegen und
damit die Semidualitdt zunichte machen kénnen:

Satz 5.14

Essei V C Ay kompakt. Die duale Hiille V** besitze in keinem k € IN die schwache
Umgebungseigenschaft, d.h. es gelte M (V*) = oo fiir alle k£ € IN. Dann gilt

V\VE Ceo (V) \co(VE).
Beweis:
Es sei ein h € V**\ V¢ gegeben.
Nach Dualitéitsprinzip gilt dann h € eo(V°).
Wir nehmen an, es sei h € co(VE).
Dann gibt es ein m € N und t1,...,t, € [0;1], f1,..., fm € VE mit h = Z;n:ltjfj und
Wegen h ¢ V¢ kann man m > 2 und t;, € (0, 1) fiir alle k = 1,..., m annehmen.

Es gibt ein kg € IN, so daf} nicht alle Funktionen f1,..., f,, den gleichen ko-ten Taylor-
koeffizienten haben. (Andernfalls wire fi = ... = f,, = h, also h € V©.) Es sei kg

minimal mit dieser Eigenschaft gew&hlt. O.E. kann man a,ij; 1) #* a,(cz) annehmen.
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Wegen M, (V*) = oo gibt es eine Folge (gn)n € V¥, gn(2) = > pep b,(cn)zk mit bg;) —
0o (n — o0). Fiir alle n € IN sind

fi*xgn,...,fm*xgn und hx*g,

nullstellenfrei in D, und es gilt
ti-fixgn+...+tm  fm*xgn—h*xg,=0.

Also ist der Satz von Cartan anwendbar. Aufgrund der Normierung in z = 0 und von
O0<tj<lfirallej=1,...,mist S={1,...,m+ 1} die einzig mogliche C-Klasse,
und zwar mit stabilem Anteil I = S. (Dabei bezeichnet der Index m + 1 die Funktionen
—h * gn.)

Nach etwaiger Teilfolgenauswahl kann man daher annehmen, dafl <%) KC-kon-
vergent in D ist. "

Die Entwicklungen von g, * fi und von g, * h um 0 stimmen nach Wahl von kg im
nullten bis (kg — 1)-ten Koeffizienten iiberein, so daf§

gn*fl n f h k
gnThzl—Fbl(m) (a/(C()l)_al(Co))‘ZO_F"'

ist. Mit a,(%l) — a,(;;) # 0 folgt, daf} es ein C' < oo mit ‘b,(cz)’ < C fiir alle n € IN gibt, im

Widerspruch zu b,(:OL) — 00 (n — 00).

Also ist h & co(V©).

Eine weitere grundlegende Eigenschaft der Semidualitédt ist die Invarianz unter
Streckungen der Liickenstruktur:

Satz 5.15
Essei V C Ay, n € Nund V := {z — f(z")| f € V}. Dann gilt

V™ = {2 h(z") | h e V).

Insbesondere ist V' genau dann semidual, wenn V semidual ist.

Beweis:

“C”: Es sei ein h € V** gegeben. Da aufgrund VCA 1, und des Dualitétsprinzips auch
V* C Ap, gilt, gibt es ein h € Ag, so daB h(z) = h(z") fiir alle z € D ist. Wir
zeigen, da3 h € V** gilt:

Hierzu sei ein g € V* gegeben, und es sei g € Ay definiert durch g(z) := g(z")
fiir alle z € D. Ist ein fve 1% gegeben, so ist f(z) = f(2") mit einem f € V, und
es folgt (g f)(2) = (g * f)(2") # 0 fiir alle 2 € D aufgrund g € V*. Dies zeigt
gevr.

Damit ergibt sich nunmehr (h % g)(z") = (h *§)(z) # 0 fiir alle z € D, d.h. hxg
ist nullstellenfrei in D. Da dies fiir alle g € V* gilt, ist h € V**,

Damit ist V** C {z — h(z") | h € V**} nachgewiesen.

“37: Es sei h € V** und h(z) := h(z"). Es sei § € V*. Wegen § * er, € A, gibt es ein
g € Ap mit (g*ep,)(2z) = g(2") fiir alle 2 € D. Ist f € V und f(2) := f(2"), so ist
f €V, und es folgt

(9% )(Z") = (g *er, * f)(z) = (g* f)(z) #0
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fir alle z € D, so dafl g x f nullstellenfrei in D ist. Daher ist g € V*.

Es folgt (h+g)(z) = (h*gx*er)(2) = (hxg)(z") # 0 fiir alle z € D. Da
dies fiir alle g € V** gilt, ist also h € V**. Damit ist auch die Inklusion
{z— h(z")| h € V**} C V** gezeigt.

In Semidualitdtsbeweisen bendtigen wir haufig die folgende Projektionseigenschaft (cf.
[45], Beweis von Theorem 1):

Lemma 5.16
Es seien S und T Liickenstrukturen und R € IN mit S C T \ R. Es seien
fisooosfm € AVRU{O}; und es sei V := {er; fi1,..., fim}. Dann gilt eg * V** C V™.
Insbesondere gilt eg x V* C Vg™ fiir S C T

Beweis:
Es sei h € V**. Es sei ein g € V§ gegeben. Wegen S C T'ist (g*eg) *xer = g*xeg #0
in D; wegen SNR =0 ist (g*eg)* fj =1 0in D fiir alle j = 1,...,m. Dies zeigt
gxeg € V*. Also ist g (eg*h) = (g*eg)*h # 0in D. Da dies fiir alle g € V¢ gilt, ist
es * h € V§*. Dies zeigt die Behauptung.
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Kapitel 6

Liickenreihen

6.1 Eine allgemeine Vermutung

Angesichts der ,, Autoritét® des Blochschen Prinzips ist es naheliegend, einen Zusam-
menhang zwischen der Nichtnormalitit von A% und der Existenz nullstellenfreier gan-
zer Funktionen in ET zu vermuten. Auf den ersten Blick wesentlich tiberraschender
diirfte es sein, diese Phdnomene in Verbindung zu bringen mit der Frage nach der
Semidualitat der Liickenstruktur 7. Wie wir im Laufe dieses Kapitels sehen werden,
sprechen jedoch zahlreiche Indizien fiir einen derartigen Zusammenhang. Ein solcher
wurde erstmals 1985 und 1986 von Kasten, Pinto, Ruscheweyh und Salinas in [28]
und [45] vermutet:

Vermutung 6.1

Es sei T' eine Liickenstruktur. Dann gilt:

(1) Es gibt in A7 cine ganze nichtkonstante nullstellenfreie (E1)
Funktion. (NN)

<= Aj ist in z = 0 nicht normal.’
(2) T ist semidual. (SD)

<= Fiir alle ky € T gibt es eine Liickenstruktur S C T, so dafl (E2)
ko € S und Ag eine ganze nullstellenfreie Funktion enthélt.

Bemerkung 6.2
(1) Ein (trivialer) Sonderfall in (2) liegt fiir 7= {0;n} (n € IN) vor: Hier gilt
(SD) nach Dualitétsprinzip, aber (E2) ist offensichtlich verletzt. Aus diesem

Grund haben wir in der Definition einer Liickenstruktur vorausgesetzt, daf3
diese mindestens dreielementig ist.

! In der urspriinglichen Formulierung dieser Vermutung in [28] war - gemi dem Blochschen
Prinzip - von Normalitit in D die Rede. Angesichts der Tatsache, daff aus (E1) die Nichtnormalitét
von EOT nicht nur in D, sondern sogar in z = 0 folgt (Bemerkung 6.2 (2)), von Satz 6.3 sowie von
Eremenkos Modifikation der Cartanschen Vermutung erscheint jedoch der Begriff der Normalitét im
Ursprung als der in diesem Zusammenhang adéquatere. Nicht ganz ausgeschlossen ist es freilich, daf3
fiir AY, Normalitét in D und Normalitét in 2 = 0 sogar fiquivalent sind. (Man beachte auch Satz 2.10
und Bemerkung 6.59 (2)!)
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(2) Die Implikation (E1) = (NN) ist klar: Ist f € Ay eine nichtkonstante gan-
ze Funktion ohne Nullstellen in C, so setzt man f,(z) := f(nz), so dafl
(fu)n C A9 ist. Wire A% normal in |z| < r < 1, so wiire (f,), angesichts der
Normierung f,(0) = 1 in D, » gleichméBig beschrankt, im Widerspruch zum
Satz von Liouville.

Einen weiteren einfachen Zusammenhang zwischen den Bedingungen (NN) und (SD)
erhalten wir sofort aus Satz 2.10 und Satz 5.13:

Satz 6.3

Ist T eine Liickenstruktur und ist A7 normal in z = 0, so erfiillt V™ die Umge-
bungseigenschaft beziiglich T'. Insbesondere ist T" nicht semidual.

Die Umkehrung ist nicht richtig: Aus der Nichtsemidualitdt von 7' folgt nicht die
Giiltigkeit der Umgebungseigenschaft (beziiglich T'). Ein explizites Gegenbeispiel lie-
fert Bemerkung 6.8. Erwarten kann man bestenfalls, da} die Nichtsemidualitat die
Giiltigkeit der schwachen Umgebungseigenschaft impliziert. Selbst diese Vermutung
erscheint zunéchst gewagt, wirken Normalitdt und schwache Umgebungseigenschaft
doch als eher grobe und nicht unbedingt situationsangepafite Kriterien, um Semidua-
litdt auszuschliefen. Insofern sind die spéteren Resultate, die zumindest in einigen
Situationen einen Weg von der Nichtgiiltigkeit der schwachen Umgebungseigenschaft
hin zur Semidualitét bahnen (Satz 6.46, aber auch Satz 6.51 und Satz 6.55), um so
erstaunlicher.

Eine elementare, aber wichtige Beobachtung ist die Invarianz der Semidualitdat unter
Streckungen, die sich sofort aus Satz 5.15 ergibt:

Satz 6.4

Es sei T eine Liickenstruktur und n € IN. Genau dann ist 7" semidual, wenn die
Liickenstruktur n - T semidual ist.

Selbstverstandlich gilt eine entsprechende Invarianz auch fiir die Eigenschaften (E1),
(E2) und (NN) aus Vermutung 6.1: Fiir eine beliebige Liickenstruktur 7" enthélt Ar
genau dann eine nullstellenfreie ganze Funktion, wenn dies fiir A, gilt, und es ist
Ar genau dann normal (im Ursprung), wenn A, 7 normal (im Ursprung) ist.

Die Streckungsinvarianz der Semidualitdt motiviert die folgende Begriffsbildung:

Definition 6.5

Eine Liickenstruktur T heifit primitiv, falls es keine natiirliche Zahl n > 2 mit
T C I, gibt, falls also T'\ I,, # 0 fiir alle n > 2 gilt.

Angesichts von Satz 6.4 kénnen wir unsere Semidualitédtsbetrachtungen grundsétz-
lich auf primitive Liickenstrukturen beschréanken; dieser Gedanke wird sich bei der
Untersuchung von AP-Liicken zweiter Art in Abschnitt 6.3 als niitzlich erweisen.

Die Unterscheidung zwischen den Funktionenklassen A% und ZOT mag auf den ersten
Blick einigermaflen subtil aussehen. Sie rechtfertigt sich daraus, daf fiir Fragen der
Semidualitét offensichtlich AJ die angemessene Funktionenklasse ist, wihrend fiir die
Frage nach der Giiltigkeit des Blochschen Prinzips die Klasse Z‘% besser geeignet zu
sein scheint. Tatsdchlich ist es, wie wir alsbald sehen werden, nicht sinnvoll, in der
vermuteteten Aquivalenz “(NN)< (E1)” A% durch A9 zu ersetzen. Vorher empfiehlt
es sich freilich, uns des Zusammenhangs zwischen den beiden Klassen klarzuwerden:
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Satz 6.6

Es sei T eine Liickenstruktur. Dann gilt A% = A_‘%, d.h. Z‘% ist der Abschlufl von
AY. beziiglich der Topologie der kompakt-gleichméBigen Konvergenz.

Beweis:
Wegen A% g g(% und weil ﬁ% nach Satz von Hurwitz abgeschlossen ist, gilt AfOT C ZOT
Essei f € AY, f(2) = Y oker a,z", und T} sei die Liickenstruktur von f. Man setze

my | a fiir k € T(f)
TV L g ke T\T(S)

und F(2) == > per al(cn)zk € Ar. Wegen |f(2) — Fu(z)| < L - 1+|Z‘ fiir z € D konver-
giert (F),), kompakt gleichméBig gegen f. Daher gibt es eine Folge (0,,), C (0;1) mit
limy, 00 0n = 1, so daB f,,(2) := Fp(0n2) # 0 fiir alle z € D ist. Also ist (fy,)n C A%,
und mit (F,), konvergiert auch (f,), kompakt gleichmiBig in D gegen f. Dies zeigt

feAl.
Zusammen mit Satz 2.7 erhalt man sofort:

Korollar 6.7
Es sei T' eine Liickenstruktur. Dann gilt:

(1) A9 ist genau dann normal in I, (mit r < 1) bzw. in z = 0, wenn A% normal
in D, bzw. in z = 0 ist.

(2) Ist A% normal in D, (mit 7 < 1) bzw. in 2 = 0 und ist S eine weitere
Liickenstruktur mit S C T, so ist auch A% normal in D, bzw. in z = 0.

Bemerkung 6.8

Sehr instruktiv ist die Betrachtung der Liickenstrukturen 7" := I,, U {1} (n > 2)
und S := I,. Dieses Beispiel widerlegt eine Reihe fritherer Vermutungen (s.u.
(1) bis (3)). Spéter werden wir zeigen, dafi S semidual (Satz 6.40), 7" hingegen
nicht semidual (Satz 6.36 (3)) ist, und dafl es in Ay keine ganze Funktion ohne
Nullstellen in C gibt (Satz 6.20 (2)). Andererseits ist g(z) := exp(z") € Ag
nullstellenfrei in C, und A% und AY. sind somit nicht normal im Ursprung. Daraus
ersieht man fiir Liickenstrukturen S und 7"

(1) Aus der Semidualitéit von S folgt nicht die Semidualitét von T fir 7 D S.
2) Aus der Nichtnormalitit von A% in z = 0 folgt nicht die Semidualitéit von T
T

(3) Aus der Nicht-Semidualitét von T folgt nicht die Existenz einer Liickenstruk-
tur R(C T'), beziiglich derer die duale Hiille V}* die Umgebungseigenschaft
besitzt.

Dies ist eine direkte Konsequenz aus (1): Es seien S C T so, dal T nicht
semidual, aber S semidual und 7"\ S einelementig ist (etwa das o.g. Beispiel
fiir S, T). Fiir h(z) = Y pep cxz® € Vi gilt wegen eg * Vi* C V&* (Lemma
5.16) hxeg € V§* = Vg, also (h*eg)(z) = es(xz) mit einem x € D und somit
cr, = ¥ fiir alle k € S. Also kann Vi beziiglich keiner Liickenstruktur R C T
die Umgebungseigenschaft haben. (Denn fiir ein solches R wire RN .S # {0}
wegen #R > 3.)
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(4) Es gilt nicht:
Jede ganze Funktion in Ar hat eine Nullstelle in C =AY ist normal in
z=0.
In der Vermutung (E1) <= (NN) koénnen Ar bzw. /T% also nicht durch Ar
bzw. A9 ersetzt werden. (Damit hat man ein Gegenbeispiel zum Blochschen
Prinzip!)

In gewissem Sinne eine Relativierung dieses Standardgegenbeispiels werden wir in
Satz 6.39 geben.

Bemerkung 6.9

Aus der Semidualitit einer Liickenstruktur T folgt nicht, dal Ay eine Einheit in
C enthélt; man kann lediglich (E2) erwarten. Dies zeigt das Beispiel der Liicken-
struktur 7' := I, U I3: Wie wir spéter (Satz 6.43) sechen werden, ist 7' semidual.
Jedoch enthélt Ar keine Einheit in C; dies folgt wegen T'N {1 + 6k |k € Z} =0
und der Primitivitdt von 7" aus Satz 6.22.

In unseren weiteren Untersuchungen erweist sich oftmals das folgende Lemma von
Wirths [58] als ausgesprochen niitzlich:

Lemma 6.10

Es sei g € Ar eine nullstellenfreie ganze Funktion und h € V;*. Dann ist g * h
ebenfalls eine nullstellenfreie ganze Funktion.

Beweis:
Dafl g *« h ganz ist, ist klar. Wegen (g, * er)(z) = g(xz) # 0 fiir alle z € C und
alle z € D ist g, € V7 fiir alle x € C. Wére (g * h)(20) = 0 fiir ein 29 € C, so wiire
(g220%h)(1/2) = (g*h)(20) = 0, im Widerspruch zu g», € V. Also ist g*h nullstellenfrei
in C.

6.2 Fejér- und Fabry-Liicken

Eine naheliegende heuristische Erwartung ist, daf hinreichend diinn besetzte Liicken-
strukturen 7' die Existenz nullstellenfreier ganzer Funktionen mit dieser Liickenstruk-
tur verunmdoglichen und die Normalitit der zugehoérigen Familie AY. und somit die
Nichtsemidualitit von T' erzwingen.

Vollstandig gelost ist in dieser Hinsicht bisher lediglich der Fall der Fejér-Liicken.
Dabei sagen wir, eine Liickenstruktur 7" habe Fejér-Liicken, falls

> % <00 (6.1)

keT\{0}

gilt; ein Spezialfall ist die Hadamardsche Liickenbedingung (* > A > 1 fiir alle
m,n € T mit n > m). Der Schliissel fiir die Losung des Problems im Fall der Fejér-
Liicken ist folgendes auf Fejér und Fekete [14] zuriickgehendes
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Lemma 6.11

Es sei p(z) = ag + a1z + ... + apz™ ein Polynom mit 1 < #; < ...

ap # 0 fiir alle £ = 0,...,n. Dann hat p eine Nullstelle im Kreis

: w\)
. g k

< LIl - = :
12l < 1<k <|a0| H <1 ty>>

v=k+1

Beweis: (cf. [47], Lemma 5.8)

Es sei
Ojk = H (1——) fir 0 <k <j<n (mitty:=0),
v=j+1 v
J
pi(2) = ojparzt  firl1<j<n
k=0
sowie

pj :=min{|z| : pj(z) =0} >0 fir 1 <j<n.

Es sei j € {2,...,n}. Da alle Nullstellen des Polynoms

1 J
i ‘Dj (2) = ZO’jk(Lkztj—tk
k=0

< t, und

im Kreis |z| < 1/p; liegen, liegen nach dem Satz von GauB-Lucas auch alle Nullstellen

seiner Ableitung?

Jj—1 Jj—1

ti—tp—1 ti—t;i_1—1 ti_1—t
E Ujkak(tj — tk)z 7tk = tj Lz E 0j—1,kAkZ =17
k=0 k=0

und damit alle Nullstellen von z%-1p;_q (1) in |2| < 1/p;.

z

Somit ist pj_1 > p;, und es folgt p, < py fiir 1 < k < n. Aus der Nullstellenfreiheit von

pe(prz) = ag + ... + axopep)t 2™

Ak
ao

in D folgt? akkpzk <1, also

—1/tg
'Ukk> fﬁrlgkgn.

pn < pi, < (‘%
ap

Wegen p, = p zeigt dies die Behauptung.

Damit konnten Kasten, Ruscheweyh und Wirths in [28] und [52] die Giiltigkeit von

Vermutung 6.1 fiir Fejér-Liicken verifizieren:

Satz 6.12
Die Liickenstruktur 7" habe Fejér-Liicken. Dann gilt:

2 Man beachte ok - (tj —tk) =01k - tj.
3 Das erkennt man sofort aus der Produktdarstellung solcher Polynome.
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(1) Ist
g(z) = Z br2* € A
keT

eine ganze Funktion, so hat ¢ eine Nullstelle im Kreis

1 1
|z| <4- inf (fk-exp< Z —))
keT\{0} \ |bk|"/ T

(2) A9 (und damit A%) ist normal in D.
(3) T ist nicht semidual.

Beweis: (cf. [14],]28], [52])
Es sei T' = (tj)jes mit J = INg oder J = {0,...,N} und 0 =ty < t; < .... Zur
Vereinfachung der Notation beschrénken wir uns im folgenden auf den Fall J = INj.
(1) Es sei gn(2) = > f_ Brz" fiir n € IN mit 3 = by,. Nach Lemma 6.11 hat g, eine
Nullstelle im Kreis
n 1/tk
11 by fiir alle k € {1,...,n}.

t; —t
j=kt1 J TR

2] <

1
| B
Unter Beachtung von tx14 > t + d fiir k,d € INg erhélt man

n o0
t; t
[[ - < <1+k )
i — 1k 1 t

joer1 j= gtk = b
tk t o t
k k
- n —,) - (1 n 4>
2 i t
) L0+
tn) bk

Wegen (2::) = H;nzl % < 4™ fiir m € IN und log(1 + z) < z fiir > 0 folgt

n o0

t; t
H - Jt §4tk-eXp Zt—k
jok1 T j=1 It
Also hat g, eine Nullstelle in
1 1 .
|z|§4Wexp Zt— furlgk‘ﬁn

g>k 7

Aufgrund der K-Konvergenz von (gy,), gegen g folgt die Behauptung.

(2) Es sei f(z) = Y pogarz™ € A%. Dann gibt es eine Folge (pn)n, C (0;1) mit
lim,, o0 pr = 1, s0 daB f,(2) := > p_garz™ in |z| < p;, keine Nullstelle hat. Nach
Lemma 6.11 ist p, < (Jag| - o)~/ fiir 1 < k < n, wobei

00 t,
v=k+1 v
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und wegen (6.1) ogr > 0 ist.
Fiir festes k und n — oo folgt |ag| < ﬁ fir £ € IN. Durch eine Verfeinerung
der Abschiitzung aus (1) unter Benutzung der Stirlingschen Formel kann man zei-

gen, daB limg_, U,i,étk = 1 gilt ([52], Lemma 3).% Daher ist F(z) := Y po ﬁzth
holomorph in D, und fiir alle f € AY. folgt

<1
If(Z)\SHE U—'IZI““ZF(!ZD fiir z € D.
kk
k=1

Also ist A lokal gleichméBig beschrinkt und somit normal.
(3) folgt sofort aus (2) und Satz 6.3.

Weitgehend ungeklart ist die Situation hingegen bei Fabry-Liicken. Deren Definition
ist in der Literatur nicht einheitlich; wir treffen folgende Festlegung:

Definition 6.13
Essei T = {n; | k=0,1,2,...} mit 0 = ng < n; < ny < ... eine nicht-endliche
Liickenstruktur. Wir sagen, T" habe starke Fabry-Liicken, falls

klim (N1 — ng) = 00 (6.2)
gilt. Ist hingegen
klim Bk~ oo, (6.3)

so sprechen wir von schwachen Fabry-Liicken.

Diese letzte Bedingung 148t sich auch so ausdriicken: Die Liickenstruktur 7" hat die
Koeffizientendichte Null.

Die starke Fabry-Liickenbedingung impliziert offensichtlich die schwache. Ebenfalls
klar ist, daf§ Reihen mit Fejér-Liicken keine starken Fabry-Liicken zu haben brauchen
(Man denke etwa an die Liickenstruktur 7' := {k* | k € No} U {k* + 1| k € INg}).
Jedoch umfassen die schwachen Fabry-Liicken die Fejér-Liicken:

Begriindung;:
Wir nehmen an, es gébe eine Liickenstruktur 7' = {n, | £ =0,1,2,...} (mit 0 =
ng < ny < ng < ...), welche Fejér-Liicken aufweist, jedoch nicht die Bedingung

(6.3) erfiillt. Dann gibt es eine Konstante C' < oo und eine Teilfolge (k;);>0 € INg
mit kg = 0, so dal ny; < C'- kj fiir alle j gilt. Damit folgt

00 k;
1 ! 1
keT\{0} Jj=1 k=k;_1+1
00 kj 00
1 ki —k;_4
> > Y
D DED DD Dhc
7j=1 k:kj,1+1 J 7j=1

4 Man sieht sofort, daf die Abschitzung aus (1) bereits limsup,, . O'k_kl/ % < 4 und somit die

Normalitét in |2| < 1 ergibt.
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also

f: (1 — k;{:_l) < 0.
j

=2

Mithin miifite auch das Produkt H;iz kﬂ,'gfl konvergieren, was wegen
J

Tkicn k
H k; :a—>0 (m — o)

=2

einen Widerspruch ergibt. Dies zeigt die Behauptung.

Hinsichtlich der Existenz nullstellenfreier ganzer Funktionen mit Fabry-Liicken sind
bisher im wesentlichen nur die beiden nachfolgenden Teilresultate bekannt; die kor-
respondierende Frage nach Semidualitdt bzw. Normalitdt ist noch vollig offen.

Bereits 1929 konnte Pélya in [46] zeigen, daB es keine ganze nichtkonstante nullstellen-
freie Funktion endlicher Ordnung mit schwachen Fabry-Liicken gibt. Etwas préziser
gilt:

Satz 6.14

Es sei g(z) = > 5o biz™ (mit 0 = ng < ny < ny < ...) eine ganze nullstellenfreie
Funktion endlicher Ordnung m := p(g) > 1. Dann gilt

N1 — N <M fir alle £ > 0.

Beweis:
O. E. kann man b # 0 fiir alle £ annehmen. Geméafl Satz 1.15 gibt es ¢1,...,¢p € C
mit ¢, # 0, so dafl
g(z) =exp(co+c1z+ ...+ cnz™)

gilt. Durch Differenzieren folgt
[e.9] oo
anbkz”k_l =(c14 ...+ mepz™h) Z bpz"".
k=0 k=0

Giébe es ein k € INg mit ng1 —ng > m+ 1, so wiirde sich durch Koeffizientenvergleich
fiir den (ngy1 — 1)-ten Koeffizienten byi1ng+1 = 0, also by = 0 ergeben. Aus diesem
Widerspruch folgt die Behauptung.

Hieraus erhélt man sofort das Resultat von Pédlya, da die schwache Fabry-Liicken-
bedingung limsup,_,.(nk+1 — ng) = oo impliziert. Satz 6.14 148t sich auch folgen-
dermaflen formulieren: Jede ganze nullstellenfreie Funktion endlicher Ordnung p > 1
besitzt eine untere Koeffizientendichte® lim inf;_, % > %.

Von Hayman stammt das folgende, erstmals von Kovari in [29] verdffentlichte Re-
sultat, das zeigt, dafl bereits bei einer geringfiigigen Abschwéichung der Bedingun-
gen (6.2) bzw. (6.3) die Existenz von nullstellenfreien ganzen Funktionen mit diesen
Liicken moglich wird; in diesem Sinne wiren die Fabry-Liickenbedingungen - sollten
sie tatsdchlich die Nullstellenfreiheit ganzer Funktionen verhindern - also bestmoglich.

® Eine eingehende Diskussion der verschiedenen Dichtebegriffe fiir Liickenreihen (Dichte, untere
und obere Dichte, Minimal- und Maximaldichte) findet sich bei Pélya [46], S. 556-571.
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Satz 6.15

Es sei (Ng)x eine streng monoton steigende Folge natiirlicher Zahlen. Dann gibt
es eine Teilfolge (NVg,); und eine ganze nichtkonstante nullstellenfreie Funktion
g(z) = 1+ 307, bpz" mit by, = 0 fiir alle k, fiir welche Ny, | < k < Ny, fiir ein
7 gilt.

Die Grundidee von Haymans Konstruktion wird uns im Beweis von Lemma 6.48 erneut
begegnen.

Nit1
Ng

Wendet man dieses Resultat auf Folgen (Ng); mit limyg .o
sich unmittelbar:

= 00 an, so ergibt

Korollar 6.16

Es gibt ganze nichtkonstante nullstellenfreie Funktionen g(z) = 1+ Y | bgz"
mit limsup,,_,, % = oo und insbesondere mit lim sup;,_, (7441 — 7)) = 0o.

6.3 AP-Liickenreihen

Definition 6.17

Es sei T eine Liickenstruktur.

Falls es ein b € T und ein d € IN, d > 2 gibt, so daB T N {b+ kd|k € Ny} =
TN (b+ 1) endlich ist, so sagen wir, T habe AP-Liicken® erster Art vom Typ
(b;d).

Falls es b,d € INg mit d > 2 gibt, sodaB TN (b+d-Z) = 0 ist und T\ I, # 0
fiir alle Teiler ¢ > 2 von d gilt, so hat T" AP-Liicken zweiter Art vom Typ
(b;d).

Wir bezeichnen d hierbei als die Schrittweite der arithmetischen Progression.

Anders als bei den in Abschnitt 6.2 betrachteten Fejér- und Fabry-Liicken ist fiir AP-
Liicken also nicht die Dichte der , Liickenmenge* IN\T charakteristisch, sondern ihre
regelméflige Struktur.

Bemerkung 6.18

(1) Man beachte, daf fir AP-Liicken erster Art b € T, fiir solche zweiter Art
hingegen b € T und iiberdies b & 1, ist.

(2) Wenn T AP-Liicken erster Art vom Typ (b;d) hat, so kénnen wir durch
Vergroferung der Schrittweite d erreichen, dafi T auch AP-Liicken erster Art
vom Typ (b;d) mit TN (b+d-Z)={b} und 0 < b < d—1 hat.

(3) Die Voraussetzungen b € T bzw. T \ I, # 0 fiir alle Teiler ¢ > 2 von d in
der Definition von AP-Liicken erster bzw. zweiter Art dienen dazu, “trivia-
le” Liicken auszuschlieflen, die durch blofle Streckung einer Liickenstruktur
entstehen, wie sie etwa bei I; mit d > 2 vorkommen, da man aus dem Vor-
handensein solcher Liicken natiirlich keinerlei Riickschliisse iiber die Existenz
von nullstellenfreien ganzen Funktionen in A7 und die Normalitéit von AY.

6 AP = arithmetische Progression
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und wegen Satz 6.4 auch nicht {iber die (Nicht-)Semidualitédt von 7" ziehen
kann.

Andererseits gestattet es Satz 6.4, sich auf die Betrachtung primitiver Liicken-
strukturen zu beschréanken. Fiir diese ist die Zusatzvoraussetzung in der De-
finition von AP-Liicken zweiter Art natiirlich stets erfiillt.

Grundlegend fiir alles Weitere ist die folgende einfache Beobachtung;:

Bemerkung 6.19
Die Liickenstruktur 7" habe AP-Liicken erster oder zweiter Art vom Typ (b; d).

Es sei f(z) = > epanz® € Ap, ¢ == /4 ynd fi(z) == f({2), ¢j == (7Y fiir
Jj=1,...,d. Wegen

zd:cj(n_b) [0 firn#b (modd) (6.4)
— 1l d firn=b (modd) '
]:

ist dann ]
chfj(z) =d- Z appa?’ T =: P(z).
Jj=1 b+kd>0

Hierbei ist P im Falle von AP-Liicken erster Art ein Polynom, dessen Grad
hochstens max (7' N (b + 1)) ist und fir das gilt: P(0) = d - f(0) fur b = 0
(mod d), P(0) =0 sonst. Besitzt 7' AP-Liicken zweiter Art, so ist sogar P = 0.

6.3.1 Ganze Funktionen mit AP-Liicken

Ausgangspunkt fiir die Untersuchungen iiber AP-Liickenreihen war ein Resultat von
Hayman [22], das von Bao-Quin Li [33] verscharft wurde:

Satz 6.20

Die Liickenstruktur 7" habe AP-Liicken erster Art vom Typ (b;d), und f(z) =

Y ket apz" sei eine ganz-transzendente Funktion.

(1) Es sei g meromorph in C mit T'(r,g) = o(T(r, f)) fir r — oo. Ist g(2) =
oo cx2® (m > 0) die Laurent-Entwicklung von g um 0 und ¢, # a;, so
gilt

o) <1 (6.5)

(2) Ist ap # 0, so hat f keine Borelschen Ausnahmewerte, auler im Falle b = 0
evtl. den Wert f(0). Insbesondere nimmt f jedes w € C als Wert an.

In [22] zeigte Hayman die Abschétzung ds(g; f) <1 — m fiir den Fall g = const.

Bemerkung 6.21

(1) In der Situation von (2) kann der Wert f(0) tatsdchlich Borelscher Aus-
nahmewert sein: Beispielsweise hat die Funktion f(z) = 1 + z - exp (2?) =
1+ Y00, 522t AP-Liicken erster Art (vom Typ (0;2)) und nimmt den
Wert f(0) = 1 nur einmal, fir z = 0 ndmlich, an (cf. [22], S. 331).
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(2) Die Voraussetzung a, # 0 in (2) ist wesentlich: T":= I; U {1} hat AP-Liicken
erster Art vom Typ (1;d), und es ist f(z) = exp(2¢) € Ar; jedoch ist 0 sogar
Picardscher Ausnahmewert fiir f.

Die zentrale Rolle im Beweis von Satz 6.20 spielt die Abschidtzung von Nevanlinna
aus Lemma 4.16:

Beweis von Satz 6.20: (cf. [33], Theorem 2 und [22], Theorem 2)
(1) Es sei ¢ := ¥/ und hj(z) = f({2) — g({2) fir j = 1,...,d, h(z) =
2?21 ¢7°h;(z). Nach Bemerkung 6.19 gilt
d

h(z) = P(z) = ¢g(¢2)
j=1

mit einem Polynom P. Wegen der Transzendenz von f ist T'(r, P) = o(T(r, f))
(r — o0) (Satz 1.16). Daraus und aus der Voraussetzung T'(r,g) = o(T(r, f))
(r — o0) folgt

T(r,h)=o(T(r,f)) (r— oc). (6.6)
Wegen ¢, # ap ist h # 0; der Koeffizient von 2% in der Laurent-Entwicklung von
h(z) um Null ist ndmlich d - (ap — ¢p) # 0.

. _ip hy . d _

Es sei ij(z) = b % (1<j<d),sodaB Zj:l @Dj(z) = 1.
Sind die Funktionen 1,...,%q linear abhingig, so kann man ein ¢; durch die
iibrigen ausdriicken. Auf diese Weise findet man linear unabhéngige Funktionen
©1,...,0p (mit p < d), so daBl es fiir jedes j = 1,...,d ein a; # 0 und ein
oj € {1,...,d} mit p; = a; - Py, gibt und >-0_, p;(2) =1 gilt.
Es sei W := W(p1,...,¢p). Aus N (7“, go(k)) < k- N (r,¢;), der Holomorphie von

J
f, dem Ersten Hauptsatz und (6.6) folgt fiir r > 1, r — oo:

N(,W) = O(N(r,f—g)+0 (N <r, %))
O(N(r,9)) + O(T(r, b)) = o(T(r, f))- (6.7)
Aus (6.6), (6.7) und Lemma 4.16 folgt fiir r — oo, r > 1, r ¢ E mit |E| < co bzw.
E =0 fiir p(f) < co (und somit p(g;) < 00):
T(r,f) < T(r,f—g)+T(r,g)+log2

< 7 (R ") £ T T )

= T(r,p1) +o(T(r, f))

P 1
< ;N (r, E) + N(r, W)+ o(T(r, f))
<

é (N (r, ﬁ) + N(r, h)> +o(T(r, f))

_ p-N(r,fig> +o(T(r, ).

Damit erhilt man, wenn man die Fille p(f) < oo und p(f) = oo getrennt betrach-
tet (cf. Definition 1.26), jeweils

5s(g;f)§1_
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(2) Es sei ¢ € C ein Borelscher Ausnahmewert von f. Nach Satz 1.27 ist ds(c; f) = 1.
Wiire b > 1, so wiirde aus (1) und aus a, # 0 folgen, daB J,(c; f) < 1 — % ist. Also
ist b = 0, und wiederum mit (1) folgt ¢ = a = f(0).

Keinesfalls selbstverstiandlich ist es, dafi ein analoges Resultat auch fiir AP-Liicken
zweiter Art gilt: So weist etwa T := [, U I3 AP-Liicken zweiter Art vom Typ (1;6)
auf, und man findet in A7 die Funktionen z — exp(z%) und z — exp(z®), die beide
Einheiten in C sind; hier wird 7" also von den Liickenstrukturen I und I3 dieser
beiden Funktionen komplett {iberdeckt. Um so erstaunlicher ist es, dafl es dennoch in
Ar keine ganze nullstellenfreie Funktion gibt. Dies ist der Inhalt des folgenden Satzes:

Satz 6.22

Die Liickenstruktur 7" habe AP-Liicken zweiter Art vom Typ (b;d). Dann gibt es
keine ganze nullstellenfreie Funktion in A7.

Beweis:
Wir nehmen an, es gébe eine ganze nullstellenfreie Funktion g € Ar. Wir setzen ¢ :=
e2mi/d ynd g;i(2) == (0. g(¢2) fiir j = 1,...,d. Mit g sind auch gi,...,gs Einheiten
in C, und wegen TN (b+d-7Z) =0 ist

g+...+94=0.

Durch wiederholte Anwendung von Satz 4.17 findet man zwei linear abhéngige Funk-
tionen gj,,g;, (j1 # j2). Also gibt es ein jo € {1,...,d — 1}, so daB g(z) = g(¢%z) fiir
alle z € C ist. Durch Koeflizientenvergleich folgt

a =0 oder d|jok (6.8)

fiir alle k € IN. Fiir ¢ := ——=%— > 2 gilt nach Voraussetzung T\ I, # (). Daher gibt es
997 (d,jo) g

ein kg € T mit g [ ko. Wegen g € Ap ist a,(;? # 0. GeméB (6.8) muB also d| jpko und

somit auch d|ggT (jo,d) - ko, also glko gelten, Widerspruch! Damit ist die Behauptung
gezeigt,.

Bemerkung 6.23

Die Voraussetzung T\ I, # 0 fiir alle ¢ > 2 mit ¢|d in der Definition von AP-
Liicken zweiter Art ist fiir die Giiltigkeit von Satz 6.22 natiirlich unverzichtbar,
wie bereits die Betrachtung von I, mit b = 1, d = 2, ¢ = 2 lehrt (cf. Bemerkung
6.18 (3)). Im Falle T'\ I, = () ist aber T' C I, und man kann dann stattdessen die
Liickenstruktur % - T" untersuchen.

Satz 6.20 (2) besagt insbesondere, daf8 die Bedingung (E2) aus Vermutung 6.1 fiir AP-
Liickenstrukturen erster Art nicht erfiillt ist. Es ist daher damit zu rechnen, da8} solche
Liickenstrukturen nicht semidual sind. Hingegen wird A% angesichts von Bemerkung
6.8 i.a. nur fiir AP-Liickenstrukturen 7" vom Typ (0;d) normal sein.

Fiir AP-Liickenstrukturen zweiter Art kann dagegen (E2) sehr wohl gelten, wie das
oben erwéhnte Beispiel T := I, U I3 zeigt. Ein zu Satz 6.22 analoges Semidualitétsre-
sultat kann man daher allenfalls unter zusétzlichen Voraussetzungen erwarten.
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6.3.2 Das Normalitits- und Semidualititsproblem bei
AP-Liickenreihen

Mithilfe des Satzes von Cartan 148t sich die Normalitétsfrage fiir AP-Liickenreihen
sehr schnell kldren. Etwas allgemeiner konnen wir zeigen:

Satz 6.24
Es seien ¢y, ..., ¢, € C\{0} mit

ZC]‘#O

jel
fiir alle nichtleeren Teilmengen I C {1,...,n}. Es sei ¢ := ¢; + ... + ¢, (# 0).
Es sei F eine Familie von n-Tupeln f = (fi,..., f,) von Einheiten f; in D mit

f;(0) = ¢; und
Hi+.. . +fa=c
Dann ist fiir alle j = 1,...,n die Familie (f;) e normal.
Beweis:

Man betrachtet die Gleichung f1+. ..+ f,, — ¢ = 0 und wendet den Satz von Cartan mit
p :=n+ 1 an. Aufgrund der Normierungsvoraussetzungen ist gewahrleistet, daf stets
Fall (a) eintritt, dafl also S = {1,...,n + 1} die einzig mogliche C-Klasse (und I = S
der zugehorige stabile Anteil) ist. (Hierbei bezeichne der Index n + 1 die konstanten

Funktionen f, 41 := —c.) Also ist (% . fj)fef und damit (f;)ser fiir j = 1,...,n normal
in D.

Satz 6.25
Die Liickenstruktur 7" habe AP-Liicken erster Art vom Typ (0;d). Dann ist AY.
normal in D.

Beweis:
Indem man evtl. d vergroert, kann man o.E. TNl = {0} annehmen. Wegen Bemerkung
6.19 gilt dann fiir f € A und f;(z) := f(¢72) mit ¢ := 2™/4:

fit+...+fa=d

Aus Satz 6.24 (mit n =d, ¢y = ... = ¢, = 1) folgt die Behauptung.

Fiir d = 2 wurde Satz 6.25 von Ruscheweyh und Salinas in [51] mithilfe einer ge-
ringfiigig erweiterten Version des FNT bewiesen.

Die in z = 0 nicht normale Folge der Funktionen f,(z) = exp(n - 2%) € A}, zeigt
(in Verbindung mit Korollar 6.7), daf Satz 6.25 fiir AP-Liickenstrukturen erster Art
vom Typ (b;d) mit b # 0 (mod d) i.a. nicht gilt. Aus dem gleichen Grund kann
man auch fiir AP-Liicken zweiter Art prinzipiell kein Normalitdtsresultat erwarten;
z.B. hat T := I, U I3 AP-Liicken zweiter Art vom Typ (1;6), es ist jedoch A% nicht
normal.

Als ungleich komplizierter erweist sich die Frage nach der Semidualitdt von AP-
Liickenstrukturen. Zunéchst ist nach Satz 6.25 und Satz 6.3 klar, dafi AP-Liicken-
strukturen erster Art vom Typ (0;d) (oder allgemeiner vom Typ (b;d) mit b = 0
(mod d)) nicht semidual sind. Wir erwarten Nichtsemidualitit jedoch auch fiir be-
liebige AP-Liickenstrukturen erster Art, denn geméf Satz 6.20 ist (E2) fiir sie nicht
erfiillt:
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Vermutung 6.26

Die Liickenstruktur 7" habe AP-Liicken erster Art vom Typ (b;d) mit b # 0
(mod d). Dann hat V}* die schwache Umgebungseigenschaft in b € T'. Insbeson-
dere ist 1" nicht semidual.

Dies wurde von Pinto, Ruscheweyh und Salinas in [45] fiir den Fall von AP-Liicken
vom Typ (b;2) bewiesen. Wir werden mithilfe des Satzes von Cartan zeigen, dafl
Vermutung 6.26 auch in zahlreichen anderen Fillen gilt. Ein allgemeiner Beweis ist
uns leider nicht moglich.

Die Voraussetzung b € T in der Definition von AP-Liicken erster Art ist fiir die
Giiltigkeit von Vermutung 6.26 unverzichtbar, wie man abermals anhand des Beispiels
T =1, (d > 2) sieht: T ist semidual (Satz 6.40), es ist aber T'N (b + I;) = 0 fiir
1<b<d-1.

Diesen trivialen Sonderfall freilich haben wir in der Definition von AP-Liicken zweiter
Art bereits ausgeklammert. Aber auch die dort vorgenommene Einschriankung, daf
T\ I, # 0 fiir alle Teiler ¢ > 2 von d gilt, reicht nicht aus, um die Nicht-Semidualitét
von T' zu sichern, wie wiederum das Beispiel der primitiven Liickenstruktur 7" := [LUI3
zeigt, das uns bereits im Kontext von Satz 6.22 begegnet ist: Dafl T semidual ist,
werden wir in Satz 6.43 nachweisen. Da in diesem Fall (E2) erfiillt ist, konnten wir
auch nichts anderes erwarten.

Die AP-Liickenbedingung zweiter Art verhindert die Semidualitdt i.a. also nicht.
Durch eine naheliegende Zusatzvoraussetzung erreichen wir aber, dafl (E2) nicht erfiillt
ist und wir daher wieder auf Nicht-Semidualitét hoffen konnen:

Vermutung 6.27

Die Liickenstruktur 7" weise AP-Liicken zweiter Art vom Typ (b; d) auf. Zusétzlich
gelte T\ Uygz2 It # (). Dann ist T nicht semidual.

Auch Vermutung 6.27 kénnen wir nur in Spezialfillen beweisen (Satz 6.33).

Bemerkung 6.28
Unter den Voraussetzungen von Vermutung 6.27 ist (E2) verletzt.

Es gibt dann némlich ein kg € T\ Ut| di>2 1t Gibe es eine Liickenstruktur S C T
mit kg € S, so daB Ag eine Einheit in C enthilt, so wire SN (b+d-Z) = 0,
und wegen gg7T (ko;d) = 1 wire S\ I, # 0 fiir alle Teiler ¢ > 2 von d. Also hitte
S AP-Liicken zweiter Art vom Typ (b;d), so daB es gemifl Satz 6.22 in Ag keine
ganze nullstellenfreie Funktion geben kann. Dieser Widerspruch zeigt, dafi (E2)
nicht erfiillt ist.

Vermutung 6.26 (nicht jedoch Vermutung 6.27) 148t sich fiir b > 1 zuriickfiihren
auf folgende allgemeinere Normalitdtsvermutung iiber Polynome, die als Summe von
Einheiten darstellbar sind (cf. [45]):

Vermutung 6.29
Esseienm,n € N,n > 2, ¢1,...,¢, € C\{0}. Dann gibt es ein M (cy,...,c,;m) <
00, so daf} fiir jedes Polynom P € P, gilt:
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Falls P eine Darstellung
Pz)=fi(z)+ ...+ fu(z) (2 €D)
besitzt, wobei fi, ..., f, Einheiten in D mit f;(0) = ¢; sind, so ist

|P(z)| < M(cy,...,co;m)  fiir alle z € D.

Die Normierung im Nullpunkt ist hierbei von entscheidender Bedeutung; dies sieht
man eindrucksvoll daran, daf3 sich bei Verzicht auf diese Normierungen jedes Polynom
als Summe von beliebig vielen Einheiten in D darstellen 1a8t.

Satz 6.30

Die Giiltigkeit von Vermutung 6.29 fiir ein n impliziert die Giiltigkeit von Ver-
mutung 6.26 fiir AP-Liickenstrukturen erster Art vom Typ (b;d) mit b > 1 und
d=n.

Beweis: (cf. [45], Beweis von Theorem 3)

Es sei f € ggp Setzt man fj(z) := f(¢72) und ¢; := (7° (1 < j < d) mit ¢ := e2™/9,
so ist
d

P(2):=) c;ifj(2)

j=1

nach Bemerkung 6.19 ein Polynom vom Grad < max(T'N(b+1;)). Nach Vermutung 6.29
gilt |P(2)| < M(eq,...,cq;m) fiir z € D. Mit der Cauchyschen Integralformel erhélt man
fiir den Koeffizienten d-al()f) von 2% in P(z) die Abschitzung ]al()f)\ <L Me,...,cqm).
Nach Satz 5.13 (2) hat V* also die schwache Umgebungseigenschaft in b € T\{0}, d.h.
T ist nicht semidual.

Fiir n = 2 wurde die Giiltigkeit von Vermutung 6.29 in [45], Theorem 4 gezeigt. Fiir
beliebige n konnen wir sie nur unter zusitzlichen Voraussetzungen an die ¢; beweisen:

Satz 6.31
Es seien m,n € N, n > 2, ¢q,...,¢, € C\{0} mit

Z ¢; # 0 fiir jede nichtleere echte Teilmenge I C {1,...,n}. (6.9)

jel

Dann gibt es ein M(cq,...,c;m) < oo, so daf fiir jedes Polynom P € P, mit
einer Darstellung

P(z) = filz) + ...+ fu(z) (2 €D),
wobei die f; Einheiten in D mit f;(0) = ¢; sind,

|P(z)] < M(cy,...,coym) in D gilt.
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Beweis:
Wir nehmen an, es gibt eine Folge (Pg)r C P, so daB jedes Py eine Darstellung
Py, = fix + ...+ fnor mit Einheiten f;; und f;x(0) = ¢; besitzt und || Py|| — oo fiir
k — oo gilt, wobei || P|| := max|;—; |P(z)| die Maximumsnorm in D ist.
Wir wenden den Satz von Cartan (mit p := n + 2) auf die Gleichung

fre+ oA fop + (1B +1 = Bp) = (I[P][ +1) = 0

an, in der alle Summanden nullstellenfrei in ID sind. Hierbei seien die Indizes n+ 1 bzw.
n + 2 den Funktionen fy, 11 = |[|Pgl| + 1 — Py, fanyok := —(||Pkl| + 1) zugeordnet.
Ist S C {1,...,n+2} eine C-Klasse fiir eine Teilfolge von ((fi ;.- -, fut2k)), (und D)
mit stabilem Anteil I C S, so gilt S C {1,...,n}:
Andernfalls wire entweder I = {n + 1;n + 2}, oder es gébe ein jo € {1,...,n} NI
und ein p € {1;2} mit n+p € S.

fn+1,k+fn+2,k —
fn+2,k

fn+1,k+fn+2,k

Im ersten Fall wire ( 7
n+2,k

)k K-konvergent gegen 0. Wegen
HPII:W galte somit
maxy,_1 [ Py(2)]

lim = 0;
k—co || Pe|| + 1

dies widerspricht jedoch der Tatsache, dafl nach einem bekannten Lemma von Bern-
stein (einer einfachen Folgerung aus dem Maximumprinzip, cf. [15], p. 27)

1
max |Pe(2)| > om
|Z|:§

| P

fiir alle k gilt.
Im zweiten Fall wiirde (JC?—“’“(O))]‘C gegen ein a € C konvergieren (a # 0 fiir
J

k
n+p€l, a=0firn+ MOE S\I), im Widerspruch zu f,4,%(0) — oo (!) und
Fiok(0) = o

Es folgt, dafl Fall (a) des Satzes von Cartan nicht eintreten kann. Also liegt Fall (b) vor,

d.h. nach geeigneter Teilfolgenauswahl gibt es disjunkte C-Klassen S1,S2 C {1,...,n}

fir ((fik,-- - fa+2,k)),- Die Normierung und Voraussetzung (6.9) in Verbindung mit Be-

dingung (3) aus der Definition 4.1 von C-Klassen erzwingen jedoch, da S, = {1,...,n}

fiir p = 1,2 gelten muf}, im Widerspruch zur Disjunktheit von S; und So!

Dies zeigt die Behauptung.

Aufgrund Satz 6.31 gilt Vermutung 6.29 insbesondere fiir n = 2.

Wie der Beweis zeigt, folgt aus der Giiltigkeit der Vermutung von Cartan und Ere-
menko (fiir ein p > 3) die Giiltigkeit von Vermutung 6.29 (fir n := p — 2) und damit
in Anbetracht von Satz 6.30 die Giiltigkeit von Vermutung 6.26 fiir AP-Liicken erster
Art vom Typ (b;d) mit d = p — 2.
In der Situation des Beweises von Satz 6.31 gilt dann némlich n+2 € S fiir eine C-Klasse
S, was der obigen Folgerung S C {1,...,n} widerspricht.

Nach dem auf S. 61 erwéhnten Resultat von Eremenko fiir den Fall p = 5 gilt Vermu-
tung 6.29 also auch fiir n = 3.

Interessant auch fiir spatere Anwendungen ist folgendes Analogon fiir ganze Funktio-
nen, das eine Verallgemeinerung des Satzes von Borel darstellt und das wir wie diesen
mithilfe der Nevanlinnaschen Abschétzung aus Lemma 4.16 beweisen:
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Satz 6.32
Es seien fi,..., f, Einheiten in C und P # 0 ein Polynom mit
Dann ist P konstant. Ist fiir ein jo € {1,...,n} die Funktion f;, nicht konstant,
so gibt es eine mindestens zweielementige Menge S C {1,...,n}, so daB fiir alle
. . f; i A
J, ke {l,...,n} der Quotient # konstant ist und ZjeS fi =0 gilt.
Beweis:
I. Zunéchst seien fi,..., f, linear unabhingig.
Dann sind ¢1,..., ¢, mit ¢; = % linear unabhéngige meromorphe Funktionen mit
p1+ ...+, =1.
Es ist N (r, %) = 0 wegen der Nullstellenfreiheit der f;, und da ¢; nur endlich viele
J
Polstellen hat, gilt

N(va(solw"agpn)) = O(logr) (T—> OO)
Mit Lemma 4.16 folgt

IN

i 1
kle <r, ﬁ) + N(r,W(e1,...,¢n)) +O(logr)

+0 <log nax T(r, cpk)>

=1,...,n

T(Tv 90j)

= O(logr)+ 0O <log  nax T(r, gpk)>

=1,...,n
fir r — oo, r ¢ E mit |E| < oo.
Also ist T'(r,¢;) = O(logr) (r — oo, r & E) fir j = 1,...,n. Wegen Satz 1.16 ist ¢,
rational, f; = ¢;- P also ein Polynom. Wegen der Nullstellenfreiheit in C ist f; konstant
fir j = 1,...,n. Damit ist auch P konstant. Die zweite Behauptung ist in diesem Fall
leer.
IL. Falls f1,..., fn linear abhéngig sind, so gibt es ji,...,js € {1,...,n}undci,...,¢cq €
C\{0}, so daB

PECl~fj1—‘r...—|—Cq-qu
und fj,, ..., fj, linear unabhéngig sind. Nach dem in I. Gezeigten ist P konstant.
Deshalb und wegen P # 0 ist P eine Einheit in C. Wir kénnen daher auf die Gleichung
fi+ ...+ fn— P = 0 den Satz von Borel anwenden. Damit folgt sofort die zweite
Behauptung.

Im Beweis unserer Resultate iiber AP-Liickenreihen bendtigen wir folgende unmittel-
bar einsichtige
Beobachtung:

Es sei (f,)n € A eine Folge von Einheiten in D, d € IN und ¢ := €2™/9. Dann ist

fa(2)
ein Ideal in Z und somit, da Z ein Hauptidealring ist und d € J ist, von der Form
t - Z mit einem t|d. (In den nachfolgend betrachteten Fillen stellt stets der Satz
von Cartan sicher, daf ¢ # d ist.)

J = {j € Z : Die Folge (z — ) ist KC-konvergent in ID).}

Damit kénnen wir zeigen:
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Satz 6.33
Die Liickenstruktur 7" habe AP-Liicken zweiter Art vom Typ (b;d). Es sei

d

dy = Tl q:= H p und” m:=min(T\ I,).

pEP7p|d0

Falls m und dy teilerfremd sind, so hat V;* die schwache Umgebungseigenschaft
in m. Insbesondere ist 1" nicht semidual.

Beweis:
Es geniigt zu zeigen, dafl es ein M < oo mit |a%)] < M fiir alle f € 12[% gibt.
Wir nehmen an, es existierte eine Folge (f,)n C /TOT, fn(2) = 2 per a,&")zk, fiir welche

limy, o0 \agg)] = oo gilt.
Fiir ¢ := 2™/ f;.(2) = (790 f, (¢z) (1 < j < d) und alle n gilt dann

fl,n‘{""“—fd,nzoa
und alle f;,, sind Einheiten in . Fiir

fn(2)

gilt aufgrund obiger Beobachtung J =t - Z mit einem ¢|d.

J = {j € 7Z : Die Folge (z — > ist K-konvergent in ID).}
n

Wir wenden den Satz von Cartan an. Hiernach gibt es nach evtl. Ubergang zu einer
geeigneten Teilfolge eine C-Klasse S C {1,...,d} fiir ((fin,---,fdn)),. Aus Symme-
triegriinden darf man d € S annehmen. Dann folgt S C J = t - Z; insbesondere ist
t # d. Aus Bedingung (3) von Definition 4.1 und der Normierung im Ursprung folgt
Zjes (9% = 0. Wegen t|j fiir alle j € S ist dies nur maoglich, falls ¢** # 1 ist. Also ist
d ftb, also dy [ t. Es gibt daher einen Primteiler p von dy mit p f t. Da andererseits
t|d ist, erhilt man t|% und somit jg := % e J.

Unter Beachtung von d|joq, d.h. ¢%F = 1 fiir alle k € I, folgt, daf8 die Taylor-
Entwicklungen von f,(¢7°2) und von f,, um den Nullpunkt im ersten bis (m — 1)-ten
Koeffizienten iibereinstimmen. Daher hat man die Entwicklung

fn(cjoz) =1 + (ngm o 1) ‘a

fn(2)

Wire d | jom, so wire p|m, im Widerspruch zur Teilerfremdheit von dy und m. Somit
ist ¢Jom £ 1.

Nach Definition von J ist die Folge <f’}(47£)z)) K-konvergent in . Daher gibt es ein
n n

C < oo mit |(¢/0™ —1) - agg)\ < C fiir alle n. Wegen (0™ — 1 # 0 erhélt man einen
Widerspruch zur Wahl von (fy,)n.
Damit ist die Behauptung gezeigt.

(n) m 4

Die Voraussetzung der Teilerfremdheit von m und dy in Satz 6.33 ist insbesondere
dann erfiillt, wenn d; eine Primzahlpotenz ist.

Fiir AP-Liickenstrukturen erster Art erhalten wir nunmehr:

" Man beachte, da nach Definition 7"\ I, # 0 ist.
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Satz 6.34

Die primitive Liickenstruktur 7" habe AP-Liicken erster Art vom Typ (b;d) mit
b#0 (mod d). Es sei

d
dy = ————, q:= p, m:=min(T\ [,),
99T (b; d) 11 (AL
PGRPWO
und m und d, seien teilerfremd. Dann besitzt V;* die schwache Umgebungseigen-

schaft in m. Insbesondere ist T nicht semidual.

Beweis:
Wegen b Z 0 (mod d) ist dy > 2, so dafl es einen Primteiler py von dy gibt und m
wohldefiniert ist. Nach Definition von AP-Liicken erster Art gibt es ein k € INgp mit
b+kdgT. Fiir b:= b+ kd und d := pg" - d mit einem geeignet groflen r € IN folgt also
TN (E+~JZ) = (). Da T primitiv ist, bedeutet dies, dafl T' AP-Liicken zweiter Art vom
Typ (b;d) hat.
Es sei

~ d

dy = ———=, q:= | | p und m:=min(T\ I3).
99T (b, d) -

pepvpldo

Es ist dann

99T (b, d) = ggT'(b, d) = ggT'(b; d),
wobei die erste Gleichheit daraus resultiert, dafl pyp in b und damit in b in niedrigerer
Exponentenbewertung als in d vorkommt. Es folgt weiter (,jo = dp- po” und somit ¢ = g,
m = m, so dal mit m und dy auch m und dj teilerfremd sind. Damit ist Satz 6.33
anwendbar. Aus ihm ergibt sich die Behauptung.

In [16] (siehe auch [17]) hatten wir die Nichtsemidualitdt von AP-Liickenstrukturen
erster Art vom Typ (b;d) fiir die Félle bewiesen, dafi d prim oder b kleiner als der
kleinste Primteiler von d ist. Dies sind offensichtlich Spezialfille von Satz 6.34. In die-
sen Fillen konnten wir iiberdies zeigen, dafl die schwache Umgebungseigenschaft sogar
in b vorliegt, im Einklang mit Vermutung 6.26. Dazu benétigen wir einen einfachen
Spezialfall des folgenden, auch fiir sich genommen nicht uninteressanten zahlentheo-
retischen Resultats von Schoenberg:

Lemma 6.35
Essei d € IN, d > 2, und ( sei eine primitive d-te Einheitswurzel. Ist > jer =0
fiir eine Teilmenge I C {1,...,d}, so ist I die disjunkte Vereinigung von Mengen
der Form {s+k-t|k=0,...,q— 1} mitt|d, t #d, 1 < s <t q:= % e IN (fir
welche aufgrund der geometrischen Summenformel bereits > 71— ¢ ¢5t* = 0 gilt.)
Beweis:
Fiir den (aufwendigen) Beweis des allgemeines Falles sieche Schoenberg [54], Theorem 1.
Im folgenden wenden wir das Lemma nur in dem (ungleich leichteren) Spezialfall an,
dafl d prim ist; etwas allgemeiner konnen wir im Fall einer Primzahlpotenz d = p”" wie
folgt schlieflen:
Ist F}, das n-te Kreisteilungspolynom, somuf 3 7, ; X J = Fy(X) - S(X) mit einem Poly-

nom S(X) = Z;i;f (@ cj X7 € Q[X] gelten, denn F; ist das Minimalpolynom von ¢ iiber

Q; hierbei ist ¢ die Eulersche Funktion. Bekanntlich gilt

Fd(X):Fp(XPM) und  Fy(X)=1+X +...+ X7}
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(und somit insbesondere d — p(d) =d — (p — 1) - p"~! = p"~1). Damit ergibt sich

p_lpr'fl
. nr—1
E X’zg E c, XHP Y,
Jjel pn=0 v=1

Durch Koeffizientenvergleich folgt ¢, € {0;1} fiir alle v, und aus der Struktur der
Doppelsumme auf der rechten Seite liest man sofort die Behauptung ab.

Satz 6.36

Die Liickenstruktur 7" habe AP-Liicken erster Art vom Typ (b;d) mit b # 0
(mod d), und es gelte eine der folgenden Bedingungen:

(1) b ist kleiner als der kleinste Primteiler von d.

oder

(2) d ist prim.

Dann hat V;* die schwache Umgebungseigenschaft in b € T". Insbesondere ist T'
nicht semidual.

Beweis:

Es liege der erste Fall vor. O.E. diirfen wir TN (b + d - Z) = {b} annehmen. (Dazu hat
man d ggf. mit einer geniigend grofien Primzahl > b zu multiplizieren.)

Wieder geniigt es zu zeigen, dafl es ein M < co mit |a,()f | < M fiir alle f 6 ZO gibt.
Dazu nehmen wir an, es giibe eine Folge (f,), C AO In(2) = D per ak )2k so daB
limy, o0 \al()n)] = 00.

Setzt man ¢ := €™/ f;,(z) = (7If, ((Fz) (1 <j <d)und fapin(z) :=d- aén) .
(1—=2°), faron(z):=—d- al()n), so gilt fiir alle n

fl,n+---+fd+2,n 507

und alle f;, sind Einheiten in D.
Fir

o f(@2)\ |
J: =47 €Z: Die Folge | z+— ist KC-konvergent in .
gilt wieder J =t - Z mit einem ¢|d.
Der Satz von Cartan sichert nach evtl. Ubergang zu einer Teilfolge die Existenz einer
C-Klasse S C {1,...,d+ 2} fir ((fin,---, fat2n)),- Mit derselben Argumentation wie
im Beweis von Satz 6.31 folgt S C {1,...,d}. Aus Symmetriegriinden darf man d € S
annehmen, so dafl S C J =t - Z gilt; insbesondere ist ¢ # d.

Essein:= (" und q: d . Dann ist ¢ > 2 und 7 eine primitive ¢g-te Einheitswurzel. Aus
der Voraussetzung folgt b < q. Daher ist

oy £ 1. (6.10)

Nach Definition von S ist (]}1(_(7;;))> K-konvergent. Es sei
n n

fn 772 ch) n
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Dann gibt es ein C' < co mit ‘c,(gn)’ < Cfirk=1,...,bund alle n. Es gilt

o = a"(n-1)
A = ) o 1) ol

cl()n) = al()n) <17b — 1) — agn)cl(ﬁ)l - .= al(ﬁ)lcgn).

Hieraus erkennt man unter Beachtung von (6.10) nacheinander die Beschranktheit von

() (o) o

aé ) , im Widerspruch zu @, — oo (n — o0). Dies zeigt
n
die Behauptung im ersten Fall.

Auf den zweiten Fall iibertragen 146t sich diese Argumentation nur unter der Zusatz-
voraussetzung 1 < b < d — 1; wir konnen jedoch unter Verwendung bereits bewiesener
Resultate direkter schlieflen:

Ist d prim, so gilt fiir ¢j := (7/° (mit ¢ = e wegen Lemma 6.35 3,y c; # 0 fiir
0 #1C{1,...,d}. Daher kann man Satz 6.31 anwenden und erhélt mit wortlich der
gleichen Argumentation wie im Beweis von Satz 6.30 die Behauptung.

27ri/d)

Eine Situation, in der Satz 6.34 versagt, ist z.B. die Liickenstruktur 7" := I,UI3U{5},
welche AP-Liicken erster Art vom Typ (5,6) hat. Als storend beim Versuch, mit-
tels des Satzes von Cartan Beschrinktheitsaussagen iiber bestimmte Koeffizienten
der Funktionen in A% zu gewinnen, erweist sich die Tatsache, da§ die ersten nicht-
verschwindenden Koeffizienten (ndmlich der zweite, dritte und vierte) zwangslaufig
unbeschriankt sind (da I und I3 semidual sind); fiir die entsprechend verkleinerte
Liickenstruktur S := T\ {2, 3,4} liefert Satz 6.34 hingegen die Nicht-Semidualitét.
Allgemeiner erscheint es nicht unwahrscheinlich, dafi die Nichtsemidualitét bei end-
licher Vergréflerung einer Liickenstruktur stets erhalten bleibt, daf§ also mit einer
Liickenstruktur S auch S U E nichtsemidual ist, sofern £ C IN endlich ist. Dies wiirde
angesichts der bereits bewiesenen Teilresultate die Giiltigkeit der Vermutungen 6.26
und 6.27 implizieren.

Wesentlich unproblematischer als der allgemeine Fall der AP-Liicken (mit d > 3) sind
Liickenstrukturen, deren Indizes selbst (bis auf endlich viele Ausnahmen) auf einer
arithmetischen Progression liegen. Dies wird beim Beweis des folgenden Satzes deut-
lich, in dem wir fiir die einfachste dieser Situationen eine quantitative Abschéitzung
geben:

Satz 6.37
Es sei d > 2 und T := [, U {1}. Dann gilt fiir alle f € IZI% die Abschitzung

|a§f)] < 10.108, im Falle d = 2 sogar ]czgf)\ < 8.754. Insbesondere ist T' nicht
semidual.

Beweis:
Es sei ¢ € C mit (¢ =1 und arg(¢) € [2m;7].® Dann gilt fiir alle f € j% mit o # 0:
[ = f¢) =(1=¢)-af -2

8 In der Situation von Bemerkung 6.19 ist es hingegen wesentlich, daB ( eine primitive d-te
Einheitswurzel ist.
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Fiir die in D holomorphe und nullstellenfreie Funktion h(z) 1= £ (€2) oilt daher h(z) #1

7(z)
auBer fiir z = 0. Somit ist w(z) := —/h(2z) (mit w(0) = —1) holomorph in D und 148t
die Werte 0 und 1 aus. Es ist
1
J;,((CZ)) = 1+(C—1)-a§f)z+..., also  w(z) :—1+§(1—C)-agf)z+....
z

Mit Satz 2.4 (2) folgt ‘%(1 ) agf)( < 2C mit C = 4.3768796 ... .
Wegen |1 — (| > |1 - 62”/3| = /3 erhilt man |a§f)| < 47% < 10.108.
Im Falle d = 2 ist ( = —1, und es folgt sogar \agf)\ < 2C < 8.754.

Bereits 1906 hat Landau ein &hnliches Resultat bewiesen ([30], Théoreme IV); er
zeigte mithilfe des spéter nach ihm benannten Satzes:

Es gibt ein Ry > 0, so daf} jede in |z| < Ry holomorphe Funktion
f(2) =142+ a1z 4 ag2 ™ 4

(mit d > 2) mindestens eine Nullstelle in |z| < Ry hat.

Allgemeiner gilt, daf eine Liickenstruktur 7" nicht semidual ist, falls 7'\ (b+ I ) endlich
und 1 < b <d—1ist; T hat dann ndmlich AP-Liicken erster Art vom Typ (0;d).

Auch Liickenstrukturen, die aus lediglich zwei arithmetischen Progressionen bestehen,
lassen sich in dhnlicher Weise leicht bewiltigen:

Satz 6.38

Es seien b,d € IN mit d > 3 und d f b, und es sei T' := I; U (b + I;). Dann hat
V/* die schwache Umgebungseigenschaft in b. Insbesondere ist 7" nicht semidual.

Beweis:
Es sei ¢ := e2™/d_Fiir alle f € A% gilt dann

F(2) = M+ F(C2) + TV f(¢P2) = 0.

Aus dem Satz von Cartan - der sich in diesem F gll von drei Funktionen auf den FNT
reduziert - folgt die Normalitit von {f ((CZZ)) fe A%}. Wegen

7
f(¢z2)
f(z)

fiir alle f € g% und ¢® # 1 impliziert dies M (T) < oo und somit die Behauptung.

:1+(Cb—1)-al()f)zb—|—...

Exkurs: Ein Optimierungsproblem fiir AP-Liickenpolynome

In der Situation von Satz 6.37 ist es aufschlufireich, die obere Schranke 8.754
mit den Betrigen des ersten Koeffizienten von in D nullstellenfreien Polynomen
niedrigen Grades mit dieser Liickenstruktur (7' = I, U {1}) zu vergleichen:

Wir betrachten P, (z) = (1 + 2)"*! - R,,_;(2) und versuchen, R, | € P,_1 so zu

wéhlen, dafl P, € AOT N Py, gilt. Dies ist fiir 2 < n < 9 moglich.? Die Resultate

9 Man hat dazu ein lineares Gleichungssystem fiir die Koeffizienten von R, _; zu l6sen, das sich
aus den Liickenbedingungen ergibt, und zu iiberpriifen, ob das so bestimmte R,,_; nullstellenfrei in
D ist; ab n = 10 ist dies nicht mehr der Fall.
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numerischer Untersuchungen mithilfe der Optimization Toolbox von MATLAB
stiitzen (in Verbindung mit Satz 6.61) die Vermutung, daf es sich bei den auf
diese Weise bestimmten Polynomen P, um die Extremalpolynome handelt, fiir
die der Betrag des ersten Koeffizienten maximal in A% N Py, wird, dafl also (in

der Terminologie von S. 133) ‘a(len)‘ = MP(T) gilt.
Unabhéngig von der Richtigkeit dieser Annahme erhélt man auf diese Weise je-

denfalls untere Schranken fiir Ml(%) (T') und damit fiir M;(T), und zwar (auf drei
Nachkommastellen gerundet):

| 2n | 4 | 6 | 8 [ 10 | 12 | 14 | 16 | 18 |
8 _ | 16 _ | 128 _ | 256 _ | 1024 _ | 2048 _ | 32768 _ | 63536 _
3 5 35 63 231 429 6435 12155
)agPM’ 2.667 | 3.2 | 3.657 | 4.063 | 4.433 | 4.774 | 5.092 | 5.392

Satz 6.37 (M, (T) < 8.754) liefert also eine relativ gute obere Schranke fir M, (7).
Eine interessante Frage ist, welche Gestalt die den ersten Koeffizienten in ZOT N
Ps, maximierenden Polynome mit Grad 2n > 20 haben; numerisch scheint sich
dieses Optimierungsproblem nicht mehr mit verniinftigem Aufwand bewéltigen

zu lassen.

Wir zeigen nun noch, daf§ auch fiir AP-Liickenstrukturen 7" erster Art vom Typ (b; d)
mit b Z 0 (mod d) immerhin eine geeignete Teilfamilie von EOT normal ist, zumindest
in den Féllen, in denen die schwache Umgebungseigenschaft in b vorliegt, wie wir es ja
generell erwarten (Vermutung 6.26), in Satz 6.36 freilich nur fiir bestimmte Spezialfille
zeigen konnten:

Satz 6.39

Die Liickenstruktur 7" habe AP-Liicken erster Art vom Typ (b;d) mit b > 1,
TNb+d-Z)={byund {1,...,d—1} CT. Es sei My(T') < oo, d.h. V/* habe die
schwache Umgebungseigenschaft in b. Es sei € > 0 beliebig. Dann ist die Familie'®

fE::{feﬁfor : ]agf)-...-aglji)l\zs}

normal in D.

Beweis:
Es sei (fyn)n eine Folge in 7., fu(2) = > 1cr a,gn)zk. Nach Satz 1.17 gibt es ein C' < oo

mit
72#) 1 1
m (r, f) <C- <logJr yra— +log™ (m(R, fo)+m (R, f_n)> + 1)

fir0<r<R<lundpu=1,...,d—1. Mit dem Ersten Hauptsatz und der Normierung
|/n(0)] =1 folgt

(1)
m <T, f;—) <C- <10g+ ﬁ +log"m(R, fn) +log2 + 1> : (6.11)

n

10 1st {1,...,d — 1} C T nicht erfiillt, so ist F. = (.
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Wie iiblich sei fj,(2) := (7 f, (Cjz) mit ¢ := e2™/4 g0 daB

fin+ .o+ fin = d-al(,”) 2% =: Py(2)

gilt. Es sei Ly, := L(fin, .-, fan). Dann ist

1 1
(n) (n) | rd
a . a .
Ln(0) = det roc e
(d—1)-ay”, - ¢t 0 (d-1)!- a |- ¢dd=1)
— 9.3 (d—1N.a™ . g p(v—1)
230 (d= D)l al) - det (¢ )W:Lm,d

Hierbei ist det (C”(V_l))#,, # 0. (Es handelt sich um eine Vandermondsche Determi-
nante.) Nach Definition von F; folgt die Existenz eines ¢ > 0 mit |L,(0)| > § fiir alle
n. L, sei die Determinante, die aus L,, entsteht, wenn man die letzte Spalte durch

T
(Pn, P, ..., P,gd_l)) ersetzt. Wie im Beweis von Proposition 4.14 sieht man mittels
der Cramerschen Regel, dafl

Ly,
fn—fdn—L_n

gilt. Mit dem Ersten Hauptsatz folgt

—~ 1
mirif) < L) +m (g
r

< mlr. L)+ mir, L) + N(r. L) — log Ly (0)
< mlr, L)+ mir, L) +log 5. (6.12)

da N(r,L,) = 0 wegen der Nullstellenfreiheit der f,,.
(1)
Wir kénnen L,, und L durch J;“:l und P( 2 ausdriicken und erhalten

d—1 f(#)
m(r, L,) < C"- Z m<’r, ﬂ) +1
j 0
und ebenso
s d—1d-1 (W)
m(r,L,) < C"- m(r, ﬂ) +m (r, P,(L“)> +1
j 0
fiir 0 < r < 1 und alle n mit gewissen Konstanten C’, C” < oco.
Mit (6.12), (6.11) und
m (’I“,P,,S”)) =log™ ‘d-agn) b (b—p+ 1)7“6_“‘ <log"™ M+,

fir 0 <7 <1und 0 < pp < d—1 (mit geeigneten ~, > 0) ergibt sich, wenn man noch

f(#)
m< o ) =m <r 5 > beachtet, eine Abschétzung
J7mn
1
+ 1)
—r

m(r f) < 5 (tog (R 1) + 106 7
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fir 0 < r < R < 1 und alle n mit einer Konstanten K < oco. Daraus folgt unter
Benutzung von Lemma 1.20 mit der iiblichen Argumentation!! die Normalitit von

(fn)n-
Im Spezialfall ' = I, U {1} folgt, daf die Familie

{redy 1o =<}

fiir alle € > 0 normal ist. Es ist zu vermuten, daf fiir beliebige AP-Liickenstrukturen
T erster Art vom Typ (b;d) mit b > 1

{feﬁ% - al] Zs}

normal ist. Weiter stellt sich die Frage, inwieweit sich hinter dem in Satz 6.39 be-
schriebenen Phénomen ein allgemeines Prinzip verbirgt, das auch fiir andere Liicken-
strukturen giiltig ist.

6.4 Konstruktion semidualer Liickenstrukturen

6.4.1 Grundlegende Konstruktionsprinzipien

Ausgangspunkt fiir die Konstruktion von praktisch allen explizit bekannten semi-
dualen Liickenstrukturen ist die Tatsache, dal die (diesen Namen eigentlich nicht
mehr verdienende) Liickenstruktur I; = INg semidual ist. Es gilt sogar:

Satz 6.40
Fir alle n € IN ist [,, semidual.

Dies wurde erstmals von Ruscheweyh und Kasten ([50], Theorem 1.18 und [28], Theo-
rem 2) mit Mitteln der geometrischen Funktionentheorie bewiesen. In [58] gab Wirths
einen verbliiffend einfachen Beweis, der auf der Existenz einer nullstellenfreien ganzen
Funktion in Aj,, ndmlich

=1
9(z) := exp(z Z k:_
k=0

beruht:!2
Beweis:

Es sei ein h € V" gegeben. Nach Lemma 6.10 ist h x g eine nullstellenfreie ganze
Funktion. IThre Ordnung ist wegen Satz 1.13 und Bemerkung 5.7 (2) hochstens n. Daher
gibt es nach Satz 1.15 ¢y,...,¢, € C, so daf3

(h*g)(z) =exp(c1z+...cp2")

gilt. Ist

(h*g)(z Zbkz

11 ¢f. Beweis von Proposition 4.14
12 Angesichts von Satz 6.4 wiirde es natiirlich geniigen, den Fall n = 1 zu betrachten.
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so folgt durch Differenzieren
oo o0
anzbkznk’l =(c1+ ... +ne,2" ) Z bz
k=1 k=0

Koeffizientenvergleich ergibt ¢; = ... = ¢,—1 = 0. Also ist (h*g)(z) = exp(cp2™). Es sei
x € Cso, daB 2™ = ¢,,. Dann gilt (hxg)(2) = g(xz) = (gx*ey, )(xz). Unter Beachtung von
Bemerkung 5.7 (2) folgt h(z) = ey, (z2) und |z| < 1, also h € V}, . Dies zeigt V" = Vp,,
also die Semidualitit von I,,.

Wir untersuchen nunmehr die Vereinigung semidualer Liickenstrukturen auf Semi-
dualitét.

Pinto, Ruscheweyh und Salinas erzielten in [45], Theorem 1 das folgende Resultat:

Satz 6.41

Die Liickenstrukturen S und 7' seien semidual. Falls 1 € S N 7T ist oder falls es
a,b € SNT mit ggT(a,b) =1 gibt, so ist auch S U T semidual.

Beweis:

*k

Fir h € V¢ gilt nach Lemma 5.16
esxheVi*=Vg, erxheVy*=Vp,

also
(es * h)(z) = es(xz), (ep*xh)(z)=ep(yz) mit|z|,|y] <1

Durch Koeffizientenvergleich folgt = y, sofern 1 € SN T, bzw. 2% = y*, x* = y°, falls
a,b € SNT mit ggT(a,b) = 1 sind. In letzterem Fall gibt es m,n € Z mit a-m+b-n = 1,
so dafl man ebenfalls z = y erhélt. Da zudem h € /TguT nach Bemerkung 5.7 (2) ist,
folgt h(z) = esur(xz), also h € Vgur. Dies zeigt die Semidualitidt von S UT.

Vermutlich ist die (endliche oder unendliche) Vereinigung beliebiger semidualer
Liickenstrukturen sogar ohne die Zusatzvoraussetzungen in Satz 6.41 stets semidual;
wir werden darauf am Ende von Abschnitt 6.5 noch einmal eingehen.

Es geniigt hierbei, sich auf endliche Vereinigungen zu beschrinken; im Fall aufstei-
gender Folgen ist die Semidualitéit ndmlich abgeschlossen beziiglich der mengentheo-
retischen Limesbildung:

Satz 6.42

Es sei (T™),>; eine aufsteigende Folge semidualer Liickenstrukturen, d.h.
T0+D) > 70 fijr allen > 1, und es sei T := Un21 T Dann ist auch T semidual.

Beweis:
Es sei ein h € V;* gegeben. Fiir alle n € IN gilt nach Lemma 5.16

k%
h* epm) € Vi = Vpm,

d.h. (h x epm )(2) = epm(n2) fiir alle z € D mit einem z,, € D. Nach geeigneter
Teilfolgenauswahl darf man annehmen, dafl (z,,), gegen ein z € D konvergiert.
Weiter gilt ey — er (n — 00) kompakt gleichmiflig in D:
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Sind némlich ein R € (0;1) und ein ¢ > 0 gegeben, so gibt es ein ky € IN mit
> kot 1 R¥ < ¢ und hierzu ein ng € IN, so daB (T \T™)N{1,...,ko} = 0 fiir alle
n > ng. Fir alle n > ng und alle z € Dg folgt

lepim (2) —er(z)] < > 2F< Y RF<e

keT\T(™) k=ko+1
Dies zeigt die Behauptung.
Beachtet man noch, dafl nach Dualitdtsprinzip h € Ar gilt, so ergibt sich insgesamt

h(z) = (hxer)(2) = lim (h % eqn)(2) = m epo (202) = er(s2)

fir alle z € D.
Also ist h € Vp. Dies zeigt Vi = V£* ) also die Semidualitét von T'.

Es gilt kein analoges Resultat fiir beliebige Folgen von Liickenstrukturen (beziiglich
des mengentheoretischen Limes superior bzw. Limes inferior), nicht einmal fiir abstei-
gende Folgen: Setzt man 7™ := INg\ {2k +1 |k =1,...,n}, so sind alle 7™ semi-
dual, wie wir in Korollar 6.49 sehen werden, aber lim,, ., 7™ = (>, T™ = LU {1}
ist geméf Satz 6.34 nicht semidual.

Fiir bestimmte Vereinigungen von Liickenstrukturen, die alle aus ein- und derselben

Liickenstruktur durch Streckung hervorgehen, konnen wir ebenfalls die Erhaltung der

Semidualitidt beweisen's:

Satz 6.43

Es sei S eine semiduale Liickenstruktur und (n;);>1 eine (endliche oder unendli-
che) Folge in IN. Fiir r > 2 sei d,. := ggT'(nq,...,n,), und es gelte T ES
fir alle » > 2. Dann ist auch

U@ -9)

Jj=1
semidual. Insbesondere ist (J;, I, fiir jede Folge (n;); € IN semidual.

Beweis:
Aufgrund von Satz 6.42 geniigt es, die Semidualitéit von U§:1 nj - S fir alle r € IN zu
verifizieren. Diese zeigen wir induktiv:
Fiir » = 1 ist die Behauptung klar nach Satz 6.4.

Es sei ein r > 2 gegeben, und T := U;;} n; - S sei bereits als semidual nachgewiesen.
Angesichts von Satz 6.4 diirfen wir d, = 1 und somit nq,...,n, € S annehmen.

Es sei T':= {J;_; n; - S.

Es sei ein h € V" gegeben. Nach Bemerkung 5.7 (2) gilt h € Ar, so daB h eine Dar-
stellung h(z) = > ,cp cx2” besitzt. Nach Lemma 5.16 und aufgrund der Semidualitéit
von 7" und von n, - S gilt

e xh € Vif =V und en.s*h eV g="V, 5.
Also gibt es z,y € D mit

(eqr * h)(z) = epr(xz) und (en,.s * h)(z) = en,.s(yz)

13 Es sind dies Fille, in denen Satz 6.41 versagt.

119



fiir alle z € D. Es folgt

k-m;

Chn; =T und  cpp, = Yk fir alle j=1,...,7—1 und alle k € S.

Insbesondere ist ¢y, ., = 21" = y™ " und daher |z| = |y|.
Im Falle z = 0 ist h(z) = 1, also h € V wie gewiinscht.
Es sei # # 0 und y = €™z mit ¢ € [0;1). Aus 2™ =y und z # 0 folgt

627ri~ap~nj e ]

fir alle j =1,...,7 — 1 und somit

e2mip-ggT(na,mr—1)nr _ 1

Setzt man d := d,—1 = ggT(n1,...,nr—1), so ist also pdn, € INg. Es sei ¢ = g mit
teilerfremden p,q € INp. Dann ist ¢|dn,, also dn, = mgq fir ein m € INg. Wegen
99T (ny,...,n.) =1 gibt es s,t € Z, so dafBl

1=s-9g9T(n1,...,Npm—1) + tn, = sd + tn,

gilt. Damit folgt

mp  mps mpt

“dn, n,  d
Es sein := 2™Pt/d Dannist 7 = 1firj =1,...,r—1 (da d|n;) und n™ = 27"
und es folgt ¢, = ¥ = (nz)¥ fiir alle k € T’ und ¢ = y* = 2™%kzk = (nz)* fiir alle
k € n,- S, insgesamt also ¢ = (nz)F fiir alle k € T. Somit ist h(z) = ep(nrz), also
h e Vrp.
Dies zeigt die Semidualitdt von T'.

Der Fall S = Ny geht auf Pinto, Ruscheweyh und Salinas ([45], Theorem 2) zuriick.

Zwei interessante Anwendungen behandelt das folgende Korollar:

Korollar 6.44
(a) Essein € INund T := INg \ {1,...,n}. Dann ist 7" semidual.

(b) Die Liickenstruktur 7" := INy \ (P U {1}) ist semidual.

Beweis:

In beiden Féllen gilt T' = J, o7 Ix; denn es ist jeweils mit £ € T und j € INg auch
j -k € T. Daher folgt die Behauptung aus Satz 6.43 und der Semidualitéit von INp.

Bemerkung 6.45

Die Liickenstruktur 7" := {0;1} UP, die zu der in Korollar 6.44 (b) betrachteten
komplementar ist, ist nichtsemidual; sie hat ndmlich AP-Liicken erster Art vom
Typ (0;2).

Dies wirft die Frage auf, inwieweit die (Nicht-)Semidualitét einer Liickenstruktur
T Auswirkungen auf die (Nicht-)Semidualitét der komplementiren Struktur
T := {0} U(IN\ T) hat. Klar ist, dafl sowohl T als auch T nichtsemidual sein
konnen; dies zeigt bereits das Beispiel T' := Iy U {1}, in dem sowohl T" als auch
TC AP-Liicken erster Art, und zwar vom Typ (1;2) bzw. (0;2) haben. Hingegen
erscheint die Vermutung nicht unberechtigt, da8 7 und T nicht beide semidual
sein konnen.
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6.4.2 Vergroflerung semidualer Liickenstrukturen

Dal man bei der Vergréferung semidualer Liickenstrukturen mit dem Verlust der
Semidualitdt rechnen muf}, ist uns bereits aus Bemerkung 6.8 vertraut. Jedoch konn-
te die Tatsache, dal in dem dortigen Standardbeispiel der nichtsemidualen Liicken-
struktur 7,, U {1} der “semiduale Anteil” I, nicht primitiv ist, zu der folgenden Ver-
mutung verleiten:
Es sei T eine Liickenstruktur. Es gebe eine primitive semiduale Liickenstruktur
S C T. Dann ist T semidual.

Diese Vermutung ist falsch, wie das Beispiel S := I, U I3, T := S U {1} lehrt: GeméS8
Satz 6.43 ist S semidual. Hingegen hat 7" AP-Liicken erster Art vom Typ (1;6) und ist
daher nicht semidual (Satz 6.34). Auch primitive semiduale Liickenstrukturen kénnen
wir also nicht einfach vergréfiern, ohne die Semidualitédt zu verlieren.

Eine notwendige Bedingung dafiir, dal mit einer Liickenstruktur S auch eine S um-
fassende Liickenstruktur 7" semidual ist, ist offensichtlich M (7T) = oo fur alle k& €
T\ S. Zumindest im dem Fall, daf§ sich 7" und S nur um endlich viele Elemente
unterscheiden, erweist sich diese Bedingung sogar als hinreichend:

Satz 6.46

Es sei S eine semiduale Liickenstruktur, E eine endliche Teilmenge von IN'\ S und
T :=SUE. Falls M(T') = oo fiir alle k € E gilt, so ist auch 7" semidual.

Beweis:
Es sei h € V;*. Nach Lemma 5.16 ist eg * h € V™ = Vg. Also gibt es ein z € D, so dafl
(es * h)(z) = eg(xz) fiir alle z € D gilt. Wegen V* C Ar folgt

h(z) = eg(z2) + Z Fr2® = ep(x2) + Z Y2

kek keE

mit gewissen Y, v € C.

Annahme: Es ist vy, # 0 fiir ein kg € E.

Wegen Mj,, (T') = oo gibt es eine Folge (gr,)n C g%, n(2) = D per bggn)zk mit bg;) — 00
fiir n — oo. Es sei P(2) := > 1cp ’ykb,(cn)zk . Nach der Cauchyschen Abschétzungsformel
gilt dann

1Pl > bl - o2

I

wegen g, 7 0 also ||P,|| — oo (n — o0). Fiir alle n € IN ist

(h# gn)(2) = (er * gn) (@2) + > WbV 2" = galaz) + Pu(2),
keFE

also
(h* gn)(2) = gn(@z) — (Pa(z) + [|Pal| +2) + ([|[Pal] +2) = 0.

In dieser Gleichung sind alle Summanden nullstellenfrei in D, so daf3 der Satz von Cartan
anwendbar ist. Aufgrund der Normierung in z = 0 sowie von || P, || — oo fiir n — oo
gibt es fiir die C-Klassen geeigneter Teilfolgen nur folgende Moglichkeiten: Entweder ist
S =1{1,2,3,4} eine C-Klasse, oder S; = {1,2} und Sy = {3,4} sind C-Klassen.

Ist S ={1,2,3,4} eine C-Klasse, so muf fiir den zugehdorigen stabilen Anteil I = {3,4}
gelten - wiederum aufgrund der Normierung in z = 0 sowie von ||P,|| — oo (n — 00).
Dies bedeutet aber, da§ {3,4} selbst eine C-Klasse ist.
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In jedem Fall ist {3,4} nach geeigneter Teilfolgenauswahl also eine C-Klasse. Also ist

(%) (mit f3, = —(Pp + ||Pp|| +2) und fu, := || Py|| + 2) K-konvergent gegen
’ n

0. Insbesondere folgt

maxy,_1 | Pn(2)]

= 0.

lim
n—oo |[Pyl] +2

Nach dem Lemma von Bernstein ist jedoch

1
max |Pn(2)] 2 50 - [ Pall

|z1=5

mit m := max E, und man erhélt einen Widerspruch zu || P,|| — oo (n — 00).
Also gilt v, = 0 fiir alle k£ € E. Somit ist h(z) = er(zz), d.h. h € Vp. Damit ist die
Semidualitidt von T gezeigt.

Hieraus ergibt sich unmittelbar:

Korollar 6.47

Es sei S eine semiduale Liickenstruktur, E eine endliche Teilmenge von IN'\ S und

T := SUE. Falls Ay eine ganze nullstellenfreie Funktion g mit a,&g) # 0 fiir alle
k € E enthélt, so ist auch T" semidual.

Eine wichtige Folgerung ist, daf§ alle Liickenstrukturen mit endlichem Komplement
semidual sind; bisher wissen wir dies aus Korollar 6.44 (a) ja nur fiir Liickenstrukturen

der Form INy \ {1,...,n}. Zum Beweis benétigen wir das folgende Lemma:
Lemma 6.48
Esseim € INund ¢y, ..., ¢, € C. Dann gibt es eine ganze nullstellenfreie Funktion

g € Ag, so dafl al(f) = ¢, fir alle k = 1,...,m gilt und g die Ordnung p(g) < m
hat.

Beweis:

Im Falle m =1 leistet g(z) := exp(c12) offensichtlich das Gewiinschte.
Es sei die Behauptung fiir ein m € IN bereits bewiesen, und es seien ci,...,¢pn11 € C
gegeben.

Dann gibt es eine ganze nullstellenfreie Funktion gy € Ay der Ordnung p(go) < m mit

a,igo) = ¢, fiir alle k = 1,...,m. Setzt man

9(z) == go(2) - exp ((Cm+1 - affi‘fl) zm“) ,
so ist g eine ganze nullstellenfreie Funktion in Ay der Ordnung
p(g) <max{p(go);m+1} <m+1,

und es gilt

a,(gg) = a,(ggo) =cfirk=1,...,m und aggzrl = agg(jr)l + (Cm+1 - aﬁ,gﬁr)l) = Cm+1-

Per Induktion ist damit die Behauptung bewiesen.
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Korollar 6.49

Es sei L C IN eine endliche Menge und 7' := INy \ L. Dann ist 7" semidual.

Beweis:

Essei m:=maxL, S:=No\{l,...,m}und E:={1,...,m}\ L. Dann ist £ CIN\ S
endlich und 7' = SU E. Geméaf Korollar 6.44 (1) ist S semidual. Nach Lemma 6.48 gibt
es eine ganze nullstellenfreie Funktion g € Ay mit a,(gg ) = 0 fiir alle k € L und a,(f ) =1
fir alle k € E, d.h. mit g € AT. Die Behauptung folgt nun aus Korollar 6.47.

Die Methode aus Satz 6.46, eine semiduale Struktur zu einer anderen semidualen
Struktur zu erweitern, 148t sich wesentlich verallgemeinern, allerdings um den Preis,
daB} wir nicht nur Unbeschrinktheit der Koeffizienten an den neu aufgenommenen
Positionen, sondern sogar Existenz entsprechender nullstellenfreier ganzer Funktionen
voraussetzen miissen. Dazu benétigen wir zunéchst ein ziemlich technisches Lemma:

Lemma 6.50

Es sei T eine Liickenstruktur. Es gebe eine semiduale Liickenstruktur S C T
und eine Liickenstruktur 7o C T, so dal Ap, eine ganze nullstellenfreie Funktion
enthélt.

Weiter gebe es b,d € INg mit d > 2,0 < b < d—1,soda (T \ S) N (b+ dZ)
endlich ist', und falls b > 1 ist, gelte zusitzlich Ty \ I, # 0 fiir alle Teiler ¢ > 2
von d.

Es sei h € Vi*, h(z) = Y .cp cr2". Dann gilt:

(1) Es gibt ein z € D und ein jy € {1,...,d}, so daB mit ¢ := >"¥/4

cp, =2 firallek € SU(TyN (b+dZ)),  cp =2k fiir alle k € Ty

gilt.

oder

(2) Esist ¢y =0 fiir alle k € SU (Ty N (b+ dZ)), und es gibt einen Teiler ¢ > 2
von d, so dafl ¢, = 0 fiir alle k € Ty \ I, ist und Ag, mit Ry := Ty N1, C
(ToN1,) \ (SU (b+ dZ)) eine nullstellenfreie ganze Funktion enthilt.

Falls b = 0 ist, tritt stets Fall (1) ein.

Beweis:

Geméf Lemma 5.16 und aufgrund der Semidualitdt von S ist eg x h € Vi* = V.
Also gibt es ein 2 € D, so daB (eg * h)(z) = eg(xz) fiir alle z € D gilt. Daher ist ¢, =
fir alle k € S.

Nach Voraussetzung gibt es eine ganze nullstellenfreie Funktion g € Az, . Es sei g(z) =
ZkETO bi2*, wobei by, # 0 fiir alle k € Ty nach Definition von A, ist. GeméB Lemma
6.10 ist auch G := g * h eine ganze nullstellenfreie Funktion. Setzt man R := Ty \ S, so
ist

k

G(z) = Z bpcrz® = Z b2k + Z bi(cr, — xk)zk

keTy keTy keTp\S

= g(xz) —+ Z bk(ck — xk)Zk. (613)
keR

14 Diese Voraussetzung ist geringfiigig schwiicher als die AP-Liickenbedingung erster oder zweiter

Art.
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Fir j=1,...,d und alle z € C sei
95(2) == (g(Faz),  gjra(z) = (PG 2).
Die Funktionen g, ..., gsq sind allesamt Einheiten in C, und wegen (6.13) ist

gar1+t .-+t g2a=91+...+9a+ P,

wobei

P(z)=d- Z bi(cp — 2F) 2"

keRN(b+dZ)

ein Polynom ist, da RN (b + dZ) endlich ist.
Aufgrund Satz 6.32 ist P konstant, wegen P(0) = 0 also P = 0. Dies bedeutet insbe-
sondere ¢, = ¥ fiir alle k € RN (b+ dZ), womit ¢ = 2* fiir alle k € SU (Tp N (b+dZ))
gezeigt ist.
Auf die Gleichung

g1+ ...+ 94— 9gay1 — .- —9g2a =0
ist nun der Satz von Borel anwendbar. Es sei S C {1,...,2d} die zur Funktion
ga(z) = g(zz) gehorige Aquivalenzklasse (beziiglich der im Satz von Borel definierten
Aquivalenzrelation auf {1,...,2d}).!?
Falls es ein jp € SN{d+1,...,2d} gibt, so ist

g(xz) = G(¢%2) fiir alle z € C,
und durch Koeffizientenvergleich ergibt sich
cp = ¢TI0k gk fiir alle k € T,

d.h. es tritt Fall (1) ein.
Es bleibt also nur noch der Fall zu betrachten, dafl S C {1,...,d} ist.
Ist zudem b = 0, so erhélt man aus

D gi0)= > gi(0)— > 9;(0) =0

jes jeSN{1,....d} jesSn{d+1,...,2d}

einen Widerspruch zur Normierung ¢;(0) = 1 fiir alle j; fiir b = 0 liegt also stets Fall
(1) vor.

Nun sei b > 1. Da S mindestens zwei Elemente besitzt, gibt es dann ein ¢t €
{1,...,d— 1}, so daB

g(z2) = g(C'zz) fiir alle z € C

ist.
Im Falle z # 0 bedeutet dies ¢** = 1 fiir alle k € Tp, und es folgt Ty C 1, fiir ¢ :=

Wm > 2, im Widerspruch zur Voraussetzung.

15§ ist also die Menge derjenigen Indizes 7, fiir die sich g; und gq nur um einen konstanten Faktor
unterscheiden; nach Satz von Borel ist

2 e- > a=0

jesn{1,...,d} jeSN{d+1,...,2d}
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Im Falle z = 0 hingegen ist wegen (6.13) und wegen ¢ = z* fiir k € RN (b + dZ)

Giz)=1+ Z bperz® =1+ Z brcrz”.
kER k€ R\ (b-+dZ)

Ist Ry := T = To N T}, die Liickenstruktur von G, so gilt also Ry N (b + dZ) = 0.
Da G eine Einheit in C ist, ist dies nach Satz 6.22 nur méglich, wenn Ry C [, mit
einem Teiler ¢ > 2 von d gilt. Dies bedeutet ¢, = 0 fiir alle k& € T \ I;. Damit ist
Ry C (To NIy \ (SU(b+dZ)). Also liegt Fall (2) vor.

Dieses Resultat niitzen wir nur fiir den Fall von AP-Liicken erster Art vom Typ (0; d)
aus:

Satz 6.51

Es sei T eine Liickenstruktur. Es gebe eine semiduale Liickenstruktur S C T
und eine Liickenstruktur 7o C 7', so dal S U Ty = T gilt und Ap, eine ganze
nullstellenfreie Funktion enthilt.

Weiter habe (Tp \ S) U {0} AP-Liicken erster Art vom Typ (0;d), und es sei eine
der drei folgenden Bedingungen erfiillt:

(1) To=T
oder
(2) SC Iy
oder

(3) Es gibt ein ky € S NTy mit ggT'(ko,d) = 1.
Dann ist 7' semidual.

Beweis:
Es seiein h € V¥, h(z) = 3 cp crz® gegeben, und es sei ¢ := ¢?™/¢. Nach Lemma 6.50
gibt es ein x € D und ein jo € {1,...,d}, so daB ¢, = 2" fiir alle k € S und ¢ = (FoF ¥

fir alle k£ € Ty gilt.

Ist To = T, so folgt sofort ¢, = (¢%0x) fiir alle k € T, d.h. h(z) = er(¢F°xz) und somit
h e Vp.

Ist S C Iy, soist (0F = 1 fiir alle k € S, und es folgt ¢, = (¢/0x)F fiir alle k € SUTy = T,
also wiederum h € Vr.

Es sei nun (3) erfiillt. Dann ist 20 = ¢/okogho wegen ko € S N Tp.

Im Falle z = 0 ist h(z) = 1, und h € Vp ist klar.

Ist = # 0, so folgt (7o = 1. Wegen ggT (ko,d) = 1 gibt es r,s € Z mit rko + sd = 1,
und es ergibt sich (90 = ¢Jokor = 1. Also ist ¢; = 2F fiir alle k € SU Ty = T, und es
folgt abermals h € V.

In allen Fillen ist also h € V. Diese Betrachtung zeigt Vi* = V, also die Semidualitét
von T'.

Bemerkung 6.52

Im Hinblick auf Vermutung 6.1 (2) wére es wiinschenswert, die Bedingung, daf
SUTy = T ist und Ag, eine Einheit in C enthélt, durch (E2) zu ersetzen, d.h. durch
die Bedingung, daf fiir alle ky € T' (oder evtl. auch nur fir alle kg € T'\ S) eine
Liickenstruktur 7y C T mit kg € Tj existiert, so dal Ap, eine Einheit in C enthilt.
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In Anbetracht der Argumentation aus dem Beweis von Satz 6.51 motiviert dies
folgende Fragestellung:

Es seien 77 und 75 primitive Liickenstrukturen, so daB Ay, und Ar, jeweils Ein-
heiten in C enthalten. Was 148t sich dann iiber den Schnitt 77 N T, aussagen?
Gibt es stets ki, ko € Ty N1y mit ggT'(ky, ko) = 17 Welche Liicken kann 77 N Ty
haben? Sind z.B. AP-Liicken méglich?

Dieselben Fragen stellen sich sodann natiirlich auch fiir den Schnitt primitiver
semidualer Liickenstrukturen.

Zumindest in der Situation von Bedingung (3) konnen wir die Voraussetzung in
Satz 6.51 in der beschriebenen Weise zu (E2) abschwéchen:

Korollar 6.53

Es sei T eine Liickenstruktur, die eine semiduale Liickenstruktur S C T enthélt.
Fiir alle k € T'\ S existiere eine Liickenstruktur 7, C T mit k € T}, so dafl A,
eine ganze nullstellenfreie Funktion enthélt.

Fiir alle k € T'\ S habe (T \ S)U{0} AP-Liicken erster Art vom Typ (0;dj), und
es gebe ein ji € SN Ty mit ggT (ji, dx) = 1.

Dann ist 7" semidual.

Beweis:

Es sei T\ S = {k1,ko,...}. Wir setzen Sy := S und Spq1 := S, UTy,,, fiir n > 0.
Wendet man Satz 6.51 (mit Sy,1, S, und T}, , anstelle von T', S und Tp) an, so ergibt

sich induktiv die Semidualitit aller S,. Aus Satz 6.42 folgt, da8 auch J,5q 5, = T
semidual ist.

Korollar 6.54
Es sei T eine Liickenstruktur, so dal Ar eine nullstellenfreie ganze Funktion
enthélt und I; C T fiir ein d > 2 gilt. Dann ist 7" semidual.

Beweis:

Dies folgt unmittelbar aus Satz 6.51, angewandt auf die semiduale Liickenstruktur
S =1

Die zum Thema dieses Unterabschnitts komplementére Frage nach der Verkleinerung
semidualer Liickenstrukturen haben wir bereits auf S. 113 gestreift: Im Fall endlicher
Verkleinerung ist es denkbar, daf§ die Semidualitidt erhalten bleibt, wie es etwa bei
I, = INy der Fall ist (Korollar 6.49); konkrete Resultate in diese Richtung liegen
bislang allerdings nicht vor.

6.4.3 Funktionen endlicher Ordnung und Semidualitit

Ein génzlich anderer Ansatz, aus der Existenz einer ganzen Funktion ohne Nullstellen
auf die Semidualitét von deren Liickenstruktur zu schliefien, stammt von Wirths [58]:

Satz 6.55

Es sei T eine Liickenstruktur. Wenn Ar eine ganze nullstellenfreie Funktion der
Ordnung 2 enthélt, dann ist 7" semidual.
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Beweis: (cf. [58])

1. Es geniigt, unter den ganzen nullstellenfreien Funktionen der Ordnung 2 diejenigen

der Gestalt
e 2422 Z Ek:

zu betrachten. Hierbei sind die E}, offensichtlich Polynome vom Grad k.

Nach Voraussetzung gibt es ein ¢ € C mit Eg(c) # 0 fiir k¥ € T und Ex(c) = 0 fiir
k € IN\T. Wegen Satz 6.40 kann man 7" # INy annehmen. Nach dem Fundamentalsatz
der Algebra gibt es dann endlich viele ¢q,...,¢, € C mit Eg(c;) = 0 fir alle k €
IN\T, j=1,...,p. Es sei

g](z) :€CJZ+Z Zb ) j:17"‘7p7

keT

und o.E. b #OfurallekGT
II. Es sei h e Vi,

=> w2 mit £ 0firallek € S CT. (6.14)
kesS
Die Funktionen hq, ho, ... seien rekursiv durch

hl = h, ht+1 = h % ht

definiert. Dann sind

(he x g1)( Z ykbk 2F (6.15)
kesS

nach Lemma 6.10 und Satz 1.13 nullstellenfreie ganze Funktionen der Ordnung < 2
(Man beachte, dal nach Bemerkung 5.7 (2) |yx| < 1 gilt!). Da h * g; im Falle #S < oo
ein Polynom ist, ist entweder S unendlich oder S = {0}. Im letzteren Fall ist » = 1. Im
folgenden sei daher #S5 = co angenommen, so dafl die Funktionen h; % g; die Ordnung
> 1 haben (Satz 1.15). Hétte eine von ihnen die genaue Ordnung 1, so wire S = INp,
im Widerspruch zu T' C INg. Also haben alle h x g1 (¢ € IN) Ordnung 2. Nach Wahl der
c; gibt es also fiir jedes t € IN ein j(t) € {1,...,p} und ein y; € C\{0} mit

(he x 1)(2) = g (Ye2)-
Hieraus folgt die Existenz eines m € {1,...,p}, so dafl
(he % 91)(2) = gm(yez)  und  (hegq * 91)(2) = gm (Yt442)

fiir gewisse t,q € IN gilt. Wegen (6.15) und b 7é 0 fiir k¥ € T erhélt man daraus fiir
alle k € S
=2 mit x:= Yta ¢ C\{0}.
Yt

Wegen || < 1 ist sogar |z| < 1.

Damit ist gezeigt: Es gibt ein ¢ € IN, eine Abbildung ¢, : S — {£ € C|£? = 1} und ein
r €D, so daB v, = ¢, (k) - 2F fiir alle k € S.

Nun sei ¢ minimal mit dieser Eigenschaft gew#hlt, und es sei h ¢ Vr angenommen.
Dann ist x # 0, und es gilt S C T oder ¢ > 2. Beide Fille werden im folgenden
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zum Widerspruch gefiihrt. Hierfiir benttigen wir die aus der Reihenentwicklung von
exp(cz + z?) unmittelbar abzulesenden Beziehungen

2 3 ct 2 1

C
El(c):C’ EQ(C):E_{_L E3(C):E+C7 E4( )_ﬂ‘F +§

III. Zunichst sei {0} €S C T C Ny, ¢ = 1, also y = ¥ fiir k € S, 2 # 0. Wegen

Lemma 6.10 sind dann

Gi(z) == q1(?) —Z+CZ—Zbkz—ZEk mltb #OfurkeTc—cl
keT

Go(2) = (g1 xh)(z/x) = Zbk 2k

kesS

zweil ganze nullstellenfreie Funktionen. Wie in II. sieht man, dafi G5 die Ordnung 2 hat.
Es ist also Ga(z) = ¥’ = +DP% mit y #£ 0, d.h.

- D
= ZEk(d)ykzk mit d = n

Durch Koeffizientenvergleich erhélt man

b = Eilc) = Ep(d)y*  fir k€ S,
(d) =0 fir k € T\S,
0 fir k € IN\T.

Wegen S C T ist ¢ # +d. (Sonst hiitten exp(z? + cz) und exp(z% + dz), also G und Gs
die gleiche Liickenstruktur.) Daraus folgt weiter ¢ # 0: Wére nidmlich ¢ = 0, so wire
T =1y, also 1 ¢S, also d = FEy(d) = 0 = ¢, Widerspruch!

Wir betrachten zunéchst den Fall 1 € S: Hier gilt c =d - y.

Wire auch 2 € S, so wire % +1 =1y (%—l—l) = % + 92, also y2 =1, also ¢ = =+d,
Widerspruch!

Alsoist 2 ¢ S, d.h. d? = —

Wire 3 ¢ S, so wire d = 0 oder d> = —6, im Widerspruch zu d> = —2. Also ist 3 € S

und somit 5 3 5
c 3 c 2
hl _ Zad)l ==
6+c Y (6—1— ) 6+yc,

und mit ¢ # 0 folgt y? = 1, also ¢ = £d, Widerspruch!
Es bleibt 1 ¢ S zu untersuchen. In diesem Fall ist d = 0, also S = I5. Wegen 2 € S und

4 € S folgt
2 d?
Coio 2 ()22
s 1= (1) =
A

d! 2 a_c oo
e +1=y 12+d +1 :y:Z—i-c +1,

und somit

12

d.h. ¢ = 0, womit wir abermals an einem Widerspruch angelangt sind.
IV. Nun sei ¢ > 2. Wie in III. folgt, daf§ fiir r > 0 durch

fo(2) == (g1 h)(z/r) = Zao) ok = ¥z +Coz,

keS
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f ( ) (ft 1 h Z/$ Z a(t)zk = ethZQ-i‘Ctz

keS
q ganze nullstellenfreie Funktionen fo,..., fg—1 der Ordnung 2 mit a,(co) # 0 und al(:) =
[Cn (k)] - ) fiir alle k& € S definiert sind.
Wegen ’a,(f)‘ = ‘ 2,)‘ haben alle f;, t =0,...,q — 1, gleichen Typ'® wie fo (Satz 1.14).

Durch geeignete Wahl von r > 0 kann man erreichen, dafl |yo| = 1, da8 fy also Typ 1
hat (Satz 1.15), so daB |y;|=1firt=1,...,q — 1 ist. Es sei

Gi(z) := fi(yzz) firt=0,...,q—1,

so daf}
Gi(z) =¢€* ez Zak (G ()] 7% 2% mit d, = Oy
keS
Da man y; durch —y; ersetzen kann, kann man im folgenden o.E. jeweils Red; > 0 oder
Im d; > 0 annehmen.
Annahme: Es gibt s,t mit 0 < s <t < 9= 1, so daB Gy = Gy. Dann ist [¢, (k)] 7" =
[Ch (k)] 75" fiir alle k € S, also [¢,(k)]"™ n(t )k fiir alle k € S, wobei n*=*) = 7y,

Setzt man dann (y (k) := Cu(k) - 7 F, so ist [gh(k)] =1 und e = Cu(k) - (na)* fiir
alle k € S, was wegen t — s < ¢ — 1 der Minimalitét von ¢ widerspricht.
Somit erhélt man ¢ paarweise verschiedene nullstellenfreie ganze Funktionen

Gt( 2+dtz ZEk dt , tZO,...,q—l
mit
Eu(d) = 0 fiir k € IN\S, (6.16)
Ep(d)) = [Gn(k))' T"Ex(do) fiir ke S '

und Red; > 0 bzw. Imd; >0,t=0,...,q— 1.
Wegen |d;| = |Ei(d:)| = |Ei(dp)| = |do| fir t = 1,...,¢q — 1 folgt dy # 0. Wegen
|Eo(dy)| = |E2(dp)| folgt weiter

d d2
14 2 1 d7| = |d —1
| B NN
und somit
2 2 2 52
di =dj oder di=dy,t=1,...,q—1. (6.17)
Falls Redy = 0, nehmen wir o.E. Imd; > 0 fir t = 0,...,¢q — 1 an. Hieraus und aus

(6.17) folgt dann dy = dp fiir t = 1,...,q — 1, Widerspruch!

Im Falle Redp # 0 sei Red; > 0 fiir t = 0,...,¢ — 1 angenommen. Damit folgt wegen
ds # dy fiir 0 < s <t < qg—1aus (6.17) di = do, dy ¢ R und ¢ = 2. Damit ist
Ch(k) € {—1;+1} fiir alle k € S, und mit (6.16) folgt, daB fiir y := 77

dy=y-dy  oder  dy=—y-dy, (6.18)
—92 —2
do .2 d(Z) do _ 2 d(Q)
do a3 do- d3
1+ 6~V <1+ 5 oder 1+ 6 =Y 1+ 5 (6.20)

16 Hierbei beziehen wir uns stets auf den Typ 7(g) von log M(r,g), fiir den uns Satz 1.14 zur
Verfiigung steht, nicht auf o(g).
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gilt. ((6.20) ergibt sich aus F3(d1) = +y3F3(dy) unter Beachtung von (6.18).)

Setzt man (6.18) in den jeweils ersten Fall von (6.19) bzw. (6.20) ein, so erhdlt man
y? = 1, also mit (6.18) d_02 = d? und somit (wegen Redy # 0) dp € R, Widerspruch!
Es bleiben die beiden letzten Fille in (6.19) und (6.20) zu betrachten. Durch Subtraktion
erhélt man d_o2 = —y2d3, woraus mit d_02 = y?d? (nach (6.18)) dp = 0 und somit
wiederum der erstrebte Widerspruch folgt.

Also mufl h € Vp gelten, womit T als semidual nachgewiesen ist.

Da insbesondere Teil I1. des Beweises im Kern unabhéngig von der Voraussetzung iiber
die Ordnung der nullstellenfreien ganzen Funktion in A7 ist, erscheint es denkbar, daf3
sich die Beweismethode auf Funktionen der Ordnung n mit n > 3 verallgemeinern 148t.
Die Hauptschwierigkeit hierbei liegt darin, wie in Teil I. sicherzustellen, dal es ,,im
wesentlichen® (d.h. bis auf Drehstreckungen im Argument) nur endlich viele ganze
Funktionen der Ordnung n in Av% gibt. Im Fall n = 2 war dies eine fast triviale Fol-
gerung aus dem Fundamentalsatz der Algebra. Im allgemeinen Fall treten Polynome
in n — 1 Variablen als Koeffizienten auf, deren Nullstellenmengen man dann auf die
- offenkundig ungleich schwierigere - Frage zu untersuchen hat, ob gewisse Durch-
schnitte endlich sind. In diesem Zusammenhang hat Wirths [59] folgende Vermutung
aufgestellt:

Vermutung 6.56

Fiir n € IN, n > 2 seien die Polynome E,E:n) (k € IN) in n — 1 Variablen definiert
als die k-ten Koeffizienten der Potenzreihenentwicklung um den Nullpunkt der
ganzen nullstellenfreien Funktionen von der Ordnung n und vom Typ 1, d.h.

durch

exp(2" +cp 12" L b ez) =1+ Z E,g")(cl, ceey Cpt) 2.
k=1

Fiir ¢1,...,¢,-1 € C sei
Aty o enq) = {k €N | E,g")(cl,...,cn_l) = O}.
Fir L C IN sei
N(L) := {n €N |Ier,...,cp) €CT L= A(cl,...,cn,l)}.

Ist L C IN und N(L) # 0 und setzt man'” ny, := min N(L), so gibt es nur endlich
viele (c1,...,¢n, 1) € C 1 mit A(cy, ... 0, -1) 2 L.

Desweiteren stellt sich die Frage, welche Liickenstrukturen bei nullstellenfreien ganzen
Funktionen der Ordnung 2 iiberhaupt moglich sind, was offensichtlich davon abhéngt,
inwieweit die Koeffizientenfunktionen Fj aus dem Beweis von Satz 6.55 gemeinsame
Nullstellen besitzen.

17 Daf es hierbei entscheidend auf die Minimalitit von ny, ankommt, zeigt das Beispiel der unend-
lich vielen Funktionen exp(z* + cz?), deren Liickenstrukturen alle in I5 enthalten sind.
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Wie man sich anhand der Reihenentwicklung von exp(z2 + cz) unschwer {iberlegt, gilt
fiir alle n € INg

n n

1 n+k\ o 1 9
Banle) = Z(n+k)!< 2%k )Ck_z(%)!(n—k)l'ck’

k=0 k=0
n+1 n
1 n+k\ o1 1 2k+1
By = S . . .
2n+1(¢) ;(nJrk)!(Zk—l)C ;(2k+1)!(n—k)! ¢

Mit der verallgemeinerten hypergeometrischen Funktion

Zk

lFl(a,b;z):1+Z%.H7

wobei (a), :=a-(a+1)-...-(a+k—1) das Pochhammer-Symbol bezeichnet, erhalten
wir also, wenn wir noch

(1 <k<n), (—n)r =0 fur k& > n,

1 1 ! !
2). 4k k! 2/, 4k k!
beachten:

1 - n! Kl (=) 1 1
Ey(c)=— |1 —1)k - 4F : =— B (-n=—-—=
anl€) = 7] ( +2.(-1) -k " @) AR ) T Y\ T Ty

und ebenso
c i n' k' (—Cg)k
E — . 1 _1 k . 4k .
an+1(¢) n! ( - Zk:l( ) (n—k)! ~ (2k+1)! 4k k!

c 3
= — - F|-n-=-1—].
nl 1 1( n,2, 4)

Andererseits ist (cf. Abramowitz / Stegun [1], S. 509, 13.6.17 und 13.6.18):

11 n!
Fi(=n=-3)=—— (=2)"-H
1 1( n,2,20> (277,)' ( ) 62n<c)7

31 n! 1
Fl-n2-2)=—"" . (“9".2.He,
1 1< n7272c) (2n+1)| ( ) c €2 +1(C>

mit dem n-ten Hermite-Polynom He,,.

Dies zeigt, dal das Polynom FE,, “im wesentlichen” das n-te Hermite-Polynom ist. Da
die Hermite-Polynome die orthogonalen Polynome beziiglich der Gewichtsfunktion
e~**/2 auf dem Intervall (—oo, 00) sind, sind ihre Nullstellen alle reell und einfach (cf.
1], S. 775, 22.2.15).

Numerische Untersuchungen stiitzen die Vermutung, dafl He, und He,, fir n # m
keine gemeinsamen Nullstellen aufler evtl. der “trivialen” Nullstelle im Nullpunkt
besitzen. Trife dies zu, so wiirde dies fiir unseren Kontext bedeuten, daf die Liicken-
strukturen, die man von den ganzen nullstellenfreien Funktionen der Ordnung 2 erhélt,
genau die Strukturen INg \ {n} mit beliebigem n € IN sind, deren Semidualitat wir
bereits aus Korollar 6.49 kennen.
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6.5 Ein erster Ansatz zum Beweis von
Vermutung 6.1

Es wire selbstversténdlich wiinschenswert, eine zum Zalcman-Lemma analoge Metho-
de zu finden, die auf die hier behandelten Liickenreihenprobleme anwendbar ist. Das
Zalcman-Lemma selbst mit all seinen mittlerweile bekannten Verfeinerungen eben-
so wie die Nevanlinna-Theorie erscheinen hierfiir nur bedingt geeignet, da sie beide
durch die Cauchy-Riemannsche Betrachtungsweise holomorpher Funktionen geprégt
sind, ebenso wie die mit diesen Methoden bisher untersuchten Fragestellungen (s. Ab-
schnitt 2.2. und Kapitel 3). Eine besser auf die ,, Weierstrafische Funktionentheorie*
zugeschnittene Methode ist noch nicht entwickelt. Die konkrete Hauptschwierigkeit
beim Versuch, das Zalcman-Lemma im Kontext der Liickenreihen zu benutzen, liegt
in der fehlenden Invarianz der Liickenstruktur unter Translationen. Es erscheint je-
doch durchaus vorstellbar, dafl man bei Liickenreihenproblemen auf jene Translationen
gianzlich verzichten kann - d&hnlich wie eine holomorphe Funktion entweder durch das
Identitétsprinzip oder durch eine Reihenentwicklung eindeutig festgelegt wird.

Im folgenden wollen wir einen ersten denkbaren Ansatz betrachten, wie man dhnlich
wie im Zalcman-Lemma, jedoch ohne die dort vorkommenden Translationen, aus den
Funktionen in A% eine nichtkonstante nullstellenfreie ganze Funktion in Az konstruie-
ren und damit die Implikationen (NN) = (E1) und (SD) = (E2) beweisen konnte.
Neben der Hoffnung, ohne jene Translationen auszukommen, stiitzt sich dieser Ansatz
auf zwei weitere Ideen:

Zum einen diirfte es eine Vereinfachung darstellen, das Problem von der Klasse EOT
auf die Teilklasse der Polynome in ﬁ?p zu reduzieren, was angesichts von Satz 2.7
keine unzuléssige Einschrankung darstellt. Auf diese Weise werden wir auf Maximie-
rungsprobleme fiir die Koeffizienten gewisser Liickenpolynome gefiihrt, die sich freilich
selbst einer lediglich numerischen Behandlung als schwer zugénglich erweisen.

Zum anderen leitet uns die Erwartung, daf sich nicht nur die Normalitét von E%
durch die Betragsmaxima My (T) der Koeffizienten der Funktionen in ,Z(% charakteri-
sieren lafit (wie in Satz 2.10 geschehen), sondern auch die Semidualitét von 7" und die
Existenz nichtkonstanter nullstellenfreier ganzer Funktionen in Ar. (Man vergleiche
die Beschreibung des Wachstumsverhaltens ganzer Funktionen durch die Betrage der
Taylorkoeffizienten in den Sétzen 1.13 und 1.14.)

Bisher sind uns zwischen dem Verhalten der M (T") und den Bedingungen (E1), (E2),

(NN) und (SD) aus Vermutung 6.1 folgende (teilweise selbstverstandlichen) Zusam-
menhédnge bekannt:

(El) = M, (T)=oc firein kg €T (6.21)

(NN) <= M,,(T) = oo fiir ein ky € T oder limsup(M,(T))** = 0o (6.22)
k—o0

(E2) = M(T) = o fiir alle k € T'\ {0} (6.23)

)

(SD) = Mi(T) = o fiir alle k € T'\ {0} (6.24

Wir vermuten, daf8 auch in (6.21), (6.23) und (6.24) die umgekehrten Implikationen
gelten.

Im Falle von (6.24) wiirde dies bedeuten, da8 eine Liickenstruktur 7" genau dann
nicht semidual ist, wenn die duale Hiille V* die schwache Umgebungseigenschaft
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aufweist. Dies wiirde insbesondere die Giiltigkeit von “(E2) = (SD)” sichern. Eine
Reihe von Indizien fiir die Plausibilitit dieser Vermutung haben wir in Abschnitt 6.4.2
kennengelernt.

Ebenso wiirde aus der Umkehrung von (6.24) folgen, da mit S und T auch SUT
semidual ist (denn es ist A%, D A% U AY). Unter zusitzlichen Voraussetzungen ist
dies in Satz 6.41 gezeigt worden.

Desweiteren erscheint es denkbar, daf§ fiir beliebige Liickenstrukturen 7" aus My, (1) =
oo (fiir ein ky € T') auch My, (T \ E) = oo fiir jede endliche Teilmenge £ C T'\ {0}
mit ky ¢ E folgt; dies zusammen mit der umgekehrten Implikation in (6.24) wiirde
die Vermutung von S. 126 beweisen, dafl die Semidualitdat bei endlicher Verkleinerung
der Liickenstruktur erhalten bleibt.

Die Giiltigkeit der Umkehrungen von (6.21) und (6.23) wiirde sich aus der nachstehen-
den Vermutung ergeben, fiir deren Formulierung wir zunéchst unsere Notation etwas
erweitern miissen:

Notation:
Es sei T eine Liickenstruktur. Dann setzen wir fiir £ € INy, n € IN:

M,En)(T) = max{)a,(cf)‘ : fe /T%ﬂpn}.

Es gilt stets M,in)(T) < (3) fir 1 <k <n, M,En)(T) = 0 fiir £ > n sowie My(T) =
lim,, oo M"(T).

Vermutung 6.57
Es sei T eine Liickenstruktur.
(1) Falls My(T) < oo fiir alle k € T ist, so ist auch limsup, .. (M (T))"/* < oco.
(2) Es sei kg € T mit My, (T) = oo, und fir alle n € N sei f, € AVOT N Py,
Tn(2) =300, al(:)zk, so gewéhlt, daf ’a,&?‘ = M,i:) (T') gilt. Dann gibt es eine
Folge (cx)rer C (0;00) mit limy_.o, ¢ = 0, so dafl

‘ (n)

1/k
a! ‘

/
< - ‘a,(g ) fiir alle £ € T und alle n > k.

Satz 6.58
(1) Falls Vermutung 6.57 richtig ist, gilt (NN) = (E1).
(2) Falls Vermutung 6.57 (2) richtig ist, gilt (SD) = (E2).
Beweis:
(1) Es sei Z% nicht normal in z = 0. Wegen Satz 2.10 und 6.57 (1) gibt es ein kg € T'
mit My, (T) = oo.
Man wéhlt die Folge (fn)n C EOT so, daf} f, € P, und ’alg )

(n) |1/ko - .
setzt R, := pn = ‘ako . Dann ist lim, 00 pn, = 0. Es sei

= Mé:) (T) gilt, und

gn(2) = fn(pnz) Z bl k.
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Die Funktion gy, ist nullstellenfrei in Dp, , und es ist b]gn) = aé”) ok = a;n)-

Wegen (2) ist b;n)

dafl o.E. bén) — by, (n — o0) fiir alle k € T gilt. Hierbei ist b, # 0, da
fiir alle n. Also ist

(n)

—k/ko
CLkO .

< ci. Mittels Diagonalverfahren findet man eine Teilfolge, so

(n
by

=1

g(z) = Z bpz® € Ap

[1/k < ¢, — 0 (k — 00) eine ganze Funktion

nicht konstant und stellt wegen |by
dar.
Weiter gilt g,(z) — g(2) (n — oo) kompakt-gleichméBig in C:

Es seien ndmlich R > 0 und € > 0 gegeben. Dann gibt es ein K € IN, so dafl

e €
> <t
4

k=K+1

und ein N € IN mit
-1
€ Ko
‘bl(cn)_bk‘§§' ZIRJ firk=1,...,K und n > N.
]:

Fiir n > N und |z| < R folgt:

K o0
|gn<z>—g<z>|sgb,ﬁ")—bk\}m S adr <S4 t=e

k=K+1

€
2

Nach Satz von Hurwitz ist ¢ also nullstellenfrei in C. Damit ist (E1) erfiillt.

(2) Falls T semidual ist, gilt nach Satz 5.13 (2) My(T) = oo fiir alle k € T. Fiir
beliebiges ko € T findet man dann unter Benutzung von Vermutung 6.57 (2) wie

in (1) eine ganze nullstellenfreie Funktion g € Ar mit a,(j) ) # 0. Also gilt (E2).

Die Rolle von (2) in Vermutung 6.57 besteht also darin, kompakt-gleichméBige Kon-
vergenz und Nichtkonstanz der Grenzfunktion sicherzustellen.

Bemerkung 6.59

(1) Falls Vermutung 6.57 (1) nicht gilt, falls also M(T) < oo fiir alle k € T,
aber limsup,_,._(M(T))"/* = oo, ist es prinzipiell nicht méglich, eine ganze
nichtkonstante Funktion g € A7 ohne Nullstellen in C zu konstruieren. (Ist g
eine solche mit ag) # 0 (ko > 1), so zeigt die Betrachtung der Folge (g,), C
A% mit g,(2) := g(nz), daB M, (T) = oo gilt.) Da limsupy, . (My(T))/* =
oo andererseits die Nichtnormalitit von A% in z = 0 impliziert (Satz 2.10),
wére, wenn dieser Fall auftreten wiirde, (NN) = (E1) (also das Blochsche
Prinzip) nicht giiltig.

(2) Falls sich andererseits Vermutung 6.57 (1) dahingehend verschérfen liefie, daf
aus My(T) < oo fiir alle k € T sogar limsup,,_, . (M (T))/* < 1 folgte, so

wéren fiir /T?p Normalitat im Ursprung und Normalitdt in D dquivalent (cf.
Fufinote 1 auf S. 93).
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Die Plausibilitéit von Vermutung 6.57 (2) stiitzt sich in erster Linie auf die Betrachtung
der im Falle T'= N extremalen Polynome

PR =042 =3 (Z) 2 mit af = (Z)

k=0

deren Koeffizienten zugleich eine obere Schranke fiir den Betrag der Koeffizienten
samtlicher Funktionen in AxNP,, bei beliebigem 1" darstellen. Hier gilt die Vermutung

mit
C (ko)

NI wobei C'(ko) = (ko!)/*0 - k. (6.25)
Es ist namlich fir n > kg
(};)l/’“ (kDY e (= kDR (k)R n - (kol) M/ ko ”
(kn)l/ko TOERDUE T (n—ko+ D)])VR T (R)UE n—ko+1 - (B)/E T
0

Etwas genauer ist <[k' . (Z)} Y k) fiir alle n sogar monoton fallend, wie man sofort
1<k<n

aus [k!- (Z)]l/k =[(n—k+1)-...-n]"* erkennt.

Die Folge (cp)rer hiingt natiirlich nicht nur von kg, sondern auch von T ab.'® Es
sei in diesem Zusammenhang auch darauf hingewiesen, da§ die Ordnung p(g) der
Grenzfunktion g aus der Konstruktion von Satz 6.58 durch die Ordnung von "2 ; cx2"
beschrénkt ist (cf. Satz 1.13).

Ein Beweis von Vermutung 6.57 diirfte mit erheblichen Schwierigkeiten behaftet sein.
Es macht sich hier in zugespitzter Form die Disparatheit zwischen Summen- und Pro-
duktdarstellung bzw. zwischen ,, Weierstrafischer* und ,, Cauchy-Riemannscher® Funk-
tionentheorie bemerkbar, welche allgemein die Hauptkomplikation beim Studium von
Wertverteilungsfragen bei Liickenreihen darstellt. Auch die numerische Untersuchung
erweist sich selbst bei Liickenpolynomen niedrigen Grades als keinesfalls einfach. Im
Spezialfall von AP-Liicken (S. 114) sind wir bereits bei Polynomen vom Grad 20 an
die Grenzen herkoémmlicher Optimierungsalgorithmen gestofen.

Fiir die in Vermutung 6.57 betrachteten Extremalpolynome kénnen wir immerhin
zeigen, daf sie ,so viele Nullstellen wie moglich® auf dem Rand des Einheitskreises
haben. Dies ist der Gehalt des néchsten Satzes, fiir dessen Beweis wir einige Begriffe
und Sétze aus der Funktionentheorie mehrerer Variabler bendtigen (cf. [18], S. 90 und
S. 101 - 103):

Es sei G C C" ein Gebiet. Eine Menge X C G heifit analytisch (in G), wenn es
zu jedem Punkt Z; € G eine Umgebung U C G von Zy und holomorphe Funktionen
fla"'afm:U—)Cgibt,SOdaB

UNX={ZecU|fi(Z)=...= fn(Z) =0}

gilt, X also lokal die Nullstellenmenge holomorpher Funktionen ist. Die (komplexe)
Dimension von X in 7 ist

dimy, (X) :=n — rang (%(ZO)) :
2k j=1,....m

,,,,,

18 Man denke sich etwa T durch 2 - T ersetzt; dann hat man (cp)rer gemifl cop := (/ci, auf eine
langsamer konvergente Folge zu transformieren.
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Ist hierbei m minimal gewahlt, so heifit der Punkt Z; eine Singularitit von X, falls
rang (3fj (Zo)) » < m ist. Die Menge S(X) der Singularitdten von X ist nir-

gendsdicht in X ([18] III. Satz 6.16).

Eine analytische Menge X heifit irreduzibel, wenn es keine Zerlegung X = X; U X,
in echte analytische Teilmengen X;, Xy C X gibt. Ist X irreduzibel, so ist X\ S(X)
zusammenhéngend; als Dimension dim(X) von X definiert man die von Z; un-
abhéngige Dimension dimg,(X) von X in den Punkten Z;, € X\S(X). Jede analyti-
sche Menge besitzt eine eindeutige Zerlegung X = (J,.; X, in abzdhlbar viele irredu-
zible analytische Teilmengen, kurz als irreduzible Komponenten bezeichnet ([18], III.
Satz 6.17). Man setzt dann dim(X) := max,c; dim(X,). Es gilt (cf. Rothstein [48], S.
103 f.):

Lemma 6.60
Es sei GG ein Gebiet in C".

(1) Maximumprinzip fiir analytische Mengen
Es sei X C G eine irreduzible analytische Menge, F' sei holomorph in G und
Zy € X. Hat |F| in Zj ein lokales Maximum auf X, so ist F" konstant auf X.

(2) Das Gebiet G sei beschrinkt und X C G eine analytische Menge mit
dim(X) > 1. Dann kommt X dem Rand von G beliebig nahe.

Nunmehr kénnen wir zeigen:

Satz 6.61

Essei T eine Liickenstruktur, n € IN, kg € TN{1,...,n}undl := #({1,...,n}\T)
die Zahl der Liickenbedingungen an die Funktionen in A7 NP,. Dann gibt es ein
Polynom P € A} NP, so daB

= max ‘ G,ko

f eAO NP

gilt und n — [ der Nullstellen von P auf D liegen.

Beweis: 1?

Es sei

H 1+ 2z,2) € A NP,

ein beliebiges Polynom mit )a(Q)’ M,gn)( T). Wegen Q(z) # 0 in D gilt |z| < 1 fur
k=1,...,n. Wir konnen annehmen, dal (Q weniger als n — [ Nullstellen auf D hat.
(Andernfalls gilt die Behauptung mit P := @.) O.E. seien z1,...,2p, €D, 2m41,...,2n €
OD mit [ + 1 < m < n. Wir betrachten die analytische Menge

XZ:{Z6Cm|O’jk(Zl,...,Zm,zm+1,...,2n):Ofﬁrkzl,...,l},

wobei {j1,...,51} ={1,...,n}\T die Indizes der Liicken und o; die elementarsymme-
trischen Funktionen sind. Weiter sei fiir Z € C™

F(Z) = JkO(Zl, .. .,Zm,zm+1, ce ,Zn).

19 Die Beweisidee geht auf den Beweis von Lemma 9 in Dobbertin / Kasten [8] zuriick.
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Nach Voraussetzung hat |F| in Z = (z1,...,2y) ein lokales Maximum auf X. Nach
dem Maximumprinzip fiir analytische Mengen (Satz 6.60 (1)) folgt F(Z) = const. =
et M, ,5:) (T') auf jeder irreduziblen Komponente von X durch (z1,. .., zm,). Wegen m >
[+ 1 ist dim X > 1. Daher trifft eine der Komponenten von X nach Satz 6.60 (2) (und
aus Zusammenhangs- bzw. Stetigkeitsgriinden) 0 (D). Es gibt also ein (wy, ..., wy,) €
0 (D™) mit (wy,...,wn) € X und |F(wy, ..., wn)| = [F(z1,...,20)| = M{(T). Es
gilt |w;| <1 fur j=1,...,m und |wj,| =1 fiir ein jo € {1,...,m}. Damit ist

n

Q(z) = [[(1 +wrz)- [] (1+2k2) € A4 NPy
k=1 k=m+1

ein Polynom, das den ko-ten Koeffizienten maximiert und nur noch m < m —1 Nullstel-
len in D hat. Falls m <[ ist, setzt man P := Q. Ist m > [+ 1, so kann man die gleiche
Argumentation wie eben auf @ anwenden. So fortfahrend, reduziert man die Zahl der
Nullstellen in D so lange, bis man ein Polynom P mit den gewiinschten Eigenschaften

gefunden hat.

6.6 Kriterien an die Elemente in V"

Wie von Kasten und Ruscheweyh bereits in [28], Theorem 4 festgestellt wurde, kann
fiir eine Liickenstruktur 7', fiir die A7 eine nullstellenfreie ganze Funktion g enthélt, in
der dualen Hiille V* kein nichtkonstantes Polynom liegen. Wére ndmlich A ein solches,
so wire g x h geméfl Lemma 6.10 ein nichtkonstantes Polynom ohne Nullstellen in C.
Diese Beobachtung konnen wir mithilfe der bisher bewiesenen notwendigen Kriterien
fiir die Existenz nullstellenfreier ganzer Funktionen erheblich verallgemeinern:

Satz 6.62

Es sei T eine Liickenstruktur, und es existiere eine nullstellenfreie ganze Funktion

g € Ar. Es sei h € V}* nichtkonstant und 7}, die Liickenstruktur von h. Dann

gilt:

(1) T}, kann keine Fejér-Liicken besitzen.

(2) T} kann keine AP-Liicken erster oder zweiter Art besitzen.

(3) Esseiz € Dund §(z) := h(z) —er(zz) = Y p, k2. Falls § # 0 ist, so kann
R:={0}U{k € IN | ¢ # 0} keine AP-Liicken erster Art vom Typ (b;d) mit
b > 1 besitzen.

Bewelis:

Nach Lemma 6.10 ist g x h € Ag (mit S := T},) eine nullstellenfreie ganze Funktion.
Daher folgen (1) und (2) aus Satz 6.12 und aus Satz 6.20 bzw. Satz 6.22.

Zum Beweis von (3) nehmen wir an, R habe AP-Liicken erster Art vom Typ (b;d) mit
b> 1. Es sei ¢ := €2™/4 und

0j(2) = C-6(¢2), gi(2):=Cg(T2) sowie  hy(z) =T R(¢2)

fir y = 1,...,d. Dann ist P := §; + ... + 04 ein Polynom, und wegen ¢, # 0 ist P
nichtkonstant. Weiter ist

(9% P)(2) = (g h1)(2) + ... + (g ha)(2) = g1(22) — ... — ga(22)
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in C, wobei g1,...,g94 und nach Lemma 6.10 auch g * hy,...,g * hgy Einheiten in C
sind. Aus Satz 6.32 folgt nun, dafl g * P und damit auch P konstant sein muf}. Dieser
Widerspruch zeigt die Behauptung.

Auch dieses Resultat 1é8t sich noch verbessern. Dazu benutzen wir die einfache Be-
obachtung, dafl die duale Hiille V;** stets abgeschlossen unter Faltungen ist:

Lemma 6.63
Es sei T eine Liickenstruktur. Fiir alle hy, hy € V™ ist dann auch hy x hy € V™.

Beweis:
Es sei ein g € V gegeben. Dann ist gxhy nullstellenfrei in D, und mit (g*hq)*er = gxhy
(wegen hy € ZT) folgt g * h1 € V5. Da hy € VI, ist also (g * h1) * ho = g * (h1 * ha)
nullstellenfrei in . Da dies fiir alle g € V7 gilt, ist hy * hg € V™.

Damit folgt:

Korollar 6.64

Es sei T eine Liickenstruktur, und es existiere eine nullstellenfreie ganze Funktion
g € Ap. Es seien hy, ..., hy, € Vi Es sei Ty := Ty, N ... N T}, . Weiter sei
S; = {kGT: ’al(chj)‘ :1} firgj=1,...,mund S: =5 N...N5S,,.

Dann gilt: Falls Ty # {0} bzw. S # {0} ist, dann besitzt Ty bzw. S keine Fejér-
Liicken und keine AP-Liicken erster oder zweiter Art.

Beweis:

Nach Lemma 6.63 ist auch h := hy *...*hy, € V3*, und es ist h € Ag,. Daher folgt die
Behauptung iiber Ty aus Satz 6.62.

Weiter ist ’aéh)’ = 1 fiir alle £ € S und ‘a,(ch)‘ < 1 fur alle & € INg \ S. Die Folge
(Hj); € Ao sei rekursiv definiert durch Hy := h, Hjiq := h* Hj fir j > 1. Gemés
Lemma 6.63 liegen alle H; in V*. Da V}* kompakt ist, kann man annehmen, daf§ (H});
kompakt gleichméfig gegen eine Funktion H € V7* konvergiert. Die Liickenstruktur von
H ist Ty = S, womit die Behauptung iiber die Liicken von S abermals aus Satz 6.62
folgt.

Einen interessanten neuen Aspekt eroffnet das folgende Resultat:

Satz 6.65

Es sei T eine Liickenstruktur, und A7 enthalte eine nullstellenfreie ganze Funktion.
Dann ist V;* linear unabhéngig.

Beweis:

Es seien paarweise verschiedene hq,..., h,;, € V™ mit m > 2 gegeben. Wir nehmen an,
es gibe eine nichttriviale lineare Relation

Mhi+ ...+ Anhy =0

mit 0.E. Ay # 0,..., A\ # 0. Nach Voraussetzung gibt es eine nullstellenfreie ganze
Funktion g € Ap. Geméfl Lemma 6.10 sind dann auch A1g * hy, ..., Amg * hy, nullstel-
lenfreie ganze Funktionen mit

AMgxhi+ ...+ Apg*xhy =0.
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Aufgrund des Satzes von Borel gibt es ein jo € {1,...,m}, so dafl sich A;g * h; und
Ajog*hj, nur um einen konstanten Faktor unterscheiden. In Anbetracht der Normierung
in z = 0 gilt also g *x hy = g * hj,, und wegen g € Ar zieht dies hy = hj, nach sich, im
Widerspruch zur Wahl der h;. Dies zeigt die Behauptung.

Bemerkung 6.66

Unter den Voraussetzungen von Satz 6.65 ist insbesondere Vi selbst linear un-
abhéngig. Daraus folgt z.B. unmittelbar Satz 6.22 iiber AP-Liicken zweiter Art,
denn in der dortigen Situation ist Vi linear abhéngig.

6.7 Eine denkbare Verallgemeinerung des
Konzeptes der Liickenreihen

Fiir das Studium von Normalitétsfragen bei Liickenreihen konnte es sich moglicherwei-
se als niitzlich erweisen, die Liickenbedingung, dafl gewisse Koeffizienten verschwinden,
durch die Bedingung zu ersetzen, daf sie lediglich “klein” sind.?® In diesem Zusam-
menhang ist es eine wichtige Frage, ob die folgende Vermutung zutriftt:
Vermutung 6.67

Es sei T eine Liickenstruktur, und EOT sei normal. Dann gibt es eine Folge (g )x>1
positiver Zahlen, so dafl die Familie

{f €Ay : f(2)#0in ]D,‘a,(f)‘ < ¢, fur alle k& G]N\T}
ebenfalls normal ist.

Sollte dies der Fall sein, so ergibt sich als néchste Frage natiirlich, wie “groff” die ¢
gewihlt werden konnen: Ist die Wahl g, = £ fiir alle k € IN\ 7' mit einem geeigneten
e > 0 moglich? Oder gar ¢, = 1 fiir alle k7

Fiir AP-Liicken konnen wir die Giiltigkeit von Vermutung 6.67 dank des Satzes von
Cartan relativ einfach verifizieren:

Satz 6.68
Es sei T eine Liickenstruktur mit AP-Liicken erster Art vom Typ (0;d). Dann ist

fT::{fEAO : f(2) #0in D,

a;”‘ < 1 fiir alle k € N\ T}

normal in D.

20 Als einen Versuch in dieser Richtung kann man auch das Konzept der sog. Ostrowskii-Liicken
ansehen (cf. Erdés / Fried [11]): Man sagt, eine Potenzreihe Y -  ax2* mit Konvergenzradius 1 habe
Ostrowskii-Liicken vom Typ p (0 < p < 1), wenn es Folgen (my)r und (ng)r gibt mit my < ny
und limg_, oo 7’2—’; > 1, so daB |ag| < p* fiir alle k mit my, < k < ny gilt.
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Beweis:
Erneut kann man o.E. TN I; = {0} annehmen.

Es sei ein 7 € (0;1) gegeben, und es sei ¢ := ™/, Fiir f € Fr und f;(z) := f(¢2)
(j=1,...,d) gilt dann

)+ + fa(z)=4d- Z agl)zkd =: Q(2) in D.
k=0
Wegen ]a,g];)] <1 fir alle k € IN ist

- d
Q) <d- ) |2 < =M
k=0

fiir alle z € D,.. Daher sind in der Gleichung

h+.. . +fi—(Q+M)+M=0

alle Summanden nullstellenfrei in D,., so dafl wir den Satz von Cartan anwenden kénnen.
Aufgrund der Normierung in z = 0 tritt stets Fall (a) ein, und es folgt, da8 (7 - fa)
und damit Fp normal in D, sind.

Da dies fiir alle r € (0;1) gilt, ist F normal in D.

feFr

Analog dazu konnen wir auch Satz 6.39 verallgemeinern:

Satz 6.69

Die Liickenstruktur 7" habe AP-Liicken erster Art vom Typ (b;d) mit b > 1 und
TNb+d-Z)={b}. Essei My(T) < co. Dann ist fiir alle ¢ > 0 die Familie

fg::{fEAO:f(z)#Oin]D), 25}

aé,f)’ <lfirk¢gT, agf)-...-aéf_)l

normal in D.
Beweis:

Der Beweis von Satz 6.39 bleibt fast wortlich giiltig. Man hat lediglich zu beachten, dafl
hier fir P, := fin + ...+ fan (mit den dortigen Notationen) die Beziehung P,(z) =
d- al()n) - 2% + R(z) mit

du!

W < . . Ak — R e e
IRW| < d gk i (k—p+1) Ty

fiir alle p € INg, 7 € (0;1) und 2z € D, gilt.

Mit wesentlich schwiicheren Hilfsmitteln als dem Satz von Cartan 1ét sich der folgende
Spezialfall von Satz 6.68 beweisen; wir geben zwei Beweisvarianten an, aus denen recht
klar hervorgeht, wo die Schwierigkeiten beim Beweis von Vermutung 6.67 liegen.

Satz 6.70

Es sei T eine endliche Liickenstruktur. Dann ist

fT::{fEAO : f(2) #0in D,

a;f)‘ <1 fiiralle k € Ny \ T}

normal in D.
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Beweis:
O.E. darf man annehmen, dal 7' = {0,..., N} mit einem N > 2 ist. Wire Fp nicht
normal, so giibe es nach Satz 2.10 eine Folge (fn)n C Fr, fu(2) = > 1oy a,gn)zk, und ein
ke {1,...,N}, so daB a(En) — oo fiir n — oo gilt.
Variante 1:
Nach geeigneter Teilfolgenauswahl kann man o.E. annehmen, dafl

1/k 1/k
max ‘CL( ‘ / ‘ (n) / ’

; —
k=1,..,N

fiir alle n € IN mit einem kg € {1,..., N} gilt.

1/k
Es sei R, := a,(;;) ’

gilt. Es sei

undpn::Rin,sodaﬁRn—>ooundpn—>0fﬁrn—>oo

gn(2) == fnlpn - 2) Zbk 2*

Dann ist g, holomorph und nullstellenfrei in |z] < Ry, und es ist

n n k/ko
bgg ) = a/,(€ )pﬁ = a; ") ‘a,(go)

Also gilt ‘bgg)‘ =1 und ‘b,(cn)} <1 fiir alle n und alle k = 1,..., N sowie b](gn) —0
(n — oo) fiir alle K > N +1. Nach Auswahl einer geeigneten Teilfolge kann man o.E.
b,(cn) — by (n — o0) fiir alle k = 1,..., N annehmen. Dann ist (g,), K-konvergent

in C gegen
N
z) =1+ Zbkzk.
k=1

Nach Satz von Hurwitz ist g also nullstellenfrei in C. Andererseits ist g wegen
|bk,| = 1 nicht konstant. Dies widerspricht dem Fundamentalsatz der Algebra.

Variante 2:

Es sei A, := maxj—; . N ’a,(cn)‘. Nach evtl. Teilfolgenauswahl darf man o.E. anneh-

men, daf fiir alle k = 1,..., N die Folge ’ik—:)> gegen ein \; € [0; 1] konvergiert.
Hierbei konnen nicht alle A; Null sein. Es sei "

ko:=min{k € {1,...,N} | Ay > 0}.
Wegen a,iz) — 00 (n — o0) und nach Wahl von ko gibt es ein ng € IN und ein

€ (0;1), so daB
’ (n)

k
Qg -rt 4+

ko > (N —1) - ‘alg

1—r

fiir alle k € {1,..., N} \ {ko} und alle n > ng gilt. (Um dies einzusehen, hat man
die Fille A\, > 0 und Ax = 0 zu unterscheiden!)
(n)

Setzt man gn(2) = a;, Zko 5o folgt fiir alle n > ng und alle z mit |z| = 7

T+Z

k=N+1

[fa(2) = gn(2)] < 1+ Z o)

k;ﬁko

ko 2

IN

(n) 1
al; b < (el
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Nach dem Satz von Rouche hat f;, also fiir n > ng Nullstellen in D,., im Widerspruch
zur Voraussetzung!

Die Argumentation in der ersten Variante lehnt sich natiirlich an den Beweis von Satz
6.58 (1) an. Sollte Vermutung 6.57 zutreffen, so bestiinde Anlafl zu der Hoffnung, da8
sie sich auch noch auf die Klassen F7 anstelle von ZT erweitern lafft. In diesem Fall
wiirde man mit exakt der gleichen Argumentation wie im Beweis von Satz 6.58 aus
der Nichtnormalitdt von Fr eine ganze nullstellenfreie Funktion in Ar gewinnen?!,
womit insbesondere A7 als nichtnormal nachgewiesen und Vermutung 6.67 verifiziert
wére.

21 Zu beachten hat man dabei lediglich, daf die Beschrinktheit der zu IN\ T gehorigen Koeffizienten
dazu fiihrt, dafl die Grenzfunktion die erwiinschten Liicken hat.
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Kapitel 7

Semidualitat beil zwel Funktionen

In diesem abschlieenden Kapitel widmen wir uns dem Problem der Semidualitét
zwei- und mehrelementiger Mengen. Leider ist unser Wissensstand hieriiber noch ru-
dimentérer als bei den in Kapitel 6 behandelten Liickenreihen: Bisher kénnen wir
die Frage nach der Semidualitéit zwar fiir eine Reihe von Beispielen beantworten, ein
umfassendes Gesamtbild ergibt sich daraus jedoch leider noch nicht. Immerhin legen
unsere Resultate den Eindruck nahe, dafl zweielementige Mengen “in der Regel” nicht
semidual sind; die einzigen uns bekannten Fille semidualer zweielementiger Mengen
sind diejenigen, in denen die “triviale” semiduale Funktion z + 1 + 2" enthalten ist,
welche bekanntlich schon im einelementigen Fall eine Sonderrolle gespielt hat.

Bei der Priifung der Semidualitit einer Menge V' = {fi,..., fm} C Ao mit m > 2
kénnen wir uns weitgehend auf den Fall beschrinken, daf§ die einzelnen Funktionen
f] sdmtlich semidual sind, da sich die Nicht-Semidualitét eines f; wegen V** D V**

“in aller Regel” auf V iibertrégt - jedenfalls in den uns bislang bekannten Fallen
von Nichtsemidualitéit, in denen ja stets V;j * die (schwache) Umgebungseigenschaft
erfiillt (cf. Lemma 5.12). AuBlerdem sollen sich die einzelnen Funktionen selbstredend
nicht nur um Drehstreckungen im Argument unterscheiden, d.h. es soll keine j, k €
{1,...,m} mit j # k geben, so daB8 f;(z) = fx(z2) fiir ein z € D und alle z € D gilt.
Schliefilich ist es, sofern mindestens eine der Funktionen f; in Ap, liegt (ihre Ent-
wicklung um 0 also iiberhaupt keine Liicken aufweist), in Anbetracht von Satz 5.8

gerechtfertigt, fi(z) = i anzunehmen.

7.1 Kriterien fiir die Nichtsemidualitit
zweielementiger Mengen

Auch im Fall mehrelementiger Mengen V' dienen uns stets die Umgebungseigenschaft
oder die schwache Umgebungseigenschaft der dualen Hiille V** zum Nachweis der
Nichtsemidualitdt. Daher besteht unsere Aufgabe darin, die duale Menge V* auf Nor-
malitdt bzw. Beschranktheit einzelner Koeffizienten zu untersuchen. Wie wir sehen
werden, bringen uns selbst vermeintlich einfache und naheliegende Beispiele an die
Grenzen dessen, was uns an Werkzeugen aus der Normalitdtstheorie zur Verfiigung
steht.

In einigen speziellen Situationen erweist sich erneut der Satz von Cartan als niitzlich:
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Satz 7.1

Es seien S und 7' Liickenstrukturen mit S # 7', und es sei D := (SUT)\ (SNT)
die symmetrische Differenz von S und T'. Es gebe ein d > 2 mit DN1I; = (). Weiter
gelte min D = min(DU ((SNT)\ 1y)) =: ko. Es sei V = {eg, er}. Dann hat V**
die schwache Umgebungseigenschaft in k. Insbesondere ist V' nicht semidual.

Beweis:

Es sei ¢ := e2™/4_ Es sei ein g € V* gegeben. Dann sind ¢ % eg und g % ep nullstellenfrei
in D. Es sei

fi(z) = (gxes)(2),  farj(2) = (gxer)(P2) firj=1,....d.
Aufgrund der geometrischen Summenformel gilt
fi+...+fa = d-grxesxer, =d-g*esni,,
Jar1+...+ foa = d-gxerxer, =d-gxerny,.
Hierbei ist S N I; =T N Iz nach Voraussetzung. Also gilt
it +fa—fapr—- = faa =0,

und alle f; sind Einheiten in I, so daf§ der Satz von Cartan anwendbar ist. Fiir jede
zugehorige C-Klasse Sy mufl angesichts der Normierung im Nullpunkt SoN{1,...,d} #
0, Son{d+1,...,2d} # 0 gelten.

Annahme: Es gibt eine Folge (gn)n in V*, gn(2) = Y peg b,(:’)zk, so daf b,(gz) — 00
(n — o0) gilt. Dann folgt die Existenz eines jo € {1,...,d}, so da nach eventueller

Teilfolgenauswahl die Folge
<(9n * es)(C”Z))
(gn*xer)(2) ),
kompakt gleichméfig in D konvergiert.
Die Taylorentwicklungen von (g, * es)(¢’°z) und von (g, * er)(z) um 0 stimmen im
nullten bis (kg — 1)-ten Koeffizienten iiberein; gilt ndmlich & € S UT fiir ein k €
{1,..., ko — 1}, so folgt aus der Voraussetzung zunichst k € SNT und sodann k € I,

also (7% = 1. Daher hat, falls man o.E. kg € T'\'S annimmt, % die Entwicklung

(gn * es)(¢%z)

_ 1 1) _ko
(v er)(?) =1 bkoz + ...

Hieraus ersieht man, daf3 (b,(!g))n beschriankt sein muf.
Dieser Widerspruch zeigt die Giiltigkeit der schwachen Umgebungseigenschaft in kg und
damit die Nichtsemidualitédt von V.

Korollar 7.2

(1) Es seien S und T Liickenstrukturen mit S # T. Es gebe ein d > 2 mit
S, T DO 1. Weiter sei min((SUT)\ (SNT)) =min((SUT)\ (SNTNI,)).
Dann ist {eg, er} nicht semidual.

(2) Fiir m,n € IN, m # n ist die Menge {z — ;2 — =

1—zm) 1—2n

} nicht semidual.

Beweis:
(1) folgt sofort aus Satz 7.1. (2) ergibt sich aus (1) mit d := kgV (m,n).
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Die Aussage in Teil (2) wurde fiir den Fall n = 2, m = 1 erstmals von Kasten und
Ruscheweyh in [28], Theorem 5 (2) gezeigt. Sie 148t sich noch weiter verallgemeinern,
auf den Fall, dal man im Zé&hler die konstante Funktion 1 durch eine holomorphe
Funktion ersetzt, sofern diese einigen - leider sehr technischen - Bedingungen an die
Koeffizienten geniigt:

Satz 7.3
Es sei h € Ao, h(z) = > 2, ckz". Es seien m,n € IN, m < n, und es sei

Weiter gelte:
(1) Es gibt ein t € IN und ein a € C\ {0}, so dafl

gnt gmt

chm +OéZCkn =0
k=0 k=0

fiir alle 7 > 1 gilt. Es sei p := mnt, und es gelte fiir alle jq, jo, k1, ks €
{1,,p} mltj1+]2 Spund k1+k2 Sp

J1+ k1 # 0 oder (jo + koar # 0 und jo + kv # p(1 + «)). (7.1)

(2) Weder z — % noch z — 1h_(?1 hat die Gestalt z +— 1+ az™.

Dann ist V nicht semidual.

Beweis:

Es sei ¢ := e2™/P_ Es ist

h
1 (Zz)m = 14cz4+...+cpq2™ !
+(1 4 cm)2™ + (c1 + emp1) 2™ 4+ F (et + Como1) 22!
+(1 +Cm + CQm)ZQm + (Cl + Cm4+1 + 02m+1)22m+1 + ...
Essei g€ V*, g(z) = > 12, b,(f’)zk. Dann ist
h(z > .
Oyég(z)*l_(z)mzl—i—z:fykzk inD
k=1
mit Ygm = b - (1 fiir k> 1
Yiem = b, - (L4 Cm + oo 4 Cpo) fiir & > 1.
Es sei ho)
z , .
fiz) == (9(2) * m) (¢72) firj=1,....p.
Dann ist nach der geometrischen Summenformel
fiz)+...+ fplz) = p-(1 —l—'ypzp—l—’ygpz2p+ ..
nt 2nt
= p- (1 + bl(,g) Z Cm 2t + bé%) Z Comz P + .. > ,
k=0 k=0
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und alle f; sind nullstellenfrei in D mit f;(0) = 1.
Fir

fpes(2) = - (g<z> '

gilt entsprechend:

mt 2mt
fpr1(2) + ..o 4 fop(z) = ap - (1 + bz(,g) chmzp + bgg,) chanP +.. ) )

k=0 k=0

Mit (1) folgt
f1+.~~+fp+fp+1+~~f2p:p'(1+Ol)a

und alle f; (j = 1,...,2p) sind Einheiten in I mit f;(0) = 1 fir 1 < j < p und
fi(0) =afirp+1<j <2p. Wegen (7.1) ist 1 + a # 0. (Um dies einzusehen, wihle
man j; = jo = k1 = k2 = 1.) Daher ist auch fo,11(2) := —p(1 + ) eine Einheit in D.
Wir wenden auf die Borelsche Gleichung f1 + ...+ fap+1 = 0 den Satz von Cartan an.
Esist S ={1,...,2p+ 1} eine zugehorige C-Klasse:

Andernfalls tréte Fall (2) des Satzes von Cartan ein, und es gébe zwei disjunkte
C-Klassen S7,.S2. Wegen der Normierung in z = 0 miifite stets

Y f0)=0  uwd ) f(0)=0

JES JES2

gelten, d.h. es gibe ji,j2,k1,k2 € {1,...,p}, ndmlich j, = #(S, Nn{1,...,p},
ky=#(S,n{p+1,...,2p}), so daB ji + jo < p, k1 + k2 < p und

1+ kia=jo+kea=0 (fa1152p+1§{51U5’2)
bzw.
Jitkia=0, jot+kea =p(l+a) (falls 2p+1 € S1USy und 0.E. 2p+1 € Ss)

gilt. Dies steht im Widerspruch zu (7.1).

Nach dem Satz von Cartan ist also die Familie {m . <g(z) * %) 1 g€ V*} und
h(z)

i g€ V*} und ebenso {g(z) PRLICI R V*} normal in .

1—zm ° 1—zn
Da g(z) * 1}1_(52,1 fiir g € V* den m-ten Koeflizienten b9 . (1+cm), g(2) * 1}521
(wegen n > m) den m-ten Koeffizienten b%) -Cm hat und entweder ¢, # 0 oder 14-c¢,, # 0
ist, folgt die Beschrinktheit von {b,(ﬁ) |g € V*}. Wegen (2) ergibt sich hieraus die

Nichtsemidualitat von V.

somit auch {g(z) *

hingegen

Es ist ungeklirt, inwieweit die Voraussetzung (1) verzichtbar ist.

Satz 7.4

Es seien fi1,...,fm € Ag. Es gebe ¢1,...,¢, € C\ {0}, so dafl die Funktion
P:=cfi+ ...+ ¢nfm ein nichtkonstantes Polynom ist und

Z c; #0 fiir jede nichtleere echte Teilmenge I C {1,...,m}

jE€I
gilt. Falls
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(1) P nicht die Gestalt z — P(0) + az" hat
oder

(2) P(z) = P(0) + az™ fiir ein ko > 1 ist, aber kein f; die Gestalt z +— 1 4 bz*°
mit b # 0 hat,
dann ist V' := {f1,..., fm} nicht semidual.

Beweis:

Es sei g € V*. Dann sind fi * g, ..., fi, * g nullstellenfrei in D mit
cafixg+...+cmfm*xg=Pxg€ Py

wobei d := deg(P). Nach Satz 6.31 ist {P* g | g € V*} gleichmiBig beschriankt in D.
Im Fall (1) gibt es ki, k2 € {1,....d}, ki # ko, mit a{) # 0 und a{’) # 0. Es folgt
daf3 {a,(f;) | g € V*} und {a,(g) |g € V*} beschrankt sind. Somit hat V** die Umge-

bungseigenschaft beziiglich der Liickenstruktur {0, k1, k2}. Aus Lemma 5.12 folgt die
Nichtsemidualitéit von V.
Im Fall (2), P(z) = P(0) + az*, ist a # 0, da P nicht konstant ist, und es folgt die

Beschrinktheit von {a}i ) g € V*}, so dafl V** die schwache Umgebungseigenschaft in

ko hat. Da kein f; die Gestalt z — 1+ bz*0 hat, ist dies hinreichend fiir die Nichtsemi-
dualitdt von V.

Das Beispiel m = 2, fi1(z) = fa(z) := 1 + z zeigt, dafl die auf den ersten Blick etwas
technisch erscheinenden Voraussetzungen (1) und (2) unverzichtbar sind.

Korollar 7.5

Es seien S und T semiduale Liickenstrukturen, und die symmetrische Differenz
D :=S\TUT\ S sei nichtleer und endlich. Dann ist {eg, er} nicht semidual.

Beweis:

Die Differenz eg — e ist ein nichtkonstantes Polynom. Daher folgt die Behauptung aus
Satz 7.4.1

Angesichts von Satz 7.1 und Korollar 7.5 stellt sich die Frage, ob fiir zwei verschiedene
semiduale Liickenstrukturen S, T" die Menge {eg, er} stets nicht-semidual ist.

Von Kasten und Ruscheweyh wurde gezeigt ([28], Theorem 5 (1)):

Satz 7.6

Es seien aj,as € C\ {1}, a1 # ay, und es sei

Vo Z'_>1—&1Z;Z'_)1—a22 .
1—=z 1—=z

Dann besitzt V** die Umgebungseigenschaft beziiglich INy. Insbesondere ist V'
nicht semidual.

! Das Resultat ist auch ein Spezialfall von Satz 7.1, freilich nur im Falle der dort formulierten
zusétzlichen Voraussetzung an min D.
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Beweis:
Firge V* und j =1,2 gilt

0 gz) ¢ 2 =4 g(2) + (1~ a) - g(),

also

9(2) #

fiir alle z € D
a; —

zudem 148t g natiirlich den Wert oo aus. Nach dem FNT ist V* also normal, so dafy V**
der Umgebungseigenschaft beziiglich INg geniigt und V' nicht semidual ist.

Mittels Satz 5.15 folgt daraus auch die Nichtsemidualitdt von
1— (len 1— CLQZn
Z = 2
1—2zn’ 1— 2

Eine Verallgemeinerung dieses Resultats auf den Fall, da} im Zihler und Nenner
verschiedene Exponenten stehen, gelingt uns leider nur um den Preis, dafl wir von
zwei zu drei Funktionen iibergehen miissen:

fiir alle n € IN.

Satz 7.7
Es seien m,n € IN mit m # n, ay, as, a3 € C seien paarweise verschieden, und es
sei
1—a;2™ )
V.= {z»—>1_7jzn ‘ j:1,2,3}.

Dann besitzt V** die schwache Umgebungseigenschaft in m. Insbesondere ist V'
nicht semidual.

Beweis:
Firge V* und j =1,2,3 gilt

1—a;z™ 1—2z2m
0#g(2) x ——2—=a;-g(2) ¥ —— + (1 —ay) - (g x er,)(2),
1—2z 1—=2
also m
z) * % -
9:)* =or 4y fiir alle z € D.

(9 xer,)(2) a;
Nach dem FNT ist also die Familie

P *1—2:’:
J—‘::{ig() Iz ‘gEV*

(9 er,)(2)

normal und somit (in Anbetracht der Normierung in z = 0) lokal gleichmifig beschrinkt
in D.
Fall 1: m <n:

Esseige V*, g(z) = 12, b,(gg)zk. Aufgrund von

1-—2zm

1—2zn :1_2m+2n_zm+n+_
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hat man dann die Taylorentwicklung

9(2) % 2w 1 b b -
(9 xer,)(2) 1+b(g)z”+b( )z2"+

=1-bp@)m

Deswegen und aufgrund der lokal gleichméfligen Beschrinktheit von F gibt es ein

M < oo, so dafl ‘bgf{)‘ < M fir alle g € V* gilt. Also hat V** die schwache

1;3 im die Gestalt

Umgebungseigenschaft in m. Da keine der Funktionen z —
z — 14 ¢cz™ haben kann, ist V' also nicht semidual.

Fall 2: m >n,n fm:
Es sei d € IN so gewahlt, dal dn < m < (d + 1)n ist. Dann ist

1 ,m
1 Zn:1+Zn+22n+...—|—zdn—Zm_|_z(d+1)”_|_“”
—z
Fir g € V", g(2) = >3320 b,(gg)zk erhélt man:
g(z) * % 1+ b(g) 4 bfjfgzdn _ b( 9) m + bgd:—l) (d+1)n +
(9% er)(2) 14 b(g) @y bglel)nz(d“) —

= l—b%)zm—l—...

und hieraus wie im Fall 1 die Beschrianktheit von {bgﬂ) |g € V*} und die Giiltigkeit
der schwachen Umgebungseigenschaft in m.

Fall 3: m > n, njm:
Es sei m = dn mit d > 2. Dann ist

1 —2" n 2n (d—1)n
172n:1+z +z2+ ...+ 2z ,

und fiir g € V*, g(2) = >"12, b,(f)zk ergibt sich:

9(z) x =2 L b2 o g
(gxer)(z) 14 Pem 4 bgfl)_l)nz(d—l)n ) pdn
= 1-— bEiZL) dn 4 .,

also ebenfalls die Beschranktheit von {bgf{) |g € V*} und die schwache Umgebungs-
eigenschaft in m.

Bemerkung 7.8

Die Aussage des Satzes ist fiir zahlreiche Félle bereits durch frithere Resultate
abgedeckt, ndmlich dann, wenn bereits die einzelnen beteiligten Funktionen nicht
semidual sind und dies {iber die schwache Umgebungseigenschaft bewiesen wurde.
Neue Informationen liefert uns der Satz insofern nur in den Féllen, in denen n = 1,
m > 2 ist oder n = 2 und m ungerade ist.
Um dies einzusehen, iiberlegt man sich zunéchst, dal man sich in Anbetracht von
Satz 5.15 auf den Fall zuriickziehen kann, dal m und n teilerfremd sind.
Ist dann n > 3, so geniigt es wegen Satz 5.8, Nichtsemidualitat und Giiltigkeit der
schwachen Umgebungseigenschaft fiir f(z) := lle;: nachzuweisen. Wegen f = er
mit 7" := I, U (m + I,) folgen diese jedoch aus Satz 6.38.
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Wir wenden uns nun den Féllen zu, in denen uns das in Kapitel 3 bewiesene Nor-
malitétskriterium zur Nichtsemidualitét verhilft. Den benotigten Zusammenhang zwi-
schen Faltungen und Ableitungen liefert uns das folgende

Lemma 7.9
Fiir alle f € Ay, alle z € D und alle n € INg gilt

Z" = [k k
= o) "
# f f(2) = %z" £ (2), (7.3)

1 - n P
EET Y (kz) (12 i
T ) = e ). (75)

Beweis:

Fiir f(z) = 2¥ und n < k gilt % S fM(2) = (Z)zk. Hieraus folgt aufgrund der
Linearitéit der Faltung
1

% M (2) = 2 <n> a;’z (7.6)
fiir alle f € Ap. Setzt man hierin speziell f(z) = 1712, so ergibt sich
kN, 1 (1 \™ 2"
,;(n) ~a () =g

also (7.2). Mit (7.6) folgt sofort (7.3). (7.4) ergibt sich aus dem binomischen Satz.
SchlieBlich erhélt man aus der Leibnizschen Formel sowie aus (7.3) und (7.4):

S = S () e e

k=0
=y <Z> %zk o
k=0 ’
1

also (7.5).

Damit konnen wir nunmehr das Hauptergebnis dieses Abschnitts beweisen:

Satz 7.10
Es seien m,p € IN, ag, ..., € C mit m > 2, a,, # 0 und > )" oy = 1. Es sei

1 “ «

Dann ist V* normal. Insbesondere ist V nicht semidual.
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Beweis:
Es sei g € V* und h(z) = ﬁ % g(2). Dann gibt es ein A € H(D) mit » = ¢* und
A(0) =0.
Es ist &' = h- X, und fiir j > 2 hat A9 die Gestalt

()
M Sp .
WO =h- [ VY 290 43 a? - T] A )
p=1 v=1

mit Z d =j (p=1,...,mj)und 2 < sff) <j-—1, d,(,“’j) > 1, wie sich leicht
mittels Induktlon ergibt.
Es sei ¢(z) := z - N (z). Dann ist fiir & > 1

N
—_

AR (2) = bg.k)zjgo(j)(z) mit b( )1 =1,

i
o

wie man ebenfalls induktiv einsieht. Es folgt fiir alle z € D und alle k£ > 2

(®)

i mg, 55 . )
APz = h(z) - (N (2)" +FAE () + >l T] (zd(f’k’ A(d&'%)]

7j=1 v=1

k—2

(

d9R _q
SIS

v=1 o=0

F2) + Z b;k)zjap(j)(z) + 21k ()

(k)

j=1

v=1

+(k)
mit 3, 19" <& — % und 2 < ¢ <k~ 1 fiir alle j = 1,..., .
Nun ist gemaﬁ (7.4)
k

1 k 2
(EE S Ol
und aus (7.3) folgt fiir j > 0
G
(1—2)+t1  (1—2)p 51 dzd (1 —2)P
_ A ppt1) (1)
4! (1 —z)pti

_ (pti-—1 2
B j (1_2)p+j'
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Hieraus erhalt man

(%) 1

1 b 2
A —zpHF Z pﬂ N A= -
(

b El(p —1)! 2 . 1
P I e B I -

<

Damit ergibt sich nun fiir alle z € D, wenn man noch (7.3) beachtet:

Ui «
0 # g(z2)* W
k=0
-y e CREENES NS
= = — —
22 G i+ -1 (=P (T —ap
m k I(p— 1)! o
- ZZ . a'k:’c.(]? »1)'1"'-z3-h(3)(z)
= Zak 22 ) (2)
k=0

mit &g =Y pr ook = 1 und &y, # 0.
Setzt man (7.7) ein, so erhélt man

0 # i&kzkh(k)(z)

= h(z)- |14+ a1¢(z +Zakcp +Zakz k 1) (2)
WA (k I ¢l G (G
+Zak b ) i +Z&kZA H(Zly ol )(Z))]
k=2 =0 k=2 j=1 v=1
m—1 m—2
= A2)- |1+ @ne™ (@) +an2" om0 (R) + Y At (2) + Y w e ()
k=1 k=1

+Z‘5 H( 1) (km)(z))]

v=1

mit 77 k:(] +s;<mund2<s; <m-—1firalle j=1,...,¢. Alsoist

1 1 B 1 k
e ™ (2) + ¢(m )( ) + 2 a po (2)
m2 1 1.5 1 il @) ) 1 1
Tk (k) 95 . (k (k) > .
+ — &/m Zm_]__k- SO (Z) + ]:Zl &m Zm_]' E z (p (Z) # am Zm_l

fiir alle z € D.
Hierauf ist das Normalitétskriterium aus Satz 3.11 (mit n = m, k = m — 1) anwendbar.

Es folgt, dal die Familie
{z 2N (2) | er € FxV* N0) = 0}
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mit F(z) := ﬁ normal ist.

Aufgrund der Normierung in z = 0 ist diese Familie sogar lokal gleichmé&flig beschrankt
in D. Nach dem Maximumprinzip ist auch {\' | e* € F % V*, A(0) = 0} lokal gleichm#8ig
beschréinkt, so daB nach dem Satz von Marty {\ | e* € F % V* A(0) = 0} normal und
somit - wiederum wegen der Normierung im Ursprung - lokal gleichméflig beschrankt

ist. Damit ist aber auch F' % V* lokal gleichméBig beschrénkt. Gemé&$ (7.5) ist

FxV*= {z — (2P g2V g € V*} :

(p—1)!

Durch wiederholte Anwendung des Satzes von Marty unter Beachtung der Normierung
in z = 0 erhélt man (im Fall p > 2) nacheinander die lokal gleichmiflige Beschrénkt-
heit von {z — (2P71g(2))P=2) | g € V*}, von {2 (2P71g(2))?=3) | g € V*} usw. und
schliellich von {z — 2P lg(z) | g € V*}, aufgrund des Maximumprinzips also auch von
V* selbst.?

Also ist V* normal und V nicht semidual.

Wir halten folgendes Resultat, das sich als Spezialfall aus Satz 7.10, ndmlich fiir
V= {z — 2 W} ergibt, explizit fest:

Korollar 7.11
Es sei k > 2. Dann ist {g € Ag| g(2) # 0, (z*g(2))* # 0 in D} normal in D.

Die Voraussetzung m > 2 in Satz 7.10 ist unverzichtbar, wie das folgende Beispiel
lehrt:

Beispiel 7.12

Es sei

1 (0751 (0%}
V= :
{ZH C—ap " —ap " <1—z>p+1}
mit p € N, a3 + as = 1, ay # 0. Dann ist My (V*) = oo fiir alle £ > 1.

Beweis:

Es sei ein ky € IN gegeben. Wir setzen fiir n € IN

ha(2) = exp (/O aL;c ((+choym—1) d<> .

Dann ist h, holomorph in D mit h,(0) = 1, also h, € Ay, und h,, ist nullstellenfrei in
D.

Es sei F(z) := ﬁ Fiir alle n € IN gibt es ein g, € Ay mit F * g, = h,,. Wir zeigen
gn €V
Wegen

@ @ 1 gz o >
T T a T A AT PO g e

2 Alternativ kann man die Normalitéit von V* aus der von F % V* natiirlich auch mittels Lemma
2.10 folgern.
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ist

p (1—2)?
= z %‘z’z
= hn()+p I (2)

gn(z)*< a o, @ )—hn(z)+%- L h(2)

= ha(2)(1+27)" #0

fir alle z € D und alle n € IN.
Da auflerdem g, (z) * ﬁ = hy(z) nullstellenfrei ist, ist g, € V*. Fiir die Taylorent-
wicklung von h, um 0 erhélt man

hn(z) = exp </0 (ZZ SRl ) d() = exp (0220 2R )

— 1+ P ke
052/60

Wegen al(CF) # 0 fiir alle £ € IN hat g,, die Entwicklung

b

(%) koa](ff)

gn(z)=1+n- A

Damit ist My, (V*) = oo gezeigt.

Fiir die in diesem Beispiel betrachteten Mengen kénnen wir die Frage nach der Semi-
dualitéit vorldufig nicht beantworten. Eine naheliegende Strategie fiir einen etwaigen
Beweis der Semidualitit kénnte es sein, die Existenz von Funktionen in V**\ V¢
dadurch zum Widerspruch zu fithren, dal man aus dem Vorhandensein derartiger
Funktionen, welche wegen V*** = V* ja zusétzliche Bedingungen an die Funktionen
in V* liefern wiirden, die Normalitdt von V* folgert. Moglicherweise konnte sich auch
Satz 5.14 als hilfreich erweisen.

Mithilfe des Normalitatsresultates von Schwick aus Satz 2.17 konnen wir schliefSlich
noch zeigen:

Satz 7.13
Esseim € N, a € C\ {0} und

1 az™

Dann ist V* normal und V nicht semidual.

Beweis:
Es sei g € V*. Dann gilt g(z) # 0 in D, und infolge von (7.3) ist

I DS AT (D
O#g(z)*(l—l—(l_z)mﬂ) 1+m! 2™ g\ (2),

also g™ (z) # —m! . L fiir alle z € D.

a

Mit Satz 2.17 ergibt sich die Normalitdt von V*, so da3 V' nicht semidual ist.
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Die Resultate dieses Abschnitts werfen folgende Frage auf: Unter welchen Bedingungen
an fi,..., fn € Ag ist fiir die Familie derjenigen Funktionen aus Ay, deren Faltungen
mit fi,..., f, nullstellenfrei in D sind, mindestens ein Koeffizient beschrankt? An-
ders formuliert: Gibt es ein Analogon zum FNT fiir Faltungen, in dem Sinne, daf§ die
Familie der Funktionen, die beziiglich der Faltung “geniigend” viele gegebene Funktio-
nen auslassen, zumindest in einem Koeffizienten beschrankt ist? Dafl zumindest zwei
“Ausnahmefunktionen” nicht bzw. nicht ohne jede Zusatzvoraussetzung ausreichen,
zeigt Beispiel 7.12.

Parallel dazu stellt sich geméfl dem Blochschen Prinzip die Frage nach analogen Resul-
taten fiir die Konstanz ganzer Funktionen, deren Faltungen mit gegebenen Funktionen
aus Ap nullstellenfrei sind.

Unsere Untersuchungen legen es daher nahe, nach weitreichenden Verallgemeinerun-
gen der bisherigen Normalitdatstheorie zu suchen, die sich ja primér auf den Zusam-
menhang zwischen Werteverteilung von Differentialpolynomen und Normalitéit kon-
zentriert hat. Als inspirierend werden sich dabei hoffentlich die mit den derzeit zur
Verfiigung stehenden Mitteln nicht zu entscheidenden Semidualitétsfragen erweisen,
beispielsweise die folgende, die sich ganz natiirlich aus Satz 7.10 ergibt:

Es seien m,p € IN, ap, ...,y € Cmit m > 2, a, # 0 und Yoo =1, und es seien
o, .-, Tm € D. Ist dann

1 — o
V= {ZHWLZHZW}

k=0
nichtsemidual?

Dies motiviert ferner folgende interessante Frage: Es seien Pi,..., P, Differential-
polynome, z1,...,z, € D und a holomorph (meromorph) in D. Unter welchen Be-
dingungen ist die Familie der in I holomorphen (meromorphen) Funktionen f mit
Pi[fl(z12) + ... + Pu[f](zn2) # a(z) fiir alle z € D normal?

Dafl man dabei nicht unkritisch darauf hoffen darf, dafl sich die bisherigen Norma-
litdtsresultate (etwa Satz 3.11) im wesentlichen ungeschmaélert iibertragen, zeigt das
folgende Beispiel: Die Folge ( f,,),, mit f,(z) := €™ ist nicht normal in D, es gilt jedoch

bei beliebig gegebenen j, k € IN fiir x := %

fi(x2) + f{P(2) = (1 +n*) # 0

fiir alle z € D und alle n € IN, d.h. das Normalitétsresultat von Drasin und Pang
& Zaleman auf S. 45 148t sich in dem eben beschriebenen Sinne nicht ohne jede
Zusatzvoraussetzung erweitern.?

7.2 Semiduale Mengen mit zwei Elementen

Der bisher einzige uns bekannte Fall von Semidualitét bei zwei Funktionen ist derje-
nige, in dem bereits V¢ selbst die schwache Umgebungseigenschaft aufweist, welche

3 Hier spiegelt sich der Umstand wider, daf es keine zum Satz iiber die logarithmischen Ableitun-
Q)
gen analoge einfache Abschitzung fiir die Schmiegungsfunktion von Funktionen der Gestalt ! f((;)"z)

mit  # 1 geben kann.
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somit zur Unterscheidung von V¢ und V** nicht mehr ausreicht:

Satz 7.14
Es sei S eine semiduale Liickenstruktur, und es sei kg € IN \ S. Es sei eine der
beiden folgenden Bedingungen erfiillt:
(1) Esist T'=S.
oder
(2) Esist T'= SU{ko}, und es gibt ein £ > 0, so daB {g e Al :e< |a,(€?| < 1}
in z = 0 nicht normal ist.
Dann ist V' := {eT; z— 14+ zko} semidual.

Beweis:

Weil S semidual ist, gilt Vg™ = V. Es sei ein h € V** gegeben. Nach Lemma 5.16 (mit
R := {ko}) ist es * h € V&* = Vg. Also gibt es ein z € D, so daB (h x eg)(2) = eg(xz)
fiir alle 2 € D gilt. Wegen V** C Ag ) (Bemerkung 5.7 (2)) folgt

h(z) = es(xz) + 72" = ep(xz) + vz

mit gewissen 7,v € C.
Wir nehmen an, es sei x # 0 und v # 0.
Fiir alle g € V* ist dann

(gxer)(2) #0 und (g*er)(zz)+ 'yalgf))zko =(g*xh)(2) #0 inD,
also

gren))

o (g*er)(2) R R ()

und 2o — & "y D\ {0} mit 7= |z| > 0.

Es sei g := 1, falls S = T, g9 := ¢, falls T = S U {ko}. Nach der verallgemeinerten
Version des FNT (Satz 2.18) ist dann

{z — 7(9 *;]Z;)(Z) cgeV* g < |a,(€i)| < 1}

normal in D, \ {0}.

Damit ist auch {g xer : geEV* g9 < |a,(c%)| < 1} normal in D, \ {0} und als Familie
von Einheiten nach Lemma 2.8 somit sogar in D,.

Es ist V* = {g €Ay : (gxer)(z) #0in D, |a,ggo)| < 1}; damit und mit kg ¢ S folgt
im Falle T'= S:

{g*eT cgeV™ e < \a,(g‘((]))] < 1} —{gxes : ge V*} =AY
im Falle T'= S U {ko} ergibt sich

{g*eT i geVr, 50§|a,£?|§1}:{g€g% : 50§\a,(§f’))|§1}.

Also miifite EOS bzw. {g € ﬁ(% g < \a,(g%)] < 1} in I, normal sein, im Widerspruch
zur Semidualitdt von S bzw. zur Voraussetzung in (2).

Somit ist v = 0 oder = 0, d.h. h(z) = ep(xz) oder h(z) = 1 +~zF (mit |y| < 1). Dies
zeigt h € V. Damit ist V** = V¢, d.h. die Semidualitéit von V nachgewiesen.
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Bemerkung 7.15
(1) Fiir k1 # ko und beliebige Liickenstrukturen S ist die Menge

es; Lz 2
{ 2 14 2F 1+ k’Q}

aufgrund Lemma 5.12 (1) stets nichtsemidual. Es ist auf diese Weise also
nicht moglich, semiduale Mengen aus mehr als zwei Funktionen zu konstru-
ieren.

(2) Fiir S := I, kg := 1, T := ILU{1} ist gemif Satz 6.39 die Voraussetzung (2)
in Satz 7.14 nicht erfiillt, und es ist M;(T") < oo. Es stellt sich die Frage, ob
{er;z — 1+ z} dennoch semidual ist; allgemeiner: Bleibt in der Situation
von Fall (2) die Aussage des Satzes unabhingig von der Nichtnormalitéits-
voraussetzung giiltig? Falls nein: Geniigt es, dal My, (T") = oo ist?

Korollar 7.16

Es sei S eine semiduale Liickenstruktur, kg € IN'\ S und 7 := S U {ko}. Falls
Iy, €T, dann ist V := {eT; z— 1+ zko} semidual.

Beweis:
Es sei g, (2) := exp (2% + nz?0) fiir n € IN.
Dann ist g, € Z?ko - /TOT und a,gon) =1 fiir alle n € IN, und (g,,),, ist offensichtlich nicht
normal in z = 0.
Dabher ist {g € ng : a,(j;) = 1} nicht normal in z = 0, so daf} die Behauptung aus Satz
7.14 folgt.

Beispiel:
Angewandt auf die (nach Korollar 6.49 semiduale) Liickenstruktur S := INg\ {ko}
ergibt Korollar 7.16 die Semidualitit von

1 k
Z = sz 1427
1—2

fiir alle kg € IN.
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Ausblick

Wir wollen nun die in unseren Betrachtungen aufgetretenen offenen Probleme und
Ansiitze fiir weitergehende Untersuchungen abschlieend kurz zusammenstellen:

Normalitiatstheorie

1.) Inwieweit 148t sich das Normalitétskriterium aus Satz 3.11 auf Familien mero-
morpher Funktionen verallgemeinern?

2.) Unter welchen Voraussetzungen konstituieren Bedingungen der Form

Pif)(z12) + ... + Pulf](zmz) # a(2)

(mit Differentialpolynomen P; und x; € D) Normalitit einer Familie holomor-
pher bzw. meromorpher Funktionen? Gelten entsprechende Sétze vom Picard-
schen Typ? (s. S. 155)

3.) Ist die Vermutung von Cartan und Eremenko (S. 61) auch fiir p > 6 richtig?

4.) Wie wir gesehen haben, ist das Zalcman-Lemma im Kontext der Cartanschen
Vermutung nicht ohne weiteres anwendbar. Fiir ein besseres Versténdnis des
Blochschen Prinzips erscheint es daher wichtig, die Frage zu kldaren, inwieweit
sich der Satz von Cartan auf den Satz von Borel (Satz 4.15) zuriickfithren 148t.

Liickenreihen

Hier ist die grundlegende Frage, ob die Aquivalenzen (NN) < (E1) und (E2) < (SD)
aus Vermutung 6.1 fiir beliebige Liickenstrukturen gelten und ob die in Abschnitt
6.5 vermutete Charakterisierung dieser Eigenschaften allein durch die Koeffizienten-
betragsmaxima My (7T') moglich ist; dies umfafit insbesondere die Frage, ob die Nicht-
Semidualitdt einer Liickenstruktur 7" dquivalent dazu ist, dal die duale Hiille V* die
schwache Umgebungseigenschaft besitzt.

Vermutung 6.57 bringt diese Fragen in Zusammenhang mit gewissen Extremalproble-
men fiir Liickenpolynome. Eine eingehendere Untersuchung dieser Probleme erscheint
daher lohnenswert. Bereits der relativ iibersichtliche Fall T'= INg \ {1}, in dem nur
eine einzige Liickenbedingung zu behandeln ist, konnte sich als lehrreich erweisen.

Daneben haben sich in Kapitel 6 die folgenden Fragen ergeben:

5.) Sind fiir beliebige Liickenstrukturen 7' die Normalitéit von A% in z = 0 und in
D dquivalent? (s. S. 93)
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6.) Gibt es nullstellenfreie ganze Funktionen mit Fabry-Liicken? Welche Norma-
litdts- bzw. Semidualitédtsaussagen sind fiir Fabryliicken moglich? (s. S. 100)

7.) Noch immer steht eine restlose Klarung der Vermutungen iiber die Nichtsemi-
dualitdt von AP-Liickenreihen erster und zweiter Art (Vermutung 6.26 und
Vermutung 6.27) und iiber als Summe von Einheiten darstellbare Polynome
(Vermutung 6.29) aus. Deren Giiltigkeit wiirde sich z.B. aus einem Beweis der
Vermutung von Cartan und Eremenko fiir p > 6 ergeben - oder aus der positiven
Beantwortung der folgenden Frage:

8.) Bleibt die Semidualitdt einer Liickenstruktur beim Entfernen von nur endlich
vielen Elementen erhalten? (s. S. 113 und S. 133)

9.) Kann man die Voraussetzung |a; - ... - ag_1| > ¢ in Satz 6.39 zu |a,| > €
abschwichen? Inwieweit sind analoge Normalitidtsaussagen auch fiir andere
Liickenstrukturen giiltig?

10.) Ist die Vereinigung semidualer Liickenstrukturen stets semidual? (s. Abschnitt
6.4.1)

11.) Inwieweit 148t sich das Vorgehen in Abschnitt 6.4.2, eine semiduale Struktur um
“nicht allzu grofie” Teilmengen von IN zu vergrofiern, verallgemeinern, etwa auf
den Fall, daf die hinzugefiigte Menge Fejér-Liicken hat? Weitere Resultate in
dieser Richtung wiirden die Vermutung “(E2) <= (SD)” erhérten.

12.) Ist es richtig, daB eine Liickenstruktur 7" und die komplementére Liickenstruktur
TC nicht beide semidual sein kénnen? (s. S. 120)

13.) Was ldBt sich iiber den Durchschnitt semidualer Liickenstrukturen (oder von
Liickenstrukturen, die (E1) bzw. (E2) erfiillen) aussagen? (s. S. 126)

14.) LaBt sich Satz 6.55 auf Funktionen endlicher Ordnung verallgemeinern? Trifft
die in diesem Kontext von Wirths geduflerte Vermutung 6.56 zu?

15.) Besitzen die Hermite-Polynome nichttriviale gemeinsame Nullstellen? (s. S. 131)

16.) Welche Bedeutung kommt der linearen Unabhéngigkeit der dualen Hiille V*
(bzw. von Vr selbst) im Zusammenhang mit der Frage nach der Semidualitét
von T zu? (s. S. 139)

17.) Inwieweit ist es “sinnvoll”, die Liickenbedingungen in der in Abschnitt 6.7 be-
schriebenen Weise dahingehend abzuschwéchen, dafl man von den betreffenden
Koeffizienten lediglich verlangt, daf§ sie “klein” sind? Trifft insbesondere Ver-
mutung 6.67 zu?

Angesichts der prinzipiellen Schwierigkeit beim Studium der Klassen A% und A%, daB
sich die Liickenstruktur aus der Summendarstellung, die Existenz oder Nichtexistenz
von Nullstellen hingegen aus der Produktdarstellung der betreffenden Funktionen
herleitet, erhebt sich die Frage, inwieweit das Konzept der Liickenreihen durch ein
allgemeineres und moglicherweise leichter zu handhabendes Konzept ersetzt werden
kann. Zu bedenken ist in diesem Zusammenhang auch, dafl bei der Multiplikation
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von Funktionen zwar die Liickenstruktur vollstandig zerstort wird, sich etwaige Nor-
malitidt jedoch auf die Familie der Produkte iibertragt. Dies wirft die - gerade auch
im Hinblick auf ein besseres Versténdnis des Blochschen Prinzips interessante - Frage
auf, welche Transformationen von Liickenstrukturen die hier betrachteten Eigenschaf-
ten (Semidualitat, Normalitéit, Existenz nullstellenfreier ganzer Funktionen) invariant
lassen.

Semidualitit bei zwei Funktionen

Wir haben in Kapitel 7 eine Reihe von Beispielen kennengelernt, in denen das Aus-
lassen zweier Funktionen beziiglich Faltung Normalitdt begriindet. Es ist zu erwar-
ten, daf} sich dahinter ein allgemeineres Phdanomen verbirgt, dessen Untersuchung der
Normalitatstheorie gidnzlich neue Perspektiven eréffnen wird. Von einem auch nur an-
satzweisen Verstédndnis, unter welchen Bedingungen ein solches “Analogon zum FNT
fiir Faltungen” gelten kann, sind wir sicherlich noch weit entfernt. Hauptansatzpunkt
zukiinftiger Untersuchungen diirfte es daher zunéchst einmal sein, das bisher bekann-
te Repertoire an Féllen, in denen dieses Phédnomen auftritt, um weitere Beispiele zu
erganzen.

Weiterhin sind wir in Kapitel 7 folgenden konkreten Fragen begegnet:

18.) Lassen sich Satz 7.1 und Korollar 7.5 dahingehend verallgemeinern, daf§ fiir be-
liebige Liickenstrukturen S, 7 mit S # T die Menge {eg, er} stets nichtsemidual
ist?

19.) Bleibt die (Nicht-)Semidualitétsaussage in Satz 7.7 auch fir Mengen aus zwei
anstelle von drei Funktionen richtig?

20.) Ist die Menge
=z 2 Yy
(1—2)p’ (1 — mpz)pth

(mit m,p e IN, m > 2, ag,...,am €C, apy, #0, Y 1y =1 und xg,... 2, €

D) nichtsemidual? (s. S. 155)

21.) Ist in Beispiel 7.12 die Menge

V= {Z'—> ﬁ;zH 1 flz)p + (1 —aj)P“}

semidual? Die besondere Relevanz dieser Frage liegt natiirlich in ihren Auswir-
kungen auf das folgende Problem:

22.) Inwieweit la8t sich bei zwei (und mehr) Funktionen die Nichtsemidualitidt durch
das Vorliegen der schwachen Umgebungseigenschaft charakterisieren?

23.) Inwieweit ist die Nichtnormalitdtsvoraussetzung in Satz 7.14 (2) entbehrlich?
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24.) Gibt es andere nichttriviale zweielementige semiduale Teilmengen von A, aufler
den in Satz 7.14 behandelten? Gibt es semiduale Teilmengen von Ay mit drei
oder mehr Elementen?

Im Laufe unserer Betrachtungen diirfte deutlich geworden sein, wie bruchstiickhaft
unser Verstdndnis des Phéanomens der Semidualitéit ebenso wie des Blochschen Prin-
zips derzeit noch ist; bisher war uns sicherlich nicht mehr als ein erster bescheidener
Blick in dieses faszinierende neue Gebiet vergdnnt. Es bleibt daher zu hoffen, dafl
sich eine intensivere Untersuchung der immer wieder - teilweise unvermutet - auf-
getretenen Zusammenhénge zwischen Normalitdts- und Dualitétstheorie kiinftig als
fiir beide Bereiche inspirierend erweisen und zu einem besseren Versténdnis eines der
grofien Prinzipien der Funktionentheorie beitragen wird: des Blochschen Prinzips.
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