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Einleitung 1
EinleitungEin Mathematishes Programm mit Gleihgewihtsrestriktionen (engl.: Mathe-matial program with equilibrium onstraints), kurzMPEC, ist ein Optimierungsproblemfolgender Gestalt:

min f(x)u.d.N. gi(x) ≤ 0, ∀i = 1, . . . , m,
hi(x) = 0, ∀i = 1, . . . , p,
Gi(x) ≥ 0, ∀i = 1, . . . , ℓ,
Hi(x) ≥ 0, ∀i = 1, . . . , ℓ,
Gi(x)Hi(x) = 0, ∀i = 1, . . . , ℓ

(1)
mit stetig di�erenzierbaren Funktionen f, gi, hi, Gi, Hi : R

n → R. Manhmal werden die-se Probleme auh als Mathematishe Programme mit Komplementaritätsbedin-gungen (engl.: Mathematial program with omplementarity onstraints, kurz MPCC)bezeihnet.Oft treten MPECs auh in der Gestalt
min f(x)u.d.N. g(x) ≥ 0, h(x) = 0,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, xT
1 x2 = 0

(2)auf, wobei x = (xT
0 , xT

1 , xT
2 )T sei.Die beiden Probleme sind o�enbar äquivalent: Dass Problem (2) ein MPEC in der Gestaltvon (1) ist, sieht man sofort, wenn man

G(x) := x1, H(x) := x2setzt. Durh Einführen von Shlupfvariablen
G(x) − x1 = 0, H(x) − x2 = 0,erkennt man aber auh, dass umgekehrt jedes MPEC in der Form von (1) auh in der Formvon (2) geshrieben werden kann. Wir werden uns hier in dieser Arbeit auf die Formulierung(1) konzentrieren.MPECs sind eng verwandt mit den so genannten zweistu�gen Optimierungspro-blemen (engl.: Bilevel programs), vgl. z.B. [8, 23, 86℄ und treten reht häu�g im Bereih



2 Einleitungder Modellierung von Gleihgewihtsproblemen in den Wirtshaftswissenshaften und beiIngenieursproblemen auf, vgl. z.B. [62, 64, 69, 74, 76, 78, 92℄ für eine Vielzahl vershiedenerAnwendungen.MPECs sind als äuÿerst shwierige Optimierungsprobleme bekannt, was an den Kom-plementaritätsbedingungen
Gi(x) ≥ 0, Hi(x) ≥ 0, Gi(x)Hi(x) = 0 ⇐⇒ min{Gi(x), Hi(x)} = 0, (3)für alle i = 1, . . . , ℓ liegt. Die Komplementaritätsbedingungen sind der Grund dafür, dassein MPEC kein konvexes Optimierungsproblem darstellt und dass fast alle Standard-Regularitätsbedingungen (onstraint quali�ations) in jedem für (1) zulässigen Punkt ver-letzt sind (vgl. [17, 94℄). Z.B. ist LICQ (linear independene onstraint quali�ation) oderMFCQ (Mangasarian�Fromovitz onstraint quali�ation) nie erfüllt. Folglih stellen diesonst so wihtigen KKT�Bedingungen bei den MPECs im Allgemeinen keine notwendi-gen Optimalitätsbedingungen für das Vorliegen eines Minimums dar. Deshalb haben alleStandard-Verfahren enorme Probleme ein lokales Minimum oder einen geeigneten statio-nären Punkt zu �nden. Aus diesem Grund hat man für MPECs spezielle Regularitätsbedin-gungen entwikelt, unter denen man vershieden starke Optimalitätsbedingungen beweisenkann, die ihrerseits mit den KKT�Bedingungen verwandt sind und in gewissen Fällen sogarmit diesen übereinstimmen.In diesem Zusammenhang sei insbesondere auf die Arbeit [82℄ von Sheel und Sholtes ver-wiesen, wo die genannte Problematik erstmals ausführlih diskutiert wird. Weitere Resulta-te �nden sih beispielsweise in Pang und Fukushima [75℄, Outrata [73℄ sowie Ye [93℄. Speziellam Lehrstuhl von Herrn Kanzow sind in diesem Bereih die Arbeiten [29, 32, 31, 30, 33, 34℄entstanden, die sih ebenfalls mit dieser Problemstellung auseinandersetzen, wobei auhauf die Dissertation [28℄ von Flegel für eine ausführlihe Diskussion und die Einordnungfrüherer Resultate in den Kontext der in [32, 34℄ erzielten Ergebnisse verwiesen sei.Wie einige Ergebnisse in [3, 38℄ zeigen, gibt es dennoh manhe robuste Solver, die ganzbrauhbare Ergebnisse liefern. Im Allgemeinen jedoh müssen speziellere Methoden ent-wikelt werden, um ein lokales Minimum �nden zu können. Bevor wir auf das in dieserArbeit zu entwikelnde Verfahren eingehen, wollen wir kurz einen groben Überblik überdie bisher existierenden Verfahren geben:Existierende Verfahren für MPECsAufgrund der oben genannten Problematik (Standard - Regularitätsbedingungen nihterfüllt) führt die Anwendung der üblihen Verfahren aus der restringierten Optimierung(welhe man z.B. bei Kanzow [46℄ �ndet) auf das MPEC (1) im Allgemeinen niht zumErfolg. In den letzten Jahren sind daher eine Reihe von speziellen Verfahren zur Lösungvon MPECs entwikelt worden, die alle versuhen, die auftretenden Shwierigkeiten mittelsgeeigneter Modi�kation des ursprünglihen Problems (1) zu umgehen. Einen Überblik überdie existierenden Verfahren �ndet man auh in der Dissertation von Veelken, vgl. [90℄.



Einleitung 3SQP-basierte Verfahren:Bei Flether et al. [39℄ werden MPECs in der Formulierung von (2) betrahtet und dannäquivalent als nihtlineare Programme (NLPs) umgeshrieben:
min f(x)u.d.N. g(x) ≥ 0, h(x) = 0

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, xT
1 x2 ≤ 0.

(4)Auf diese Probleme wenden Flether et al. gewöhnlihe SQP-Verfahren an und lösen dabeiquadratishe Teilprobleme der folgenden Gestalt:
QP (xk)







min ∇f(xk)
T d + 1

2
dTBkdu.d.N. gi(xk) + ∇gi(xk)

T d ≥ 0, ∀i = 1, . . . , m,
hi(xk) + ∇hi(xk)

T d = 0, ∀i = 1, . . . , p,
(xk)1 + d1 ≥ 0,
(xk)2 + d2 ≥ 0,
(xk)

T
1 (xk)2 + (xk)

T
2 d1 + (xk)

T
1 d2 ≤ 0,wobei Bk die Hesse-Matrix der Lagrange-Funktion von Problem (4) und d = (dT

0 , dT
1 , dT

2 )Tsei. Für dieses SQP-Verfahren wird dann in [39℄ gezeigt, dass es unter gewissen Vorausset-zungen in der Nähe eines stark stationären Punktes quadratish konvergiert. NumerisheResultate für dieses Verfahren sind in [37℄ angegeben.Weitere SQP-basierte-Verfahren �nden sih in [55, 61, 62℄. Ein SQP-Verfahren für MPECsmit linearen Nebenbedingungen liefern shlieÿlih die folgenden Paper: [43, 50, 95℄.GlättungsverfahrenBeim Glättungsverfahren formuliert man das Komplementaritätsproblem (3) mittels einerNCP-Funktion äquivalent um. Dabei wird eine Funktion φ : R
2 7→ R NCP-Funktiongenannt, wenn folgendes gilt, vgl. [46, De�nition 4.30℄:

φ(a, b) = 0 ⇐⇒ a ≥ 0, b ≥ 0, ab = 0.Benutzt man die Minimum-Funktion
φ(a, b) = 2 min{a, b} = a + b − |a − b| = a + b −

√

(a − b)2,vgl. [46, Beispiel 4.32℄, als NCP-Funktion, so erhält man
Gi(x) ≥ 0, Hi(x) ≥ 0, Gi(x)Hi(x) = 0 ⇐⇒ 2 min{Gi(x), Hi(x)} = 0

⇐⇒ Gi(x) + Hi(x) −
∣
∣Gi(x) − Hi(x)

∣
∣ = 0

⇐⇒ Gi(x) + Hi(x) −
√

(
Gi(x) − Hi(x)

)2
= 0,



4 Einleitungfür alle i = 1, . . . , ℓ. Anshlieÿend wird die nihtdi�erenzierbare Wurzelfunktion durhEinführung eines Parameters µ > 0 geglättet. Damit erhalten wir das gestörte MPEC
min f(x)u.d.N. gi(x) ≤ 0, ∀i = 1, . . . , m,

hi(x) = 0, ∀i = 1, . . . , p,

Gi(x) + Hi(x) −
√

(
Gi(x) − Hi(x)

)2
+ µ = 0 ∀i = 1, . . . , ℓ.Die Klasse der Glättungsverfahren löst zu einer Folge µk ↓ 0 die zugehörigen gestörtenMPECs und erhält auf diese Weise eine Folge {xk}, deren Häufungspunkte im Grenzwert

k → ∞ zumindest geeignete Kandidaten für Lösungen des ursprünglihen MPECs sind.Zugänge dieser Art werden insbesondere in [27, 44℄ beshrieben.Weitere Ansätze �ndet man in [96℄, wobei hier die Fisher-Burmeister-Funktion
φ(a, b) := a + b −

√
a2 + b2,vgl. [46, Beispiel 4.32℄, als NCP-Funktion verwendet wird. In [51℄ werden zwei Glättungs-verfahren beshrieben, die auf dem SQP-Verfahren basieren.RegularisierungsmethodenDie Regularisierungsverfahren vergröÿern den zulässigen Bereih des MPECs, indem siedas Komplementaritätsproblem (3) ersetzen durh

Gi(x) ≥ 0, Hi(x) ≥ 0, Gi(x)Hi(x) ≤ τ, ∀i = 1, . . . , ℓ,für einen Parameter τ > 0. Das zugehörige regularisierte MPEC lautet daher:
min f(x)u.d.N. gi(x) ≤ 0, ∀i = 1, . . . , m,

hi(x) = 0, ∀i = 1, . . . , p,
Gi(x) ≥ 0, ∀i = 1, . . . , ℓ,
Hi(x) ≥ 0, ∀i = 1, . . . , ℓ,
Gi(x)Hi(x) ≤ τ, ∀i = 1, . . . , ℓ.

(5)Die Regularisierungsmethoden erzeugen zu einer Folge τk ↓ 0 dann eine zugehörige Folgevon Lösungen xk der regularisierten Probleme (5). Im Grenzfall k → ∞ erhält man mit denHäufungspunkten der Folge {xk} dann wieder möglihe Kandidaten für eine Lösung desursprünglihen Problems (1), vergleihe [80, 83℄ für eine eingehendere Untersuhung. EineVariante davon wird in [15℄ diskutiert, bei der Gi(x)Hi(x) = τ anstatt Gi(x)Hi(x) ≤ τgesetzt wird.In [59℄ dagegen wird das folgende modi�zierte regularisierte MPEC betrahtet:
min f(x)u.d.N. gi(x) ≤ 0, ∀i = 1, . . . , m,

hi(x) = 0, ∀i = 1, . . . , p,
Gi(x)Hi(x) ≤ ε2, ∀i = 1, . . . , ℓ,
(Gi(x) + ε)(Hi(x) + ε) ≥ ε2, ∀i = 1, . . . , ℓ.

(6)



Einleitung 5In diesem Paper wird dann gezeigt, dass unter der MPEC-LICQ-Bedingung ein Häufungs-punkt der stationären Punkte der relaxierten Probleme (6) ein B-stationärer Punkt für dasMPEC (1) ist, falls die Folge der kleinsten Eigenwerte der Hesse-Matrizen der zugehörigenLagrange-Funktionen der Probleme (6) nah unten beshränkt ist.In [58℄ werden MPECs der folgenden Gestalt betrahtet:
min f(x, y)u.d.N. g(x, y) ≤ 0, h(x, y) = 0,

F (x, y) ≥ 0, y ≥ 0,
yTF (x, y) = 0,wobei f : R

n+m 7→ R, g : R
n+m 7→ R

p, h : R
n+m 7→ R

q und F : R
n+m 7→ R

m sei. Dierelaxierten Probleme sehen dabei wie folgt aus:
min f(x, y)u.d.N. g(x, y) ≤ 0, h(x, y) = 0, y ≥ 0,

(ek
i − y)TF (x, y) ≥ 0, ∀i = 0, . . . , m,wobei ek

i = (1/k)e + kei sei. Dabei ist e = (1, . . . , 1)T , e0 = (0, . . . , 0)T und ei der i-teEinheitsvektor.Veelken und Ulbrih, vgl. [90, 91℄, betrahten MPECs in der Form von (2) und kombinierendie SQP-Methode von Flether et al. aus [39℄ mit einem Regularisierungsansatz. Anstattder vollständigen Regularisierung
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, xT

1 x2 ≤ twird für Paare (x1i, x2i) ∈ R
2 nur eine Teilmenge des Dreieks mit den Ekpunkten

(0, 0), (t, 0), (0, t) betrahtet. Allerdings wird das in der Nähe einer Lösung x∗ von (2) nurfür degenerierte Komponenten des Vektors x∗ durhgeführt, d.h. nur wenn x∗
1i = x∗

2i = 0gilt.Einen weiteren neueren Regularisierungsansatz �ndet man bei Stein [85℄. Mit Hilfe derMenge
L := {(a, b) ∈ R

2|a ≥ 0, b ≥ 0, ab = 0} = {(a, b) ∈ R
2|φ(a, b) = 0},wobei φ eine NCP-Funktion sei, lassen sih die Komplementaritätsbedingungen (3) auhdurh

x ∈ M := {x ∈ R
n|(Gi(x), Hi(x)) ∈ L, ∀i = 1, . . . , ℓ}beshreiben. Die Idee dieses Papers ist es dann, die nihtglatte Menge L als orthogonaleProjektion einer geeigneten glatten Menge des R

3 aufzufassen. Anshlieÿend führt maneine Regularisierung des gelifteten Problems durh.



6 EinleitungPenalty�MethodenDie Penalty�Methoden ersetzen z.B. das eigentlihe MPEC durh ein Problem der Gestalt
min f(x) + α

∑ℓ
i=1 Gi(x)Hi(x)u.d.N. gi(x) ≤ 0, ∀i = 1, . . . , m,

hi(x) = 0, ∀i = 1, . . . , p,
Gi(x) ≥ 0, ∀i = 1, . . . , ℓ,
Hi(x) ≥ 0, ∀i = 1, . . . , ℓ

(7)mit einem gewissen Penalty�Parameter α > 0. Der kritishe Ausdruk in den Gleihge-wihtsrestriktionen (3) wird hier also als Strafterm in die Zielfunktion mit aufgenommen.Die Penalty�Methoden versuhen nun, zu einer streng monoton wahsenden Folge {αk}eine zugehörige Folge {xk} von Lösungen des entsprehenden Problems (7) zu berehnen.Die Häufungspunkte der Folge {xk} sind dann wieder Kandidaten für Lösungen des ur-sprünglih gegebenen MPECs, vergleihe [49, 80℄ für weitere Einzelheiten.In Sholtes und Stöhr [84℄ wird ein weiteres Penalty-Verfahren vorgestellt, das auf der
Sℓ1QP -Methode von Flether [35℄ basiert, welhes ein SQP-Trust-Region-Verfahren ist.Dabei werden dann Teilprobleme der Gestalt

min ∇f(xk)T d + 1
2
dT Bkd + αkp(d)u.d.N. ‖d‖∞ ≤ ρk,

(8)betrahtet, wobei
p(d) :=

ℓ∑

i=1

|min
{
Gi(x

k) + ∇Gi(x
k)T d, Hi(x

k) + ∇Hi(x
k)T d

}
|+

m∑

i=1

max
{
gi(x

k) + ∇gi(x
k)T d, 0

}
+

p
∑

i=1

∣
∣hi(x

k) + ∇hi(x
k)T d

∣
∣die Penalty-Funktion ist. Die Matrizen Bk und der Penalty-Parameter αk werden dabeivon Iteration zu Iteration aufdatiert. Allerdings ist Problem (8) nihtkonvex und deshalbshwer zu lösen, so dass Sholtes und Stöhr vorshlagen, stattdessen das folgende Problemzu lösen:

min ∇f(xk)T d + 1
2
dTBkd + αkpIk

(d)u.d.N. ‖d‖∞ ≤ ρk,wobei
pIk

(d) :=

ℓ∑

i=1
i∈Ik

max
{∣
∣Gi(x

k) + ∇Gi(x
k)T d

∣
∣,−

(
Hi(x

k) + ∇Hi(x
k)T d

)}
+

ℓ∑

i=1
i6∈Ik

max
{∣
∣Hi(x

k) + ∇Hi(x
k)T d

∣
∣,−

(
Gi(x

k) + ∇Gi(x
k)T d

)}
+

m∑

i=1

max
{
gi(x

k) + ∇gi(x
k)T d, 0

}
+

p
∑

i=1

∣
∣hi(x

k) + ∇hi(x
k)T d

∣
∣



Einleitung 7die neue Penalty-Funktion ist. Hier werden zusätzlih die Indexmengen Ik von Iteration zuIteration aufdatiert.Shlieÿlih �nden sih weitere Penalty-Verfahren in [57, 62, 63℄.Innere-Punkte-MethodenBei Ley�er et al. [56℄ werden MPECs in der Gestalt von (2) behandelt und durh das
l1-Penalty Problem

min f(x) + πxT
1 x2u.d.N. gi(x) ≥ 0, ∀i = 1, . . . , m,

hi(x) = 0, ∀i = 1, . . . , p,
x1 ≥ 0,
x2 ≥ 0ersetzt, wobei π > 0 der Penalty-Parameter sei. Um dieses Problem zu lösen werden diefolgenden Barriere-Probleme

min f(x) + πxT
1 x2 − µ

m∑

i=1

ln si − µ
ℓ∑

i=1

ln x1i − µ
ℓ∑

i=1

ln x2iu.d.N. hi(x) = 0, ∀i = 1, . . . , p,
gi(x) − si = 0, ∀i = 1, . . . , mbetrahtet, wobei µ der Barriere-Parameter und s eine Shlupfvariable ist.Weitere Methoden, die auf den Innere-Punkte-Methoden basieren, �nden sih in [19, 20,60, 79℄.Elasti-Mode-VerfahrenBei Anitesu et al. [5℄ werden folgende MPECs betrahtet:

min f(x)u.d.N. g(x) ≥ 0, h(x) = 0,
GT x ≥ 0, HTx ≥ 0, (GT x)T (HT x) = 0.Dabei seien f : R

n 7→ R, g : R
n 7→ Rp, h : R

n 7→ R
q zweimal stetig di�erenzierbar und G, H

n × m Matrizen. Anshlieÿend wird das folgende Problem gelöst:
min f(x) + cζ + c(GT x)T (HTx)u.d.N. g(x) ≥ −ζe, ζe ≥ h(x) ≥ −ζe, 0 ≤ ζ ≤ ζ

GT x ≥ 0, HTx ≥ 0,wobei e jeweils der Vektor entsprehender Dimension sei, der aus lauter Einsen bestehe,
c > 0 der Penalty-Parameter und ζ ∈ [0,∞) eine obere Shranke sei. Dieses Penalty-Verfahren ähnelt dem von [80℄, vgl.(7). Dort wurde allerdings zusätzlih ζ = 0 gefordert.Weitere Elasti-Mode-Verfahren �nden sih bei Anitesu [2, 3, 4℄, die teilweise auh aufSQP-Verfahren basieren.



8 EinleitungWeitere VerfahrenEs gibt noh viele weitere Verfahren, die hier niht alle berüksihtigt werden können. Essollen aber dennoh ein paar wenige erwähnt werden:
• Die kombinatorishe Struktur ermögliht eine Umformulierung des MPECs als Mixed-Integer Problem (vgl. [6℄ für mehr Details), so dass existierende Mixed-Integer-Löserverwendet werden können.
• Heuristishe Methoden, um das globale Minimum spezieller Klassen von MPECs zu�nden, werden in [14℄ und in [26℄ präsentiert.
• Die Relaxation-Methode von [87℄ kann auf MPECs angewendet werden, verlangtallerdings eine spezielle Struktur von G und H (H ist unabhängig von den Variablenin G).
• Für ein MPEC mit linearen Nebenbedingungen existiert das Verfahren der aktivenMenge von Júdie et al. [53℄.
• In [73℄ �ndet man einen impliziten Zugang, der allerdings eine speziellere Strukturfür das MPEC voraussetzt.
• Für die zweistu�gen Optimierungsprobleme gibt es zahlreihe Verfahren, die aller-dings niht so ohne weiteres auf MPECs verallgemeinert werden können. Ein Stan-dardwerk ist in diesem Zusammenhang das Buh von Dempe [23℄. Weitere Verfahrenliefern z.B. [1, 9, 10, 18, 21, 22, 24, 25, 47, 70, 71, 72, 88, 89℄.Ziel der DissertationDas Ziel dieser Arbeit ist es, ein weiteres Verfahren zur Lösung von MPECs zu entwikeln,nämlih ein Filter-SQPEC-Verfahren. Dabei steht SQPEC für sequential quadrati pro-gramming with equilibrium onstraints. Das Filter-Verfahren basiert auf dem Filter-SQP-Verfahren von Flether, Ley�er, Toint, vgl. [36, 40, 41℄, dessen Konvergenzsatz aller-dings MFCQ voraussetzt, so dass dieses Verfahren niht ohne weiteres auf MPECs ange-wendet werden kann und deshalb modi�ziert werden muss. Der Hauptuntershied bestehtdarin, dass keine quadratishen Teilprobleme, sondern Teilprobleme folgender Gestalt ge-löst werden müssen:

min q(d) := f(x) + ∇f(x)T d + 1
2
dT Bdu.d.N. gi(x) + ∇gi(x)T d ≤ 0, ∀i = 1, . . . , m,

hi(x) + ∇hi(x)T d = 0, ∀i = 1, . . . , p,
Gi(x) + ∇Gi(x)T d ≥ 0, ∀i = 1, . . . , ℓ,
Hi(x) + ∇Hi(x)T d ≥ 0, ∀i = 1, . . . , ℓ,
(Gi(x) + ∇Gi(x)T d) (Hi(x) + ∇Hi(x)T d) = 0, ∀i = 1, . . . , ℓ,
‖d‖∞ ≤ ρ.



Einleitung 9Dieses Optimierungsproblem hängt von den aktuellen Iterierten x und dem Trust-Region-Radius ρ ab. Man beahte, dass dieses Teilproblem eng verwandt ist mit dem Teilproblem(8) von Sholtes und Stöhr [84℄. Bei uns werden die Nebenbedingungen linearisiert, aberstehengelassen. Bei Sholtes und Stöhr [84℄ werden sie zusätzlih noh in eine Penalty-Funktion eingesetzt und zur Zielfunktion hinzugefügt. Unsere Funktion c(x), die wir späterin (7.18) de�nieren werden und die Verletzung der Nebenbedingung im Filter-Verfahrenangibt, stimmt genau mit dieser Penalty-Funktion überein, auÿer dass die Nebenbedin-gungen direkt eingesetzt sind und niht erst linearisiert wurden.Wir werden im Konvergenzsatz sehen, dass wir einen M-stationären Punkt x erhalten,sofern das Verfahren mit der Lösung d = 0 für das Teilproblem abbriht. Ist die MPEC-LICQ-Bedingung erfüllt, so briht das Verfahren in diesem Fall sogar mit einem starkstationären Punkt ab. In allen anderen Fällen (in denen niht mit einer Lösung d = 0 einesTeilproblems abgebrohen wird) erhalten wir unter der MPEC-MFCQ-Bedingung zumin-dest einen A-stationären Punkt als Häufungspunkt.Da die Zielfunktion der Teilprobleme quadratish und alle anderen Funktionen linear (ge-nauer a�n-linear) sind, haben wir es hier mit einem QPEC (quadrati program with equi-librium onstraints) zu tun, welhes zur Klasse der MPEC-konvexen Programme gehört.Setzt man B = 0, so ist auh die Zielfunktion linear und wir erhalten ein LPEC (line-ar program with equilibrium onstraints) als Teilproblem. Im ersten Teil dieser Arbeitsoll daher zunähst ein spezieller Algorithmus erarbeitet werden, der für LPECs und dannauh allgemein für MPEC-konvexe Programme möglihst ein globales Minimum �nden soll.Die oben vorgestellten Verfahren �nden bestenfalls nur ein lokales Minimum des MPECs(streng genommen nur Kandidaten hierfür, indem gewisse notwendige Bedingungen ersterOrdnung erfüllt sind), selbst wenn die beteiligten Funktionen f, gi, hi, Gi, Hi allesamt nurlinear sind.Obwohl ein LPEC ein kontinuierlihes Optimierungsproblem ist, hat es auh eine kombi-natorishe Struktur. Dies liegt daran, dass entweder die Nebenbedingung Gi(x) ≥ 0 oderdie Nebenbedingung Hi(x) ≥ 0 aktiv ist. Deshalb kann man die Branh-and-Bound Ideeverwenden, um eine Lösung für LPECs zu erhalten. Dies wurde auh shon vorher getan,hauptsählih für die zweistu�gen Optimierungsprobleme. Zum Beispiel wird bei Bard,vgl. [7℄, solh eine Verzweigungsmethode beshrieben, die allerdings stark auf der zwei-stu�gen Struktur basiert und deshalb niht auf allgemeine MPECs in der Form von (1)angewendet werden kann. Die Paper [10℄ und [47℄ benutzen leiht veränderte Branh-and-Bound-Strategien. All diese Paper gehen bei ihrer Suhe nah einem Minimum zuerst indie Tiefe, wohingegen in dieser Arbeit zuerst in die Breite gegangen wird, vgl. die Art undWeise wie obere und untere Shranken gefunden werden. Die Methode wird desweiterenverbessert, indem noh die Idee von komplementären Shnittebenen aufgefasst wird, vgl.[52℄. Auÿerdem wird ein Kriterium benutzt, welhes an ein Ergebnis aus [93℄ angelehnt ist.Literatur zur Au�ndung eines globalen Minimums des MPECs aus (1) existiert kaum.Mir sind in diesem Zusammenhang lediglih die beiden Arbeiten [7℄ von Bard sowie [76℄von Pang und Ley�er bekannt. Die Arbeit von Pang und Ley�er behandelt ein sehr spezi-elles MPEC, das durh geeignete Formulierung eines Problems aus der Finanzmathematik



10 Einleitungentstammt. Das von den Autoren benutzte Branh- und Bound-Verfahren ist vom Ansatzher allerdings identish mit dem von uns verwendeten Zugang. Die in diesem Zusammen-hang äuÿerst wihtige Konstruktion von geeigneten unteren und oberen Shranken für denoptimalen Funktionswert des MPECs geshieht bei uns aber auf eine andere Art und Weise(in [76℄ wird hierzu die sehr spezielle Struktur des konkret aus der Anwendung stammendenMPECs ausgenutzt).Gliederung der ArbeitDiese Arbeit gliedert sih in drei Hauptkapitel. In Kapitel I soll in die MPEC Theorieeingeführt werden. Dazu wird dieses Kapitel in zwei Unterabshnitte gegliedert, indemzuerst die Regularitätsbedingungen und Optimalitätsbedingungen für allgemeine nihtli-neare Programme angeben werden. Im zweiten Unterkapitel wird speziell auf die besonde-re Struktur eines MPECs eingegangen. Dazu werden die MPEC-Regularitätsbedingungen,Stationaritätskonzepte und spezielle Klassen von MPECs präsentiert.Im zweiten Hauptkapitel, welhes sih in drei Unterkapitel gliedert, soll das oben an-gesprohene Branh-and-Bound-Verfahren für LPECs hergeleitet werden. Nah einer kur-zen Einführung in die bekannte Theorie von linearen Programme, beshreibt der zwei-te Unterabshnitt genau, wie der Verzweigungsprozess des Branh-and-Bound-Verfahrensfunktioniert und wie man obere und untere Shranken erzeugt. Auÿerdem werden gewisseAbbruhkriterien angegeben, sowie die e�ziente Lösung der Teilprobleme präsentiert. AmShluss wird noh auf den MPEC-konvexen Fall eingegangen. Im dritten Unterkapitel wirddas Verfahren shlieÿlih für vershiedene Klassen getestet.In Kapitel III wird der Filter-Algorithmus sowie ein globaler Konvergenzbeweis ange-ben. Shlieÿlih werden im letzten Teilkapitel die Ergebnisse präsentiert, die man mit demFilter-SQPEC-Verfahren erhält, wenn man ihn auf die MPEC-Testsammlung MaMPEC,vgl. [54℄, anwendet.Zum Shluss noh etwas Notation:Für jeden zulässigen Punkt x des MPECs (1) de�nieren wir die folgenden Indexmengen.Sie werden uns in der gesamten Arbeit wieder begegnen:
α := α(x) := {i|Gi(x) = 0, Hi(x) > 0},
β := β(x) := {i|Gi(x) = 0, Hi(x) = 0},
γ := γ(x) := {i|Gi(x) > 0, Hi(x) = 0},
Ig := Ig(x) := {i|gi(x) = 0},
Ig := Ig(x) := {i|gi(x) < 0}.

(9)



Bezeihnungen 11
BezeihnungenNotation ErklärungMengen
R Menge der reellen Zahlen
R

n der n-dimensionale Raum der reellen Zahlen
N Menge der natürlihen Zahlen
T (x) Tangentialkegel im Punkt x
T lin(x) linearisierter Tangentialkegel im Punkt x
T linMPEC(x) MPEC-linearisierter Tangentialkegel im Punkt x
Bε(x) ε-Kugel um den Punkt x
A ∪ B Vereinigung von A und B
A ∩ B Shnitt von A und B
A ⊂ B A ist Teilmenge von B
A \ B Menge A ohne die Menge B
A = B A gleih B
I,B,N , . . . Indexmengen
α := α(x) Indexmenge {i|Gi(x) = 0, Hi(x) > 0} ⊆ {1, . . . ℓ} des MPECs (1)
β := β(x) Indexmenge {i|Gi(x) = 0, Hi(x) = 0} ⊆ {1, . . . ℓ} des MPECs (1)
γ := γ(x) Indexmenge {i|Gi(x) > 0, Hi(x) = 0} ⊆ {1, . . . ℓ} des MPECs (1)
Ig = Ig(x) Indexmenge {i|gi(x) = 0} ⊆ {1, . . .m} des MPECs (1)
Ig = Ig(x) Indexmenge {i|gi(x) < 0} ⊆ {1, . . . ℓ} des MPECs (1).
(β1, β2) Partition von β, d.h. es gilt β1 ∪ β2 = β und β1 ∩ β2 = ∅Vektoren
x ∈ R

n Spaltenvektor im R
n

xT Zeilenvektor
xi i-te Komponente des Vektors x
xI Vektor der aus den Komponenten xi besteht, wobei i ∈ I gilt
ej j-ter Einheitsvektor
e der Vektor (1, . . . , 1) ∈ R

n

0 Vektor bestehend aus lauter Nullen
x ≥ y bzw. x > y xi ≥ yi bzw. xi > yi für alle i
‖x‖p p-Norm des Vektors x



12 Bezeihnungen
‖x‖∞ Maximumsnorm des Vektors xMatrizen
A ∈ R

n×m n × m-dimensionale Matrix
I Einheitsmatrix
A−1 Inverse von A
Ai i-te Spalte von A
A(x) Matrix A, die vom Punkt x abhängtFunktionen
f : R

n 7→ R
m Funktion f , die von R

n nah R
m abbildet

fi i-te Komponentenfunktion von f
f(x) ≥ 0 fi(x) ≥ 0 für alle i
f(x) = 0 fi(x) = 0 für alle i
∇f(x) Gradient von f ausgewertet in x
∇2fi(x) Hesse-Matrix der Funktion fi ausgewertet in x
min(f(x), g(x)) komponentenweise Minimumfunktion:

(min(f1(x), g1(x)), . . . , min(fm(x), gm(x))) für Funktionen f, g : R
n 7→ RmFolgen

{ck} ⊆ R
n Folge im R

n

(ck)k∈N ⊆ R
n Folge im R

n

(ck)k∈S ⊆ R
n Teilfolge der Folge (ck)k∈N

ck → c Folge {ck} konvergiert gegen den Grenzwert c
limk→∞ ck Grenzwert der Folge {ck}Lineare Programme
P k

j Lineares Programm der Ebene j und des Blattes k
Gk

j {i|Gi(x) = 0 ist Nebenbedingung vonP k
j } ⊆ {1, . . . , ℓ}

Hk
j {i|Hi(x) = 0 ist Nebenbedingung vonP k

j } ⊆ {1, . . . , ℓ}Filter-SQPEC-Verfahren
c(x) gibt die Verletzung der Nebenbedingung an:

c(x) = ‖max{0, g(x)}‖1 + ‖h(x)‖1 + ‖min{G(x), H(x)}‖1

∆f tatsählihe Reduktion: ∆f = f(xk) − f(xk + dk)
∆q vorhergesagte Reduktion: ∆q = q(0) − q(dk)
Fk Indexmenge des Filters:

{j ∈ {1, . . . , k − 1}|(f j, cj) ist ein Eintrag des Filters}
τk minimalster c-Wert der Paare des Filters: τk = minj∈Fk

cj



Abkürzungen 13
AbkürzungenACQ Regularitätsbedingung von Abadie (Abadie onstraint quali�ation)GCQ Regularitätsbedingung von Guignard (Guignard onstraint quali�ation)KKT Karush-Kuhn-TukerLICQ Regularitätsbedingung der linearen Unabhängigkeit(Linear independene onstraint quali�ation)LP Lineares Programm (Linear program)LPEC Lineares Programm mit Gleihgewihtsrestriktionen(Linear program with equilibrium onstraints)MFCQ Regularitätsbedingung von Mangasarian-Fromovitz(Mangasarian-Fromovitz onstraint quali�ation)MPAEC Mathematishes Programm mit a�nen Gleihgewihtsrestriktionen(Mathematial program with a�ne equilibrium onstraints)MPEC Mathematishes Programm mit Gleihgewihtsrestriktionen(Mathematial program with equilibrium onstraints)MPEC-ACQ MPEC-Regularitätsbedingung von AbadieMPEC-GCQ MPEC-Regularitätsbedingung von GuignardMPEC-LICQ MPEC-Regularitätsbedingung der linearen UnabhängigkeitMPEC-MFCQ MPEC-Regularitätsbedingung von Mangasarian-FromovitzMPCC Mathematishes Programm mit Komplementaritätsbedingungen(Mathematial program with omplementarity onstraints)NLP Nihtlineares Programm (Nonlinear program)QPEC Quadratishes Programm mit Gleihgewihtsrestriktionen(Quadrati program with equilibrium onstraints)SQPEC Sequential quadrati programming with equilibrium onstraintsTNLP Vershärfte nihtlineare Programm (Tightened nonlinear program)
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Kapitel 1Theorie allgemeiner nihtlinearerProgrammeIn diesem Abshnitt betrahten wir das allgemeine nihtlineare Programm (engl.: non-linear program, kurz: NLP)

min f(x)u.d.N. g(x) ≤ 0,
h(x) = 0,

(1.1)mit stetig di�erenzierbaren Funktionen f : R
n → R, g : R

n → R
m und h : R

n → R
p. Manbeahte, dass unser MPEC (1) ein Spezialfall dieses allgemeinen nihtlinearen Programms(1.1) ist. Von zentraler Bedeutung für das theoretishe Verständnis und die Konstruktiongeeigneter Verfahren zur Lösung von restringierten Optimierungsproblemen sind die sogenannten KKT�Bedingungen, bei denen es sih unter gewissen Regularitätsbedingungenum notwendige Optimalitätskriterien für das Vorliegen eines Minimums handelt.1.1 Regularitätsbedingungen1.1.1 MFCQ und LICQDie wohl bekanntesten Regularitätsbedingungen für das NLP (1.1) sind die Regularitäts-bedingung der linearen Unabhängigkeit und die Regularitätsbedingung von Mangasarian-Fromovitz, vgl. z.B. [11, 12, 46, 77℄. Deshalb führen wir sie in den folgenden beiden De�-nitionen ein:De�nition 1.1 Seien x ein zulässiger Punkt des Optimierungsproblems (1.1) und Ig(x) =

{i|gi(x) = 0} die Menge der aktiven Ungleihungsrestriktionen. Dann genügt x der Re-gularitätsbedingung der linearen Unabhängigkeit (engl.: linear independene ons-traint quali�ation, kurz: LICQ), wenn die folgenden Gradienten linear unabhängig sind:
∇gi(x), ∀i ∈ Ig(x),
∇hi(x), ∀i = 1, . . . , p.



18 Kapitel 1 Theorie allgemeiner nihtlinearer ProgrammeDe�nition 1.2 Seien x ein zulässiger Punkt des Optimierungsproblems (1.1) und Ig(x) =
{i|gi(x) = 0} die Menge der aktiven Ungleihungsrestriktionen. Dann genügt x der Regu-laritätsbedingung von Mangasarian-Fromovitz (engl.: Mangasarian-Fromovitz ons-traint quali�ation, kurz: MFCQ), wenn die folgenden beiden Bedingungen erfüllt sind:(a) Die Gradienten

∇hi(x), ∀i = 1, . . . , p,sind linear unabhängig.(b) Es existiert ein Vektor d ∈ R
n mit

∇gi(x)T d < 0, ∀i ∈ Ig(x),
∇hi(x)T d = 0, ∀i = 1, . . . , p.In Zukunft werden wir der Einfahheit halber für die Indexmenge Ig(x) auh Ig shreiben.Dabei sollten wir allerdings beahten, dass sie eigentlih vom Punkte x abhängig ist.1.1.2 ACQ und GCQEine weitere wihtige Regularitätsbedingung ist die Regularitätsbedingung von Abadie.Um diese de�nieren zu können, benötigen wir noh die Begri�e des Tangentialkegels unddes linearisierten Tangentialkegels. Bevor wir beide de�nieren, führen wir den Begri� desKegels und des dualen Kegels ein, vgl. [12, 46, 81℄:De�nition 1.3 (a) Eine Teilmenge C ⊆ R

n ist ein Kegel (engl.: one), falls
λx ∈ Cfür alle x ∈ C und alle λ ≥ 0 gilt.(b) Für einen Kegel C de�nieren wir den dualen Kegel (engl.: dual one)

C∗ := {v ∈ R
n|vTd ≥ 0, ∀d ∈ C}.Nun sind wir in der Lage, den Tangentialkegel, bzw. den linearisierten Tangentialkegeleinzuführen, vgl [46, De�nition 2.28 und 2.31℄:De�nition 1.4 Es seien X ⊆ R

n die zulässige Menge des Optimierungsproblems (1.1)und x ∈ X beliebig. Dann nennen wir
T (x) :=

{

d ∈ R
n | ∃{xk} ⊆ X , ∃tk ↓ 0 : xk → x und xk − x

tk
→ d

}den (Bouligand-) Tangentialkegel (ontingent one) von X in Rihtung x und
T lin(x) :=

{

d ∈ R
n | ∇gi(x)T d ≤ 0, i ∈ Ig,

∇hi(x)T d = 0, i = 1, . . . , p
}den linearisierten Tangentialkegel von X in x.



1.1 Regularitätsbedingungen 19Das folgende Lemma behandelt den Zusammenhang dieser beiden Begri�e.Lemma 1.5 Es gilt stets
T (x) ⊆ T lin(x)für alle x ∈ X , wobei X die zulässige Menge von (1.1) sei.Beweis. Für den Beweis verweisen wir z.B. auf [46, Lemma 2.32℄. �Das Lemma besagt also gerade, dass der Tangentialkegel immer eine Teilmenge des li-nearisierten Tangentialkegels darstellt. Im Falle der Gleihheit kommt man zur bereitsangesprohenen Regularitätsbedingung von Abadie, vgl. z.B. [12, 46, 77℄. Eine weitere Re-gularitätsbedingung erhält man, indem man beide Tangentialkegel dualisiert, vgl. [12, 77℄:De�nition 1.6 Ein zulässiger Punkt x des restringierten Optimierungsproblems (1.1) ge-nügt der Regularitätsbedingung von Abadie (engl.: Abadie onstraint quali�ation),kurz: ACQ, wenn
T (x) = T lin(x)gilt.Man sagt, x genügt der Regularitätsbedingung von Guignard (engl.: Guignard ons-traint quali�ation), kurz: GCQ, wenn
T (x)∗ = T lin(x)∗gilt.O�ensihtlih impliziert die ACQ-Bedingung die GCQ-Bedingung. In [77℄ �ndet man einBeispiel, dass GCQ im Allgemeinen tatsählih shwäher ist. In Standardwerken ist ACQnormalerweise die shwähste Regularitätsbedingung, die betrahtet wird. Allerdings istACQ im Zusammenhang mit MPECs immer noh zu stark. Deshalb müssen wir auh dieetwas shwähere GCQ betrahten.1.1.3 Zusammenhang der RegularitätsbedingungenDer folgende Satz behandelt den Zusammenhang zwishen allen bisher eingeführten Regu-laritätsbedingungen.Satz 1.7 Es sei x ein zulässiger Punkt des Optimierungsproblems (1.1). Dann gilt diefolgende Kette von Implikationen:LICQ ⇒ MFCQ ⇒ ACQ ⇒ GCQ.Beweis. Dass die MFCQ-Bedingung aus der LICQ-Bedingung folgt, wird im Beweis vonSatz 2.41 in [46℄ gezeigt. Dass die MFCQ-Bedingung die ACQ-Bedingung impliziert, folgtaus dem Beweis von Satz 2.39 in [46℄. �



20 Kapitel 1 Theorie allgemeiner nihtlinearer Programme1.2 OptimalitätsbedingungenAlle vier Regularitätsbedingungen eignen sih, um notwendige Optimalitätsbedingungenfür das Optimierungsproblem (1.1) herzuleiten. Die Optimalitätsbedingungen spielen beider Konstruktion von Verfahren zur Lösung des Problems (1.1) eine zentrale Rolle, vgl.[46℄. Dazu benötigen wir noh den Begri� der Lagrange-Funktion und des KKT-Punktes,vgl. z.B. [11, 12, 46, 65℄:De�nition 1.8 Die durh
L(x, λg, λh) := f(x) +

m∑

i=1

λg
i gi(x) +

p
∑

i=1

λh
i hi(x)de�nierte Abbildung L : R

n ×R
m ×R

p → R heiÿt Lagrange-Funktion des restringiertenOptimierungsproblems (1.1).Desweiteren heiÿen die Bedingungen
∇xL(x, λg, λh) = ∇f(x) +

m∑

i=1

λg
i∇gi(x) +

p
∑

i=1

λh
i ∇hi(x) = 0,

h(x) = 0,

λg ≥ 0, g(x) ≤ 0, g(x)T λg = 0Karush-Kuhn-Tuker-Bedingungen, kurz: KKT-Bedingungen, des Optimierungs-problems (1.1).Jeder Vektor (x, λg, λh), der die KKT-Bedingungen erfüllt, heiÿt Karush-Kuhn-Tuker-Punkt, kurz: KKT-Punkt, des Optimierungsproblems (1.1); die Komponenten von λgund λh werden auh Lagrange-Multiplikatoren genannt.Nun sind wir in der Lage, lokale Minima des Optimierungsproblems (1.1) mit den KKT-Bedingungen von (1.1) in Verbindung zu setzen:Satz 1.9 Es sei x∗ ein lokales Minimum des Optimierungsproblems (1.1), welhes derGCQ-Bedingung genüge. Dann existieren Lagrange-Multiplikatoren λg und λh derart, dassdas Tripel (x∗, λg, λh) ein KKT-Punkt von (1.1) ist.Beweis. Für einen Beweis verweisen wir auf [12, Theorem 6.2.4℄, bzw. [28, Proposition4.4℄. �Das Resultat besagt folglih, dass die KKT-Bedingungen eine notwendige Optimalitätsbe-dingung darstellen, sofern das lokale Minimum der Regularitätsbedingung von Guignardgenügt. Da LICQ, MFCQ und ACQ die Regularitätsbedingung von Guignard implizieren,vgl. Satz 1.7, kann in Satz 1.9 GCQ auh durh jede der anderen drei Regularitätsbedin-gungen ersetzt werden.Um Satz 1.9 zu beweisen, benutzt man das folgende Resultat, welhes wir später noh fürden Beweis von Satz 7.7 benötigen werden. Für einen Beweis, vgl. [46, Lemma 2.30℄.Lemma 1.10 Es sei x∗ ein lokales Minimum des Optimierungsproblems (1.1). Dann gilt
∇f(x∗)T d ≥ 0 ∀d ∈ T (x∗).



21
Kapitel 2Optimalitätsbedingungen für MPECsBei einem MPEC sind die üblihen Regularitätsbedingungen wie LICQ (Linear indepen-dene onstraint quali�ation) oder MFCQ (Mangasarian�Fromovitz onstraint quali�a-tion) nie erfüllt. Aus diesem Grunde stellen die KKT�Bedingungen bei den MPECs imAllgemeinen keine notwendigen Optimalitätsbedingungen für das Vorliegen eines Mini-mums dar, vgl. Satz 1.9. Deshalb hat man für MPECs spezielle Regularitätsbedingungenentwikelt, unter denen man vershieden starke Optimalitätsbedingungen beweisen kann,die ihrerseits mit den KKT�Bedingungen verwandt sind und in gewissen Fällen sogar mitdiesen übereinstimmen.2.1 RegularitätsbedingungenLeider sind die in Kapitel 1.1 eingeführten Regularitätsbedingungen LICQ und MFCQ fürdas MPEC (1) nie erfüllt. Dies ist die Aussage des folgenden Satzes. Den Beweis �ndetman auh in [17, 28℄.Satz 2.1 Es sei x ein beliebiger zulässiger Punkt des MPECs (1). Dann sind MFCQ undLICQ in x verletzt.Beweis. Nah Satz 1.7 genügt es die Aussage für die MFCQ-Bedingung zu beweisen.Nehmen wir also an, der Vektor x genüge MFCQ, d.h.:Die Gradienten

∇hi(x), ∀i = 1, . . . , p,
∇

(
Gi(x)Hi(x)

)
= Gi(x)∇Hi(x) + Hi(x)∇Gi(x), ∀i = 1, . . . , ℓ,

(2.1)sind linear unabhängig und es existiert ein Vektor d ∈ R
n mit

∇gi(x)T d < 0, ∀i ∈ Ig,
∇hi(x)T d = 0, ∀i = 1, . . . , p,
∇Gi(x)T d > 0, ∀i ∈ α ∪ β,
∇Hi(x)T d > 0, ∀i ∈ β ∪ γ,

∇
(
Gi(x)Hi(x)

)T
d = 0, ∀i = 1, . . . , ℓ.

(2.2)



22 Kapitel 2 Optimalitätsbedingungen für MPECsDabei seien die Indexmengen α, β, γ, Ig wie in (9) de�niert. Wegen
∇

(
Gi(x)Hi(x)

)
= Gi(x)

︸ ︷︷ ︸

=0

∇Hi(x) + Hi(x)
︸ ︷︷ ︸

=0

∇Gi(x) = 0für alle i ∈ β = {i|Gi(x) = 0, Hi(x) = 0}, folgt β = ∅, denn der Nullvektor ist kein Elementder linear unabhängigen Gradienten (2.1).Damit gilt α 6= ∅ oder γ 6= ∅. O.B.d.A. sei α 6= ∅, dann gilt nah (2.2) für alle i ∈ α =
{i|Gi(x) = 0, Hi(x) > 0}:

0 = ∇
(
Gi(x)Hi(x)

)T
d = Gi(x)

︸ ︷︷ ︸

=0

∇Hi(x)T d + Hi(x)
︸ ︷︷ ︸

>0

∇Gi(x)T d
︸ ︷︷ ︸

>0

> 0,ein Widerspruh. Damit kann MFCQ niht erfüllt sein. �Für die Regularitätsbedingung von Abadie ist es auh sehr unwahrsheinlih, dass sie fürMPECs erfüllt ist. Das liegt an der folgenden Tatsahe:Es sei x ein zulässiger Punkt des MPECs (1). Damit ACQ in x erfüllt ist, müssen derTangentialkegel T (x) und der linearisierte Tangentialkegel T lin(x) übereinstimmen, vgl.De�nition 1.6. Nun kann aber gezeigt werden, dass T lin(x) konvex ist, vgl. [12, Theorem3.2.4℄. Diese Aussage gilt niht nur für MPECs, sondern für alle nihtlinearen Programme(1.1). Auf der anderen Seite ist T (x) shon für allgemeine nihtlineare Programme (1.1)niht notwendig konvex. Erst reht gilt das für MPECs, da ihre zulässige Menge nie konvexist. Für weitere Untersuhungen, vgl. [30℄.Da also die üblihen Regularitätsbedingungen MFCQ und LICQ für MPECs nie erfülltsind und ACQ fast nie erfüllt ist, führt man spezielle Regularitätsbedingungen für MPECsein.2.1.1 MPEC-MFCQ und MPEC-LICQDazu betrahten wir zunähst das vershärfte nihtlineare Programm (engl.: tightenednonlinear program) TNLP(x), vgl. [30℄:
min f(z)u.d.N. g(z) ≤ 0,

h(z) = 0,
Gα∪β(z) = 0,
Gγ(z) ≥ 0,
Hγ∪β(z) = 0,
Hα(z) ≥ 0,

(2.3)
mit

α := α(x) := {i|Gi(x) = 0, Hi(x) > 0},
β := β(x) := {i|Gi(x) = 0, Hi(x) = 0},
γ := γ(x) := {i|Gi(x) > 0, Hi(x) = 0}.



2.1 Regularitätsbedingungen 23Dieses Programm wird vershärftes nihtlineares Programm genannt, da die zulässige Men-ge eine Teilmenge der zulässigen Menge des MPECs (1) darstellt. Deshalb ist ein lokalesMinimum x∗ von (1) immer auh ein lokales Minimum des zugehörigen TNLP(x∗). Nunsind wir in der Lage die MPEC-Regularitätsbedingung von Mangasarian-Fromovitz, bzw.die MPEC-Regularitätsbedingung der linearen Unabhängigkeit einzuführen, vgl. [30, De-�nition 2.1℄ und [82℄:De�nition 2.2 Das MPEC (1) genügt in einem zulässigen Punkt x der MPEC - Re-gularitätsbedingung von Mangasarian-Fromovitz, kurz: MPEC-MFCQ, falls daszugehörige vershärfte nihtlineare Programm TNLP(x) im Punkte x MFCQ genügt.Das MPEC (1) genügt in einem zulässigen Punkt x derMPEC-Regularitätsbedingungder linearen Unabhängigkeit, kurz: MPEC-LICQ, falls das zugehörige vershärftenihtlineare Programm TNLP(x) im Punkte x LICQ genügt.Shreibt man die Bedingungen aus, so erkennt man, dass man die Regularitätsbedingungenauh wie folgt hätte de�nieren können:De�nition 2.3 Es sei x ein zulässiger Punkt des MPECs (1). Der Vektor x genügt derMPEC-Regularitätsbedingung von Mangasarian-Fromovitz (engl: MPEC - Man-gasarian-Fromovitz onstraint quali�ation, kurz: MPEC-MFCQ), wenn die folgendenbeiden Bedingungen erfüllt sind:(a) Die Gradienten
∇hi(x), ∀i = 1, . . . , p,
∇Gi(x), ∀i ∈ α ∪ β,
∇Hi(x), ∀i ∈ β ∪ γ

(2.4)sind linear unabhängig.(b) Es existiert ein Vektor d ∈ R
n mit

∇gi(x)T d < 0, ∀i ∈ Ig,
∇hi(x)T d = 0, ∀i = 1, . . . , p,
∇Gi(x)T d = 0, ∀i ∈ α ∪ β,
∇Hi(x)T d = 0, ∀i ∈ β ∪ γ.

(2.5)De�nition 2.4 Es sei x ein zulässiger Punkt des MPECs (1). Der Vektor x genügt derMPEC-Regularitätsbedingung der linearen Unabhängigkeit (engl.: MPEC-Linearindependene onstraint quali�ation, kurz MPEC-LICQ), wenn die folgenden Gradien-ten linear unabhängig sind:
∇gi(x), ∀i ∈ Ig,
∇hi(x), ∀i = 1, . . . , p,
∇Gi(x), ∀i ∈ α ∪ β,
∇Hi(x), ∀i ∈ β ∪ γ.



24 Kapitel 2 Optimalitätsbedingungen für MPECsWir haben die De�nitionen noh einmal explizit angegeben, da wir mit diesen später arbei-ten werden. Als Nähstes beweisen wir ein Hilfsresultat für Vektoren, die MPEC-MFCQerfüllen. Wir werden dieses später für den Beweis von Lemma 2.23 benötigen.Lemma 2.5 Genügt x der MPEC-MFCQ-Bedingung, dann existiert für jede Partition
(β1, β2) von β ein d := d(β1, β2) ∈ R

n mit
∇gi(x)T d < 0, ∀i ∈ Ig,

∇hi(x)T d = 0, ∀i = 1, . . . , p,

∇Gi(x)T d = 0, ∀i ∈ α ∪ β1,

∇Gi(x)T d > 0, ∀i ∈ β2,

∇Hi(x)T d = 0, ∀i ∈ β2 ∪ γ,

∇Hi(x)T d > 0, ∀i ∈ β1.Beweis. Es sei (β1, β2) eine beliebige Partition von β. Nah (2.5) existiert ein d1 mit
∇gi(x)T d1 < 0, ∀i ∈ Ig,

∇hi(x)T d1 = 0, ∀i = 1, . . . , p,

∇Gi(x)T d1 = 0, ∀i ∈ α ∪ β,

∇Hi(x)T d1 = 0, ∀i ∈ β ∪ γ.Da die Vektoren
∇hi(x), ∀i = 1, . . . , p,
∇Gi(x), ∀i ∈ α ∪ β,
∇Hi(x), ∀i ∈ β ∪ γnah (2.4) linear unabhängig sind, besitzt das lineare Gleihungssystem









∇hi(x)T , i = 1, . . . , p,
∇Gi(x)T , i ∈ α ∪ β1,
∇Gi(x)T , i ∈ β2,
∇Hi(x)T , i ∈ β2 ∪ γ,
∇Hi(x)T , i ∈ β1.









s =









0
0
e
0
e







eine Lösung d2. Dabei seien 0 der Vektor entsprehender Dimension, der nur aus Nullenbestehe und e der Vektor mit lauter Einsen. Folglih gilt:

∇hi(x)T d2 = 0, ∀i = 1, . . . , p,

∇Gi(x)T d2 = 0, ∀i ∈ α ∪ β1,

∇Gi(x)T d2 > 0, ∀i ∈ β2,

∇Hi(x)T d2 = 0, ∀i ∈ β2 ∪ γ,

∇Hi(x)T d2 > 0, ∀i ∈ β1.



2.1 Regularitätsbedingungen 25Für d := d1 + δd2 mit δ > 0 gilt dann das Gewünshte, denn es folgt:
∇hi(x)T d = ∇hi(x)T d1

︸ ︷︷ ︸

=0

+ δ ∇hi(x)T d2
︸ ︷︷ ︸

=0

= 0, ∀i = 1, . . . , p,

∇Gi(x)T d = ∇Gi(x)T d1
︸ ︷︷ ︸

=0

+ δ ∇Gi(x)T d2
︸ ︷︷ ︸

=0

= 0, ∀i ∈ α ∪ β1,

∇Gi(x)T d = ∇Gi(x)T d1
︸ ︷︷ ︸

=0

+ δ ∇Gi(x)T d2
︸ ︷︷ ︸

>0

> 0, ∀i ∈ β2,

∇Hi(x)T d = ∇Hi(x)T d1
︸ ︷︷ ︸

=0

+ δ∇Hi(x)T d2
︸ ︷︷ ︸

=0

= 0, ∀i ∈ β2 ∪ γ,

∇Hi(x)T d = ∇Hi(x)T d1
︸ ︷︷ ︸

=0

+ δ∇Hi(x)T d2
︸ ︷︷ ︸

>0

> 0, ∀i ∈ β1.Falls δ hinreihend klein ist, ergibt sih auÿerdem:
∇gi(x)T d = ∇gi(x)T d1

︸ ︷︷ ︸

<0

+δ∇gi(x)T d2 < 0, ∀i ∈ Ig.

�2.1.2 MPEC-ACQ und MPEC-GCQUm die MPEC-Regularitätsbedingung von Abadie einführen zu können, shauen wir unserstmal den linearisierten Tangentialkegel T lin(x) für das MPEC (1) an:
T lin(x) =

{

d ∈ R
n | ∇gi(x)T d ≤ 0, ∀i ∈ Ig(x),

∇hi(x)T d = 0, ∀i = 1, . . . , p,
∇Gi(x)T d ≥ 0, ∀i ∈ α ∪ β,
∇Hi(x)T d ≥ 0, ∀i ∈ β ∪ γ,

∇
(
Gi(x)Hi(x)

)T
d = 0, ∀i = 1, . . . , ℓ

}

.Berüksihtigt man ∇
(
Gi(x)Hi(x)

)
= Gi(x)∇Hi(x) + Hi(x)∇Gi(x) und die De�nitionder Indexmengen α, β, γ, so sieht man relativ shnell, dass dann T lin(x) auh wie folgtgeshrieben werden kann, vgl. [30℄:

T lin(x) =
{

d ∈ R
n | ∇gi(x)T d ≤ 0, ∀i ∈ Ig(x),

∇hi(x)T d = 0, ∀i = 1, . . . , p,
∇Gi(x)T d = 0, ∀i ∈ α,
∇Hi(x)T d = 0, ∀i ∈ γ,
∇Gi(x)T d ≥ 0, ∀i ∈ β,

∇Hi(x)T d ≥ 0, ∀i ∈ β
}

.Wie oben erwähnt, ist ACQ für MPECs fast nie erfüllt, was daran liegt, dass T lin(x) imGegensatz zu T (x) immer konvex ist. Deshalb versuhen wir die Konvexität zu zerstören,indem wir T lin(x) verkleinern, vgl. auh [30℄:



26 Kapitel 2 Optimalitätsbedingungen für MPECsDe�nition 2.6 Es sei X ⊂ R
n die zulässige Menge des MPECs (1) und x ∈ X beliebig.Dann nennen wir

T linMPEC(x) :=
{

d ∈ R
n | ∇gi(x)T d ≤ 0, ∀i ∈ Ig(x),

∇hi(x)T d = 0, ∀i = 1, . . . , p,
∇Gi(x)T d = 0, ∀i ∈ α,
∇Hi(x)T d = 0, ∀i ∈ γ,
∇Gi(x)T d ≥ 0, ∀i ∈ β,
∇Hi(x)T d ≥ 0, ∀i ∈ β,

(∇Gi(x)T d) · (∇Hi(x)T d) = 0, ∀i ∈ β
}den MPEC-linearisierten Tangentialkegel von X in x.Das folgende Resultat beshreibt den Zusammenhang aller bisher eingeführten Tangenti-alkegel:Lemma 2.7 Es sei x ein zulässiger Punkt des MPECs (1). Dann gelten die Inklusionen:

T (x) ⊆ T linMPEC(x) ⊆ T lin(x).Beweis. Für den Beweis der ersten Inklusion verweisen wir z.B. auf [30, Lemma 3.2℄. �Das Lemma besagt also gerade, dass der Tangentialkegel immer eine Teilmenge des MPEC-linearisierten Tangentialkegels darstellt. Im Falle der Gleihheit kommt man zur bereitsangesprohenen MPEC-Regularitätsbedingung von Abadie. Indem man beide Kegel duali-siert, erhält man die MPEC-Regularitätsbedingung von Guignard, vgl. z.B. [33, De�nition2.1℄:De�nition 2.8 Ein zulässiger Punkt x des MPECs (1) genügt der MPEC - Regu-laritätsbedingung von Abadie (engl.: MPEC-Abadie onstraint quali�ation), kurz:MPEC-ACQ, wenn
T (x) = T linMPEC(x) (2.6)gilt. Er genügt der MPEC-Regularitätsbedingung von Guignard (engl.: MPEC-Guignard onstraint quali�ation), kurz: MPEC-GCQ, wenn
T (x)∗ = T linMPEC(x)∗ (2.7)gilt.2.1.3 Zusammenhang der MPEC-RegularitätsbedingungenIn diesem Unterabshnitt möhten wir den Zusammenhang aller bisher betrahteten MPEC-Regularitätsbedingungen betrahten. Wir beginnen mit zwei einfahen Folgerungen:Korollar 2.9 Es sei x ein zulässiger Punkt des MPECs (1). Dann gilt:MPEC-LICQ ⇒ MPEC-MFCQ.Beweis. Dies ergibt sih sofort aus Satz 1.7 und der De�nition 2.2. �



2.2 Stationaritätskonzepte 27Korollar 2.10 Ist für einen zulässigen Punkt des MPECs (1) die MPEC-ACQ-Bedingungerfüllt, so auh die MPEC-GCQ-Bedingung.Beweis. Die Aussage folgt sofort, wenn man (2.6) dualisiert. �Das folgende Lemma beshreibt den Zusammenhang zwishen MPEC-MFCQ und MPEC-ACQ, vgl. [30, Theorem 3.1℄:Lemma 2.11 Es sei x ein zulässiger Punkt des MPECs (1), welher MPEC-MFCQ er-fülle. Dann ist auh MPEC-ACQ erfüllt.Zusammen mit Korollar 2.9 und Korollar 2.10 ergibt sih damit:Satz 2.12 Es sei x ein zulässiger Punkt des MPECs (1). Dann gilt:MPEC-LICQ ⇒ MPEC-MFCQ ⇒ MPEC-ACQ ⇒ MPEC-GCQ.Das folgende Resultat sagt etwas über den Zusammenhang zwishen MPEC-LICQ undGCQ aus. Für einen Beweis verweisen wir auf [32, Theorem 4.6℄.Satz 2.13 Es sei x ein zulässiger Punkt des MPECs (1), welher MPEC-LICQ erfülle.Dann ist auh GCQ erfüllt.2.2 Stationaritätskonzepte2.2.1 Starke StationaritätWir wollen in diesem Kapitel geeignete Optimalitätskriterien für das MPEC (1) angeben.Dazu shauen wir uns zuerst die KKT-Bedingungen für das MPEC (1) an, vgl. auh [32℄:Es sei (

x, λ
g
, λ

h
, λ

G
, λ

H
, λ

GH
) ein KKT-Punkt des MPECs (1). Dann ist x zulässig für dasMPEC (1) und es gelten die Bedingungen

0 = ∇f(x)+
m∑

i=1

λ
g

i∇gi(x)+

p
∑

i=1

λ
h

i ∇hi(x)−
ℓ∑

i=1

[λ
G

i ∇Gi(x)+λ
H

i ∇Hi(x)−λ
GH

i ∇
(
Gi(x)Hi(x)

)
],(2.8)

G(x) ≥ 0, λ
G ≥ 0, (λ

G
)T G(x) = 0,

H(x) ≥ 0, λ
H ≥ 0, (λ

H
)TH(x) = 0,

g(x) ≤ 0, λ
g ≥ 0, (λ

g
)T g(x) = 0.

(2.9)Wegen Gγ(x) > 0 bzw. Hα(x) > 0 folgt insbesondere λ
G

γ = 0 bzw. λ
H

α = 0. Setzt man nun
λg := λ

g
, λh := λ

h
,



28 Kapitel 2 Optimalitätsbedingungen für MPECssowie
λG

i := λ
G

i − λ
GH

i Hi(x), ∀i = 1, . . . , ℓ,

λH
i := λ

H

i − λ
GH

i Gi(x), ∀i = 1, . . . , ℓ,so erkennt man λG
β = λ

G

β ≥ 0, λG
γ = 0 und λH

β = λ
H

β ≥ 0, λH
α = 0. Beahtet man noh

∇
(
Gi(x)Hi(x)

)
= Gi(x)∇Hi(x) +Hi(x)∇Gi(x) und sortiert in (2.8) nah den Gradienten,so erhält man einen stark stationären Punkt, vgl. [32, 82℄:De�nition 2.14 Es sei x ein zulässiger Punkt für das MPEC (1). Falls Lagrange-Mul-tiplikatoren λ = (λg, λh, λG, λH) existieren, so dass (x, λ) die Bedingungen

0 = ∇f(x) +
m∑

i=1

λg
i∇gi(x) +

p
∑

i=1

λh
i ∇hi(x) −

ℓ∑

i=1

[λG
i ∇Gi(x) + λH

i ∇Hi(x)], (2.10)
λG

α frei, λG
β ≥ 0, λG

γ = 0,
λH

γ frei, λH
β ≥ 0, λH

α = 0,
g(x) ≤ 0, λg ≥ 0, (λg)T g(x) = 0,

(2.11)erfüllt, dann nennt man x einen stark stationären Punkt (engl.: strongly stationarypoint).Umgekehrt kann man auh zeigen, dass jeder stark stationäre Punkt ein KKT-Punkt ist,deshalb gilt nah [32, Proposition 4.2℄:Lemma 2.15 Es sei x zulässig für das MPEC (1). Dann ist x genau dann ein KKT-Punkt, wenn er ein stark stationärer Punkt ist.Die folgenden beiden Sätze besagen, dass starke Stationarität eine notwendige Optimali-tätsbedingung darstellt, sofern das lokale Minimum der GCQ-Bedingung oder der MPEC-LICQ-Bedingung genügt:Satz 2.16 Es sei x∗ ein lokales Minimum des MPECs (1), welhes der GCQ-Bedingunggenüge. Dann existieren Lagrange-Multiplikatoren λ = (λg, λh, λG, λH) derart, dass (x∗, λ)ein stark stationärer Punkt ist.Beweis. Dieses Resultat folgt sofort aus Satz 1.9 und Lemma 2.15, vgl. auh [32, Theorem4.3℄. �Satz 2.17 Sei x∗ ein lokales Minimum des MPECs (1) und sei die MPEC-LICQ-Bedingungerfüllt. Dann existieren Lagrange-Multiplikatoren λ = (λg, λh, λG, λH), so dass (x∗, λ) einstark stationärer Punkt ist.Beweis. Da die MPEC-LICQ-Bedingung die GCQ-Bedingung impliziert, vgl. Satz 2.13,folgt dies sofort aus Satz 2.16. Man vgl. aber auh [29, Theorem 3.4℄. �Damit ist starke Stationarität eine notwendige Optimalitätsbedingung unter GCQ oderMPEC-LICQ. Allerdings gilt das niht für die shwäheren Regularitätsbedingungen wieMPEC-MFCQ, MPEC-ACQ oder MPEC-GCQ, vgl. [28, Beispiel 4.13℄ oder [82℄ für einGegenbeispiel. Daher ist es notwendig weitere Stationaritätskonzepte einzuführen:



2.2 Stationaritätskonzepte 292.2.2 M-StationaritätShwäht man die Bedingungen eines stark stationären Punkts etwas ab, so kommt manzum M-stationären Punkt, vgl. [31, 33℄:De�nition 2.18 Es sei x ein zulässiger Punkt für das MPEC (1). Falls Lagrange-Multi-plikatoren λ = (λg, λh, λG, λH) existieren, so dass (x, λ) die Bedingungen
0 = ∇f(x) +

m∑

i=1

λg
i∇gi(x) +

p
∑

i=1

λh
i ∇hi(x) −

ℓ∑

i=1

[λG
i ∇Gi(x) + λH

i ∇Hi(x)],

λG
α frei,

λH
γ frei, (λG

i > 0 ∧ λH
i > 0) ∨ λG

i λH
i = 0, ∀i ∈ β,

λG
γ = 0,

λH
α = 0,

g(x) ≤ 0, λg ≥ 0, (λg)T g(x) = 0erfüllt, dann nennt man x einen M-stationären Punkt.Der folgende Satz besagt, dass M-Stationarität eine notwendige Optimalitätsbedingungunter MPEC-GCQ darstellt, vgl. [28, Theorem 5.25℄ bzw. [33, Theorem 3.1℄:Satz 2.19 Sei x∗ ein lokales Minimum des MPECs (1) und sei die MPEC-GCQ-Bedingungerfüllt. Dann existieren Lagrange-Multiplikatoren λ = (λg, λh, λG, λH), so dass (x∗, λ) einM-stationärer Punkt ist.Durh eine erneute Abshwähung des M-stationären Punktes erhält man einen A-sta-tionären bzw. C-stationären Punkt, vgl. z.B. [29, 30, 82℄:2.2.3 A-Stationarität und C-StationaritätDe�nition 2.20 Es sei x ein zulässiger Punkt für das MPEC (1). Falls Lagrange-Multi-plikatoren λ = (λg, λh, λG, λH) existieren, so dass (x, λ) die Bedingungen
0 = ∇f(x) +

m∑

i=1

λg
i∇gi(x) +

p∑

i=1

λh
i ∇hi(x) −

ℓ∑

i=1

[λG
i ∇Gi(x) + λH

i ∇Hi(x)], (2.12)
λG

α frei, λG
γ = 0,

λH
γ frei, λH

α = 0, λG
i ≥ 0 oder λH

i ≥ 0, ∀i ∈ β,
g(x) ≤ 0, λg ≥ 0, (λg)T g(x) = 0erfüllt, dann nennt man x einen A-stationären Punkt. Erfüllt x die Bedingung (2.12)und zusätzlih

λG
α frei, λG

γ = 0,
λH

γ frei, λH
α = 0, λG

i λH
i ≥ 0, ∀i ∈ β,

g(x) ≤ 0, λg ≥ 0, (λg)Tg(x) = 0,so nennt man x einen C-stationären Punkt.



30 Kapitel 2 Optimalitätsbedingungen für MPECsBemerkung 2.21 Der Untershied zwishen einem A-stationären und einem C-stationärenPunkt besteht folglih in den Bedingungen:
λG

i ≥ 0 oder λH
i ≥ 0, ∀i ∈ β,bzw.

λG
i λH

i ≥ 0, ∀i ∈ β.Deshalb gibt es auh keine Beziehung zwishen beiden Stationärskonzepten, im Gegensatzzu den anderen, denn es gilt:stark stationär =⇒ M-stationär =⇒ A-stationär und C-stationär.Als Nähstes möhten wir ein Hilfsresultat beweisen, welhes etwas darüber aussagt, fallsA-Stationarität niht erfüllt ist. Dazu benötigen wir den Alternativsatz von Farkas, vgl.[65, Theorem 2.4.6℄:Lemma 2.22 (Alternativsatz von Farkas) Seien A ∈ R
m×n und b ∈ R

n gegeben.Dann ist entweder das System
AT y = b, y ≥ 0lösbar, oder das System
Ad ≤ 0, bT d > 0hat eine Lösung.Nun kommen wir zum angesprohenen Lemma:Lemma 2.23 Es sei x zulässig für das MPEC (1), aber kein A-stationärer Punkt. Dannexistiert für jede Partition (β1, β2) von β ein d := d(β1, β2) ∈ R

n mit
∇f(x)T d < 0,
∇gi(x)T d ≤ 0, ∀i ∈ Ig,
∇hi(x)T d = 0, ∀i = 1, . . . , p,
∇Gi(x)T d = 0, ∀i ∈ α ∪ β1,
∇Gi(x)T d ≥ 0, ∀i ∈ β2,
∇Hi(x)T d = 0, ∀i ∈ β2 ∪ γ,
∇Hi(x)T d ≥ 0, ∀i ∈ β1.Genügt x zusätzlih der MPEC-MFCQ-Bedingung, dann existiert sogar ein d := d(β1, β2) ∈

R
n mit

∇f(x)T d < 0,

∇gi(x)T d < 0, ∀i ∈ Ig,

∇hi(x)T d = 0, ∀i = 1, . . . , p,

∇Gi(x)T d = 0, ∀i ∈ α ∪ β1,

∇Gi(x)T d > 0, ∀i ∈ β2,

∇Hi(x)T d = 0, ∀i ∈ β2 ∪ γ,

∇Hi(x)T d > 0, ∀i ∈ β1.



2.2 Stationaritätskonzepte 31Beweis. Es sei (β1, β2) eine beliebige Partition von β und
A :=

















∇gi(x)T , i ∈ Ig,
∇hi(x)T , i = 1, . . . , p,

−∇hi(x)T , i = 1, . . . , p,
∇Gi(x)T , i ∈ α ∪ β1,

−∇Gi(x)T , i ∈ α ∪ β1,
−∇Gi(x)T , i ∈ β2,
∇Hi(x)T , i ∈ β2 ∪ γ,

−∇Hi(x)T , i ∈ β2 ∪ γ,
−∇Hi(x)T , i ∈ β1

















.

Da x kein A-stationärer Punkt ist, existiert kein y ≥ 0 mit AT y = −∇f(x):Ansonsten bezeihnen wir die Komponenten von y mit
λg

i , ∀i ∈ Ig,
λ+h

i , ∀i = 1, . . . , p,
λ−h

i , ∀i = 1, . . . , p,
λ+G

i , ∀i ∈ α ∪ β1,
λ−G

i , ∀i ∈ α ∪ β1,
λG

i , ∀i ∈ β2,
λ+H

i , ∀i ∈ β2 ∪ γ,
λ−H

i , ∀i ∈ β2 ∪ γ,
λH

i , ∀i ∈ β1und setzen zusätzlih
λh

i = λ+h
i − λ−h

i ∀i = 1, . . . , p,
λG

i = λ−G
i − λ+G

i ∀i ∈ α ∪ β1,
λG

i = 0 ∀i ∈ γ,
λH

i = λ−H
i − λ+H

i ∀i ∈ β2 ∪ γ,
λH

i = 0 ∀i ∈ α,
λg

i = 0 ∀i ∈ Ig.Dies ist dann aber doh ein A-stationärer Punkt, denn es gilt
AT y = −∇f(x) ⇔

0 = ∇f(x) +
∑

i∈Ig

λg
i∇gi(x) +

p∑

i=1

(λ+h
i − λ−h

i
︸ ︷︷ ︸

=λh
i

)∇hi(x) −
∑

i∈α∪β1

(λ−G
i − λ+G

i
︸ ︷︷ ︸

=λG
i

)∇Gi(x)

−
∑

i∈β2

λG
i ∇Gi(x) −

∑

i∈β2∪γ

(λ−H
i − λ+H

i
︸ ︷︷ ︸

=λH
i

)∇Hi(x) −
∑

i∈β1

λH
i ∇Hi(x) ⇔



32 Kapitel 2 Optimalitätsbedingungen für MPECs
0 = ∇f(x) +

m∑

i=1

λg
i∇gi(x) +

p
∑

i=1

λh
i ∇hi(x) −

ℓ∑

i=1

[λG
i ∇Gi(x) + λH

i ∇Hi(x)]und
λG

γ = 0, λH
α = 0, λG

β2
≥ 0, λH

β1
≥ 0, g(x) ≤ 0, λg ≥ 0, (λg)T g(x) = 0.Deshalb gibt es kein y ≥ 0 mit AT y = −∇f(x). Nah dem Alternativsatz von Farkas, vgl.Lemma 2.22, existiert dann aber ein d mit Ad ≤ 0 und −∇f(x)T d > 0. Also existiert ein

d ∈ R
n mit

∇f(x)T d < 0,
∇gi(x)T d ≤ 0, ∀i ∈ Ig,
∇hi(x)T d = 0, ∀i = 1, . . . , p,
∇Gi(x)T d = 0, ∀i ∈ α ∪ β1,
∇Gi(x)T d ≥ 0, ∀i ∈ β2,
∇Hi(x)T d = 0, ∀i ∈ β2 ∪ γ,
∇Hi(x)T d ≥ 0, ∀i ∈ β1.Gilt sogar die MPEC-MFCQ-Bedingung, dann existiert nah Lemma 2.5 ein s ∈ R

n mit
∇gi(x)T s < 0, ∀i ∈ Ig,

∇hi(x)T s = 0, ∀i = 1, . . . , p,

∇Gi(x)T s = 0, ∀i ∈ α ∪ β1,

∇Gi(x)T s > 0, ∀i ∈ β2,

∇Hi(x)T s = 0, ∀i ∈ β2 ∪ γ,

∇Hi(x)T s > 0, ∀i ∈ β1.Für d := d + δs mit δ > 0 gilt dann:
∇gi(x)T d = ∇gi(x)T d

︸ ︷︷ ︸

≤0

+ δ ∇gi(x)T s
︸ ︷︷ ︸

<0

< 0, ∀i ∈ Ig,

∇hi(x)T d = ∇hi(x)T d
︸ ︷︷ ︸

=0

+ δ∇hi(x)T s
︸ ︷︷ ︸

=0

= 0, ∀i = 1, . . . , p,

∇Gi(x)T d = ∇Gi(x)T d
︸ ︷︷ ︸

=0

+ δ∇Gi(x)T s
︸ ︷︷ ︸

=0

= 0, ∀i ∈ α ∪ β1,

∇Gi(x)T d = ∇Gi(x)T d
︸ ︷︷ ︸

≥0

+ δ∇Gi(x)T s
︸ ︷︷ ︸

>0

> 0, ∀i ∈ β2,

∇Hi(x)T d = ∇Hi(x)T d
︸ ︷︷ ︸

=0

+ δ ∇Hi(x)T s
︸ ︷︷ ︸

=0

= 0, ∀i ∈ β2 ∪ γ,

∇Hi(x)T d = ∇Hi(x)T d
︸ ︷︷ ︸

≥0

+ δ ∇Hi(x)T s
︸ ︷︷ ︸

>0

> 0, ∀i ∈ β1.Falls δ hinreihend klein ist, ergibt sih auh noh
∇f(x)T d = ∇f(x)T d

︸ ︷︷ ︸

<0

+δ∇f(x)T s < 0.

�



2.3 Spezielle Klassen von MPECs 332.3 Spezielle Klassen von MPECs2.3.1 Mathematishe Programmemit a�nen Gleihgewihtsrestrik-tionenBeginnen wir gleih mit der De�nition einer wihtigen Klasse, den Mathematishen Pro-grammen mit a�nen Gleihgewihtsrestriktionen, die als Spezialfall die für uns so wihtigenLPECs beinhalten:De�nition 2.24 Ein Optimierungsproblem der Gestalt
min f(x)u.d.N. Aix − ai ≤ 0, ∀i = 1, . . . , m,

Bix − bi = 0, ∀i = 1, . . . , p,
Dix − di ≥ 0, ∀i = 1, . . . , ℓ,
Eix − ei ≥ 0, ∀i = 1, . . . , ℓ,
(
Dix − di

)(
Eix − ei

)
= 0, ∀i = 1, . . . , ℓ

(2.13)
mit f : R

n 7→ R, Ai, Bi, Di, Ei ∈ R
1×n, ai, bi, di, ei ∈ R, heiÿt Mathematishes Pro-gramm mit a�nen Gleihgewihtsrestriktionen (engl.: mathematial program witha�ne equilibrium onstraints), kurz: MPAEC. Gilt zusätzlih noh

f(x) = cT x,mit c ∈ R
n, so heiÿt das Programm (2.13) ein Lineares Programm mit Gleihge-wihtsrestriktionen (engl.: linear program with equilibrium onstraints), kurz: LPEC.Gilt

f(x) = cT x + xT Bxmit c ∈ R
n, B ∈ R

n×n, so heiÿt (2.13) ein Quadratishes Programm mit Gleihge-wihtsrestriktionen (engl.: quadrati program with equilibrium onstraints), kurz:QPEC.Für MPAECs lässt sih der folgende Satz beweisen, vgl. [30, Theorem 3.2℄:Satz 2.25 Ist x ein zulässiger Punkt des MPAECs (2.13), dann genügt x der MPEC-ACQ-Bedingung.2.3.2 MPEC-konvexe ProblemeIn diesem Abshnitt stellen wir den Begri� des MPEC-konvexen Problems vor und beweisenein Resultat, das später im Kapitel über LPECs hilfreih sein wird.



34 Kapitel 2 Optimalitätsbedingungen für MPECsDe�nition 2.26 Ein MPEC-konvexes Programm ist ein Optimierungsproblem derGestalt:
min f(x)u.d.N. gi(x) ≤ 0, ∀i = 1, . . . , m,

Bix − bi = 0, ∀i = 1, . . . , p,
Dix − di ≥ 0, ∀i = 1, . . . , ℓ,
Eix − ei ≥ 0, ∀i = 1, . . . , ℓ,
(
Dix − di

)(
Eix − ei

)
= 0, ∀i = 1, . . . , ℓ

(2.14)mit f : R
n → R, gi : R

n → R, i = 1, . . . , m stetig di�erenzierbar und konvex, Bi, Di, Ei ∈
R

1×n und bi, di, ei ∈ R.Man beahte, dass jedes LPEC insbesondere auh ein MPEC-konvexes Programm ist.Als Nähstes wollen wir ein einfahes hinreihendes Kriterium für ein globales Minimumeines MPEC-konvexen Programms angeben.Wie wir in Kapitel 2.2.1 gesehen haben, ist starke Stationarität ein notwendiges Optimali-tätskriterium unter GCQ oder MPEC-LICQ. Die nähsten zwei Sätze besagen, dass starkeStationarität auh ein hinreihendes Kriterium für MPEC-konvexe Programme darstellt.Dieses Resultat ist ein Spezialfall eines etwas allgemeineren Resultats von Ye [93℄. Wirgeben dennoh einen Beweis an, da unser zweites Resultat etwas stärker ist. Man beahte,dass dies für MPEC-konvexe Probleme gültig ist, insbesondere also auh für LPECs.Satz 2.27 Es sei (1) ein MPEC-konvexes Programm und (x∗, λ) ein stark stationärerPunkt von (1). Dann ist x∗ ein lokales Minimum des MPEC-konvexen Programms.Beweis. Sei x zulässig für das MPEC (1). Benutzt man die Konvexität von f, gi, und dieLinearität von hi, Gi, Hi, so erhält man zusammen mit (2.10) und (2.11):
f(x) ≥ f(x∗) + ∇f(x∗)T (x − x∗)

= f(x∗) −
∑

i∈Ig

λg
i

︸︷︷︸

≥0

∇gi(x
∗)T (x − x∗)

︸ ︷︷ ︸
≤ gi(x)−gi(x

∗)
= gi(x) ≤ 0

−
p

∑

i=1

λh
i ∇hi(x

∗)T (x − x∗)
︸ ︷︷ ︸

= hi(x)−hi(x
∗)

= 0

+
ℓ∑

i=1

λG
i ∇Gi(x

∗)T (x − x∗) +
ℓ∑

i=1

λH
i ∇Hi(x

∗)T (x − x∗)

≥ f(x∗) +

ℓ∑

i=1

λG
i ∇Gi(x

∗)T (x − x∗) +

ℓ∑

i=1

λH
i ∇Hi(x

∗)T (x − x∗)

= f(x∗) +
∑

i∈α

λG
i

︸︷︷︸frei ∇Gi(x
∗)T (x − x∗)

︸ ︷︷ ︸
= Gi(x)−Gi(x

∗)
= Gi(x) ≥ 0

+
∑

i∈β

λG
i

︸︷︷︸

≥0

∇Gi(x
∗)T (x − x∗)

︸ ︷︷ ︸
= Gi(x)−Gi(x

∗)
= Gi(x) ≥0

+
∑

i∈β

λH
i

︸︷︷︸

≥0

∇Hi(x
∗)T (x − x∗)

︸ ︷︷ ︸
= Hi(x)−Hi(x

∗)

= Hi(x) ≥ 0

+
∑

i∈γ

λH
i

︸︷︷︸frei ∇Hi(x
∗)T (x − x∗)

︸ ︷︷ ︸
= Hi(x)−Hi(x

∗)

= Hi(x) ≥ 0

≥ f(x∗) +
∑

i∈α

λG
i Gi(x) +

∑

i∈γ

λH
i Hi(x).

(2.15)



2.3 Spezielle Klassen von MPECs 35Diese Ungleihungen gelten für jeden beliebigen zulässigen Punkt x. Nun nehmen wir an, xliege in einer hinreihend kleinen Umgebung von x∗. Aus Stetigkeitsgründen gilt dann auh
Hi(x) > 0 für alle i ∈ α und Gi(x) > 0 für alle i ∈ γ. Benutzt man die Komplementaritäts-bedingung, erhalten wir Gi(x) = 0 für alle i ∈ α und Hi(x) = 0 für alle i ∈ γ. Zusammenmit der obigen Kette von Ungleihungen ergibt sih f(x) ≥ f(x∗) für alle zulässigen x inder Nähe von x∗, d.h., x∗ ist ein lokales Minimum. �Als Konsequenz des vorherigen Resultats und des Beweises erhalten wir das folgende hin-reihende Kriterium für ein globales Minimum. Dazu müssen wir noh kurz das relaxierteProblem de�nieren:De�nition 2.28 Gegeben sei das MPEC (1). Das zugehörige so genannte relaxierteProblem erhält man, wenn man die Komplementaritätsbedingungen

Gi(x)Hi(x) = 0, ∀i = 1, . . . , ℓweglässt:
min f(x)u.d.N. gi(x) ≤ 0, ∀i = 1, . . . , m,

hi(x) = 0, ∀i = 1, . . . , p,
Gi(x) ≥ 0, ∀i = 1, . . . , ℓ,
Hi(x) ≥ 0, ∀i = 1, . . . , ℓ.

(2.16)Satz 2.29 Es sei (1) ein MPEC-konvexes Programm und (x∗, λ) ein stark stationärerPunkt, so dass zusätzlih λG
α ≥ 0 und λH

γ ≥ 0 gelte. Dann ist x∗ ein globales Minimum desrelaxierten Problems (2.16), insbesondere ist x∗ ein globales Minimum des MPECs (1).Beweis. Man beahte, dass die Ungleihungskette (2.15) für alle x, die für das relaxierteProblem (2.16) zulässig sind, gültig ist, d.h., Komplementarität wird in (2.15) niht benö-tigt. Mit den Voraussetzungen an die Vorzeihen der Multiplikatoren λG
α ≥ 0 und λH

γ ≥ 0,folgt dann die Behauptung. �Die folgenden 2 Beispiele zeigen zweierlei: Im ersten sind die Voraussetzungen von Satz 2.29erfüllt und das zweite zeigt, dass die Voraussetzungen hinreihend aber niht notwendigfür ein globales Minimum sind.Beispiel 2.30 (a) Betrahte das folgende MPEC-konvexe Programm
min 1

2
(x1 + 5)2 + 1

2
(x2 − 5)2u.d.N. x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x1x2 = 0,

(2.17)mit G(x) := G1(x) := x1, H(x) := H1(x) := x2 in unserer Standardnotation von (1).O�ensihtlih ist der Vektor x∗ = (0, 5)T eine globale Lösung des Problems. Mit λG =
5, λH = 0, folgt

0 =

(
x∗

1 + 5
x∗

2 − 5

)

− λG

(
1
0

)

− λH

(
0
1

)

.



36 Kapitel 2 Optimalitätsbedingungen für MPECsAlso ist (0, 5)T ein stark stationärer Punkt von (2.17) mit λG
α ≥ 0 und λH

γ ≥ 0, d.h., diehinreihende Bedingung von Satz 2.29 ist erfüllt.(b) Betrahte das ähnlihe Problem
min 1

2
(x1 − 5)2 + 1

2
(x2 − 5)2u.d.N. x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x1x2 = 0,

(2.18)Erneut ist x∗ = (0, 5)T ein globales Minimum (das andere ist (5, 0)T ) und mit λG :=
−5, λH := 0 folgt

0 =

(
x∗

1 − 5
x∗

2 − 5

)

− λG

(
1
0

)

− λH

(
0
1

)

.Somit sind die Bedingungen für einen stark stationären Punkt erfüllt. Allerdings sind dieVoraussetzungen von Satz 2.29 niht erfüllt. ♦Wir weisen auh darauf hin, dass es einen weiteren Nahteil von Satz 2.29 gibt: Es gibtMPECs (sogar LPECs), bei denen das globale Minimum x∗ kein stark stationärer Punktist, vgl. [82℄ für ein einfahes Gegenbeispiel. Deswegen mussten auh die Optimalitätsbe-dingungen M-Stationarität und A-Stationarität eingeführt werden.
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Teil IIEin Branh-and-Bound-Verfahren fürLineare Programme mitGleihgewihtsrestriktionen (LPECs)





39
Kapitel 3Lineare ProgrammeIn diesem Kapitel wollen wir kurz an die existierende Theorie über lineare Programme undim Speziellen des Simplex-Verfahrens erinnern, da wir diese bei der e�zienten Lösung derTeilprobleme des Branh-and-Bound-Verfahrens benötigen werden.3.1 Allgemeine TheorieEin lineares Programm ist ein Optimierungsproblem der Gestalt (1.1), wobei die Funktio-nen f, g und h alle a�n-linear sind. Jedes lineare Programm kann in die Standardform

min cT x u.d.N. Ax = b, x ≥ 0 (3.1)mit A ∈ R
m×n, b ∈ R

m und c, x ∈ R
n, transformiert werden, vgl. z.B. [46, Kapitel 3.1℄: MitHilfe von Shlupfvariablen wird aus einer Ungleihungsrestriktion eine Gleihungsrestrik-tion und indem man xi = x+

i − x−
i setzt, wobei x+

i , x−
i ≥ 0 seien, wandelt man jede freieVariable xi in 2 vorzeihenbeshränkte Variablen um. Wenn man das Simplex-Verfahrenverwendet, kommt man um den Begri� des Basisvektors niht herum, welher wie folgtde�niert werden kann, vgl. [46, De�nition 3.4℄:De�nition 3.1 Sei P := {x ∈ R

n | Ax = b, x ≥ 0} ein Polyeder in Normalform mit
A ∈ R

m×n, b ∈ R
m und Rang(A) = m. Ein zulässiger Punkt x ∈ P heiÿt Basisvektorvon P , wenn eine aus genau m Elementen bestehende Indexmenge B = {B(1), . . . ,B(m)}existiert mit xj = 0 für alle j /∈ B, so dass die Spaltenvektoren AB(i) (i = 1, . . . , m) linearunabhängig sind. Die Matrix

B = [AB(1), AB(2), . . . , AB(m)]heiÿt Basismatrix, die Matrix
N = (Aj)j /∈BNihtbasismatrix.



40 Kapitel 3 Lineare ProgrammeAls Nähstes wollen wir den Hauptsatz über lineare Programme angeben, der insbeson-dere besagt, dass jedes lineare Programm, dessen Matrix A vollen Rang besitzt, einenBasisvektor als Lösung besitzt, vgl. z.B. [46, Satz 3.6℄:Satz 3.2 (Hauptsatz der linearen Optimierung) Sei P := {x ∈ R
n | Ax = b, x ≥ 0}ein Polyeder in Normalform mit A ∈ R

m×n, b ∈ R
m und Rang(A) = m. Dann gelten diefolgenden Aussagen:(a) Ist P 6= ∅, so besitzt P mindestens einen Basisvektor.(b) Das Polyeder P hat höhstens endlih viele Basisvektoren.() Besitzt das lineare Programm

min cT x u.d.N. x ∈ Peine Lösung, so ist auh einer der Basisvektoren von P eine Lösung.Es genügt also, sih bei der Suhe nah einer Lösung des linearen Programms auf Basis-vektoren zu beshränken. Eng verbunden mit dem primalen linearen Programm (3.1)ist das zugehörige duale lineare Programm:
max bT λ u.d.N. AT λ + s = c, s ≥ 0, (3.2)mit λ ∈ R

m und s ∈ R
n. Es gelten folgende Zusammenhänge, vgl. [46, Satz 3.8, Korollar3.9 und Satz 3.7℄:Satz 3.3 Sei x ∈ R

n zulässig für das primale Problem (3.1) und (λ, s) ∈ R
m ×R

n zulässigfür das duale Programm (3.2). Dann gilt bT λ ≤ cT x. Gilt bT λ = cT x, dann ist x eineLösung von (3.1) und (λ, s) eine Lösung von (3.2).Satz 3.4 (Optimalitätsbedingungen) Die folgenden Aussagen sind äquivalent:(a) Das primale Problem (3.1) besitzt eine Lösung x∗.(b) Das duale Problem (3.2) besitzt eine Lösung (λ∗, s∗).() Die so genannten Optimalitätsbedingungen
AT λ + s = c,

Ax = b,

xisi = 0, ∀i = 1, . . . , n,

x, s ≥ 0,besitzen eine Lösung (x∗, λ∗, s∗).



3.2 Spezielle Verfahren zur Lösung linearer Programme 413.2 Spezielle Verfahren zur Lösung linearer Programme3.2.1 Das Simplex-VerfahrenZunähst geben wir das Simplex-Verfahren in seiner Grundform an, so wie man es injedem Standardbuh �nden kann. Diese Version ist [13, Kapitel 3.2℄, bzw. [46, Kapitel 3.2℄entnommen:Wir beshreiben hier einen typishen Shritt des Simplex-Verfahrens. Dazu gehen wir davonaus, dass das lineare Programm in der Standardform (3.1) vorliegt, A den vollen Rang mbesitzt (was man aber erreihen kann, wenn man linear unabhängige Zeilen streiht, vgl.[46, Aufgabe 3.2℄) und wir einen Basisvektor x mit zugehöriger Basis B gegeben haben.De�nieren wir noh die komplementäre Indexmenge
N := {1, . . . , n} \ B,dann gilt
Az = BzB + NzNfür ein beliebiges z ∈ R

n. Speziell für den Basisvektor x folgt
BxB = b ⇐⇒ xB = B−1b, (3.3)wegen xN = 0, vgl. De�nition 3.1.Als Nähstes wollen wir den Zielfunktionswert eines beliebigen für (3.1) zulässigen Punkts

z mit dem Zielfunktionswert von x vergleihen. Aus b = Az = BzB +NzN ergibt sih zB =
B−1b − B−1NzN , da die Basismatrix invertierbar ist. Es folgt für die Zielfunktionswerte:

cT z = cT
BzB + cT

N zN

= cT
B(B−1b − B−1NzN ) + cT

N zN(3.3)
= cT

BxB + (cT
N − cT

BB−1N)zN
xN=0
= cT x +

∑

i∈N
cizi

(3.4)
mit den reduzierten Kosten

ci = ci − cT
BB−1Ai.Hieraus erhält man das1. Abbruhkriterium:Gilt ci ≥ 0 für alle i ∈ N , dann ist der Basisvektor x eine optimale Lösung des linearenProgramms (3.1). Wegen zi ≥ 0 folgt dies sofort aus (3.4).Ist das 1. Abbruhkriterium niht erfüllt, so existiert ein j ∈ N mit cj < 0.Wir suhen dann einen zulässigen Vektor z, der einen kleineren Zielfunktionswert als xbesitzt und nur eine Komponente zi, i ∈ N , von Null vershieden ist, nämlih zj . Ist zj =: t



42 Kapitel 3 Lineare Programmedann positiv, so hat man einen kleineren Zielfunktionswert gefunden, vgl. (3.4). Wir ma-hen also den Ansatz:
zj(t) := t, zj(t) := 0 für alle i ∈ N \ {j}.Wegen (3.4) gilt dann

cT z(t) = cT x + tcj . (3.5)Desweiteren lautet die Zulässigkeitsbedingung für z(t) wie folgt:
BzB(t) + tAj = b ⇐⇒ zB(t) = B−1(b − tAj) = xB − tB−1Aj = xB − tu (3.6)mit u := B−1Aj . Hieraus erhält man das2. Abbruhkriterium:Gilt ui ≤ 0 für alle i = 1, . . . , m, so ist das lineare Programm (3.1) nah unten unbe-shränkt, denn dann ist z(t) für alle t zulässig, vgl. (3.6) und es gilt limt→∞ cT z(t) = −∞,vgl. (3.5) und beahte cj < 0.Ist auh das zweite Abbruhkriterium niht erfüllt, so existiert ein ui > 0 für mindestensein i ∈ {1, . . . , m}. Setzt man nun

θ∗ := min
{i=1,...,m|ui>0}

xB(i)

ui
=

xB(l)

ul
mit l ∈ {1, . . . , m},dann erhält man nah [46, Satz 3.20℄ einen neuen Basisvektor y, indem man

yj = θ∗,
yB(i) = xB(i) − θ∗ui, i 6= l,

yi = 0, i ∈ (N \ {j}) ∪ {B(l)},setzt. Für diesen Basisvektor ist {B(1), . . . ,B(l− 1), j,B(l + 1), . . . ,B(m)} eine neue Basisund es gilt cT y ≤ cT x, d.h. der Zielfunktionswert ist kleiner geworden bzw. zumindestniht gröÿer. Wie man Zyklen vermeidet (was vorkommen kann, wenn man entartete Ba-sisvektoren vorliegen hat), erfährt man z.B. in [46℄ unter dem Stihwort Regel von Bland.Zusammenfassend erhält man dann folgenden Algorithmus, vgl. [13℄:



3.2 Spezielle Verfahren zur Lösung linearer Programme 43Ein Iterationsshritt des Simplex-Verfahrens:1. In einem typishen Iterationsshritt beginnen wir mit einem Basisvektor x, derzugehörigen Basis B = {B(1),B(2), . . . ,B(m)}, sowie der Basismatrix B =
[AB(1), AB(2), . . . , AB(m)].2. Bestimme die reduzierten Kosten ci = ci−cT

BB−1Ai für alle Nihtbasisindizes i. Sindalle ci nihtnegativ, dann briht der Algorithmus mit der Lösung x ab; andernfallsbestimmt man ein j mit cj < 0.3. Berehne u = B−1Aj . Falls keine Komponente von u positiv ist, ist das lineareProgramm nah unten unbeshränkt und der Algorithmus briht ab.4. Falls mindestens eine Komponente von u positiv ist, setze man
θ∗ = min

{i=1,...,m|ui>0}

xB(i)

ui
=

xB(l)

ul
mit l ∈ {1, . . . , m}.5. Eine neue Basis erhält man, indem man B(l) durh j ersetzt. Für einen neuenzulässigen Basisvektor y setzt man yj = θ∗ und yB(i) = xB(i) − θ∗ui, i 6= l.Der gröÿte Aufwand besteht in der Bestimmung der reduzierten Kosten c und von u =

B−1Aj . Dazu kann man die linearen Gleihungssysteme BT y = cB (wegen cT
BB−1N =

(
NT (BT )−1cB

)T ) bzw. Bu = Aj lösen. Der Aufwand wäre O(m3). Es gibt allerdings einewesentlih e�zientere Möglihkeit:3.2.2 Tableau-Shreibweise des Simplex-VerfahrensWir beginnen mit einem Basisvektor x, der zugehörigen Basis B = {B(1),B(2), . . . ,B(m)},der Basismatrix B = [AB(1), AB(2), . . . , AB(m)] und dem Simplextableau, vgl. [13, Kapitel3.3℄:
−cT

BB−1b cT − cT
BB−1A

B−1b B−1A
⇔

−cT
BxB c̄1 · · · c̄n

xB(1) | |... B−1A1 · · · B−1An

xB(m) | |Zuerst führen wir ein paar Bezeihnungen des Tableaus ein:De�nition 3.5 Die erste Spalte wird mit nullter Spalte, die anderen mit i-ter Spaltebezeihnet. Die j-te Spalte u = B−1Aj heiÿt Pivotspalte, falls j der Index ist, der in dieBasis B aufgenommen wird. Falls die l-te Basisvariable aus der Basis gestrihen wird, be-zeihnet man die l-te Zeile des Tableaus als Pivotzeile. Das Pivotelement ul = (B−1Aj)list das, welhes sowohl zur Pivotzeile als auh zur Pivotspalte gehört. Das erste Element



44 Kapitel 3 Lineare Programmeder nullten Zeile enthält den Wert −cT
BxB, welher das Negative des aktuellen Zielfunkti-onswertes ist, der Rest sind die reduzierten Kosten c̄T = cT − cT

BB−1A.Als Nähstes erklären wir, welhen Vorteil die Tableau-Shreibweise bietet. Dazu erinnernwir uns an das letzte Teilkapitel: Der Hauptaufwand des Simplex-Verfahrens besteht darin,Vektoren der Gestalt y = (BT )−1cB bzw. u = B−1Aj zu bestimmen. Dazu können lineareGleihungssysteme gelöst werden. Dabei ist der Aufwand allerdings zu groÿ, denn die Ma-trix B−1 kann auh von Iterationsshritt zu Iterationsshritt aufdatiert werden:Um dies einzusehen, nehmen wir an, das aktuelle Tableau liegt in der oben genannten Formvor. Unser Ziel ist es dann, das Tableau der nähsten Iteration zu bestimmen, nahdemder Index B(l) aus der Basis gestrihen und der Index j in die Basis aufgenommen wurde,d.h.
B := {B(1), . . . ,B(l − 1),B(l),B(l + 1), . . . ,B(m)}

:= {B(1), . . . ,B(l − 1), j,B(l + 1), . . . ,B(m)}ist die neue Basis und
B = [AB(1), . . . AB(l−1), Aj , AB(l+1) . . . , AB(m)]die neue Basismatrix. Das neue Tableau hat damit dann die Gestalt

−cT
BB

−1
b cT − cT

BB
−1

A

B
−1

b B
−1

A
.Dieses gilt es e�zient aus dem alten Tableau zu bestimmen. Es sei u = B−1Aj. Dann gilt:

B−1B = [e1, . . . , el−1, u, el+1, . . . , em] =








1 u1. . . ...
ul... . . .
um 1







.Man sieht, dass durh elementare Zeilenoperationen die Einheitsmatrix I erreiht werdenkann (man beahte, dass ul positiv ist). Folglih existiert eine reguläre Matrix Q mit

QB−1B = I ⇔ B
−1

= QB−1,d.h. man bekommt B
−1

b = QB−1b und B
−1

A = QB−1A aus B−1b bzw. B−1A durhelementare Zeilenoperationen, die den Vektor u = B−1Aj in den Einheitsvektor el verwan-deln. Genauer gesagt müssen wir ein Vielfahes der Pivotzeile zu jeder Zeile addieren, sodass das Pivotelement ul Eins und alle anderen Einträge Null werden. Zusätzlih kann manzeigen, dass man die Zeilenoperationen auh auf die nullte Zeile anwenden kann, um dieEinträge −cT
BB

−1
b bzw. cT − cT

BB
−1

A zu bekommen. D.h. man addiert ein Vielfahes der



3.2 Spezielle Verfahren zur Lösung linearer Programme 45Pivotzeile zur nullten Zeile, so dass das Element cT
j − cT

BB−1Aj in der j-ten Spalte Nullwird. Für mehr Einzelheiten, vgl. [13, Kapitel 3.3℄.Zum Shluss geben wir wieder eine typishe Iteration der Tableau-Shreibweise des Simplex-Verfahrens an, wie man sie in [13℄ �ndet:Eine Iteration der Tableau-Shreibweise des Simplex-Verfahrens1. Eine typishe Iteration beginnt mit dem Tableau und einer zugehörigen Basismatrix
B, sowie einem Basisvektor x.2. Untersuhe die reduzierten Kosten in der nullten Zeile des Tableaus. Sind alle niht-negativ, dann ist der aktuelle Basisvektor eine optimale Lösung und der Algorithmusbriht ab. Andernfalls wähle man ein j mit cj < 0.3. Betrahte den Vektor u = B−1Aj , welher der j-ten Spalte des Tableaus entspriht.Falls keine Komponente von u positiv ist, ist das lineare Programm nah untenunbeshränkt und der Algorithmus briht ab.4. Für jedes i, für das ui positiv ist, bestimme man xB(i)/ui. Es sei l der Index der zumkleinsten Bruh gehört. In der Basis ersetze man B(l) durh j.5. Zu jeder Zeile des Tableaus addiert man ein Vielfahes der l-ten Zeile, so dass dasPivotelement ul Eins und alle anderen Einträge der Pivotspalte Null werden.3.2.3 Das duale Simplex-VerfahrenDas duale Simplex-Verfahren �ndet seine Anwendung, falls man zwar keinen zulässigenBasisvektor vorliegen hat, aber einen Quasi-Basisvektor:De�nition 3.6 x heiÿe Quasi-Basisvektor des linearen Programms (3.1), falls

• Ax = b gilt,
• eine Basis B = {B(1), . . . ,B(m)} mit genau m Elementen existiert , so dass dieBasismatrix B = (AB(1), . . . AB(m)) regulär ist und xN = 0 für die Nihtbasis N =
{1, . . . , n} \ B gilt,

• die reduzierten Kosten cT − cT
BB−1A nihtnegativ sind.Man beahte, dass bei einem Quasi-Basisvektor xB = B−1b auh negative Komponentenenthalten kann. Deshalb muss er auh niht für das lineare Programm zulässig sein. Daszugehörige Simplextableau lautet erneut:

−cT
BB−1b cT − cT

BB−1A

B−1b B−1A



46 Kapitel 3 Lineare ProgrammeWegen cT − cT
BB−1A ≥ 0 gilt c ≥ AT (B−1)T cB, d.h. λ := (B−1)T cB ist ein zulässiger Punktfür das duale lineare Programm

max bT λ u.d.N. AT λ ≤ c.Für den Zielfunktionswert von λ gilt:
bT λ = bT (B−1)T cB

B−1b=xB= cT
BxB.Dies ist das Negative des ersten Eintrags des Tableaus, deshalb besitzt unser dual zu-lässiger Punkt den selben Zielfunktionswert, wie unser primaler Quasi-Basisvektor. Wäre

xB positiv, so wäre x auh zulässig für das primale Problem und wir hätten eine Lösunggefunden, da der Zielfunktionswert von primalem und dualem Problem übereinstimmenwürden, vgl. Satz 3.3. Andererseits können wir ähnlih wie in Teilkapitel 3.2.2 eingeführt,Basisänderungen durhführen, vgl. [13, Kapitel 4.5℄ für nähere Ausführungen. Von Itera-tion zu Iteration steigen die aktuellen Kosten des dualen Problems und deshalb muss derAlgorithmus irgendwann abbrehen, da es nur endlih viele Basisvektoren gibt, vgl. Satz3.2. Dies ist der Fall, wenn xB = B−1b ≥ 0 und eine optimale Lösung gefunden wird,oder falls alle Einträge v1, . . . , vn in der Pivotzeile nihtnegativ sind. Analog zum primalenSimplex-Verfahren ist der duale Zielfunktionswert dann +∞ und das primale Problem istunzulässig.Zum Shluss geben wir noh eine Zusammenfassung des Algorithmus an, vgl. erneut [13℄:Ein Iterationsshritt des dualen Simplex-Verfahrens1. Bei einem typishen Iterationsshritt startet man mit dem Tableau, einem Quasi-Basisvektor mit zugehöriger Basis B und Basismatrix B. Insbesondere sind allereduzierten Kosten nihtnegativ.2. Untersuhe die Komponenten des Vektors B−1b in der nullten Spalte des Tableaus.Falls alle Komponenten nihtnegativ sind, haben wir eine Lösung gefunden undkönnen den Algorithmus abbrehen. Andernfalls wähle man ein l, so dass xB(l) < 0gilt.3. Betrahte die l-te Zeile des Tableaus: xB(l), v1, . . . , vn (die Pivotzeile). Falls vi ≥ 0für alle i ist, dann ist der Zielfunktionswert +∞ und der Algorithmus briht ab.4. Für jedes i mit vi < 0 bestimme man den Quotienten c̄i/vi und es sei j der Index derSpalte, die zum kleinsten Quotienten gehört. In der Basis ersetze man B(l) durh j.5. Man addiere zu jeder Zeile ein Vielfahes der l-ten Zeile, so dass das Pivotelement
vj Eins und alle anderen Elemente der Pivotspalte Null werden.
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Kapitel 4Branh-and-Bound-Verfahren fürLPECsIn diesem Abshnitt beshreiben wir die Branh-and-Bound-Methode, mit der wir versu-hen eine Lösung für das folgende LPEC zu �nden:

min f(x)u.d.N. gi(x) ≤ 0, ∀i = 1, . . . , m,
hi(x) = 0, ∀i = 1, . . . , p,
Gi(x) ≥ 0, ∀i = 1, . . . , ℓ,
Hi(x) ≥ 0, ∀i = 1, . . . , ℓ,
Gi(x)Hi(x) = 0, ∀i = 1, . . . , ℓ,

(4.1)
mit linearen Funktionen f, gi, hi, Gi, Hi : R

n → R. Da alle diese Funktionen linear sind,existieren Matrizen A ∈ R
m×n, B ∈ R

p×n, D ∈ R
ℓ×n, E ∈ R

ℓ×n und Vektoren c ∈ R
n, a ∈

R
m, b ∈ R

p, d ∈ R
ℓ, e ∈ R

ℓ, so dass (4.1) auh in der folgenden Form geshrieben werdenkann, vgl. De�nition 2.24:
min cT xu.d.N. Aix − ai ≤ 0, ∀i = 1, . . . , m,

Bix − bi = 0, ∀i = 1, . . . , p,
Dix − di ≥ 0, ∀i = 1, . . . , ℓ,
Eix − ei ≥ 0, ∀i = 1, . . . , ℓ,
(Dix − di)(Eix − ei) = 0, ∀i = 1, . . . , ℓ.

(4.2)
Wir teilen dieses Kapitel in mehrere Unterabshnitte. Wir beginnen mit der Einführungder Notation und Vorstellung des Verfahrens bei vollständiger Verzweigung. Danah stellenwir einige hilfreihe Methoden vor, die es uns ermöglihen, den Aufwand des Algorithmusdeutlih zu reduzieren. Auÿerdem gehen wir in einer Verallgemeinerung der Methode auhnoh auf MPEC-konvexe Probleme ein.



48 Kapitel 4 Branh-and-Bound-Verfahren für LPECs4.1 NotationseinführungObwohl die Details noh im weiteren Verlauf der Arbeit beshrieben werden, möhten wirhier einige Begri�e de�nieren und unsere Notation einführen, die innerhalb der ganzenArbeit benutzt werden wird.Zu diesem Zwek shauen wir uns den Verzweigungsbaum in Abbildung 4.1 an. Die-ser Baum besteht aus den Ebenen j = 0, 1, . . . , ℓ und jede Ebene j besitzt 2j Blätter.Zusammen haben wir damit 1 + 2 + 22 + . . . + 2ℓ = 2ℓ+1 − 1 Blätter. Folglih steigt dieAnzahl der Blätter exponentiell. Dieser Super-Gau wird allerdings, wie wir später sehenwerden, in der Praxis niht auftreten.Jedes Blatt entspriht einem linearen Optimierungsproblem, welhes wir mit P k
j bezeih-Ebene

0

1

2...
ℓ

untere/obere Shranke
f

0
f 0

f
1

f 1

f
2

f 2... ...
f

ℓ
f ℓ

x1
0

x1
1 x2

1

x2
2 x3

2 x4
2x1

2

x1
ℓ x2

ℓ x3
ℓ x4

ℓ x2ℓ−1
ℓ x2ℓ

ℓ

P 1
0

P 1
1 P 2

1

P 1
2 P 2

2 P 3
2 P 4

2

P 1
ℓ P 2

ℓ P 3
ℓ P 4

ℓ P 2ℓ−1
ℓ P 2ℓ

ℓAbbildung 4.1: Basisnotation für eine komplette Verzweigungnen. Dabei bezeihnet der untere Index die Ebene des Verzweigungsbaums (folglih gilt
j ∈ {0, 1, . . . , ℓ}) und der obere Index das Blatt innerhalb dieser Ebene (diese sind von
k = 1, 2, 3, . . . , 2j nummeriert). Die Lösung des Programms P k

j bezeihnen wir mit xk
j .Desweiteren werden wir für jede Ebene j ∈ {0, 1, . . . , ℓ} eine untere Shranke f
j
undeine obere Shranke f j des optimalen Funktionswertes f∗ unseres LPECs bestimmen, sodass

f
0
≤ f

1
≤ . . . ≤ f

ℓ
≤ f∗ (4.3)und

f 0 ≥ f 1 ≥ . . . ≥ f ℓ ≥ f∗ (4.4)



4.2 Der Verzweigungsprozess 49gilt, d.h., die unteren Shranken sind monoton steigend und die oberen monoton fallend. Dieuntere Shranke der Ebene j erhält man, indem man die 2j Programme P k
j , k = 1, . . . , 2jlöst, wohingegen man die obere Shranke durh Lösen eines weiteren linearen Programmserhalten wird. Die Anzahl linearer Programme, die man bei kompletter Verzweigung zulösen hat, ist dementsprehend 2ℓ+1 − 1 + (ℓ + 1) = 2ℓ+1 + ℓ.4.2 Der VerzweigungsprozessIn diesem Abshnitt beshreiben wir den Verzweigungsprozess unseres Branh-and-Bound-Verfahrens für LPECs. Insbesondere wird erklärt, wie die Blätter in Abbildung 4.1 alsKonsequenz unserer Verzweigungstehnik entstehen.Die Grundidee ist die Folgende: Wir starten in Ebene 0, indem wir eine Lösung x1

0 desrelaxierten Problems P 1
0

P
1
0 :

min f(x)u.d.N. gi(x) ≤ 0, ∀i = 1, . . . , m,
hi(x) = 0, ∀i = 1, . . . , p,
Gi(x) ≥ 0, ∀i = 1, . . . , ℓ,
Hi(x) ≥ 0, ∀i = 1, . . . , ℓ

(4.5)bestimmen. Man beahte, dass man (4.5) aus (4.1) erhält, indem man die komplementärenTerme weglässt. Da wir ein LPEC betrahten, ist (4.5) ein lineares Programm. Daher gibtes folgende möglihe Ergebnisse für (4.5): Entweder ist (4.5) unzulässig, nah unten unbe-shränkt oder es besitzt eine Lösung. Deshalb de�nieren wir unsere erste untere Shrankewie folgt:
f

0
:=







+∞, falls P 1
0 unzulässig ist,

f(x1
0), falls eine Lösung x1

0 von P 1
0 gefunden wird,

−∞, falls P 1
0 nah unten unbeshränkt ist. (4.6)Da die zulässige Menge von (4.5) gröÿer ist als die zulässige Menge des Ausgangsproblems(4.1), ist f

0
eine untere Shranke für den optimalen Funktionswert f∗ von (4.1). Falls

f
0

= +∞ gilt, so können wir unser Verfahren sogar hier shon stoppen, da dann auh dasAusgangsproblem unzulässig ist Die anderen beiden Fälle, in denen entweder f
0

= f(x1
0)endlih ist oder f

0
= −∞ gilt, können beide auftreten, vgl. zum Beispiel [76℄ für eineKlasse von Beispielen, bei denen beides vorkommt.Nehmen wir für den Moment an, dass eine Lösung x1

0 von (4.5) existiert. Falls dieseauh die Komplementaritätsbedingungen
Gi(x)Hi(x) = 0, ∀i = 1, . . . , ℓ,erfüllt, dann ist x1

0 o�ensihtlih auh eine Lösung für das ursprünglihe LPEC und wirsind fertig. Andernfalls gibt es einen Index r ∈ {1, . . . , ℓ} mit
Gr(x

1
0)Hr(x

1
0) > 0



50 Kapitel 4 Branh-and-Bound-Verfahren für LPECsund x1
0 ist niht zulässig für das ursprünglihe LPEC. Als Nähstes betrahten wir dannzwei weitere Teilprobleme, indem wir zu den Nebenbedingungen von (4.5) noh

Gr(x) = 0bzw.
Hr(x) = 0hinzufügen. Folglih erhalten wir die beiden linearen Programme P 1

1 und P 2
1 in Ebene 1aus Abbildung 4.1:

P
1
1 :

min f(x)u.d.N. gi(x) ≤ 0, ∀i = 1, . . . , m,
hi(x) = 0, ∀i = 1, . . . , p,
Gr(x) = 0,
Gi(x) ≥ 0, ∀i ∈ {1, . . . , ℓ} \ {r},
Hi(x) ≥ 0, ∀i = 1, . . . , ℓ,

(4.7)bzw.
P

2
1 :

min f(x)u.d.N. gi(x) ≤ 0, ∀i = 1, . . . , m,
hi(x) = 0, ∀i = 1, . . . , p,
Hr(x) = 0,
Gi(x) ≥ 0, ∀i = 1, . . . , ℓ,
Hi(x) ≥ 0, ∀i ∈ {1, . . . , ℓ} \ {r}.

(4.8)Falls f
0

= −∞ gilt, teilen wir das Programm P 1
0 in der gleihen Weise in zwei Teilprobleme,indem wir den Index r ∈ {1, . . . , ℓ} beliebig wählen.Es seien x1

1 bzw. x2
1 die Lösungen der zwei Programme (4.7) bzw. (4.8) (falls sie exi-stieren). Man beahte, dass diese zwei Programme erneut lineare Optimierungsproblemesind, so dass x1

1 und x2
1 z.B. mit Hilfe des Simplex-Verfahrens, vgl. Kapitel 3.2.1, bestimmtwerden können.Nun betrahten wir das Problem (4.7), d.h., wir sehen uns Problem P 1

1 an. Löst mandieses Programm, so gibt es erneut drei Fälle: Entweder ist (4.7) unzulässig, nah un-ten unbeshränkt oder es existiert eine Lösung x1
1. Falls P 1

1 unzulässig ist, dann maht eskeinen Sinn den Zweig weiterhin zu verfolgen, da auh alle anderen nahfolgenden Teil-probleme unzulässig wären. Falls eine Lösung x1
1 existiert und falls diese die verbleibendenKomplementaritätsbedingungen

Gi(x)Hi(x) = 0, ∀i ∈ {1, . . . , ℓ} \ {r} (4.9)erfüllt, so ist x1
1 zulässig für das LPEC, deshalb ist f(x1

1) eine obere Shranke an denoptimalen Zielfunktionswert f∗. Wir speihern den aktuellen Punkt x1
1 als einen möglihenKandidaten für ein globales Minimum und stoppen diesen Zweig.Falls x1

1 existiert, aber (4.9) verletzt ist, so können wir einen Index
s ∈ {1, . . . , ℓ} \ {r}



4.2 Der Verzweigungsprozess 51mit
Gs(x

1
1)Hs(x

1
1) > 0�nden und dann betrahten wir erneut zwei Teilprobleme von (4.7), indem wir fordern,dass zusätzlih entweder

Gs(x) = 0oder
Hs(x) = 0gilt. Dies sind die Programme P 1

2 und P 2
2 von Ebene 2 aus der Abbildung 4.1. Ausgeshrie-ben lauten sie:

P
1
2 :

min f(x)u.d.N. gi(x) ≤ 0, ∀i = 1, . . . , m,
hi(x) = 0, ∀i = 1, . . . , p,
Gi(x) = 0, ∀i ∈ {r, s},
Gi(x) ≥ 0, ∀i ∈ {1, . . . , ℓ} \ {r, s},
Hi(x) ≥ 0, ∀i = 1, . . . , ℓ,bzw.

P
2
2 :

min f(x)u.d.N. gi(x) ≤ 0, ∀i = 1, . . . , m,
hi(x) = 0, ∀i = 1, . . . , p,
Gr(x) = 0,
Hs(x) = 0,
Gi(x) ≥ 0, ∀i ∈ {1, . . . , ℓ} \ {r},
Hi(x) ≥ 0, ∀i ∈ {1, . . . , ℓ} \ {s}.Falls (4.7) shlieÿlih nah unten unbeshränkt ist, erhalten wir die zwei Teilprobleme ingleiher Weise, indem wir den Index
s ∈ {1, . . . , ℓ} \ {r}beliebig wählen.In analoger Weise verfahren wir mit dem Programm (4.8):Falls P 2

1 eine Lösung x2
1 besitzt und falls diese die verbleibenden Komplementaritätsbedin-gungen

Gi(x)Hi(x) = 0, ∀i ∈ {1, . . . , ℓ} \ {r} (4.10)erfüllt, so ist x2
1 zulässig für das LPEC, deshalb ist f(x2

1) wieder eine obere Shranke an denoptimalen Zielfunktionswert f∗. Wir speihern den aktuellen Punkt x2
1 als einen möglihenKandidaten für ein globales Minimum und stoppen diesen Zweig.Falls x2

1 existiert, aber (4.10) verletzt ist, so �nden wir einen Index
t ∈ {1, . . . , ℓ} \ {r}
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Gt(x

2
1)Ht(x

2
1) > 0,und betrahten dann erneut zwei Teilprobleme von (4.8), indem wir fordern, dass zusätzlihentweder

Gt(x) = 0oder
Ht(x) = 0gilt. Dies sind die Programme P 3

2 und P 4
2 von Ebene 2 aus der Abbildung 4.1:

P
3
2 :

min f(x)u.d.N. gi(x) ≤ 0, ∀i = 1, . . . , m,
hi(x) = 0, ∀i = 1, . . . , p,
Gt(x) = 0,
Hr(x) = 0,
Gi(x) ≥ 0, ∀i ∈ {1, . . . , ℓ} \ {t},
Hi(x) ≥ 0, ∀i ∈ {1, . . . , ℓ} \ {r},bzw.

P
4
2 :

min f(x)u.d.N. gi(x) ≤ 0, ∀i = 1, . . . , m,
hi(x) = 0, ∀i = 1, . . . , p,
Hi(x) = 0, ∀i ∈ {r, t},
Gi(x) ≥ 0, ∀i = 1, . . . , ℓ
Hi(x) ≥ 0, ∀i ∈ {1, . . . , ℓ} \ {r, t}.Dieses Prinzip setzen wir in den folgenden Ebenen fort. Allgemein erhalten wir somit auseinem linearen Programm P k

j die neuen linearen Programme P 2k−1
j+1 , P 2k

j+1, indem wir nohdie Gleihung
Gr(x) = 0bzw.
Hr(x) = 0für ein r ∈ {1, . . . , ℓ} mit

Gr(x
k
j )Hr(x

k
j ) > 0 (4.11)hinzufügen. D.h. einmal wird aus einer G-Ungleihungsrestriktion eine G-Gleihungsrestrik-tion und einmal aus einer H-Ungleihungsrestriktion eine H-Gleihungsrestriktion. Fallsder Index r niht eindeutig bestimmt ist, nehmen wir das kleinste r mit

Gr(x
k
j )Hr(x

k
j ) = max{Gi(x

k
j )Hi(x

k
j ) | i ∈ {1, . . . , ℓ}}.



4.3 Wie man untere und obere Shranken bekommt 53In Zukunft bezeihnen wir
Gk

j := {i ∈ {1, . . . , ℓ} | Gi(x) = 0 ist eine Nebenbedingung des linearen Programms P k
j }bzw.

Hk
j := {i ∈ {1, . . . , ℓ} | Hi(x) = 0 ist eine Nebenbedingung des linearen Programms P k

j }.Dabei werden diese Mengen wie folgt rekursiv de�niert:
G1

0 = H1
0 = ∅,G2k−1

j+1 = Gk
j ∪ {r},H2k−1

j+1 = Hk
j ,G2k

j+1 = Gk
j ,H2k

j+1 = Hk
j ∪ {r},für alle j = 0, . . . , ℓ − 1 und k = 1, . . . , 2j, wobei r der Index aus (4.11) ist. Das lineareProgramm P k

j hat dann allgemein folgende Gestalt:
P

k
j :

min f(x)u.d.N. gi(x) ≤ 0, ∀i = 1, . . . , m,
hi(x) = 0, ∀i = 1, . . . , p,
Gi(x) = 0, ∀i ∈ Gk

j ,
Hi(x) = 0, ∀i ∈ Hk

j ,
Gi(x) ≥ 0, ∀i ∈ {1, . . . , ℓ} \ Gk

j ,
Hi(x) ≥ 0, ∀i ∈ {1, . . . , ℓ} \ Hk

j .

(4.12)
Die Verzweigung führen wir nun solange fort, bis wir die Ebene ℓ erreihen und der Verzwei-gungsprozess vollständig ist. Das globale Minimum erhält man dann, indemman die Lösung
xk

j des lösbaren Programms P k
j wählt, welhe alle Komplementaritätsbedingungen erfülltund den niedrigsten Funktionswert besitzt. Diese Verzweigungsmethode wurde bereits imZusammenhang mit zweistu�gen Optimierungsproblemen (Bilevel Programs) beshrieben,vgl. [7℄, und wird das Grundgerüst unserer weiteren Ausführung sein. Man beahte, dassman bis jetzt noh alle Zweige und Blätter von Abbildung 4.1 betrahten muss, auÿerein solhes Programm P k

j erweist sih als unlösbar (in diesem Fall muss man die weiterenTeilprobleme niht betrahten, da diese auh alle unzulässig sind) oder erfüllt alle Komple-mentaritätsbedingungen, in welhem Fall man einen Kandidaten für ein globales Minimumgefunden hat.Als Nähstes präsentieren wir eine nützlihe Tehnik, die es uns erlauben wird, einigeweitere Zweige niht mehr betrahten zu müssen.4.3 Wie man untere und obere Shranken bekommtDieser Abshnitt beshreibt, wie man für den optimalen Funktionswert f∗ unseres LPECsgeeignete untere und obere Shranken gewinnt. Der shwierigste Part dabei ist es, guteuntere Shranken zu �nden. Dabei benutzen wir in jeder Ebene j = 0, 1, . . . , ℓ, eine ziemliheinfahe Idee, um diese unteren Shranken zu bekommen. Die untere Shranke f
0
erhält



54 Kapitel 4 Branh-and-Bound-Verfahren für LPECsman durh die Lösung des Programms P 1
0 , wie wir es in (4.6) beshrieben haben. Leider istes in Ebene 1 (und auh in allen weiteren Ebenen) niht mehr möglih, den Funktionswert

f(x1
1) oder f(x2

1) der optimalen Lösungen der beiden Programme (4.7) bzw. (4.8) direktals untere Shranke für f∗ zu verwenden. Da jedoh eine Lösung unseres LPECs durh dieKomplementaritätsbedingung entweder die Nebenbedingung
Gr(x) = 0oder die Nebenbedingung
Hr(x) = 0erfüllen muss, folgt, dass

f
1

:= min{f(x1
1), f(x2

1)}eine untere Shranke für f∗ darstellt. Desweiteren ist das sogar im Vergleih zu f
0
eineverbesserte untere Shranke, denn es gilt

f
1
≥ f

0
,da die zulässigen Mengen von (4.7) und (4.8) Teilmengen der zulässigen Menge von (4.5)sind. Falls eines dieser beiden Programme nah unten unbeshränkt ist, dann haben wirselbstverständlih

f
1

= −∞.In einer ähnlihenWeise bekommt man aus den beiden Teilproblemen, die sih aus (4.7) undaus den zwei Teilproblemen, die sih aus (4.8) ergeben (genauer gesagt die vier Teilprobleme
P 1

2 , P 2
2 , P 3

2 , bzw. P 4
2 aus Ebene 2 in Abbildung 4.1), eine neue untere Shranke, indem man

f
2

:= min{f(x1
2), f(x2

2), f(x3
2), f(x4

2)}setzt. Erneut handelt es sih dabei wegen
f

2
≥ f

1
≥ f

0um eine bessere untere Shranke. Hierbei setzen wir erneut
f

2
= −∞,falls eines der Programme

P k
2 , k ∈ {1, . . . , 4},nah unten unbeshränkt ist. Führt man dies nun so fort, so erhält man eine Folge untererShranken

f
i
, i = 0, 1, . . . , ℓ,so dass (4.3) gilt.



4.3 Wie man untere und obere Shranken bekommt 55Obere Shranken erhält man viel einfaher, da jeder zulässige Punkt des LPECs insbeson-dere eine obere Shranke für f∗ ist. In der Praxis benutzen wir zuerst einen NLP - Solverum das LPEC (4.1) zu lösen. In der Regel erhalten wir dadurh ein lokales Minimum x0von (4.1), welhes insbesondere ein zulässiger Punkt von (4.1) ist, so dass
f(x0) ≥ f∗gilt. Deshalb de�nieren wir
f 0 := f(x0).Man beahte, dass dies das einzige nihtlineare Programm ist, welhes wir innerhalb unseresBranh-and-Bound-Verfahrens zu lösen haben. Falls kein solher NLP - Solver verfügbarist, oder er keinen zulässigen Punkt �ndet, so setzen wir einfah
f 0 := +∞.Die Erfahrung zeigt jedoh, dass man dadurh oft geeignete obere Shranken erhält, sodass es sih durhaus lohnt an dieser Stelle einen NLP-Solver einzusetzen, um eine obereShranke f 0 zu erhalten. Für einige klein-dimensionale Probleme erhält man sogar shondie spätere globale Lösung als obere Shranke. Leider müssen wir selbst in diesem Fall erstnoh nahweisen, dass es sih tatsählih um das globale Minimum handelt.Als Nähstes betrahten wir Ebene 1 und nehmen o.B.d.A. an, dass die untere Shranke

f
1

= min{f(x1
1), f(x2

1)}durh den Zielfunktionswert der Lösung von Problem P 1
1 gegeben ist, d.h. es gelte

f
1

= f(x1
1).Dann de�nieren wir die nihtleere Indexmenge

I1 := {i | Gi(x
1
1) = 0}der aktiven Gi-Nebenbedingungen in x1

1 und
I1 := {1, . . . , ℓ} \ I1sei die zugehörige komplementäre Indexmenge. Nun bestimmen wir eine Lösung x1 deslinearen Programms (sofern dieses zulässig ist)

min f(x)u.d.N gi(x) ≤ 0, ∀i = 1, . . . , m,
hi(x) = 0, ∀i = 1, . . . , p,
Gi(x) = 0, ∀i ∈ I1,
Hi(x) = 0, ∀i ∈ I1,
Gi(x) ≥ 0, ∀i ∈ I1,
Hi(x) ≥ 0, ∀i ∈ I1.



56 Kapitel 4 Branh-and-Bound-Verfahren für LPECsO�ensihtlih ist x1 zulässig für unser LPEC und damit gilt
f(x1) ≥ f∗.Unsere neue obere Shranke erhalten wir dann, indem wir

f 1 := min{f0, f(x1)}setzen. Es ist o�ensihtlih, dass dann
f∗ ≤ f 1 ≤ f 0gilt. Man beahte, dass es natürlih noh viele weitere Möglihkeiten gibt, um obere Shran-ken zu gewinnen. Wir haben uns für die oben vorgestellte Variante entshieden, da wir derMeinung sind, dass x1

1 shon ein sehr guter Kandidat für das globale Minimum ist, folglihstimmt die Menge der aktiven Gi-Nebenbedingungen I1 mehr oder weniger mit denen derrihtigen Lösung überein.Auf die gleihe Weise erhalten wir auh in Ebene j eine obere Shranke: Wir verwenden daslineare Programm P k
j , welhes den niedrigsten der Funktionswerte f(x1

j ), f(x2
j),. . . , f(x2j

j )besitzt und de�nieren damit die Indexmenge
Ij := {i|Gi(x

k
j ) = 0},welhe die aktiven Gi - Nebenbedingungen enthält und die komplementäre Indexmenge

Ij := {1, . . . , ℓ} \ Ij .Damit lösen wir das folgende lineare Programm:
min f(x)u.d.N gi(x) ≤ 0, ∀i = 1, . . . , m,

hi(x) = 0, ∀i = 1, . . . , p,
Gi(x) = 0, ∀i ∈ Ij ,
Hi(x) = 0, ∀i ∈ Ij,
Gi(x) ≥ 0, ∀i ∈ Ij,
Hi(x) ≥ 0, ∀i ∈ Ij .So fahren wir bis Ebene ℓ fort. Um geeignete obere Shranken zu gewinnen, haben wir somitin jeder Ebene zusätzlih ein lineares Programm zu lösen. Auf Grund unserer Ausführungenist sofort klar, dass diese oberen Shranken (4.4) erfüllen.O�ensihtlih haben wir eine globale Lösung unseres LPECs, falls

f
j

= f jfür ein j ∈ {0, 1, . . . , ℓ} gilt. Im shlimmsten Fall tritt diese Gleihheit erst in Ebene ℓ ein(vorausgesetzt (4.1) besitzt eine Lösung). Wir ho�en aber, dass dies viel früher der Fall ist



4.4 E�ziente Lösung der Teilprobleme 57und unsere Ergebnisse haben auh gezeigt, dass dies normalerweise zutri�t.Man beahte auh, dass wir einen Zweig nur solange zu betrahten haben, bis der op-timale Funktionswert eines Programms P k
j gröÿer oder gleih ist, als die aktuelle obereShranke f j. Abhängig von der Qualität der oberen Shranke können so viele der noh zuuntersuhenden Blätter des Verzweigungsbaums aus Abbildung 4.1 gelösht werden. Fallssogar eines der Programme P k

j eine Lösung xk
j besitzt, die alle Komplementaritätsbedin-gungen erfüllt (d.h. xk

j ist für unser LPEC zulässig und damit ein Kandidat für ein globalesMinimum), können wir die obere Shranke f j durh
f j := min{f(xk

j ), f j}ersetzen.4.4 E�ziente Lösung der TeilproblemeIn diesem Kapitel soll die Frage geklärt werden, wie man die linearen Programme, die alsTeilprobleme unseres Branh-and-Bound-Verfahrens auftreten, e�zient lösen kann.4.4.1 E�ziente Lösung der linearen Programme im Verzweigungs-prozessZuerst beshäftigen wir uns damit, wie aus Problem P k
j die beiden Teilprobleme P 2k−1

j+1 , P 2k
j+1e�zient gelöst werden können. Allgemein hat P k

j folgende Gestalt:
P

k
j :

min f(x)u.d.N. gi(x) ≤ 0, ∀i = 1, . . . , m,
hi(x) = 0, ∀i = 1, . . . , p,
Gi(x) = 0, ∀i ∈ Gk

j ,
Hi(x) = 0, ∀i ∈ Hk

j ,
Gi(x) ≥ 0, ∀i ∈ {1, . . . , ℓ} \ Gk

j ,
Hi(x) ≥ 0, ∀i ∈ {1, . . . , ℓ} \ Hk

j ,vgl. (4.12), bzw.
P

k
j :

min cT xu.d.N. Aix − ai ≤ 0, ∀i = 1, . . . , m,
Bix − bi = 0, ∀i = 1, . . . , p,
Dix − di = 0, ∀i ∈ Gk

j ,
Eix − ei = 0, ∀i ∈ Hk

j ,
Dix − di ≥ 0, ∀i ∈ {1, . . . , ℓ} \ Gk

j ,
Eix − ei ≥ 0, ∀i ∈ {1, . . . , ℓ} \ Hk

j ,

(4.13)



58 Kapitel 4 Branh-and-Bound-Verfahren für LPECswenn wir berüksihtigen, dass es ein LPEC ist, vgl. (4.2). Um dieses Problem mit demSimplex-Verfahren lösen zu können, müssen wir es zunähst noh in Standardform um-shreiben, vgl. Kapitel 3.1. Dazu de�nieren wir
Gk

j := {1, . . . , ℓ} \ Gk
jbzw.

Hk

j := {1, . . . , ℓ} \ Hk
j .Dann lautet (4.13) in Standardform:

P
k
j :

min cT (x+ + x−) u.d.N.












A −A I 0 0
B −B 0 0 0
DGk

j
−DGk

j
0 0 0

EHk
j

−EHk
j

0 0 0

DGk
j

−DGk
j

0 −I 0

EHk
j

−EHk
j

0 0 −I





















x+

x−

xg

xG

xH









=













a
b
dGk

j

eHk
j

dGk
j

eHk
j













;









x+

x−

xg

xG

xH









≥ 0.
(4.14)

Nehmen wir an, wir haben mit dem Simplex-Verfahren eine Lösung x dieses linearen Pro-gramms gefunden. Insbesondere ist die Lösung dann ein Basisvektor. Wir wollen nun diesenBasisvektor dazu benutzen, die aus dem Programm P k
j resultierenden Teilprobleme P 2k−1

j+1bzw. P 2k
j+1 e�zient zu lösen. Um diese beiden Probleme zu de�nieren, suhen wir ein

r ∈ {1, . . . , ℓ}\{Gk
j ∪Hk

j } = Gk

j ∩Hk

jmit
(
Dr(x

+ − x−) − dr

) (
Er(x

+ − x−) − er

)
> 0 ⇐⇒ xG

r xH
r > 0. (4.15)Um das Programm P 2k−1

j+1 zu erhalten, wird dann zu Programm P k
j noh die Gleihung

Dr(x
+ − x−) = dr ⇐⇒ xG

r = 0hinzugefügt, um P 2k
j+1 zu erhalten, fügt man

Er(x
+ − x−) = er ⇐⇒ xH

r = 0hinzu.Wir betrahten hier nur Programm P 2k
j+1, das andere behandelt man analog. Programm
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P 2k

j+1 lautet dann in Standardform:
P

2k
j+1 :







min cT (x+ + x−) u.d.N.
















A −A I 0 0 0
B −B 0 0 0 0
DGk

j
−DGk

j
0 0 0 0

EHk
j

−EHk
j

0 0 0 0

DGk
j

−DGk
j

0 −I 0 0

EHk
j \{r}

−EHk
j \{r}

0 0 −I 0

Er −Er 0 0 0 −1
Er −Er 0 0 0 0




























x+

x−

xg

xG

xH

Hk
j \{r}

xH
r












︸ ︷︷ ︸

≥0

=

















a
b
dGk

j

eHk
j

dGk
j

eHk
j \{r}

er

er

















.

(4.16)Man beahte, dass hier ausnahmsweise er niht der r−te Einheitsvektor sondern die r−teKomponente des Vektors e ist.Da die Notation doh etwas kompliziert ist und für die weiteren Betrahtungen keine Rollespielt, vereinfahen wir sie etwas. Dazu de�nieren wir:
Z :=













A −A I 0 0
B −B 0 0 0
DGk

j
−DGk

j
0 0 0

EHk
j

−EHk
j

0 0 0

DGk
j

−DGk
j

0 −I 0

EHk
j \{r}

−EHk
j \{r}

0 0 −I













, x :=










x+

x−

xg

xG

xH

Hk
j \{r}










, z :=













a
b
dGk

j

eHk
j

dGk
j

eHk
j \{r}













,

g :=





c
c
0



 , Y :=
(

Er −Er 0 0 0
)
.Damit lauten (4.14) und (4.16) dann:

P
k
j : min gT x u.d.N. (

Z 0
Y −1

) (
x
xH

r

)

=

(
z
er

)

;

(
x

xH
r

)

≥ 0, (4.17)bzw.,
P

2k
j+1 : min gTx u.d.N. 



Z 0
Y −1
Y 0





(
x

xH
r

)

=





z
er

er



 ;

(
x
xH

r

)

≥ 0. (4.18)O�ensihtlih muss xH
r = 0 für eine Lösung von (4.18) gelten. Deshalb kann Programm
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P 2k

j+1 auh in der folgenden Form geshrieben werden:
P

2k
j+1 : min gTx u.d.N. (

Z
Y

)

x =

(
z
er

)

; x ≥ 0. (4.19)Unser Problem ist nun, dass wir keinen Start-Basisvektor für Programm (4.19) haben.Deshalb untersuhen wir im Folgenden das Programm:
P

2k

j+1 : min gTx + MxH
r u.d.N. (

Z 0
Y −1

) (
x

xH
r

)

=

(
z
er

)

;

(
x
xH

r

)

≥ 0. (4.20)Dabei sei M > 0. Das ist im Wesentlihen die Big-M Methode (vgl. [46, Satz 3.29℄),die beim Simplex-Verfahren dafür verwendet wird, eine Lösung zu bestimmen, wenn mankeinen Startbasisvektor zur Verfügung hat. Bei uns ist die Situation shon etwas einfaher,da wir davon ausgehen, dass wir für Problem (4.17), d.h. für P k
j , eine Lösung kennen.Da der zulässige Bereih von (4.17) und (4.20) übereinstimmt, ist die alte Lösung xk

jein Startbasisvektor für (4.20). Um den Hauptsatz dieses Abshnitts angeben zu können,benötigen wir noh ein Hilfsresultat:Lemma 4.1 Falls Problem (4.19) zulässig ist, dann gilt:Rang(
Z
Y

)

= Rang Z + 1.Beweis. Es sei x zulässig für Problem (4.19) und (
x

xH
r

) die Lösung von Problem P k
j mit

xH
r > 0, vgl. (4.15). Es gilt also

(
Z
Y

)

x =

(
z
er

) (4.21)und (
Z 0
Y −1

) (
x
xH

r

)

=

(
z
er

)

. (4.22)Angenommen, die Zeile Y wäre linear abhängig von den Zeilen (Zi)1≤i≤m der Matrix Z.Dann gibt es αi ∈ R mit
Y =

m∑

i=1

αiZi. (4.23)Damit folgt:
er

(4.22)
= Y x − xH

r
︸︷︷︸

>0

< Y x
(4.23)
=

m∑

i=1

αi Zix
︸︷︷︸(4.22)
= zi

=

m∑

i=1

αizi
(4.21)
=

m∑

i=1

αiZix
(4.23)
= Y x

(4.21)
= er,



4.4 E�ziente Lösung der Teilprobleme 61ein Widerspruh. Somit ist Y niht linear abhängig von den Zeilen von Z und es folgt:
Rang

(
Z
Y

)

= Rang Z + 1.

�Nun sind wir in der Lage, den Hauptsatz dieses Kapitels zu beweisen. Dieser setzt dieLösungen der beiden Programme (4.19) und (4.20) miteinander in Verbindung. Der Beweisgeht ähnlih zum Beweis des Satzes der Big-M-Methode, vgl. [46, Satz 3.29℄:Satz 4.2 Es gelten die beiden folgenden Aussagen:a) Falls (
x

xH
r

) eine Lösung von Programm P
2k

j+1 (4.20) ist und zusätzlih xH
r = 0 gilt, dannist x eine Lösung von P 2k

j+1 (4.19).b) Falls Problem P 2k
j+1 lösbar ist, dann existiert eine Konstante M∗, so dass für alle M > M∗Problem P

2k

j+1 eine Lösung (
x

xH
r

) mit xH
r = 0 besitzt. Benutzt man das Simplex-Verfahrenund liefert dies eine Lösung von P

2k

j+1 mit r ∈ B, dann kann dieses r ausgetausht werden,d.h. es existiert ein s 6∈ B, so dass (
x

xH
r

) eine optimale Basislösung mit zugehöriger Basis
B := (B \ {r}) ∪ {s}ist.Beweis. a) Wegen xH

r = 0 ist die Zulässigkeit von x für (4.19) klar. Sei nun x ein beliebigerzulässiger Vektor für (4.19), dann ist (
x
0

) zulässig für Problem (4.20). Aus der Optimalitätvon (
x
0

) folgt dann mit
gTx = gTx + M · 0 ≤ gTx + M · 0 = gTxdie Optimalität von x für (4.19).b) Hier betrahten wir von P 2k

j+1 bzw. P
2k

j+1 die dualen Programme:
D1 : max

(
z
er

)T (
λ1

λ2

) u.d.N. (ZT Y T
)
(

λ1

λ2

)

≤ g, (4.24)
D2 : max

(
z
er

)T (
λ1

λ2

) u.d.N.(ZT Y T

0 −1

) (
λ1

λ2

)

≤
(

g
M

)

. (4.25)Da P 2k
j+1 nah Voraussetzung lösbar ist, ist nah Satz 3.4 auh D1 lösbar. Es sei (

λ1

λ2

) eineLösung. Desweiteren de�nieren wir
M∗ := −λ2.



62 Kapitel 4 Branh-and-Bound-Verfahren für LPECsSei nun M > M∗, dann ist (
λ1

λ2

) auh eine Lösung von D2, denn der Vektor ist zulässigund die zulässige Menge von D2 ist eine Teilmenge der zulässigen Menge von D1.Nah Satz 3.4 besitzt dann aber auh P
2k

j+1 eine Lösung (
x
xH

r

). Aus den Komplementari-tätsbedingungen, vgl. erneut Satz 3.4, folgt:
[(

g
M

)

−
(

ZT Y T

0 −1

) (
λ1

λ2

)]

i

(
x

xH
r

)

i

= 0.Ausgeshrieben lautet die letzte Bedingung:
(M + λ2)x

H
r = 0Wegen M > −λ2 folgt xH

r = 0.Sei nun B die zu (
x
0

) gehörige Basis mit r ∈ B. Desweiteren sei
A :=

(
Z 0
Y −1

)und
B = (Ai)i∈Bdie zugehörige Basismatrix. Wir wählen nun einen Index s /∈ B, für den gilt:

Bd = As =⇒ dr 6= 0. (4.26)(Dass solh ein s existiert, werden wir am Ende des Beweises sehen.)Unser Ziel ist es zu beweisen, dass
B := (B \ {r}) ∪ {s}auh eine Basis ist. Dazu müssen wir Folgendes zeigen:

• xi = 0 ∀i /∈ B

• Die Spalten (Ai)i∈(B\{r})∪{s} sind linear unabhängig.Wegen xH
r = 0 ist der erste Punkt klar. Um den zweiten Punkt zu beweisen, seien γi ∈ Rgegeben, für die

∑

i∈B
i6=r

γiAi + γsAs = 0
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0 =

∑

i∈B
i6=r

γiAi + γsAs(4.26)
=

∑

i∈B
i6=r

γiAi + γsBd

=
∑

i∈B
i6=r

γiAi +
∑

i∈B
γsAidi

=
∑

i∈B
i6=r

(γiAi + γsdiAi) + γsdrAr

=
∑

i∈B
i6=r

(γi + γsdi)Ai + γsdrAr.

(4.27)
Da B eine Basismatrix ist, sind die Spalten (Ai)i∈B linear unabhängig und somit folgt

γi + γsdi = 0, ∀i ∈ B, i 6= r,
γsdr = 0.Da dr 6= 0 gilt, vgl. (4.26), erhalten wir aus der zweiten Gleihung γs = 0 und somit ausder ersten auh γi = 0 ∀i ∈ B\{r}, dies war zu beweisen.Zum Shluss müssen wir noh zeigen, dass es einen solhen Index s tatsählih gibt. An-genommen, dies wäre niht der Fall, dann gilt für alle Indies s 6∈ B: Für jeden Vektor dmit Bd = As folgt dr = 0. Setzen wir nun γs = 1 und γi = −di ∀i ∈ B\{r}, dann folgtanalog (4.27):

∑

i∈B
i6=r

γiAi + γsAs
(4.27)
=

∑

i∈B
i6=r

( γi
︸︷︷︸

=−di

+ γs
︸︷︷︸

=1

di)Ai + γs dr
︸︷︷︸

=0

Ar = 0und die Spalten von (Ai)i∈B\{r}∪{s} wären immer linear abhängig. Dies kann aber nihtsein, denn es gilt:
• Rang A = Rang

(
Z 0
Y −1

)

= Rang Z + 1 und
• nah Lemma 4.1: Rang

(
Z
Y

)

= Rang Z + 1.Insgesamt folgt also
Rang

(
Z 0
Y −1

)

= Rang

(
Z
Y

)und deshalb muss ein s 6∈ B mit den geforderten Eigenshaften existieren. �



64 Kapitel 4 Branh-and-Bound-Verfahren für LPECsWas man nun zu tun hat, ist klar: Man startet mit einem Basisvektor des alten Programms
P k

j und vergröÿert die Konstante M von P
2k

j+1 Shritt für Shritt (z.B. indem man sie jedesMal mit dem konstanten Faktor 10 multipliziert). Dies wiederholt man solange, bis P
2k

j+1eine Lösung mit xH
r = 0 besitzt oder eine obere Shranke für M erreiht wird (und Problem

P 2k
j+1 höhstwahrsheinlih unzulässig ist). Gibt es eine Lösung mit xH

r = 0, so existiert eineLösung für das Programm P 2k
j+1, die zugleih auh ein Basisvektor ist. Dieser dient dannspäter wieder als Startbasisvektor für die Lösung der sih hieraus ergebenden Probleme

P 4k−1
j+2 bzw. P 4k

j+2.4.4.2 E�ziente Lösungen der linearen Programme zur Gewinnungoberer ShrankenIn diesem Unterkapitel betrahten wir das Problem, eine geeignete obere Shranke zu �n-den. In Kapitel 4.3 shlugen wir vor, dabei wie folgt vorzugehen:In Ebene j erhält man eine obere Shranke, indem man das zugehörige Optimierungspro-blem, das durh die Indexmenge
Ij = {i | Gi(x

k
j ) = 0}de�niert ist, löst. Dabei ist xk

j die Lösung des linearen Programms P k
j , welhes den nied-rigsten der Funktionswerte f(x1

i ), f(x2
i ), . . . , f(x2i

i ) besitzt. Desweiteren sei noh
Ij := {1, . . . , ℓ} \ Ij ,die komplementäre Indexmenge. Gehen wir nun also davon aus, wir haben eine Lösung desProblems P k

j in Standardform:
P

k
j :

min cT (x+ + x−) u.d.N.












A −A I 0 0
B −B 0 0 0
DGk

j
−DGk

j
0 0 0

EHk
j

−EHk
j

0 0 0

DGk
j

−DGk
j

0 −I 0

EHk
j

−EHk
j

0 0 −I





















x+

x−

xg

xG

xH









=













a
b
dGk

j

eHk
j

dGk
j

eHk
j













;









x+

x−

xg

xG

xH









≥ 0
(4.28)

gefunden. Zur Bestimmung der oberen Shranke muss dann folgendes lineare Programmgelöst werden:
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min cT (x+ + x−) u.d.N.










A −A I 0 0
B −B 0 0 0
DIj

−DIj
0 0 0

EIj
−EIj

0 0 0

DIj
−DIj

0 −I 0

EIj
−EIj

0 0 −I



















x+

x−

xg

xG

xH









=











a
b
dIj

eIj

dIj

eIj











;









x+

x−

xg

xG

xH









≥ 0.
(4.29)

Dies geshieht völlig analog zu unseren Ausführungen aus Kapitel 4.4.1 mit Hilfe der Big-M- Methode, indem man folgendes lineare Programm löst:
min cT (x+ + x−) + M · ∑

i∈Ij\Gk
j

xG
i + M · ∑

i∈Ij\Hk
j

xH
i u.d.N.













A −A I 0 0
B −B 0 0 0
DGk

j
−DGk

j
0 0 0

EHk
j

−EHk
j

0 0 0

DGk
j

−DGk
j

0 −I 0

EHk
j

−EHk
j

0 0 −I





















x+

x−

xg

xG

xH









=













a
b
dGk

j

eHk
j

dGk
j

eHk
j













;









x+

x−

xg

xG

xH









≥ 0.

(4.30)
Man beahte wieder, dass (4.28) und (4.30) die gleihe zulässige Menge besitzen und dereinzige Untershied in der Zielfunktion im Summanden

M ·
∑

i∈Ij\Gk
j

xG
i + M ·

∑

i∈Ij\Hk
j

xH
ibesteht. Analog zu Satz 4.2 gilt hier das folgende Resultat:Satz 4.3 a) Falls

(

xT xG
Ij\Gk

j

T
xH
Ij\Hk

j

T
)Teine Lösung von (4.30) ist mit

xG
i = 0, ∀i ∈ Ij \ Gk

j ,

xH
i = 0, ∀i ∈ Ij \ Hk

j ,
(4.31)dann ist x eine Lösung von (4.29).b) Falls Problem (4.29) lösbar ist, dann existiert eine Konstante M∗, so dass für alle

M > M∗ Problem (4.30) eine Lösung (

xT xG
Ij\Gk

j

T
xH
Ij\Hk

j

T
)T mit

xG
i = 0, ∀i ∈ Ij \ Gk

j ,

xH
i = 0, ∀i ∈ Ij \ Hk

j ,
(4.32)besitzt.



66 Kapitel 4 Branh-and-Bound-Verfahren für LPECs4.5 Ein zusätzlihes AbbruhkriteriumMit Hilfe von Satz 2.29 erhält man ein einfahes Kriterium, um zu überprüfen, ob einzulässiger Punkt eines MPEC-konvexen Programms, vgl. (2.14), ein globales Minimumist: Ist (x∗, λ) ein stark stationärer Punkt eines MPEC-konvexen Programms und giltzusätzlih λG
α ≥ 0, λH

γ ≥ 0, dann ist x∗ ein globales Minimum des relaxierten Problems,vgl. De�nition 2.28 bzw. (4.5), also insbesondere auh für das MPEC-konvexe Programm,da dessen zulässige Menge eine Teilmenge des relaxierten Problems ist. Da jedes LPECein MPEC-konvexes Programm ist, können wir dieses Resultat auh in unser Verfahreneinbauen.Genauer gesagt, können wir dieses Kriterium auf den Punkt, der mit Hilfe des NLP -Solvers gefunden wird, anwenden. Damit kann überprüft werden, ob wir shon zu Beginnabbrehen können.Auf der anderen Seite ist es niht nötig eine Überprüfung dieses Kriterium für die anderenKnotenpunkte in Ebenen mit j ≥ 1 in unserem Branh-and-Bound-Verfahren einzubauen.Der Grund dafür ist der, dass wir, falls das Kriterium erfüllt wäre, sowieso abbrehenwürden. Um dies einzusehen, nehmen wir an, dass die Voraussetzungen von Satz 2.29erfüllt sind. Dann ist x∗ ein globales Minimum für das relaxierte Problem (4.5) und es gilt
f(x) ≥ f(x∗) für alle x, die für das relaxierte Problem P 1

0 zulässig sind. Insbesondere istdann f(x1
0) ≥ f(x∗), wobei x1

0 die Lösung des relaxierten Problems P 1
0 sei. Allerdings giltnah De�nition des relaxierten Problems f(x1

0) ≤ f(x∗) und deshalb insgesamt f(x1
0) =

f(x∗). Wir erhalten somit
f

0
= f

1
= . . . = f

ℓ
= f(x∗).Folglih stoppt unser Algorithmus, sobald das globale Minimum x∗ in Ebene j gefundenwird, denn dann gilt

f
j

= f j = f(x∗),und das Kriterium aus Satz 2.29 muss niht mehr veri�ziert werden.4.6 Komplementäre Shnittebenen4.6.1 Allgemeine BeshreibungDie Idee, die hier beshrieben wird, ist dem Paper [52℄ entnommen und basiert auf demklassishen Shnittebenenverfahren der ganzzahligen Optimierung.Betrahten wir ein festes Problem P k
j mit einer Lösung xk

j . O.B.d.A. nehmen wir an, dassdie Nebenbedingungen dieses linearen Programms in Standardform
Ax = b, x ≥ 0gegeben sind. Desweiteren nehmen wir an, dass die Lösung xk

j ein Basisvektor der zulässigenMenge ist, was bedeutet, dass die Lösung xk
j mit Hilfe des Simplex-Verfahrens, vgl. Kapitel3.2.1, gefunden wurde. Es seien B bzw. N die zugehörigen Indexmengen, die die Indizes der



4.6 Komplementäre Shnittebenen 67Basisvariablen bzw. Nihtbasisvariablen enthalten. Entsprehend sei B die Basismatrix und
N die Nihtbasismatrix. Dann kann die zulässige Menge des Programms P k

j in folgenderWeise umgeshrieben werden:
Ax = b, x ≥ 0

⇐⇒ BxB + NxN = b, x ≥ 0

⇐⇒ xB + B−1N
︸ ︷︷ ︸

=:C

xN = B−1b
︸ ︷︷ ︸

=:g

, x ≥ 0

⇐⇒ xr +
∑

i∈N
crixi = gr ∀r ∈ B, x ≥ 0.

(4.33)
Man beahte, dass man die Matrix C niht extra bestimmen muss, wenn man für dieLösung der linearen Programme die Tableau-Shreibweise des Simplex-Verfahrens, vgl.Kapitel 3.2.2, benutzt, denn die Spalten der Matrix B−1N sind auh Spalten des Tableaus.Nehmen wir nun an, dass die Lösung xk

j von P k
j niht die Komplementaritätsbedingung

Gi(x)Hi(x) = 0, ∀i = 1, . . . , ℓ,erfüllt. Dann gibt es einen Index r mit
Gr(x

k
j ) > 0und

Hr(x
k
j ) > 0.Dies impliziert auf Grund unserer Standardform Ax = b, x ≥ 0, dass es zwei Indizes r1, r2mit (xk

j )r1 > 0 und (xk
j )r2 > 0 gibt (beahte dazu, dass man Shlupfvariablen einfüh-ren muss, um die Standardform zu erreihen, vgl. Kapitel 4.4.1). Insbesondere gilt dann

r1, r2 ∈ B. Allerdings muss jeder zulässige Punkt unseres LPECs (4.1) zusätzlih zu denNebenbedingungen Ax = b, x ≥ 0 auh die Komplementaritätsbedingungen erfüllen, d.h.entweder die Komponente r1 oder die Komponente r2 ist Null.Deshalb folgt aus (4.33) für die Indizes r = r1 bzw. r = r2, dass jeder zulässige Punkt xunseres LPECs entweder die Gleihung
∑

i∈N
cr1ixi = gr1oder die Gleihung

∑

i∈N
cr2ixi = gr2erfüllt. Teilt man diese durh gr1 = (xk

j )r1 > 0 bzw. gr2 = (xk
j )r2 > 0 (vgl. (4.33) undbeahte, dass (xk

j )N = 0 gilt, da xk
j eine Basisvariable ist), erhält man entweder

∑

i∈N

cr1i

gr1

xi = 1
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∑

i∈N

cr2i

gr2

xi = 1.Deshalb erfüllt jeder zulässige Punkt unseres MPECs die Ungleihung
∑

i∈N
dixi ≥ 1 mit di := max

{cr1i

gr1

,
cr2i

gr2

}

.Auf Grund ihrer Herleitung nennen wir das eine komplementäre Shnittebene. Manbeahte, dass man so eine Ungleihung für jeden Index r, für den Komplementarität verletztist, erhalten kann. Die Lösung xk
j des aktuellen Programms P k

j erfüllt dann alle dieseUngleihungen niht, aber jede Lösung des Ausgangsproblems (4.1), die in den aktuellenZweig hineinfällt, muss diese Bedingungen erfüllen. Deshalb ist es siherlih sehr sinnvoll,diese komplementären Shnittebenen zum Problem P k
j und zu allen folgenden Programmenin diesem Zweig des Baums hinzuzufügen.4.6.2 E�ziente Lösung der linearen Programme mit Shnittebe-nenKommen wir nun zu der Frage, wie man dieses neue lineare Programm e�zient lösen kann.Dazu sei

I := {r ∈ {1, . . . , ℓ} | Gr(x
k
j )Hr(x

k
j ) > 0.}mit |I| = s. Dann lautet das neue lineare Programm nah Hinzufügen der Shnittebenenwie folgt:

min cT xu.d.N. Ax = b,
∑

i∈N
drixi ≥ 1, ∀r ∈ I,

x ≥ 0.

(4.34)Da die Lösung xk
j von Problem P k

j ein Basisvektor ist, gilt (xk
j )i = 0 für jedes i ∈ Nund deshalb ist xk

j kein zulässiger Vektor für (4.34). Als Nähstes shreiben wir (4.34) inStandardform um:
min (cT , 0)








x
xn+1...
xn+s






u.d.N. (

A 0
D −Is

)








x
xn+1...
xn+s








=








b
1...
1








;








x
xn+1...
xn+s








≥ 0

(4.35)
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i ∈ B ∪N

wozu wir dri := 0 ∀i ∈ B setzen.Wegen
Dxk

j = DB
(
xk

j

)

B + DN
(
xk

j

)

N = 0 ·
(
xk

j

)

B + DN · 0 = 0folgt:
(

A 0
D −Is

)








xk
j

− 1...
− 1








=








b
1...
1








.Damit haben wir einen zulässigen Punkt gefunden, der die Nebenbedingungen des neuenlinearen Programms (4.35) erfüllt, aber leider negative Komponenten besitzt. Deshalb kanner niht als Startbasisvektor für das Simplex-Verfahren verwendet werden. Allerdings istes möglih das duale Simplex-Verfahren zu benutzen, da hierfür nur ein Quasi-Basisvektorbenötigt wird, vgl Kapitel 3.2.3. Gehen wir also davon aus, dass wir das Problem P k
j mitder Tableau-Shreibweise des Simplex-Verfahrens, vgl. Kapitel 3.2.2, gelöst haben und alsEndresultat folgendes Tableau erhalten haben:

−cT
B

(
xk

j

)

B cT − cT
BB−1A

(
xk

j

)

B B−1AAls Nähstes erstellen wir dann basierend auf diesem Tableau das Starttableau für dasduale Simplex-Verfahren um Problem (4.35) zu lösen:
• Da B eine Basismatrix für das Ausgangsproblem P k

j ist, bekommen wir für (4.35)die neue Basismatrix
B =

[
B 0
0 −Is

]Man beahte dazu: DB = 0 und det B = (−1)s det B 6= 0. Die Inverse von B lautet:
B

−1
=

[
B−1 0
0 −Is

]

• Für die reduzierten Kosten bekommen wir:
[

cT 0
]
−

[
cT
B 0

]
[

B−1 0
0 −Is

] [
A 0
D −Is

]

=

[
cT 0

]
−

[
cT
BB−1 0

]
[

A 0
D −Is

]

=
[

cT − cT
BB−1A 0

]
≥ 0,denn auf Grund der Optimalität der Lösung xk

j für das Ausgangsproblem gilt
cT − cT

BB−1A ≥ 0,vgl. das 1. Abbruhkriterium des Simplex-Verfahrens in Kapitel 3.2.1.
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• Das Haupttableau hat folgende Gestalt:

B
−1

[
A 0
D −Is

]

=

[
B−1 0
0 −Is

] [
A 0
D −Is

]

=

[
B−1A 0
−D Is

]

.

• Der Basisanteil unseres Quasi-Basisvektors ist: [ (
xk

j

)

B
−es

].
• Die aktuellen Kosten sind: [

cT
B 0

]
[ (

xk
j

)

B
−es

]

= cT
B

(
xk

j

)

BDann sieht unser Starttableau wie folgt aus:
−cT

B
(
xk

j

)

B cT − cT
BB−1A 0

(
xk

j

)

B B−1A 0

−es −D IsMan beahte, dass jeder Eintrag des Tableaus shon aus dem vorherigen Tableau bekanntist, oder leiht aus diesen Einträgen bestimmt werden kann, wie z.B. die Matrix D. Mitdiesem Tableau können wir nun das duale Simplex-Verfahren starten, vgl. Kapitel 3.2.3.4.7 Der MPEC-konvexe FallIn diesem Abshnitt diskutieren wir noh kurz die Erweiterung unseres Branh-and-Bound-Verfahrens auf den MPEC-konvexen Fall.Die Verzweigungsprozedur bleibt beim MPEC-konvexen Problem analog zum LPEC er-halten. Auh die Bestimmung von oberen und unteren Shranken bleibt im Prinzip gleih.Der Hauptuntershied besteht darin, dass unsere Teilprobleme, die wir in jedem Knoten lö-sen müssen, anstatt linearer Programme nun (nihtlineare) konvexe Programme sind. Dieshat einige Auswirkungen: Wir können niht mehr garantieren (selbst bei exakter Arith-metik), dass wir nah endlih vielen Shritten das (globale) Minimum dieser Teilprobleme�nden. Auÿerdem ist es niht mehr möglih, die vorherige Lösung so e�zient wie bei linea-ren Programmen als Startpunkt für die nahfolgenden Teilprobleme zu benutzen.Auf der anderen Seite gelten Satz 2.27 und 2.29 auh für den MPEC-konvexen Fall,so dass das Abbruhkriterium von Satz 2.29 auh hier verwendet werden kann. Die kom-plementären Shnittebenen können allerdings niht mehr uneingeshränkt benutzt werden,da diese ja sehr stark von der linearen Struktur der Nebenbedingungen abhängen. Deshalbkann diese Tehnik nur dann weiterhin benutzt werden, wenn alle Nebenbedingungen linearbleiben und nur die Zielfunktion f konvex ist.
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Kapitel 5Numerishe Resultate
5.1 Einige Details zur ImplementationDas Verfahren, das im vorigen Abshnitt beshrieben wurde, wurde in Matlab implemen-tiert. Um unsere erste obere Shranke f0 zu erhalten, benutzen wir den SNOPT-Solvervon TOMLAB, vgl. [48℄, der im Zusammenhang mit MPECs ganz brauhbare Ergebnisseliefert. Man beahte, dass dies das einzige nihtlineare Programm ist, welhes in unseremgesamten Algorithmus gelöst werden muss. Alle anderen Teilprobleme sind linear, so dasswir für die Lösung dieser das Simplex-Verfahren, vgl. Kapitel 3.2.1, benutzen können. Dieshat insbesondere den Vorteil, dass wir Informationen aus der Lösung von vorherigen Pro-blemen für die Lösung der folgenden linearen Programme viel besser nutzen können, alsdies bei Innere-Punkte-Methoden der Fall wäre.Die linearen Programme, die als Blätter in unserem Baum auftauhen, untersheiden sihnur wenig voneinander, so dass wir Standardtehniken der linearen Optimierung zur Lösungdieser benutzen können. Insbesondere geshieht das in den folgenden Situationen:

• im Verzweigungsprozess, vgl. Kapitel 4.4.1,
• in der Lösung des linearen Programms um obere Shranken zu erhalten, vgl. Kapitel4.4.2,
• wenn wir Shnittebenen hinzufügen, vgl. Kapitel 4.6.2.5.2 LPECs, die sih aus zweistu�gen Optimierungspro-blemen ergebenIn [42, Kapitel 9.2℄ sind mehrere (klein-dimensionale) Beispiele für lineare zweistu�geOptimierungsprobleme (Bilevel programs) gegeben. Ein lineares zweistu�ges Opti-mierungsproblem ist ein Problem folgender Gestalt:
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min
x, y

cT
1 x + dT

1 yu.d.N. A1x + B1y ≤ b1,
C1x + D1y = e1,
y löst
min

y
cT
2 x + dT

2 yu.d.N. A2x + B2y ≤ b2,
C2x + D2y = e2.Benutzt man für das Problem in der unteren Ebene die KKT-Bedingungen, vgl. De�nition1.8, so erhält man das folgende LPEC:

min
x, y

cT
1 x + dT

1 yu.d.N A1x + B1y ≤ b1,
C1x + D1y = e1,
dT

2 + λT B2 + µT D2 = 0,
A2x + B2y + s = b2,
C2x + D2y = e2,
λT s = 0,
λ, s ≥ 0.Wenden wir unser Branh-and-Bound-Verfahren auf die Probleme [42℄ in der Gestalt vonLPECs an, so erhalten wir die Ergebnisse, die in Tabelle 5.1 angegeben sind. Diese TabelleBeispiel f∗ x∗ y∗ i LP1 -13 5 (4,2) 1 22 -16 4 4 3 63 -29.2 (0,0.9) (0,0.6,0.4,0,0,0) 4 124 -37 19 14 2 45 -1 0 (0,1) 1 26 -49 16 11 2 47 -26 (0,0.9) (0,0.6,0.4) 3 68 -3.25 (2,0) (1.5,0) 2 49 3.111 0.889 2.222 3 610 −∞ � � 5 10Tabelle 5.1: Numerishe Ergebnisse für die Testbeispiele von [42℄gibt für jedes Beispiel das Folgende an:

• den optimalen Funktionswert f∗, der von unserem Verfahren gefunden wurde,
• die Lösungen x∗ und y∗ der Probleme der oberen bzw. unteren Ebene,
• die Ebene i, bis zu welher wir verzweigen mussten,
• sowie die Anzahl der linearen Programme, die gelöst werden mussten.



5.2 LPECs, die sih aus zweistu�gen Optimierungsproblemen ergeben 73Man beahte, dass unsere Ergebnisse für die Beispiele 8 und 10 von denen, die in [42℄angegeben sind, abweihen. Daher wollen wir diese genauer betrahten. Sehen wir unszuerst Beispiel 8 an, welhes ursprünglih in [9℄ auftrat:
min
x, y

−2x1 + x2 + 0.5y1u.d.N x ≥ 0,
y löst
min

y
−4y1 + y2 + x1 + x2u.d.N. −2x1 + y1 − y2 ≤ −2.5,

x1 − 3x2 + y2 ≤ 2,
x1 + x2 ≤ 2,

−y1 ≤ 0,
−y2 ≤ 0.Wir haben die Lösung x = (2, 0)T , y = (1.5, 0)T gefunden, wobei sowohl [42℄ als auh[9℄ behaupten, dass x = (1, 0)T , y = (0.5, 1)T das globale Minimum sei. Da unsere Lösungzulässig und der Wert der Zielfunktion geringer ist (−3.25 statt −1.75), ist es gerehtfertigtzu behaupten, dass die Lösung in [42, 9℄ niht rihtig sein kann. Desweiteren stimmt unsereLösung auh mit derjenigen aus [89℄ überein.Kommen wir nun zu Beispiel 10, welhes wie folgt lautet:

min
x, y

−2x1 + x2 + 0.5y1u.d.N. y ≥ 0,
x ≥ 0,
y löst
min

y
−4y1 + y2 + x1 + x2u.d.N. −2x1 + y1 − y2 ≤ −2.5,

x1 − 3x2 + y2 ≤ 2,
−y1 ≤ 0,
−y2 ≤ 0.Die in [42℄ angegebene Lösung lautet x = (2, 0)T , y = (1.5, 0)T und der zugehörige Ziel-funktionswert ist −3.25. Allerdings ist das Problem, so wie es in [42℄ angegeben ist, nahunten unbeshränkt:Dazu betrahten wir die Vektoren

(x1, x2) =

(

t,
t − 2

3

)mit t ≥ 2. Man sieht leiht, dass das innere lineare Programm die Lösung
(y1, y2) = (2t − 2.5, 0)besitzt, da aus der zweiten Nebenbedingung y2 ≤ 0 und damit insgesamt y2 = 0 folgt. AlsKonsequenz erhalten wir aus der ersten Nebenbedingung

y1 ≤ −2.5 + 2t



74 Kapitel 5 Numerishe Resultateund die innere Zielfunktion ist genau dann minimal, wenn Gleihheit herrsht. Setzt mandiese Ergebnisse nun in die äuÿere Zielfunktion ein, so ergibt sih:
−2x1 + x2 + 0.5y1 = −2t +

t − 2

3
+ t − 5

4
→ −∞für t → ∞.5.3 Weitere klein-dimensionale BeispieleHier geben wir eine Klasse von Beispielen aus [16℄ an, die den E�ekt der Shnittebenendemonstrieren sollen.Beispiel 5.1 Betrahte das lineare zweistu�ge Optimierungsproblem

min
x, y

L(x, y) = −
3∑

k=1

xk +
3∑

k=1

yku.d.N. −y ≤ 0
1 ≤ xk ≤ 3, k = 1, . . . , 3,
y löst
min −

3∑

k=1

yku.d.N. xk + yk ≤ pk, k = 1, . . . , 3,
−2xk + yk ≤ 0, k = 1, . . . , 3,

(5.1)
welhes man aus [16℄ erhält, indem man nx = ny = 3 setzt, die additive Konstante 3nx inder Zielfunktion ignoriert und die zusätzlihe Ungleihung y ≥ 0 hinzufügt. Desweiterensetzen wir p1 = 3, p2 = 5, p3 = 9. In diesem Fall ist der optimale Funktionswert f∗ = −3,vgl. [16℄.Wenden wir unser Branh-and-Bound-Verfahren (inklusive Shnittebenen, vgl. Kapitel 4.6)auf dieses Beispiel an, so erhalten wir den folgenden Verzweigungsbaum:Ebene
0

1

2

untere/obere Shranke
−9 − 1

−9 − 1

−3 − 3

−9

−3 −9

− −1 −1 −3

P 1
0

P 1
1 P 2

1

P 1
2 P 2

2 P 3
2 P 4

2In jedem Blatt ist der optimale Zielfunktionswert der Lösung von P k
j angegeben. Ein −bedeutet, dass das Problem niht zulässig ist. Wenden wir unser Verfahren andernfalls ohne
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nx ny p f∗ x∗ y∗ i1 LP1 i2 LP2

1 1 3 −3 3 0 1 2 1 2
1 1 5 −1 3 2 3 6 3 6
1 1 7 1 1 2 3 6 3 6
1 1 8 1 1 2 3 6 3 6
1 1 9 1 1 2 3 6 3 6
3 3 (3, 5, 7) −3 (3, 3, 1) (0, 2, 2) 3 8 5 14
4 4 (3, 5, 7, 9) −2 (3, 3, 1, 1) (0, 2, 2, 2) 4 14 7 30
5 5 (3, 5, 7, 8, 9) −1 (3, 3, 1, 1, 1) (0, 2, 2, 2, 2) 4 16 9 62
6 6 (3, 4, 5, 7, 8, 9) −3 (3, 3, 3, 1, 1, 1) (0, 1, 2, 2, 2, 2) 4 14 10 90
4 6 (3, 4, 5, 7) −5 (3, 3, 3, 1) (0, 1, 2, 2, 0, 0) 3 8 6 22
6 4 (5, 9, 3, 6) −9 (3, 1, 3, 3, 3, 3) (2, 2, 0, 3) 4 14 7 28
10 8 (7, 5, 8, 3, 4, 7, 6, 9) −8 (1, 3, 1, 3, 3, 1, 3, 1, 3, 3) (2, 2, 2, 0, 1, 2, 3, 2) 4 16 13 318Tabelle 5.2: Numerishe Resultate für einige Beispiele aus [16℄Shnittebenen an, so sieht der Verzweigungsbaum wie folgt aus:Ebene

0

1

2

3

4

untere/obere Shranke
−9 − 1

−9 − 1

−5 − 1

−5 − 3

−3 − 3

−9

−3 −9

−1 −3 −5 −

− − −3 −5

− −

P 1
0

P 1
1 P 2

1

P 1
2 P 2

2 P 3
2 P 4

2

P 3
3 P 4

3 P 5
3 P 6

3

P 9
4 P 10

4Obwohl das Problem ziemlih klein-dimensional ist, so folgt, dass die Anzahl zu lösen-der linearer Programme im Fall mit Shnittebenen deutlih niedriger ist. Darüber hinauskönnen wir shon viel früher abbrehen (nah der 2. Ebene anstatt der 4. Ebene). ♦Als Nähstes präsentieren wir einige weitere Ergebnisse, die wir aus den Beispielen von [16℄erhalten haben. Wir benutzen diese Beispiele erneut, um die Untershiede zwishen unserenbeiden Versionen zu demonstrieren. Dabei benutzt Version 1 die Shnittebenen-Strategieund Version 2 ist unser Verfahren ohne Shnittebenen. Tabelle 5.2 enthält die zugehörigenErgebnisse, wobei
• nx, ny die Dimension der x, y-Variablen angibt,
• p die rehte Seite der Nebenbedingungen in (5.1) ist,
• f∗ den optimalen Funktionswert angibt, der von unserer Methode gefunden wurde,
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• x∗, y∗ die optimalen Lösungen für das innere/äuÿere Programm sind,
• i1, i2 die höhste Ebene bezeihnet, bis zu welher wir in unseren beiden Versionengehen mussten und
• LP1, LP2 die Anzahl an linearen Programmen angibt, die durh Version1/Version2gelöst werden mussten.Auh bei diesen Ergebnissen sieht man deutlih die Tendenz, dass die Anzahl zu lösenderlinearer Programme im Fall mit Shnittebenen oft deutlih niedriger ist.5.4 LPECs, die sih aus dem Risikowert - Optimierungs-problem ergebenDas Risikowert-Optimierungsproblem ergibt sih im Bereih der �nanziellen Risiko-Analyse.Das Paper [76℄ enthält für dieses Problem eine LPEC-Formulierung und gibt eine Branh-and-Bound artige Methode an um das globale Minimum zu �nden, indem die besondereStruktur des Problems ausgenutzt wird. Wir verwenden das in [76℄ angegebene Problem(bzw. die Klasse von Problemen) als ein Testbeispiel (bzw. Testbeispiele) für unser Ver-fahren. Die (Klasse von) Beispiele, die in [76℄ betrahtet werden, lauten wir folgt:Beispiel 5.2 Betrahte das Optimierungsproblem

min mu.d.N. x ≥ 0,
n∑

i=1

xi = 1,
n∑

i=1

rixi ≥ f,

τj ≥ 0,
pj

1−β
− λj ≥ 0,

τj

(
pj

1−β
− λj

)

= 0,

λj ≥ 0, m + τj − xT yj ≥ 0,
λj

(
m + τj − xT yj

)
= 0,







j = 1, . . . , k,

k∑

i=1

λi = 1,mit n = 3, k = 27, r = (−1/3, 2/3,−1), f = 1/10, β = 0.9, pj = 1/27 für alle j. Desweiterenseien die Vektoren yj wie folgt erzeugt: Es sei




d1

d2

d3



 :=





5 0 −6
7 0 −5
2 0 −5



(d.h. di ist die i-te Zeile der Matrix auf der rehten Seite). Dann de�nieren wir für allemöglihen Kombinationen von j1, j2, j3 ∈ {1, 2, 3} die 33 = 27 Vektoren yj, wobei j =
9(j1 − 1) + 3(j2 − 1) + j3 gelte, wie folgt:

yj :=
(

d1
j1

, d2
j2

, d3
j3

)T
.



5.5 LPECs aus dem Mislassi�ation Minimization Problem 77Für dieses Problem haben wir mit unserem Verfahren dann folgenden Verzweigungsbaumerhalten:Ebene
0

1

2

3

4

5

untere/obere Shranke
−∞ 4.27

−∞ 4.27

2.92 4.27

2.92 4.27

4.02 4.27

4.27 4.27

−∞

−∞ 3.03

2.92 −∞ 3.03 4.02

2.92 4.27 − − 3.03 − 4.02 4.27

− − 4.27 − − − 4.02 −

− − − −
♦Indem man die Matrix d = (d1; d2; d3) zufällig ändert, erhalten wir andere Varianten desobigen Beispiels. Die Ergebnisse einiger dieser Varianten sind in Tabelle 5.3 angegeben.Erneut betrahten wir die zwei Versionen unserer Methode, Version 1 mit Shnittebenenund Version 2 ohne diese. In Tabelle 5.3 gilt:

• Die Spalten i1, i2 bzw. LP1, LP2 geben das höhste Level bzw. die Anzahl linearerProgramme, die jeweils von Version1/Version2 gelöst werden mussten, an.
• f∗ ist der optimale Zielfunktionswert, den wir gefunden haben.
• Desweiteren wird in der ersten Spalte noh die Matrix d angegeben.Auh hier ist die Tendenz zu erkennen, dass die Methode mit Shnittebenen früher (imSinne von: weniger Ebenen werden durhlaufen) eine Lösung �ndet.5.5 LPECs aus demMislassi�ation Minimization Pro-blemDas Problem, zwei Punktmengen A und B im n-dimensionalen Raum R

n zu trennen,bezeihnet man als Mislassi�ation Minimization (vergleihe, z.B., [64℄). Falls diebeiden Mengen, die durh die m × n und k × n Matrizen A und B repräsentiert werden,disjunkte konvexe Hüllen besitzen, können sie durh die Ebene
wT x = γ
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d i1 LP1 i2 LP2 f∗

(−8,−9, 3; 9, 6, 5;−1,−1,−10) 6 24 6 24 3.81474
(8, 0, 7;−10, 8, 8; 7, 9,−7) 6 20 9 30 7.84545

(−1,−3, 8;−5, 6,−3;−10, 2, 5) 5 22 6 32 3.84666
(1,−8,−2;−4, 4, 3;−3,−9,−1) 6 28 10 50 3.81474

(−4, 1, 4; 1,−2, 0; 2, 2, 9) 4 8 4 8 1.00000
(2, 1,−6;−4, 9,−1; 1,−10, 2) 6 28 8 40 4.72924
(5, 2, 4;−3, 7,−6;−7, 2,−8) 6 32 9 44 4.57142
(−8, 4, 4;−8, 8,−9;−6, 5, 9) 7 34 11 70 5.73332
(−2, 4, 4; 2, 3,−2; 2,−9,−9) 5 26 6 28 2.20625
(−5, 6,−4;−2, 7, 10;−5, 4, 0) 7 30 13 48 6.12142

(1,−8,−9; 7, 7,−3;−5,−9,−7) 5 18 6 36 2.39998
(−8, 2, 5;−6,−9,−2; 2, 0, 10) 4 14 4 14 −2.00000
(8, 1, 10; 8, 7,−6;−7, 5,−8) 5 26 7 54 6.61489
(−1, 4, 3; 4, 7,−4; 5, 6, 0) 6 30 6 32 5.15216

(−1,−4, 4;−7,−5,−10;−3, 9, 3) 4 14 4 14 −5.00000Tabelle 5.3: Numerishe Resultate für LPECs, die sih aus dem Risikowert-Optimierungsproblem ergebenstrikt getrennt werden. Äquivalent dazu ist es, einen Vektor w und ein Skalar γ mit
Aw − eγ − e ≥ 0, −Bw + eγ − e ≥ 0,zu �nden, wobei e der Vektor entsprehender Dimension sei, der aus lauter Einsen bestehe.Falls die Trennung der beiden Mengen niht möglih ist, kann man immerhin noh dieAnzahl fehlklassi�zierter Punkte minimieren:

min
w,γ

eT (−Aw + eγ + e)∗ + eT (Bw − eγ + e)∗.Dabei sei ()∗ : R → R, die Stufenfunktion, die durh
(x)∗ =

{
1, falls x > 0,
0, falls x ≤ 0de�niert ist. Wie in [64℄ gezeigt wird, ist dieses Problem äquivalent zu folgendem LPEC:

min
x, y

er + esu.d.N. u + Aw − eγ − e ≥ 0, v − Bw + eγ − e ≥ 0,
r ≥ 0, s ≥ 0,

r(u + Aw − eγ − e) = 0, s(v − Bw + eγ − e) = 0,
−r + e ≥ 0, −s + e ≥ 0,

u ≥ 0, v ≥ 0,
u(−r + e) = 0, v(−s + e) = 0.
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|TA| |TB| |FA| |FB| %

10 10 15 25 5.8%
20 20 8 19 4.0%
50 50 24 8 4.7%
70 70 10 10 2.9%
100 50 11 15 3.8%
100 100 13 1 2.1%
130 50 5 20 3.7%
120 70 7 17 3.5%
110 80 14 3 2.5%Tabelle 5.4: Numerishe Resultate für das Mislassi�ation Minimization Problem unterVerwendung vershiedener TrainingsmengenDas Beispiel, das in diesem Abshnitt betrahtet wird (und shon in zahlreihen früherenPapers benutzt wurde, vgl. z.B. [66, 67℄) ist der Wisonsin Breast Caner Datenbankentnommen, vgl. [68℄, und besteht aus 682 Vektoren, von denen 443 gutartig und 239bösartig sind. Jeder Vektor besteht aus 9 Komponenten. Wie shon oben erwähnt, müssenwir eine Ebene �nden, die diese beiden Mengen trennt. Dies ist für die gegebenen Vektorenniht vollständig möglih. Unser Ziel ist es daher, eine Ebene zu �nden, die die Anzahlan fehlklassi�zierten Punkten minimiert. Deshalb ist es sinnvoll das oben angesproheneLPEC zu lösen. Wendet man unseren Algorithmus an, dann erhält man folgende Ebene alsLösung (bei Betrahtung aller 682 Vektoren):

w =

















−0.0703
−0.0923
−0.0234
−0.0344

0.0211
−0.0608

0.0220
−0.0527
−0.0602

















und γ = −1.1226.

Für diese (optimale) Ebene sind 7 der gutartigen und 3 der bösartigen Daten fehlklas-si�ziert. Dies ist nur ein Prozentsatz von 10/682 = 1.5%. Leider hat es sehr sehr langegedauert um diese Lösung des LPECs zu bestimmen, da die Lösung erst in Ebene 26gefunden wurde. Bis zu diesem Zeitpunkt mussten 3, 173, 471 lineare Programme gelöstwerden. Auf der anderen Seite, wenn man berüksihtigt, dass der Baum bis Ebene 26aus 227 − 1 = 134, 217, 727 Knoten besteht, ist die obige Zahl gar niht so shleht. Dervollständige Verzweigungsbaum besteht sogar aus 21265 − 1 Knoten! Als Nähstes habenwir noh zufällige Trainingsmengen TA und TB als Teilmengen von A und B genommen.Mit der berehneten optimalen Ebene für die Trainingsmengen haben wir dann überprüft,



80 Kapitel 5 Numerishe Resultatewie die ursprünglihe Datenmenge getrennt wurde. Tabelle 5.4 enthält die zugehörigenErgebnisse, wobei folgendes gilt:
• |TA| bzw. |TB| bezeihnet die Anzahl der Elemente der Trainingsmenge der gutartigenund bösartigen Daten.
• |FA| bzw. |FB| geben die Anzahl der verbleibenden Daten, die in der falshen Halb-ebene liegen, an.
• Shlieÿlih geben wir in der letzten Spalte den Prozentsatz an fehlklassi�zierten Punk-ten an.
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Teil IIIGlobale Konvergenz einesFilter-SQPEC-Verfahrens für MPECs
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Kapitel 6Das Filter-SQPEC-VerfahrenIn diesem Kapitel wird ein Filter-Verfahren vorgestellt, welhes die Idee des Filter-SQP-Verfahrens von Flether, Ley�er und Toint, vgl. [36, 40, 41℄ aufgreift. Da der Konvergenz-satz von Flether et al. für allgemeine nihtlineare Programme der Form (1.1) geshriebenist und als Voraussetzung MFCQ benötigt, kann dieses Verfahren niht ohne weiteres aufMPECs angewendet werden und muss deshalb modi�ziert werden.Da man bei dem hier vorgestellten Filter-Verfahren in jedem Iterationsshritt ein QPECals Teilproblem zu lösen hat (bei Flether et al. war dies noh ein quadratishes Pro-gramm), sprehen wir von Filter Sequential Quadrati Programming with Equili-brium Constraints, kurz Filter-SQPEC-Verfahren.Wir werden in Satz 6.1 sehen, dass wir einen M-stationären Punkt x erhalten, falls dasVerfahren mit der Lösung d = 0 für das zugehörige Teilproblem abbriht. Ist zusätzlihfür x die MPEC-LICQ-Bedingung erfüllt, so briht das Verfahren in diesem Fall mit einemstark stationären Punkt ab. In allen anderen Fällen (in denen niht mit einer Lösung d = 0eines Teilproblems abgebrohen wird) erhalten wir unter der MPEC-MFCQ-Bedingung zu-mindest einen A-stationären Punkt als Häufungspunkt, vgl. den Konvergenzsatz 7.6.6.1 Allgemeine Einführung in das VerfahrenHauptbestandteil unseres Algorithmus ist ein QPEC, das von der aktuellen Iterierten xund dem Trust-Region-Radius ρ abhängt:
QPEC(x, ρ)







min q(d) := f(x) + ∇f(x)T d + 1
2
dT Bdu.d.N. gi(x) + ∇gi(x)T d ≤ 0, ∀i = 1, . . . , m,

hi(x) + ∇hi(x)T d = 0, ∀i = 1, . . . , p,
Gi(x) + ∇Gi(x)T d ≥ 0, ∀i = 1, . . . , ℓ,
Hi(x) + ∇Hi(x)T d ≥ 0, ∀i = 1, . . . , ℓ,
(Gi(x) + ∇Gi(x)T d) (Hi(x) + ∇Hi(x)T d) = 0, ∀i = 1, . . . , ℓ,
‖d‖∞ ≤ ρ.



84 Kapitel 6 Das Filter-SQPEC-VerfahrenTatsählih hängt das QPEC auh von der Matrix B ab, an die wir später noh die For-derung der positiven De�nitheit stellen werden. In unserem Konvergenzbeweis spielt dieseMatrix allerdings nur eine untergeordnete Rolle. Deshalb haben wir dies auh in der Nota-tion niht explizit kenntlih gemaht. Es sei hier aber auh noh mal ausdrüklih erwähnt,dass man im Falle B = 0 ein LPEC erhält. Warum dieses Teilproblem so enorme Bedeu-tung hat, wird durh den folgenden Satz ersihtlih. Er besagt, dass wenn d∗ = 0 eineLösung des QPECs(x, ρ) ist, dann ist x zumindest ein M-stationärer Punkt:Satz 6.1 Ist d∗ = 0 ein lokales Minimum des QPECs(x, ρ), dann ist x ein M-stationärerPunkt des MPECs (1). Gilt für x zusätzlih die MPEC-LICQ-Bedingung, dann ist x einstark stationärer Punkt des MPECs (1).Beweis. Sei 0 ein lokales Minimum des QPECs(x, ρ). Wie man leiht sieht, ist x dannzulässig für das MPEC (1). Wir bezeihnen im Folgenden die Zielfunktion und die Neben-bedingungen des QPECs wie folgt:
f(d) := f(x) + ∇f(x)T d + 1

2
dT Bd,

gi(d) := gi(x) + ∇gi(x)T d, ∀i = 1, . . . , m,

hi(d) := hi(x) + ∇hi(x)T d, ∀i = 1, . . . , p,
Gi(d) := Gi(x) + ∇Gi(x)T d, ∀i = 1, . . . , ℓ,
Hi(d) := Hi(x) + ∇Hi(x)T d, ∀i = 1, . . . , ℓ.Dabei lassen wir die Nebenbedingung ‖d‖∞ ≤ ρ weg, da sie für d = 0 niht aktiv istund damit alle auftretenden Lagrange-Multiplikatoren 0 sind. Desweiteren beahte mannoh, dass die Indexmengen Ig(x), α(x), β(x), γ(x) des MPECs (1) mit den Indexmengen

Ig(0), α(0), β(0), γ(0) des QPECs übereinstimmen. Wie man sofort sieht, gilt weiterhin:
∇f(0) = ∇f(x),
∇gi(0) = ∇gi(x), ∀i = 1, . . . , m,

∇hi(0) = ∇hi(x), ∀i = 1, . . . , p,
∇Gi(0) = ∇Gi(x), ∀i = 1, . . . , ℓ,
∇H i(0) = ∇Hi(x), ∀i = 1, . . . , ℓ.

(6.1)Da jedes QPEC insbesondere ein MPAEC ist, vgl. De�nition 2.24, gilt für 0 die MPEC-ACQ-Bedingung, vgl. Satz 2.25. Aus MPEC-ACQ folgt MPEC-GCQ, vgl. Korollar 2.10,also ist 0 nah Satz 2.19 ein M-stationärer Punkt des QPECs, d.h. es existieren Lagrange-Multiplikatoren λ = (λg, λh, λG, λH), so dass die folgenden Bedingungen erfüllt sind:
0 = ∇f(0) +

m∑

i=1

λg
i∇gi(0) +

p
∑

i=1

λh
i ∇hi(0) −

ℓ∑

i=1

[λG
i ∇Gi(0) + λH

i ∇H i(0)]

λG
α frei,

λH
γ frei, (λG

i > 0 ∧ λH
i > 0) ∨ λG

i λH
i = 0, ∀i ∈ β,

λG
γ = 0,

λH
α = 0

g(0) ≤ 0, λg ≥ 0, (λg)T g(0) = 0.



6.1 Allgemeine Einführung in das Verfahren 85Wegen (6.1) ist dies aber äquivalent dazu, dass Lagrange-Multiplikatoren existieren mit
0 = ∇f(x) +

m∑

i=1

λg
i∇gi(x) +

p∑

i=1

λh
i ∇hi(x) −

ℓ∑

i=1

[λG
i ∇Gi(x) + λH

i ∇Hi(x)]

λG
α frei,

λH
γ frei, (λG

i > 0 ∧ λH
i > 0) ∨ λG

i λH
i = 0, ∀i ∈ β,

λG
γ = 0,

λH
α = 0

g(x) ≤ 0, λg ≥ 0, (λg)T g(x) = 0.Folglih ist x ein M-stationärer Punkt des MPECs (1), vgl. De�nition 2.18.Genügt x zusätzlih der MPEC-LICQ-Bedingung bzgl. des MPECs (1), dann sind diefolgenden Gradienten linear unabhängig:
∇gi(x) = ∇gi(0), ∀i ∈ Ig

∇hi(x) = ∇hi(0), ∀i = 1, . . . , p,
∇Gi(x) = ∇Gi(0), ∀i ∈ α ∪ β,
∇Hi(x) = ∇H i(0), ∀i ∈ β ∪ γ.Also genügt 0 der MPEC-LICQ-Bedingung bzgl. des QPECs(x, ρ). Nah Satz 2.17 ist 0dann ein stark stationärer Punkt des QPECs, d.h. es existieren Lagrange-Multiplikatoren

λ = (λg, λh, λG, λH), so dass (0, λ) die Bedingungen
0 = ∇f(0) +

m∑

i=1

λg
i∇gi(0) +

p
∑

i=1

λh
i ∇hi(0) −

ℓ∑

i=1

[λG
i ∇Gi(0) + λH

i ∇H i(0)]

λG
α frei, λG

β ≥ 0, λG
γ = 0,

λH
γ frei, λH

β ≥ 0, λH
α = 0,

g(0) ≤ 0, λg ≥ 0, (λg)T g(0) = 0,erfüllt. Erneut wegen (6.1) ist dies äquivalent dazu, dass Lagrange-Multiplikatoren λ =
(λg, λh, λG, λH) existieren mit,

0 = ∇f(x) +
m∑

i=1

λg
i∇gi(x) +

p
∑

i=1

λh
i ∇hi(x) −

ℓ∑

i=1

[λG
i ∇Gi(x) + λH

i ∇Hi(x)]

λG
α frei, λG

β ≥ 0, λG
γ = 0,

λH
γ frei, λH

β ≥ 0, λH
α = 0,

g(x) ≤ 0, λg ≥ 0, (λg)T g(x) = 0,folglih ist x ein stark stationärer Punkt des MPECs (1), vgl. De�nition 2.14.
�Tritt dieser Fall niht ein und ist 0 keine Lösung des QPECs(x, ρ), dann hat man mehrereMöglihkeiten:Man kann z.B. als neue Iterierte den Punkt x + d∗ betrahten und dann versuhen dasQPEC(x+d∗, ρ) zu lösen, oder ähnlih wie bei den klassishen Trust-Region-Verfahren derunrestringierten Optimierung, den Trust-Region-Radius ρ verändern.



86 Kapitel 6 Das Filter-SQPEC-VerfahrenBevor wir zu den Details des Algorithmus kommen, zunähst noh ein paar Notationenund De�nitionen:Im Folgenden bezeihne dk die globale Lösung (sofern sie existiert) des QPECs(xk, ρ), wobei
xk die aktuelle Iterierte sei. Desweiteren sei

∆q := q(0) − q(dk) = −∇f(xk)T dk − 1

2
dkT

Bdk (6.2)die vorhergesagte Reduktion und
∆f := f(xk) − f(xk + dk) (6.3)die tatsählihe Reduktion.Bei den Trust-Region-Verfahren in der unrestringierten Optimierung benutzt man das Kri-terium

∆f ≥ σ∆q, (6.4)mit σ ∈ (0, 1) nahe bei Eins, um zu überprüfen, ob der Shritt erfolgreih war. Dabeiist ∆q > 0, falls x noh kein stationärer Punkt war. In einem NLP Algorithmus kann esallerdings durhaus vorkommen, dass ∆q negativ oder Null ist. Deshalb wird das Kriteriumin unserem Algorithmus nur angewendet, falls ∆q positiv ist.Als Maÿ für die Zulässigkeit eines Punktes x für das MPEC (1) wählen wir die Gröÿe:
c(x) :=‖max{0, g(x)}‖1 + ‖h(x)‖1 + ‖min{G(x), H(x)}‖1

=

m∑

i=1

max{0, gi(x)} +

p
∑

i=1

|hi(x)| +
ℓ∑

i=1

|min{Gi(x), Hi(x)}|.
(6.5)O�ensihtlih gilt:

x ist zulässig für das MPEC (1) ⇐⇒ c(x) = 0.Ist xk ein durh das Verfahren erzeugter Punkt, so setzen wir häu�g:
fk := f(xk),bzw.
ck := c(xk).Damit kommen wir nun zum zentralen Begri� für die Filter-Verfahren, vgl. [36℄:De�nition 6.2 Ein Vektor xk ∈ R

n dominiert einen zweiten Vektor xl, wenn sowohl
c(xk) ≤ c(xl) als auh f(xk) ≤ f(xl)gilt. Ist diese Bedingung erfüllt, sagt man auh, dass das Paar (

c(xk), f(xk)
) das Paar

(
c(xl), f(xl)

) dominiert.



6.1 Allgemeine Einführung in das Verfahren 87Ein Vektor xk ∈ R
n dominiert folglih einen zweiten Vektor xl genau dann, wenn sowohlder Zielfunktionswert als auh die Verletzung der Nebenbedingung in xk kleiner (oder zu-mindest gleih) als in xl ist. Deshalb ist der Punkt xk aus Siht der Optimierung derbessere Punkt und wir können bei den weiteren Untersuhungen auf xl vollständig verzih-ten. Kommen wir nun zum Begri� des Filters, vgl. [36℄, der genau das tut: er berüksihtigtnur die �besseren� Punkte:De�nition 6.3 Ein Filter ist eine Liste von Paaren (cj, f j), so dass kein Paar ein anderesdominiert. Wir shreiben in der k-ten Iteration:

Fk = {j ∈ {1, . . . , k − 1}|(f j, cj) ist ein Eintrag aus dem Filter}. (6.6)Wenn ein Vektor xj zum Filter gehört, bzw. j ∈ Fk gilt, so besitzt er also einen kleinerenZielfunktionswert oder hat eine bessere Zulässigkeit als jeder andere Punkt aus dem Filter.Ursprünglih hieÿ ein Paar (c(x), f(x)), bzw. der Punkt x akzeptabel, wenn für alle Paare
(cj, f j) aus dem Filter

c(x) < c(xj) oder f(x) < f(xj) (6.7)galt, wenn (c(x), f(x)) also durh kein Paar aus dem Filter dominiert wurde, vgl. [36℄.Für den Beweis unseres globalen Konvergenzsatzes ist die Akzeptanz-Regel (6.7) nihtausreihend, da man in der Zielfunktion oder in der Zulässigkeit eine hinreihende Verbes-serung benötigt. Ansonsten könnte es zu Häufungen in der Umgebung eines Punktes mit
cj > 0 kommen. Dieses Problem wurde auh shon bei Flether und Ley�er [36℄ korrigiert.Sie shlagen eine Hülle um den aktuellen Filter vor, in der keine Punkte akzeptiert werden.Eine ähnlihe Lösung wurde von Flether, Ley�er und Toint in ihrem Paper über die glo-bale Konvergenz eines SLP-Filter Algorithmus vorgeshlagen, vgl. [40℄. Dort ist ein Punkt
x zum aktuellen Filter (beshrieben durh die Indexmenge Fk) akzeptabel, falls für dasPaar (c(x), f(x))

c(x) ≤ βc(xj) oder f(x) ≤ f(xj) − γc(xj) (6.8)für alle j ∈ Fk gilt, wobei 0 < γ < β < 1 sei und γ nahe bei Null, sowie β nahe beiEins liege. Bei diesem Test gibt es allerdings ein weiteres Problem, vgl. das später folgendeBeispiel. Deshalb de�nieren wir den Begri� �akzeptabel� wie folgt, vgl. [41℄:De�nition 6.4 Ein Paar (c(x), f(x)), bzw. der Punkt x heiÿt akzeptabel, wenn für allePaare (c(xj), f(xj)) aus dem Filter
c(x) ≤ βc(xj) oder f(x) + γc(x) ≤ f(xj) (6.9)gilt, wobei 0 < γ < β < 1 sei und γ nahe bei Null, sowie β nahe bei Eins liege.Wir sagen, ein Punkt x wird in den Filter aufgenommen bzw. dem Filter hinzu-gefügt, wenn das akzeptable Paar (c(x), f(x)) zu den Paaren aus der Liste des Filtershinzugefügt wird und alle Paare des Filters, die von dem neuen Paar dominiert werden,aus dem Filter gestrihen werden.Zusätzlih sagen wir, dass ein Paar (c(x), f(x)) zu einem anderen Paar (c(x′), f(x′)) ak-zeptabel ist, falls folgendes gilt:
c(x) ≤ βc(x′) oder f(x) + γc(x) ≤ f(x′). (6.10)



88 Kapitel 6 Das Filter-SQPEC-VerfahrenAbbildung 6.1 demonstriert den akzeptablen Bereih eines Filters.

PSfrag replaements

f

cAbbildung 6.1: Ein Filter mit HülleBemerkung 6.5 Der Vorteil von (6.9) gegenüber (6.8) liegt in der Inklusion Property,wie es im Originaltext von Flether, Ley�er, Toint [41℄ heiÿt: Wenn ein Paar (c(x), f(x))dem Filter hinzugefügt wird, dann enthält die Menge der unakzeptablen Punkte des neuesFilters stets die Menge der unakzeptablen Punkte des vorherigen Filters, bzw. andersausgedrükt, die Menge der akzeptablen Punkte des neuen Filters ist eine Teilmenge derdes alten Filters.Beweis. Wir müssen zeigen, dass ein Paar unakzeptabel bleibt, wenn ein neues Paar demFilter hinzugefügt wird. Sei deshalb (cr, f r) ein Paar im unakzeptablen Bereih, d.h. esgibt ein Paar (cj , f j) im Filter, so dass
cr > βcj und f r + γcr > f j (6.11)



6.1 Allgemeine Einführung in das Verfahren 89gilt. Als Nähstes werde ein neues akzeptables Paar (ck, fk) in den Filter aufgenommen.Bleibt das Paar (cj, f j) im Filter, so liegt (cr, f r) auh weiterhin im unakzeptablen Bereih,d.h. hier gilt die Aussage. Nehmen wir also an, dass das Paar (ck, fk) das Paar (cj, f j)dominiere und das Paar (cj, f j) deshalb aus dem Filter gestrihen wird, insbesondere giltfolglih:
ck ≤ cj und fk ≤ f j. (6.12)Dann ergibt sih

cr
(6.11)
> βcj

(6.12)
≥ βckund

f r + γcr
(6.11)
> f j

(6.12)
≥ fk,d.h. das Paar (cr, f r) liegt auh weiterhin im unakzeptablen Bereih. �Dies ist bei (6.8) niht immer der Fall, wie das folgende Beispiel zeigt:Beispiel 6.6 Es sei β = 0.9 und γ = 0.1. Der Filter bestehe aus dem Eintrag (3, 1). Dannliegt das Paar (3, 0.8) im Sinne von (6.8) im unakzeptablen Bereih, denn es gilt sowohl

3 > 2.7 = β · 3, als auh 0.8 > 0.7 = 1− γ · 3, und folglih ist es niht akzeptabel zum Paar
(3, 1). Fügt man nun das akzeptable Paar (1, 1) zum Filter hinzu, so wird der vorherigeEintrag gestrihen und der Filter besteht nur noh aus dem Paar (1, 1). Nun liegt aber derPunkt (3, 0.8) im akzeptablen Bereih, da jetzt 0.8 ≤ 0.9 = 1 − γ · 1 gilt.O�ensihtlih erzielt man durh die linke Ungleihung in (6.9) eine hinreihende Verringe-rung von c. Analog erhält man durh die rehte Ungleihung eine hinreihende Verringerungdes Zielfunktionswertes f . Das folgende Lemma und das Korollar zeigen, dass durh dieseDe�nitionen ck gegen Null konvergiert und damit Rihtung Zulässigkeit für das MPEC(1). Dabei ist das Lemma ganz allgemein gehalten und gilt für beliebige Folgen, niht nurfür welhe, die durh den Algorithmus erzeugt werden. Man �ndet beide auh in [41℄. Derleiht modi�zierte Beweis ist hier aus Gründen der Vollständigkeit dennoh angegeben.Lemma 6.7 Es seien beliebige Folgen {ck} und {fk} gegeben, so dass ck ≥ 0 für alle
k ∈ N gelte und fk monoton fallend und beshränkt sei. Desweiteren gebe es Konstanten
β und γ mit 0 < γ < β < 1 und es gelte für alle k

ck+1 ≤ βck oder fk − fk+1 ≥ γck+1.Dann gilt ck → 0.Beweis. Falls ein K ∈ N existiert, so dass
ck+1 ≤ βckfür alle k ≥ K gilt, dann konvergiert ck gegen 0.Andernfalls gibt es eine Teilfolge S, auf der

fk − fk+1 ≥ γck+1 (6.13)
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ck+1 ≤ βckfür alle k 6∈ S gilt.Da fk monoton fallend und beshränkt ist, konvergiert die Folge fk, sagen wir gegen f ∗.Damit folgt:

∞∑

k=1

(
fk − fk+1

)
= lim

n→∞

n∑

k=1

(
fk − fk+1

)
= lim

n→∞
(f 1 − fn+1) = f 1 − f ∗.Da fk − fk+1 ≥ 0 für alle k ∈ N gilt (fk ist monoton fallend), ist ∑∞

k=1

(
fk − fk+1

) da-mit eine konvergente Majorante für ∑

k∈S
(
fk − fk+1

) und somit wegen (6.13) auh für
∑

k∈S γck+1. Also folgt ck+1 → 0 für k ∈ S. Für k 6∈ S gilt aber ck+1 ≤ βck und damit folgt
ck → 0 auf der ganzen Folge. �Korollar 6.8 Es seien die Folgen {ck} und {fk} gegeben, so dass alle Paare (ck, fk) je-weils in den Filter aufgenommen wurden, ck ≥ 0 für alle k ∈ N gelte und fk nah untenbeshränkt sei. Dann gilt ck → 0.Beweis. Wir müssen zeigen, dass die Folge {ck} gegen 0 konvergiert. Dazu nehmen wiran, dies sei niht der Fall. Wegen ck ≥ 0 hat sie dann entweder einen Häufungspunkt η > 0oder ist nah oben unbeshränkt. Wir führen beide Fälle zum Widerspruh:

• 1. Fall: ck besitzt einen Häufungspunkt η > 0Dann gibt es eine Teilfolge (ck)k∈S , so dass ck auf S gegen η konvergiert und
|ck − η| <

(1 − β)η

1 + βfür alle k ∈ S gilt. Das heiÿt, es gilt
ck ∈

(

η − (1 − β)η

1 + β
, η +

(1 − β)η

1 + β

)

=

(
2βη

1 + β
,

2η

1 + β

)für alle k ∈ S. Dann haben wir aber für jeden Nahfolger k+ von k in S:
c(k+) >

2βη

1 + β
= β

2η

1 + β
> βck. (6.14)Nah der Inklusion Property, vgl. Bemerkung 6.5, ist (c(k+), f (k+)) zu (ck, fk) akzep-tabel. Wegen (6.14) muss dann

fk − f (k+) ≥ γc(k+)für jeden Nahfolger k+ von k ∈ S gelten, vgl. De�nition 6.4. Damit ist fk auf Smonoton fallend und nah Lemma 6.7 gilt ck → 0 auf S, im Widerspruh zu ck → ηauf S. Damit ist die Annahme, dass die Folge ck einen Häufungspunkt η > 0 besitzt,niht zu halten.
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• 2. Fall: ck ist unbeshränktDann gibt es eine streng monoton wahsende Teilfolge (ck)k∈S . Deshalb gilt erneutfür jeden Nahfolger k+ von k ∈ S:

c(k+) > βck.Analog zum ersten Fall folgert man dann auh mit Lemma 6.7: ck → 0 auf S, imWiderspruh dazu, dass ck → ∞ auf S.Insgesamt muss folglih ck → 0 gelten. �Desweiteren ist es noh üblih, eine obere Shranke für die Verletzung der Nebenbedingun-gen einzuführen:
c(x) ≤ βu (6.15)mit u > 0. Dies geshieht, indem der erste Eintrag im Filter (u,−∞) lautet. Dadurh wirdverhindert, dass die Iterierten zu weit von der Unzulässigkeit entfernt sind.6.2 Der komplette AlgorithmusKommen wir nun zum Hauptbestandteil dieses Kapitels, dem Algorithmus, der in Abbil-dung 6.2 beshrieben wird, vgl. [41℄. Shauen wir uns die k-te Iteration einmal genauer an.Es sei Fk die Indexmenge des aktuellen Filters und (ck, fk) ein Paar, das sih noh nihtim Filter be�ndet aber akzeptabel dazu ist. Falls das QPEC(xk, ρ) niht zulässig ist, �ndeteine Restaurationsphase statt. Zuerst wird das Paar (ck, fk) zum Filter hinzugefügt, derIterationszähler um 1 erhöht und ein zum Filter akzeptabler Punkt xk gesuht, für den dasQPEC(xk, ρ) für ein ρ ≥ ρ0 zulässig ist. Dabei sei ρ0 ein gegebener Parameter. Ist dieserSuhvorgang erfolgreih, wird das QPEC(xk, ρ) gelöst (die globale Lösung sei dk, welheexistiert, da die zulässige Menge kompakt ist) und man tritt in die innere Shleife ein. Indieser wird zunähst untersuht, ob d = 0 auh eine Lösung ist, was genau dann eintrittwenn

q(dk) = q(0) = f(xk)gilt. In diesem Fall briht man ab und hat mindestens einen M-stationären Punkt gefunden.Ist für xk sogar die MPEC-LICQ-Bedingung erfüllt, dann hat man einen stark stationärenPunkt gefunden, vgl. Satz 6.1. Ansonsten bestimmt man
∆f = f(xk) − f(xk + dk)bzw.

∆q = q(0) − q(dk)und untersuht, ob xk + dk akzeptabel zum Filter und zum Paar (
ck, fk

) ist, d.h. es wirduntersuht ob dieser Punkt zum aktuellen Filter akzeptabel ist und auh dann noh akzep-tabel wäre, wenn das Paar (
ck, fk

) später zum Filter hinzugefügt werden sollte. (Hier sei
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PSfrag replaements

Starte mit k = 1und dem Filtereintrag (u,−∞) im FilterRestaurationsphase: Versuhe einen Punkt xk zu �n-den, der zum Filter akzeptabel ist und das QPEC(xk, ρ)für ein ρ ≥ ρ0 zulässig ist
Versuhe das QPEC(xk, ρ) zu lösenVersuh erfolgreih

Falls d = 0 eine Lö-sung ist: STOPLösung dk existiert
Ist das Paar (c(xk + dk), f(xk +
dk)) zum Filter und zum Paar
(ck, fk) akzeptabel?
Gilt ∆f ≥ σ∆q oder ∆q ≤ 0?

Gilt ∆q ≤ 0 : Neh-me das Paar (ck, fk) inden Filter auf (c-typeIteration) Gilt ∆f ≥ σ∆q und
∆q > 0: Verwerfe dasPaar (ck, fk) (f -typeIteration)

Setze xk+1 = xk + dkund k = k + 1

Setze
ρ = ρ/2

innere Shleife

Setze ρ ≥ ρ0

NeinJa NeinJa

nihterfolgreih

Nehme das Paar
(ck, fk) in den Fil-ter auf (c-type Ite-ration) und setze
k = k + 1

nihtzulässig
STOP

Abbildung 6.2: Filter-SQPEC-Algorithmus



6.2 Der komplette Algorithmus 93erwähnt, dass dieses Paar noh niht zum Filter hinzugefügt worden ist. Der Grund dafürwird im Folgenden klar werden.) Ist der Punkt niht akzeptabel oder aber
∆f < σ∆q und ∆q > 0,so wird der Trust-Region-Radius ρ halbiert und es wird versuht das daraus entstehendeQPEC zu lösen. Diese innere Shleife wird solange durhlaufen und damit ρ sukzessive ver-kleinert, bis entweder das QPEC unzulässig ist (dann folgt erneut eine Restaurationsphase)oder bis ein akzeptabler Punkt gefunden wird, für den
∆f ≥ σ∆q oder ∆q ≤ 0 (6.16)gilt. (Dass dies irgendwann der Fall ist, vgl. Lemma 7.5.) Es gibt dann 2 Fälle:

• 1.Fall: ∆q ≤ 0In diesem Fall ist unser vorrangiges Ziel die Verkleinerung von c. Wir nehmen deshalbauh eine Vergröÿerung des Zielfunktionswertes f in Kauf. Dies wird mit c-typeIteration bezeihnet, vgl. Flether, Ley�er, Toint [41℄. Hier wird auh das Paar
(
ck, fk

) zum aktuellen Filter hinzugefügt. Eine c-type Iteration tritt auh vor derRestaurationsphase auf, falls das QPEC niht zulässig ist.
• 2.Fall: ∆q > 0 und ∆f ≥ σ∆qIn diesem Fall sprehen wir von einer f-type Iteration, da es hier vorrangig darumgeht, den Zielfunktionswert f zu verkleinern, wobei eine Vergröÿerung von c in Kaufgenommen wird. Eine notwendige Bedingung an eine f -type Iteration ist folglihdurh

∆q > 0 und ∆f ≥ σ∆q (6.17)gegeben.Als Nähstes möhten wir 2 Bemerkungen angeben, die im Konvergenzbeweis noh wihtigwerden:Bemerkung 6.9 Da ρ in der inneren Shleife ständig halbiert wird, vergröÿert sih derZielfunktionswert q(dk) der Lösung dk des QPECs, da die zulässige Menge verkleinert wird.Folglih sinkt der Wert von ∆q in der inneren Shleife und somit werden immer zuerst alleMöglihkeiten für eine f -type Iteration überprüft (und dann abgebrohen) und erst danndie für eine c-type Iteration.Bemerkung 6.10 Wie oben shon erwähnt, wird nur bei einer c-type Iteration ein Punktin den Filter aufgenommen. Eine Konsequenz davon ist, dass stets
cj > 0für alle j ∈ Fk gilt.



94 Kapitel 6 Das Filter-SQPEC-VerfahrenBeweis. Denn, angenommen dies ist niht der Fall und es gilt cj = 0 für ein j ∈ Fk. Dannist der Punkt xj zulässig für das MPEC (1) und d = 0 zulässig für das QPEC(xj , ρ) fürjedes beliebige ρ > 0, d.h. das QPEC(xj , ρ) ist immer lösbar. Da das Paar (cj, f j) in denFilter aufgenommen wurde, war d = 0 keine Lösung in der inneren Shleife (sonst wäre derAlgorithmus gestoppt worden) und die innere Shleife musste mit einer c-type Iterationabgebrohen worden sein. Folglih galt ∆q ≤ 0. Dies ist aber ein Widerspruh zu
∆q = q(0) − q(dk)

︸ ︷︷ ︸

<q(0)

> 0.

�Das Minimum aller cj, j ∈ Fk bezeihnen wir mit τk. Auf Grund von Bemerkung 6.10 gilt:
τk := min

j∈Fk

cj > 0. (6.18)



95
Kapitel 7Ein globaler KonvergenzbeweisIn diesem Abshnitt werden wir den globalen Konvergenzsatz für das Filter-SQPEC-Verfahren beweisen. Dabei haben wir den Konvergenzbeweis aus [41℄ für unser MPECumgewandelt. Zunähst ein paar generelle Voraussetzungen:Standardvoraussetzungen:

• Alle Punkte x, die vom Algorithmus erzeugt werden, liegen in einer nihtleerenabgeshlossenen, beshränkten und konvexen Menge X .
• Die Funktionen f, g, h, G, H seien auf einer o�enen Menge, die X enthalte, zweimalstetig di�erenzierbar.
• Die Matrizen Bk seien positiv semide�nit und es existiere ein M > 0, so dass dieMatrizen Bk für alle k Folgendes erfüllen:

‖Bk‖2 ≤ M.Eine Folge der Standardvoraussetzungen ist, dass die Gradienten und die Hesse-Matrizenvon f, gi, hi, Gi, Hi auf X beshränkt sind. O.B.d.A gelte auh hier
‖∇f(x)‖2 ≤ M,
‖∇gi(x)‖2 ≤ M, ∀i = 1, . . . , m,
‖∇hi(x)‖2 ≤ M, ∀i = 1, . . . , p,
‖∇Gi(x)‖2 ≤ M, ∀i = 1, . . . , ℓ,
‖∇Hi(x)‖2 ≤ M, ∀i = 1, . . . , ℓbzw.
‖∇2f(x)‖2 ≤ M,
‖∇2gi(x)‖2 ≤ M, ∀i = 1, . . . , m,
‖∇2hi(x)‖2 ≤ M, ∀i = 1, . . . , p,
‖∇2Gi(x)‖2 ≤ M, ∀i = 1, . . . , ℓ,
‖∇2Hi(x)‖2 ≤ M, ∀i = 1, . . . , ℓfür alle x ∈ X .



96 Kapitel 7 Ein globaler KonvergenzbeweisBemerkung 7.1 Wenn die Standardvoraussetzungen erfüllt sind, ist die Folge (f(xk))k∈Nnah unten beshränkt, da X kompakt und f stetig ist.Bevor wir zu unserem Hauptresultat kommen, müssen wir noh einige Hilfsresultate bewei-sen. Als erstes betrahten wir notwendige und hinreihende Bedingungen an das Minimumeiner quadratishen Funktion, vgl. [41, Lemma 2℄:Lemma 7.2 Es sei Φ : R → R, α 7→ Φ(α) eine quadratishe Funktion mit Φ′(0) ≤ 0. DasMinimum auf dem Intervall [0, 1] wird in α = 1 genau dann angenommen, wenn
Φ′′ + Φ′(0) ≤ 0gilt. In diesem Fall ist

Φ(0) − Φ(1) ≥ −1

2
Φ′(0).Beweis. Es sei Φ(α) = a2α

2 + a1α + a0. Dann folgt Φ(0) = a0, Φ
′(0) = a1 und Φ′′ = 2a2.Deshalb gilt:

Φ(α) =
1

2
Φ′′α2 + Φ′(0)α + Φ(0).

• 1.Fall: Φ′′ ≤ 0. Zusammen mit der Voraussetzung Φ′(0) ≤ 0 gilt dann:
Φ′′ + Φ′(0) ≤ 0und

Φ(1) =
1

2
Φ′′ + Φ′(0) + Φ(0) ≤ 1

2
Φ′′α2 + Φ′(0)α + Φ(0) = Φ(α)für alle α ∈ [0, 1], d.h. das Minimum wird an der Stelle α = 1 angenommen. Folglihist die Behauptung, dass das Minimum in α = 1 genau dann angenommen wird,wenn Φ′′ + Φ′(0) ≤ 0 gilt, in diesem Fall erfüllt.

• 2.Fall: Φ′′ ≥ 0. Dann gilt:Das Minimum wird in α = 1 angenommen
⇔ Φ(1) ≤ Φ(α) ∀α ∈ [0, 1]

⇔ 1

2
Φ′′ + Φ′(0) + Φ(0) ≤ 1

2
Φ′′α2 + Φ′(0)α + Φ(0) ∀α ∈ [0, 1]

⇔ 1

2
Φ′′(1 − α2) + Φ′(0)(1 − α) ≤ 0 ∀α ∈ [0, 1]

⇔ 1

2
Φ′′(1 + α) + Φ′(0) ≤ 0 ∀α ∈ [0, 1]

⇔ Φ′′ + Φ′(0) ≤ 0Zusammen ergibt sih, dass das Minimum auf dem Intervall [0, 1] in α = 1 genau dannangenommen wird, wenn
Φ′′ + Φ′(0) ≤ 0



97gilt. In diesem Fall folgt zusätzlih:
Φ(0) − Φ(1) = Φ(0) − 1

2
Φ′′ − Φ′(0) − Φ(0)

= −1

2
Φ′′ − Φ′(0)

= −1

2

(
Φ′′ + Φ′(0)

)
− 1

2
Φ′(0)

≥ −1

2
Φ′(0).

�Sei nun d zulässig für ein QPEC(xk, ρ), dann besagt das folgende Lemma, dass xk + d zumFilter akzeptabel ist, falls ρ hinreihend klein ist. Der Beweis orientiert sih an [41, Lemma3+4℄, wurde aber für MPECs modi�ziert.Lemma 7.3 Seien die Standardvoraussetzungen erfüllt und d zulässig für das QPEC(xk, ρ).Dann gilt:
∆f ≥ ∆q − nρ2M, (7.1)und

c(xk + d) ≤ 1

2
nρ2zM (7.2)mit

z := m + p + ℓ. (7.3)Insbesondere ist xk + d zum Filter akzeptabel, falls
ρ ≤

√

2βτk

znMgilt. Dabei sei τk = minj∈Fk
cj wie in (6.18) de�niert.Beweis. Mit Hilfe des Satzes von Taylor ergibt sih:

f(xk + d) = f(xk) + ∇f(xk)T d +
1

2
dT∇2f(yf)d,

gi(x
k + d) = gi(x

k) + ∇gi(x
k)T d +

1

2
dT∇2gi(y

g
i )d, ∀i = 1, . . . , m,

hi(x
k + d) = hi(x

k) + ∇hi(x
k)T d +

1

2
dT∇2hi(y

h
i )d, ∀i = 1, . . . , p,

Gi(x
k + d) = Gi(x

k) + ∇Gi(x
k)T d +

1

2
dT∇2Gi(y

G
i )d, ∀i = 1, . . . , ℓ,

Hi(x
k + d) = Hi(x

k) + ∇Hi(x
k)T d +

1

2
dT∇2Hi(y

H
i )d, ∀i = 1, . . . , ℓ,
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i , y

h
i , yG

i , yH
i jeweils auf der Verbindungsstreke von xk und xk + d liegen. Mit(6.2), (6.3), der Cauhy-Shwarzshen Ungleihung und der Verträglihkeit der Matrixnormfolgt
∆f = f(xk) − f(xk + d)

= −∇f(xk)T d − 1

2
dT∇2f(yf)d(6.2)

= ∆q +
1

2
dT

(
Bk −∇2f(yf)

)
d

≥ ∆q − 1

2
‖d‖2‖Bk −∇2f(yf)‖2‖d‖2

≥ ∆q − 1

2
‖d‖2

2
︸︷︷︸

≤n‖d‖2
∞

(
‖Bk‖2
︸ ︷︷ ︸

≤M

+ ‖∇2f(yf)‖2
︸ ︷︷ ︸

≤M

)

≥ ∆q − nρ2M.In der letzten Ungleihung wurde ‖d‖2
2 ≤ n‖d‖2

∞ ≤ nρ2 und die Beshränktheit der Matri-zen Bk und ∇2f(yf) ausgenutzt.Analog folgt auf Grund der Zulässigkeit von d für das QPEC(xk, ρ):
• gi(x

k + d) = gi(x
k) + ∇gi(x

k)T d
︸ ︷︷ ︸

≤0

+1
2
dT∇2gi(y

g
i )d ≤ 1

2
dT∇2gi(y

g
i )d ≤ 1

2
nρ2Mfür alle i = 1, . . . , m.

• |hi(x
k + d)| = | hi(x

k) + ∇hi(x
k)T d

︸ ︷︷ ︸

=0

+1
2
dT∇2hi(y

h
i )d| = |1

2
dT∇2hi(y

h
i )d| ≤ 1

2
nρ2Mfür alle i = 1, . . . , p.Als Nähstes wollen wir

|min{Gi(x
k + d), Hi(x

k + d)}| ≤ 1

2
nρ2Mfür alle i ∈ {1, . . . , ℓ} zeigen. Sei dazu i ∈ {1, . . . , ℓ} und o.B.d.A. gelte

Gi(x
k + d) ≤ Hi(x

k + d).Da d zulässig für das QPEC ist, gilt
Gi(x

k) + ∇Gi(x
k)T d = 0oder

Hi(x
k) + ∇Hi(x

k)T d = 0.Mahen wir eine Falluntersheidung:
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• 1. Fall: Gi(x

k + d) ≤ 0. Dann folgt:
|min{Gi(x

k + d), Hi(x
k + d)}| = −Gi(x

k + d)

= −
(

Gi(x
k) + ∇Gi(x

k)T d
︸ ︷︷ ︸

≥0

+
1

2
dT∇2Gi(y

G
i )d

)

≤ −1

2
dT∇2Gi(y

G
i )d

≤ 1

2
nρ2M.

• 2. Fall: Gi(x
k + d) > 0� 2.1. Fall: Gi(x

k) + ∇Gi(x
k)T d = 0. Hier folgt:

|min{Gi(x
k + d), Hi(x

k + d)}| = Gi(x
k + d)

=
(

Gi(x
k) + ∇Gi(x

k)T d
︸ ︷︷ ︸

=0

+
1

2
dT∇2Gi(y

G
i )d

)

=
1

2
dT∇2Gi(y

G
i )d

≤ 1

2
nρ2M.� 2.2. Fall: Hi(x

k) + ∇Hi(x
k)T d = 0. In diesem Fall gilt:

|min{Gi(x
k + d), Hi(x

k + d)}| = Gi(x
k + d)

≤ Hi(x
k + d)

=
(

Hi(x
k) + ∇Hi(x

k)T d
︸ ︷︷ ︸

=0

+
1

2
dT∇2Hi(y

H
i )d

)

=
1

2
dT∇2Hi(y

H
i )d

≤ 1

2
nρ2M.Insgesamt folgt damit:

c(xk + d) = ‖max{0, g(xk + d)}‖1 + ‖h(xk + d)‖1 + ‖min{G(xk + d), H(xk + d)}‖1

=
m∑

i=1

|max{0, gi(x
k + d)}| +

p
∑

i=1

|hi(x
k + d)| +

ℓ∑

i=1

|min{Gi(x
k + d), Hi(x

k + d)}|

≤ 1

2
nρ2M (m + p + ℓ)

︸ ︷︷ ︸

=z

=
1

2
nρ2zM.
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√

2βτk

znM
gilt, dann folgt

c(xk + d) ≤ βτk ≤ βcjfür alle j ∈ Fk und auf Grund von (6.9) ist xk + d zum Filter akzeptabel. �Nun kommen wir zum entsheidenden Hilfsresultat für den Konvergenzsatz. Der Beweisorientiert sih am Beweis von [41, Lemma 5℄, wurde aber natürlih erneut für MPECsumgeshrieben.Lemma 7.4 Es seien die Standardvoraussetzungen erfüllt und x∗ ∈ X ein zulässiger Punktfür das MPEC (1), der der MPEC-MFCQ-Bedingung genüge, aber kein A - stationärerPunkt sei. Dann gibt es eine Umgebung N von x∗ und positive Konstanten κ, µ und η, sodass für alle x ∈ N ∩ X und alle ρ mit
µc(x) ≤ ρ ≤ ηfolgt, dass das QPEC(x, ρ) einen zulässigen Punkt d besitzt, für den die vorhergesagteReduktion ∆q der Ungleihung

∆q ≥ 1

3
ρκgenügt, die notwendige Bedingung (6.17) für eine f -type Iteration erfüllt ist und für dendie tatsählihe Reduktion ∆fder Ungleihung

∆f ≥ γc(x + d)genügt.Bemerkung: Es kann durhaus vorkommen, dass es für ein x ∈ N kein ρ gibt, für das
µc(x) ≤ ρ ≤ η gilt und das Hilfsresultat sagt in diesem Fall nihts aus. Wir werden aberim späteren Konvergenzsatz, wenn wir dieses Hilfsresultat anwenden, nur Fälle betrahten,in denen c(x) gegen 0 konvergiert und somit ist hier die Menge der ρ niht leer.Beweis. Wählen wir zunähst ε1 so, dass

Gi(x) ≤ Hi(x), ∀i ∈ α,
Hi(x) ≤ Gi(x), ∀i ∈ γ,für alle x ∈ Bε1(x

∗) gilt. Dies ist wegen Gα(x∗) = 0 < Hα(x∗) und Hγ(x
∗) = 0 < Gγ(x

∗)aus Stetigkeitsgründen möglih.Da x∗ kein A-stationärer Punkt ist, aber der MPEC-MFCQ-Bedingung genügt, existiertnah Lemma 2.23 für jede Partition (β1, β2) von β ein s∗ mit
∇f(x∗)T s∗ < 0,
∇gi(x

∗)T s∗ < 0, ∀i ∈ Ig,
∇hi(x

∗)T s∗ = 0, ∀i = 1, . . . , p,
∇Gi(x

∗)T s∗ = 0, ∀i ∈ α ∪ β1,
∇Gi(x

∗)T s∗ > 0, ∀i ∈ β2,
∇Hi(x

∗)T s∗ = 0, ∀i ∈ β2 ∪ γ,
∇Hi(x

∗)T s∗ > 0, ∀i ∈ β1.

(7.4)



101O.B.d.A. sei ‖s∗‖2 = 1. Da x∗ der MPEC-MFCQ-Bedingung genügt, sind die Gradienten
∇hi(x

∗), ∀i = 1, . . . , p,
∇Gi(x

∗), ∀i ∈ α ∪ β1,
∇Hi(x

∗), ∀i ∈ β2 ∪ γfür jede Partition (β1, β2) linear unabhängig. Es bezeihne A(x) die Matrix, deren Spaltengerade aus diesen Gradienten besteht, ausgewertet an einem Punkt x. Es gilt also:
A(x)T :=





∇hi(x)T , i = 1, . . . , p,
∇Gi(x)T , i ∈ α ∪ β1,
∇Hi(x)T , i ∈ β2 ∪ γ



 . (7.5)Man bedenke hier auh, dass die Matrix A(x) niht nur vom Punkt x abhängt, sondernauh von der gewählten Partition, obwohl das hier niht explizit in der Notation deutlihgemaht wurde. Dies wird auh bei allen weiteren De�nitionen, die auf dieser beruhen, sogehandhabt. Zum Beispiel de�nieren wir die Matrix
C(x) :=

(
A(x)T A(x)

)−1
A(x)T . (7.6)Diese ist auf Grund der linearen Unabhängigkeit der Spalten von A(x∗) und aus Stetig-keitsgründen in einer Umgebung von x∗ wohlde�niert und beshränkt. Da es nur endlihviele Partitionen von β gibt, existiert ein ε2 ≤ ε1, so dass C(x)T für alle Partitionen undalle x ∈ Bε2(x

∗) beshränkt ist, d.h. es gibt ein L > 0, so dass
‖C(x)T‖2 ≤ L (7.7)für alle x ∈ Bε2(x

∗) gilt. Desweiteren de�nieren wir auf Bε2(x
∗) den Vektor

r(x) := −C(x)T b(x), (7.8)wobei
b(x) :=





hi(x), ∀i = 1, . . . , p,
Gi(x), ∀i ∈ α ∪ β1,
Hi(x), ∀i ∈ β2 ∪ γ



 (7.9)sei.Zu s∗ de�nieren wir nun für alle x ∈ Bε2(x
∗) den Vektor

s(x) :=

(
I − A(x)C(x)

)
s∗

‖
(
I − A(x)C(x)

)
s∗‖2

.Für diesen gilt:
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• Er liegt im Kern von A(x)T :

A(x)T s(x) =
A(x)T

(
I − A(x)C(x)

)
s∗

‖
(
I − A(x)C(x)

)
s∗‖2

=

(
A(x)T − A(x)T A(x)C(x)

)
s∗

‖
(
I − A(x)C(x)

)
s∗‖2(7.6)

=

(

A(x)T − A(x)T A(x)
(
A(x)T A(x)

)−1
A(x)T

)

s∗

‖
(
I − A(x)C(x)

)
s∗‖2

= 0,

(7.10)
und deshalb gilt auh

C(x)s(x)
(7.6)
=

(
A(x)T A(x)

)−1
A(x)T s(x) = 0bzw.

r(x)T s(x)
(7.8)
= −b(x)T C(x)s(x) = 0. (7.11)

• s(x∗) = s∗:
s(x∗) =

(
I − A(x∗)C(x∗)

)
s∗

‖
(
I − A(x∗)C(x∗)

)
s∗‖2(7.6)

=
s∗ − A(x∗)

(
A(x∗)T A(x∗)

)−1
A(x∗)T s∗

‖s∗ − A(x∗)
(
A(x∗)T A(x∗)

)−1
A(x∗)T s∗‖2

=
s∗

‖s∗‖2

= s∗,da A(x∗)T s∗ = 0 ist, vgl. (7.4) und (7.5).Mit s(x∗) = s∗, (7.4) und aus Stetigkeitsgründen existiert folglih ein κ > 0 und ein ε3 ≤ ε2mit
∇f(x)T s(x) ≤ −κ,
∇gi(x)T s(x) ≤ −κ, ∀i ∈ Ig,
∇Gi(x)T s(x) ≥ κ, ∀i ∈ β2,
∇Hi(x)T s(x) ≥ κ, ∀i ∈ β1,

gi(x) ≤ −κ, ∀i 6∈ Ig,
Gi(x) ≥ κ, ∀i ∈ γ,
Hi(x) ≥ κ, ∀i ∈ α,

(7.12)
für alle Partitionen (β1, β2) von β und für alle x ∈ Bε3(x

∗). (Zuerst existiert für jedePartition ein κ und ein ε3. Man nehme dann das kleinste dieser endlih vielen.)Als Nähstes de�nieren wir noh
µ := max

{
1 + ML + Lκ

κ
,
6L(κ + M)

κ

} (7.13)



103und
η := min

{
2σκ

3γnzM
,
(1 − σ)κ

3nM
,

κ

M

}

. (7.14)Dabei ist M die Konstante aus den Standardvoraussetzungen, z = m+p+ℓ die aus Lemma7.3, σ die Konstante aus (6.17) und γ aus (6.9).Sei nun N := Bε3(x
∗) und x ∈ N ∩ X beliebig gegeben (aber fest),

c(x) = ‖max{0, g(x)}‖1 + ‖h(x)‖1 + ‖min{G(x), H(x)}‖1wie in (6.5) de�niert und ρ gegeben mit
µc(x) ≤ ρ ≤ η. (7.15)Wir wählen eine Partition (β1, β2) von β so, dass

Gi(x) ≤ Hi(x), ∀i ∈ β1 (7.16)und
Hi(x) ≤ Gi(x), ∀i ∈ β2 (7.17)gilt. Wegen x ∈ Bε1(x

∗) gilt auh Gi(x) ≤ Hi(x) für alle i ∈ α und Hi(x) ≤ Gi(x) für alle
i ∈ γ, vgl. den Anfang des Beweises. Dann ist

c(x) = ‖max{0, g(x)}‖1 + ‖h(x)‖1 +
∑

i∈α∪β1

|Gi(x)| +
∑

i∈β2∪γ

|Hi(x)|

≥ ‖b(x)‖1

≥ ‖b(x)‖2,

(7.18)vgl. die De�nition von b(x) in (7.9). Wegen µ ≥ 1+ML+Lκ
κ

= 1+ML
κ

+ L ≥ L folgt dann:
‖r(x)‖2

(7.8)
= ‖C(x)T b(x)‖2 ≤ ‖C(x)T‖2

︸ ︷︷ ︸

≤L,vgl.(7.7) ‖b(x)‖2
︸ ︷︷ ︸

≤c(x)

≤ Lc(x) ≤ µc(x)
(7.15)
≤ ρ, (7.19)insbesondere also ‖r(x)‖2 ≤ ρ. Betrahten wir jetzt das QPEC(x, ρ). Unser Ziel ist es,einen zulässigen Punkt d zu konstruieren, der die geforderten Bedingungen erfüllt, solange

µc(x) ≤ ρ ≤ η gilt. Dazu de�nieren wir
d(x) := r(x) +

(
ρ − ‖r(x)‖2

)
s(x)Dann gilt:

• Da r(x) und s(x) orthogonal sind, vgl. (7.11), s(x) normiert ist und ‖r(x)‖2 ≤ ρ gilt,vgl. (7.19), folgt:
‖d(x)‖∞ ≤ ‖d(x)‖2
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=

√

‖r(x)‖2
2 + 2

(
ρ − ‖r(x)‖2

)
r(x)T s(x) +

(
ρ − ‖r(x)‖2

)2‖s(x)‖2
2

=
√

‖r(x)‖2
2 + (ρ − ‖r(x)‖2)2

=
√

ρ2 − 2ρ‖r(x)‖2 + 2‖r(x)‖2
2

=
√

ρ2 + 2‖r(x)‖2(‖r(x)‖2 − ρ)

≤ ρ,Damit erfüllt d(x) die Trust-Region-Ungleihung des QPECs(x, ρ).
• Weiterhin gilt:

b(x) + A(x)T d(x) = b(x) + A(x)T
(

r(x) +
(
ρ − ‖r(x)‖2

)
s(x)

)

= b(x) + A(x)T r(x)
︸︷︷︸(7.8)

= −C(x)T b(x)

+
(
ρ − ‖r(x)‖2

)
A(x)T s(x)
︸ ︷︷ ︸

=0,vgl.(7.10)
= b(x) − A(x)T C(x)T b(x)

= b(x) − (C(x)A(x)
︸ ︷︷ ︸

=I,vgl.(7.6) )T b(x)

= 0.Folglih haben wir:
hi(x) + ∇hi(x)T d(x) = 0, ∀i = 1, . . . , p,
Gi(x) + ∇Gi(x)T d(x) = 0, ∀i ∈ α ∪ β1,
Hi(x) + ∇Hi(x)T d(x) = 0, ∀i ∈ β2 ∪ γ,vgl. die De�nition von b(x) (7.9) und von A(x)T (7.5). Wegen α ∪ β1 ∪ β2 ∪ γ =

{1, . . . , ℓ} ist insbesondere die Komplementaritätsforderung unseres QPECs(x, ρ) er-füllt.
• Für alle i ∈ Ig folgt mit (7.12):

gi(x) + ∇gi(x)T d(x) = gi(x) + ∇gi(x)T r(x) + (ρ − ‖r(x)‖2)∇gi(x)T s(x)
︸ ︷︷ ︸

≤−κ

≤ gi(x) + ∇gi(x)T r(x) − (ρ − ‖r(x)‖2)κ

≤ max{0, gi(x)}
︸ ︷︷ ︸(7.18)

≤ c(x)

+ ‖∇gi(x)‖2
︸ ︷︷ ︸

≤M

‖r(x)‖2
︸ ︷︷ ︸(7.19)
≤ Lc(x)

− ρκ
︸︷︷︸(7.15)

≥ µc(x)κ

+ ‖r(x)‖2
︸ ︷︷ ︸

≤Lc(x)

κ

≤ c(x)[1 + ML − µκ + Lκ
︸ ︷︷ ︸

≤0, vgl.(7.13) ]

≤ 0.
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• Für alle i ∈ β2 gilt Gi(x) ≥ Hi(x), vgl. (7.17), und damit folgt analog mit (7.12):

Gi(x) + ∇Gi(x)T d(x) = Gi(x)
︸ ︷︷ ︸

≥Hi(x)

+∇Gi(x)T r(x) + (ρ − ‖r(x)‖2)∇Gi(x)T s(x)
︸ ︷︷ ︸

≥κ

≥ Hi(x) + ∇Gi(x)T r(x) + (ρ − ‖r(x)‖2)κ

≥ − |Hi(x)|
︸ ︷︷ ︸

≤c(x) vgl.(7.18)−‖∇Gi(x)‖2
︸ ︷︷ ︸

≤M

‖r(x)‖2
︸ ︷︷ ︸

≤Lc(x)

+ ρκ
︸︷︷︸

≥µc(x)κ

−‖r(x)‖2
︸ ︷︷ ︸

≤Lc(x)

κ

≥ c(x)[−1 − ML + µκ − κL
︸ ︷︷ ︸

≥0, vgl.(7.13) ]

≥ 0.Analog folgt für alle i ∈ β1 wegen Hi(x) ≥ Gi(x), vgl. (7.16):
Hi(x) + ∇Hi(x)T d(x) = Hi(x)

︸ ︷︷ ︸

≥Gi(x)

+∇Hi(x)T r(x) + (ρ − ‖r(x)‖2)∇Hi(x)T s(x)
︸ ︷︷ ︸

≥κ

≥ Gi(x) + ∇Hi(x)T r(x) + (ρ − ‖r(x)‖2)κ

≥ − |Gi(x)|
︸ ︷︷ ︸

≤c(x) vgl.(7.18)−‖∇Hi(x)‖2
︸ ︷︷ ︸

≤M

‖r(x)‖2
︸ ︷︷ ︸

≤Lc(x)

+ ρκ
︸︷︷︸

≥µc(x)κ

−‖r(x)‖2
︸ ︷︷ ︸

≤Lc(x)

κ

≥ c(x)[−1 − ML + µκ − κL]

≥ 0.

• Auÿerdem gilt mit (7.12) und der De�nition von η, vgl. (7.14),
gi(x)
︸ ︷︷ ︸

≤−κ

+∇gi(x)T d(x) ≤ −κ+‖∇gi(x)‖2
︸ ︷︷ ︸

≤M

‖d(x)‖2
︸ ︷︷ ︸

≤ρ

≤ −κ+M ρ
︸︷︷︸

≤η, vgl.(7.15) ≤ −κ+Mη ≤ 0,für alle i 6∈ Ig,
Gi(x)
︸ ︷︷ ︸

≥κ

+∇Gi(x)T d(x) ≥ κ − ‖∇Gi(x)‖2
︸ ︷︷ ︸

≤M

‖d(x)‖2
︸ ︷︷ ︸

≤ρ

≥ κ − M ρ
︸︷︷︸

≤η, vgl.(7.15) ≥ κ − Mη ≥ 0,für alle i ∈ γ und
Hi(x)
︸ ︷︷ ︸

≥κ

+∇Hi(x)T d(x) ≥ κ − ‖∇Hi(x)‖2
︸ ︷︷ ︸

≤M

‖d(x)‖2
︸ ︷︷ ︸

≤ρ

≥ κ − M ρ
︸︷︷︸

≤η, vgl.(7.15) ≥ κ − Mη ≥ 0,für alle i ∈ α.Insgesamt haben wir damit gezeigt, dass d(x) zulässig für das QPEC(x, ρ) ist, sofern
µc(x) ≤ ρ ≤ η gilt.Als Nähstes geben wir eine untere Shranke für die vorhergesagte Reduktion ∆q an. Dazude�nieren wir

Φ(τ) := q
(

r(x) + τ
(
ρ − ‖r(x)‖2

)
s(x)

)

.
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Φ′(τ) =

(
ρ − ‖r(x)‖2

)
s(x)T∇q

(

r(x) + τ
(
ρ − ‖r(x)‖2

)
s(x)

)

=
(
ρ − ‖r(x)‖2

)
s(x)T

(

∇f(x) + B
(
r(x) + τ(ρ − ‖r(x)‖2)s(x)

))

.Mit (7.12), den Standardvoraussetzungen und ‖r(x)‖2 ≤ ρ ≤ η, vgl. (7.19), folgt:
Φ′(0) =

(
ρ − ‖r(x)‖2

)(
∇f(x)T s(x)
︸ ︷︷ ︸

≤−κ

+s(x)T Br(x)
)

≤
(
ρ − ‖r(x)‖2

)(
s(x)T Br(x) − κ

)

≤
(
ρ − ‖r(x)‖2

)(

‖s(x)‖2
︸ ︷︷ ︸

=1

‖B‖2
︸ ︷︷ ︸

≤M

‖r(x)‖2 − κ
)

≤
(
ρ − ‖r(x)‖2

)(
M ‖r(x)‖2

︸ ︷︷ ︸

≤η

−κ
)

≤
(
ρ − ‖r(x)‖2
︸ ︷︷ ︸

≥0

)(
Mη − κ
︸ ︷︷ ︸

≤0, vgl.(7.14) )
≤ 0.Wegen

Φ′′ =
(
ρ − ‖r(x)‖2

)2
s(x)T Bs(x)

≤
(
ρ − ‖r(x)‖2

)2 ‖s(x)‖2
︸ ︷︷ ︸

=1

‖B‖2
︸ ︷︷ ︸

≤M

‖s(x)‖2
︸ ︷︷ ︸

=1

≤
(
ρ − ‖r(x)‖2

)2
Mfolgt für alle ρ ≤ η:

Φ′′ + Φ′(0) ≤
(
ρ − ‖r(x)‖2

)2
M +

(
ρ − ‖r(x)‖2

)(
M‖r(x)‖2 − κ

)

=
(
ρ − ‖r(x)‖2

)(
(ρ − ‖r(x)‖2)M + M‖r(x)‖2 − κ

)

=
(
ρ − ‖r(x)‖2

)(
ρ

︸︷︷︸

≤η

M − κ
)

≤
(
ρ − ‖r(x)‖2
︸ ︷︷ ︸

≥0

)(
ηM − κ
︸ ︷︷ ︸

≤0 vgl.(7.14) )
≤ 0.Nah Lemma 7.2 nimmt die quadratishe Funktion Φ(τ) ihr Minimum an der Stelle τ = 1an und es gilt

Φ(0) − Φ(1) ≥ −1

2
Φ′(0).Damit ergibt sih:
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∆q = q(0) − q(d(x))

= f(x) − Φ(1)

= Φ(0) − Φ(1)
︸ ︷︷ ︸

≥− 1
2
Φ′(0)

− Φ(0)
︸︷︷︸

=q(r(x))

+f(x)

≥ −1

2
(ρ − ‖r(x)‖2)(M‖r(x)‖2 − κ) −∇f(x)T r(x) − 1

2
r(x)T Br(x)

≥ −1

2
(ρ − ‖r(x)‖2)(M‖r(x)‖2 − κ) − ‖∇f(x)‖2

︸ ︷︷ ︸

≤M

‖r(x)‖2 −
1

2
‖r(x)‖2

2 ‖B‖2
︸ ︷︷ ︸

≤M

≥ 1

2
ρκ − 1

2
ρM‖r(x)‖2 +

1

2
‖r(x)‖2

2M − 1

2
‖r(x)‖2κ − M‖r(x)‖2 −

1

2
‖r(x)‖2

2M

=
1

3
ρκ +

1

6
ρ

︸︷︷︸

≥µc(x)

κ − 1

2
‖r(x)‖2
︸ ︷︷ ︸(7.19)
≤ Lc(x)

(
ρM
︸︷︷︸

≤ηM
(7.14)
≤ κ

+κ + 2M
)

≥ 1

3
ρκ +

1

6
µc(x)κ − Lc(x) (κ + M)

=
1

3
ρκ + Lc(x)

( 1

6L
µκ − κ − M

︸ ︷︷ ︸

≥0 vgl.(7.13) )

≥ 1

3
ρκ.Mit Lemma 7.3 folgt für alle ρ ≤ η:

∆f

∆q
≥ 1 − nρ2M

∆q
≥ 1 − 3nρ2M

ρκ
= 1 − 3nρM

κ
≥ 1 − 3nηM

κ

(7.14)
≥ σ,und

∆f − γc(x + d(x)) ≥ σ∆q − γc(x + d(x))(7.2)
≥ 1

3
σρκ − 1

2
ρ2γnzM

=
1

2
ρ
(2σκ

3
− ρ

︸︷︷︸

≤η

γnzM
)

≥ 1

2
ρ
( 2σκ

3
− ηγnzM

︸ ︷︷ ︸

≥0, vgl.(7.14) )

≥ 0,d.h. (6.17) und alle weiteren Behauptungen sind erfüllt und das Lemma ist bewiesen. �Das folgende Lemma besagt, dass die innere Shleife irgendwann abbrehen muss, vgl. auh[41, Lemma 6℄.



108 Kapitel 7 Ein globaler KonvergenzbeweisLemma 7.5 Wenn die Standardvoraussetzungen gelten, dann briht die innere Shleifedes Filter-SQPEC-Verfahrens nah endlih vielen Shritten ab.Beweis. Es sei xk ein fester Punkt. Angenommen, die innere Shleife briht niht nahendlih vielen Shritten ab. Dann gilt ρ → 0, da ρ in jeder Iteration halbiert wird. Wirbetrahten 2 Fälle:
• c(xk) > 0:Dann existiert ein Index i, so dass

gi(x
k) > 0, hi(x

k) 6= 0oder
min{Gi(x

k), Hi(x
k)} 6= 0gilt.Im Falle gi(x

k) > 0 folgt für alle d mit ‖d‖∞ ≤ ρ:
gi(x

k) + ∇gi(x
k)T d ≥ gi(x

k) − ‖d‖2
︸︷︷︸

≤√
n‖d‖∞

‖∇gi(x
k)‖2

≥ gi(x
k) −√

nρ‖∇gi(x
k)‖2

> 0,falls entweder ‖∇gi(x
k)‖2 = 0 oder ρ < gi(x

k)√
n‖∇gi(xk)‖2

ist. Die g-Nebenbedingung
gi(x

k) + ∇gi(x
k)T d ≤ 0 ist also für kleine ρ niht mehr erfüllbar.Analog zeigt man das, falls hi(x

k) > 0, hi(x
k) < 0, Gi(x

k) < 0 oder Hi(x
k) < 0 gilt.Betrahten wir nun den Fall, dass min{Gi(x

k), Hi(x
k)} > 0 ist, also Gi(x

k) > 0 und
Hi(x

k) > 0. Analog zu oben folgt für alle d mit ‖d‖∞ ≤ ρ:
Gi(x

k) + ∇Gi(x
k)T d ≥ Gi(x

k) −√
nρ‖∇Gi(x

k)‖2 > 0,falls entweder ‖∇Gi(x
k)‖2 = 0 oder ρ < Gi(x

k)√
n‖∇Gi(xk)‖2

gilt und
Hi(x

k) + ∇Hi(x
k)T d ≥ Hi(x

k) −√
nρ‖∇Hi(x

k)‖2 > 0,im Fall ‖∇Hi(x
k)‖2 = 0 oder ρ < Hi(xk)√

n‖∇Hi(xk)‖2
. Insgesamt folgt

(
Gi(x

k) + ∇Gi(x
k)T d

)(
Hi(x

k) + ∇Hi(x
k)T d) > 0,falls entweder die Norm beider Gradienten Null ist oder

ρ < min

{
Gi(x

k)√
n‖∇Gi(xk)‖2

,
Hi(x

k)√
n‖∇Hi(xk)‖2

}gilt.Falls ρ hinreihend klein ist, briht die innere Shleife also doh ab, da die Neben-bedingungen des QPECs(xk , ρ) dann niht mehr erfüllbar sind. Es beginnt eine Re-staurationsphase.
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• c(xk) = 0: In diesem Fall ist xk zulässig für das MPEC und es existieren α, β, γ, Igmit:

gi(x
k) = 0, ∀i ∈ Ig,

gi(x
k) < 0, ∀i 6∈ Ig,

hi(x
k) = 0, ∀i = 1, . . . , p,

Gi(x
k) = 0, ∀i ∈ α ∪ β,

Gi(x
k) > 0, ∀i ∈ γ,

Hi(x
k) = 0, ∀i ∈ β ∪ γ,

Hi(x
k) > 0, ∀i ∈ α.

(7.20)
Da ρ → 0 gilt (nah Voraussetzung briht die innere Shleife ja niht ab), existiertzu jedem QPEC(xk, ρ) eine Lösung d, denn ansonsten würde wieder eine Restaura-tionsphase starten. Desweiteren ist 0 zwar immer ein zulässiger Punkt, aber nie eineLösung, sonst würde der Algorithmus zumindest mit einem M-stationären Punkt ab-brehen, vgl. Satz 6.1. Sei nun ein ρ hinreihend klein gegeben, so dass für die Lösung
d∗ des zugehörigen QPECs(xk , ρ) Folgendes gilt:

Gi(x
k)

︸ ︷︷ ︸

>0

+∇Gi(x
k)T d∗ > 0, ∀i ∈ γ, (7.21)und

Hi(x
k)

︸ ︷︷ ︸

>0

+∇Hi(x
k)T d∗ > 0, ∀i ∈ α. (7.22)Für die Lösung d∗ gilt weiterhin:

∆q = q(0) − q(d∗)
︸ ︷︷ ︸

<q(0)

= −∇f(xk)T d∗ − 1

2
d∗T Bd∗ > 0.Da B positiv semide�nit ist, folgt sogar ∇f(xk)T d∗ < 0, es existiert also ein κ > 0mit

∇f(xk)T d∗ = −κ. (7.23)Mit der Zulässigkeit von d∗ für das QPEC(xk, ρ) gilt auÿerdem:
gi(x

k) + ∇gi(x
k)T d∗ ≤ 0, ∀i = 1, . . . , m,

hi(x
k) + ∇hi(x

k)T d∗ = 0, ∀i = 1, . . . , p,
Gi(x

k) + ∇Gi(x
k)T d∗ ≥ 0, ∀i = 1, . . . , ℓ,

Hi(x
k) + ∇Hi(x

k)Td∗ ≥ 0, ∀i = 1, . . . , ℓ,
(
Gi(x

k) + ∇Gi(x
k)T d∗)(Hi(x

k) + ∇Hi(x
k)T d∗) = 0, ∀i = 1, . . . , ℓ,

‖d∗‖∞ ≤ ρ.

(7.24)Nun verkleinern wir ρ weiter, so dass
ρ ≤ min

{

gmin, Hmin, Gmin,
κσ

(γnzM‖d∗‖∞)
,

(1 − σ)κ

2nM‖d∗‖∞
,

√

2βτk

znM
,

κ

nM‖d∗‖∞

}(7.25)
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gmin := min

{ −gi(x
k)√

n‖∇gi(xk)‖2

∣
∣
∣i 6∈ Ig

}

, (7.26)
Gmin := min

{
Gi(x

k)√
n‖∇Gi(xk)‖2

∣
∣
∣i ∈ γ

}

, (7.27)und
Hmin := min

{
Hi(x

k)√
n‖∇Hi(xk)‖2

∣
∣
∣i ∈ α

}

. (7.28)Hier gelte c
0

= ∞, falls ein Gradient Null ist. Desweiteren de�nieren wir
dµ =

µρd∗

‖d∗‖∞mit µ ∈ [0, 1]. Dabei ist d∗ die Lösung des alten QPECs, wobei dµ ein zulässigerPunkt des neuen QPECs(xk, ρ) ist, nahdem ρ verkleinert wurde, denn es gilt:� Erstmal liegt dµ im Trust-Region-Bereih:
‖dµ‖∞ = µρ ≤ ρ.� Zusammen mit (7.20) und (7.24) folgt weiter:

gi(x
k)

︸ ︷︷ ︸

=0

+∇gi(x
k)T dµ = µρ

‖d∗‖∞ ∇gi(x
k)T d∗

︸ ︷︷ ︸

≤0

≤ 0, ∀i ∈ Ig,

hi(x
k)

︸ ︷︷ ︸

=0

+∇hi(x
k)T dµ = µρ

‖d∗‖∞ ∇hi(x
k)T d∗

︸ ︷︷ ︸

=0

= 0, ∀i = 1, . . . , p,

Gi(x
k)

︸ ︷︷ ︸

=0

+∇Gi(x
k)T dµ = µρ

‖d∗‖∞ ∇Gi(x
k)T d∗

︸ ︷︷ ︸

≥0

≥ 0, ∀i ∈ α ∪ β,

Hi(x
k)

︸ ︷︷ ︸

=0

+∇Hi(x
k)T dµ = µρ

‖d∗‖∞ ∇Hi(x
k)T d∗

︸ ︷︷ ︸

≥0

≥ 0, ∀i ∈ β ∪ γ.� Für alle i 6∈ Ig gilt:
gi(x

k) + ∇gi(x
k)T dµ ≤ gi(x

k) + ‖dµ‖2
︸ ︷︷ ︸

≤√
n‖dµ‖∞

‖∇gi(x
k)‖2

≤ gi(x
k) +

√
nρ‖∇gi(x

k)‖2(7.25)+(7.26)
≤ 0.� Für alle i ∈ γ gilt:

Gi(x
k) + ∇Gi(x

k)T dµ ≥ Gi(x
k) − ‖dµ‖2

︸ ︷︷ ︸

≤√
n‖dµ‖∞

‖∇Gi(x
k)‖2
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≥ Gi(x

k) −√
nρ‖∇Gi(x

k)‖2(7.25)+(7.27)
≥ 0.� Für alle i ∈ α haben wir:

Hi(x
k) + ∇Hi(x

k)T dµ ≥ Hi(x
k) − ‖dµ‖2

︸ ︷︷ ︸

≤√
n‖dµ‖∞

‖∇Hi(x
k)‖2

≥ Hi(x
k) −√

nρ‖∇Hi(x
k)‖2(7.25)+(7.28)

≥ 0.� Die Komplementaritätsbedingungen sind auh erfüllt, denn für alle i ∈ β gilt:
(
Gi(x

k)
︸ ︷︷ ︸

=0

+∇Gi(x
k)T dµ

)(
Hi(x

k)
︸ ︷︷ ︸

=0

+∇Hi(x
k)T dµ

)
=

(µρ)2

‖d∗‖2
∞

(
∇Gi(x

k)T d∗)(∇Hi(x
k)T d∗) =

(µρ)2

‖d∗‖2
∞

(
Gi(x

k)
︸ ︷︷ ︸

=0

+∇Gi(x
k)T d∗)(Hi(x

k)
︸ ︷︷ ︸

=0

+∇Hi(x
k)T d∗) (7.24)

= 0.Wegen
(
Gi(x

k)
︸ ︷︷ ︸

=0

+∇Gi(x
k)T d∗)(Hi(x

k) + ∇Hi(x
k)T d∗

︸ ︷︷ ︸

>0, vgl.(7.22) ) (7.24)
= 0folgt auÿerdem ∇Gi(x

k)T d∗ = 0 und deshalb auh Gi(x
k)

︸ ︷︷ ︸

=0

+∇Gi(x
k)T dµ = 0,für alle i ∈ α.Wegen

(
Gi(x

k) + ∇Gi(x
k)T d∗

︸ ︷︷ ︸

>0, vgl.(7.21) )(
Hi(x

k)
︸ ︷︷ ︸

=0

+∇Hi(x
k)T d∗) (7.24)

= 0folgt analog∇Hi(x
k)T d∗ = 0 und damitHi(x

k)
︸ ︷︷ ︸

=0

+∇Hi(x
k)T dµ = 0, für alle i ∈ γ.Somit ist die Zulässigkeit von dµ für das QPEC(xk, ρ) bewiesen.De�nieren wir jetzt

Φ(µ) = q(dµ),dann gilt:
Φ′(0) =

ρ∇f(xk)T d∗

‖d∗‖∞
(7.23)
=

−κρ

‖d∗‖∞
< 0
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Φ′′ =

(
ρ

‖d∗‖∞

)2

d∗T Bd∗ ≤
(

ρ

‖d∗‖∞

)2

‖d∗‖2
2

︸ ︷︷ ︸

≤n‖d∗‖2
∞

‖B‖2
︸ ︷︷ ︸

≤M

≤ nρ2M.Somit ergibt sih:
Φ′′ + Φ′(0) ≤ −κρ

‖d∗‖∞
+ nρ2M = ρ

(

nMρ − κ

‖d∗‖∞
︸ ︷︷ ︸

≤0, vgl.(7.25) )

≤ 0.Mit Lemma 7.2 folgt, dass die Funktion Φ(µ) ihr Minimum an der Stelle µ = 1annimmt und dass
Φ(0) − Φ(1) ≥ −1

2
Φ′(0) =

1

2

ρκ

‖d∗‖∞gilt. Damit ergibt sih auh:
q(0) − q(d1) = Φ(0) − Φ(1) ≥ 1

2

ρκ

‖d∗‖∞
.Für die Lösung d des QPECs(xk, ρ) gilt dann:

∆q = q(0) − q(d)
︸︷︷︸

≤q(d1)

≥ q(0) − q(d1) ≥
1

2

ρκ

‖d∗‖∞
> 0. (7.29)Mit Lemma 7.3 ergibt sih ∆f ≥ ∆q − nρ2M , c(xk + d) ≤ 1

2
nρ2zM und xk + d istzum Filter akzeptabel, da ρ ≤

√
2βτk

znM
gilt, vgl. (7.25). Es folgt:

∆f

∆q
≥ 1 − nρ2M

∆q

(7.29)
≥ 1 − 2nρ2M‖d∗‖∞

ρκ
= 1 − 2nρM‖d∗‖∞

κ

(7.25)
≥ σ,d.h. es gilt ∆f ≥ σ∆q und

f(xk) − f(xk + d) − γc(xk + d) = ∆f − γc(xk + d)

≥ 1

2

σρκ

‖d∗‖∞
− 1

2
γnρ2zM

=
1

2
ρ
( σκ

‖d∗‖∞
− γnρzM

︸ ︷︷ ︸

≥0 vgl.(7.25) )

≥ 0,d.h. xk + d ist auh akzeptabel zum Paar (ck, fk), vgl. (6.9). Insgesamt sind somitalle Bedingungen für eine f -type Iteration erfüllt und die innere Shleife briht auhin diesem Fall nah endlih vielen Shritten ab.
�Nun kommen wir zum Hauptresultat dieses Kapitels, vgl. auh [41, Theorem 7℄:



113Satz 7.6 Es seien die Standardvoraussetzungen erfüllt. Dann tritt für den Filter SQPEC-Algorithmus einer der drei folgenden Fälle ein:(A) In der Restaurationsphase wird kein x gefunden, das vom Filter akzeptiert wird undfür den das QPEC(x, ρ) für ein ρ ≥ ρ0 zulässig ist.(B) Der Algorithmus briht in der k-ten Iteration mit der Lösung d = 0 ab und xk ist einM-stationärer Punkt des MPECs (1). Ist für xk sogar die MPEC-LICQ-Bedingungerfüllt, dann ist xk ein stark stationärer Punkt.(C) Es existiert ein Häufungspunkt der Folge xk, der zulässig ist und entweder ein A-stationärer Punkt von (1) ist oder niht die MPEC-MFCQ-Bedingung erfüllt.Beweis. Wir betrahten nur den Fall, dass weder (A) noh (B) eintritt. Die Behauptungenin (B) gelten dabei nah Satz 6.1. Da die innere Shleife nah endlih vielen Shrittenabbriht, vgl. Lemma 7.5, erhalten wir durh die äuÿere Shleife eine unendlihe Folge
(xk)k∈N. Nah den Standardvoraussetzungen ist diese Folge beshränkt, deshalb existiertmindestens ein Häufungspunkt.Angenommen, (C) ist niht erfüllt, d.h. für jeden Häufungspunkt gilt: er ist niht zulässigfür das MPEC (1), oder falls er doh zulässig ist, gelte MPEC-MFCQ, aber keine A-Stationarität. Wir betrahten zwei Fälle:

• 1.Fall: Die Folge (xk)k∈N enthält unendlih viele c-type Iterationen.Betrahten wir die Teilfolge dieser c-type Iterationen, etwa (xk)k∈K. Nur bei einer c-type Iteration wird (ck, fk) am Ende der Iteration vom Filter akzeptiert. Da (fk)k∈Knah unten beshränkt ist, vgl. Bemerkung 7.1, folgt mit Korollar 6.8 dann ck → 0für k ∈ K und k → ∞. Wegen τk = minj∈Fk
cj gilt auh τk → 0. Nah De�nitionunseres Verfahrens können nur c-type Iterationen τk verkleinern und es gibt eineweitere Teilfolge, für die

τk+1 = ck < τkgilt, dazu beahte man die De�nition von τk in (6.18) und die De�nition von Fk in(6.6). Da X beshränkt ist, existiert erneut eine Teilfolge, die gegen einen Häufungs-punkt x der Ausgangsfolge konvergiert, sei diese (xk)k∈S . Wegen xk → x und ck → 0folgt, dass x zulässig für das MPEC (1) ist. Da nah unserer Annahme (C) nihterfüllt ist und der Häufungspunkt x für (1) zulässig ist, muss MPEC-MFCQ erfülltsein, aber x ist kein A-stationärer Punkt. Nah Lemma 7.4 existiert folglih eineUmgebung N von x und positive Konstanten µ und η, so dass für alle xk ∈ N ∩ Xund alle ρ mit µc(xk) ≤ ρ ≤ η folgt, dass das QPEC(xk, ρ) eine Lösung d besitzt,für die die vorhergesagte Reduktion ∆q der Ungleihung ∆f ≥ σ∆q > 0 genügt und
∆f ≥ γc(xk + d) erfüllt ist.Sei k ∈ S so groÿ, dass folgendes gilt:1. xk ∈ N2. √

2βτk

znM
≤ η. Dies ist wegen τk → 0 möglih.
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ck

ck
≥ 2µ

√
2β

znM

⇐⇒
√

2βck

znM
≥ 2µck.Dies ist wegen

lim
ck→0
k∈S

√
ck

ck
= lim

ck→0
k∈S

1√
ck

= ∞möglih.Mit der dritten Bedingung folgt mit τk > ck sofort
√

2βτk

znM
>

√

2βck

znM
≥ 2µck. (7.30)Betrahten wir dann für dieses k das zugehörige QPEC(xk , ρ). Angenommen dieinnere Shleife briht vorher niht ab und ρ wird so klein, dass

µck ≤ ρ ≤ 2µck (7.31)gilt (da ρ in der inneren Shleife ständig halbiert wird, muss das zwangsläu�g irgend-wann der Fall sein). Dann folgt mit der 2. Bedingung und (7.30):
µck ≤ ρ ≤ 2µck <

√

2βτk

znM
≤ η. (7.32)Nah dem oben erwähnten Lemma besitzt das zugehörige QPEC(xk, ρ) eine Lösung

d für die
∆f ≥ σ∆q > 0 und ∆q > 0sowie

∆f ≥ γc(xk + d)erfüllt ist, d.h. die notwendige Bedingung (6.17) für eine f -type Iteration ist erfülltund xk + d ist akzeptabel zum Paar (ck, fk). Da
ρ2 ≤ 2βτk/(znM)gilt, ist xk + d auh zum Filter akzeptabel, vgl.Lemma 7.3. Insgesamt sind damitalle Bedingungen für eine f -type Iteration erfüllt. Dies ist ein Widerspruh zurTatsahe, dass unsere Teilfolge nur aus c-type Iterationen besteht. Also muss dieinnere Shleife vorher (bevor ρ in das Intervall aus (7.31) hineinfällt) mit einer c-type-Iteration abbrehen. Das ist aber ein Widerspruh zu Bemerkung 6.9, dennwenn es irgendwann eine f -type Iteration für ein ρ gibt, kann es niht sein, dassvorher eine c-type Iteration auftritt. Insgesamt haben wir damit gezeigt, dass unsereAnnahme in diesem Fall niht erfüllt sein kann.
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• 2.Fall: Die Folge enthält nur endlih viele c-type Iterationen.In diesem Fall gibt es ein K ∈ N, so dass für alle k ≥ K nur noh f -type Itera-tionen auftreten. Dann gilt ∆fk ≥ σ∆qk > 0 und (ck+1, fk+1) ist immer zu (ck, fk)akzeptabel, d.h. es gilt

c(xk+1) ≤ βc(xk) oder f(xk+1) + γc(xk+1) ≤ f(xk). (7.33)Für k ≥ K ist die Funktionenfolge fk damit streng monoton fallend und nah untenbeshränkt, vgl. Bemerkung 7.1. Folglih ist fk konvergent, der Grenzwert sei f ∗. Esfolgt:
∑

k≥K

∆fk = lim
n→∞

n∑

k=K

∆fk = lim
n→∞

n∑

k=K

fk − fk+1 =

lim
n→∞

(fK − fn+1) = fK − f ∗ < ∞.Desweiteren ergibt sih mit Lemma 6.7 (die Funktionenfolge fk ist monoton fallendund beshränkt), dass ck → 0 gilt. Analog zu oben ist damit jeder Häufungspunktder Folge xk ein zulässiger Punkt für das MPEC (1).Sei x nun ein Häufungspunkt der Folge (xk)k∈N, welher existiert, da X beshränktist. Auÿerdem sei S die dazugehörige Teilfolge, d.h. es gelte xk → x für k → ∞ und
k ∈ S. Da nah unserer Annahme (C) niht erfüllt ist, gilt für x die MPEC-MFCQ-Bedingung, aber x ist kein A-stationärer Punkt.Da es ab K nur f -type Iterationen gibt, wird vom Filter kein weiterer Punkt ak-zeptiert und τk bleibt konstant: τk = τK für alle k ≥ K. Analog zum ersten Fallexistiert nah Lemma 7.4 eine Umgebung N von x und positive Konstanten κ, µund η, so dass für alle xk ∈ N ∩ X und alle ρ mit µc(xk) ≤ ρ ≤ η folgt, dass dasQPEC(xk, ρ) eine Lösung d besitzt, für die die vorhergesagte Reduktion ∆q der Un-gleihung ∆f ≥ σ∆q > 0 genügt, ∆f ≥ γc(xk + d) erfüllt ist und ∆q ≥ 1

3
ρκ ist.Wählen wir nun k ∈ S so groÿ, dass die folgenden beiden Bedingungen erfüllt sind:1. xk ∈ N2. min

{√
2βτk

znM
, η

}

≥ 2µc(xk) Dies ist möglih, da die linke Seite konstant ist,sagen wir ρ = min

{√
2βτK

znM
, η

} und die rehte Seite gegen Null konvergiert.Betrahten wir jetzt für dieses k das QPEC(xk, ρ). Dann briht die innere Shleifeirgendwann ab, spätestens wenn
1

2
ρ ≤ ρ ≤ ρgilt (da ρ in der inneren Shleife immer halbiert wird, ist das zwangsläu�g irgendwannder Fall), denn dann gilt wegen

µc(xk) ≤ 2µc(xk) ≤ ρ = min

{√

2βτK

znM
, η

}

≤ η
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µc(xk) ≤ ρ ≤ η (7.34)und wir haben nah Lemma 7.4 eine f -type Iteration mit:

∆q ≥ 1

3
ρ

︸︷︷︸

≥ 1
2
ρ

κ ≥ 1

6
ρκ.Es gilt ∆q ≥ 1

6
ρκ auh dann, wenn die innere Shleife shon für ein ρ > ρ abbrihtund erst gar niht das Intervall (7.34) erreiht wird, da ∆q in der inneren Shleifeverkleinert wird, wenn ρ verkleinert wird. Insgesamt gilt folglih:

∆fk ≥ 1

6
σκρfür alle k ∈ S und k hinreihend groÿ. Dies ist aber ein Widerspruh zu

∑

k≥K

∆fk < ∞.Damit ist (C) ist auh in diesem Fall erfüllt.
�Wir erhalten das folgende zusätzlihe Resultat:Korollar 7.7 Falls bei unserem Filter-SQPEC-Algorithmus der Fall (C) aus dem Konver-genzsatz 7.6 eintritt, dann kann für den existierenden Häufungspunkt x einer der beidenfolgenden Fälle eintreten:

• Es existiert ein ρ, so dass das zugehörige QPEC(x, ρ) die Lösung d = 0 besitzt. Indiesem Fall ist x dann nah Satz 6.1 ein M-stationärer Punkt. Ist sogar die MPEC-LICQ-Bedingung erfüllt, dann ist x ein stark stationärer Punkt.
• Es existiert kein ρ, so dass das zugehörige QPEC(x, ρ) eine Lösung d = 0 besitzt.Dann erfüllt x die MPEC-MFCQ-Bedingung niht oder ist ein A-stationärer Punkt,aber kein lokales Minimum unseres MPECs (1).Beweis. Sämtlihe Behauptungen folgen mit Satz 6.1 bzw. Satz 7.6. Es bleibt lediglihzu beweisen, dass im zweiten Fall x kein lokales Minimum des MPECs (1) ist, falls x derMPEC-MFCQ-Bedingung genügt und ein A-stationärer Punkt ist.Wir setzen wie im Beweis zu Lemma 7.5

Gmin := min

{
Gi(x

k)√
n‖∇Gi(xk)‖2

∣
∣
∣i ∈ γ

} (7.35)und
Hmin := min

{
Hi(x

k)√
n‖∇Hi(xk)‖2

∣
∣
∣i ∈ α

}

. (7.36)



117Weiterhin wählen wir ein ρ mit
ρ ≤ min {Hmin, Gmin} . (7.37)Lösen wir dann mit diesem ρ das QPEC(x, ρ), gilt für die Lösung d∗:

∇f(x)T d∗ + 1
2
d∗T Bd∗ < 0

gi(x) + ∇gi(x)T d∗ ≤ 0 ∀i = 1, . . . , m,
hi(x) + ∇hi(x)T d∗ = 0 ∀i = 1, . . . , p,
Gi(x) + ∇Gi(x)T d∗ ≥ 0 ∀i = 1, . . . , ℓ,
Hi(x) + ∇Hi(x)T d∗ ≥ 0 ∀i = 1, . . . , ℓ,
(Gi(x) + ∇Gi(x)T d∗) (Hi(x) + ∇Hi(x)T d∗) = 0 ∀i = 1, . . . , ℓ,
‖d∗‖∞ ≤ ρ.

(7.38)
Die erste Bedingung gilt, da d = 0 keine Lösung ist und deshalb haben wir:

∆q = q(0) − q(d∗)
︸ ︷︷ ︸

<q(0)

= −∇f(x)T d∗ − 1

2
d∗T Bd∗ > 0.Da B positiv semide�nit ist, folgt sogar ∇f(x)T d∗ < 0. Auÿerdem ist d∗ ein Element desMPEC-linearisierten Tangentialkegels, vgl. De�nition 2.6, denn es gilt:

• Zusammen mit (7.38) und der Zulässigkeit von x für das MPEC (1) ergibt sih:
∇gi(x)T d∗ ≤ 0, ∀i ∈ Ig,
∇hi(x)T d∗ = 0, ∀i = 1, . . . , p,
∇Gi(x)T d∗ ≥ 0, ∀i ∈ α ∪ β,
∇Hi(x)T d∗ ≥ 0, ∀i ∈ β ∪ γ,

(∇Gi(x)T d∗)(∇Hi(x)T d∗) = 0, ∀i ∈ β.

• Für alle i ∈ γ gilt Gi(x) + ∇Gi(x)T d∗ > 0, vgl. (7.35) und (7.37). Deshalb folgt
(
Gi(x) + ∇Gi(x)T d∗
︸ ︷︷ ︸

>0

)(
Hi(x)
︸ ︷︷ ︸

=0

+∇Hi(x)T d∗) (7.38)
= 0bzw.

∇Hi(x)T d∗ = 0.

• Für alle i ∈ α gilt Hi(x) + ∇Hi(x)T d∗ > 0, vgl. (7.36) und (7.37). Deshalb folgt
(
Gi(x)
︸ ︷︷ ︸

=0

+∇Gi(x)T d∗)(Hi(x) + ∇Hi(x)T d∗
︸ ︷︷ ︸

>0

) (7.38)
= 0also auh

∇Gi(x)T d∗ = 0.



118 Kapitel 7 Ein globaler KonvergenzbeweisFolglih existiert ein d∗ ∈ T linMPEC(x) mit∇f(x)T d∗ < 0. Da x der MPEC-MFCQ-Bedingunggenügt, genügt x auh der MPEC-ACQ-Bedingung, vgl. Lemma 2.11. Deshalb sind Tan-gentialkegel und MPEC-linearisierter Tangentialkegel gleih, vgl. De�nition 2.8, und esexistiert ein d∗ ∈ T (x) mit ∇f(x)T d∗ < 0. Nah Lemma 1.10 ist x kein lokales Minimum.
�Da wir für den Beweis nur die positive De�nitheit der Matrix B benötigen, wollen wir hiernoh mal explizit erwähnen, dass durhaus auh B = 0 sein kann, d.h. die Teilproblemedürfen auh LPECs sein.
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Kapitel 8Numerishe Resultate
8.1 Hinweise zur Implementation8.1.1 Implementation der RestaurationsphaseWenn man das Filter-SQPEC-Verfahren aus Abbildung 6.2 implementieren möhte, hatman das Problem, dass man in der Restaurationsphase in Iteration k ein x �nden muss,so dass das QPEC(x, ρ) für ein ρ ≥ ρ0 zulässig ist und x zum Filter und zum Paar (ck, fk)akzeptabel ist. Dabei hat man mehrere Möglihkeiten, vgl. auh [40, 41℄. Man kann z.B.versuhen, einen zulässigen Punkt für das MPEC (1) zu �nden, indem man das folgendeunrestringierte Optimierungsproblem löst:

min q(x) :=

m∑

i=1

max{0, gi(x)} +

p
∑

i=1

|hi(x)|+

ℓ∑

i=1

[max{0,−Gi(x)} + max{0,−Hi(x)} + |Gi(x)Hi(x)|]
(8.1)O�ensihtlih ist q nah unten durh 0 beshränkt und für jeden zulässigen Punkt x von(1) gilt auh tatsählih q(x) = 0, wie man sofort sieht. Shreibt man das Programm (8.1)um, so erhält man folgendes restringierte Optimierungsproblem:

min
m∑

i=1

αi +
p∑

i=1

(β+
i + β−

i ) +
ℓ∑

i=1

(γi + δi + η+
i + η−

i )u.d.N. gi(x) ≤ αi, αi ≥ 0, ∀i = 1, . . . , m,
hi(x) = β+

i − β−
i , β+

i , β−
i ≥ 0, ∀i = 1, . . . , p,

−Gi(x) ≤ γi, γi ≥ 0, ∀i = 1, . . . , ℓ,
−Hi(x) ≤ δi, δi ≥ 0, ∀i = 1, . . . , ℓ,
Gi(x)Hi(x) = η+

i − η−
i , η+

i , η−
i ≥ 0, ∀i = 1, . . . , ℓ.

(8.2)
Dieses Optimierungsproblem hängt von den Variablen x, α, β+, β−, γ, δ, η+, η− ab. Für ein



120 Kapitel 8 Numerishe Resultatebeliebiges x erhält man o�ensihtlih einen zulässigen Punkt für (8.2) und damit einenStartwert für sämtlihe Verfahren, wenn man
α = max{0, g(x)},
β+ = max{0, h(x)},
β− = max{0,−h(x)},
γ = max{0,−G(x)},
δ = max{0,−H(x)},
η+ = max{0, G(x)H(x)},
η− = max{0,−G(x)H(x)}setzt. Hat man eine Lösung von (8.2) gefunden und damit einen zulässigen Punkt x∗ fürdas MPEC (1), so erfüllt er auh die geforderten Eigenshaften in der Restaurationsphaseund sie briht ab:

• Das QPEC(x, ρ) ist dann für jedes ρ zulässig, da d = 0 ein zulässiger Punkt ist.
• Nah Bemerkung 6.10 gilt für alle Paare, die in den Filter aufgenommen werden

cj > 0. Wegen c(x∗) = 0 ist dann aber das Paar (c(x∗), f(x∗)) zum Filter akzeptabel,vgl. (6.9).8.1.2 Allgemeine Hinweise zur Implementation des VerfahrensDer Filter-SQPEC-Algorithmus wurde in Matlab implementiert. Um in der Restaurations-phase einen zulässigen Punkt von (8.2) zu �nden, wurde der TOMLAB-Solver nlpSolveverwendet, den man von der TOMLAB-Seite [48℄ beziehen kann. NlpSolve ist eine Matlab-Implementation des Filter-SQP Algorithmus von Roger Flether und Sven Ley�er, der auhshon als Grundlage für unseren Filter-SQPEC Algorithmus gedient hat, vgl. [36, 41℄. Au-ÿerdem wurden folgende Konstanten benutzt: ρ0 = 1, u = 100, β = 0.99, γ = 0.01, σ = 0.1.Gestartet wurde am Anfang mit ρ = 100 und als Toleranzgrenze für das Abbruhkriterium
d = 0 wurde 1e − 8 verwendet.Für die Matrix B wurde B = 0 gesetzt, weshalb alle Teilprobleme Lineare Mathema-tishe Programme mit Gleihgewihtsrestriktionen (LPECs) sind, für die die Theorie ausKapitel II verwendet werden kann.8.2 Ergebnisse der MaMPEC TestsammlungDas Filter-SQPEC-Verfahren (eigentlih ein Filter-SLPEC-Verfahren, da B = 0 gesetztwurde) wurde an der MPEC-Testsammlung MaMPEC von Sven Ley�er getestet, die imInternet unter [54℄ zu �nden ist. Die Testprobleme sind dabei in der ModellierungsspraheAMPL geshrieben. Mit der C-Funktion amplfun. (welhe man sih im Internet downloa-den kann) kann eine Mex-Funktion erstellt werden, mit deren Hilfe die Beispiele dann mitMatlab getestet werden können. Genauere Hinweise dazu �ndet man in [45℄. Die Testsamm-lung beinhaltet die vershiedensten MPECs. Die meisten MPECs davon haben lineare bzw.



8.2 Ergebnisse der MaMPEC Testsammlung 121quadratishe Zielfunktionen sowie lineare bzw. quadratishe Nebenbedingungen. Für einedetailliertere Beshreibung der Probleme und auh ihrer Herkunft, vgl. [54℄.8.2.1 Übersiht über die gefundenen ErgebnisseDie folgende Tabelle enthält die Lösungen, die mittels des Filter-SQPEC-Verfahrens erzieltwurden. Dabei wird Folgendes angegeben:
• Spalte 1 enthält den Namen des Beispiels,
• Spalte 2 enthält die Anzahl n der Variablen,
• Spalte 3-5 die jeweilige Anzahl m, p, l der Nebenbedingungen,
• Spalte 6 enthält den optimalen Zielfunktionswert f(x∗), der gefunden wurde,
• Spalte 7 die CPU-Zeit, die unser Rehner benötigt hat, um die Lösung zu �nden,
• Spalte 8 den Wert des Iterationszähler k, als die Lösung gefunden wurde und shlieÿ-lih
• Spalte 9 die Anzahl an Teilproblemen, die insgesamt gelöst werden mussten.Wir haben uns dabei weitestgehend auf Probleme mit l ≤ 50 beshränkt, da es sonst sehrlange gedauert hat, bis die Teilprobleme gelöst wurden.Beispiel n m p l f(x∗) Cpu-Zeit k QPECbard1 5 2 1 3 17.00000000 0.40 2 4bard2 12 18 5 3 6163.00000000 2.84 2 2bard3 6 6 3 1 −12.67871094 0.55 3 3bard1m 6 3 1 3 17.00000000 0.59 2 4bard2m 18 18 8 6 −6598.00000000 408.36 5 3bard3m 6 4 1 3 −12.67871094 0.58 3 3bilevel1 10 5 2 6 0.00000000 1.22 2 2bilevel2 16 13 4 8 −6600.00000000 7.19 7 39bilevel3 11 4 6 3 −12.67871094 0.75 4 4bilevel1m 16 5 6 8 −10.00000000 433.93 4 2bilevel2m 16 13 4 8 −6600.00000000 8.46 7 39bilin 8 3 1 6 0.00000000 0.55 2 2dempe 3 0 1 1 31.25000002 43.43 47 504



122 Kapitel 8 Numerishe ResultateBeispiel n m p l f(x∗) Cpu-Zeit k QPECdesign-ent-4 22 7 10 8 0.00000000 0.26 2 2design-ent-31 15 3 6 3 0.00001997 65.11 88 644desilva 6 4 2 2 −0.99999990 0.27 1 1df1 2 4 1 1 0.00000000 5.05 8 32ex9.1.1 13 1 7 5 −13.00000000 2.54 2 2ex9.1.2 8 5 5 2 −6.25000000 0.67 1 1ex9.1.3 23 8 15 6 −29.20000000 1.10 2 2ex9.1.4 8 4 5 2 −37.00000000 3.19 2 2ex9.1.5 13 3 7 5 −1.00000000 0.37 2 2ex9.1.6 14 2 7 6 −49.00000000 2.51 2 2ex9.1.7 17 5 9 6 −26.00000000 0.88 2 2ex9.1.8 11 6 5 3 −3.25000000 0.43 2 2ex9.1.9 12 2 6 5 3.11111111 0.91 2 2ex9.1.10 11 6 5 3 −3.25000000 0.43 2 2ex9.2.1 10 2 5 4 17.00000000 1.59 2 5ex9.2.2 9 5 4 3 100.00000000 1.65 1 1ex9.2.3 14 9 8 4 5.00000000 1.50 2 2ex9.2.4 8 3 5 2 0.50000000 6.17 7 62ex9.2.5 8 2 4 3 5.00000000 7.08 11 68ex9.2.6 16 4 6 6 −1.00000000 1.76 3 12ex9.2.7 10 2 5 4 17.00000000 1.38 2 5ex9.2.8 6 3 3 2 1.50000000 0.29 2 2ex9.2.9 9 4 5 3 2.00000000 0.44 2 2�p2 4 4 1 2 0.00000000 6.67 7 63�p4-1 80 30 1 30 0.00000001 59.20 48 469�p4-2 110 50 1 60 0.00000000 40.23 20 190�p4-3 140 100 1 70 0.00000000 76.31 23 208�p4-4 200 150 1 100 0.00000004 789.86 70 868gauvin 3 2 1 2 20.00000000 4.51 5 17gnash10 13 2 4 8 −230.82320672 21.29 9 65gnash11 13 2 4 8 −129.91192351 19.20 13 61gnash12 13 2 4 8 −36.93310678 18.47 11 61gnash13 13 2 4 8 −7.06178327 21.72 12 79gnash14 13 2 4 8 −0.17904631 13.48 9 48gnash15 13 2 4 8 −354.69905881 3.45 1 1gnash16 13 2 4 8 −241.44197661 2.68 1 1gnash17 13 2 4 8 −90.74910178 22.27 10 65gnash18 13 2 4 8 −25.69821527 28.10 11 88gnash19 13 2 4 8 −6.11670822 19.29 11 62gnash10m 18 4 9 8 −230.82320672 41.35 14 71



8.2 Ergebnisse der MaMPEC Testsammlung 123Beispiel n m p l f(x∗) Cpu-Zeit k QPECgnash11m 18 4 9 8 −129.91192351 40.91 12 69gnash12m 18 4 9 8 −36.93310678 34.43 11 61gnash13m 18 4 9 8 −7.06178327 35.39 12 79gnash14m 18 4 9 8 −0.17904631 25.47 9 48gnash15m 18 4 9 8 −354.69905881 12.65 2 2gnash16m 18 4 9 8 −241.44197661 9.70 1 1gnash17m 18 4 9 8 −90.74910178 30.42 11 66gnash18m 18 4 9 8 −25.69821527 34.90 11 88gnash19m 18 4 9 8 −6.11670822 24.74 11 62hs044-i 20 12 4 10 15.61776889 16.39 8 48inid-set1-8 118 77 50 49 0.00000000 22.55 13 53inid-set1-8 117 82 49 49 0.00000000 22.48 16 69inid-set2-8 117 75 49 49 0.00504318 31.00 12 66inid-set2-8 117 82 49 49 0.00563081 41.91 23 134jr1 2 0 1 1 0.50000000 3.97 8 69jr2 2 0 1 1 0.50000000 1.95 5 21kth1 2 0 1 1 0.00000000 0.18 2 2kth2 2 0 1 1 0.00000000 1.14 5 19kth3 2 0 1 1 0.50000000 6.28 8 71liswet1-050 152 51 52 50 0.01399589 95697.87 102 81nash1 6 4 2 2 0.00000000 12.38 10 61nash1a 6 4 2 2 0.00000000 6.22 10 62nash1b 6 4 2 2 0.00000000 8.95 14 106nash1 6 4 2 2 0.00000000 6.20 11 60nash1d 6 4 2 2 0.00000000 8.69 13 88nash1e 6 4 2 2 0.00000000 7.86 16 90outrata31 5 2 1 4 3.20770002 1.18 7 10outrata32 5 2 1 4 3.44940357 11.83 14 93outrata33 5 2 1 4 4.60425365 15.26 23 154outrata34 5 2 1 4 6.59268383 17.98 17 124pak-omp1-8 107 49 49 49 0.60000000 13.54 3 3pak-omp1-8 107 56 49 49 0.60000000 13.31 3 3pak-omp1p-8 107 34 49 49 0.59999995 14.45 3 3pak-omp2-8 107 49 49 49 0.67311715 116.69 105 901pak-omp2-8 107 56 49 49 0.67345796 18.94 19 50pak-omp2p-8 107 34 49 49 0.67362039 711.47 510 4670pak-rig1-8 87 59 46 32 0.78792769 167.57 69 415pak-rig1-8 87 66 46 32 0.78829751 103.27 75 313pak-rig1p-8 105 62 49 47 0.78793254 493.80 74 405pak-rig2-8 85 59 46 30 0.78040386 143.45 90 505



124 Kapitel 8 Numerishe ResultateBeispiel n m p l f(x∗) Cpu-Zeit k QPECpak-rig2-8 85 66 46 30 0.79930582 226.56 98 661pak-rig2p-8 103 62 49 45 0.78040353 327.77 83 482pak-rig3-8 85 59 46 30 0.73520211 3277.73 1053 12676pak-rig3-8 85 66 46 30 0.75347262 196.88 98 555port�-i-1 87 62 13 12 0.00001503 102.92 19 206port�-i-3 87 62 13 12 0.00000627 82.38 22 227qpe1 30 0 1 20 80.00000000 2.79 8 26qpe2 30 0 1 20 45.00000000 604.83 5 20ralph1 2 1 1 1 0.00000000 0.35 1 1ralph2 2 0 1 1 0.00000000 4.82 5 65sholtes1 3 1 1 1 2.00000000 4.79 9 83sholtes2 3 1 1 1 15.00000000 0.33 3 3sholtes3 2 0 1 1 0.50000000 2.88 5 32sholtes4 3 2 1 1 0.00000000 0.61 2 2sholtes5 3 0 1 2 1.00000000 4.70 10 81sale1 2 0 1 1 1.00000000 10.83 9 140sale2 2 0 1 1 1.00000000 1.77 5 20sale3 2 0 1 1 1.00000000 2.30 5 20sale4 2 0 1 1 1.00000000 11.49 9 140sale5 2 0 1 1 100.00000000 2.23 5 20sl1 8 6 2 3 0.00010000 0.97 2 2stakelberg1 3 2 1 1 −3266.66666667 5.59 11 71tap-09 86 40 32 32 110.19722547 1331.64 54 304taxmp 15 6 3 11 0.81870499 0.73 1 18.2.2 Darstellung vereinzelter LösungenIn der folgenden Tabelle sind einige Lösungsvektoren von klein-dimensionalen Beispielenkonkret angegeben, die einen anderen Zielfunktionswert besitzen, als in [54℄ angegeben:Beispiel Lösungsvektor Abbruh mit d = 0?bard2 (0, 6, 31, 0, 4.2, 1.8, 12.4368, 18.6, 20, 0, 0, 13.3)T Jabilin (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)T Jaex9.1.6 (16, 11, 28, 12, 0, 0, 12, 11, 0, 0, 3, 0, 0, 0)T Jaex9.1.7 (0, 0.9, 0, 0.6, 0.4, 0, 0, 0, 0, 0.6, 0.4, 0, 1, 3, 6, 0, 0)T Jaex9.2.1 (1, 0, 0, 3, 6, 0, 3.5, 0, 0, 0)T Jaex9.2.3 (5, 10, 25, 30, 5, 0, 15, 15, 20, 10, 0, 0, 0, 0)T Jaex9.2.5 (3, 1, 0, 7, 7, 4, 0, 0)T Jaex9.2.7 (1, 0, 0, 3, 6, 0, 3.5, 0, 0, 0)T Ja



8.2 Ergebnisse der MaMPEC Testsammlung 125Die folgende Tabelle gibt abshlieÿend die Beispiele aus, bei der bei uns eine andere Lösunggefunden wurde, wie bei Ley�er [54℄ oder Veelken [90℄:Beispiel unsere Lösung Lösung von Ley�er Lösung von Veelkenbard2 6163.00000000 −6598 −6598bilevel1 0.00000000 0 −10bilevel1m −10.00000000 −55 −bilin 0.00000000 5.6 −14.6design-ent-4 0.00000000 3.0792 −3341.0design-ent-31 0.00001997 3.72337 −ex9.1.3 −29.20000000 −29.2 −23ex9.1.4 −37.00000000 −37 −63ex9.1.6 −49.00000000 −15 −49ex9.1.7 −26.00000000 −6 −23ex9.2.1 17.00000000 25 17ex9.2.3 5.00000000 −55 5ex9.2.5 5.00000000 9 9ex9.2.7 17.00000000 25 17hs044-i 15.61776889 15.6178 17.090inid-set2-8 0.00504318 4.518E − 03 0.45179E − 02inid-set2-8 0.00563081 5.471E − 03 0.54713E − 02nash1a 0.00000000 7.88861E − 30 −nash1b 0.00000000 7.88861E − 30 −nash1 0.00000000 7.88861E − 30 −nash1d 0.00000000 7.88861E − 30 −nash1e 0.00000000 7.88861E − 30 −pak-omp2p-8 0.67362039 0.673117 0.673117pak-rig1-8 0.78792769 0.787932 0.78793pak-rig1p-8 0.78793254 0.787932 0.78793tap-09 110.19722547 109.143 109.13
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