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1 Einleitung

Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Untersuchung der Analytizitdtseigenschaften unzuléssi-
ger gewichteter zentraler Pfade bei monotonen semidefiniten linearen Komplementaritéts-
problemen und ihre Anwendung zur Konstruktion pfadverfolgender Algorithmen. Die hierfiir
erforderlichen matrixanalytischen Kenntnisse werden in Kapitel 2 zusammengefasst. Kapi-
tel 3 gibt eine genaue Definition des Begriffs ,,monotones Komplementaritidtsproblem®. Die
Analytizititseigenschaften gewichteter zentraler Pfade bei monotonen linearen Komplemen-
taritdtsproblemen sind aufgrund der Arbeiten [12, 14] bekannt und werden kurz in Kapi-
tel 4.1 dargestellt. Kapitel 4.2 untersucht die Analytizitdtseigenschaften der entsprechenden
Pfade bei monotonen semidefiniten linearen Komplementaritdtsproblemen unter der Annah-
me der Existenz einer strikt komplementiren Losung. Existenz, Eindeutigkeit und Stetigkeit
der Pfadfunktionen (X, S)(r, M, q) fiix r € [0,7r0], ro > 0 geeignet gewihlt, sind spétestens
durch die Arbeiten [8, 9] in sehr allgemeiner Form bekannt. Diese Ergebnisse werden zunéchst
fir » > 0 implizit wiederholt, indem mittels funktionalanalytischer und funktionentheoreti-
scher Hilfsmittel die Analytizitit der Pfadfunktionen gezeigt wird. Die sich anschlieflende
Diskussion des Grenzverhaltens von (X, S)(r, M,q) fir » | 0 baut auf den Ergebnissen in
[7] auf, wo eine entsprechende Analysis fiir zuléssige zentrale Innere-Punkte-Pfade bei se-
midefiniten Programmen (SDP) durchgefithrt wurde. Die entsprechenden Beweise werden
vereinfacht auf unzuléssige gewichtete zentrale Pfade bei monotonen semidefiniten linearen
Komplementaritéitsproblemen verallgemeinert. Abschlieend wird das Hauptresultat, die ana-
lytische Fortsetzbarkeit von (X, S)(r, M, q) in r = 0, bewiesen. Ein erster Ansatz zur Losung
dieses Problems fiir SDP’s wurde bereits in [1] gemacht. Dabei wurde jedoch die Gestalt
der Grenzmatrizen (X*,S*) durch Nichtdegeneriertheitsbedingungen explizit vorgegeben, so
dass man Analytizitdt im Nullpunkt eher durch ein Postulat als durch tatsichliche Kenntnis
des Grenzverhaltens der Pfadfunktionen beweisen konnte. Schliefllich konnte Halickd in [4] die
Analytizitéit der Pfadfunktionen im Grenzpunkt fiir SDP’s mit strikt komplementérer Losung
nachweisen. Das Resultat der vorliegenden Arbeit unterscheidet sich davon einerseits in der
Beweistechnik, da auf die Verwendung von Tensorprodukten zugunsten einer eher funktional-
anlytischen Betrachtungsweise verzichtet wird. Andererseits ist das Resultat auch allgemeiner,
da in [4] lediglich zuléssige zentrale Innere-Punkte-Pfade von SDP’s betrachtet werden.

Als erste Anwendung des Analytizitidtsresultats wird in Kapitel 5 ein von Stoer in [15] vorge-
schlagener lokal konvergenter Algorithmus zur Losung linearer Komplementaritétsprobleme
auf den semidefiniten Fall erweitert.

In Kapitel 6 wird ein neuer Algorithmus zur Losung von monotonen Komplementaritéts-
problemen vorgestellt. Hierbei wird im Gegensatz zu den iiblichen Innere-Punkte-Verfahren
durch geschickte Wahl der den Pfad approximierenden Funktionen erreicht, dass alle Ite-
rierten direkt auf einem der unzulissigen zentralen Pfade liegen. Es wird globale und lokal
Q-superlineare Konvergenz sowohl fiir den monotonen linearen als auch fiir den monotonen
semidefiniten Fall bewiesen.

Die verwendete Notation entspricht dem in der Optimierungsliteratur iiblichen Standard.



2 Matrixanalytische Grundlagen

Sei 8™ der Raum der reell-symmetrischen n x n-Matrizen mit Dimension 7 := n(n+1)/2. Der
Kegel der symmetrischen positiv (semi-)definiten Matrizen sei mit S} bzw. ST, bezeichnet.
Es gilt ST, C 8¢ C S". Fiir zwei Matrizen A,B € S" gilt A = B (A >~ B), falls A—- B
positiv semidefinit (positiv definit) ist. Durch ,, = “ wird auf 8™ eine Halbordnung, die sog.
Léownersche Halbordnung, definiert. Die zur Matrix A € C™*" konjugiert transponierte Matrix
sei mit A, die transponierte mit A” bezeichnet.

Der Satz tiber die Spektralzerlegung besagt, dass zu jeder Matrix A € S™ stets eine orthogonale
Matrix U mit UTAU = diag(\y,...,\,) existiert. Fiir Matrizen A € 8% gilt insbesondere
A; > 0 fiir alle 3.

Die Wurzel der positiv semidefiniten Matrix A, bezeichnet mit v/A, ist definiert als eindeutig
bestimmte Losung B € S von A = B2 Es gilt VA = UTdiag(v/A1,...,vA,)U. Beim
Waurzelziehen bleibt analog zum Reellen die Lownersche Halbordnung erhalten, d.h. sind
A, B > 0mit A > B, so gilt auch VA= VB.

Die Spur der Matrix A € R™™" sei mit tr(A) oder trA bezeichnet. Es gilt tr(A) = > ;| a; =
Yoy Ai(A), Xi(A) die Eigenwerte von A.

Die Menge der nichtnegativen (positiven) reellen Zahlen sei mit Ry bzw. R4 bezeichnet.
Sei Amax(A) der grofite Eigenwert von A € S™.

Lemma 2.1. [21, p.181, problem 19] Seien A, B € R™"™ mit A = 0,B = 0. Dann gilt
tr(B) S tr(B)
Amax(A) — tr(A)

Beweis. Sei U orthogonal mit UTAU = As,As = diag(A\1(A),..., \(A)), Ni(4) die
Eigenwerte von A. Es folgt

tr(A~'B) >

n

tr(A™'B) = tr(A;'UTBU) = Z N(A) N UTBU); > %(A) > (WUTBU); =
max i=1
B 1 _ tr(B) tr(B)  tr(B)
=5 tr(UT BU) = - > ST N (A O

Durch (A, B) := tr(BT A) wird auf R™*" bzw. 8" ein inneres Produkt mit (Frobenius-) Norm
| AllF := ((A, A))'/? definiert. Statt (A, B) ist auch die Schreibweise A @ B gebriuchlich.
Fiir Vektoren u € R" bezeichne ||ul| stets die 2-Norm von u, |lul| = (31, u?)!/2.

Das folgende Lemma zeigt, dass bei blockpartitionierten positiv semldeﬁnlten Matrizen die
Norm-Groéfle der einzelnen Blocke nicht unabhéngig voneinander ist.

Lemma 2.2. [21, p.181, problem 20] Seien A € R™*", C € R™*™ B € R"*™. Dann gilt
[ A B

pro|=0 = 1Bl = (5B < a()u(O)
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Beweis. Es gilt

He) := [;Tg]+el>-0 Ve>0.

Somit existiert das Schur-Komplement H(e) := C+ el — BT(A+ eI)"'B von H(e) und ist
positiv definit. Aus tr(H (e)) > 0 folgt wegen Lemma 2.1

T —1py _ | a1y < tH(BBT)
tr(C+el) >tr(B" (A+el) " B)=tr((A+e€l)"" BB") > (AT’
so dass
|B||% = tr(BTB) < tr(A + el)tr(C +€eI) Ve>O0.
Aus Stetigkeitsgriinden folgt || B||% = tr(BT B) < tr(A) tr(C). O

Der Betrag von A € C™*™, |A|, ist definiert als |A| = (A A)'/2. Fiir hermitesches A sind die
Eigenwerte von |A| gerade die Betriige der Eigenwerte von A.

Wir benétigen folgenden Satz:

Satz 2.3. (Hadamardsche Ungleichung) [21, p.176, Th.6.11] Es sei A € C™*" positiv
semidefinit mit Diagonaleintrdgen ai1,a92, ..., ann. Dann gilt

det(A) < a11a22 - App-

Das folgende Lemma liefert eine explizite untere Schranke fiir |det A| in Abhéngigkeit von
A+ AT
5

Lemma 2.4. [21, p.165, problem 26] Sei A € C™*" derart, dass A+ A" = 0. Dann gilt
A+ Af
det ( +2 ) < |det Al.

Beweis. Geméifl dem Satz von Schur existiert zu jeder Matrix A € C™*™ eine unitéire Matrix
U derart, dass U AU eine obere Dreiecksmatrix ist. Wegen det(A) = det(U AU) kann man
0.B.d.A. annehmen, dass A eine obere Dreiecksmatrix ist. Zusammen mit der Hadamardschen
Ungleichung folgt daraus

det<A+AH> ﬁ R(aii) <H’%au’<H‘au|—‘det (A)]. O

Satz 2.5. (Fischersche Ungleichung) [21, p.175, Th.6.10] Die positiv definite Matriz A €
S" sei in folgender Weise partitioniert:

Dann gilt det(A) < det(A11) det(Asgz).
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Definition 2.6. Sei A = 0. Durch
HA S RPXT Rnxn’ HA(X) =AX + XA,

wird auf dem Hilbertraum (R™*™, (-, -)) ein kompakter invertierbarer Operator definiert. We-
gen

(HA(X),Y) =tr(YT(AX + XA)) = tr((AY + YA)TX) = (X, Ho(Y)) VX,Y € R™"
ist H 4 selbstadjungiert. Somit ist auch HZl kompakt und selbstadjungiert.

Definition 2.7. Sei A € C™*" und o(A) das Spektrum von A. Sei f : D — C eine holomorphe
Funktion auf der offenen Menge D C C. Sei B C C offen und A : B — C"*"™ eine holomorphe
Matrixfunktion. Sei D’ C D offen, und der Rand 9D’ von D’ bestehe aus einer endlichen
Anzahl einfach geschlossener rektifizierbarer Jordan-Kurven, die positiv orientiert sind. Falls
0(A(z)) Cc D'Vz € Bund D'UdD’ C D gilt, so wird durch

FAE) = 5 [ 101 = A ac

T 2mi
eine Matrixfunktion f : B — C™*™ beschrieben.
Da die Resolvente von A(z), R((,z) = (¢I — A(z))~!, auf D’ x B holomorph ist, folgt aus
dem Satz von Leibniz die Holomorphie von f(A(z)) auf B.

Beispiel 2.8. Die Quadratwurzelfunktion /z ist auf der geschlitzten Ebene C — {z € R :
z < 0} holomorph. Sei A : C — C™", A(z) = Z?:o Ajz, A; € 8"V j, ein Matrixpolynom
in z. Fiir ein reelles Intervall [a,b] und ein ¢ > 0 gelte 0(A(z)) C [¢,00) V z € [a,b]. Da
die Eigenwerte von A(z) stetig von z abhéingen, existiert eine beschréinkte Umgebung U von
o(A(la,b])) :={o(A(2)) : z € [a,b]} mit U C C—{z € R:2<0}. Sei I' C U eine einfach
geschlossene Jordankurve, die o(A([a,b])) im positiven Sinn umlduft. Dann gilt

1
VAG) = o [ Ve =AY Vs e o,
2mi Jr
und /A(z) ist auf [a, b] reell-analytisch.
Wegen A(t) € S" V't € [a,b] existiert eine orthogonale Matrixfunktion U : [a,b] — O™*™ mit

A@t) =UT()A)U(t), At) = diag(A1(t), - .., An(t)). Insbesondere gilt die Identitét

UT(t)\/AU(t) = %/F\/Z((I—A(t))_ld( Yt € [a,b].



3 Komplementarititsprobleme

Gegeben sei ein semidefinites lineares Komplementaritidtsproblem (SDLCP) der Gestalt
P(X)+Q(S) = q,
(SDLCP) XS =0,
X, 8 =0.
Hierbei sind P,Q : S® — R lineare Operatoren der Form P(X) = (P,e X,..., Py e X)T

bzw. Q(S) = (Q105,...,QneS)" mit P,,Q; € 8" fiir allei = 1,...,7 und ¢ € R™.
Der Nullraum des Operatorenpaares [P, Q)] sei definiert als

N([P,Q]) :={(X,S5) e S"xS": P(X)+ Q(S) =0}.
N([P,Q)) bzw. (SDLCP) heilen monoton, wenn die Bedingung
(X,8) e N([P,Q]) = X eS >0 (3.1)

erfiillt ist.

Die Menge aller Losungen von (SDLCP), d.h. die Menge aller (X, S) € S"xS", die (SDLCP)
erfiillen, sei mit F*(q) bzw. F* bezeichnet.

Die zuléssige Menge F von (SDLCP) sei mit

F={(X,9) €St xS : P(X)+Q(S) = q}

abgekiirzt.

Einen wichtigen Spezialfall von (SDLCP) erhdlt man, wenn man zusétzlich fordert, dass
die Matrizen X, S Diagonalmatrizen sein sollen. Es ergibt sich dann das (horizontale) lineare
Komplementaritédtsproblem (LCP)

Pr+Qy = q,
(LCP) roy =0,
(z,y) > 0.

mit P,Q € R™ ", x,y,q € R™ und vektoriellem Ringprodukt x oy := (z1y1,...,Tnyn)".
Analog zum semidefiniten Fall gilt fiir den Nullraum

N(P,Q)]) :={(z,y) e R" x R" : Px + Qy = 0}.
N([P,Q)]) bzw. (LCP) heiflen monoton, wenn
(z,y) e N([P,Q)) = 2"y >0 (32)

erfiillt ist. Entsprechend sind auch F* und F fiir (LCP) definiert. Aus dem Zusammenhang
wird immer klar hervorgehen, ob sich die Bezeichnungen auf ein SDLCP oder LCP beziehen.
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Bei linearen Komplementaritatsproblemen wird die Struktur der Losungsmenge F* durch drei
Indexmengen bestimmt:

I:={i|3(z,y) € F*:2; >0},
J={j|3(x,y) € F*:y; >0}, (3.3)
K:={k|lopy=y=0 V(z,y) € F}.

Es ist bekannt, dass diese Mengen bei monotonen LCP’s mit F* # () disjunkt sind und eine

Partition der Menge N := {1,...,n} bilden.
Ein wesentliches Problem bei der Losung von (SDLCP) liegt darin, dass die Funktion ¢ :

S" x 8" — R x R™", p(X,9) := [P(X)}%(S)_q}, eine Abbildung zwischen Ridumen un-
terschiedlicher Dimension vermittelt, so dass beispielsweise das Newtonverfahren zur Bestim-
mung einer Ndherungslosung von (SDLCP) nicht direkt anwendbar ist. Dieses Problem lésst
sich dadurch 1ésen, dass man den nichtlinearen Anteil von ¢(X,S), XS, symmetrisiert. In
der Literatur wurden zahlreiche Vorschldge zur Symmetrisierung von X.S gemacht, fiir eine
Ubersicht und Diskussion daraus resultierender Suchrichtungen siehe z. B. [18].
Wir werden uns im folgenden ausschlieBlich mit der Variante (XS + SX) beschéftigen.
(SDLCP) ist damit dquivalent zu

P(X)+Q(5) = q,

1

X,S = 0.

Innere-Punkte-Verfahren zur Losung strikt zuldssiger SDLCP’s sind im wesentlichen Algo-

rithmen, die versuchen, approximativ den Losungspfad Z = (X, S)(r, M), r | 0, des folgenden
nichtlinearen Gleichungssystems zu verfolgen:

P(X)+Q(S) = ¢,
%(XSJrSX) — M,
X, 5= 0.

Hierbei ist M > 0 eine positiv definite Gewichtungsmatrix.
Falls strikt zuléssige Losungen nicht existieren oder unbekannt sind, wéhlt man rg > 0 belie-
big, Xo, So = 0 mit XSy + SoXo > 0 und g := (P(Xo) + Q(So) — q)/ro so, dass

g€ M(rg) ={(P(X)+Q(S)—¢q)/ro | X,S >0, XS+ SX > 0}. (3.4)
Unzuldssige Innere-Punkte-Verfahren versuchen dann, mit Hilfe des Newton-Verfahrens oder
einer Taylor-Approximation hoherer Ordnung den gewichteten zentralen unzuldssigen Innere-
Punkte-Pfad der Losungen Z = (X, S)(r, M, q) des Systems
P(X)+Q(S) = ¢ +rq,
(SDLCP)rrrq %(XS +SX) = rM,
X, 50
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iterativ fir | 0 und M > 0 zu verfolgen. Die Definition von ¢ und M (rg) garantieren, dass
dieses System fiir r = 9 und M := (XoSo + S0X0)/(2r9) = 0 losbar ist. Falls dieser Pfad
fur r € (0,ro] existiert und stetig ist und auch Z* := lim,|o(X, S)(r, M, q) existiert, so gilt
offenbar Z* € F*.

Wir werden im néchsten Kapitel die Analytizitédtseigenschaften von (X, S)(r, M, q) fiir (r, M, q)
€ [0,70] x ST, x M(rg), ro > 0, untersuchen.



4 Analysis von Innere-Punkte-Pfaden

4.1 Analytizitat gewichteter zentraler Pfade bei monotonen
linearen Komplementarititsproblemen

In diesem Abschnitt werden einige bekannte Resultate iiber die analytische Struktur zentraler
Pfade bei monotonen LCP’s zusammengestellt, die insbesondere in Kapitel 6 benotigt werden.
Wir nehmen an, dass (LCP) die folgenden Voraussetzungen erfiillt:

Annahmen 4.1.1.

(1) rk[P,Q] = n;

(2) (LCP) ist monoton, (3.2);

(3) (LCP) hat Losungen, F* # ().

Das folgende Lemma garantiert die Existenz gewichteter zentraler Pfade und ihrer Limites
fur r | O:

Lemma 4.1.2. [15] Unter den Annahmen 4.1.1 hat das System
Pr+Qy = q+rq,

(LCP)yp g roy =11,
z,y >0

fir alle 0 < r < rg, 0 < n € R"™ und alle § € M(rg) eine eindeutig bestimmte Lisung
(z,y)(r,n,q), und die folgenden Grenzwerte existieren:

1
li 1, q) =t *7*€Pa lim — ) 1, q) =t ~*7~*'
im(z, y)(r, 0, q) = (2", ") i \/;(wx yr)(r,n, @) =: (%, Jk)
Die Grenzwerte erfiillen
z7>0,25=0,y1=0,y7 >0, 2% =yi =0, Tk >0, 5 > 0. (4.1)

Die Analytizitétseigenschaften der Pfadfunktionen sind davon abhingig, ob (LCP) strikt
komplementire Losungen besitzt oder nicht, d.h. ob K = () oder K # () gilt.

Satz 4.1.3. [15] Es gelten die Annahmen 4.1.1, ro > 0, ¢ € M(ro) und K = (). Die Funktio-
nen (Z,9)(r,n,q) seien durch die Gleichungen

(xr,xg)(r,) =: (&1,725)(r, "),
(i, ya)(r,-) = (rgr, ys)(r, )

definiert. Dann sind (Z,9)(r,n,q) und (z,y)(r,n,q) fir alle 0 < r < ro, 0 < n € R™ und
q € M(rg) analytische Funktionen von (r,n,q), die analytisch in r = 0 fortgesetzt werden
kénnen. Die Grenzwerte von (Z,9) erfillen (z,9)(0,7n,q) > 0.
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Satz 4.1.4. [15] Es seien die Annahmen 4.1.1 erfiillt. Es gelte rg > 0, § € M(ro) und K # 0.
Fiir v € (0,70] setze p := /T, p*> =, und definiere die Funktionen (%,7)(p,n,q) durch

(xfaxfaxK)(p27') = (‘%I7p2'{é]7p'i:K)(p7')7
(yI7yJ7yK)(p27') = (Pzﬂj,@],[)ﬂ[{)(ﬂ,')-

Dann sind (2,9)(p,n,q) und (z,y)(p*,n,q) fir alle 0 < p < pg = /10, 0 < n € R" und
q € M(ro) analytische Funktionen von (p,n,q), die analytisch in p = 0 fortgesetzt werden
kénnen. Die Grenzwerte von (Z,9) erfillen (z,7)(0,7n,q) > 0.

4.2 Analytizitat gewichteter zentraler Pfade bei monotonen
semidefiniten linearen Komplementarititsproblemen

Wir wollen ein zu Satz 4.1.3 analoges Resultat fiir SDLCP’s herleiten. Wir treffen dazu
folgende Standardannahmen iiber (SDLCP):

Annahmen 4.2.1.

(1) R(P,Q) = {P(X) + Q(S) : X, § € S"} = RY;
(2) (SDLCP) ist monoton, (3.1);

(3) F*#0, d.h. (SDLCP) ist 16sbar.

Sei rg > 0 und g € M(rg). Wir betrachten unzuléssige gewichtete zentrale Pfade (X, .S)(r, M)
= (X, 8)(r, M, q) als Losungen von (SDLCP), r1,4. Ziel wird es im folgenden sein, die Ana-
lytizitétseigenschaften von (X, S)(r, M) fir (r, M) € [0,70] x S} zu untersuchen.

Das folgende Lemma spielt in Bezug auf Eindeutigkeitsaussagen eine zentrale Rolle:

Lemma 4.2.2. Fiir A,B > 0 gelte AB + BA = 0. Dann ist das System

HA(AX)—FHB(AY) =0
(AX,A\Y) >0

i R™™ x R™ "™ eindeutig ldsbar.

Beweis. Geméif Definition 2.6 sind H 4, Hp kompakte invertierbare und selbstadjungierte
Operatoren, deren Inverse ebenfalls kompakt selbstadjungiert sind. Die erste Gleichung ist
dquivalent zu AX = —H ' (Hp(AY)), eingesetzt in die zweite ergibt sich

(H ' (HB(AY)),AY) < 0<= (Hp(AY),H,'(AY)) <0.
Mit der Substitution AY := Hy(U),U € R™*", ist das dquivalent mit
0> (HpHu(U),U) =(U,HsHp(U)) = (HaHp(U),U).
Somit ist das Ausgangssystem gleichbedeutend mit

0>(U,(HaHp + HpH4)(U)).
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Offensichtlich ist H4Hp+ HpH 4 ein selbstadjungierter Operator, und eine einfache Rechnung
zeigt

(U,(HyHp + HgHA)(U)) = tr(UT(AB + BA)U) + tr(U(AB + BA)UT) +
2r(AYV2UT BUAY?) + 2tr(BY2UT AUBY?) .

Wegen AB+ BA = 0und A,B > 0 ist HyHp + HgH 4 auf R™*"™ strikt positiv. Es folgt
U =0, also auch AX = AY =0. O

Lemma 4.2.3. Seien X,S € ST, mit XS + SX = 0. Dann ist die Losung (AX,AS) €
S™ x 8™ des Systems

P(AX) +Q(AS) = u,
S(HX(AS) + Ho(AX)) = M

fiir beliebige w € R, M € S™ eindeutig bestimmt.

Beweis. Ausgehend von der linken Seite des obigen Systems definiere man die lineare
Abbildung ¥ : 8" x S” — R" x 8" durch

P(AX) 4+ Q(AS)

V(AX,AS) = L Hx(AS) + Hs(AX)) |

Wegen S™ = R sind Bild- und Urbildraum von ¥ isomorph. Ist U(AX, AS) = 0, so folgt
aufgrund von (AX,AS) € N([P,Q]) gemif Lemma 4.2.2 AX = AS = 0. Also ist ¥ injektiv.
Zusammen mit der Isomorphie folgt die Bijektivitit von W. O

Es soll zunéchst gezeigt werden, dass der gewichtete zentrale Pfad fiir r € (0, (] existiert, falls
System (SDLCP),, 1, fiir 7 = rog, M = My > 0 durch (X, S)(ro, Mo) € ST, xS} 16sbar ist.

Sei (X*,5*) € F* und (r, M) € (0,r] x St . Definiere
G(r,M):={(X,9) eS8t xS :P(X)+Q(S)=q+rq, XS+ SX =2rM}.
Dann gilt

Lemma 4.2.4. Sei U(My) C ST, eine beschrinkte Umgebung von Mg = 0 . Dann ist die
Menge

U G(r,M)

(r,M)€(0,ro] x U (Mo)
beschrdinkt.
Beweis. Fiir (r, M) € (0,79] x U(My) sei (X (r, M), S(r,M)) € G(r, M) # (). Definiere

X(r, M) := %X(ro,M) + (- D)X*, S, M) = TLOS(TO,M) +a-Dys

0 To
Dann gilt P(X (r, M) — X (r, M)) + Q(S(r, Mo) — S(r, M)) = 0, also auch

(X (r, M) — X (r, M), S8(r, M) — S(r, M)) > 0.
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Eine einfache Umformung zeigt, dass das dquivalent ist mit

ror trMo + rgtrM + (rg — r)((X*, S(ro, Mo)) + (X (ro, M), S*)) > ro(X (r, M), S(ro, Mo))+
Fro(X (ro, M), S(r, M) + ro > — " (X (r, M), 8*) + (X*, S(r, M))).

Esist trM >0V M € U(My), und aufgrund der Beschrianktheit von U (Mp) ist trM dort auch
nach oben beschriankt. Da alle in obiger Gleichung auftretenden Matrizen positiv semidefinit
sind, sind alle Skalarprodukte > 0. Somit ist die linke Seite der Gleichung fiir alle (r, M) €
(0,79] x U(Mp) nichtnegativ und beschréankt. Mit einer geeigneten Konstanten C' > 0 folgt
daraus 0 < (X(r, M), S(rg, My)) < C fiir alle (r, M) € (0,r¢] x U(My) mit G(r, M) # 0.
Anwendung von Lemma 2.1 ergibt

trX (r, M) < tr(S(ro, Mo) 1) (S(rg, Mp), X (r, M)) < C" < o0 VY (r,M) € (0,r¢] x U(Mp).

Wegen || X (r, M)||r < trX(r, M) folgt die Behauptung fiir X (r, M). Der Beweis fiir S(r, M)
geht analog. O

Abkiirzend setzen wir

B(X, 5,7, M) = [P éég;fgz)__%ﬂq] . (4.2)

Die partielle Ableitung von ® nach (X, S) an der Stelle (X, S,r, M) sei mit ¥ bezeichnet. Im
folgenden wird wiederholt benutzt, dal wegen Lemma 4.2.3 die zugehorige lineare Abbildung

P(AX)+ Q(AS) ]

V(AX,AS) = [(HX(AS) + Hs(AX))/2

fiir X =0, S =0, XS + SX = 0 bijektiv ist.

Lemma 4.2.5. Sei y: [0,1] — (0,70] x ST, y(t) =: (r(t),M(t)), ein analytischer Weg von
~v(0) =: (r1, M1) nach v(1) =: (ro, Ma). Ferner besitze das System

q)(Xa Sa 7/‘17]\41) = (I)(Xa S,’}/(O)) =0
eine Losung (X1,S1) mit X1 > 0, S1 = 0. Dann besitzt das System
(X, S,r(t), M(t)) = (X, S,7(t)) =0

fir jedes t € [0,1] eine lokal eindeutige Lisung (X,S) = (X, S)(y(t)) mit X =0, S = 0, die
analytisch von t abhdngt: (X, S)(v(t)) setzt die Losung (X1,S51) analytisch lings v fort.

Beweis. Betrachte fiir ¢ € [0, 1] das nichtlineare Gleichungssystem
P(X,5,t) = D(X,5,7(t)) =0.

Offensichtlich ist die Funktion ¢: 8" xS"x [0, 1] — R"™xS™ analytisch. Thre Fréchet-Ableitung
beziiglich (X, S),

U(X,S,t):= Dxs¥(X,8,t): " x 8" x [0,1] — R" x S,
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ist fiir X = X1, 5 =51, t =0 wegen X; > 0, S; > 0 eine lineare bijektive Abbildung.Nach
dem Satz iiber implizite Funktionen gibt es deshalb ein maximales £ > 0, ¢ < 1, so da8
(X, S)(y(¢)) fiir 0 < t < t eine lokal eindeutige Losung von ®(X, S, v(t)) = 0 ist, die analytisch
von t abhingt. Aus Xy > 0, S; > 0, den Identitdten

X151+ 51X = QT(O)M(O) =
X(v(#)S(v(@) + S () X (v(t)) =

der Analytizitdt von (X,S)(y(t)) und v([0,1]) C (0,ro] x S¥, folgt sofort X(y(t)) > 0,
S(v(t)) = 0 fiir alle t < t. Als nichstes zeigt man, daB (X,S)(y(¢)) auch noch in t = ¢
analytisch ist und X (y(t)) > 0, S(y(¢)) > 0 gilt. Denn wegen der Kompaktheit von v([0,1]) C
(0,79] xS, folgt d1e Beschrankthelt von {(X,S)(y(t)) | 0 <t <t} nach Lemma 4.2.4. Es gibt
also eine Folge tj 1 ¢, fiir die limy— o0 (X, S)(y(tx)) =: (X, S) existiert. Durch Grenziibergang
k — oo folgt aus

P(X(y(tr)) + Q(S((tr))) = ¢ + 7(tr)T;
X (y(tx))S(v(tr) + Sy () X ((tr)) = 2r(tr) M (tr),
X(y(tx)) = 0, S(y(tx)) ~ 0

sofort

P(X)+Q(S) = q+r(t)q,
XS5+ SX = 2r(HM (D),
X=0,8~0

wegen () > 0, M () = 0. Also ist die Fréchet-Ableitung (X, S,f): S"xS8"x[0,1] — R"xS"
eine lineare Bijektion. Aus dem Satz iiber implizite Funktionen folgt dann wieder, da8 (X, S)
eine lokal eindeutige Losung von ¥(X,S,f) = 0 mit X = 0, S = 0 ist, die die Funktion
(X, S)(y(t)) analytisch nach ¢ = ¢ fortsetzt. Also ist (X, S)(y(t)) auch in einer Umgebung von
t noch analytisch. Aus der Definition von ¢ folgt also ¢ = 1 und die Behauptung des Lemmas.

O

Korollar 4.2.6. Unter den Voraussetzungen von Lemma 4.2.5 ist die analytische Fortsetzung
von (X, S)(v(t)) fir alle0 < t <1 eindeutig durch v und den Startwert (X, S)(~(0)) bestimmdt.

Beweis. Angenommen, es existieren zwei unterschiedliche analytische Fortsetzungen langs
. Beiden Fortsetzungen entsprechen zwei ldngs v analytische Funktionen (X7, .51)((¢)) und
(X2,52)(7(t)). Wegen Lemma 4.2.5 gilt (X1, 51)(v(t)) = (X2, 52)(v(t)) in einer Umgebung
von t = 0. Wéare 7 := sup{t € [0,1] | (X1,51)(v(0)) = (X2,52)(7y(0)) V o € [0,t)} <
1, so muss aus Stetigkeitsgriinden auch (Xi,S1)(y(7)) = (X2,52)(7v(7)) gelten. Aus dem
Satz iiber implizite Funktionen folgt dann die Existenz eines € > 0 mit (X1,S51)(v(t)) =
(X2,82)(y(t)) V t € [1,7 + €) im Widerspruch zur Definition von 7. Falls (X1,S51)(v(t)) =
(X2,52)(y(t)) YVt e€0,1), so folgt wiederum aus Stetigkeitsgriinden direkt (Xq,51)(v(1)) =
(X2, 52) (4(1). 0
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Lemma 4.2.7. Falls das System

P(X)+Q(S) = ¢ +7q,
%(XS—FSX) =rl,
X,8 =0

fiir ein r € (0,00) eine Lisung besitzt, so ist diese eindeutig bestimmit.

Beweis. Fiirr € (0,00) sei (X, 5) € ST, xS, Losung des obigen Systems. Sei U orthogonal
mit UL XU = Ay, Ay := diag(\(X),..., \p(X)). Damit gilt

XS+SX=2r], X,8+0<= AxUTSU +UTSUAx =2rI, Ax, UTSU = 0.

Ein Vergleich der Matrizeneintrige zeigt, dass auch U7 SU = Ag gelten muss. Somit sind X
und S simultan unitir diagonalisierbar, also auch vertauschbar. Es folgt XS+ SX = 2r] <—
XS =rl

Angenommen, es existieren 2 Matrizenpaare (X1,51), (X2,52) € ST, x S8}, mit P(X;) +
Q(Si) =q+rqg X;S; =rl,i=1,2. Setze AX := Xy — X;,AS := S5 — S;. Dann gilt

(Xl + AX)(Sl + AS) = X095y =rl =X 15 = (Xg — AX)(SQ — AS) .
Letzteres ist dquivalent zu AX(S] + S2) + (X1 + X2)AS = 0. Es folgt
AX o AS = —tr((Sy + S2)2AX (X1 + Xo) LAX(S1 + S2)1?) <0,

mit Gleichheit genau dann, wenn AX = 0. Wegen P(AX) + Q(AS) = 0 gilt nun aber
AX o AS > 0, insgesamt also AX ¢ AS = 0. Es folgt AX = AS =0. O

Lemma 4.2.8. Fulls das System ®(X,S,r,M) =0,X,S =0, fir ein (r,M) € Ryy x S},
eine Losung besitzt, so ist diese eindeutig bestimmt.

Beweis. Angenommen, das System besitzt 2 Losungen (X1,S51), (X2,52) € ST, x ST,.
Der Weg v : [0,1] — Ry4 x ST sei definiert durch y(t) := (r,tI + (1 —t)M). Geméf Lemma
4.2.5 lassen sich dann (X1, S1) und (X2, S2) lings v analytisch zu einer Losung (X7,57) bzw.
(X2, S5) von (SDCLP), 14 fortsetzen. Wegen Lemma 4.2.7 ist aber (X1,51) = (X2,9). Die
analytische Fortsetzung von (X7,51) = (X2, S2) lings des inversen Weges v~ (¢) := (r,tM +
(1—-1t)I),te|0,1], fithrt zu den Losungen (X1, S1) und (X2, S2) von (SDCLP), arq zurtick.
Aus der Eindeutigkeit der analytischen Fortsetzung (Korollar 4.2.6) folgt die Behauptung. O

Satz 4.2.9. Falls das System ®(X,S,r, M) =0,X,S > 0, fir ein (ro, My) € Ry x ST, eine
Lisung besitzt, so ist es fiir alle (r, M) € (0,79] x ST eindeutig losbar. Die Losungsfunktionen
X(r,M),S(r, M) sind auf (0,r0] x ST, analytisch.

Beweis. Folgt aus Lemma 4.2.5, Korollar 4.2.6 und Lemma 4.2.8. U
Nachdem Eindeutigkeit, Existenz und Analytizitdt der gewichteten zentralen Pfade bewie-

sen wurde, soll jetzt gezeigt werden, dass der Analytizitdtsbereich von (X, S)(r, M) von
(0,7] x St auf [0,79] x S, erweiterbar ist. Um die Analysis zu vereinfachen, wird im
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folgenden immer ein festes M := My > 0 unterstellt, und (X, S)(r) steht dann abkiirzend fiir
den gewichteten zentralen Pfad (X, S)(r, M).

In Verschirfung der Annahme 4.2.1(3) benétigen wir fiir den Rest des Abschnitts die folgende
zusétzliche Voraussetzung:

Annahme 4.2.10.

Es existiert ein strikt komplementires Losungspaar (X*,S*) € F*, d.h. es gilt X*S* =
0, X*4+5*=0.

Da X* und S* kommutieren, sind sie simultan unitér diagonalisierbar. Nach entsprechender
unitdrer Transformation von (SDLCP) kann man deshalb 0.B.d.A. annehmen, dass X* und
S* diagonal und von der Form

« [ABO + 100
X_[OO,S_OA?V (4.3)

sind. Hierbei ist A} = diag(A1,...,\p)) = 0 und Ay, = diag(Ag+1,---,An) = 0. Die im
folgenden auftretenden Matrizen seien stets analog zu X™* bzw. S* partitioniert. Z.B. gilt also

X = [§§ ;(]‘\/[] , wobei Xy das Format |B| x (n — |B|) hat.

Es ist zunéchst erforderlich, das Grenzverhalten der Blocke Xp(r), Xn(r) und Xy (r) von
X(r) und entsprechend von S(r) fiir » | 0 zu untersuchen. Neben der iiblichen O- und o-
Notation sollen dabei folgende Bezeichnungen verwendet werden: Fiir eine Matrixfunktion
A:Ryy — 8" gelte A = O(r) und A = o(r), falls ||A(r)||r = O(r) bzw. ||A(r)||r = o(r).
Es sei A(r) = O(r), falls ein a > 0 existiert mit 17 < 2A(r) < al fiir alle geniigend kleinen
r> 0.

Lemma 4.2.11. Es gilt

18(r)llr = O(r), IXn(r)llr = O), [ Xv(r)lr = OWT), |Sv(r)llr = O(Vr).

Beweis. Sei (X*,5%) € F* strikt komplementir mit X* = diag(A1,...,Ap[,0,...,0) und
S* = diag(0,...,0, \|B|41;- - -, An). Aus dem Beweis von Lemma 4.2.4 folgt die Existenz eines
C > 0 mit

To — T
0< -

(X (r),S*) +(X*,S(r))) <C Vr e (0,r.

Somit ist (X*, S(r)) + (X(r),S*) = O(r). Damit erhélt man

18] n
D Asia(r)+ D> A a(r) =0(r)
=1 >0 i=|Bl+1 >0

Hieraus folgt wegen s;;(r) = O(r)

|B]

IS5)llr = (3 X2550) " < 3 A(SB() = 3 sir) = O
i=1 j =
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Analog verlduft der Beweis fiir || Xy (r)||r.
Die Behauptung tiber | Xy (7)|z und ||Sy(r)|r folgt direkt aus Lemma 2.2, da Xp(r) und
Sn(r) wegen Lemma 4.2.4 fiir r | 0 beschrénkt sind . O

Jetzt ldsst sich das Grenzverhalten der Diagonalblécke von X und S genauer charakterisieren.
Lemma 4.2.12. FEs gilt Xp(r) = (1), Sn(r) = ©(1), Xn(r) = O(r), Sp(r) = O(r).

Beweis. Sei X := X(r), S := S(r). Fiir r € (0,70] gilt (25 + %) = M.Aus Lemma

T T
XB Xy Sp Sy

XS . .
2.4 folgt det(X5) > det M > 0. Fitr r > 0 gilt X = [Y£ 3] - 0und 5= [ ] - 0.
Aufgrund der Fischerschen Ungleichung 2.5 gilt

0 < det M < det (XTS> - —dethetS<detXBdet<)i )detSNdet<S; ).

Logarithmieren liefert

XN
logdetM<logdetXB+logdet< " >+logdet5’N+logdet (i ) .

— —
1) (2)

Wegen || Xn(7)||F = O(r) ist Term (1) nach oben beschréankt, analoges gilt fiir Term (2).
Wegen Lemma 4.2.4 sind auch die beiden anderen Terme nach oben beschrinkt. Es folgt

limlogdet Xp > —oo, limlogdet Sy > —oo, lim log det (&) > —o0, limlog det (5—3) >
—0 .

Die Grenzaussagen beziiglich Xy (r) und Sy (r) lassen sich noch etwas verschérfen:

Lemma 4.2.13. Es gilt | Xy (r)||r = o(v/7), |Sv()||lr = o(/7).

Beweis. Sei (r4)g, 7 > 0 Vk, Nullfolge und (X (r))k, (S(rk))r konvergente Folgen mit
limg 00 X (%) = X*, limy_o0 S(7x) = S*. Aufgrund des bisher Bewiesenen gilt X* = [Xf? 0] ,

0 0
X% =0, und §* = [0 3 } , 8% = 0, und (X*,§*%) lost (SDLCP). Setze

XN(rk) = X]\;irk), S’B(rk) = SBT(Zk), Sv(rk) = S‘\//(%C), Xv(rk) = XV?S:)

Wegen Lemma 4.2.11 kann man 0.B.d.A. annehmen, dass auch die zugehorigen Grenzwerte
existieren, also z.B. limy_ o X’N(rk) = X]*V, USW.

Setzt man im Beweis von Lemma 4.2.4 My = M und r = rg, so folgt trM > X'N ° 5*
X* ° S* fiir T — 0. Andererseits folgt aus Xg e Sp + 2Xy e SV + Xy oSy =rtrM, dabs
Xg . S* + 2X* . S* + X e S% = trM gilt. Somit muss X‘*, . S* > 0 sein.

Wegen XB( )Sv( )+Xv( )SN( ) + SB( ) ( )—I— Sv( ) ( ) = rMy ist aber

17}{61 7(XB( r)Sv (1) + Xy (r)Sn(r) + Sp(r)Xv(r) + Sy (r)Xn(r)) = 0.

Damit gilt o o . B o
X5Sy + X3Sy =0 <= Sy = - X571 Xy Sy,
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so dass B B B o o

Xy o 55 = —te(Sy'P X3 T XTI XSV <o,
mit Gleichheit genau dann, wenn X = 0. Insgesamt erhilt man X‘*/ ° 5“*/ = 0, also auch
Xy =Sy =0. g

Wir kommen jetzt zum Hauptresultat:

Satz 4.2.14. Es seien die Annahmen 4.2.1 und 4.2.10 erfillt und § € M(ro),ro > 0. Falls
System (SDLCP), g fiir (ro, Mo) € Ryq x S losbar ist, so sind (X,S)(r, M) analytisch
auf [0,709] x ST, . Unter Annahme der Existenz einer Losung der Gestalt (4.3) gelten in einer
Umgebung U x V. C R x ST, won (0, My) Potenzreihenentwicklungen der Form

xean = (MU0 [0 B0 S [0 i)

7j=2
[0 o H (M) Fi (M) o~ [ Hj(M)
ste:00) = [4 o)) * [ 0D o) o> Fon

wobei Ag(M), Hy(M) > 0, Eo(M), D1 (M) = OV M € V.

D
Fj(M)} "
Ej(M) |

Beweis. Wegen Satz 4.2.9 ist nur noch die analytische Fortsetzbarkeit von (X, S)(r, M)
von (0,79] x ST, auf [0,70] x ST, zu beweisen. Aus Griinden der Vereinfachung wird nur
die Analytizitdt beziiglich r bei festem M = 0 gezeigt, die Analytizitéit beziiglich (r, M) folgt
daraus leicht.

DefinitionsgemiB gilt P(X) =[Py e X,..., P; ¢ X]7. Man setze

V) Pi(B)()] ‘V:[ o pY

PP P
T
W7 p)

%

-F)i = 5 Pl =
B 0 0 P

()

so dass P; = P; p + P; v + P; v, und entsprechendes fiir @;.
Weiter gelte Py j(X) = [Py e X,..., Pj e X]T usw.
Damit lautet das System P(X)+ Q(S)=q+rq

(Pip+Pv+Pn)eX+(Qip+Qiv+Qin)eS=q+rq,i=1,...,7.
Anwendung des Gauf-Algorithmus liefert folgendes dquivalente System:

(Pp+Py+PN)eX+(Qip+Qiv+Qin)eS =g +rd,i=1,...1,
(Pv+Pin)e X+ (Qip+Qiv)eS =g +rg,i=4L+1,...,10, (4.4)
PneX+QipeS =q+rg,i=lk+1,...,0

Wegen der Annahme 4.2.1(1) kann der Algorithmus so gestaltet werden, dass

dim(span{[ﬁi,B,Qi’N] i=1,...,11}) = 1y,
dim(Sp&n{[By, Qi,V] 1= l1 + 1, NN lg}) = lz — ll, (45)
dim(span{[P; N, Qi Bl :i =1la+1,...,7}) = 1 — Iy
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gilt. Man kann deshalb im folgenden 0.B.d.A. stets annehmen, dass das System P(X)+Q(S) =
q + rq die Form (4.4) hat und die Bedingungen (4.5) erfiillt. Man beachte, dass aus (4.5)
insbesondere folgt, dass die Abbildung
P (20)+Q1) (22)
(Zh SRR} Z6) - Rn? f(Z17 SRR} Z6) = Pl(l‘:—)l:lg(Z3)+QZ(I/-§)-1:12(Z4) (46)

N B
Pl(QJr)lzﬁ(Z5)+Ql(2+)l:ﬁ(Z6)

surjektiv ist.
Sei r > 0. Gemé&fl Lemma 4.2.12 und 4.2.13 gilt auf dem gewichteten zentralen Pfad

[ Xp() Xy ] _ [ ©1) o(yr) _ [Ss() Sv(r)] _ [ ©(r) o(v7)
X=X e ] = Lm0 ] s0) = [0 50] = [0A 6] - @

Es soll jetzt zunéchst gezeigt werden, dass tatséchlich Xy (1), Sy (r) = O(r) ist.
Fiir r > 0 setze p := /7 > 0. Das Grenzverhalten von X (r), S(r) motiviert folgende Definition
von X (p), S(p):

Xp(p) = Xp(r), Xv(r) = pXv(p), Xn(r) =: p*Xn(p),

Sp(r) =: p*Sg(p), Sv(r) =: pSv(p), Sn(p) = Sn(r). (4.8)

Insbesondere gilt

S .— | X)) Xvip)] _ [©@) o(1) Gy — [SB() Svip)] _ [©1) o(1)
Xy =[50 tain) =[50 80 wa S0 = [FR50] = [0 8] @)

und X (p), S(p) sind auf (0, /7] analytisch.
Das System (SDLCP), p,4 188t sich damit fiir p > 0 schreiben als

Xp pX
(Pip+ Piv+Pin)e [p)*(% ppz)g‘jv} +
2Sp pSy | _
(Qip+Qiv +Qin) e [f;g‘f V= atpw, =1, 0, (4.10a)

0 pX
(P Piv)e [ e 2, |+

255 pSy ] _
(Qi,B + QLV) ® [l;gf pOV = qi + p2Qi7 1= ll + 17 .. 'al27 (410b)

Fine [gpQ%N} tline [”2538 =G+ p°% i=la+1,..., 7, (4.10c)
XB§B+SBXB+XVS$+‘§VX$ = 2Mp (410(1)
XBS’V + XVgN + pQSBXV + pQSV,)ZN = 2pMy, (4.106)
SNXN—i—XNS'N—I—X‘j;Sv—{—S‘j;XV =2My . (4.10f)

Sei (7k)k Folge mit rx > 0V k und rg | 0, sowie py := /7. Aus (4.9) folgt die Beschrénkt-
heit von (X (pk), S(px)). O.B.d.A. kann man also annehmen, dass limg_, (X (px), S(pr)) =:
(X*,8%) € 8T, x 8V, existiert. Einsetzen von p; und (Xy,Sk) := (X, S5)(px) in (4.10b)-

(4.10c) und Grenziibergang liefert ¢; = 0 fir ¢ = I3 + 1,...,7. Fiir p > 0 ist also (4.10)
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dquivalent zu

Xp pX
(Pip+Piv+Pin)e [pX% p’;x‘ﬂ +
2Sg pS _ .
(Qip+Qiv +Qin) e [ppgf %1:] —qi— P =0,i=1,...,0, (4.11a)
0 X
(Piv+Pin)e [X$ pf(‘jv} +

Qup+Qin) e [5FW | —pa =0, i=li+1,...,b, (411b)
v

Pve 0 d | Qe [0 -a=0i=b+1,.. A, (1110
XBS’B+SBXB+XVg$+Sng—2MB =0, (4.11(1)
XBSV+XVgN—|—p25~’BXv—|—p2gvXN—2pMV =40, (4.116)
S’NXN%—XNS'N—FX‘I;Sv—{—S\j;Xv—QMN =0. (4.11f)

Definiere ‘If(f( ,S; p) als linke Seite des vorstehenden Gleichungssystems. Dann ist ¥ analytisch
auf 8" x 8" x R und nach Grenziibergang py — 0, (X, Sg) — (X*,5*) gilt

W(X*,5%0)=0. (4.12)
Insbesondere folgt
X585+ SpX5 =2Mp > 0,
SEX% + XNS% =2My - 0. (4.13)

Die Richtungsableitung von ¥ an der Stelle (X*, 5*;0) in Richtung (AX, AS) lautet

C Raa([o5]) roun([3.8,])
Ph+1:12,v( [A%g Afv} ) + Qll+1:lg,v( [A%\:C ASV] )
V(X 0% A8 = | Ponan( [0 a%y | )+ Quias([2520]) | g
AXpSh +SsAXp + ASpXh + X5ASp
X5ASy + AXy Sk
ASN X% + X5 ASy + AXnSy + Sy A Xy

Wir wollen zeigen, dass ¥/(X*, §*;0) nichtsingulér ist:
Es gelte also o o
U(X*, §50)(AX,AS) =0, (4.15)

Fiir 4 € R setze
_ Uy W * & NSp W 0 0
X0 = [t st |+ [258] s St= [ 0] e [5a5]
Hierbei seien U; € SIBl, Wy, Wy € RIBIXINI 17, € SINI so gewiihlt, dass

P(Lwt a3, ]) e[y v]) =0 (4.16)
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gilt.
Das ist moglich aufgrund der Surjektivitidt von (4.6), denn (4.16) ist unter Beriicksichtigung
von (4.4) dquivalent zu

1(211)1 n(AX )+ Q12+1 n(AS )
v
z(1+)1 (W) + Qll+1 1 (W2)

P () + QY ()

1 N
_5(131(1]1)1-12( N)+ Q11+1 1,(ASB)),
—2P) () + PO (A XN +
+2Q1) (W2) + Q7 (ASp)).

Die erste dieser Gleichungen ist wegen (4.15) erfiillt, so dass sich die iibrigen durch Einsetzen
der bereits bestimmten Unbekannten in die rechte Seite (i. a. nicht eindeutig) losen lassen.
Gemif (4.4) sind g =0und Q; y =0 fiir i =1; +1,..., 7. Wegen

p([2574]) +@([8:8.]) = P [4878]) + @unn( (8.8, ]) =

(siehe (4.14) und (4.15)) folgt
P(X (1) + Q(S(1) =0 Y peR. (4.17)
Somit gilt

0< X(pu)eS(u) =U e ASp+2W, e Wy + U e AXy +
+u(AXp e ASp+ AXyeASy) VpeR. (4.18)

Das impliziert ~ ~ . -
AXpeASp+AXyeASy =0.

Sei 0.B.d.A. AXBOASB > 0. Aus AXBS* +S* AX* +ASBX* +X* ASB =0 (51ehe (4 14)
und (4.15)) folgt wegen_ X%, S5 = 0, (4.13) und Lemma 4.2.2, dass AXp = ASB = 0 gelten
muss. Wegen AXyeASy =0 folgt mit derselben Argumentation, dass auch AXy =ASy =
0 ist.

Es bleibt zu zeigen, dass AXy = ASy =0

Wegen (4.14) und (4.15) ist ASy = — X5 1AXy Sk, so dass

AXy e ASy = —tr(SEYPAXT XS\ AXySEY?) <0 (4.19)
mit Gleichheit genau dann, wenn AXy = ASy = 0.

el 7 Us AX G 0 AS
X:: [A;T 0V1|,S:: |:A5'T U4Vi| s

wobei U € SIBl, Uy € SVl so gewiihlt sind, dass P(X)+Q(S) = 0 (wiederum moglich wegen
der Sur3ekt1v1tat von (4.6)). Aufgrund von (X, 5) € N([P,Q]) gilt 0 < X ¢S = 2AXy e ASy,
so dass wegen (4.19) AXy e ASy =0 und AXy = ASy =0 folgen.

Aus dem Satz iiber implizite Funktionen folgt: System \I'(X S; p) = 0 ist in einer Umge-
bung von (X, S;p) = (X*, 5*;0) lokal eindeutig nach X, S auflosbar, d. h. fiir |p| < €€ >
0 geniigend klein, existieren analytische Funktionen X (p),S(p), die ¥(X(p), S(p);p) = 0
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erfiillen. Mit einer Argumentation analog zu der in Lemma 4.2.5 folgt X(p) = X(p) und
S(p) = S(p) fiir € > p > 0. Definiere X(p) := X(p), S(p) := S(p) fiir —e < p < 0. Damit
folgt die analytische Fortsetzbarkeit von (X, S)(p) in p = 0.

Speziell gelten wegen limpw(f(v, Sy)(p) = (0,0) in einer Umgebung von p = 0 mit geeigneten
Matrizen A;, B; Potenzreihenentwicklungen der Form

Xv(p)=pY Aip', Sv(p)=p> Bip'.
1=0 =0

GemaB (4.8) erhélt man damit Xy (r) = O(r), Sy (r) = O(r).
Man fithre nun dieselben Uberlegungen wie oben an den skalierten Matrizen

XB(’I") = ){B(r), Xy(r) =: TXv(’I“), ~XN(T) = TXN(T‘),
Sp(r) =:rSp(r), rSy(r) == Sy(r), Sn(r) == Sn(r) (4.20)

durch.
Aus dem bisher Bewiesenen folgt

T — | XB() Xv(n] _ [e@) o) Sy . [SB() Sv(n)] _ [e@) o)
X0):= |50 su] = [0 o] wa 500 = [ E0] =[S0 88] - @

Fiir die Funktion ¥ (X, S;r) gilt jetzt
[ X rX Sp rS _
Pl:ll( [TX% ,:X'X,:| ) + Ql:h( |::§§ TSA‘::| ) - Q1:l1 - 7’(]1:11
0 X Sp S _
Pll-i-].:lg( |:X‘Y/’ X"Xr:| ) + Qll-i-].:lz( |:S'§ (;/] ) - Ql1+1:lg
- 0 0 & _

U(X, S;r)= Plz+1;ﬁ( {0 XN] ) + ng+1:ﬁ( [SOB 8} ) — Qiy+1:m
XBSB + SBXB + TXVgg + T§VX$ —2Mp
XBS'V + XVgN + TSBXV + TS’\/XN —2My

i SNXN+XN§N+TX$gv+TS$Xv—2MN ]

Sei (rg)k, 7k | 0, Folge mit lim,, o(X,S)(ry) = (X*,5*%). Die Richtungsableitung von ¥ in
(X*,8%0) in Richtung (AX, AS) lautet jetzt

_ _ o 0 -
P1;11< [AS(B 8} > +Q1:zl< [0 AgN} )
0 AX NSp NS
Ao (a2 25]) + a2 5))
V(X 550)(A%,08) = | Paria( [0 aky | )+ Quial( [2529])
AXBSE + SEAXB + ASBXE + XEAS'B
AXpSy + XEASy + AXy Sy + X35 ASy
ASNXy + XNASN + AXNSK + SR AXN
Eine zum Beweis der Nichtsingularitit von ¥/(X*, S*;p) an der Stelle (X*,5*;0) analoge

Argumentation zeigt ebenfalls die Nichtsingularitét von W' (X*, 8% 0).Wie oben folgt die ana-
lytische Fortsetzbarkeit von (X, S)(r) bzw. (X, S)(r) in r = 0.
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Die Aussagen iiber die Potenzreihenentwicklungen von X (r), S(r) in r = 0 folgen aus (4.20)
und (4.21). O

Bemerkung 4.2.15. Die Menge M(rq) (siehe (3.4)) ist offen in R™ Definiert man die
Funktion f : 8" x 8" — 8" durch f(X,S) = XS + 5X, so ist f~1S?,) N (ST, x S*,)
aufgrund der Offenheit von 87, und der Stetigkeit von f offen in 8™ x §". Wegen Annahme
4.2.1(1) folgt aus dem Satz von der offenen Abbildung auch die Offenheit von M(rg). Eine
geringfiigige Erweiterung der Sétze und Lemmata, die zu Satz 4.2.14 fiihrten, zeigt, dass
(X, S)(r, M, q) auf [0,79] x ST, x M(rp) eindeutig bestimmt und analytisch ist.

Bemerkungen 4.2.16.

a) Die Aussage des Satzes 4.2.9 ist nicht neu. Insbesondere die Eindeutigkeit und Stetigkeit
der Pfadfunktionen (X, S)(r) wurde bereits in [8, 9] mit Mitteln der nichtlinearen Analysis
gezeigt, allerdings ohne Ausnutzung der Differenzierbarkeit von ®(X, S, r, M), (4.2).

b) Die Aussagen iiber das Grenzverhalten der Matrizen X (r), S(r) (Lemmata 4.2.11, 4.2.12,
4.2.13) stellen Verallgemeinerungen von Ergebnissen in [7] dar.

¢) Ein zu Satz 4.2.14 analoges Resultat fiir semidefinite Programme wurde von Halicka in
[4] bewiesen.

d) Weiterhin offen ist die Frage, ob sich das Analytizitdtsresultat des Satzes 4.2.14 auch auf
SDLCP’s ohne strikt komplementére Losung (4.3) iibertragen lésst.



5 Eine Langschrittmethode zur Lésung monotoner
semidefiniter Komplementarititsprobleme

In diesem Kapitel soll ein von Stoer in [15] fiir lineare Komplementarititsprobleme vorge-
schlagener Algorithmus auf den semidefiniten Fall iibertragen werden. Wir gehen aus vom
(SDLCP) aus Kapitel 3 und setzen voraus, dass die Annahmen 4.2.1 und 4.2.10 erfiillt sind.
Wir betrachten unzuléssige Innere-Punkte-Pfade (X, S)(r, M, q) zur Losung von (SDLCP).
Die Menge der zuldssigen Residuen sei mit

M= {P(X)+Q(S)—q: X,S = 0,(XS +SX)/2 = 0} (5.1)

bezeichnet.

Wegen Bemerkung 4.2.15 ist M offen in R™.

Grundlage fiir die folgenden Untersuchungen bildet folgendes Kompaktheitsargument: Ist C C
R x 87, x R™ eine kompakte Teilmenge des Analytizititsbereichs von X (r, M, q), S(r, M, q),
so gelten fiir die Ableitungen von X, S beziiglich » Abschétzungen der Form

1Dy X (r, M, @)l|r, | Dy S(r, M, q)l|p < e ¥ (r,M,q) €C, (5:2)

wobei ¢, > 0,k = O, 1,2,... geeignete Konstanten.
Fiir puo > 0 sei 0 ./\/l/,ug und 0 < 6 < 1 so gewihlt, dass

Qo :={aqV:0<a <67} c M/po. (5-3)

Das ist moglich aufgrund der Offenheit von M.

Sei 0 < v <10 < 1,6 := (70 —7)/2, und Y41 = Yk — Ok, 041 := 6/2 fiir £ > 0. Man
sieht leicht, dass dann ;11 = (’yk + 7)/2. Wir benétigen die folgenden Abschétzungen fiir
unendliche Produkte:

[e.e] [e.e]

1+46,) = 142778) < €2 < 72 = 0t 5.4a,
J
=0 j*()
[[a-o H 1—2778)) > e 20 > =172 —: g, (5.4b)
- s

Weiter sei v so gewihlt, dass Qp C Qp C M /puo.
Der Algorithmus geht aus von Startmatrizen X9, S0 « 0 mit folgenden Eigenschaften:

P(XO) +Q(5) = g+ nog",
%(X(O)S(O) +SOXO) = ool
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wobei

o == X© o 5O/,

(Als Startmatrizen kénnen z.B. X(©) = §0) = ¢, ¢ > 0, gewihlt werden. Es ist dann o = ¢,
und ¢ wird iiber die lineare Gleichung definiert).
Es folgt E© := (X©80) 4 50 x©))/(240) = 4o, tr(E©®) = n und

(X©,59) € N_oo(70),
wobei fiir 0 < v < 1 durch
Noso(7) = {(X,9) € S, x STy« (XS +8X)/2 = ypl, = 235} (5.5)

eine (weite) Umgebung des zentralen Pfades definiert wird.
Ziel der zu beschreibenden Langschrittmethode ist die Erzeugung einer Folge

(X9, W) ¢ S1, x 5%,
und damit verbundener Grofien
= X% 0 5®) iy BR) = (xB k) L gB) X R)y /(90,), k=0,1,...,
die fiir alle k£ > 0 folgende Eigenschaften erfiillen:
R 0,
IP(X®) +Q(S™) —qll = O(ux), (56)
(X®),50) € NMoog (),

wobei die pui Q-superlinear mit hoher Konvergenzordnung gegen 0 konvergieren.
Insbesondere gilt hierbei
P(X®) +Q(S™) — g = ppayg”

mit §F = oy,q € Qo C M/ g, d.h. die g*®) sind positive Vielfache von g©.
Wegen vo > v und vr41 = (9% + 7)/2 ist auch

’yk>'yk+1>1 V ke Ng. (5.7)

Die Eigenwerte \;(A) der Matrix A € 8™ seien der Grofle nach geordnet, Aj(A) > Ay(A4) >
.. > Ay(A). Fiir v > 0 und alle (X, S5) € N_qo(7) folgt

N((XS+5X)/(2p) 2 v Vi

und
n

Y A((XS +8X)/(2p) = tr((XS + SX)/(2p)) = X © S/pu = n.
=1
Dabher ist
Ky = {(XS+85X)/(21) : (X,8) € Nooo(7)} € STy



5 FEine Langschrittmethode 24

fiir beliebiges v > 0 kompakt. In Verbindung mit der Kompaktheit von )y, Satz 4.2.14 und
Bemerkung 4.2.15 folgt:

C:=C(po,7,0) == [0, o] x Ky X Qp

ist kompakte Teilmenge von R x 8%, x R", und (X, S)(u, M, ) sind auf C definiert und dort
analytisch.
Insbesondere ist wegen K, C Ky (siehe (5.7)) auch

(ks My, @)y € C ¥k € N, (5.8)

wobei My, := (Xk:Sk + Ska)/(Q,uk)

Damit sind die Kompaktheitsschliisse (5.2) anwendbar.

Wir wollen jetzt die Konvergenz einer Langschrittmethode zur Losung von (SDLCP) unter-
suchen, die die Eigenschaften (5.6) und (5.8) besitzt. Da die Konvergenzanalysis nur lokal ist,
kann man 0.B.d.A. annehmen, dass 0 < pg < 1 gilt.

Zur Beschreibung eines typischen Iterationsschrittes

Sty xSt > (x®) gk (xk+1) glkt1))
benutzen wir die folgenden Abkiirzungen:

XeS

1
Z:=(X,8):= (X" gk .= , B = §(XS+SX)/,u,

q:=q" = (P(X)+Q(S) — )/t ¥ = Yh» § = Op, V4 1= Y41 =7 — 0,
und nehmen induktiv an, dass
(. E.q) €cC

(richtig fiir kK = 0, wenn po < 1). Fiir gegebenes 0 < p betrachte man fir 0 <v < pu < pg <1
die Losung Z(v) := (X, S)(v) des Systems

P(X)+Q(S) = q+vq,

1 -

§(XS + SX) =vE(v), (5.9)
wobei

Ev)=E+ (up—v)I—-FE)

mit E = I, tr(E) = n, linear von v abhingt. Insbesondere gilt hierbei Z(u) = (X, S), E(u) =
L.
Eigenschaften fiir 0 <v < p < pg < 1:

(1) Ev)=1—-(p—v))E+ (n—v)I € conv{l, E}.

Wegen der Konvexitéit des Kegels der positiv definiten Matrizen folgt hieraus E(v) > 0.
= (=)l + (p =) = (v =1
—v)(1—y)I+46I

(2) E(v) =7+ = (1
= (u
= ol
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(3) tr(EW)) = n, av) == (X(v) » S))/n = (v te(EW)))/n = v.

Wir wollen den durch Z(v) gegebenen Pfad durch ein Matrix-Taylor-Polynom p-ter Ordnung
in der Ndhe von v = y approximieren. Dazu setzen wir

Z0) = (X(W),80) = Z+ (v = ) Z1 + ...+ v = 1) 2,

mit skalierten Ableitungen

B (5.10)

Z - (XJ7S) ‘81/‘7 v=p

Man erhélt die Z; aus (5) durch fortgesetztes Differenzieren nach v in v = . Beispielsweise
gilt
P(X1)+Q(51) = ¢
3 (Hs(X1) + Hx(S1)) = E — (I - E),
) =

P(X3) + Q(S2
Hg(X2) + Hx(S2) = _HXl(Sl) -2(I-E).
Man beachte, dass die obigen Gleichungssysteme wegen Lemma 4.2.3 stets eindeutig 16sbar
sind und dass der zu invertierende Operator fiir alle Ableitungen identisch ist. Aus den Ei-
genschaften (1)-(3) folgt (f(v), E(v),q) € CV 0 < v < pu, und aufgrund der Analytizitét
von E(v) sind auch (X, S)(v) := (X, S)(v, E(v), q) analytisch beziiglich v auf C. Insbesondere
gelten fiir die Komponenten Z;; von X bzw. 5i; von S auf C Abschitzungen der Form

’ '9 5ij(v)

(5.11)

<d, k=0,1,... (5.12)

ok

ok i‘ij(y>
ovk

Zur Bestimmung der (k + 1)-ten Iterierten verwenden wir folgende Linesearch-Regel:

vy = inf{r>0:Z(v) € Now(s), |(v) — v| < o, i(v) < u}
= inf{v >0:Z(v) € ST x ST, (X(v)S(w) + SW)X())/2 = v4(v)I,

=

) . (5.13)
() — v] < v, 4v) < ),
und setzen abkiirzend fiir die neuen Iterierten
pg = fvy), Xyo=X(vy), Sy = S(vy),
(X(kﬂ)a S(k+1)aﬂk+1) = (X4, Sy p4) -
Wegen 0 < § < §p < % gilt
vi(1=0) < filvy) < v (1+0), (5.14)

insbesondere also fi(vy) > 0.
Wir wollen zeigen, dass mit (p, E,q) € C auch (u4, E+,q4) € C gilt:

(1) GeméSB (5.10) und (5.11) gilt
P(X4)+Q(S:) = a+ 4.

Hier sind zwei Fille zu unterscheiden:
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e Falls 1y = 0, so ist wegen (5.14) auch vy = 0. Andererseits folgt aus der Definition
von v4, dass X1, Sy € ST. Es folgt (X4,54) € F, und wegen X ¢Sy =nu, =0
l6st (X4, S4) Problem (SDLCP).

e Falls iy > 0, so ist
v
P(X.)+Q(S4) = g+ ps (iq) |

Es folgt
1
q+ = V—+cj und <

IR
[t 1+6 7 py

1-6°

Induktiv erhélt man g4 = <Hf+11 le > , sowie wegen (5.4)

N
Il
)
o~
I
—

d.h. g4+ € Qp.

(2) p4 €[0,p] und B4 € Ky, C K, folgen direkt aus der Definition von v.

Damit folgt (u, Ey,d.) € C, induktiv also auch (uy, Ey, g*) € C Y k.

Zur Untersuchung der Konvergenz gehen wir davon aus, dass im k-ten Iterationsschritt ein
(u, E,q) € C gegeben sei. Dann ist auch (v, E(v),q) € CYV 0 <wv < pu.

Aufgrund der Taylorformel, angewandt auf Matrizen, gilt

X(w) = X(0) + o (P 3 €)= w7, & € (),
5(0) = SW)+ g5y (D 50 (v = 07, 0y € ().

Es folgt unter Beriicksichtigung von (5.12)
X(v) = X(v) +O(lv = ™), 5(v) = S(v) + Ol — ufP*"),

wobei die O-Terme aufgrund der Symmetrie von X (v), X (), S(v), S(v) symmetrische Ma-
trixfunktionen in v darstellen. Damit erhélt man
1 1

5 XWS@) + 80X () = S(X(@)S() + S@)X () + O(lv — pl™*)

= vEw) + O(lv — plP*h),

sowie

) = =T = i) + Oy — )
= v+ O(\ — Pt =v+o@rtt).
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Es folgt die Existenz einer Konstanten ¢ = ¢(y) > 0, so dass fiir alle 0 < v <

LEW)S0) + S@)K W) il = vEW) 30l + Oy — pp™)
- W(BW) — 1) — el — )P
= vol — cpP L,

sowie
) — V] < el — )P < et

Fiir alle v mit

g,up"'l <v<u (5.15)
folgt
1 o (& 808D N
(X W)SW) +S@)X(v)) =)l = 0, (5.16)
(V) — v < epP™ < ov. (5.17)
Weiter gilt
p—f(v) > p—v—clp—vPt
= (=) =clp—v)") = (p=v)(1 —cuP)
> (= v)(1— ) > 0, (5.18)
sofern g klein genug ist,
po < min{1, ¢ 1/P}, (5.19)

Sei jetzt vorausgesetzt, dass Ungleichung (5.15) eine Losung besitzt, d.h. $uP < 1 gilt.
Wegen (5.17) und (5.18) gilt dann p > A(v) > 0 fiir alle v, die (5.15) erfiillen. Wegen
(5.16), (X,S)(u) = (X,S) € 8?, x 87, und der Stetigkeit von (X, S)(v) ist folglich auch
(X,8)(v) € S, x St fiir alle v € [P, p]. GemiB Definition (5.13) von v gilt also
< (¢/&)pPT, und wegen 0 < § < 1/2 und (5.17) hat man auch

2c 2c
Higr = pe S ve(140) <2y < oprth = %“ZH' (5.20)

Wir wollen zeigen, dass
c

1

P
gilt, sofern g € (0, 1] so klein gewéhlt ist, dass
c
— P <
Fir k& = 0 ist die Behauptung offensichtlich richtig. Insbesondere ist auch (5.19) erfiillt.
Angenommen, die Behauptung ist fiir beliebiges k € N schon bewiesen. Dann gilt auch
(¢/Sk)uk < 1, so dass (5.20) anwendbar ist. Mit 6,11 = 265 und p € N folgt

p p+1 p+1
c c pr1) c 1 1 1
Mk+1 et 25 :U’k-',-l = 5 <2aﬂ > <25kﬂk> < <2k+1> < 92k+2 = ok+

[c




5 FEine Langschrittmethode 28

Aus der linken Seite der Ungleichungskette geht insbesondere hervor, dass pfc/d; < 1/16 ist,
so dass (5.21) auch fiir £ = 1 richtig ist.

Fiir die lokale Konvergenzuntersuchung wollen wir (5.19) verschérfen zu

po < min {1, (30/8)'/7e™/7 } = min {1, (20 = 2)/16)/Pe™/7} = ().

Insbesondere folgt aus (5.20) und (5.21) auch

1

Man beachte, dass aus (5.20) wegen d; — 0 nicht folgt, dass pp @-superlinear mit Ordnung
p+ 1 gegen 0 konvergiert. Man kann jedoch zeigen, dass die Konvergenzordnung ,,fast“p + 1
ist:

Satz 5.1. Falls (SDLCP) die Voraussetzungen 4.2.1 und 4.2.10 erfillt und der Startwert g
die Bedingung po < B(vy) erfillt, so ist der iber die Linesearch (5.13) definierte Algorithmus
lokal Q-superlinear konvergent mit Konvergenzordnung p+ 1 — 0, d.h. zu jedem € € (0,1/2]
existieren Konstanten k(e) € No und d(e) > 0 derart, dass fiir alle k > k(e)

1—e
prr1 < d(e)ul " C

Beweis. Die (superlineare) Konvergenz folgt aus o < 1 und (5.22). Weiter folgt aus (5.22)

induktiv, dass
k+1

Phet1 < (H 2_j>MO < 27300+ v E e N,
j=1

Unter Beriicksichtigung von (5.20) und &, = 27§, folgt daraus
2 - p—
Pt < <5:ui>u2“ ‘< <5€02_%Ek2+%(2_6)k“)uﬁ“ ¢

Dafire>0

lim 2~ 3¢k°+3(2-9k+1l _
k—o0

gilt, folgt fiir alle € € (0, 1] die Existenz eines d(e) mit der im Satz geforderten Eigenschaft. [J
Bemerkung 5.2. Man kann Q) z.B. auf folgende Weise bestimmen:
Seien rg > 0, My > 0, Xg, So = 0 gegeben mit
P(Xo) + Q(So0) = q+ 707,
%(XOSO + SoXo) = oMo .
Man bestimme dann die Ableitung (X1, S1)(ro, Mp) aus

P(X1) + Q(Sl) =q,
1
§(X150 + S0 X1 + S1Xo + X0S51) = Mo,
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und setze in einer Approximation erster Ordnung

X(T) = Xo+ (7" — T’())Xl, S‘(r) =50+ (7" — 7’0)51 .
Es folgt
P(X(r)+Q(S(r) = q+7r4q,
(X (r)S(r)+ S(r)X(r) = rMy + %(r —70)%(X151 + 51X1).

N =

Sei

N

7 :=sup{o > ro: X(r)S(r) + S(r)X(r) = 0V r € [rg,0)}.
Aufgrund von Satz 4.2.14 gilt dann

:—OQZ (P(X(r) +Q(S(r)) — q)/ro € M/ro ¥ 1€ (0,7),
so dass auch
{ag:ro/T <a<T/ro} C M/rg.

Falls 7 = 400, so wihle in Definition (5.3) #~1 > 1 beliebig.
Ansonsten setze 0! := % =1+ 72_7,7(;0.
Insbesondere gilt

N N 1 B B
X(r)S(r) +5(r)X(r) =0 < rl+ 5(7" - 7"0)2]\40 1/2(X1S1 + S1X1)M, 2 0.

Ist U orthogonal mit
UT (Mg 2(X18) + $1X1) My AU = A = diag(M, - ., An),

so folgt
- A A . 1
X(r)S(r)+S(r)X(r) =0 <= rl+ 5(7“ —19)%A = 0.

Man setze A := max;.),<o{|\i|}, falls A # 0. Fiir 7 erhélt man damit

{+oo, falls A = 0,
T =

7o+ (14++/1+2rgA)/\  sonst.

29



6 Uber die Lésung von Komplementarititsproblemen
mittels Wurzelfunktionen

6.1 Analytizitidt und Kompaktheit

Gegeben sei ein SDLCP, das (SDLCP) und die Annahmen 4.2.1 und 4.2.10 erfiillt. Wir
betrachten unzuldssige Innere-Punkte-Pfade als Losungen (X, S)(r, M, q) von (SDLCP), 1 4.
Aus Satz 4.2.14 und Bemerkung 4.2.15 folgt, dass (X, S)(r, M, q) auf der Menge

Pi={(r,M,q) | Ir0>0:0<r<rg,q€ M(rg), M = 0} (6.1)

analytisch ist.
Fiir den Fall kompakter Teilmengen C C P folgt die Existenz von Konstanten § := 6(C) >
0, ¢; :=¢j(C) >0,j=0,1,... derart, dass

IDI(X,S)(r, M, q)|[r < cj, j =0,1,2,... (6.2)
1
81 < X(r, M, q) + S(r, M, q) = <1 (6.3)

fir alle (r,M,q) € C gilt. Hierbei bezeichnet D! die partielle Ableitung j-ter Ordnung
beziiglich 7.

Wir wollen eine kompakte Teilmenge C C P explizit angeben. Dazu benétigen wir folgendes
Lemma:

Lemma 6.1.1. Seien X, So = 0 mit XoSo + SoXo = 0 und B, := {(AX,AS) € " x S |
|(AX,AS)||p < r}. Sei 7 die positive Lisung von
Auin(X0S0 + $6Xo) — 2( Xollr + [1Soll )r — 272 = 0.
Dann gilt fir alle (AX,AS) € B
(Xo+ AX)(So+ AS) + (So+ AS)(Xo+ AX) =0, Xo+ AX =0, So+AS > 0.

Beweis. Setze F(AX,AS) := (Xo + AX)(So + AS) + (So + AS)(Xo + AX). Es ist
F(AX,AS) € 8" und geméB dem Satz von Rayleigh-Ritz gilt

min  u! F(AX, AS)u = Anin(F(AX, AS)).
R™3u,||ull2=1

Sei u € R™ mit ||ull2 =1 und (AX,AS) € B,. Wegen [|A]l2 < ||A]|r und ||AX |7, [|AS|F <
[(AX, AS)||F folgt
ul F(AX, AS)u =
= uT(X0So + SoXo)u + ul (Hsy,(AX) + Hx,(AS))u + ul (AXAS + ASAX)u
> Amin(X0So + SoXo) — [[Hso (AX) |2 — [Hxo (AS)[[2 = 2[ AX|2]| AS||2
> Amin(X050 + SoXo) = 2([[AX || F[SollF + | Xollp | AS|[ 7 + [AX || p|AS][F)
> Amin(X0S0 + SoXo0) — 2(| Xol| 7 + || Sol|7)r — 212
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Damit gilt
Amin(F(AX,AS)) >0 V(AX,AS) € Bs. (6.4)

Die Menge By ist konvex, insbesondere also (weg-)zusammenhéingend. Wegen F(0,0) >
0, Xo, So > 0 und der Nichtsingularitit von F(AX,AS) auf By gemiB (6.4) folgt daraus
aus Stetigkeitsgriinden auch Xy 4+ AX, So+ AS =0V (AX,AS) € By. O

Der Operator A : 8™ x 8" — R" sei durch A ((%)) := P(X)+Q(S) definiert. Fiir das innere
Produkt (-,-) : ST@S"xS"BS" — R, X@Y = (), gelte <<f,§11) : (§3)> — X 0X515)05,.
Damit folgt fiir alle y € R” und alle X, S € S"

<Zy (g) , ("§>> — (y, P(X)) + (1, Q(S)) = (A (X)) = (4, (*’§>>
so dass )
A*(y) = ;yz <£ZZ> .

Wegen Annahme 4.2.1(1) gilt R(A) = R", also N'(A*) = R(A)* = {0}. Somit ist A* injektiv
und AA* strikt positiv, also invertierbar.

Zu gegebenem (Xo, So,r0) € ST x ST, x Ry mit XSy + SpXo > 0 sei der Stérungsvektor
g in (SDLCP),, a5 definiert durch g := (P(Xo)+ Q(So) — q)/ro, und es gelte M := (XoSo +
S0Xo). Sei 7 wie in Lemma 6.1.1 gewhlt. Definiere fiir (X, S) € S x S"

0= (PR +QE) ~a)/r, Bg=id—a, 02:= (50) = (4%).

Dann gilt
rolAg = A(AZ).

Wenn AT := A*(AA*)~! die Moore-Penrose-Inverse von A bezeichnet, dann gilt
AZ =1gAY(Aq) = argmin{||AW ||p : A(AW) =rolg, AW € 8™},
Das Problem, die grotmogliche abgeschlossene Kugel By (0) um den Ursprung zu finden, die
|A* Aqll < 7/(2r0)
fiir alle Ag € B,(0) erfiillt, fiihrt auf das Minimierungsproblem

min || Aq||
Ag :
AT Aq|l = 7/(2r0) -

Standard-Argumente aus der Linearen Algebra zeigen, dass letzteres System durch einen
Eigenvektor Ag¢* zum kleinsten Eigenwert A, > 0 von AA* gelost werden kann. Wegen
_2 1

— = [[ATAG|]? = Ag*T (A4 A =
47“0

12g"|?

)\mll’l
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folgt, dass

* T
A=At = v )‘min2_-
7o
Zu jedem § € B\(q) existiert also ein (X,5) € B;/5((Xo0,5)) = {(X,S) € 8" x 8" |
(X — Xo0,S — So)||lr < 7/2}. Wegen Lemma 6.1.1 ist aber XS + SX > 0, X > 0,5 >
0V (X,9) e BF/Q((XO, So)). Aufgrund der Kompaktheit von BF/2((X0, So)) gilt fiir geeignetes
§ > 0 sogar 6 = XS+ SX = 31V (X,5) € B;5((Xo,50)). Aus Satz 4.2.14 und Bemerkung
4.2.15 folgt:
f

Co:=C(ro,1,q) :=={(r, 1,3) | 0 <7 <ro,||7 —q| < V)\min%} (6.5)

ist kompakte Teilmenge von P.

Bemerkung 6.1.2. Es gilt

AA* = PP* 4+ QQ* = [P(P1) + Q(Q1),. .., P(P) + Q(Qx)].

Bemerkung 6.1.3. Es seien die Annahmen 4.1.1 erfiillt und die Indexmengen I, J, K durch
(3.3) definiert. Zu (6.1)-(6.3) analoge Definitionen und Formeln gelten dann auch fiir LCP’s
ohne strikt komplementéire Losung, d.h. mit K # (). Wegen Satz 4.1.4 sind die unzuléssigen
Innere-Punkte-Pfade (z,y)(p,n, @), definiert als Losungen des nichtlinearen Systems
(LCP),2 g, analytisch auf

P:={(p,n,@) € Ry xR} x R" | 3pg > 0: 0 < p < po,q € M(p5), n> 0}, (6.6)

wobei
M(p3) == {(Px+ Qy —q)/p} : x,y > 0}

Fiir kompakte Teilmengen C C P gelten jetzt mit Konstanten § := §(C) > 0, ¢; := ¢;(C) >
0,7 =0,1,... Abschitzungen der Form

D3 (2, y)(p,m. @)l < cj, 5 =0,1,2,... (6.7)
1 1
66[ < l’](ﬂ, 777(7) < gela 6€J < ?JJ(PJMI_) < geJa (68)

wobei ey == (1,...,1)T e Rl und ey := (1,...,1)T e RIVI,
Die zu (6.5) analoge Formel lautet
T

CO = C(p07€7Q) = {(pa €, (j/) | 0 < P < L0, Hq/ - QH < V Aminﬁ
0

I (6.9)

wobei e := (1,...,1)T € R"™ und Apin den kleinsten (positiven) Eigenwert von PPT + QQT
bezeichnet.
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6.2 Der Algorithmus fiir lineare Komplementaritéitsprobleme
ohne strikt komplementire Losung

Wir gehen aus von einem LCP der Form (LCP), das die Annahmen 4.1.1 und K # () erfiillt.
Wir betrachten unzulissige Innere-Punkte-Pfade (z,y)(p,n,q), p | 0, fiir (LCP),2 , 7.
Ausgehend von Startvektoren zg, yo > 0 mit zo o yo = pge, po > 0, und einem Stérungs-
vektor go := qo = (Pzo + Qyo — q)/pg erzeugt der Algorithmus eine Folge von Iterierten
(Tk, Yk, PRy Gk ), k = 0,1,2, ... mit folgenden Eigenschaften:

Py + Qui = ¢+ pidi,
Tk, O Yk = pre;
Pk > Pr+1 — 0,
k—oo

(pk,e,qr) € C C P, C kompakt .

Zur Beschreibung eines typischen Iterationsschrittes & — k + 1 setzen wir abkiirzend z :=

Tk, Ty i= Tk, P i= Pk USW.
Sei (z,y)(0) := (z,y)(0,e,q) der fir o € [0, p] durch

Pz(0) +Qy(o) = ¢+ 0°q
z(0) oy(o) = o’e
z(o), y(o) >0
charakterisierte zentrale Pfad.
Es ist dann insbesondere x(p) = x, y(p) = y.
Sei u = ul/? = (ui/ 2. ,u}/ 2)T die komponentenweise (positive) Quadratwurzel des Vek-

tors u € R".
Zur Approximation von (x,y)(o) in der Nihe von o = p verwendet der Algorithmus die
Wurzelfunktionen

2(0;p,q) = \/ f2(0;p,9) + o2 + f(03p,7),
§(0;0,7) := \/f2(050,9) + 0% — f(03;,7) -

Hierbei handelt es sich bei f(o;p,§) um ein Vektorpolynom in o vom Grad < 2, das die
Differenzenfunktion

_ 1

A(0,q) = 5 (@(0) —y(o)) (6.10)

in 0 = p interpoliert, mit
, _ & flo;p,q DN (o, q A .
dod o=p dod g=p
Explizit gilt
2
flosp,@) = aj(p,@)o?, (6.12)
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wobei sich die a; := a;(p,q) im Sinne einer Hermite-Interpolation als eindeutige Losungen
des Systems
Ipl p?I7 [ao A(p, Q)
01 2I| |a1]|=| 207
00 I][a 303 (p,q)
ergeben. Explizit erhélt man daraus fiir ag, a1, as folgende Darstellung:
ao(p, q) I —pI p*I A(p,q)
az(p, ) 00 I ][58%0,9

Es ist leicht zu sehen, dass Z(o; p, q), y(o; p, @) folgende Eigenschaften besitzen:

Lemma 6.2.1. FEigenschaften von (Z,y)(o; p,q)
Fir (p,e,q) € C gilt:
a) (05 p,q),9(05p,4) 20 Vo =0;

b) #(00,0) 0§03 9, @) = 0% Vo = 0;

c) z(o;p,q),y(0;p,q) sind stetig fir o > 0 und analytisch fir o > 0.
Beweis. Spezialfall von Lemma 6.4.1 in Abschnitt 6.4. O

Das folgende Lemma zeigt, dass (Z,9)(o; p, ) und (x,y)(o, e, q) an der Stelle 0 = p in zweiter
Ordnung iibereinstimmen:

Lemma 6.2.2. Es gelten

_x(o;p,Q)| (o€,

j(J)(p, P, q) = =: x(J)(p,e,Q) fU’Tj = 07 1727

aO'j o=p N 8aj o=p
sowie analoge Formeln fiir 39 (p; p, ) und y9) (p, e, q).
Beweis. Spezialfall von Lemma 6.4.2 in Abschnitt 6.4. O

Man erhilt die neuen Iterierten, indem man iiber eine Linesearch ein p; € (0, p] bestimmt
und x4 = Z(py; 0, Q) y+ = Y(p+; 0, D), @+ = (Pry + Quy — q)/p3 setat.
Im folgenden ist x > 0 so zu wihlen, dass

C =C(po,e,q) := {(0,¢,7) |0 < 0 < po, 17 — Dol <} (6.14)
eine kompakte Teilmenge von P ist. Angesichts von (6.9) kann man z.B. k = v/ Amin % wihlen.
Im folgenden bezeichne e = 2.718282. .. die Eulersche Konstante.
Algorithmus 6.2.3.

1) (Initialisierung): Wihle

po > 0, 2o := z(po), Yo := y(po) mit zo,yo > 0 und g o yo = pge,

do = Go == (Pzo + Qyo — q)/p5, € € (0,0.5),é € (0,1 — 2e),

1
C:=k T . (6.15)

po + 1_9(@eté—T)eln(ite)

Setze k := 0.



6 Wurzelfunktionen und Komplementaritédtsprobleme 35

2) Bestimme (z), y")) := (29 (o), 9 (o)), j = 1,2,
(1) =
P Q Ty _ qk
[Yk Xk] [y,i”] o [ e ]
(2) 7
P Q| ak (6.16)
=2 .
|:Yk Xk] [y]?)] le—xél)oyl(cl)]

Setze (siehe (6.10) und (6.13))

als Losungen der Systeme

ag = ao(pk, Gr), a1 = a1(pk, Gr), a2 = a2(pk, Gk),

und bilde damit

z(0) := \/(ap + ga1 + 02a)? + o%e + (ag + oar + o*az),

y(o) := \/(ag + oay + 02a2)? + o2e — (ag + oay + o2as).

(Beachte: Z(px) = x(pr), ¥(pk) = y(pr))
3) (Short step) Bestimme

. Pz(o) + Qy(o) — ¢ — 0%q
pl(vlll — 1Hf{0<0’§pk| ” ( ) Qy2—2) q QkH < (,Ok;—O')C}

Falls ,o,(glll = 0, so stoppe: x4 = 2F)(0), ypr1 = 7™ (0) 16sen (LCP).
4) (Long step) Falls pj < %, so priife, ob

_ _ 2(14¢€) —
IPE(pL) + Qulpit) —a — po " < Jl-2eé g
p2(1+e) > P :
k

Falls nein, so setze px11 := p,(cl_gl, goto 5). Falls ja, so bestimme

2 . € P.’i‘o- +QQU —q—o'z(jk e
02-21 ::1nf{0<0§p]1€+ ’H (o) ((72) I Sp,lg 2 C}.

Wenn pgl = 0, so stoppe: Zg+1 := Z(0), yg+1 := y(0) 16sen (LC'P).

Sonst setze pjy1 := min {p,(j_zl, pgﬁl} .
5) Setze
Px(pry1) + QU(prt1) — 4 — i1 Tn
2
Pr11

Tr+1 = Qo + Q15 oyt = T(Prr1), ka1 = Y(prt1), k ==k + 1, goto 2).

qu+1 =

i
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Bemerkungen 6.2.4.

1)

2)

pra1 ist fir alle & wohldefiniert, da die Bedingung innerhalb der Infimum-Klammer in
Schritt 3) fiir o = py, erfiillt ist.

Die Werte 9121-31 and p,(f_gl garantieren, dass nach jedem Schritt kK — k + 1 in Algorithmus
6.2.3 die Bedingung ||gx+1 — Go|| < &, und daher auch (pg41,€,qr+1) € C erfiillt bleibt.
Waihrend p,(cl_gl die globale Konvergenz des Algorithmus sichert, garantiert p,(f_a
perlineare Konvergenz.

In der Praxis ist es i.a. nicht mdglich, beide Werte exakt zu berechnen. Es wird jedoch im
Konvergenzbeweis von Abschnitt 6.3 gezeigt werden, dass Naherungswerte, die man z.B.
iiber Bisektion erhilt, fiir die Q-superlineare Konvergenz des Algorithmus ausreichend

sind.

, lokal su-

Wegen (pg,e,qr) € C fiir alle k folgt aus Lemma 6.2.2 aufgrund der Analytizitétseigen-
schaften von unzulédssigen Innere-Punkte-Pfaden die Beschrinktheit der Folge (Zx, yx) :=

(@, 9) (s €, Gk)-

Aus Lemma 6.2.1 folgt Z(pkt1; e, dx) 0 §(pr+1; e, dr) = p%_He und (Z,9)(pr+1; €, Gx) > 0 fiir
Pr+1 > 0.

Man beachte, dass trotz der Asymmetrie der Formeln fiir z(o;p,q) und y(o;p,q) kei-
ne Annahmen iiber die relative Gréfie der Komponenten von Z(o;p,q) und g(o;p,q) in
Abhéngigkeit von o moglich sind, da die Funktionen a;(p,q), i = 0,1,2, auch negative
Werte annehmen kénnen. Der Algorithmus macht keinen Gebrauch von den Indexmengen
I,J und K.

6.3 Konvergenzanalysis

Ziel dieses Abschnitts ist es, die globale und lokal Q-superlineare Konvergenz von Algorithmus
6.2.3 zu zeigen.

Zur Vereinfachung wollen wir J = () annehmen: Das wird moglich durch geeignetes Vertau-
schen assoziierter Variablen x; und y; (und der korrespondierenden Spalten von P und @),
da sich das Problem (LCP) durch diese Operationen nicht dndert.

Es sei

(p,e,q) € C mit 0 < p < po,
a; 1= ai(pa (j)a 1=0, 172’

Z(0) := Z(0o; p,q) = \/(ap + cay + 02a2)? 4 02e + ag + oay + 02as, (6.17a)

5(0) == g(o; p, ) = /(ag + oay + 02a2)? + 02e — (ag + ca1 + 02as), (6.17b)

Insbesondere gilt

Pz(p) + Qylp) = q + p°4,
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und unter Beriicksichtigung von Lemma 6.2.1,¢) und (6.16) ergibt die Taylorapproximation
zweiter Ordnung um o9 = p

2
P(Y =2V —pY) + (2 %y@(p)(o —pY) =q+0% (6.18)
. P

Wegen Lemma 6.2.1,c) ist die Taylorsche Formel auf z(o), (o) fiir 0 < 0 < p anwendbar.
Unter Beriicksichtigung von (6.18) ergibt die Entwicklung um p

PE(o) +Qu(0) = 4+ P+ i [(PLIO(E)) + Q' 59 (€&)), ..

(P, 29(&)) +(Q", 1 (&))" (o = p)?,

wobei & € (o,p) Vi € {1,...,n} und P und QiT die i-te Zeile der Matrix P bzw. Q
bezeichnet.

Sei
g(0) := \/(ap + ga; + 0%az)? + o2e. (6.19)
Wegen (6.17) gilt
_ o _
() = L gf0) = 590). (6.20)

Um die Grofle des Storungsvektors

1 _ _ n o n o—p)?

0= (P10 + (@ 7@, . (P 396 + (@ ()T T
abschiitzen zu kénnen, ist es notwendig, obere Schranken fiir die Ableitungen z(®) (¢ )5 7@ (&),
j €{1,...,n} anzugeben.

Aufgrund der Definitionen (6.10) und (6.13) und der Analytizitéat von (z,y)(p) auf C existiert
eine Konstante M > 0 derart, dass

laj(p, @Il < M, j=0,1,2, V(pe,q) €C. (6.21)

Es bezeichne a;; die i-te Komponente des Vektors a;.
Je nach Zugehorigkeit der i-ten Komponente 3_37(;3) von 23 bzw. §

I oder K sind jetzt zwei Félle zu unterscheiden:

Fall 1: 1 €1
Wegen (6.8), (6.10) und (6.13) gilt

®3)

;. von 7 zur Indexmenge

. _ 1., 1 ~
Lixn aoi(p,q) = 5 plfg(wi(p) = ¥i(p)) = 52i(0) > 0V (0,e,q) € C.
Aus der Stetigkeit von agi(p,q) auf dem Kompaktum C folgt die Existenz einer Konstanten
di; > 0 mit

aoi(p,q) > d1 >0

fiir alle (p,e,q) € C mit geniigend kleinem p. Mit geeigneten Konstanten dg,p > 0 und
X € [0,1) folgt daraus
(ao’i +oa1; + 0’2a2,¢)2 + o2 >do >0, (6.22)
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giiltig
VYo>0,V(pe,q) €Cmitpel0,p] CI0,po] (6.23)
bzw.
V(p,e,q) €C, Vo € [xp,pl. (6.24)

Wegen (6.21) ist aber (ag; + oa1; + 02az,;)? + o2 fiir (0, p,e,q) € [0, po] x C auch nach oben
beschrénkt.
Daraus folgt mit (6.19),(6.20),(6.22) und einer Konstanten M; > 0 insgesamt

7% (o), 177 ()] < My, (6.25)

giiltig fiir alle (o, p, e, q) mit (6.23) oder (6.24).

Fall 2: i€ K

Da z;(o,e,q) fir (o,e,q) € C analytisch ist und z;(0,e,q) = 0 gilt (siche (4.1)), erhdlt man
iiber die Taylorsche Formel

1 1
zi(o,0.q) = 2, (0.¢,)0 + 527 (0,e.0)0” + gV (€ e.0)0”, & € (0.0),

1
xz(l)(a,e, q) = a:l(.l)(O, e,q) + xEQ)(O, e,q)o + §x§3) (0, e,cj)aQ, 0; € (0,0),

2P (o,e,q) = 22(0,e,0) + 2! (xi, e, @), xi € (0,0),

und analoge Formeln fiir y;(o, e, q).
Einsetzen dieser Formeln in Definition (6.13) von ag(p, ¢) ergibt unter Beriicksichtigung von
(6.7)

ao,i(p,3) = O(p*) ¥ (p,e,q) €C. (6.26)
Wir wollen , ,
97 (0)] = |2 (0)] = |5 (0)]
fiir o > 0 abschétzen (siehe (6.20)). Eine langere Rechnung zeigt, dass

2
an ; az .
" (o) = —3( UO; _ a2,z’) <%(a17i +4agio) + az(1 + a%,i +aia0,0) +

ap,; ao,;
o2

+—=(1+ a%i + 6aq jaz ;0 + 4a§,102)) (( .

9 —5/2
tari+as0)’ +1)
Aufgrund von (6.21) und (6.26) folgt mit geeigneten Konstanten M3 > 0 und My > 0

o3

O(p® 0(p*)’
9" (0)] <3 <% +M2> ( () + 4Mapo + Ma(1 + M3 + M po)

9] 3
- ((f; )(1 + M3 + 6 M3 po) + 4M22p3>

SMg[(?(p‘°’)3 O(p*)*  0(p*)? 0(/)3)“]

+
o3 o2



6 Wurzelfunktionen und Komplementaritédtsprobleme 39

giiltig fiir alle o € (0, pg)-
Die Fille 1 und 2 zusammenfassend, erhdlt man mit My := max{Mj, My} schlielich

0
0-4

3
5 (3 p, ci)‘ < Ms [; +

6
PP :
L L=t (627)

7 (03 p, c])‘ =
giiltig fiir alle (p,e,q) € C und o € (0, po], die (6.23) oder (6.24) erfiillen. Damit folgt

. 1Pz(0) + Qy(o) — g — o?q||
1G]l = 5

g
< Pt 290y + @D ()., (PR ED () + (@, 7D T L=l
— 3| ) 1 7y 1 AR R 7‘T n 7y n 0_2

1 , (p—0)®
< —(||P (3) w—eoy
< 3!(H lF+ HQIIF)STEI%%) 1z (&)l =
< L UR(IPIr + Q1) max 29 ()] L=2L.
- 3! ¢€(oyp) o2
i
Wegen (6.27) erhélt man mit M := MMj
9 (§] (6] 3 _ 3
lal <87 |24 2y 2y 2 [le=0) (6.28)
g g g g g

fiir alle (p,e,q) € C und o € (0, po|, die (6.23) oder (6.24) erfiillen. Damit lasst sich folgendes
Hauptresultat beweisen:

Satz 6.3.1. Die durch Algorithmus 6.2.3 erzeugte Folge (py)r konvergiert global und lokal
Q-superlinear gegen 0.

Beweis. Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass der Algorithmus nicht nach endlich vielen Schritten
abbricht. Zunichst ist zu zeigen, dass in jedem Schritt (pg,e,qr) € C erfiillt ist. Aufgrund
der Schritte 3) und 4) des Algorithmus ist die Folge (px)r wohldefiniert, monoton fallend und
nach unten beschrankt, d.h. konvergent mit limy_ .o pr =: p* > 0. Aus der Definition von ¢
im Initialisierungsschritt und der Definition von g1 in Schritt 5) folgt induktiv

k+1
q]i‘-l-l ZQO+ZQJ, k:071727"'
j=1
Sei K := {ko,ki1,ko,...} C No mit kg < k1 < ko < ... diejenige Teilmenge von Ny mit
Pro < 3 und

Gk, 1]l < pp 2 C und pr1 < pp© Vi € No

(d.h. Schritt 4) wird ausgefiihrt).
Dann gilt

1

1 14-€ e
s Py S Pro1 < (-) s Pky < Phi+1 S g = (

< —
Pk0_2 5
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und induktiv folgt
1 ) (1+¢)!

pkl S (_

1=0,1,2,...
2 ’ )y Sy

Damit erh&lt man _
e, 41l < @FHE+ 0 i=0,1,2,...

Fiir alle {ibrigen Iterierten g1 mit k ¢ K gilt (siehe Schritt 3))

1@kl < (or = 1) C -

Insgesamt folgt

k+1 k+1
1Gks1 — @l = 1>l < DNl
P =1
oo oo o (14€)i
<C [Z(’Oj —pir) + > (25+26 1) }
=0 =0
. .
* é+2e— (1+e)?
=l ()]

J=0

Die unendliche Reihe im letzten Ausdruck kann durch eine geometrische Reihe nach oben

abgeschitzt werden:

Die Funktion h(j) := jIn(l1 +¢€) —Inj, j € (0,00), nimmt fiir beliebiges € > 0 ihr absolutes

Minimum an der Stelle j* = m an. Es folgt
I+ In(ln(1+¢€)=h(G*) <h(j)=jln(l+¢)—Inj Vj>O0.

Wegen e(9) = % ist das dquivalent zu

(14¢€) > jeln(l+¢) Vj>0,

und diese Ungleichung ist offensichtlich auch fiir j = 0 giiltig.
Aufgrund der Definition von € und € im Initialisierungsschritt des Algorithmus gilt % <
22¢té-1 < 1 50 dass

0 (et FY SN eine_r\deln+e)
> () sjz;)(w ) .

j=0
Unter Beriicksichtigung der Definition (6.15) von C' folgt daraus fiir alle k& > 0 die gewiinschte
Abschétzung [|gx+1 — ol < &

Lineare Konvergenz:
Sei (pg, e, qr) € C. Wegen (6.28) kann der Storvektor i1 abgeschitzt werden durch

o

5)
Pr11

I

5
Pr11

6 6
Pk+Pk

(Pk: - Pk+1)3
p%-{-l p%-s—l

lGn-all < M + + ok +1 .
Pr+1



6 Wurzelfunktionen und Komplementaritédtsprobleme 41

Setzt man pgy1 := Apg, A € (0, 1], und berticksichtigt pr < po, so erhilt man

4 2 3 2
. o, Po PS PO (1-2X)
Gkl < M )\—g+)\—i+>\—g+p+1 2 (k= pr)-

Damit existiert ein A € [x, 1), x aus (6.24), so dass fiir alle g1 = App mit A € [\, 1]
||(1k+1|| < C(pk_pk-i-l)a k=0,1,2,....

Es folgt pr41 < 91(61421 < A\pi, giiltig fiir alle £ > 0 .
Lokal Q-superlineare Konvergenz:

Sei k so grof}, dass px < 1. Ersetzt man pgy1 durch pi,q := p,ffe, so ergibt sich wegen (6.28)

ksl < M [pi_& + pi—4e

< 5Mpj - py

+pi—3e _|_p]1€—26 + 1] (1 o pi)Sp}g_%

Aufgrund der globalen linearen Konvergenz existiert ein kg € N, so dass fiir alle k& > kg
auch 5M pi, < C und py, € (0, p], p aus (6.23), erfiillt ist. Folglich hat man gem#f Schritt 4)
Pltl < Prtl = p,lje Vk > ko, d.h. lokal Q-superlineare Konvergenz mit Konvergenzrate 1+ ¢,
wobei € im Initialisierungsschritt des Algorithmus definiert ist. O

Korollar 6.3.2. Die durch Algorithmus 6.2.3 erzeugten Folgen (qx)r und ((zk,yr))r konver-
gieren, und es gilt limy_.oo(zk, yr) =: (z*,y*) € F*.

Beweis. Wie im Beweis von Satz 6.3.1 hat man fiir alle ] > m > 1

l l

I —anll =11 D @l < > Nl

< C[ S (pi—pir)+ Y <2é+2€1>(1+6)j],

j=m+1 j=j(m)

wobei j : N — N eine Abbildung mit j(m) — oo fiir m — oo beschreibt.

Folglich gilt ||g; — Gm|| — 0 fiir m,l — oo. Somit ist (gx)r eine Cauchyfolge, also konvergent
mit Grenzwert ¢*.

Wegen Lemma 6.2.2 gilt (g, yx) = (z,y)(pk, e, qx) V k, und aufgrund von C > (pg, e, qx) —
(0,e,q*) € C und der Stetigkeit von (z,y) auf C folgt (xx,yx) — (z,v)(0,e,q*) € F*. O

6.4 Erweiterung auf monotone semidefinite lineare Komple-
mentarititsprobleme
Wir wollen den in Abschnitt 6.2 beschriebenen Algorithmus jetzt auf semidefinite Komple-

mentaritétsprobleme iibertragen. Wir gehen aus von dem in Kapitel 3 eingefiihrten monoto-
nen semidefiniten Komplementaritétsproblem (SDLCP), das die Annahmen 4.2.1 und 4.2.10



6 Wurzelfunktionen und Komplementaritédtsprobleme 42

erfiillt. Zur Losung des Problems betrachten wir ausschliellich zentrale unzuléssige Innere-
Punkte-Pfade als Losungen (X, S)(r, I, q) des Systems

PX)+Q(S) =q+rq (6.29a)
%(XS +SX) =l (6.29D)
X,8 0. (6.29¢)

Seien Startwerte g > 0, Xo, S0 > 0, o := (P(X0)+Q(So)—q)/ro gegeben, die (6.29) erfiillen.
(Méglich z.B. mit rg > 0 beliebig, X = So := /70l).
Sei

C:=C(ro,1,q) :={(r,1,7) | 0<r <o, |7 —ql| <k} (6.30)

eine kompakte Teilmenge von P, (6.1). Man kann etwa C = Cy (siehe (6.5)) wéhlen.
Analog zum vektoriellen Fall erzeugt der Algorithmus eine Folge von Iterierten (X, Sk) €
Sty xSt und (ry, 1, q) € C mit r, | 0 und

P(Xy) + Q(Sk) = q+ Tk,
1
§(stk + Sk Xyk) =1l

Zur Approximation des zentralen Pfades benutzt der Algorithmus die Funktionen

X(0ir,q) = | FR(o:r.q) + oI + Fi(o:7.q), (6.31a)
S(o;r,q) = \/FZQ(J; r,q) + ol — Fy(o;r,q). (6.31b)
Hierbei ist Fj(o;r,q) ein Matrixpolynom in symmetrischen Matrizen vom Grad < [, das
D(0,q) i= 5(X(0,1,0) — 8(0,1,0) (632
in 0 = r interpoliert, mit
F9rir,q) = DD(r,q), j=0,1,...,1. (6.33)
Explizit gilt l
Fy(oir,q) =Y _ Aj(r,@)o”, (6.34)
j=0

wobei sich die A; := Aj(r,q) € S™ als eindeutige Losungen des Systems

l

> A = D(r,q),

l
> A = DW(rq), (6.35)
j=1

14, = DY(r,q)

ergeben.
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Lemma 6.4.1. Eigenschaften von X (o;7,q),S(0;7,q)
Fiir (r,1,q) € C gilt:

a) X(o;7,q),S(o;7,9) =0 Yo>0, X(o;7,q),S(c;7,q) =0 fiir o =0;
b) X(o;7,q),S(0;7,q) sind stetig fir o > 0 und analytisch fiir o > 0;
c) %(X(J;T, q)S(o;7,q) + S(o;r,9) X (0;7,q)) =0l Yo >0.

Beweis.

a) Es ist F2(o;7,q) + 0l = F?(o;r,q) = 0 ¥V o > 0. Aufgrund der Monotonie der Wur-
zelfunktion folgt \/Flz(a;r, q) +ol = |F(o;7r,q)|, also auch X(o;r,q) = |Fi(o;r,q)| +

Fi(o;7,q9) = 0 bzw. S(o;7,q) = |Fi(o;7,q)| — Fi(o;7,q) = 0. Fiir ¢ > 0 gilt sogar
Fi(oir,@) + 0l = Fi(o57,q).

b) Fiir o > 0 ist F?(o;7,q) + ol = 0. Da auBerdem Fj(o;r,q) als Matrixpolynom in o auch
analytisch bzgl. o ist, folgt mit Beispiel 2.8 die Analytizitdt der Quadratwurzelfunktionen.
Die Stetigkeit folgt aus der Stetigkeit von Fy(o;7,q) und F?(o;r,q) + ol = 0 fiir o > 0.

c) Da Fy(o;r,q) fiir alle 0 > 0 symmetrisch ist, existiert geméf Spektralsatz eine unitére Ma-
trixfunktion U (o) mit U(o)" Fi(a;7,q)U(0) = Ai(0;7,@), Ai(o;7, @) = diag(Mi(Fi(o37, 7)),
s \(Fy(037,q))) . Einsetzen dieser Zerlegung von Fi(o;r,q) in X (o;7,q) und S(o;7,q)
ergibt nach einfacher Umformung X (o;7,q)S(0;7,q) = ol. O

Das folgende Lemma zeigt, dass X (o;r,¢) und X(o,1,q) bzw. S(o;7,q) und S(o,I,q) an

der Stelle 0 = r in [-ter Ordnung iibereinstimmen. Das entsprechende Resultat fiir den vek-

toriellen Fall (siche Lemma 6.2.2) erhélt man, indem man alle auftretenden Matrizen als
Diagonalmatrizen auffasst.

Lemma 6.4.2. Fir (r,I,q) € C mit r > 0 gilt
XD (rir,q) = X9 (r,1,q), S9(rir,q) = S9(r,1,q), j=0,1,...,L

Beweis. Setze abkiirzend XU) := X0 (r; 7, q), XU := XU)(r 1,7), usw., sowie AX ) :=
X0 — x0 ASW .= §U) — 50U Wegen (6.31) gilt %()_((j) — 50y = Fl(j)(r;r, q), so dass
wegen (6.32) und (6.33)

AXU) = AU =0,1,...,L (6.36)

Sei zunéchst j = 0. Angenommen, es ist AX = AS # 0. Dann folgt

XS+8X =2r] <= (X +AX)(S+AS)+ (S+AS)(X +AX) =2r]
= AXS +SAX + ASX + XAS + AXAS + ASAX =0
= AX(S+X)+(S+X)AX +2AX? =0.

Wegen AX € S" existiert ein unitdres U mit AX = UAUH | A = diag(\(AX), ..., \(AX)).
Damit ist die letzte Gleichung &dquivalent zu

202 + AU (S + X)U +UH (S + X)UA = 0.
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Speziell folgt fiir die Diagonalelemente
AP+ XU (S + X)U)i =0,

so dass \; = 0 oder \; = —(UH(S 4+ X)U);; < 0 (wegen X + S = 0) gelten muss. Wegen
X + 8 = 0 (sieche Lemma 6.4.1,a))gilt auch

0<UH(X+AX +S+AS)U=U"(X+S)U+2U"AXU =U"(X + S)U +2A.
Angenommen, es ist \; = —(UH (X 4 S)U);;. Dann folgt aus der letzten Gleichung
0< (US4 X)U)ii + 2\ = —(UH (X +9)U)i; <0,

ein Widerspruch.

Somit ist A; =0V i, d.h. AX =AS =0.

Der Rest folgt induktiv:

Angenommen, es ist XU = X0, §0) = §U) fiir j=0,...,k 0<k <.

Allgemein gilt fiir die v-te Ableitung von X S+SX mit (X, 5’) = (X, S)(0,1I,q) bzw. (X, S) =
(X,8)(o;7,q),0< o <r:

dd S(XS5+5X) =) (;’) (XD§W=9) 4 §=) g0y
g
=0

Wegen
X(0,1,q)S(0,1,q) + S(0,1,q)X(0,1,q) = 201
= X(o57,9)S(057,q) + S(o57,9) X (057, 7),

giiltig fiir alle o > 0 mit (0,1,q) € C, erhiilt man also fiir die (k + 1)-te Ableitung an der
Stelle o =7

k+1

=0~ 7

k+1
3 (k + 1) (X g+1-3) 4 g1 x Gy

=0\ 7

Aufgrund der Induktionsvoraussetzung und der Induktionsannahme ist das dquivalent zu
Xg(k+1) + Sv(k-l-l)X + X(k-i—l)s + SX(k‘-‘rl) _ Xs(k+l) + S(k+l)X + X(k-i-l)s + SX(k+1)
bzw. wegen (6.36) mit
AXFD(S 4+ X) + (S 4+ X)AXFFD =0,

Wegen S + X > 0 folgt daraus 0 = AXF+D = AGK+1), O

Algorithmus 6.4.3.
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1) (Initialisierung): Wihle
ro > 0, (Xo, So) S S_Ti_‘_ X S_Ti_‘_ mit XoSy + SoXo = 2791,
do = qo == (P(Xo) + Q(S0) — q)/ro, € € (0,0.5), € € (0,¢),

1
C:= - .
K/'r’o I 1/(1 _ 2—esln(l+1—€))

Setze k := 0.

2) Bestimme

(X, sy = a—j.(x S)(r, I, Gr) j=1,...,1
k MMk 87“-7 ’ P T‘:Tk, ) ’
rekursiv durch Lésen der Systeme
Px) +Q(Sy)) = a, (6.37)
Hg, (X)) + ka<8£,“> = 21,
fir j =2,...,0:
P(x) +Q( ) =0, (6.38)
] 1
HSk( (]))—f-HX( ( > k‘j m)+S(] m) lgm))

Setze unter Berticksichtigung von (6. 32) ( 34) und (6.35)

X (o375, @r) == \/FlQ(U;?“k@k) + ol + F(o;rk, Gr),

S(oyr, @) = \/FlQ(U;?“kza@c) +ol = Fi(o;ry,qr) -
(BeaChte: X(rk;rkaqk’) = X(Tk,[,@k),g(rk;rk,@g) = S(?"k,[, qk))

3) (Short step) Bestimme

r]E:le mf{O <o <y | ||P(X(O', rka@k)) +Q(f(07rkvqk)) —q— U(ij < (Tk —O')C} )

Falls 7“,(521 =0, so stoppe: Xpi1 := Xp(0;7%, Gr)s Sky1 := Sk(0; 74, qr) 16sen (SDLCP).
4) (Long step) Falls rj, < 1, so priife, ob
[P(X (= e, @) + QUS(ri =S vy @) — g — <G|

l+1 €
Tk

<rfC.

Falls nein, so setze 41 := r,gl_gl, goto 5). Falls ja, so bestimme

P(X(o: 5 Gy TV — g — g .
7"1(331 -— inf {0 <o < ?”5:'_1_6 ‘ H (X(Uvrkvqw) + Q(S(O'vrkalﬁc)) q O'QkH < T;C}.
(o2

Wenn r,(ﬁl =0, so stoppe: Xgi1 := Xp(0;7%, @), Sks1 := Sk(0; 7%, @) 16sen (SDLCP).

Sonst setze rgy1 := min {T,(:le, 7'1(3421} .
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5) Setze

Geey = P(X (Pjq15 7k @) + Q(US(Fog1s Ty @) — 4 — Ths1 Tk
+1 -— )
Tk+1

Trt1 = T + Qrr1> (Xp1, Sig1) = (X, 8) (Pks1; 7, @), b :=k + 1, goto 2).

Wir wollen noch kurz auf die Konvergenzanalysis eingehen.

Aufgrund der Analytizitéit von D(c,q) sind die A;(o,q), j = 0,1,...,1 selbst analytische
Funktionen auf C (siehe die Definition von A;(o,q) in (6.35)). Insbesondere ist Fj(o;r,q)
stetig fiir alle 0 > 0 und alle (r, I,q) € C.

Geméf Definition von Fj(o;r,q) gilt

F(0;0,q) == hmhmFl(a r,q) = Ap(0, q).

al0 r]0

Andererseits ist wegen (6.35) auch
1

GeméB Satz 4.2.14 sind jedoch (X, 5)(0, I, ) strikt komplementére Losungen von (SDLCP),
so dass A (0, q) fiir alle (0,1, G) € C nichtsingulér ist.
Aus Stetigkeitsgriinden folgt: Es existieren Konstanten § > 0, 7 > 0 und x € [0,1), so dass

FX(o;r,q) + ol =61 (6.39)

fiir alle 0 > 0 und alle (r,I,q) € C mit r € [0,7] C [0,ro] bzw. fir alle (r,I,g) € C und alle
o € [xr,r| erfiillt ist.

Wegen (6.39), der Analytizitit von Fy(o;r,q) und f € C(S7,) fir f(X) = VX (siehe
Beispiel 2.8) ist die Taylorsche Formel auf X (o;7,q), S(o;7,q) anwendbar.

Folglich gilt mit einer Konstanten M > 0

l
X .
I1X (o5, q) — Y Sl Trq (0 —1)||p < M|o —r[!*! (6.40)
7=0

fir alle (r,1,gq) € C und alle o € [yr,r] bzw. fiir alle (r,I,q) € C mit r € [0,7] und alle
o € [0,70). Eine analoge Formel mit demselben M gilt auch fiir S(o;7, q).
Setzt man (X, S)(0) := (X, S)(0,1,q), so ist

P(X(0)) +Q(S(0)) = q+ 04,
(XW(0) +Q(sW(0) = g,
(XD(6) + QS (s) =0, j=2,...,L

Zusammen mit Lemma 6.4.2 ergibt die Taylorapproximation I-ter Ordnung von (X, S)(o;7, q)
an der Stelle g = r > 0 folglich

P S
P S

~ XU(rirg L 56 (i, q ,
P(; W( r)! ) +Q<§ M(J_r)g> A (6.41)
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Aus (6.40) und (6.41) folgt somit mit der Konstanten M :=(||P|| + ||Q||)M, wobei || P| :=
max||x||jp=1 [ P(X)l2,

IP(X(0;7,9) + Q(S(037,9)) — g — oql| < M|r — o,

giiltig fiir alle (r,I,q) € C und alle o € [xr,r| bzw. fiir alle (r,I,q) € C mit r € [0,7] und alle
o € [0,7g].

Mit einer dhnlichen Beweisargumentation wie im Abschnitt 6.3 erhélt man jetzt im semidefi-
niten Fall die folgenden Resultate:

Satz 6.4.4. Die durch Algorithmus 6.4.3 erzeugte Folge (i) konvergiert global und lokal mit
der Q-Konvergenzordnung | + 1 — € gegen 0.

Korollar 6.4.5. Die durch Algorithmus 6.4.3 erzeugten Folgen (qi)r und (X, Sk))x kon-
vergieren, und es gilt limy,_,oo (X, Sg) =: (X*,8%) € F*, X* + S* = 0.



Literaturverzeichnis

1]

[10]

[11]

[12]

Alizadeh, F./Haeberly J.-P./Overton, M.: Primal-dual interior-point methods for semi-
definite programming: Convergence rates, stability and numerical results, Report 721,
NYU Computer Science Dep., 1996.

Bhatia, R.: Matriz Analysis, New York: Springer-Verlag, 1997 (Graduate Texts in Ma-
thematics, Nr.169).

Cottle, R.W./Pang, J.-S./Venkateswaran, V.: Sufficient matrices and the linear comple-
mentarity problem, Linear Algebra Appl. 114/115(1989), 231-249.

Halickd, M.: Analyticity of the central path at the boundary point in semidefinite program-
ming, Faculty of mathematics, physics and informatics, Comenius university, Bratislava,
2000.

Kojima, M. u.a.: A Unified Approach to Interior Point Algorithms for Linear Comple-
mentarity Problems, Berlin: Springer-Verlag, 1990.

Kojima, M./Shindoh, S./Hara, S.: Interior-point methods for the monotone semidefinite
linear complementarity problem in symmetric matrices, STAM Journal on Optimization
7(1997), 86-125.

Luo, Z./Sturm, J./Zhang, S: Superlinear convergence of a symmetric primal-dual path
following algorithm for semidefinite programming, Technical report, Econometric Insti-
tute, Erasmus University, Rotterdam, 1996.

Monteiro, R.D.C./Pang, J.-S.: On two interior-point mappings for nonlinear semidefinite
complementarity problems, Mathematics of Operations Research 23(1998), 39-60.

Monteiro, R.D.C./Zanjdcomo, P.: General Interior-Point Maps and Ezistence of Weigh-
ted Paths for Nonlinear Semidefinite Complementarity Problems, Mathematics of Ope-
rations Research 25(2000), 381-399.

Roos, C./Terlaky, T./Vial, J.-Ph.: Theory and Algorithms for Linear Optimization, Chi-
chester: John Wiley & Sons, 1997.

Stoer, J./Bulirsch, R.: Introduction to Numerical Analysis, Berlin: Springer-Verlag, 1983.

Stoer, J./Wechs, M.: Infeasible-interior-point paths for sufficient linear complementarity
problems and their analyticity, Math. Programming 83(1998), 407-423.



Literaturverzeichnis 49

[13]

[14]

[15]

[16]

Stoer, J./Wechs, M./Mizuno, S.: High order infeasible-interior-point methods for solving
sufficient linear complementarity problems, Math. of Operations Research 23(1998), 832-
862.

Stoer, J./Wechs, M.: On the analyticity properties of infeasible-interior-point paths for
monotone linear complementarity problems, Numer. Math. 81(1999), 631-645.

Stoer, J.: Improved High Order Long-Step Methods for Solving Linear Complementary
Problems, Technical report, Universitit Wiirzburg, 1999.

Sznajder, R./Gowda, M. Seetharama: Generalizations of Py- and P-Properties; Exten-
ded Vertical and Horizontal Linear Complementarity Problems, Linear Algebra Appl.
223/224(1995), 695-715.

Tiitiincii, R.H./Todd M.J.: Reducing Horizontal Linear Complementarity Problems, Li-
near Algebra Appl. 223/224(1995), 717-729.

Todd, M.J.: A study of search directions in primal-dual interior-point methods for se-
midefinite programming, Technical report, School of Operations Research and Industrial
Engineering, Cornell University, [thaca, New York, 1999.

Weidmann, J.: Lineare Operatoren in Hilbertrdaumen, Teil 1: Grundlagen, Stuttgart:
Teubner-Verlag, 2000.

Wright, S.: Primal-Dual Interior-Point Methods, Philadelphia: STAM, 1996.
Zhang, F.: Matriz Theory, New York: Springer-Verlag, 1999.
Yosida, K.: Functional Analysis, 6.Aufl., Berlin: Springer-Verlag, 1980.

Zhang, Y.: On the convergence of a class of infeasible interior-point algorithm for the
horizontal complementarity problem, STAM J. Optim. 4(1994), 208-227.

Viliaho, H.: P.-matrices are just sufficient, Linear Algebra Appl. 239(1996), 103-108.



Danksagung

Ich m6chte mich ganz herzlich bei Herrn Prof. Stoer fiir die zahlreichen Hinweise und Verbes-
serungsvorschlige wihrend der Erstellung meiner Arbeit bedanken. Ebenso danke ich Herrn
Launer fiir seine Hilfe bei Fragen zu TEX bzw. KTEX.

Gerolzhofen, April 2002

Martin Preif3



