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Kurzbeschreibung

Hochenergetische solare Teilchen werden bei ihrem Transport durch die Heliosphäre an

turbulenten Magnetfeldern gestreut. Für das Verständnis dieses Streuprozesses ergeben

sich aus heutiger Sicht zwei wesentliche Hindernisse:

• Bei der Streuung hochenergetischer Teilchen an turbulenten Magnetfeldern handelt

es sich um einen nichtlinearen Prozess, der durch analytische Theorien kaum zu

beschreiben ist.

• Der Streuprozess hängt stark von den tatsächlichen Magnetfeldern und somit auch

von der Magnetfeldturbulenz ab. Unser bisheriges Verständnis der heliosphäri-

schen Turbulenz ist leider aufgrund spärlicher experimenteller Daten deutlich ein-

geschränkt, was eine qualifizierte Umsetzung in analytischen und numerischen

Ansätzen deutlich erschwert. Dies machte in der Vergangenheit künstliche An-

nahmen für die Modellerstellung notwendig.

In dieser Arbeit wird der Teilchentransport mit Hilfe der Simulation von Testteilchen in

einem turbulenten, magnetohydrodynamischen Plasma untersucht. Durch die Testteil-

chen werden auch die nichtlinearen Streuprozesse korrekt wiedergegeben, wodurch das

erste hier genannte Hindernis überwunden wird. Dies wurde auch bereits in früheren

numerischen Untersuchungen erfolgreich angewendet. Die Modellierung der Turbulenz

für den Fall des Teilchentransports erfolgt in dieser Arbeit erstmalig auf Grundlage der

magnetohydrodynamischen Gleichungen. Dabei handelt es sich um die mathematisch

korrekte Wiedergabe der Magnetfeldturbulenz unterhalb der Ionen-Gyrofrequenz mit

nur geringen numerischen Einschränkungen. Darüber hinaus erlaubt ein auf das physi-

kalische Szenario anpassbarer Turbulenztreiber eine noch realistischere Simulation der

Turbulenz. Durch diesen universell gültigen, numerischen Ansatz können für das zweite

hier angegebene Hindernis jegliche künstlichen Annahmen vermieden werden. Die drei

im Rahmen dieser Arbeit erstmals zusammengeführten Methoden (Testteilchen, magne-

tohydrodynamische Turbulenz, Turbulenztreiber) ermöglichen somit eine Untersuchung

und Analyse von Transport- und Turbulenzphänomenen mit herausragender Qualität,

die insbesondere für den Fall des Teilchentransports einen direkten Anschluss an expe-

rimentelle Ergebnisse ermöglichen.

Wichtige Ergebnisse im Rahmen dieser Arbeit sind

• der Nachweis der Drei-Wellen-Wechselwirkung für schwache und einsetzende starke
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Turbulenz.

• eine Analyse der Anisotropie der Turbulenz im Bezug auf das Hintergrundmagnet-

feld in Abhängigkeit vom Treibmodell. Insbesondere die Anisotropie ist experi-

mentell bislang kaum erfassbar.

• eine Untersuchung der Auswirkung der Gyroresonanzen auf die Diffusionskoeffizi-

enten hochenergetischer solarer Teilchen in allgemeiner Form.

• die Simulation des Teilchentransports in der Heliosphäre auf Grundlage experi-

menteller Messdaten. Die genauere Analyse der Simulationsergebnisse ermöglicht

insgesamt einen Zugang zum Verständnis des Transports, der durch experimentelle

Untersuchungen nicht erfassbar ist. Bei der Simulation wurden lediglich die Ma-

gnetfeldstärke sowie die untersuchte Teilchenenergie vorgegeben. Aus der Analyse

der Simulationsergebnisse ergibt sich dieselbe mittlere freie Weglänge, wie sie auch

durch andere Verfahren direkt aus den Messergebnissen gewonnen werden konnte.

Auch die vorwiegende Ausrichtung der hochenergetischen Teilchen parallel und an-

tiparallel zum Hintergrundmagnetfeld in der Simulation entspricht experimentellen

Untersuchungen. Es zeigt sich, dass diese allein aus den resonanten Streuprozessen

der Teilchen mit den Magnetfeldern resultiert. Des Weiteren werden die Art der

Diffusion, der Energieverlust der Teilchen während des Transportprozesses sowie

die Gültigkeit der quasilinearen Theorie untersucht.

ii



Abstract

High energetic solar particles are scattered during their transport through the heliosphere

due to turbulent magnetic fields. Our today’s understanding is mainly limited by two

obstacles:

• The scattering of high energetic particles due to turbulent magnetic fields is a

nonlinear process and can therefore hardly be described by analytical theories.

• The scattering process additionally depends on the actual magnetic fields and

accordingly on the magnetic turbulence. Our today’s understanding of the helios-

pheric turbulence, however, is considerably restricted due to sparse experimental

data, which complicates the implementation of analytical and numerical theories.

This fact necessitated artificial assumptions for the modeling in the past.

In this work particle transport is investigated with simulations of test particles in turbu-

lent magnetohydrodynamic plasmas. Due to the test particles the nonlinear scattering

processes are expressed correctly. So we overcome the firstly mentioned obstacle. This

test particle approach has already successfully been used in earlier numerical works. In

this work the modelling of the turbulence was for the first time implemented on the basis

of the magnetohydrodynamic equations for particle transport studies. This is the mathe-

matical accurate description for magnetic field turbulence below the ion gyro-frequency

with only small numerical limitations. Additionally the turbulence driver is adjustable

to the physical scenario which allows an even more realistic simulation of the turbulence.

With this universally valid numerical approach we can avoid any artificial assumptions

for the secondly mentioned obstacle. In this work the three methods (test particles, ma-

gnetohydrodynamic turbulence, turbulence driver) have been combined for the first time.

This makes it possible to investigate and analyse transport- and turbulence phenomena

with outstanding quality. Especially for the particle transport simulations a direct link

to experimental data is possible.

The most important results of this work are

• the detection of three wave interaction in weak and evolving strong magnetohy-

drodynamic turbulence.

• the detailed analysis of turbulence anisotropy with respect to the mean background

magnetic field depending on the actual driving model. Especially the anisotropy is

hardly ascertainable in experiments up to now.
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• an investigation of the effect of the gyro-resonances on the diffusion coefficients of

high energetic solar particles in general.

• the simulation of particle transport in the heliosphere on the basis of experimental

measurements. The detailed analysis of these simulation results allows an overall

insight into particle transport which is inaccessible for experimental investigati-

ons. The only input parameter for these simulations are both the magnetic field

strength and the investigated particle energy. The analysis of the simulation fin-

dings results in the same value for the mean free path as it is directly found by the

measured data with different methods. The predominant orientation parallel and

anti-parallel to the mean background magnetic field in the simulation also corre-

sponds to experimental findings. It is shown that this is only a result of resonant

particle scattering with the background magnetic fields. Furthermore the type of

scattering, the energy loss of the particles during their transport and the validity

of the quasilinear theory in this context are explored.
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1 Einleitung

Im Jahr 1912 lieferte Victor Hess durch Messungen der elektrischen Leitfähigkeit der

Luft in Abhängigkeit von der Flughöhe den Beweis dafür, dass hochenergetische, ge-

ladene Teilchen aus dem Weltraum auf die Atmosphäre der Erde treffen und dabei

Luftmoleküle ionisieren.

Seit damals konnte durch diverse Experimente ein ganzes Spektrum dieser Teilchen über

weite Energiebereiche gemessen werden (siehe Abbildung 1.1). Die Teilchen im nieder-

energetischen Bereich bis etwa 1010 eV stammen im Wesentlichen von der Sonne (solar

energetic particles: SEPs). Sie werden seit den 70er Jahren durch verschiedene Satel-

litenexperimente direkt gemessen und können mit solaren Ereignissen wie z.B. Flares

oder koronalen Masseneruptionen direkt in Verbindung gebracht werden. Die Teilchen

im mittleren Energiebereich von etwa 1010 eV bis 1015 eV stellen die galaktische Kom-

ponente des Spektrums dar und wurden vermutlich in Supernovae und Supernovaüber-

resten beschleunigt. Die Teilchen bei den höchsten Energien von etwa 1015 eV bis 1021

eV stammen vermutlich aus extragalaktischen Quellen wie z.B. aktiven Galaxienkernen

oder Pulsaren. Die Teilchen des mittleren und oberen Energiebereichs werden auch als

kosmische Strahlung (cosmic rays: CRs) bezeichnet.

Ihre tatsächlichen Quellen sind nicht sicher bekannt, da sie bei ihrem Transport zwi-

schen Quelle und unseren Messinstrumenten stark gestreut werden und somit aus ihren

Auftreffwinkeln nicht direkt auf die eventuell sehr weit entfernten Quellen geschlossen

werden kann. Aufgrund der Nähe der Sonne fällt die Zuordnung der SEPs trotz der

stärkeren Streuung bei niedrigen Teilchenenergien deutlich leichter. Unsere Annahmen

über die Quellen der kosmischen Strahlung kommen lediglich aus der Überlegung, wel-

che astrophysikalischen Szenarien überhaupt dazu in der Lage sind, geladene Teilchen

zu diesen gewaltigen Energien zu beschleunigen.

Als potentielle Streumechanismen beim Transport kommen grundsätzlich Coulombstöße

mit anderen Teilchen, aber auch die Wechselwirkung mit den turbulenten Magnetfeldern
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1 Einleitung

des interstellaren Mediums sowie des Plasmas der Heliosphäre in Frage. Allerdings sind

die mittleren freien Weglängen aufgrund von Coulombstößen bei hochenergetischen Teil-

chen in diesen dünnen Plasmen viel zu groß, um eine Rolle zu spielen. Dementsprechend

kommt als einzig relevanter Streumechanismus die Wechselwirkung mit den turbulenten

Magnetfeldern in Betracht.

Neben dem Interesse an diesem Transportprozess als eigenem physikalischen Prozess ist

man in erster Linie an den Quellen interessiert. Die kosmische Strahlung stellt neben

den Photonen und Neutrinos den einzigen Informationsträger in der Astrophysik dar und

kann grundsätzlich wichtige Hinweise über die physikalischen Prozesse ihrer Quellen lie-

fern. Da allerdings bei dem Transport der ursprüngliche Teilchenimpuls verfälscht wird,

ist unser Kenntnisgewinn aus der kosmischen Strahlung erheblich limitiert. Mit einem

besseren Verständnis des Teilchentransports gehen somit tiefgreifende Weiterentwick-

lungen unseres Wissens über Prozesse der Astro- und Hochenergiephysik einher. Selbst

unsere Kenntnisse über die Physik der Sonne könnte durch ein besseres Verständnis

des Teilchentransports deutlich weiterentwickelt werden. Insbesondere die Physik der

Korona, der Sonnenoberfläche sowie der Magnetfelder der Heliosphäre stellen hierbei

wichtige Forschungsbereiche dar, die von den hochenergetischen, solaren Teilchen als In-

formationsträger wesentlich profitieren könnten. Da strömende, geladene Teilchen neben

Schocks als wichtige Erzeugungsmechanismen der Turbulenz astronomischer Magnetfel-

der erachtet werden, ergeben sich aus einem besseren Verständnis des Transportprozesses

für diesen Forschungsbereich ebenfalls Weiterentwicklungsmöglichkeiten.

Es stellt sich hierbei die Frage, in welchem Kontext am besten ein Erkenntnisgewinn des

Transportprozesses entwickelt werden kann. Sicherlich sollte neben ganz grundsätzlichen

Überlegungen die Untersuchung des Transports der hochenergetischen, solaren Teilchen

im Mittelpunkt der Betrachtung stehen, da hier die hochenergetischen Teilchen und die

Turbulenz der Magnetfelder direkt gemessen werden können und dementsprechend unse-

re Kenntnisse über das physikalische System am fundiertesten sind (vgl. hierzu Kapitel

2.2.4 und 2.3.4).

Da der Teilchentransport grundsätzlich nichtlinear ist, sind analytische Theorien zu sei-

ner Beschreibung insbesondere bei starker Streuung nur bedingt geeignet, da hierbei

nur Näherungen der nichtlinearen Terme miteinbezogen werden können. Deshalb sind

hier numerische Untersuchungen, die nicht dieser Limitierung unterworfen sind, durchaus

sinnvoll. Allerdings lassen sich hierdurch keine geschlossenen Ausdrücke für die Beschrei-

bung des Transports finden. Folglich ist eine gegenseitige Ergänzung numerischer und
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1 Einleitung

analytischer Modelle notwendig, um mit Hilfe der Messergebnisse neue Erkenntnisse zum

Teilchentransport zu generieren.

Da die Streuung direkt von der Turbulenz abhängt, kann jede numerische oder analyti-

sche Untersuchung des Transports nur dann aussagekräftig sein, wenn die Modellierung

der Sonnenwindturbulenz möglichst korrekt umgesetzt wird. Leider ist selbst in der He-

liosphäre unser Kenntnisstand über die Magnetfeldturbulenz stark eingeschränkt. Da

eine korrekte Modellierung also fragwürdig bleibt, muss jede Untersuchung des Teil-

chentransports auch eine genaue Analyse des angenommenen Turbulenzmodells, das die

Realität so gut wie möglich abbilden soll, beinhalten.

Mit dieser Arbeit werden ebenfalls numerische Untersuchungen zur Erforschung des Teil-

chentransports durchgeführt. Eine wesentliche Neuerung gegenüber früheren Simulatio-

nen stellt die Simulation der Turbulenz durch die magnetohydrodynamischen Gleichun-

gen (MHD-Gleichungen) dar. Zusätzlich wurde für diese Arbeit ein spezieller Turbu-

lenztreiber entwickelt, mit dem unterschiedliche Turbulenzerzeugungsmechanismen in

die Simulation einbezogen werden können (vgl. Kapitel 3.3). Hierdurch werden die tur-

bulenten Felder deutlich besser als in der Vergangenheit modelliert (vgl. Kapitel 2.3.3).

Da die Turbulenz vom Treibmechanismus abhängt und den Teilchentransport bestimmt,

werden im Rahmen dieser Arbeit auch die gesamte Turbulenzerzeugung und -entwicklung

explizit untersucht und die relevanten physikalischen Prozesse identifiziert. Da die schwa-

che bzw. nicht vollständig entwickelte, starke Turbulenz eine gute Beschreibung der

Verhältnisse in der direkten Umgebung der Quellen hochenergetischer Teilchen (z.B. in

der Korona) darstellen kann, steht diese Untersuchung im direkten Zusammenhang mit

dem Teilchentransport.

Die Teilchen zur Untersuchung des Transports werden wie bei anderen, dieser Arbeit

vorausgegangenen Simulationen auch mit Testteilchen implementiert, wobei auf eine

hochqualitative Interpolation der MHD-Felder wert gelegt und die Gültigkeit der Si-

mulation auch durch physikalisch relevante Testfälle validiert wird. Neben allgemeinen

Untersuchungen zur Teilchenstreuung werden Simulationen zur Reproduktion von Mess-

ergebnissen aus der Heliosphäre durchgeführt.

Die folgende Arbeit ist in drei Teile gegliedert: Zunächst werden in Kapitel 2 die theore-

tischen Grundlagen zum Verständnis der Turbulenz und des Teilchentransports gelegt.

Darüber hinaus enthält dieses Kapitel eine Einführung in den momentanen Kenntnis-

stand der heliosphärischen Turbulenz und der hochenergetischen, solaren Teilchen. Au-

ßerem erfolgt ein kurzer Abriss einiger wichtiger Transporttheorien und numerischer
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Abbildung 1.1: Die Abbildung zeigt eine Messung des Spektrums hochenergetischer,

solarer Teilchen (SEPs) sowie der kosmischen Strahlung. Die Teilchen des niedrigen Ener-

giebereichs (in der Abbildung gelb) stammen vorwiegend aus der Sonne. Die Teilchen

des mittleren bzw. hohen Energiebereichs (in der Abbildung blau bzw. lila) stammen aus

galaktischen bzw. extragalaktischen Quellen und werden auch als kosmische Strahlung

bezeichnet. Die Abbildung wurde aus Lafebre (2007) entnommen.

Untersuchungen. Im anschließenden Kapitel 3 werden der speziell für diese Arbeit ent-

wickelte Code in seinem strukturellen Ablauf vorgestellt sowie einige der wichtigsten

numerischen Verfahren erläutert. In Kapitel 4 werden die Ergebnisse zur Turbulenzent-

stehung, -entwicklung und -konvergenz sowie die Simulationen zum Teilchentransport

dargestellt und eingeordnet.
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2 Theorie

In diesem Kapitel sollen die grundlegenden analytischen Theorien, die für diese Arbeit

relevant sind, erläutert und ihr Geltungsbereich definiert werden. Darüber hinaus soll

ein grober Überblick über die bisherigen, für diese Arbeit relevanten Entwicklungen ana-

lytischer Theorien, numerischer Untersuchungen und experimenteller Messungen in der

Heliosphäre gegeben werden. Dabei wird kein Anspruch auf Vollständigkeit erhoben,

vielmehr soll hierdurch das Forschungsgebiet grob skizziert und die hier vorgestellte Ar-

beit eingeordnet werden.

Das in dieser Arbeit untersuchte physikalische System besteht grundsätzlich aus zwei

Komponenten, die zwar miteinander wechselwirken, aber aufgrund ihrer unterschied-

lichen mathematischen Beschreibung dennoch einzeln betrachtet werden müssen. Die

Rede ist hierbei zum einen von dem Hintergrundmedium der Heliosphäre bzw. des inter-

stellaren Mediums (ISM), das sich als magnetohydrodynamisches, turbulentes Plasma

beschreiben lässt (siehe Kapitel 2.2), und zum anderen von den geladenen, relativisti-

schen Teilchen, die an den turbulenten Magnetfeldern des Hintergrundmediums gestreut

werden. Diese beiden Komponenten werden im Folgenden unabhängig von einander be-

trachtet:

In Kapitel 2.1 erfolgt zunächst die Definition eines magnetohydrodynamischen Plas-

mas (MHD-Plasma). Anschließend werden die MHD-Gleichungen aus der Boltzmann-

gleichung in der bei dieser Arbeit verwendeten Form abgeleitet. Da die beschriebenen

Hintergrundmedien Turbulenzen aufweisen können, die insbesondere für den Teilchen-

transport relevant sind, wird im folgenden Kapitel 2.2 eine Einführung in die wich-

tigsten Theorien der starken und schwachen Turbulenz vorgenommen. Hierzu werden

die Kolmogorov-Theorie (KT, siehe Kapitel 2.2.1) als relevante hydrodynamische Tur-

bulenztheorie und die magnetohydrodynamischen, rein inkompressiblen Theorien von

Kraichnan und Iroshnikov (IK, siehe 2.2.2) sowie von Goldreich und Sridhar (GS, sie-

he 2.2.2) eingeführt. Im anschließenden Kapitel wird auf die schwache Turbulenz und
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die Theorie der Drei-Wellen-Wechselwirkung kurz eingegangen. Danach wird in Kapitel

2.2.4 unser heutiges Verständnis über die Zusammenhänge der Sonnenwindturbulenz als

dem für diese Untersuchungen relevanten turbulenten System betrachtet.

In Kapitel 2.3 werden die wichtigsten Grundlagen für das Verständnis des Teilchentrans-

ports gelegt. Zunächst wird hierfür die allgemeine Fokker-Planck-Gleichung aus rein sta-

tistischen Annahmen hergeleitet und anschließend auf den speziellen Fall des Teilchen-

transports in turbulenten Plasmen im Rahmen der Quasilinearen Theorie (QLT) um-

formuliert (siehe 2.3.1). Darüber hinaus wird der Zusammenhang zwischen dem Fokker-

Planck-Koeffizienten Dµµ, der die Pitchwinkelstreuung beschreibt, und der mittleren

freien Weglänge angegeben. (Die genauen Definitionen der erwähnten Größen erfolgen

ebenfalls in Kapitel 2.3.) Außerdem wird erklärt, inwiefern hierdurch der so wichtige

Vergleich zwischen Simulation und Experiment durchgeführt werden kann (siehe 2.3.2).

In Kapitel 2.3.3 wird schließlich ein historischer Abriss über Weiterentwicklungen seit

Einführung der QLT gegeben. Dieser bezieht sich sowohl auf analytische als auch nume-

rische Untersuchungen. Darüber hinaus werden hier einige wichtige Beobachtungsdaten

über hochenergetische Sonnenwindteilchen (SEPs) im Speziellen widergegeben.

Im darauf folgenden Kapitel 2.4 wird schließlich diskutiert, inwiefern der im Rahmen

dieser Arbeit entwickelte Code für Simulationen von Sonnenwindturbulenz und SEP-

Transport geeignet ist.

2.1 MHD-Theorie

Die Heliosphäre und das ISM enthalten ein sehr dünnes, teilweise ionisiertes Gas, dessen

Dynamik durch seine geladenen Teilchen bestimmt wird. Solche Medien bezeichnet man

als Plasmen. Eine wichtige Größe, um zu klären, ob ein ionisiertes Gas die Dynamik

eines Plasmas aufweist, ist die Debye-Länge. Im Gegensatz zum Vakuum, bei dem die

Reichweite der elektrostatischen Wechselwirkung eines geladenen Teilchens unendlich

groß ist, schirmen in Plasmen die umgebenden, geladenen Teilchen diese elektrostati-

schen Felder ab, wodurch deren Reichweite auf einen endlichen Wert, auf die sogenannte

Debye-Länge, reduziert wird. Im dreidimensionalen Raum ergibt sich um jedes gela-

dene Teilchen somit eine Debye-Sphäre, also eine Kugel mit einem Radius von einer

Debye-Länge, innerhalb der es mit den umgebenden, geladenen Teilchen wechselwirken

kann. Voraussetzung dafür, dass die Dynamik eines ionisierten Gases durch die geladenen
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Teilchen bestimmt wird, ist somit, dass innerhalb dieser Debye-Sphäre möglichst viele

Ladungsträger vorzufinden sind, mit denen dieses Teilchen über das elektrostatische Feld

wechselwirken kann. Sind nur sehr wenige oder keine Teilchen in der Debye-Sphäre ent-

halten, so spielen die geladenen Teilchen für die Dynamik des Gases keine Rolle und die

Dynamik entspricht im Wesentlichen der eines neutralen Gases (Details zur Definition

und Berechnung der Größen siehe Weiß (2007)).

Ist die mittlere freie Weglänge eines Gases, also der mittlere Abstand, den ein Teilchen

zwischen zwei Stößen zurücklegt, kleiner als die Größenskala, auf der sich die makrosko-

pischen Fluidgrößen wie z.B. Dichte oder Temperatur ändern, so kann ein Gas durch

die Fluidgleichungen, im Fall eines Plasmas durch die MHD-Gleichungen, beschrieben

werden (Details siehe Weiß (2007)). Hieraus ergibt sich ein wesentlicher Vorteil: Statt

die Wechselwirkung jedes Teilchens mit allen anderen berechnen zu müssen (der Re-

chenaufwand steigt hierbei quadratisch mit der Anzahl der Teilchen), müssen nur noch

wenige makroskopische Variablen des Gesamtsystems, die sich aus dem gemittelten Ver-

halten der einzelnen Teilchen ergeben, berechnet werden, wodurch sich der notwendige

Informationsgehalt wesentlich reduziert. Voraussetzung für die Mittelwertbildung ist da-

bei, dass die Verteilungsfunktion fa jeder Teilchensorte a bekannt ist. Die Abhängigkeit

der Verteilungsfunktion von den unabhängigen Variablen r, v, t wird durch die Boltz-

manngleichung beschrieben (Herleitung siehe Weiß (2007)). Aus ihr lässt sich durch

die Berechnung der Geschwindigkeitsmomente ein unendliches, gekoppeltes System an

Fluidgleichungen ableiten, wobei die Gleichung des k-ten Geschwindigkeitsmoments auch

immer das (k+ 1)te Geschwindigkeitsmoment enthält. Da die Berechnung dieses gekop-

pelten, unendlich langen Gleichungsystems allerdings in der Praxis nicht durchführbar

ist, wird das Gleichungssystem durch eine physikalische Annahme für eines der Mo-

mente abgeschlossen, wodurch ein endliches, gekoppeltes Gleichungssystem hervorgeht.

Durch das Zusammenfassen der Gleichungen jeder einzelnen Teilchensorte a ergeben sich

schließlich die MHD-Gleichungen als Einfluidmodell.

2.1.1 Herleitung der magnetohydrodynamischen Gleichungen aus

der Boltzmanngleichung

Ausgangspunkt ist die Boltzmanngleichung; sie beschreibt die zeitliche Entwicklung der

Verteilungsfunktion fa der Teilchensorte a im sechsdimensionalen Phasenraum (x, y, z,
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px, py, pz): (
∂fa
∂t

+ v∇fa(r,v, t) + a∇vfa(r,v, t)

)
=

(
δfa(r,v, t)

δt

)
coll

(2.1)

Auf der rechten Seite der Gleichung steht der Stoßterm. Die genaue Form des Stoßterms

ist abhängig vom verwendeten Modell. Er beschreibt den Nettogewinn oder -verlust an

Teilchen im Zeitintervall δt innerhalb eines Volumenelements, wobei angenommen wird,

dass diese Teilchen aufgrund von Stößen aus dem Volumenelement heraus- oder in es

hineingestreut werden. Aus der Boltzmanngleichung lassen sich durch Momentenbildung

die MHD-Gleichungen ableiten. Die ersten drei Momente der Boltzmanngleichung sind

die Erhaltungsgleichungen für Masse, Impuls und Energie (vgl.Kissmann (2006)):

∂ρa
∂t

+∇ · (ρaua) = Sa (2.2)

∂ρaua
∂t

+∇ · (ρauaua) +∇Pa − na〈F〉a = Ma (2.3)

1

γ − 1

∂ρa
∂t

+
1

γ − 1
∇paua + (Pa∇)ua +∇qa = Ea, (2.4)

wobei die in diesen Fluidgleichungen verwendeten makroskopischen Größen durch fa mit

na(r) ≡
∫
v
fa(r,v)d3v Anzahldichte

ua(r) ≡ 1
na

∫
v
vfa(r,v)d3v Flussgeschwindigkeit

Pa(r) ≡ ρa
∫
v
(v − ua(r))(v − ua(r))fa(r,v)d3v Drucktensor

pa(r) ≡ 1
3

∑
i Paii(r) = 1

3
ρa
∫
v
|v − ua(r)| 2fa(r,v)d3v skalarer Druck

qa(r) ≡ 1
2
ρa(r)

∫
v
|v − ua(r)| 2(v − ua(r))fa(r,v, t)d

3v Wärmestrom

definiert sind. Für die Quellterme von Masse (Sa), Impuls (Ma) und Energie (Ea) gilt

außerdem

Sa ≡
∫
v

(
δfa(r,v, t)

δt

)
coll

(2.5)

Ma ≡ ma

∫
v

v

(
δfa(r,v, t)

δt

)
coll

(2.6)

Ea ≡
1

2
ma

∫
v

|v − ua(r)| 2
(
δfa(r,v, t)

δt

)
coll

. (2.7)

Sie beschreiben Quellen und Senken der Dichte, Teilchenimpulse und Energien aufgrund

von Stoßprozessen wie z.B. Ionisation und Rekombination. Das Gleichungssystem muss
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außerdem noch geschlossen werden (siehe unten). Für jede Teilchenspezies a ergibt sich

damit eine eigene Fluidgleichung. Die Dynamik des Gesamtplasmas wird aber zumindest

von zwei Teilchenspezies, den Elektronen und den Protonen, bestimmt. Andere Spezies

sind im Allgemeinen zu selten, um hierbei eine relevante Rolle zu spielen. Dieses System

aus zwei Fluidgleichungen soll nun aber in ein Einfluidmodell (die MHD-Gleichungen)

überführt werden, indem die beiden Fluide zu einem einzigen Fluid wie folgt zusammen-

gefasst werden:

ρ = mene +mpnp Massendichte

ρc = enp − ene Ladungsdichte

u = ρeue+ρpup
ρe+ρp

mittlere Fluidgeschwindigkeit

J = enpup − eneue Stromdichte

Aufgrund der Annahme einer hohen elektrischen Leitfähigkeit in der Heliosphäre oder

dem interstellaren Medium lässt sich die Bedingung der Quasineutralität stellen:

n = np = ne (2.8)

Damit ergibt sich für die Fluidgeschwindigkeiten des Protonen- und Elektronenfluids:

up = u +
me

eρ
J (2.9)

ue = u +
mp

eρ
J

In den folgenden Abschnitten werden die Einzelfluidgleichungen in die MHD-Gleichungen

überführt.

Kontinuitätsgleichung

Durch einfaches Aufaddieren der Kontinuitätsgleichungen des Protonen- und Elektro-

nenfluids erhält man mit den oben genannten Bedingungen die Kontinuitätsgleichung

des MHD-Fluids

∂(ρp + ρe)

∂t
+∇(ρpup + ρeue) = Sp + Se. (2.10)

bzw.

∂ρ

∂t
+∇(ρu) = 0. (2.11)

Ionisation und Rekombination werden an dieser Stelle vernachlässigt.
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Impulsgleichung

Eine genaue Herleitung der verwendeten Impulsgleichung findet sich in Kissmann (2006).

Es soll hier nur angemerkt werden, dass das Zusammenfassen der Impulsgleichungen der

Einzelspezien dadurch erschwert wird, dass die Summe der Drucktensoren im Allgemei-

nen nicht dem gesamten Drucktensor entspricht. Ein weiteres Hindernis ergibt sich aus

den Quelltermen, die die Impulsgleichungen der verschiedenen Teilchenspezies mitein-

ander verknüpfen. Hierfür werden nur elastische Stöße und Ladungsaustauschreaktionen

betrachtet, die beide durch Wechselwirkungsterme der selben Form beschrieben werden.

∂ρu

∂t
+∇(ρuu) +∇P +

1

µ0

B×B(∇×B) = −νnρ(u− un)− µ

e
(νin − νen)J. (2.12)

Induktionsgleichung

Da in der MHD die Impulsgleichung das Magnetfeld enthält, muss hier noch ein Ausdruck

für die zeitliche Entwicklung des Magnetfeldes gefunden werden. Diese ergibt sich aus

dem Faraday’schen Gesetz

∂B

∂t
= −∇× E. (2.13)

Unter Verwendung des Ohmschen Gesetzes

ηJ = E + u×B, (2.14)

ergibt sich hieraus

∂B

∂t
= ∇× (u×B)−∇× (ηJ). (2.15)

Mit Hilfe des Ampéreschen Gesetzes lässt sich J durch ein magnetisches Wirbelfeld aus-

drücken. Der Verschiebungsstrom wird dabei aufgrund der hohen elektrischen Leitfähig-

keit vernachlässigt. Außerdem wird angenommen, dass die Resistivität η verschwindend

gering ist, was der Annahme der idealen MHD genügt. Hiermit ergibt sich für Gleichung

2.15

∂B

∂t
= −∇(u : B−B : u). (2.16)

Die zeitliche Entwicklung des Magnetfeldes hängt also nur von der Strömungsgeschwin-

digkeit und vom Magnetfeld selbst ab.
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Schließen des Gleichungssystems

Es wird noch eine weitere Gleichung zum Schließen der MHD-Gleichungen benötigt.

Dafür kann man entweder eine Zustandsgleichung oder eine Gleichung der lokalen Ener-

gieerhaltung verwenden. Hier wird exemplarisch die zeitliche Entwicklung der lokalen

Energiedichte des Systems betrachtet. Die Energiedichte setzt sich dabei aus kinetischer,

magnetischer und innerer Energie zusammen:

e =
ρ | u2 |

2
+
ρ | B2 |

2µ0

+
p

γ − 1
. (2.17)

Für die zeitliche Entwicklung der Energiedichte ergibt sich damit:

∂e

∂t
+∇

((
e+

B

2µ0

+ P

)
u + q− 1

µ0

(uB)B + ηJ× B

µ0

)
= −S. (2.18)

Die Herleitung von Gleichung 2.18 sowie die genaue Form des Stoßterms S kann in

Kissmann (2006) im Detail nachgelesen werden.

2.2 Turbulenz

Plasmen, in denen Stöße einen dominanten Prozess darstellen, können durch Fluidglei-

chungen beschrieben werden, wobei die MHD-Gleichungen nur das bekannteste Beispiel

sind. Wird dieses System gestört, so werden Turbulenzen in den Fluidgrößen erzeugt.

Bei starken, nichtlinearen Fluktuationen führt dies zu einem nichttrivialen Gleichungssy-

stem. In diesem Fall der “starken Turbulenz” folgen die Fluktuationen im Wellenzah-

lenraum einem Potenzgesetz, dessen Exponent z. B. durch die Kolmogorov-Theorie oder

auch die IK-Theorie bestimmt werden kann. Insbesondere durch die GS-Theorie können

auch Anisotropien berücksichtigt werden. Allerdings beziehen sich diese Theorien nur

auf rein inkompressible Turbulenz (vgl. Kapitel 2.2.1 und 2.2.2). Falls die Amplituden

der Magnetfeldstörungen allerdings klein sind im Vergleich zum Hintergrundfeld, wie es

z.B. bei Plasmawellen der Fall ist, so kann dieses System vereinfacht werden. In diesem

Fall handelt es sich um die sogenannte “schwache Turbulenz” (siehe Chin u. Went-

zel (1972)). Die Vereinfachung der Gleichungen wird durch die Zerlegung der Plasma-

Wechselwirkung in die von einzelnen Wellen erreicht, wobei die 2-Wellen-Wechselwirkung

einen linearen Prozess und die Drei-Wellen-Wechselwirkung den nichtlinearen Prozess

niedrigster Ordnung darstellen. Sind die Amplituden der Fluktuationen klein genug,
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kann man die Wechselwirkungen höherer Ordnung vernachlässigen. Beide Beschreibun-

gen, sowohl MHD als auch die Drei-Wellen-Wechselwirkung, wurden ausgiebig unter-

sucht und durch die Herleitung der Interaktionsraten der Drei-Wellen-Wechselwirkung

miteinander verknüpft. Eine detailierte Ausführung der Unterschiede zwischen schwa-

cher und starker Turbulenz findet sich in Galtier (2009). Eine kurze Einführung in die

Theorie der Drei-Wellen-Wechselwirkung der schwachen Turbulenz wird in Kapitel 2.2.3

gegeben.

Im Folgenden liegt der Fokus aber zunächst auf der voll entwickelten, starken, im

Gleichgewicht befindlichen Turbulenz (siehe Kapitel 2.2.1 und 2.2.2). Unter Gleich-

gewicht versteht man, dass dem turbulenten System genauso viel Energie auf großen

Skalen zugeführt wie gleichzeitig auf kleinen Skalen durch Dissipation abgebaut wird,

also einen Zustand, in dem die gesamte Energie in den Turbulenzen zeitlich erhalten

bleibt. Das turbulente Spektrum lässt sich in drei Teilbereiche untergliedern (vgl. hierzu

Abbildung 2.1): Die größten Skalen des turbulenten Spektrums werden als Treibbereich

bezeichnet. Hier wird dem System direkt Energie zugeführt und dadurch Turbulenz

angeregt. Diese großskalige Turbulenz zerfällt dann in turbulente Strukturen auf klei-

neren Skalen. Dieser Zerfall findet im sog. Inertialbereich statt. Bei den turbulenten

Strukturen kann es sich z.B. um hydrodynamische Wirbel oder auch Alfvénwellenpakete

handeln. Unabhängig vom tatsächlichen Modell gibt es Größen in turbulenten Strömun-

gen (z.B. die zeitliche Entwicklung der Gesamtenergie oder die Momente der Zwei-

Punkte-Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktionen), die sich im Inertialbereich invariant

gegenüber Skalentransformationen verhalten, wodurch sich für diese Größen ein Potenz-

gesetz der Form f(x) ∝ xα ableiten lässt. Der Exponent a lässt sich dabei phänomeno-

logisch ermitteln, was in den einzelnen Theorien in unterschiedlicher Form durchgeführt

wird. Im dritten Bereich des Spektrums wird die Energie in den turbulenten Strukturen

schließlich durch Dissipation wieder abgebaut (siehe Edith Falgarone (2003), Niemeyer

(2003) und Frisch (2006)). Als zentrale Theorie turbulenter Strömungen wird in Kapitel

2.2.1 das Spektrum der Kolmogorov-Theorie abgeleitet. Obgleich es sich dabei streng

genommen um eine rein hydrodynamische Theorie handelt, spielt sie auch in magneto-

hydrodynamischen Systemen eine wichtige Rolle. Tatsächlich findet man inbesondere im

Sonnenwind eine Turbulenz, die sich weder durch ein hydrodynamisches noch durch ein

magnetohydrodynamisches Modell geeignet beschreiben lässt (siehe 2.2.4). Diese zentra-

le Turbulenztheorie der Hydrodynamik wurde nicht nur von Kolmogorov, sondern von
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Abbildung 2.1: Der Graph zeigt das Spektrum der Elektronendichtefluktuationen als

Funktion der Wellenzahl. Die Proportionalität beträgt hier k−
11
3 d3k = 4πk2dk = k−

5
3dk

und entspricht damit der der Kolmogorov-Turbulenz. Das Spektrum wurde von Arm-

strong (1995) erstellt. Es war damit das erste über weite Skalenbereiche aufgenommene

Turbulenzspektrum des interstellaren Mediums.
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einigen weiteren bekannten Wissenschaftlern unabhängig von einander entdeckt. Eine

kleine Einführung zu diesem Thema findet sich u.a. bei Frisch (2006). In der MHD-

Physik gibt es bislang leider nur inkompressible Modelle, d.h. Modelle, die sich nur auf

die Existenz von Alfvénwellen stützen und kompressible Moden oder Strukturen gänzlich

vernachlässigen (siehe 2.2.2). Die relative Gültigkeit dieser Modelle lässt sich dennoch

plausibilisieren, da kompressible Moden sehr viel stärker gedämpft werden (siehe Bruno

u. Bavassano (1993), Tu u. Marsch (1995), Barnes (1979)). Da allerdings auch kompres-

sible Strukturen und lokal entstehende kompressible Moden im Sonnenwind beobachtet

werden (siehe 2.2.4), muss die generelle Gültigkeit rein inkompressibler Turbulenzmodel-

le für die Heliosphäre dennoch in Frage gestellt werden. Nach einer kurzen Einführung

in die Theorie der Drei-Wellen-Wechselwirkung in Kapitel 2.2.3 wird schließlich in 2.2.4

auf spezielle Eigenschaften der Sonnenwindturbulenz eingegangen.

2.2.1 Hydrodynamische Turbulenz: Kolmogorov-Theorie

Im Folgenden wird das Energiespektrum der Kolmogorov-Theorie abgeleitet. Das tur-

bulente Geschwindigkeitsfeld wird als Überlagerung turbulenter Strukturen (Wirbel)

betrachtet. Diese Wirbel werden durch die räumliche Skala l und dem damit verbunden

Geschwindigkeitsfeldinkrement δvl = [v(r + l)− v(r)] · l/l charakterisiert. Aufgrund der

zusätzlichen Annahme von statistischer Isotropie hängen die Geschwindigkeitsfeldinkre-

mente nur von l ab, wodurch sich die charakteristische Wirbelgeschwindigkeit vl mit

vl = 〈δv2
l 〉1/2 (2.19)

definieren lässt. Aus Experimenten wissen wir, dass sich die Strukturfunktionen der

Ordnung p mit

Svp(l) = 〈δvpl 〉 (2.20)

einem Potenzgesetz in l mit konstantem p-abhängigen Exponenten αp folgen. Da die

Strukturfunktionen direkt mit den Momenten der Zwei-Punkte-Wahrscheinlichkeitsvertei-

lung des betrachteten Turbulenzfeldes zusammenhängen, lassen sich hieraus statistische

Größen der Turbulenz ableiten, z.B. ist Sv2 (l) direkt mit dem eindimensionalen Ener-

giespektrum verknüpft. Die Kolmogorov-Theorie macht für den Grenzfall unendlicher

Reynoldszahlen eine Vorhersage für den Wert von αp. Die Energiekaskade im Inertial-

bereich verteilt die Energie der zerfallenden Strukturen dissipationsfrei auf andere Ska-

len, wobei eine Richardson-Kaskade angenommen wird, bei der nur Wirbel ähnlicher
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Größenordnung miteinander wechselwirken. Der Energietransport e ist dabei von der

Größenordnung v2
l /τl mit der charakteristischen Zeit τl = l/vl für eine Wirbelumdre-

hung. In der voll entwickelten, konvergierten Turbulenz ist der Energietransport e im

Inertialbereich genauso groß wie die Energiedissipation ε. Damit gilt:

ε
!∼ v2

l

τl
=
v3
l

l

→ vl ∼ (εl)1/3

→ Svp(l) ∼ (εl)p/3. (2.21)

Für p = 2 erhält man somit für die Strukturfunktion 2. Ordnung: Sv2 ∼ ε2/3l2/3. Ihre

Fouriertransformierte skaliert wie das eindimensionale Energiespektrum, das mit

E(k) =
1

2

∫
dk2

∫
dk3v(k) · v∗(k) (2.22)

definiert ist, wobei ki = 2π/li gilt. Für isotrope Turbulenz betrachtet man normalerweise

das winkelintegrierte Energiespektrum.

E(k) =

∫
dΩE(k) (2.23)

mit E(k) = 1
2
|v(k)|. Dem Realraumexponenten α2 entspricht im Fourierraum ein Ska-

lierungsexponent von −(1 + α2), woraus sich das auch experimentell vielfach bestätigte

Kolmogorov-Energiespektrum mit

E(k) = Ck = ε2/3 · k−5/3 (2.24)

mit der Kolmogorovkonstanten CK ≈ 1.6 ergibt (siehe Kolmogorov (1941), Edith Fal-

garone (2003), Frisch (2006)).

2.2.2 Inkompressible Turbulenzmodelle der MHD von Iroshnikov

und Kraichnan sowie von Goldreich und Sridhar

Iroshnikov-Kraichnan-Theorie

Analog zu Kapitel 2.2.1 wird im Folgenden das Energiespektrum der IK-Theorie abgelei-

tet. Die IK-Theorie (Iroshnikov (1963)) stellt eine direkte Übertragung der Kolmogorov-

Ergebnisse auf die MHD-Theorie dar. Dabei wird die Interaktion von Alfvénwellenpaketen,
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die sich entlang des lokalen Magnetfeldes B0 ausbreiten, betrachtet. Die spektrale Ener-

gieumverteilung findet während des Streuprozesses der kollidierenden Alfvénwellenpakete

statt. Im Folgenden bezeichnet z± Alfvénwellepakete, die sich entlang der Richtung des

Hintergrundmagnetfeldes mit entgegengesetzten Richtungen ausbreiten. Bei z± handelt

es sich um die Elsässer-Variablen, die für eine kompakte Schreibweise der inkompressi-

blen MHD oft Verwendung finden (Details siehe: Edith Falgarone (2003)). Die Größe zl

wird in der MHD in analoger Weise wie vl im hydrodynamischen Fall verwendet. Man

nimmt an, dass die Störungen δv und δB klein sind im Vergleich zu B0. Für Alfvénwellen

lässt sich damit nähern, dass δv und δB von der gleichen Größenordnung sind. Für

zwei interagierende Alfvénwellenpakete der Größe l ist die Interaktionszeit, während der

es zum Energieaustausch kommt, durch τA = l/B0 mit va = B0/(4πρ0)
1/2 gegeben.

Da B0 � Bl ist diese Zeit deutlich kürzer als die entsprechende Kolmogorov-Zeitskala

τl = l/zl. Deshalb verlängert sich die Zeitspanne τ∗, in der Energiefluss z2
l /τ∗ übertragen

wird, um den Faktor τl/τA im Vergleich zum Kolomogorov-Fall. Mit den gerade erklärten

Transformationen

vl → zl

τl →
τl
τA
τl (2.25)

lässt sich für das Skalenverhalten der Elsässer-Variablen und der Strukturfunktionen

ε ∼ z2
l

τ 2
l

τA =
z2
l · z2

l l

l2B0

→ zl ∼ (εB0l)
1/4

Szp(l) ∼ (εB0l)
p/4 (2.26)

ableiten. Mit dem analogen Vorgehen wie in Kapitel 2.2.1 erhält man für das Energie-

spektrum

E(k) = CIK(εB0)
1/2k−3/2. (2.27)

Goldreich-Sridhar-Theorie

Bei den oben beschriebenen Theorien von Kolmogorov und IK werden die turbulenten

Strukturen durch eine einzige Längenskala l charakterisiert. Für die Turbulenztheorie der

MHD von IK ergibt sich aus dieser Isotropieannahme ein offensichtlicher Widerspruch, da

die Bedingung der Isotropie durch ein Magnetfeld gebrochen wird. Goldreich und Sridhar

erweitern die Turbulenztheorie der MHD von IK, indem sie die Anisotropie aufgrund des
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Magnetfeldes berücksichtigen und ein anisotropes Spektrum ableiten, was hier ebenfalls

kurz durchgeführt wird. Im Folgenden bezeichnet λ die Ausdehnung in Richtung von B0

sowie τλ die Interaktionszeit der Wechselwirkung in Magnetfeldrichtung, wohingegen l∗

die Ausdehnung senkrecht zum Magnetfeld mit der Interaktionszeit τl∗ bezeichnet. Für

die Interaktionszeiten gilt dabei:

τλ ∼ λ/B0 � τ∗
l
∼ l∗/z∗

l
, (2.28)

wodurch der Energiefluss parallel zum Hintergrundmagnetfeld gehemmt wird. Das Gold-

reich-Sridhar-Modell (GS) besteht aus drei Teilen. Der erste Teil, GS1 (Sridhar u. Gold-

reich (1994)), ist ein Formalismus für schwache Turbulenz (Vier-Wellen-Wechselwirkung),

der um einige Annahmen erweitert wurde. Da dieser Teil der GS-Theorie bis heute kon-

trovers diskutiert wird, wird hier auf weitere Details verzichtet. Der zweite Teil der Theo-

rie, GS2 (Goldreich u. Sridhar (1995)), der sich mit intermediärer Turbulenz beschäftigt,

macht sich die in Formel 2.28 definierten, unterschiedlichen Interaktionszeiten mit dem

resultierenden unterdrückten Energiefluss parallel zum Hintergrundmagnetfeld zu Nut-

ze, um ein rein senkrechtes Spektrum abzuleiten. Wie beim Übergang der Kolmogorov-

Theorie zur IK-Theorie werden hierzu (vgl. Gleichung 2.25) die charakteristischen Ge-

schwindigkeiten und Zeitskalen transformiert. Es gilt

τl →
τ∗
l

τλ
τ∗
l

(2.29)

ε ∼ z2
l

τl
→ ε ∼

z∗
l

2

τ∗
l

=
z∗
l

2τλ

τ∗
l

2
=

z∗
l

4λ

B0l∗
2 → z∗

l
= (εB0/λ)1/4l∗1/2

mit z2
∗
l
∼ k∗

l
E(k∗

l
) und k∗

l
∼ l∗−1 sowie kλ ∼ λ−1, womit für das senkrechte Energiespek-

trum

E(k∗
l
) ∼ (εB0kλ)

1/2k∗
l

−2 (2.30)

folgt. Da die parallele Kaskade unterdrückt wird, ist kλ bei Variation von k∗l bis auf

eine Größenordnung konstant. Beim dritten Teil der Theorie, GS3 (Goldreich u. Sridhar

(1997)), handelt es sich um ein Modell für starke Turbulenz. Bei den Theorien von IK

und GS2 wurde angenommen, dass die Störungen durch die Interaktionen der turbulen-

ten Strukturen klein sind im Vergleich zu den Amplituden der turbulenten Strukturen

selbst. Auf kleinen Skalen werden nichtlineare Effekte der Wechselwirkung turbulenter

Strukturen allerdings verstärkt, was GS2 für diesen Bereich unbrauchbar macht. GS3
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lässt sich aus GS2 ableiten, wenn man annimmt, dass die charakteristischen Zeitskalen

paralleler und senkrechter Interaktionen von der gleichen Größenordnung sind. Goldreich

und Sridhar bezeichnen diese Annahme als “kritische Balance”. Für die Transformati-

onsgleichungen (siehe Gleichung 2.30) bedeutet das:

τl → τ∗
l
∼ l∗/z∗

l
∼ λ/B0

zl → z∗
l
∼ (εl∗)1/3. (2.31)

Für die Strukturfunktionen gilt damit:

Szp(l∗) ∼ (εl∗)p/3. (2.32)

Daraus ergeben sich ein Kolmogorov-artiges, senkrechtes Spektrum

E(k∗
l
) ∼ ε2/3k∗

l

−5/3 (2.33)

sowie eine Energiekaskade parallel zu B0 mit

E(kλ) ∼ (ε3B−5
0 )1/2kλ

−5/2. (2.34)

Mit der Annahme der kritischen Balance findet man zusammen mit Gleichung 2.31

einen Zusammenhang zwischen paralleler und senkrechter Ausdehnung der turbulenten

Strukturen

λ ∼ ε−1/3B0l
2/3. (2.35)

Mit kleiner werdenden Skalen werden diese Strukturen immer weiter entlang des Hin-

tergrundmagnetfeldes ausgedehnt.

2.2.3 Schwache Turbulenz und Drei-Wellen-Wechselwirkung

Wie bereits in der Einführung zu Kapitel 2.2 erklärt, kann im Fall der schwachen Turbu-

lenz (d.h. falls die Amplituden der Magnetfeldstörungen klein genug sind) die Plasma-

Wechselwirkung in die von einzelnen Wellen zerlegt werden, wobei alle höheren Ord-

nungen als die der Drei-Wellen-Wechselwirkung als vernachlässigbar klein angenommen

werden. Der Prozess der Drei-Wellen-Wechselwirkung lässt sich sehr einfach zusammen-

fassen: Zwei Wellen des Types B und C können eine Welle vom Typ A bilden und

umgekehrt kann eine Welle vom Typ A in zwei Wellen vom Typ B und C zerfallen.

A↔ B + C (2.36)
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Für diese Reaktion gilt dabei Energie- und Impulserhaltung:

ωA = ωB + ωC

kA = kB + kC (2.37)

Die Drei-Wellen-Wechselwirkung lässt sich aus den Fluidgleichungen ableiten. Es han-

delt sich dabei allerdings um einen semi-klassischen Ansatz, denn die ωs und ks aus den

Gleichungen 2.37 können auch als die Energien und Impulse von drei Quanten interpre-

tiert werden. Hieraus ergibt sich, dass bei dieser Wechselwirkung Energie und Impuls

innerhalb dieses elementaren Prozesses erhalten bleiben, bei dem ein Quant in zwei an-

dere zerfällt oder zwei Quanten zusammen ein drittes Quant bilden. Dementsprechend

bleibt die gesamte Energie in Form von Wellen erhalten.

Der Energietransfer bei dieser Wechselwirkung entspricht also einem Austausch von

Energiequanten, der wiederum durch Differentialgleichungen der Besetzungszahlen N

der verschiedenen energetischen Zustände beschrieben werden kann (siehe hierzu Chin

u. Wentzel (1972) bzw. Kapitel 4.1).

Die schwache Turbulenz spielt insbesondere für die Prozesse der inneren Heliosphäre

und in der Nähe der Korona eine wichtige Rolle, da hier im Vergleich zum Hinter-

grundmagnetfeld die Fluktuationen klein sind (vgl. Tu u. Marsch (1996) und Rappazzo

(2010)). Dementsprechend wird in Kapitel 4.1 die Drei-Wellen-Wechselwirkung als wich-

tiger Prozess in Plasmen bei der anfänglichen Anregung von Turbulenz nachgewiesen.

Hierfür muss auch ein Fingerabdruck für die Drei-Wellen-Wechselwirkung erarbeitet

werden, der es ermöglichen soll, diese in der MHD-Simulation zu identifizieren. Hieraus

ergibt sich für den Leser sicherlich noch ein etwas detailierteres Bild zur Theorie der

Drei-Wellen-Wechselwirkung.

2.2.4 Turbulenz in der Heliosphäre

In den vorherigen Kapiteln wurden die theoretischen Grundlagen einiger wichtiger mo-

derner Turbulenztheorien gelegt. Da unsere Untersuchungen sich in erster Linie auf

das turbulente Hintergrundmedium der Heliosphäre beziehen, sollen nun seine wichtig-

sten Eigenschaften auf der Basis unseres heutigen Kenntnisstands abgehandelt werden.

Nach einer kurzen Übersicht folgt in den anschließenden Unterkapiteln eine detailierte

Einführung in die verschiedenen Themengebiete der heliosphärischen Turbulenz.

Die Heliosphäre wird vom Sonnenwind dominiert, einem turbulenten, inhomogenen, su-
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personischen und superalfvénischen Plasmafluss, der sich von der Sonne aus in die He-

liosphäre ausbreitet. Die Mechanismen zur Turbulenzerzeugung sind dabei nur zum Teil

verstanden. Die Energiekaskade erweist sich als beliebig kompliziert, was unter ande-

rem durch Effekte der Windexpansion sowie das großskalige, inhomogene Magnetfeld

der Heliosphäre (Parkerspirale) ausgelöst wird. Es kann also nicht beliebig passgenau

mit den in Kapitel 2.2.2 und Kapitel 2.2.1 erläuterten Turbulenzmodellen beschrieben

werden (siehe unten). Man unterscheidet zwischen schnellem und langsamem Sonnen-

wind, die an unterschiedlichen Regionen der Sonne produziert werden, unterschiedliche

Eigenschaften aufweisen und vermutlich auf unterschiedlichen Erzeugungsmechanismen

beruhen. Der Sonnenwind ist leicht kompressibel, abhängig vom Frequenzbereich und

Windtypus; insbesondere Interaktionen zwischen schnellem und langsamem Wind bei

der Expansion tragen zur Erhöhung der Kompressibilität des Mediums bei (Bruno u.

Carbone (2005)).

Der Sonnenwind ist für uns das am leichtesten erreichbare Labor sowohl für die Unter-

suchung von Turbulenz astronomischer Plasmen als auch für den Transport hochenerge-

tischer Teilchen. Unsere Kenntnisse über die Heliosphäre und den Sonnenwind beziehen

sich in erster Linie auf Raumsondenmessungen. Dabei konnten bislang nur Punktmes-

sungen durchgeführt werden, beziehungsweise Messungen des selben Plasmaflusses bei

unterschiedlichen heliosphärischen Abständen durch Helios2 (siehe Bruno u. Carbone

(2005)). Hierdurch ist bislang eine genauere Kenntnis über die Anisotropie nur bedingt

zugänglich (siehe unten). Eine sehr detaillierte Ausführung verschiedener Messungen

ist in Tu u. Marsch (1995) zu finden. Grob zusammengefasst wurden in den 1970er

und 1980er Jahren nur Beobachtungen innerhalb der Äquatorialebene der Sonne durch-

geführt. Seit dem Ulysses-Raumsondenexperiment von 1990 sind auch Untersuchungen

der Polarregion möglich, wodurch uns ein dreidimensionales Bild der Heliosphäre eröffnet

wurde. Ein Überblick über das Ulysses-Experiment findet sich in Horbury u. Tsurutani

(2001).

Schneller und langsamer Sonnenwind

Der Sonnenwind lässt sich in zwei Typen unterscheiden:

• Schneller Sonnenwind: Er entsteht an den solaren Polen in offenen Magnetfeldre-

gionen, die durch koronale Löcher identifiziert werden. Während des solaren Maxi-

mums findet man ihn ausschließlich an den Polen, während des Minimums dehnt er
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sich bis zur Äquatorebene aus (siehe Forsyth et al. (1997), Forsyth u. Breen (2002),

Balogh et al. (1999)). Hier kann es dann zu abwechselnden Überlagerungen von

schnellem und langsamem Wind kommen mit starken kompressiblen Merkmalen,

wodurch sich Protonendichte, Temperatur und Magnetfeld vergrößern. Durch die

SOHO/SUMER Messungen konnten Ausflussgeschwindigkeiten bis 10 km/s iden-

tifiziert werden (siehe Hassler et al. (1999)). Im Vergleich zum langsamen Sonnen-

wind ist der schnelle Sonnenwind weniger dicht, aber heißer, die Anzahldichte der

Protonen und die Magnetfeldstärke unterliegen weniger Fluktuationen. Die Turbu-

lenz im schnellen Sonnenwind ist hochgradig alfvénwellendominiert (siehe Belcher

u. Davis (1971), Belcher u. Solodyna (1975)). Die Korrelationen bauen sich sehr viel

schneller ab als beim langsamen Sonnenwind. Hier gibt es vermutlich einen sehr

effizienten Dekorrelationsmechanismus von Alfvénwellen (siehe Matthaeus et al.

(1990)). Dabei handelt es sich vermutlich hauptsächlich um Slab-Korrelationen.

• Langsamer Sonnenwind: Er entsteht in der Äquatorialzone der Sonne und strömt

aus koronalen Strukturen (Helmets). In diesen Regionen werden außerdem ab und

zu durch abrupte Phänomene ebenfalls Sonnenwindteilchen emittiert. Langsamer

Sonnenwind ist kompressibler als der schnelle Sonnenwind. Die Korrelationslänge

ist deutlich größer als beim schnellen Wind. Es handelt sich vermutlich vorwiegend

um 2D Korrelationen (siehe Bruno u. Carbone (2005)).

Kompressibilität, radiale Turbulenzentwicklung und Spektrum

Die Heliosphäre ist leicht kompressibel, deshalb können grundsätzlich auch kompressible

Moden angeregt werden. Allerdings werden sowohl schnelle als auch langsame magne-

tosonische Wellen schnell weggedämpft (siehe Bruno u. Carbone (2005), Tu u. Marsch

(1995), Barnes (1979)). Das Maß der Inkompressibilität ist abhängig von der Art des

Windes und von der Größenskala. Insbesondere im mittleren Frequenzbereich ist die He-

liosphäre am wenigsten kompressibel. Hier finden wir eine von Alfvénwellen dominierte

Turbulenz. Für größer werdende heliosphärische Abstände nimmt die Kompressibilität

allerdings vermutlich zu (siehe Bruno u. Bavassano (1991), Bruno u. Bavassano (1993),

Klein et al. (1993)), was mit der radialen Entwicklung der Turbulenz zu tun hat. Für

die Ausbreitung der Fluktuationen von schnellem Sonnenwind konnte aus den von der

Ulysses-Raumsonde aufgenommenen Daten gezeigt werden, dass diese sich bis zu ei-

nem heliosphärischen Abstand von mindestens 4 Astronomischen Einheiten kontinuier-
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lich weiterentwickeln (siehe Horbury et al. (1995) und Forsyth et al. (1996)). Die radiale

Turbulenzentwicklung konnte auch vom Helios2-Experiment untersucht werden. Hiermit

konnte der Plasmafluss aus der selben Quelle bei zwei unterschiedlichen Abständen auch

für den langsamen Sonnenwind gemessen werden (siehe Bruno u. Carbone (2005)). Auch

wenn die genauen Mechanismen der Turbulenzentwicklung im schnellen und langsamen

Sonnenwind nicht bekannt sind, so wird aus den Daten deutlich, dass sich die Turbulenz

während der radialen Ausdehnung weiterentwickelt und dass die turbulenten Moden ver-

mutlich nicht nur in der Korona, sondern auch im Sonnenwind selbst erzeugt werden.

Man findet im Turbulenzspektrum zwei verschiedene Steigungen mit Knie (Bruch im

spektralen Verlauf), das während der Windexpansion zu immer niedrigeren Frequen-

zen wandert, sodass ein immer größerer Teil des Spektrums Teil des Inertialbereichs

wird. Der spektrale Verlauf der Turbulenz im Sonnenwind kann grob in drei Teilberei-

che untergliedert werden: Bis zu einer Frequenz von 10−4 Hz verhält sich das Spektrum

proportional zu f−1, im mittleren Frequenzbereich, d.h. von 10−4 Hz bis 10−1 Hz fin-

den wir meist einen spektralen Verlauf, der in etwa f−1.6 entspricht, im hochfrequenten

Bereich verhält sich das Spektrum proportional zu f−2. Es kann also nicht eindeutig

geklärt werden, ob hier ein Kolmogorov-Spektrum oder ein IK-Spektrum, also ob ein

5/3- oder 3/2-Potenzgesetz vorliegt, da der Wert von ca. 1.6 ziemlich genau in der Mitte

liegt. Grundsätzlich muss man allerdings davon ausgehen, dass insbesondere im nie-

derfrequenten Bereich die Beschreibung durch die MHD besonders geeignet ist, da mit

der Parkerspirale ein starkes Magnetfeld die Dynamik dominiert und eine Vorzugsrich-

tung definiert, die anisotrope Spektren erst ermöglicht (siehe Kraichnan (1965), Biskamp

(1993), Tu u. Marsch (1995), Biskamp (2003)). Oberhalb der Ionen-Zyklotron-Frequenz

muss natürlich auf eine kinetische Beschreibung zurückgegriffen werden.

Anisotropie

Zur Untersuchung der Anisotropie wurden unterschiedliche Verfahren entwickelt, z. B.

wurde von Bieber et al. (1996) angenommen, dass das Spektrum aus einer Überlagerung

transversaler Fluktuationen zweier unterschiedlicher Typen zusammengesetzt ist mit:

• Slab Turbulenz: Dabei handelt es sich um Wellen, die sich parallel oder antiparallel

zum Hintergrundmagnetfeld ausbreiten (d.h. k ‖ B0). Die Fluktuationen des Ma-

gnetfeldes δB stehen senkrecht zu B0. Die Slab-Turbulenz wird mit parallel bzw.

antiparallel laufenden Alfvénwellen assoziiert.
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• 2D Turbulenz: Für die Fluktuationen der 2D Turbulenz gilt, dass alle drei Vektoren

k, B0 und δB(k⊥) senkrecht aufeinander stehen mit k‖ = 0.

Dabei haben Bieber et al. (1996) Tests für die Auswertung von Beobachtungsdaten for-

muliert, um zwischen der Slab- und der 2D-Komponente zu unterscheiden. Für den

Inertialbereich haben sie damit eine Zusammensetzung von 74% 2D- und 26% Slab-

turbulenz gefunden. Die Schätzungen des Verhältnisses von Slab und 2D Turbulenz

variieren allerdings stark abhängig vom Datensatz, dem Modell und den in den jewei-

ligen Modellen angenommenen Anfangsparametern. Ein weiterer Test wurde aus der

Machzahlskalierung abgeleitet, die mit der “nearly incompressible theory” (siehe Zank

u. Matthaeus (1992)) zusammenhängt, woraus sich eine Zusammensetzung von 80%

2D- und 20 % Slab-Anteil für die Sonnenwindturbulenz ergibt. Die Daten für diese Un-

tersuchung stammen allerdings aus Magnetfeldmessungen von Helios, die alle während

Eruptionen hochenergetischer Sonnenteilchen aufgenommen wurden. Da sich die gesam-

ten Daten auf Messungen im langsamen Sonnenwind beziehen (siehe hierzu Wanner u.

Wibberenz (1993)), muss man außerdem davon ausgehen, dass mit diesen Untersuchun-

gen nicht die gesamte Turbulenz im Sonnenwind abgebildet wird. Tatsächlich wurde von

Smith (2003) auf Basis von Ulysses-Daten ein etwa gleich großes Verhältnis von 2D- und

Slab-Anteil in der Turbulenz abgeleitet. Da diese Messungen bei höheren Breitengraden

durchgeführt wurden, muss man davon ausgehen, dass die Slab-Komponente zur Äqua-

torialebene hin abnimmt. Mit ihren rein theoretischen Arbeiten haben Tu u. Marsch

(1991) und Ghosh et al. (1998) auf Grundlage von kompressiblen Modellen gezeigt, dass

die Anisotropie stark von den von ihnen gewählten Anfangsbedingungen abhängt.

Zusammensetzung und Erzeugungsmechanismen der Turbulenz

Die Zusammensetzung der Sonnenwindturbulenz hängt vom betrachteten Frequenzbe-

reich ab. Im hochfrequenten Bereich vermutet man eine Überlagerung von nach außen

(d.h. in Richtung größerer Abstände zur Sonne) und nach innen (d.h. in Richtung Son-

ne) laufenden Alfvénwellen und schallwellenähnlichen Fluktuationen, wobei die meisten

Moden nach außen wandern (siehe Bruno u. Carbone (2005)). Im niederfrequenten Be-

reich finden wir nach außen laufende Alfvénwellen sowie durch Konvektion bei der Son-

nenwindausbreitung mitgeführte statische Strukturen (z.B. Magnetic Field Directional

Turnings, MFDT, vgl Jokipii (1966)), die die Inhomogenitäten des Hintergrundplasmas

ausmachen. Die Turbulenzen im Sonnenwind werden vermutlich zu einem wesentlichen
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Teil in der direkten Sonnenumgebung erzeugt. Wichtig sind hierbei Instabilitäten, die

insbesondere bei koronalen Massenauswürfen (siehe Lee (2005)), bei SEP-Events (siehe

Vainio (2003), Vainio u. Laitinen (2008)) oder in Grenzgebieten zwischen schnellem und

langsamem Sonnenwind (Bruno u. Carbone (2005)) entstehen bzw. angeregt werden.

Neben den Turbulenzen, die in der Nähe der Korona erzeugt werden, entstehen zusätz-

liche Turbulenzen während der Sonnenwindexpansion. Insbesondere die nach innen, in

Richtung Sonne, laufenden Moden entstehen erst während des Expansionsprozesses. Sie

könnten z.B. durch Ausdehnungseffekte entstehen. Dabei wurde von Velli et al. (1990)

ein Modell erstellt, in dem die nach außen laufenden Moden durch Expansionseffek-

te an Inhomogenitäten zurückgestreut werden, wodurch nach innen laufende Moden

entstehen. Ein alternativer Erzeugungsmechanismus, der parametrische Zerfall, wurde

von Tu et al. (1989) vorgeschlagen: Dabei zerfallen großskalige Alfvénmoden in zwei

sekundäre Alfvénwellen mit entgegengesetzter Ausbreitungsrichtung und eine schall-

wellenartige Mode, die sich in Richtung der Pump-Welle bewegt. Der größte Teil der

Energie der ursprünglichen Welle wird dabei auf die Schallwelle und die zurücklaufen-

de Welle übertragen (siehe auch Zanna (2001)). Auch bei der Erzeugung der polaren

Alfvénwellenturbulenz kann dieser Prozess eine Rolle spielen. Diese entwickelt sich zwar

grundsätzlich ähnlich wie in der Ekliptik, aber sehr viel langsamer. Da es hier weder

ausgeprägte Scherungen der Geschwindigkeitsfelder noch kompressible Phänomene gibt,

müssen die Turbulenzen andere Ursachen haben. Numerische Simulationen (siehe Ba-

vassano et al. (2000), Malara et al. (2000), Malara et al. (2001), Malara et al. (2002)

und Primavera et al. (2003)) haben gezeigt, dass der parametrische Zerfall als möglicher

Mechanismus für die lokale Turbulenzerzeugung im polaren Sonnenwind angesehen wer-

den kann. Allerdings sprechen die Turbulenzcharakteristiken für hohe β (β = 2) von

schnellem Sonnenwind aus der Polarregion beim solaren Minimum, wie sie von Ulysses

beobachtet wurden, gegen eine relevante Rolle der parametrischen Instabilität bei der

Entstehung von Sonnenwind-Turbulenz.

2.3 Transport der kosmischen Strahlung in turbulenten

Plasmen

Hochenergetische, geladene Teilchen, wie sie zum Beispiel von der Sonne emittiert werden

(solar energetic particles, SEPs) oder solche aus innergalaktischen und extragalaktischen
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Quellen (cosmic rays, CRs), werden bei ihrem Transport an den turbulenten Magnetfel-

dern der Heliosphäre bzw. des interstellaren Mediums (ISM) gestreut. Hierdurch gehen

wichtige Informationen über ihren Ursprung und ihre ursprüngliche Geschwindigkeit ver-

loren, was unsere Kenntnis über ihre Quellen und deren Beschleunigungsmechanismen

limitiert. Ein besseres Verständnis des Transports stellt somit eine wichtige Voraus-

setzung für die zukünftige Astrophysik dar. Seit Einführung der quasilinearen Theorie

(QLT) durch Jokipii (1966) wird der Transport hochenergetischer, geladener Teilchen

in turbulenten Plasmen durch die Fokker-Planck-Gleichung und ihre Koeffizienten be-

schrieben. Diese Gleichung existiert allerdings nicht nur im Rahmen der Transporttheorie

hochenergetischer Teilchen. Vielmehr folgt sie aus grundsätzlichen Annahmen über sto-

chastische Prozesse, wobei ein stochastischer Prozess die mathematische Beschreibung

von zeitlich geordneten, zufälligen Vorgängen ist. Sie beschreibt dabei in ihrer allge-

meinsten Form die zeitliche Änderung der Wahrscheinlichkeitsdichte für eine stochasti-

sche Variable X, den Wert x (in unserem Fall Ort x(t) und Geschwindigkeit v(t) eines

kosmischen Strahlungsteilchens) zur Zeit t zu finden unter der Voraussetzung, dass ein

Markow-Prozess (Definition siehe 2.3.1) vorliegt. Die gesamte Physik des Streuprozesses

steckt dabei in den Fokker-Planck-Koeffizienten. Mit ihrer Bestimmung ist der Trans-

port der kosmischen Strahlung vollständig beschrieben. Darüber hinaus ermöglicht die

Bestimmung der Koeffizienten die wichtige Verknüpfung zwischen analytischen Theorien

und numerischen Simulationen mit experimentellen Messungen. Ein wichtiger Teil dieser

Arbeit ist deshalb die numerische Bestimmung von Fokker-Planck-Koeffizienten sowie

der daraus resultierenden parallelen mittleren freien Weglänge als indirekte Messgröße.

Im folgenden Kapitel 2.3.1 wird die Fokker-Planck-Gleichung unter der Annahme, dass

es sich bei Streuprozessen um zeitlich geordnete, zufällige Vorgänge handelt, hergeleitet

und anschließend auf den Fall des Transports hochenergetischer Teilchen in turbulenten

Plasmen adaptiert. Des Weiteren wird die verwendete Formulierung der Fokker-Planck-

Koeffizienten angegeben. In Kapitel 2.3.2 wird der Zusammenhang dieser Koeffizien-

ten mit der parallelen mittleren freien Weglänge aufgezeigt und erklärt, wie diese aus

den Messdaten gewonnen werden kann. Darüber hinaus werden die Diskrepanzen zwi-

schen den Vorhersagen der QLT und den aus den Messergebnissen gewonnenen parallelen

mittleren freien Weglängen aufgezeigt. In Kapitel 2.3.3 werden die theoretischen Wei-

terentwicklungen seit Einführung der QLT anhand einiger Beispiele aufgezeigt. Darüber

hinaus wird in diesem Kapitel auch auf einige dieser Arbeit vorausgegangene nume-

rische Untersuchungen eingegangen. Kapitel 2.3.4 beschäftigt sich schließlich mit den
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hochenergetischen Teilchen in der Heliosphäre. Hier wird eine Klassifizierung der ver-

schiedenen Beschleunigungsmechanismen und die Wahl eines geeigneten Teilchenevents

für die Simulation durchgeführt.

2.3.1 Herleitung der Fokker-Planck-Gleichung

Bei Streuprozessen hängt die Wahrscheinlichkeitsdichte p1(x1, t1;x0, t0), den Wert x1 für

eine stochastische Variable X zur Zeit t1 zu finden, vom Wert x0 zur früheren Zeit t0 ab.

Allgemeiner hängt die Wahrscheinlichkeitsdichte pn, nach n Streuprozessen den Wert xn

zu finden, von allen vorherigen Werten der stochastischen Variablen X ab. Es gilt also

pn(xn, tn;xn−1, tn−1; ...;x0, t0). (2.38)

Es ergibt sich hieraus also eine ganze Hierarchie von Wahrscheinlichkeitsdichten, denn

pn(xn, tn) ist grundsätzlich von allen Wahrscheinlichkeitsdichten aller vorherigen Streu-

prozesse abhängig. Da die Bestimmung aller pn nicht möglich ist, beschränkt man sich

hier auf eine Näherung.

Zur Beschreibung stochastischer Prozesse muss man zwischen untereinander korrelier-

ten (abhängigen) und nicht korrelierten (unabhängigen) Ereignissen unterscheiden. Für

unkorrelierte Prozesse setzt sich die Gesamtwahrscheinlichkeitsdichte aus dem Produkt

der einzelnen Wahrscheinlichkeiten zusammen:

pn(xn, tn; ...;x0, t0) =
n∏
i=0

p(xi, ti) (2.39)

Bei Diffusionsprozessen kann man davon ausgehen, dass die Orte korreliert sind, wenn die

betrachteten Zeitpunkte nahe genug bei einander liegen. Daraus ergibt sich die Definition

der bedingten Wahrscheinlichkeit

pn(xn, tn | xn−1, tn−1; ...;x0, t0). (2.40)

Sie gibt die Wahrscheinlichkeitsdichte an, zur Zeit tn den Wert xn zu finden, falls zur

Zeit tn−1 der Wert xn−1, zur Zeit tn−2 der Wert xn−2, usw. und zur Zeit t0 der Wert

x0 gefunden wurde. Sie wird auch als Übergangswahrscheinlichkeit bezeichnet. Damit

ergibt sich für die Gesamtwahrscheinlichkeitsdichte korrelierter Prozesse statt Gleichung

2.39

pn(xn, tn; ...;x0, t0) = pn(xn, tn | xn−1, tn−1; ...;x0, t0) · pn−1(xn−1, tn−1; ...;x0, t0). (2.41)
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Eine gute Näherung für Diffusionsprozesse stellt die Beschreibung durch einen Markow-

Prozess dar. Dieser ist dadurch definiert, dass die bedingte Wahrscheinlichkeit, den Wert

xn zur Zeit tn zu finden, nur vom Wert xn−1 zur Zeit tn−1 abhängt. Damit gilt:

pn(xn, tn |; ...;x0, t0) =
n∏
i=1

p(xi, ti | xi−1, ti−1) · p(x0, t0) (2.42)

Für n = 2 folgt daraus:

p2(x2, t2;x1, t1;x0, t0) = p(x2, t2 | x1, t1) · p(x1, t1 | x0, t0) · p(x0, t0) (2.43)

Integration über x1 ergibt mit p2(x2, t2;x0, t0) = p(x2, t2;x0, t0) · p0(x0, t0):

p(x2, t2 | x0, t0) · p0(x0, t0) =

∫
dx1p(x2, t2 | x1, t1) · p(x1, t1 | x0, t0) · p(x0, t0) (2.44)

bzw.

p(x2, t2 | x0, t0) =

∫
dx1p(x2, t2 | x1, t1) · p(x1, t1 | x0, t0) (2.45)

Bei dieser Gleichung handelt es sich um die Chapman-Kolmogorov-Gleichung. Aus dieser

Integralgleichung für die Übergangswahrscheinlichkeiten eines Markow-Prozesses kann

eine Differentialgleichung (die Fokker-Planck-Gleichung) abgeleitet werden (siehe hierzu

Schlickeiser (2009) und Chandrasekhar (1943)). Für die Fokker-Planck-Gleichung für die

Wahrscheinlichkeitsverteilung p(x, t) folgt somit:

∂p(x, t)

∂t
= − ∂

∂x
(a1(x, t)p(x, t)) +

1

2

∂2

∂x2
(a2(x, t)p(x, t) (2.46)

Für den Fall einer multidimensionalen Zufallsvariablen x = (x1, x2, ..., xn), wie bei der

Streuung im v-x-Phasenraum, ergibt sich für die allgemeine Fokker-Planck-Gleichung

∂p(x, t)

∂t
= −

N∑
i=1

∂

∂x
(Ai(x, t)p(x, t)) +

1

2

N∑
i,j=1

∂2

∂xi∂xj
(Dij(x, t)p(x, t) (2.47)

mit dem Koeffizienten-Driftvektor

Ai(x, t) = lim
τ→0

(
〈∆xi〉
τ

) = lim
τ→0

1

τ

∫
dy(yi − xi)p(y, t+ τ | x, t) (2.48)

und dem Diffusionstensor

Dij(x, t) = lim
τ→0

(
〈∆xi∆xj〉

τ
) = lim

τ→0

1

τ

∫
dy(yi − xi)(yj − xj)p(y, t+ τ | x, t). (2.49)
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Die Fokker-Planck-Gleichung ist also eine Differentialgleichung, die die zeitliche Entwick-

lung der Wahrscheinlichkeitsdichte eines Markow-Prozesses beschreibt. Für die Beschrei-

bung des Transports der kosmischen Strahlung wird diese Gleichung an die Streuprozes-

se von hochenergetischen Teilchen in turbulenten Magnetfeldern angepasst. Die zeitliche

Änderung von Ort und Impuls der relativistischen Teilchen wird durch die turbulenten

elektromagnetischen Felder in Form der Lorentzkraft bestimmt:

dp

dt
= q

(
ET (x, t) +

v

c
×BT (x, t)

)
(2.50)

dx

dt
= v =

p

mγ

Die turbulenten magnetischen und elektrischen Felder ET und BT setzen sich aus einem

homogenen Anteil B0 und E0 und einem turbulenten Anteil δB und δE zusammen. We-

gen der hohen Leitfähigkeit astronomischer Plasmen kann E0 allerdings vernachlässigt

werden. Da die Gyration im zeitlichen Mittel keinen Einfluss auf den Transport hat, wird

nicht die tatsächliche Bewegung des Teilchens, sondern die Bewegung des Führungszen-

trums (X,Y,Z) untersucht. Dabei handelt es sich um die Projektion der Ortskoordinaten

des Teilchens auf die Magnetfeldlinie. Im Impulsraum geht man zu einem sphärischen

Koordinatensystem über (p, µ,Φ), wobei µ definiert ist durch

µ = cos θ, (2.51)

und als “Pitchwinkel” bezeichnet wird. Daraus ergibt sich für das neue Koordinatensy-

stem:

X = x+
c

qB0

py (2.52)

Y = y − c

qB0

px

Z = z

p =
√
p2
x + p2

y + p2
z

µ =
pz√

p2
x + p2

y + p2
z

Φ = arctan
py
px

Die zeitlichen Ableitungen dieser neuen Koordinaten werden als “generalisierte Kräfte”

gxσ bezeichnet. Statt der Wahrscheinlichkeitsdichte p(X, Y, Z, p, µ,Φ, t) wird über meh-

rere Realisierungen der Verteilungsfunktion f(X, Y, Z, p, µ,Φ, t) gemittelt, wodurch die
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Fokker-Planck-Gleichung nicht mehr die zeitliche Änderung der Wahrscheinlichkeitsdich-

te, sondern die zeitliche Änderung der über viele Realisierungen der turbulenten Felder

BT und ET gemittelten Verteilungsfunktion F (X, Y, Z, p, µ,Φ, t) mit

F (X, Y, Z, p, µ,Φ, t) = 〈f(X, Y, Z, p, µ,Φ, t)〉 (2.53)

angibt. Darüber hinaus wird berücksichtigt, dass eine Verteilungsfunktion sich auch

durch den Zu- und Abfluss von Teilchen verändern kann. Dementsprechend wird die

Fokker-Planck-Gleichung durch die Quellfunktion Sa(X, t) ergänzt. Um die endgültige

Form der Fokker-Planck-Gleichung zu finden, werden außerdem einige vereinfachende

Annahmen gemacht: Die Fluktuation δB und δE werden als homogen angenommen,

die einzelnen Verteilungsfunktionen f sollen nur wenig von der gemittelten Verteilungs-

funktion F abweichen. Der Gyrationsradius soll sehr viel kleiner sein als die charakte-

ristische Länge des Systems. Integrationen werden außerdem entlang der ungestörten

Teilchenbahn, also der Teilchenbahn im homogenen Magnetfeld, durchgeführt. Diese

Näherung ist Grundlage der Quasilinearen Theorie (QLT). (Details zu den Näherungen

siehe Schlickeiser (2002).) Damit ergibt sich für die Fokker-Planck-Gleichung im Rahmen

der QLT die folgende Form

∂F

∂t
+ vµ

∂F

∂Z
− Ω

∂F

∂φ
= Sa +

1

p2

∂

∂Xσ

(p2DXσXν

∂F

∂Xν

) (2.54)

mit den Focker-Planck-Koeffizienten

DXσXν (X, t) = <
∫ ∞

0

dξ〈g(xσ(t)g∗ν(t+ ξ)〉 bzw (2.55)

DXσXν (X, t) = lim
t→∞

(∆xσ∆xν)

2 · t
.

(2.56)

Auch diese Integration wird im Rahmen der QLT entlang der ungestörten Teichenbah-

nen durchgeführt. Durch die Testteilchensimulationen kann allerdings über die exakten

Teilchenbahnen integriert werden, womit die in dieser Arbeit vorgestellten Ergebnisse

nicht auf die Näherung der QLT limitiert sind.

2.3.2 Berechnung und Messung der parallelen mittleren freien

Weglänge

Ein wichtiger Berührungspunkt zwischen analytischen Theorien bzw. numerischen Mo-

dellen und der Messung stellt die Berechnung der mittleren freien Weglänge dar, bei der
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es sich um eine indirekte Messgröße handelt. Um die Qualität der Modelle zu überprüfen

muss demnach ein Vergleich zu den Messergebnissen anhand dieser Größe erfolgen. Wie

die mittlere freie Weglänge aus der Simulation ermittelt bzw. aus der Messung gewonnen

werden kann, wird im Folgenden erklärt.

Ausgangspunkt ist der Fokker-Planck-Koeffizient ist Dµµ, der die Pitchwinkelstreuung

beschreibt

Dµµ = lim
t→∞

(∆µ)2

2 · t
. (2.57)

(2.58)

Dieser lässt sich direkt aus den Teilchenbahnen im Laufe der Simulation ermitteln. Mit

ihm lässt sich die parallele mittlere freie Weglänge λ‖ bestimmen

λ‖(v) =
3v

8

∫ 1

−1

dµ
(1− µ2)2

Dµµ(µ)·
, (2.59)

die zum Vergleich zwischen den Simulationsergebnissen und den Messdaten herangezo-

gen wird. Die parallele mittlere freie Weglänge ist selbst allerdings keine experimentelle

Messgröße. Die Satellitenexperimente messen lediglich die Intensitäts- und Anisotropie-

profile, wobei die Intensität mit

I(s, t) =

∫ 1

−1

dµf(s, µ, t) (2.60)

und die Anisotropie mit

A(s, t) =
3 ·
∫ 1

−1
dµf(s, µ, t)µ∫ 1

−1
dµf(s, µ, t)

(2.61)

definiert ist. Dabei ist f(s, µ, t) die Phasenraumdichte der Teilchen, wobei s die Entfer-

nung entlang der Magnetfeldlinie und t die Zeit bezeichnen. Durch Fitten von Lösungen

der Transportgleichung für fokussierten Transport (vgl. Roelof (1969))

∂f

∂t
+ µv

∂f

∂s
+

1− µ2

2L
v
∂f

∂µ
− ∂

∂µ
(Dµµ(µ)

∂f

∂µ
) = q(s, µ, t) (2.62)

an gleichzeitig beobachtete Intensitäts- und Anisotropieprofile von Teilchenereignissen

kann schließlich Dµµ bestimmt werden. Bei der Näherung des fokussierten Transports

wird angenommen, dass der Teilchentransport aus zwei Bestandteilen zusammenge-

setzt ist. Zum einen bewegen sich die Teilchen adiabatisch entlang den glatten Ma-

gnetfeldlinien, darüber hinaus erfahren sie eine Pitchwinkelstreuung durch Störungen
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im Magnetfeld. Die systematischen Kräfte werden durch die Fokussierungslänge L(z) =

B(z)/(∂B/∂z) im divergierenden Magnetfeld charakterisiert, die stochastischen Kräfte,

die die Pitchwinkelstreuung verursachen, werden durch den Fokker-Planck-Koeffizienten

Dµµ bestimmt. Bei q(s, µ, t) handelt es sich um den Quellterm, der die Injektion der Teil-

chen in der Sonnenumgebung beschreibt (siehe Dröge u. Kartavykh (2009)). Analytische

Lösungen von Gleichung 2.62 sind nicht bekannt, stattdessen wird diese Auswertung mit-

tels numerischer Methoden wie Finite Differenzen Verfahren durchgeführt (siehe Ng u.

Wong (1979), Schlüter (1985) und Ruffolo (1991)). Die Transportgleichung des fokus-

sierten Transports lässt sich auch in eine stochastische Differentialgleichung umformen

(siehe Gardiner (1983)), die dann mit Monte-Carlo-Simulationen gelöst werden kann.

Beide Methoden wurden erweitert, indem Konvektionseffekte und Energieverlust durch

adiabatische Abkühlung im expandierenden Sonnenwind miteinbezogen wurden (vgl.

Ruffolo (1995), Kocharov et al. (1998), Dröge et al. (2006) und Qin et al. (2006)).

Die mittlere freie Weglänge wird im Allgemeinen nicht als Funktion der Geschwindigkeit

v, sondern als Funktion der Steifigkeit r aufgetragen (vgl. hierzu Abbildung 4.29(b)). Die

Steifigkeit ist durch

r =
cp

|q|
(2.63)

definiert, wobei c die Lichtgeschwindigkeit, p den Teilchenimpuls und q die elektrische

Ladung der Teilchen bezeichnet. Der funktionale Verlauf von λ‖ in Abhängigkeit von

der Steifigkeit ist bei allen Messungen sehr ähnlich. Die unterschiedlichen Absolutwerte,

die sich für die verschiedenen Messungen ergeben, kommen dadurch zu Stande, dass

die Messung an unterschiedlichen Orten und zu unterschiedlichen Zeiten durchgeführt

werden. Dabei sind das Plasma und die Turbulenz bei jedem Ereignis anders, womit

das Streuverhalten der Teilchen sich ebenfalls ändert. Eine Zusammenfassung mehrerer

in Erdnähe gemessener λparallel ist in Palmer (1982) zu finden. Es zeigt sich, dass λ‖

meistens zwischen 0.08 und 0.3 AU für einen weiten Steifigkeitsbereich liegt.

Zwischen den aus den Beobachtungen gewonnenen Daten und den Vorhersagen der QLT

ergeben sich Diskrepanzen, die in drei Problemkreise eingeteilt werden können:

• Magnitudenproblem: Die mit Hilfe der Messung von Intensitäts- und Anisotro-

pieprofilen gefittete parallele mittlere freie Weglänge ist etwa um einen Faktor 10

größer als die aus der QLT abgeleitete (siehe Bieber et al. (1994)).

• Flatness-Problem: Die QLT ergibt eine falsche Steifigkeitsabhängigkeit für die pa-

rallele mittlere freie Weglänge insbesondere bei kleinen Steifigkeiten (siehe Bieber
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et al. (1994)).

• Variance-Problem: Das Magnitudenproblem ist unterschiedlich stark ausgeprägt.

Zum Teil weichen Theorie und Experiment um einen Faktor 20 bis 30 von einan-

der ab, wobei die Theorie die Werte zu niedrig schätzt. Bei manchen Messungen

erweisen sich die Vorhersagen der Theorie allerdings als korrekt.

2.3.3 Weiterentwicklungen seit Einführung der QLT

Seit der Einführung der QLT wurden einige Weiterentwicklungen bei der Beschreibung

des Transports hochenergetischer Teilchen erarbeitet. Eine möglichst genaue Abbildung

der physikalischen Gegebenheiten sowohl in analytischen Theorien als auch in numeri-

schen Simulationen ist dabei eine Grundvoraussetzung für eine realistische Modellierung

des Teilchentransports. Im Fokus sollte dabei immer ein Vergleich zwischen den Modellen

und den im Sonnenwind durchgeführten Messungen stehen, um die Modelle validieren

und weiterentwickeln zu können. Einige wichtige Eigenschaften der Sonnenwindturbu-

lenz sind in Kapitel 2.2.4 zusammengefasst. Bislang werden allerdings sowohl bei der

Herleitung der theoretischen Modelle als auch bei der Erstellung der Simulationen zen-

trale Aspekte der Turbulenz nicht miteinbezogen und andere vereinfachende Annahmen

gemacht. In Kapitel 2.4 soll eine Einschätzung erfolgen, welche der Sonnenwindeigen-

schaften im Rahmen dieser Arbeit deutlich besser als bisher modelliert werden können

und welche Gesichtspunkte der Sonnenwindturbulenz nicht korrekt zu simulieren sind.

Die in Kapitel 2.3.1 hergeleitete Quasilineare Theorie, die den Teilchentransport auf

Grundlage der Fokker-Planck-Gleichung mit den dazugehörigen Fokker-Planck-Koeffizien-

ten beschreibt, ist in erster Linie durch die Annahme ungestörter Führungszentren li-

mitiert, was vor allem bei starken Fluktuationen nicht richtig ist. Insbesondere für die

Senkrechtdiffusion werden durch diese Annahme ganz falsche Ergebnisse erzielt. Darüber

hinaus wurde die Turbulenz in der ursprünglichen Arbeit von Jokipii (1966) als Über-

lagerung rein magnetostatischer Störungen angenommen, die in das Sonnenwindplasma

eingefroren sind und von diesem durch Konvektionseffekte an den Raumsonden vorbei-

getragen werden. Da es damals noch keine Magnetfeldmessungen oberhalb von einem 1

Hz gab, wurde außerdem angenommen, dass auch bei hohen Wellenzahlen das Fluktuati-

onsspektrum noch dem gleichen Potenzgesetz folgt, wie dies bei niedrigeren Frequenzen

im Inertialbereich der Fall ist (vgl. 2.2.4, siehe Dröge (2000)). Diese Limitierungen der

QLT zeigen sich auch in den in Kapitel 2.3.2 beschriebenen Diskrepanzen zwischen Mes-
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sungen der mittleren freien Weglänge in der Heliosphäre und den Vorhersagen der QLT

(siehe Dröge (2000)).

Die eingeschränkte Gültigkeit der QLT durch die Annahme eines ungestörten Führungs-

zentrums wird von späteren Theorien durch das Miteinbeziehen höherer Ordnungen

des gestörten Führungszentrums teilweise aufgehoben. Bei diesen nichtlinearen Theo-

rien handelt es sich z.B. um die “Field-Line-Random-Walk-Theorie” (FLRW-Theorie,

vgl. Matthaeus et al. (1995)), die “BAM-Theorie” (vgl. Bieber u. Matthaeus (1997)),

die “CC & RR-Theorie” (vgl. Rechester u. Rosenbluth (1978) , Stix (1978)), die “nonli-

near-guiding-center-Theorie” (NLGC, vgl.Matthaeus et al. (2003)) sowie die “weakly-

nonlinear-Theorie” (WNLT, vgl Shalchi et al. (2004a)). Insbesondere die WNLT liefert

durch Korrekturterme des ungestörten Führungszentrums, die aus der Quasilinearen

Theorie entwickelt werden, deutlich bessere Ergebnisse als die Quasilineare Theorie. Die

Qualität der Beschreibung des Teilchentransports durch ein ungestörtes Führungszen-

trum wie in der QLT hängt von der Stärke der Streuung ab. Nach Dröge (2000) gilt als

Bedingung für die Gültigkeit der QLT, dass sich der Pitchwinkel eines Teilchens während

einer Gyration nur wenig ändern darf. D. h., eine signifikante Änderung des Pitchwin-

kels darf sich erst nach vielen Gyrationen ergeben. Die Streuung erfolgt durch resonante

Welle-Teilchen-Wechselwirkung.

Neben der Verbesserung durch die Berücksichtigung höherer Ordnungen des gestörten

Führungszentrums wurde die QLT durch eine bessere Beschreibung des Plasmas bzw.

der Magnetfeldturbulenz weiterentwickelt. Dabei gab es z.B. den Versuch, die QLT um

den Mirroreffekt an Fluktuationen des Magnetfeldes (siehe Goldstein et al. (1975)) oder

durch die korrekte Wiedergabe der Wellenausbreitung (siehe Schlickeiser (1988)) zu er-

weitern. Von Bieber et al. (1988) wurde außerdem der Effekt des abknickenden Dissipati-

onsbereichs auf die Teilchenstreuung untersucht. Eine wichtige Erweiterung der Theorie

betrifft die Untersuchung der Resonanzverbreiterung bei der Wechselwirkung zwischen

Teilchen und Turbulenz (siehe z.B. Bieber u. Matthaeus (1991), Dröge u. Schlickeiser

(1993) und Schlickeiser u. Dröge (1993)). Durch das Berücksichtigen des Dissipationsbe-

reichs, der Dekorrelation und Dämpfung der Wellen sowie der dreidimensionalen Geo-

metrie der Turbulenz wie in der DQL-Theorie (dynamische QLT) wurden viele Aspekte

der Beobachtungen besser erklärt, allerdings zeigen Untersuchungen von Shalchi et al.

(2006), dass insbesondere für die Senkrechtdiffusion nichtlineare Theorien für die Be-

schreibung nötig sind, die für den Transport parallel zum Magnetfeld andere Ergebnisse
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als die DQL-Theorie liefern (siehe Dröge u. Kartavykh (2009)).

Wesentliche Turbulenzeigenschaften wie die Intermittenz (d.h. der Raum ist nicht voll-

ständig durch turbulente Strukturen ausgefüllt) oder eine korrekte Wiedergabe der

Korrelationsfunktionen werden bei diesen Theorien allerdings nicht miteinbezogen. Die

Rückwirkung der Teilchen auf das Plasma kann von diesen Theorien ebenfalls nicht mit-

einbezogen werden.

Seit den 1970er Jahren wurden verschiedene Simulationen zur Untersuchung der Dif-

fusion entwickelt. Dabei wurde die Turbulenz von Kaiser et al. (1978) und Micha lek

u. Ostrowsky (1996) als eindimensionales, statisches Phänomen betrachtet, Giacalone

u. Jokipii (1999) simulierten Teilchentransport mit 2500 Teilchen in einer statischen

Composite-Turbulenz. Von Qin et al. (2002) wurde die Turbulenz durch ein magneto-

statisches Modell mit Wellenmoden über mehrere Größenordnungen im Wellenzahlraum

simuliert. Micha lek (2001) berücksichtigte dynamische Effekte von Plasmawellen, wobei

768 Wellen überlagert wurden, die sich entsprechend ihrer Phasengeschwindigkeit fort-

bewegen. Allerdings wird durch die Vernachlässigung der Wellendämpfung die zeitliche

Korrelation verfälscht wiedergegeben. Diese verfälschte Wiedergabe der Korrelations-

funktionen sowie die Vernächlässigung der räumlichen Korrelation durch die Annahme

unabhängiger Wellenmoden hat sicherlich einen direkten Einfluss auf die resultierenden

Fokker-Planck-Koeffizienten, die direkt von den Korrelationsfunktionen abhängen, und

damit auf die gesamte Transporttheorie. Auch bei den Simulationen fehlt somit bislang

eine realistische Beschreibung der Turbulenz. Ein wesentlicher Vorteil gegenüber ana-

lytischen Modellen liegt allerdings in der Möglichkeit, die exakten Teilchenbahnen zu

bestimmen, anstatt auf Näherungslösungen des gestörten Führungszentrums angewie-

sen zu sein.

Zusammenfassend lässt sich sagen, dass trotz wesentlicher Weiterentwicklungen seit

Einführung der QLT das Hauptproblem bei der Beschreibung des Teilchentransports in

der Heliosphäre unsere mangelnde Kenntnis der dreidimensionalen Struktur der Magnet-

feldturbulenz ist (vgl. Dröge (2000)). Bislang existieren lediglich gemessene Zeitreihen

der Magnetfeldvektoren entlang einer Linie, weshalb durchaus unterschiedliche Abschät-

zungen über die Anisotropie der Turbulenz in der Helisophäre koexistieren (vgl. 2.2.4).

Ob die Abweichungen zwischen den Experimenten und den verschiedenen Theorien durch

eine unzureichende Beschreibung der Turbulenz oder durch die Näherung ungestörter

Führungszentren verursacht wird, kann deshalb letztlich nicht geklärt werden.

Auch wenn aufgrund mangelnder Messdaten nicht klar ist, ob die dreidimensionale Struk-
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tur der Magnetfeldturbulenz bei den in dieser Arbeit durchgeführten Simulationen der

der Heliosphäre entspricht, so handelt es sich vermutlich dennoch um die bislang rea-

listischste numerische Beschreibung des Teilchentransports, da die Magnetfelder nicht

auf bestimmten, vielleicht inkorrekten Annahmen beruhen, sondern auf Grundlage der

MHD-Gleichungen in Zusammenhang mit einem realistischen Turbulenztreiber simuliert

werden (Details siehe Kapitel 2.4).

2.3.4 Hochenergetische Teilchen in der Heliosphäre

Innerhalb der inneren Heliosphäre stellen die hochenergetischen Teilchen aus der Sonne

(Solar Energetic Particles: SEPs) die wichtigste hochenergetische Teilchenspezies dar.

Im Vergleich zur kosmischen Strahlung sind diese Teilchen deutlich niederenergetischer.

Dabei können die Sonnenwindteilchen in mehrere Klassen unterteilt werden (vgl Reames

(1999)):

• SEPs aus Flares: Der relevante Prozess bei der Beschleunigung von Sonnenwindteil-

chen in Flares ist die resonante Welle-Teilchen-Wechselwirkung (siehe Fisk (1978)

und Temerin u. Roth (1992)). Dabei gibt es einige analytische und numerische Un-

tersuchungen der resonanten Wechselwirkung von hochenergetischen Teilchen aus

Flares mit unterschiedlichen Plasmawellentypen, z.B. mit elektromagnetischen Io-

nenzyklotronwellen (siehe Roth u. Temerin (1997), Miller u. Vinas (1993)) und mit

Alfvénwellen (siehe Miller u. Vinas (1993), Miller u. Roberts (1995)). Da bei den

in dieser Arbeit vorgestellten Untersuchungen Welle-Teilchen-Wechselwirkungen

direkt simuliert werden, stellen SEPs aus Flares besonders geeigntete Kandidaten

für einen Vergleich zwischen Experiment und Simulation dar. Bei der Zusammen-

setzung der Teilchenpopulationen aus Flares findet man ein 1000-fach erhöhtes

Verhältnis von 3He/4He (vgl. Reames et al. (1988), Reames (1999)) sowie mehr

schwere Ionen, denen durch die heiße Flareumgebung ihre Elektronen aus den Or-

bitalen entrissen wurden (vgl. Reames (1999)).

• SEPs aus CMEs (koronale Massenauswürfe): Bei koronalen Massenauswürfen wer-

den die hochenergetischsten SEPs erzeugt. Diese hohen Energien werden durch

Beschleunigung an Schockwellen erreicht, die durch CMEs hervorgerufen werden.

Auch hier spielt die Welle-Teilchen-Wechselwirkung indirekt eine wichtige Rol-

le: Die langsam strömenden Sonnenwindteilchen erzeugen resonante Wellen, die
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diese Teilchen in der Nähe des Schocks einsperren, wodurch die Beschleunigungs-

rate der Teilchen extrem erhöht wird. Der Energiegewinn selbst findet durch das

Vor- und Zurückstreuen zwischen der Up- und Downstream-Region eines Schocks

statt. U.a. konnte von Vainio u. Laitinen (2008) durch Monte-Carlo-Simulationen

gezeigt werden, dass hochenergetische Teilchen durch diffusive Schockbeschleuni-

gung in selbstgenerierter Alfvénwellenturbulenz effektiv beschleunigt werden. Die

Zusammensetzung der Teilchenspezies aus CMEs sowie deren Temperatur entspre-

chen dem durchschnittlichen, ungeheizten Material aus der Korona (vgl. Reames

(1999)). Die meisten Flares finden ohne begleitende CMEs statt, sie können aber

auch gleichzeitig vorkommen (siehe “Big Flare Syndrom”, Kahler (1982)). Genau-

eres über die Beziehung von Flares und CMEs findet sich in Kahler (1992) und

Webb (1995).

• SEPs aus CIRs (corotating interaction regions): Diese Regionen bilden sich beim

Aufeinandertreffen von schnellem und langsamem Sonnenwind. Die Teilchen wer-

den an Schockwellen, die sich in den CIRs bilden, beschleunigt.

• ACRs (anomalous cosmic rays): Diese Komponente des Sonnenwindes entsteht

aus interstellaren, neutralen Atomen, die, sobald sie die Heliosphäre erreichen,

ionisiert werden. Die ionisierten Teilchen werden schließlich vom Sonnenwind zum

Termination Shock der Heliosphäre befördert, wo sie dann beschleunigt werden.

• Hochenergetische Teilchen können in der Nähe von Planeten z.B. an planetaren

Bow Shocks beschleunigt werden (siehe z.B. Lee (1982)).

Relevant für den Transport von SEPs in der Heliosphäre ist vor allem die resonante

Welle-Teilchen-Wechselwirkung. Eine Abgrenzung zwischen dem Beschleunigungs- und

Transportprozess ist aber nicht ohne Weiteres möglich. Z.B. kann eine räumliche Ver-

teilung hochenergetischer Ionen aus einer räumlich ausgedehnten Quelle stammen. Die

gleiche Verteilung könnte aber auch durch den Transportprozess von Teilchen erzeugt

werden, die aus einer kompakten Quelle stammen. Nur durch Messungen mit mehreren

Raumsonden können diese zeitlichen und räumlichen Variationen überhaupt unterschie-

den werden (vgl. Reames (1999)). Bei Flares basieren aber sowohl der Beschleunigungs-

als auch der Transportprozess auf der resonanten Welle-Teilchen-Wechselwirkung, was

die SEPs aus Flares für unsere Untersuchungen zusätzlich interessant macht.

Mit der Ausnahme von Gammastrahlung aus Flares können all diese heliosphärischen

Quellen hochenergetischer Ionen nicht mit Photonen beobachtet werden, sondern nur
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durch direkte Messung der Ionen selbst. Dies liegt daran, dass die Teilchen in Gebieten

mit geringer Dichte beschleunigt werden, in denen es nur wenige Wechselwirkungen gibt

und damit die Photonenintensitäten zu gering sind, als dass wir sie messen könnten. Des-

halb müssen wir davon ausgehen, dass die astronomischen Quellen von CRs außerhalb

der Heliosphäre im Allgemeinen auch nicht gesehen werden können. Bei Flares kommt

es zur thermischen Emission des heißen Plasmas und im Fall von Röntgenstrahlung oder

Radio-Bursts wird die Strahlung durch nichtthermische Photonen erzeugt. Darüber hin-

aus wurden in den letzten Jahren auch Gamma-Strahlung und Neutronen beobachtet,

die aus durch Kernreaktionen beschleunigten Ionen stammen (siehe Ramaty et al. (1979),

Chupp (1984), Evenson et al. (1990), Muraki et al. (1992) und Yoshimori et al. (1994)).

2.4 Bewertung der Gültigkeit des

Teilchen-MHD-Hybridcodes für Simulationen in der

Heliosphäre

Im Folgenden werden die Stärken und Schwächen des verwendeten Codes im Bezug auf

die Simulation der Turbulenz und des Teilchentransports in der Heliosphäre diskutiert

und die durchgeführten Untersuchungen kurz aufgelistet.

Der Sonnenwind wird in dieser Arbeit in Form eines dynamischen, kompressiblen MHD-

Plasmas simuliert. Hieraus ergeben sich im Vergleich zu früheren numerischen Untersu-

chungen wesentliche Vorteile:

• Im Rahmen der MHD-Theorie ergibt sich eine mathematisch und physikalisch

korrekte, realistische Darstellung der Wellen bzw. der Turbulenz im simulierten

Plasma. Z.B. findet man für MHD-Plasmen eine korrekte Wiedergabe der Kor-

relationsfunktionen sowie der Intermittenz, also Bereiche im Plasma, die frei von

turbulenten Strukturen sind (vgl. hierfür Edith Falgarone (2003)). In den bishe-

rigen analytischen oder numerischen Modellen wurde dies noch weitgehend ver-

nachlässigt (vgl. 2.3.3).

• Für die Simulationen werden die kompressiblen MHD-Gleichungen verwendet. Da

man sich über die tatsächliche Zusammensetzung kompressibler und inkompres-

sibler Wellen und Strukturen in der Heliosphäre nicht völlig im Klaren ist, aber

sowohl die lokale Erzeugung kompressibler Moden als auch das Mitführen kom-

37



2 Theorie

pressibler Strukturen stark diskutiert wird (vgl. 2.2.4), sollte trotz der Dämpfung

kompressibler Moden die Simulation des Sonnenwindes durch die Entwicklung der

kompressiblen MHD-Gleichungen angemessener sein als durch die Entwicklung der

inkompressiblen MHD-Gleichungen. Eine kleine Einschränkung muss allerdings

hier gemacht werden: Bei der Simulation der kompressiblen MHD-Gleichungen ist

der Inertialbereich durch die numerische Dissipation deutlich verkürzt. Man muss

davon ausgehen, dass er nur etwa eine Größenordnung im Spektrum einnimmt

(vgl. Bruno u. Carbone (2005)), was nicht der Realität im Sonnenwind entspricht.

Durch Simulation der inkompressiblen MHD-Gleichungen würde die numerische

Dissipation deutlich unterdrückt.

• Die MHD-Simulationen sind in der Lage, realistische, anisotrope Spektren zu erzeu-

gen. Die selbe Anisotropie, wie sie von der inkompressiblen GS-Turbulenztheorie

(vgl. 2.2.2) vorhergesagt wurde, kann in dieser kompressiblen Simulation nicht

erwartet werden. Da die Heliosphäre allerdings grundsäztlich ein leicht kompres-

sibles Medium ist, liefert die Simulation der kompressiblen MHD-Gleichungen ver-

mutlich eine realistischere Anisotropie, als man es von inkompressiblen Modellen

erwarten würde, da hier andere physikalische Prozesse möglich sind als in einem

rein inkompressiblen Medium. Die Anisotropie im Dissipationsbereich, der bei Si-

mulationen kompressibler MHD einen wesentlichen Teil des Spektrums einnimmt,

unterscheidet sich allerdings von der Anisotropie im Inertialbereich, wodurch die

hier simulierte Anisotropie vermutlich leicht verfälscht wiedergegeben wird. Da der

tatsächliche Grad der Anisotropie in der Heliosphäre nicht bekannt ist (vgl. 2.2.4),

ist eine klare Aussage über die Gültigkeit der Spektren nicht möglich.

• Eine Besonderheit dieser Arbeit liegt in der hohen Variabilität des Treibmodells.

Hiermit können sowohl kompressible als auch inkompressible Fluktuationen an-

geregt werden, wodurch unterschiedliche Turbulenzerzeugungsmechanismen in der

Simulation abgebildet werden können (vgl. 2.2.4).

Allerdings können nicht alle relevanten Eigenschaften der Sonnenwindturbulenz durch

die Simulation wiedergegeben werden:

• Kinetische Effekte im Plasma können im Rahmen der MHD-Simulation nicht

berücksichtigt werden. Die Grenze wird durch die Ionen-Zyklotron-Frequenz be-

stimmt (vgl. 2.2.4).

• Im Sonnenwind finden wir eine eindeutige Vorzugsrichtung. Der Sonnenwind strömt
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von der Sonne in die Heliosphäre. Auch die Turbulenzen werden hauptsächlich bei

der Sonne erzeugt. Dies führt insbesondere dazu, dass die meisten Fluktuationen

sich radial von der Sonne weg bewegen. Ein kleinerer Teil dieser Fluktuationen

läuft zurück in Richtung Sonne. Diese Vorzugsrichtung kann durch die Simulation

nicht nachvollzogen werden, vielmehr treibt der Turbulenztreiber die Fluktuatio-

nen im Plasma rein isotrop und darüber hinaus homogen an.

• Die Magnetfeldsymmetrie der Parkerspirale wird in der Simulation nicht model-

liert. Die Vorzugsrichtung des Magnetfeldes liegt entlang einer karthesischen Ko-

ordinate.

Für die Simulation der Teilchen bieten sich im Vergleich zu früheren Modellen einige

gravierende Vorteile:

• Bei der Simulation der Teilchen ist man auf keine wie auch immer geartete Nähe-

rung eines ungestörten Führungszentrums beschränkt, da die physikalisch korrekte,

gestörte Teilchenbahn simuliert wird.

• Die Teilchentransportsimulationen werden mit 104 bis 105 Teilchen durchgeführt,

wodurch diese Simulationen eine wesentlich bessere Statistik aufweisen, als dies

bei den bisherigen Simulationen der Fall war.

Einige wichtige Effekte können allerdings von der Simulation nicht berücksichtigt wer-

den:

• Die Rückwirkung der Teilchen auf das Plasma wird vernachlässigt. Insbesonde-

re Teilchen, die Resonanzen unter einem bestimmten Winkel zum Hintergrund-

magnetfeld aufweisen, sollten einen wesentlichen Effekt auf das Plasma und die

Turbulenz im Plasma haben.

In der hier vorgestellten Arbeit werden die folgenden physikalischen Effekte unter-

sucht:

• Besonders viel Aufmerksamkeit widmet diese Arbeit der Untersuchung der Tur-

bulenz, da der Teilchentransport direkt von ihr abhängt. Darüber hinaus ist diese

Untersuchung wichtig, um die Abhängigkeit der Turbulenz vom Treibmechanismus

zu untersuchen.

– Es zeigt sich, dass die Turbulenz zu Beginn des Treibprozesses, während ihrer

Entwicklung und auch nach Erreichen der Konvergenz stark davon abhängt,

ob sie kompressibel oder inkompressibel getrieben wird. Dies wird im De-
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tail untersucht, um eine Vorstellung der Turbulenz in Abhängigkeit von den

Turbulenzgenerierungsprozessen entwickeln zu können.

– Darüber hinaus wird die Turbulenzentwicklung in Abhängigkeit von β un-

tersucht, um ein möglichst breites Verständnis der relevanten physikalischen

Prozesse auch für unterschiedliche Plasmaumgebungen entwickeln zu können.

– Ein besonderes Augenmerk wird dabei der Untersuchung der Spektren sowie

ihrer Anisotropie gewidmet, die sich nicht durch ein bekanntes Turbulenzmo-

dell vorhersagen lässt.

• Bei der Untersuchung des Teilchentransports werden

– zum einen die Gyroresonanzen in Plasmen mit nur wenigen Wellenmoden

untersucht und deren Effekte auf Dµµ gezeigt.

– zum anderen wird die Messung der mittleren freien Weglänge der Teilchen

eines Flares vom 9. Juli 1996 um 18:00 Uhr Weltzeit bis zum 10. Juli 12:00 Uhr

Weltzeit durch das Wind-3DP-Experiment mit dem Hybridcode nachsimuliert

und der Teilchentransport im Detail untersucht.
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In diesem Kapitel werden die numerischen Verfahren, die zum grundlegenden Verständ-

nis des Testteilchen-MHD-Hybridcodes notwendig sind, erklärt. Der Hybridcode besteht

dabei aus einem MHD-Code mit einem variabel einsetzbaren Turbulenztreiber und Rou-

tinen zur gleichzeitigen Simulation der Testteilchentrajektorien. Der MHD-Code zur zeit-

lichen Entwicklung der Felder basiert auf einem CWENO-Verfahren 2. Ordnung kombi-

niert mit einem Runge-Kutta-Verfahren 3. Ordnung und wurde nach dem Vorbild eines

MHD-Codes, der von Dr. Ralf Kissmann im Rahmen seiner Promotion erstellt wurde

(vgl. Kissmann (2006)), aufgebaut. Darüber hinaus wurde der Code um einen Turbu-

lenztreiber ergänzt, der sowohl rein kompressibles als auch rein inkompressibles Treiben

der Turbulenz erlaubt, um verschiedenen Treibszenarien in der Heliosphäre sowie im

ISM Rechnung zu tragen. Zur Adaption der Testteilchenroutinen an den MHD-Code

wurde ein dreidimensionaler, kubischer Spline in Kombination mit einem Runge-Kutta-

Verfahren 3. Ordnung implementiert. Insgesamt lässt sich hiermit der Teilchentransport

unter unterschiedlichen physikalischen Randbedingungen untersuchen.

In Kapitel 3.1 wird der Simulationsablauf auf Grundlage eines Struktogramms erläutert

und an den dafür relevanten Stellen auf die verschiedenen Unterkapitel zur detaillierten

Erklärung der numerischen Verfahren verwiesen. Hierdurch soll eine bessere Vorstellung

des Zusammenspiels der einzelnen numerischen Verfahren und somit des Gesamtkon-

zepts der in dieser Arbeit durchgeführten Untersuchungen vermittelt werden.

3.1 Simulationsablauf und Struktogramm

In diesem Kapitel wird der grundsätzliche Aufbau der Simulation dargelegt. Ausgangs-

punkt dieser Arbeit ist der Wunsch der gleichzeitigen Simulation von Teilchen und

realistischer magnetohydrodynamischer Turbulenz. Hierzu wurde ein Code entwickelt,
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in dem Testteilchen und magnetohydrodynamische Turbulenz gleichzeitig zeitlich ent-

wickelt werden können. Der vorgestellte Code ist aufgrund der sehr rechenaufwändigen

Untersuchungen vollständig parallelisiert, wodurch die Simulationen auf Großrechnern

mit einer großen Anzahl an Prozessoren mit getrennten Arbeitsspeichern durchgeführt

werden können (Details zur Parallelisierung siehe Kapitel 3.9).

In Abb. 3.1 ist der zeitliche Ablauf einer Simulation in Form eines Struktogramms auf-

getragen. Dieser soll im Folgenden diskutiert werden. Zu Beginn der Simulation wer-

den die Felder auf einem dreidimensionalen kubischen Gitter erzeugt. Die Werte hierfür

können entweder im Code direkt gesetzt oder aus bereits simulierten Felder-Ausgaben

wieder eingelesen werden. Die Teilchen werden zu Beginn der Simulation neu initiali-

siert. Ihre Simulation ist dabei allerdings nicht obligatorisch. Das Programm kann auch

einfach als reine MHD-Simulation verwendet werden. Zu Beginn der Simulation werden

außerdem wichtige Parameter gesetzt bzw. aus einer Datei eingelesen, um die MHD-

Simulationen dem untersuchten physikalischen Milieu (z.B. Heliosphäre bei 1AU oder

ISM) anzupassen (siehe hierzu auch Kapitel 3.8) und den genauen Ablauf der Simulation

festzulegen (z.B. Turbulenztreiber an/aus, Häufigkeit des Treiberaufrufs).

Danach beginnt die zeitliche Entwicklung, die für eine vorgegebene Anzahl von Zeit-

schritten durchgeführt wird. Jeder Zeitschritt lässt sich dabei grob in drei nacheinander

ablaufende Programmteile untergliedern: Zunächst wird der Zeitschritt für die Felder

durchgeführt, anschließend für die Teilchen. Am Ende des Zeitschritts kann eine Aus-

gabe der Felder in eine HDF5-Datei erfolgen, um später einen Neustart durchführen zu

können bzw. um die Felder und ihre Turbulenz durch eine dafür speziell im Rahmen

dieser Arbeit programmierten Software auszuwerten (siehe Kapitel 3.4). Dieser Schritt

ist optional und wird immer nur nach längeren Simulationsetappen durchgeführt, um die

Datenflut auf ein Minimum zu begrenzen. Danach ist der Zeitschritt abgeschlossen. Er

wird so lange wiederholt, bis die vorgegebene Anzahl von Zeitschritten simuliert wurde.

Im Anschluss wird das Programm beendet.

Im Folgenden wird die zeitliche Entwicklung von Feldern und Teilchen genauer erläutert.

Der genaue Ablauf der Felderentwicklung hängt hierbei von den zu Beginn eingelesenen

Parametern ab. Soll während der Simulation die Turbulenz getrieben werden, so wird

zunächst die hierfür implementierte Treiberroutine aufgerufen. Soll z.B. nur bei jedem

zehnten Zeitschritt turbulente Energie injiziert werden, wird diese Routine dementspre-

chend für neun Zeitschritte übersprungen, nachdem sie einmal aufgerufen wurde. Soll

überhaupt keine turbulente Energie injiziert werden, so wird die MHD-Entwicklung di-
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rekt aufgerufen. Details zur Treiberroutine sind in Kapitel 3.3 zu finden. Die MHD-

Entwicklung beruht auf einem CWENO-Verfahren (Centerally Weighted Essentially Non

Oszillatory) 2. Ordnung in Kombination mit einem RK-Verfahren 3. Ordnung (siehe

Kapitel 3.2 und 3.6). Am Ende jedes RK-Schritts werden die Ränder zwischen den Pro-

zessoren ausgetauscht. Damit ist die zeitliche Entwicklung der Felder abgeschlossen.

Bei der anschließenden zeitlichen Entwicklung der Teilchen berechnet jeder Prozessor

für jedes der in seinem Simulationsgebiet befindlichen Teilchen vor jedem RK-Schritt die

auf sie wirkende Lorentzkraft mithilfe eines dreidimensionalen, kubischen Splines (siehe

hierzu Kapitel 3.5 und 3.6). Dann wird auf Grundlage der Lorentzkraft der RK-Schritt

für die Teilchen durchgeführt, womit sich sowohl eine neue Teilchengeschwindigkeit als

auch ein neuer Ort für das Teilchen ergeben. Am Ende jedes RK-Schritts muss analy-

siert werden, welche der Teilchen das Simulationsgebiet des Prozessors verlassen haben

und deshalb an den entsprechenden Prozessor verschickt werden müssen. Nach den drei

RK-Schritten kann eine Ausgabe der Teilcheninformationen erfolgen, aus der sich die

Fokker-Planck-Koeffizienten sowie die mittlere freie Weglänge mithilfe der dafür eigens

designten Software bestimmen lassen (vgl. Kapitel 3.7).

Von zentraler Bedeutung für die vielschichtigen Untersuchungen dieser Arbeit ist die

sehr variable Einsetzbarkeit des Codes, was sich durch die unterschiedlichen Simulati-

onsvarianten ergibt.

• Bei jeder Simulation kann festgelegt werden, ob nur MHD-Felder oder auch

zusätzlich Testteilchen miteinbezogen werden. Dies ist insbesondere wichtig,

um den Teilchentransport in voll entwickelter Turbulenz untersuchen zu können.

Hierbei werden zunächst die turbulenten Felder in einer reinen MHD-Simulation

bis zu ihrer Konvergenz entwickelt. Erst dann werden die Teilchen in die Simulati-

onsumgebung injiziert. Damit wird vermieden, dass die Teilchen bereits in der noch

nicht vollständig entwickelten Turbulenz gestreut werden. Darüber hinaus findet

abhängig von der Teilchenenergie und der Turbulenzstärke die zeitliche Entwick-

lung der Testteilchen eventuell bei viel kleineren Zeitskalen statt. Dementsprechend

kann in vielen Fällen eine Konvergenz der Turbulenz auf Zeitskalen, die für die

Teilchen relevant sind, nicht erreicht werden.

• Da der Teilchentransport in voll entwickelter Turbulenz simuliert werden soll, ist

es erforderlich, einen Neustart der Felder durchführen zu können, da für die Si-

mulation der Teilchenbewegung neue Simulationsparameter gesetzt werden müssen
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(wie z.B. ein anderer Zeitschritt) und dementsprechend die Teilchen nicht einfach

im späteren Verlauf der Simulation eingefügt werden können.

• Die Verwendung des Turbulenztreibers ist optional. Es kann also z.B. auch

einfach eine MHD-Welle angeregt und deren Wechselwirkung mit den Testteilchen

untersucht werden.

• Der Turbulenztreiber lässt sowohl die Turbulenzgenerierung durch Injektion rein

kompressibler oder auch rein inkompressibler Fluktuationen zu. Hier-

durch ist es möglich, den Teilchentransport abhängig vom physikalischen Szenario

zu simulieren. Darüber hinaus ergibt sich hier auch die interessante Möglichkeit,

die Turbulenzgenerierung selbst für die verschiedenen Treibmodelle zu analysieren.

3.2 CWENO

Das CWENO-Schema (Centrally Weighted Essentially Non Oscillatory) ist ein Verfahren

zur numerischen Lösung konservativer Differentialgleichungssysteme der Form

∂u

∂t
+∇F (u) = 0, (3.1)

wobei u die zu untersuchende Größe und F (u) ihren Fluss bezeichnen. Bei der zeitlichen

Entwicklung von Gleichungen dieses Typs kann es zur Bildung von Schocks kommen,

die aus mathematischer Sicht eine Unstetigkeit darstellen. In der Numerik werden sie als

“Riemann-Problem” bezeichnet. Die numerisch exakte Lösung eines Riemann-Problems

mit einem Godunov-Löser ist mit einem sehr hohen Rechenaufwand verbunden. Diese

direkte Lösung des Riemann-Problems wird mit dem CWENO-Schema hingegen um-

gegangen, indem über geeignete Zellgebiete gemittelt wird und außerdem bei der Re-

konstruktion Oszillationen weitgehend unterdrückt werden. Damit ergibt sich ein sehr

schneller und leistungsfähiger Algorithmus zu Entwicklung der MHD-Felder. In dieser

Arbeit wurde ein CWENO-Algorithmus 2. Ordnung verwendet. Details zur direkten

Umsetzung finden sich in Weiß (2007) bzw. Kissmann (2006). Eine allgemeinere mathe-

matische Einführung findet sich z.B. in Kurganov u. Levy (2000).
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+dt

HDF5-Ausgabe 
●für neuerlichen Start

●Auswertung

Zeitentwicklung Teilchen:
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Abbildung 3.1: Struktogramm des Testteilchen-MHD-Hybridcodes
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3.3 Turbulenztreiber

Der Turbulenztreiber ist eine Routine des MHD-Teilchen-Hybridcodes, der Fluktuatio-

nen erzeugt und diese dem bestehenden Geschwindigkeitsfeld zufügt. Erst durch die

MHD-Entwicklung entstehen dann auch Fluktuationen im Magnetfeld. Dies entspricht

den angenommenen Treibszenarien, bei denen z.B. Schockwellen von Supernovae oder

CMEs (kompressibel) bzw. Teilchenströme (inkompressibel) eine kinetische Energiezu-

fuhr in das Medium darstellen.

Es stellt sich dabei die Frage, welche Bedingungen an die Fluktuationen, die dem Ge-

schwindigkeitsfeld zugeführt werden, gestellt werden müssen und wie sie im Detail zu be-

rechnen sind. Im Folgenden werden die Anforderungen an das Treibspektrum in Abhängig-

keit von den betrachteten Skalen analysiert, das Treibspektrum aus diesen Bedingungen

abgeleitet und schließlich die Funktionsweise des Turbulenztreibers im seinem zeitlichen

Ablauf erläutert.

Hierfür muss zunächst die Frage geklärt werden, auf welchen Skalen die Turbulenz

getrieben werden soll. Werden Simulationen auf den Skalen durchgeführt, auf denen

tatsächlich turbulente Energie durch ein physikalisches Ereignis wie eine Supernovaex-

plosion dem Medium zugeführt wird, sollten die Fluktuationen diesem Ereignis auch

entsprechen. Im Fall von Supernovae kann die Energieinjektion vermutlich gut durch

eine Sedov-Explosion (Sedov (1959)) modelliert werden. Da in der Heliosphäre die ge-

nauen Treibszenarien nicht ganz verstanden sind, ist eine Modellierung des physikali-

schen Treibszenarios in den meisten Fällen problematisch. Leichter fällt dies, wenn die

Simulationen sich nicht direkt auf den Produktionsbereich, sondern auf einen Abschnitt

des Inertialbereichs beziehen, der durch die Turbulenzkaskade dominiert wird. In diesem

Bereich ist bekannt, dass die Turbulenz aus Fluktuationen bei größeren Skalen gespeist

wird. Dementsprechend sollten in diesem Fall die Fluktuationen, die vom Treiber inji-

ziert werden, selbst einem Kolmogorov- oder GS-Spektrum entsprechen.

Diese Arbeit nimmt als Treibspektrum ein kolmogorov-artiges Spektrum an. Der Produk-

tionsbereich selbst wird durch diese Annahme nicht beliebig zufriedenstellend wiederge-

geben, hierfür müsste eigentlich, abhängig vom tatsächlich stattfindenden physikalischen

Szenario, ein individuelles Treibspektrum erarbeitet werden. Auch für Bereiche, die bei

sehr viel kleineren Skalen als dem Produktionsbereich liegen, sind diese Simulationen

problematisch. Da die Ereignisse, die zur Turbulenzentstehung beitragen, in dieser Ar-

beit in kompressible und inkompressible Phänomene unterteilt werden, müssen sich die
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durchgeführten Untersuchungen zumindest auf Skalen in der Nähe des Produktionsbe-

reichs beziehen, da sonst die Kompressibilität der Kaskade und nicht des physikalischen

Ereignisses darüber entscheidet, ob kompressibel oder inkompressibel getrieben wird.

Die genaue Form des Treibspektrums hat nach Erreichen der Konvergenz einen relativ

geringen Einfluss auf die Spektren. Vorsichtig muss man hingegen bei der Interpretation

der Turbulenzerzeugung zu frühen Zeiten sein. Dementsprechend wird der tatsächlichen

Form der Spektren in Kapitel 4.1 und 4.2.1 im Wesentlichen nur Aufmerksamkeit im

Hinblick auf den Nachweis bestimmter physikalischer Wechselwirkungen gewidmet.

Um die Anforderungen an das Treibspektrum, wie z.B. den spektralen Verlauf in Form

eines Kolmogorov-Spektrums, möglichst einfach festlegen zu können, wird es im Fou-

rierraum definiert. Dabei wird als weitere Bedingung an das Treibspektrum fk

angenommen, dass die Fluktuationen uk zufällig sein und dabei einer Normalverteilung

genügen sollen, wobei fk im Mittel isotrop ist. Demnach besteht fk aus den Moden uk,

die normalverteilt um Null liegen und eine beliebige Phase aufweisen. Diese Fluktuatio-

nen werden natürlich bei den größten Skalen injiziert.

Zur Bestimmung des Treibspektrums fk muss nun noch die Breite der Normalver-

teilung festgelegt werden. Diese bzw. die Varianz der Verteilung ist allerdings abhängig

von k und muss für die Definition von fk noch bestimmt werden. Aus der Definition der

Varianz von uk ergibt sich

σku =

∫
u2Gu,kd

3u ≡
〈
u(k)2

〉
, (3.2)

wobei Gu,k die Normalverteilung von uk angibt. Für die kinetische Energie der Turbu-

lenzen gilt im statistischen Mittel:

E(k) ∝
〈
u(k)2

〉
= σku. (3.3)

Hieraus muss nun noch das richtungsunabhängige Energiespektrum abgeleitet werden,

indem dieses Spektrum über den Raumwinkel unter der Annahme der Isotropie aufin-

tegriert wird, wodurch die k-Abhängigkeit des Spektrums um einen zusätzlichen Faktor

k2 modifiziert wird. Es gilt:

E(k) ∝ σkuk
2. (3.4)

Dieses Spektrum soll einem Potenzgesetz mit der Potenz−s genügen. Für ein Kolmogorov-

Spektrum ergibt sich die Forderung s = 5/3. Damit gilt für σku

σkuk
2 ∝ k−5/3 (3.5)

σku ∝
√
k−11/3 ≈ k−1.8,

47



3 Numerik

womit die Breite der Normalverteilung eindeutig festgelegt ist. Damit kann fk wie folgt

festgelegt werden:

fk = f(k) = s · k−1.8 exp(2πip), (3.6)

wobei “s” eine normalverteilte Zufallszahl und “p” gleichverteilte Zufallszahl zwischen

Null und Eins sind. Durch den Faktor k−1.8 wird die Breite der Zufallsverteilung, mit

der “s” generiert wird, in geeigneter Weise k-abhängig modifiziert. Durch den Faktor

exp(2πip) bekommen alle generierten Wellen zusätzlich eine beliebige Phase. Das Treib-

spektrum ist in Abbildung 3.2 gezeigt. Dabei ist die spektrale Energie PK (Definition:

siehe Kapitel 3.4) in Abhängigkeit von der parallelen (Abszisse) und senkrechten Kom-

ponente (Ordinate) des Wellenvektors aufgetragen. Sowohl die Wellenzahlabhängigkeit

als auch die zufällige Streuung der Fluktuationen ist deutlich zu erkennen. Wird das

Treibspektrum über mehrere Realisierungen gemittelt, ergibt sich ein glattes und isotro-

pes Spektrum.

Im Folgenden wird die Funktionsweise des Turbulenztreibers in seinem zeitli-

chen Ablauf erklärt.

Im Turbulenztreiber wird zunächst eine Treibfunktion f(k) für kompressibles Treiben

bzw. f(k) für inkompressibles Treiben im Fourierraum definiert, wobei die einzelnen

Komponenten von f(k) von einander unabhängig sind und genau wie f(k) Gleichung

3.6 genügen. Diese Funktionen haben zunächst sowohl einen kompressiblen als auch

einen inkompressiblen Anteil. Durch die Bedingungen

∇ · f(x)→ k · f(k) (3.7)

für kompressibles Treiben, bzw.

∇× f(x)→ k× f(k) (3.8)

für inkompressibles Treiben lassen sich die Funktionen auf ihren kompressiblen bzw.

inkompressiblen Anteil reduzieren. An diesen beiden Rechenoperationen ist auch zu er-

kennen, warum f(k) für kompressibles Treiben als skalare Funktion und f(k) für inkom-

pressibles Treiben als vektorwertige Funktion definiert werden muss. Anschließend wird

die Funktion durch den Betrag von k dividiert, damit die spektrale Form von f(k) bzw.

f(k) durch diese Operation nicht verfälscht wird. Gleichzeitig wird darauf geachtet, dass

die resultierende Funktion hermitesch ist. Dies führt dazu, dass im Realraum bei der
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späteren Fouriertransformation rein reellwertige Fluktuationen erzeugt werden. Die so

gewonnenen Funktionen werden durch die Intel-MKL-Cluster-Fouriertransformation in

Fluktuationen im Realraum überführt. Bevor die Fluktuationen auf die Geschwindig-

keitsfelder aufaddiert werden, wird ihr Impulsübertrag bestimmt und abgezogen, damit

durch den Treiber kein Nettoimpuls auf die Geschwindigkeitsfelder übertragen wird.

Außerdem werden die so gewonnenen Fluktuationen noch auf den gewünschten Energie-

inhalt, der injiziert werden soll, normiert. Hierfür gibt es grundsätzlich zwei Möglichkei-

ten, da sich die Energienormierung entweder auf das Treibszenario oder das resultierende

Spektrum beziehen kann. Die injizierte Energie kann also z.B. der Energiedichte entspre-

chen, die durch SN-Explosionen dem ISM zugeführt wird. Dies ist insbesondere eine gute

Arbeitshypothese, wenn sich die Untersuchungen auf physikalische Prozesse im ISM be-

ziehen. Die andere Möglichkeit besteht darin, die injizierte Energie so anzupassen, dass

das resultierende Spektrum im Konvergenzbereich die gewünschte Energie beinhaltet.

Diese Vorgehensweise wurde insbesondere in Kapitel 4.4 angewendet, um das gemessene

Spektrum für die Teilchensimulation erstellen zu können. Schließlich können die Fluk-

tuationen dem Geschwindigkeitsfeld zugefügt werden. Da fk im Fourierraum definiert

wird, gelten für das Spektrum automatisch periodische Randbedingungen.

3.4 Berechnung der turbulenten Spektren

Bei der Auswertung der Felder werden in erster Linie der Grad der Magnetisierung und

die Kompressibilität der Felder untersucht. Hierfür muss das Verhältnis aus der Ener-

gie der magnetischen Fluktuationen (PB) und der kinetischen Energie der Turbulenzen

(PK), bzw. aus der Energie der kompressiblen Moden (PComp) und der Energie der in-

kompressiblen Moden(PShear) analysiert werden.

Die Energien der kompressiblen bzw. inkompressiblen Moden sind wie folgt definiert:

PComp(k) = ρ · ‖k · v(k)‖2 /2 (3.9)

PShear(k) = ρ · ‖k× v(k)‖2 /2. (3.10)

Für die kinetische Gesamtenergie gilt

PK(k) = ρ · v2(k)/2, (3.11)

wobei die Summe aus PComp(k) und PShear(k) die Gesamtenergie PK(k) ergibt. Während

PK(k) sich auf die kinetische Energie der Turbulenzen der MHD-Felder bezieht, bezeich-
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Abbildung 3.2: Treibspektrum: Die spektrale Energie P ∗K ist in Abhängigkeit von der

parallelen (Abszisse) und senkrechten Komponente (Ordinate) des Wellenvektors aufge-

tragen. Sowohl die Wellenzahlabhängigkeit als auch die zufällige Streuung der Fluktua-

tionen ist deutlich zu erkennen. Wird das Treibspektrum über mehrere Realisierungen

gemittelt, ergibt sich ein glattes und isotropes Spektrum.
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Abbildung 3.3: Abbildung zur Verdeutlichung der Berechnung der ein- und zweidi-

mensionalen turbulenten Spektren (P (k) und P (k‖,k⊥)) aus P (k). Die Vorzugsrichtung

in Richtung der z−Achse ist durch das Hintergrundmagnetfeld definiert. Um P (k) zu

erhalten, werden die Werte im dreidimensionalen Fourierraum in Form von Kugelschalen

aufsummiert, denn k =
√
kx

2 + ky
2 + kz

2. Für die Berechnung der zweidimensionalen

Spektren werden die turbulenten Spektren in Form von Zylindermänteln aufsummiert,

denn es gilt k‖ = kz und k⊥ =
√
kx

2 + ky
2.

net P ∗K die turbulente kinetische Energie des Treibspektrums. Für das Energiespektrum

der Magnetfelder gilt:

PB(k) ≡ δB2(k)/2ρ. (3.12)

Für die Berechnung dieser Energien werden die Felderausgaben der Simulation zunächst

in den Fourierraum transformiert und anhand der Gleichungen 3.9 bis 3.12 ausgewertet,

wodurch sich PShear(k), PComp(k), PK(k), PB(k) ergeben. Um daraus die ein- bzw. zwei-

dimensionalen Spektren, d.h. die Spektren in Abhängigkeit von k bzw. von k‖ und k⊥

zu erhalten, werden die dreidimensionalen Fourierfelder in Form von Kugelschalen bzw.

Zylindermänteln aufsummiert (vgl. Abbildung 3.3). Um die Gesamtenergien zu erhalten,

werden die turbulenten Energien in jedem Punkt des Fourierraums aufsummiert.

3.5 Splines

Für die möglichst genaue Simulation der Teilchenbewegung ist es von zentraler Bedeu-

tung, die auf die Teilchen wirkende Lorentzkraft und damit die MHD-Felder entlang der
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Teilchentrajektorie genau zu kennen. Die Felder am Ort der Teilchen sind allerdings nicht

genau bekannt, vielmehr sind sie nur auf einem dreidimensionalen, kubischen Gitter in

Form von Zellmittelwerten gespeichert. Das Nähern der Felder am Ort eines Testteil-

chens durch die Zellmittelwerte der Zelle, in dem sich dieses Teilchen gerade befindet,

führt allerdings zu völlig instabilen Teilchenbahnen. Dies gilt übrigens ganz unabhängig

von der verwendeten Gittergröße, da an den Zellgrenzen die Zellmittelwerte Unstetig-

keiten aufweisen. Darüber hinaus ist die Verfeinerung des Gitters auch wegen des damit

verbundenen immensen zusätzlichen Rechenaufwands keine praktikable Lösung. Offen-

sichtlich müssen die Felder für die Simulation des Teilchentransports in geeigneter Weise

genähert werden. In Weiß (2007) wurde schon im Detail untersucht, dass lineare Nähe-

rungsverfahren bereits für sehr einfache Testfälle deutliche Abweichungen von den ana-

lytischen Lösungen aufweisen, wohingegen ein dreidimensionaler kubischer Spline ein

geeignetes Näherungsverfahren für diese Problemstellung darstellt. Im Folgenden wird

der dreidimensionale kubische Spline kurz vorgestellt. In Kapitel 4.3.1 wird ein geeig-

neter, physikalisch relevanter Testfall zur Untersuchung der Validität der verwendeten

Teilchenroutinen und damit auch des kubischen Splines formuliert und dessen Ergebnis-

se mit analytischen Vorhersagen verglichen.

Bei einem kubischen Spline werden die Felder zwischen zwei Punkten mit einem Poly-

nom dritter Ordnung genähert. Dabei wird angenommen, dass das Feld im Zentrum der

Zelle dem Zellmittel entspricht. Die Zentren der einzelnen Gitterzellen werden somit als

Stützstellen für den Spline verwendet. In einer Dimension ist der Spline mit

F (x) = c000 + c001 · x+ c002 · x2 + c003 · x3 (3.13)

definiert. Um diese Funktion zu bestimmen, müssen allerdings vier Randbedingungen

gefunden werden, die es ermöglichen, die vier Koeffizienten eindeutig festzulegen. Hierfür

verwendet man die Feldwerte und deren Steigungen in den beiden Stützstellen, zwischen

denen der Spline bestimmt werden soll. Um ein kubisches Polynom im Dreidimensionalen

eindeutig festzulegen, müssen insgesamt 43, also insgesamt 64 Koeffizienten bestimmt

werden. Für das Feld am Ort des Teilchens ergibt sich damit:

F (x, y, z) =
3∑

i,j,k=0

cijkx
iyjzk. (3.14)

Um all diese Koeffizienten zu bestimmen, müssen in allen acht Zellzentren der zum Teil-

chen benachbarten Zellen nicht nur die absoluten Werte der Felder, sondern auch sowohl
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Abbildung 3.4: Darstellung eines kubischen Splines in zwei Dimensionen. Man erkennt,

dass in jeder Gitterzelle nur die Zellmittel gespeichert werden. Aus den Zellmitteln der

Nachbarzellen sowie den Ableitungen entlang der verschiedenen Raumrichtungen kann

der kubische Spline bestimmt werden.

deren Ableitungen in x, y und z- Richtung als auch die gemischten Ableitungen in xy-,

xz-, yz, und xyz-Richtung als Randbedingungen berechnet werden. Das Gleichsetzen der

Funktionswerte und Ableitungen entspricht der Forderung einer stetig differenzierbaren

Näherungsfunktion. Der so gewonnene Spline (vergleiche Abbildung 3.4) schmiegt sich

glatt an die Zellmittelwerte an, was der Stabilität der Teilchenbahnen zugute kommt.

Das so gewonnene Gleichungssystem zur Bestimmung der Koeffizienten mit den Abso-

lutwerten und den Ableitungen lässt sich als Matrixgleichung zusammenfassen:

Â · c = b (3.15)

Hierbei ist c der zur Konstruktion des dreidimensionalen Splines nach Gleichung 3.14

gesuchte Koeffizientenvektor, b beinhaltet die Werte der Funktion und ihrer Ableitung

in den acht Gitterpunkten und Â ist eine 64×64 Matrix mit 4096 Einträgen. Die genaue

Struktur von Â ergibt sich aus der expliziten Reihenfolge und dem Aufbau der einzelnen

Gleichungen im Gleichungssystem. Um den Koeffizientenvektor und damit den gesuchten
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Spline bestimmen zu können, muss also das Gleichungssystem

c = Â−1 · b (3.16)

für jeden Zellbereich, in dem sich Teilchen befinden, gelöst werden. spline. Da Â un-

abhängig von der tatsächlichen Größe der zu mittelnden Felder ist und nur von der

Struktur und Reihenfolge des Gleichungssystems abhängt, muss diese Matrix nur ein

einziges Mal berechnet werden. Deshalb wurde Â in einem C++-Programm bestimmt

und mithilfe von Mathematica invertiert. Das so gewonnene Â−1 muss nur einmal in den

Testteilchencode eingelesen werden und kann fortan zur Mittelung der Felder verwendet

werden. In jedem Runge-Kutta-Schritt müssen jetzt nur noch der Vektor b bestimmt

und das Gleichungssystem gelöst werden. Anschließend ergibt sich das gemittelte Feld

am Ort des Teilchens aus Gleichung 3.14.

3.6 Runge-Kutta-Verfahren dritter Ordnung

Für die Zeitintegration der MHD-Gleichungen und der Teilchenbahnen wurde ein Runge-

Kutta-Verfahren dritter Ordnung verwendet. Ausschlaggebend für die Wahl gerade die-

ses Verfahrens ist die niedrige Belastung des Arbeitsspeichers bei vergleichsweise hoher

numerischer Genauigkeit. Die einzelnen Teilschritte sind bei diesem Verfahren wie folgt

definiert:

u1 = un + ∆t · f(un) (3.17)

u2 =
3

4
un +

1

4
u1 +

1

4
∆t · f(u1) (3.18)

un+1 =
1

3
un +

2

3
u2 +

2

3
∆t · f(u2), (3.19)

mit

f(u) = ∂tu. (3.20)

Man erkennt, dass der Algorithmus aus drei Teilschritten besteht, die jeweils nur auf

die direkt zuvor berechneten Zwischenwerte und un zurückgreifen. Deshalb muss hier

zur zeitlichen Entwicklung der Felder nur der Speicherplatz für ein zusätzliches Hilfsfeld

für jede zeitlich zu entwickelnde Größe zur Verfügung gestellt werden. Der Speicher

kann dabei für jeden Runge-Kutta-Schritt wieder überschrieben werden, da immer nur
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auf die direkt zuvor berechnete Hilfsgröße zugegriffen werden muss. Dies gilt sowohl

für die MHD-Felder als auch für die Teilchen. Deshalb können mit diesem im Vergleich

zum Eulerverfahren viel stabileren Algorithmus deutlich arbeitsspeicherplatzschonendere

Berechnungen durchgeführt werden als dies mit anderen Runge-Kutta-Verfahren der Fall

ist.

3.7 Numerische Berechnung der FP-Koeffizienten

In diesem Kapitel werden Details zur Berechnung der Fokker-Planck-Koeffizienten aus

den Informationen der Teilchentrajektorien vorgestellt. Dies wird hier anhand von Dµµ

durchgeführt, kann aber allgemein auf alle Koeffizienten, egal ob im Impuls oder Orts-

raum, ohne zusätzliche Komplikationen erweitert werden.

Aus Kapitel 2.3.2 ist bekannt, dass die Fokker-Planck-Koeffizienten der Einzelteilchen

aus den Trajektorien wie folgt bestimmt werden können

Dµµ,Single particle = lim
t→∞

(∆µ)2

2 · t
, (3.21)

was sich zu

Dµµ,Single particle =
(µEnde − µBeginn)2

2∆t
(3.22)

umformulieren lässt.

Für nur kleine Streuungen sowie unter der Annahme, dass die zeitlichen Korrelations-

funktionen der generalisierten Kräfte nur von der Zeitdifferenz und nicht von den absolu-

ten Zeiten abhängen und dass es eine endliche Korrelationszeit gibt, kann statt Gleichung

3.22 auch eine weitere Formulierung für Dµµ verwendet werden:

Dµµ,Single particle =

∫ t

0

dsµ̇(s)µ̇(t). (3.23)

Diese Formulierung wird als “Kubo-Formalismus” bezeichnet (vgl. Kubo (1957)). Da

die hierfür notwendigen Annahmen nicht unbedingt gültig sind, wurde für die spätere

Auswertung von Dµµ Gleichung 3.22 verwendet.

Zur Bestimmung der Koeffizienten nach 3.22 müssen die Pitchwinkel µ zu Beginn und

am Ende der Simulation des Teilchens genauso bekannt sein wie die Simulationsdauer.
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Bei der Simulation werden die Trajektorien möglichst vieler Teilchen berechnet. In erster

Linie dient dies einer möglichst feinen Abrasterung der turbulenten Felder, an denen die

Teilchen gestreut werden. Aus der Mittelung der Dµµ der Einzelteilchen kann damit

dann Dµµ für das Gesamtsystem bestimmt werden.

Die Koeffizienten sind dabei Funktionen der sechs Phasenraumkoordinaten Xσ = (X, Y,

Z, p, µ, φ). Über den Winkel φ, der mit tanφ = py/px definiert ist, wird dabei gemittelt,

da px und py und damit auch φ nicht eindeutig definiert sind. Dies begründet sich

dadurch, dass die einzige Vorzugsrichtung durch das Magnetfeld B0, das die z-Richtung

festlegt, gegeben ist. Analog kann auch der Ortsraum nur in einen Anteil senkrecht und

parallel zum Hintergrundmagnetfeld aufgeteilt werden. Somit wird auch nicht zwischen

x und y unterschieden.

Um die Fokker-Planck-Koeffizienten in Abhängigkeit der Phasenraumkoordinaten zu

simulieren, findet keine Mittelung über alle Teilchen statt. Stattdessen werden z.B. zur

Berechnung von Dµµ(µ, p) die Teilchen in mehrere ∆µ-∆p-Bereiche eingeordnet und nur

die Teilchen bei der Mittelung miteinbezogen, die im betrachteten Intervall von µ und

p liegen (vgl. Abbildung 3.5).

Anhand des zeitlichen Konvergenzverhaltens von Dµµ lässt sich die Art der Diffusion

bestimmen. Dabei gilt im Grenzfall unendlich langer Simulationszeit〈
∆µ2

〉
∝ tα. (3.24)

Der Exponent α bestimmt dabei die Art der Diffusion. Hierbei wird zwischen super-

diffusivem Verhalten (α > 1), normaldiffusivem Verhalten (α = 1) und subdiffusivem

Verhalten (0 < α < 1) unterschieden.

3.8 Normierung

Zur Normierung der Größen und auch der Gleichungen des physikalischen Systems wird

jede verwendete Variable in einen dimensionslosen Anteil der Größenordnung 1 und eine

Normierungskonstante zerlegt. Die Berechnung im Code erfolgt mit der dimensionslosen

Größe. Dieser Vorgang soll in erster Linie zur Stabilität der numerischen Berechnung

beitragen. Zum anderen dient es aber auch der Übersichtlichkeit und der schnellen An-

passung des Codes auf unterschiedliche physikalische Gegebenheiten. Die Herleitung der

normierten MHD-Gleichungen kann in Kissmann (2006) im Detail nachgelesen werden.

56



3 Numerik

  

Abbildung 3.5: Darstellung des diskretisierten µ-p-Phasenraums. Die Teilchen (blaue

Punkte) werden nur im betrachteten Teilgebiet ∆µ × ∆p in die Mittlung von

Dµµ(∆µ,∆p) miteinbezogen.

Hierfür werden vier unabhängige Variablen verwendet: Die Kantenlänge des Simulati-

onsgebiets L, die Masse m0 des Wasserstoffatoms sowie deren Anzahldichte n0 und die

Temperatur des Systems, die direkt mit der Schallgeschwindigkeit verknüpft ist. Die

restlichen Größen und ihre Normierung sind in Tabelle 3.1 angegeben.

Zusätzlich zu den MHD-Gleichungen müssen für den Hybridcode die Bewegungsglei-

chungen der Testteilchen normiert werden. Die physikalischen Formen der verwendeten

Gleichungen sind

dx

dt
= v (3.25)

dv

dt
=

F

m
. (3.26)

Für die Kraft F ergibt sich dabei unter Verwendung des ohmschen Gesetzes bei ver-

nachlässigbarer Resistivität

E = −u×B (3.27)
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Variable Normierungskonstante

Länge x = Lx̃ L [m]

Protonenmasse m = m0m̃ m0 [kg]

Anzahldichte n = n0ñ n0 [m3]

Temperatur T = T0T̃ T0 [K]

Dichte ρ = ρ0 ρ̃ ρ0 [kg/m3] = m0n0

Gasdruck P = P0P̃ P0 [Pa] = n0kBT0

Geschwindigkeit u = u0ũ u0 [m/s] = cs=
√
kBT0/mp

Zeit t = τ t̃ τ [s] = L/u0=L/cs

Magnetfeld B = B0B̃ B0 [T] =
√
µ0ρ0cs

Stromdichte J = J0J̃ J0 [Cm−2s−1] = B0/(Lµ0) = cs/L
√
µ0ρ0

Energiedichte e = e0ẽ e0 [Jm−3] = ρ0c
2
s

Energiezufuhr Se = Se0S̃
e Se0 [Jm−3s−1] = e0/τ = ρ0c

3
s/L

Tabelle 3.1: Normierungskonstanten des Hybridcodes. Die vier unabhängigen Variablen

werden hier zuerst angegeben. Im Anschluss werden die restlichen Variablen in Abhängig-

keit von den unabhängigen Variablen definiert.

die folgende Gleichung:

F = q (E + v ×B) = q (−u×B + v ×B) . (3.28)

Unter Einbeziehung der normierten Größen ergibt sich:

F̃F0 = q̃
(
−ũ× B̃ + ṽ × B̃

)
q0u0B0. (3.29)

In normierter Form lautet die Lorentzkraft also:

F̃ = q̃
(
−ũ× B̃ + ṽ × B̃

)
(3.30)

mit den Normierungskonstanten

F0 = q0u0B0. (3.31)

Die Form der Lorentzkraft ändert sich also durch die Normierungskonstante nicht. Für

3.26 gilt mit 3.31 und t0 = L0/u0:

d(ṽ u0)

d(t̃ t0)
=

F̃

m̃

F0

m0

(3.32)

⇔ dṽ

dt̃
=

F̃

m̃

q0B0L0

m0u0

. (3.33)
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Gleichung 3.26 hat also durch die Normierung einen zusätzlichen Faktor erhalten. Dies

muss bei der Umsetzung im Testteilchencode berücksichtigt werden. Für 3.25 gilt schließ-

lich:

d(x̃x0)

(dt̃ t0)
= ṽ u0. (3.34)

Die normierte Form ist also

dx̃

dt̃
= ṽ (3.35)

mit der Normierungskonstanten

x0 = u0t0 = u0
L0

u0

= L0. (3.36)

3.9 Parallelisierung

Die in dieser Arbeit durchgeführten Simulationen sind mit einem sehr hohen Rechen-

aufwand und immensen Belastungen des Arbeitsspeichers verbunden. Zum einen ist für

die Simulation eines realistischen Spektrums, das sich über einen möglichst großen Ska-

lenbereich erstreckt, eine hohe Gitterauflösung unbedingt notwendig. Darüber hinaus ist

für die Untersuchung der Teilchenstreuung eine gute Statistik von großem Interesse.

Um dies bewerkstelligen zu können, wurde der Code für Teilchen und Felder vollständig

mit MPI parallelisiert. Dabei wird der simulierte Raum in mehrere gleich große Teilbe-

reiche untergliedert und jeder Prozessor berechnet die zeitliche Entwicklung der Felder

und Teilchen eines dieser Teilbereiche. Nach jedem Runge-Kutta-Schritt werden von

allen Prozessoren die Felderinformationen der Ränder an die Prozessoren, die die Nach-

bargebiete berechnen, verschickt. Auch die Teilchen, die das Simulationsgebiet während

eines Runge-Kutta-Schritts verlassen, werden auf dem Prozessor gelöscht und auf dem

jeweiligen Nachbarprozessor neu erzeugt.

Normalerweise wird hierbei darauf geachtet, dass der Kommunikationsaufwand zwischen

den Prozessoren minimiert wird, was mit einer Minimierung der Grenzflächen gleichzu-

setzen ist. Durch die Fouriertransformation des Turbulenztreibers ist es allerdings not-

wendig, die Unterteilung des gesamten Simulationsgebietes nur entlang einer Achse zu

erlauben. Hierdurch entstehen nicht optimal kleine Grenzflächen, was den Kommuni-

kationsaufwand etwas erhöht. Es kann also bei einer Verdopplung der Prozessoranzahl
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keine Halbierung der Simulationszeit erreicht werden. Die Limitierung an die Raumun-

terteilung zwischen den Prozessoren ist bei jeder Fouriertransformation in dieser Weise

vorgegeben und kann nicht umgangen werden, ohne Qualitätseinbußen beim Turbulenz-

treiber in Kauf nehmen zu müssen. Da die klare Unterscheidung von kompressiblem und

inkompressiblem Treiben und der daraus entstehenden Turbulenz bei dieser Arbeit einen

hohen Stellenwert einnimmt, sollen die Ergebnisse auf keinen Fall durch numerische Ef-

fekte verfälscht werden. Deshalb wird der etwas höhere numerische Aufwand zu Gunsten

einer besseren Numerik in Kauf genommen. Durch die hohe Effizienz der Intel-MKL hält

sich der Gesamtaufwand allerdings im Rahmen.

Die Grafik 3.6 zeigt die benötigte Rechenzeit eines Testfalls auf einem Gitter der Größe

5123 in Abhängigkeit von der Prozessoranzahl. Im Idealfall müsste sich die Rechenzeit

in Abhängigkeit der Anzahl an verwendeten Prozessoren x wie 1/x verhalten. Aufgrund

der Limitierungen bei der Zerlegung der Felder durch die Fouriertransformation kann

dieser Wert allerdings nicht erreicht werden. Je geringer die Gitterauflösung ist, umso

günstiger verhält sich der Code bei der Parallelisierung, da die Grenzflächen mit höher

werdender Gitterauflösung überproportional ansteigen. Da die im Ergebnisteil vorge-

stellten Simulationen für eine Gitterauflösung von 2563 bzw. 5123 durchgeführt sind,

stellt der angegebene Testfall sogar eine eher pessimistische Abschätzung der Paralleli-

sierungseffizienz dar.
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Abbildung 3.6: Die Abbildung zeigt einen Vergleich zwischen den verschiedenen Si-

mulationszeiten in Abhängigkeit von der verwendeten Prozessoranzahl auf einem Gitter

der Auflösung 5123. Man sieht, dass beim Übergang von 32 auf 64 Prozessoren die Simu-

lationszeit auf 58% reduziert wird. Eine Erweiterung auf 128 Prozessoren reduziert die

Simulationszeit auf 36% im Vergleich zu 32 Prozessoren. Der Idealfall, bei dem sich die

Rechenzeit in Abhängigkeit der Anzahl an verwendeten Prozessoren x wie 1/x verhält,

bzw. eine Reduktion auf 50% bzw. 25% der ursprünglichen Simulationszeit erreicht wird,

kann aufgrund der für die Fouriertransformation notwendigen Aufteilung des Simulati-

onsgebiets entlang nur einer Achse nicht erreicht werden.
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Im Folgenden werden die Ergebnisse dieser Arbeit, die sich aus mehreren Teilbereichen

der Turbulenzanalyse und Teilchentransportuntersuchungen zusammensetzen, präsen-

tiert. Die Resultate beziehen sich zwar in erster Linie auf Grund der leichteren Vali-

dierbarkeit auf die Verhältnisse in der Heliosphäre, da aber im interstellaren Medium

(ISM) vermutlich dieselben oder zumindest ähnliche Mechanismen bei Turbulenz und

Teilchentransport dominieren, können einige Ergebnisse auch als relevant für das ISM

erachtet werden. In dieser Einleitung soll der Zusammenhang der einzelnen Fragestel-

lungen, denen sich diese Arbeit widmet, verdeutlicht werden.

Selbstverständlich muss jede Untersuchung des Teilchentransports eine ausführliche Ana-

lyse der Turbulenz beinhalten, da der Transport direkt von den turbulenten Magnet-

feldern des Plasmas abhängt. Ein ausgesprochen wichtiges Ziel dieser Arbeit ist eine

möglichst realistische Modellierung des turbulenten Plasmas für die Simulation des Teil-

chentransports, die hier in diesem Zusammenhang erstmals auf Grundlage der MHD-

Gleichungen erfolgt. Hiermit setzt sie sich deutlich von vorherigen Simulationen ab.

Darüber hinaus wird ein besonderes Augenmerk auf die komplexen Erzeugungsmechanis-

men heliosphärischer bzw. astrophysikalischer Turbulenz gelegt. Dabei sind die tatsächli-

chen Erzeugungsmechanismen der Turbulenz nicht ganz geklärt. Grundsätzlich lassen sie

sich aber in drei Typen unterscheiden: Die Turbulenz kann entweder durch rein kompres-

sible Störungen, rein inkompressible Störungen oder einem Gemisch aus kompressiblen

und inkompressiblen Störungen angetrieben werden. Da Schocks, wie sie z.B. im Zusam-

menhang mit CMEs und CIRs in der Heliosphäre (vgl. Kapitel 2.3.4) bzw. Supernovae

oder Supernovaüberresten im ISM entstehen, ein kompressibles Phänomen sind, muss

man davon ausgehen, dass diese im umgebenden Plasma hauptsächlich kompressible

Störungen anregen. Auf der anderen Seite konnte gezeigt werden, dass insbesondere

strömende, hochenergetische, geladene Teilchen, also die SEPs bzw. CRs selbst, inkom-

pressible Alfvénwellen erzeugen können (vgl. z.B. Skilling (1975)). Dass ganz unter-
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schiedliche Kombinationen aus schockähnlichen Phänomenen und strömenden Teilchen

die Turbulenz in den verschiedenen Regimen erzeugen können, ist dabei selbstverständ-

lich. Diesen unterschiedlichen Erzeugungsmechanismen wird durch zwei verschiedene

Einstellungsmöglichkeiten des Turbulenztreibers Rechnung getragen. Dieser lässt es zu,

dass die Fluktuationen entweder rein kompressibel oder rein inkompressibel angeregt

werden, was es ermöglicht, die Grenzbereiche der unterschiedlichen Erzeugungsmecha-

nismen grob abzustecken. Da insbesondere in der Heliosphäre Teilchen bei der Messung

normalerweise einem Ereignis zugeordnet werden können, kann hier auch der vermute-

te Turbulenzerzeugungsmechanismus direkt angewendet werden. Es zeigt sich, dass die

Turbulenz vom Treiben der ersten Moden, während ihrer Entwicklung und sogar nach

Erreichen der Konvergenz stark vom angenommenen Erzeugungsmechanismus abhängt.

Deshalb sind eine Berücksichtigung der unterschiedlichen Erzeugungsmechanismen bei

der Modellierung des Turbulenztreibers sowie eine ausführliche Untersuchung der Tur-

bulenz in Abhängigkeit vom Erzeugungsmechanismus wesentliche Teile dieser Arbeit.

Kapitel 4.1 beschäftigt sich mit den physikalischen Prozessen der Turbulenzerzeugung

zu frühen Zeiten unter der Annahme, dass nur kleine, energiearme Störungen in das

Plasma injiziert werden (schwache Turbulenz). In Kapitel 4.2 wird die Entwicklung der

Turbulenz bei mittelstarkem Antreiben der Turbulenz von der ersten Energie-Injektion

bis zur konvergierten Turbulenz untersucht (entstehende starke Turbulenz).

Im Anschluss folgt die Untersuchung des Teilchentransports. Hier wird zunächst in Ka-

pitel 4.3 der Teilchentransport in Plasmen untersucht, die nur wenige Moden mit rele-

vanter Energie aufweisen. Es wird gezeigt, dass der Transport von der Welle-Teilchen-

Wechselwirkung dominiert wird und wie sich die Resonanzen dieser Wechselwirkung auf

die Fokker-Planck-Koeffizienten und somit auf den Transport für kompressibles und in-

kompressibles Treiben der Turbulenz auswirken. In Kapitel 4.4 erfolgt schließlich ein

Vergleich zwischen Simulation und Experiment. Dabei werden in den Simulationen die

Turbulenzen der Magnetfelder in derselben Weise aufgebaut, wie sie beim einem Fla-

re, gemessen durch das Wind-3DP-Experiment vom 9. Juli 1996 um 18:00 Uhr UTC

bis zum 10. Juli 12:00 Uhr UTC, vorgeherrscht haben. Die simulierten mittleren freien

Weglängen werden hierbei mit den gefitteten Daten der Messung verglichen. Darüber

hinaus werden weitere Untersuchungen des simulierten Transports durchgeführt.

Eine Abschätzung des Fehlers ist bei den nachfolgend dargestellten Ergebnissen sowohl

für die Turbulenz als auch für den Teilchentransport nicht ohne weiteres möglich, da

beide von nichtlinearen Prozessen dominiert werden und dementsprechend ein Vergleich
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mit analytischen Ergebnissen nicht möglich ist. Dennoch lassen sich indirekte Aussagen

generieren:

Im Fall der Turbulenz wird bei jedem Treiben das Treibspektrum durch eine neue Wahl

von Zufallszahlen modifiziert. Demensprechend findet bereits nach kurzer Zeit eine sta-

tistische Mittelung bei den injizierten Spektren statt. Eine andere Kombination von

Zufallszahlen (z.B. durch eine Änderung der Saaten der Zufallzahlengeneratoren) hat

keinen Effekt auf die tatsächliche Ausprägung der Turbulenz. Der spektrale Verlauf des

Treibspektrums kann insbesondere zu frühen Zeiten die Turbulenz beeinflussen. Da die-

ser allerdings Kolmogorov-artig definiert wurde, stellt er insgesamt eine sehr vernünftige

Wahl dar. Bei den verwendeten Gittergrößen von 2563 bzw. 5123 ist der Inertialbereich

zwar etwas verkürzt dargestellt, dennoch sind auch für höhere Gitterauflösungen nur

relativ geringe Veränderungen zu erwarten.

Beim Teilchentransport lässt sich die hohe Validität indirekt durch die Welle-Teilchen-

Resonanz und die hohe Übereinstimmung mit den experimentellen Ergebnissen belegen.

Gleichzeitig wird in Kapitel 4.4.2 auch das Konvergenzverhalten der Simulationsergeb-

nisse untersucht. Die Resultate dieser Untersuchung sind ebenfalls sehr vielversprechend.

Insgesamt lässt sich hieraus schließen, dass insbesondere bei den Transportuntersuchun-

gen der Fehler als sehr gering einzuschätzen ist.

4.1 Schwache Turbulenz

Die Theorie der schwachen Turbulenz spielt in der inneren Heliosphäre und in der Nähe

der Korona eine wichtige Rolle, da hier die Fluktuationen im Vergleich zum Hintergrund-

magnetfeld klein sind (vgl. Tu u. Marsch (1996) und Rappazzo (2010)). Ob die Verhält-

nisse im ISM denen der schwachen Turbulenz entsprechen, ist hingegen nicht ganz klar

(vgl. Elmegreen u. Scalo (2004); Scalo u. Elmegreen (2004)). Da also insbesondere bei

der Turbulenzerzeugung in der Heliosphäre und Korona die Bedingungen für schwache

Turbulenz und somit für einen dominaten Drei-Wellen-Wechselwirkungsprozess gegeben

sind, soll im Folgenden untersucht werden, ob Drei-Wellen-Wechselwirkungen zu Beginn

des Treibprozesses in den MHD-Simulationen nachgewiesen werden können und wie dies

mit den möglichen Treibszenarien zusammenhängt.

Um dies zu ermöglichen, wird in Kapitel 4.1.1 ein Fingerabdruck für die Drei-Wellen-

Wechselwirkung erarbeitet, der es ermöglichen soll, diese in der MHD-Simulation zu iden-
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tifizieren. In den folgenden Kapiteln 4.1.2, 4.1.3 und 4.1.4 erfolgt schließlich der Nachweis

anhand der zuvor hergeleiteten Identifizierungsmerkmale. Soweit nichts anderes angege-

ben ist, werden im Folgenden normierte Einheiten verwendet. Die Simulationen wurden

auf einem Gitter die Größe 5123 durchgeführt.

4.1.1 Nachweismöglichkeiten der Drei-Wellen-Wechselwirkung

Inverse Kaskade:

Aus der Energie und Impulserhaltung der Drei-Wellen-Wechselwirkung (vgl. Gleichung

2.37) kann man die möglichen Wechselwirkungen ableiten. Da die Reaktion 2.36 in bei-

de Richtungen ablaufen kann, können aufgrund der Impulserhaltung sowohl Wellen mit

größerem als auch mit kleinerem Wellenvektor aus einer solchen Reaktion hervorgehen.

Eine durch eine injizierte Störung im Plasma angeregte Welle könnte also sowohl zu klei-

neren als auch zu größeren Wellenvektoren durch Drei-Wellen-Wechselwirkung überführt

werden. Der Fall, dass eine turbulente Struktur zu größeren Wellenzahlen kaskadiert, ist

auch aus der Hydrodynamik bekannt und stellt im Inertialbereich des Spektrums den

relevanten physikalischen Prozess dar. Die umgekehrte Richtung, bei der Störungen mit

großen Wellenzahlen in solche mit kleinen Wellenzahlen umgewandelt werden, findet in

der Hydrodynamik aus Entropiegründen im Dreidimensionalen allerdings nicht statt.

Dieser Prozess wird als “inverse Kaskade” bezeichnet. Sie ist ein deutlicher Hinweis auf

Drei-Wellen-Wechselwirkung. Im Folgenden soll erklärt werden, wie der Nachweis einer

inversen Kaskade erfolgen kann.

In warmen Plasmen befinden sich grundsätzlich schnelle und langsame magnetosoni-

sche Wellen (kompressibel) und Alfvénwellen (inkompressibel). Durch das Injizieren

rein kompressibler Fluktuationen können zunächst nur magnetosonische Wellen und

durch das Injizieren inkompressibler Fluktuationen zunächst nur Alfvénwellen angeregt

werden (siehe hierzu Kapitel 4.2.1). Die folgende Argumentation wird anhand des in-

kompressiblen Treibszenarios durchgeführt. Für kompressibles Treiben gelten analog die

gleichen Überlegungen. Führen die direkt angetriebenen Alfvénwellen eine Drei-Wellen-

Wechselwirkung durch und zerfallen in andere Moden, so sollte dabei eine inverse Kas-

kade entstehen. Da das Treibspektrum aber, wie in Kapitel 3.3 gezeigt, zu größeren

Wellenvektoren hin exponentiell abfällt, werden sowieso hauptsächlich Wellen mit klei-

nem Wellenvektor angeregt. Sollten dennoch Moden mit größerem Wellenvektor in Mo-

den mit kleinem Wellenvektor übergehen, würde dies von den direkt angeregten Wellen
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komplett überdeckt werden. Eine inverse Kaskade kann also im Spektrum nicht oh-

ne Weiteres nachgewiesen werden. Hierfür ist es notwendig, die direkt von dem Trei-

ber angeregten Wellen von denen, die durch Drei-Wellen-Wechselwirkung erzeugt wer-

den, trennen zu können. Dies ist möglich, indem das Spektrum in einen kompressiblen

und einen inkompressiblen Anteil zerlegt wird. Bei inkompressiblem Treiben werden nur

Alfvénwellen, die im inkompressiblen Teil des Spektrums nachgewiesen werden können,

angeregt. Erst nach einigen Simulationsschritten entstehen auch Moden im Spektrum

der kompressiblen Fluktuationen. Sollten sich diese kompressiblen Moden durch Drei-

Wellen-Wechselwirkung aus den getriebenen Alfvénwellen gebildet haben, so sollte im

Spektrum der kompressiblen Fluktuationen eine inverse Kaskade nachzuweisen sein. Der

Nachweis einer inversen Kaskade erfolgt also, indem das Spektrum in einen kompressi-

blen und einen inkompressiblen Anteil zerlegt wird. Der nicht getriebene Anteil des

Spektrums sollte dann eine inverse Kaskade aufweisen.

Abhängigkeit von der durch den Treiber injizierten Energie:

Die auf Grundlage der Gleichungen 2.36 bis 2.37 möglichen Wechselwirkungen sind im

Allgemeinen wegen einer zu großen Anzahl an Freiheitsgraden nicht festzulegen. Bei dem

Spezialfall von Wellen, die sich ausschließlich parallel zum mittleren Hintergrundmagnet-

feld ausbreiten, wurden hingegen von Vainio u. Spanier (2005) die folgenden möglichen

Interaktionen bestimmt.

A± + S∓ ↔ A∓ β � 1 (4.1)

A± + A∓ ↔ S± β � 1 (4.2)

Dabei steht A für eine Alfénwelle und S für eine Schallwelle bzw. eine magnetosonische

Welle. Die hochgestellten Plus- und Minuszeichen geben die Ausbreitungsrichtungen der

Wellen an. Es gibt also für ein gegebenes β nur zwei mögliche Interaktionen bei der

Drei-Wellen-Wechselwirkung. Obwohl diese Gleichungen streng genommen nur für rein

parallel laufende Wellen gültig sind, lässt sich dieses Verhalten dennoch im Mittel auch

auf den dreidimensionalen Fall übertragen. Da es sich hierbei um einen semi-klassischen

Ansatz handelt, werden diese Wechselwirkungen in Form eines Austauschs von Ener-

giequanten beschrieben, die wiederum durch Besetzungszahlen ausgedrückt werden. Um

den Energietransfer bei diesem Prozess abzuschätzen, kann man Differentialgleichungen
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für die Besetzungszahlen herleiten (siehe hierzu Chin u. Wentzel (1972)):

dN+
A

dt
= − 4π

vA + cs
| V |2 N (4.3)

dN−A
dt

= +
4π

vA − cs
| V |2 N (4.4)

dN+
S

dt
= +

2π

vA
| V |2 N− νSN+

S (4.5)

N = N+
AN

−
A +N+

AN
+
S −N

−
AN

+
S (4.6)

| V |2 =
vA

4πρc2s
ω+
Aω
−
Aω

+
S (4.7)

Man sieht also, dass der zeitliche Zuwachs der Besetzungszahlen und somit die Energie

einer bestimmten Mode abhängig ist von der Größe N, also von der Summe der Produkte

der Besetzungszahlen der verschiedenen Moden im System. Diese Tatsache lässt sich als

Nachweis für Drei-Wellen-Wechselwirkung ausbauen. Verändert man in der Simulation

z.B. die Besetzungszahlen N±A , indem man die Treibstärke im inkompressiblen Treibfall

variiert, so werden sich auch die Besetzungszahlen von N±S gemäß Gleichung 4.5 ändern

und damit auch die Intensität der kompressiblen Energie. Diese Abhängigkeit von der

Treibstärke der durch Drei-Wellen-Wechselwirkung erzeugten Wellen wird in Kapitel

4.1.3 im Detail für kompressibles und inkompressibles Treiben mit β � 1 bzw. β � 1

untersucht.

Übergang zum Regime der starken Turbulenz:

Die hier vorgestellte Theorie der Drei-Wellen-Wechselwirkung basiert grundlegend auf

der schwachen Turbulenz. Damit ist zu erwarten, dass der Prozess der Drei-Wellen-

Wechselwirkung nicht mehr dominiert, sobald das Regime der schwachen Turbulenz

verlassen wird. Ein guter Indikator hierfür ist das Verhältnis injizierter Energie zur

Hintergrundenergie. In diesem Fall ist das die Energie des Hintergrundmagnetfeldes.

Der Übergang zwischen schwacher und starker Turbulenz ist zu erwarten, sobald etwa

genauso viel Energie zur Turbulenzanregung injiziert wurde wie Hintergrundmagnetfel-

denergie in dem System enthalten ist. Dieser Übergang zwischen schwacher und starker

Turbulenz wird in Kapitel 4.1.4 untersucht.
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4.1.2 Inverse Kaskade

Die folgende Untersuchung bezieht sich auf den Spezialfall des inkompressiblen Treibens

mit β = 0.22, kann analog aber auch für andere Werte von β bzw. auch für kompressibles

Treiben durchgeführt werden. Zu Beginn der Simulation wird ein ruhendes Plasma ohne

Störungen im homogenen Hintergrundmagnetfeld oder im Geschwindigkeitsfeld einge-

stellt. Zu jedem Zeitschritt wird dann ein Spektrum von inkompressiblen Fluktuationen

mit vordefinierter Energie in jede Komponente des Geschwindigkeitsfelds injiziert, wie

dies bereits in Kapitel 3.3 erläutert wurde. Nach jedem Zeitschritt nach der ersten In-

jektion von inkompressiblen Störungen werden die ein- und zweidimensionalen Spektren

der kompressiblen Fluktuationen der Geschwindigkeitsfelder des Plasmas berechnet.

Betrachten wir zunächst die zweidimensionalen Spektren der kompressiblen Fluktuatio-

nen in Abbildung 4.1(a) bis 4.1(f), die bei der Simulation nach unterschiedlich langer

Simulationszeit entstehen. Zu Beginn befindet sich noch keine kompressible Energie in

den Feldern, aber nach t̃ = 10−3 entstehen bereits kompressible Fluktuationen (siehe

Abbildung 4.1(a)). Nach t̃ = 2.5 · 10−3 bildet sich ein über weite Bereiche im Wel-

lenzahlenraum ausgedehntes Spektrum mit einem Maximum bei kleinen Wellenlängen

aus (siehe Abbildung 4.9(a)). Im weiteren Simulationsverlauf wandert dieses Maximum

von großen Wellenvektoren k zu kleinen k (siehe Abbildung 4.1(c) bis 4.1(f)). Es zeigt

sich also eine inverse Kaskade. Des Weiteren wird auch das eindimensionale Spektrum

der kompressiblen Fluktuationen berechnet (siehe Abbildung 4.2). Es entspricht dem

zweidimensionalen Spektrum, das in Abbildung 4.1(a) bis 4.1(f) nach t̃ = 2.5 · 10−3 ,

t̃ = 3.45 · 10−2 und t̃ = 1.445 gezeigt wird. Zur Zeit t̃ = 2.5 · 10−3 befindet sich das

Maximum des Spektrums bei den höchsten Wellenzahlen des Treibspektrums. Danach

bewegt sich das Maximum wieder zu kleineren k

Offensichtlich wird zu Beginn ein Großteil der spektralen Energie bei großen Wellenvek-

toren erzeugt und wandert dann von großen zu kleinen Wellenzahlen, was man sowohl

im zeitlichen Verlauf der eindimensionalen und auch zweidimensionalen Spektren se-

hen kann. Unter der Annahme, dass die Fluktuationen bei kleinen Wellenzahlen aus

denen mit großen Wellenzahlen hervorgehen, ist dies eine inverse Kaskade. Die inverse

Kaskade ist, wie bereits in Kapitel 4.1.1 erklärt, ein starker Hinweis auf Drei-Wellen-

Wechselwirkung. 4-Wellen-Wechselwirkung kann ausgeschlossen werden, da laut Gold-

reich u. Sridhar (1995) sich hierbei nur die senkrechten Komponenten ändern würden,

was unseren Ergebnissen widerspricht. Noch höhere Ordnungen können auf Grund der
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Abbildung 4.1: Inverse Kaskade: PComp für inkompressibles Treiben und β = 0.22

geringen Energiemenge, die zu diesen frühen Simulationszeiten ins System injiziert wur-

den, ausgeschlossen werden.

Man sieht also bei den hier gezeigten ein- und zweidimensionalen Spektren (Abbildung
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4.2 sowie Abbildung 4.1(a) bis 4.1(f), dass sich auch für größere Wellenzahlen außer-

halb des Treibbereichs Fluktuationen bilden. Dies kann als vorwärts gerichtete Kaskade

interpretiert werden, was sich auch durch Drei-Wellen-Wechselwirkung erklären lässt.

PComp für inkompressibles Treiben und β = 0.22
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Abbildung 4.2: Die Abbildung zeigt die logarithmische Auftragung der Energie der

kompressiblen Fluktuationen bei inkompressiblem Treiben mit β = 0.22. Nach t̃ =

2.5 · 10−3 findet man das Maximum des Spektrums bei den größten getriebenen Wel-

lenvektoren. Danach wandert das Maximum zu kleineren |k|. Bei |k|=13 findet man

außerdem eine Unstetigkeit in der kompressiblen Energie des Spektrums, die dadurch

zustande kommt, dass die Turbulenz nur für Wellenvektoren bis |k|=13 getrieben wird.

Die kompressible Energie bei höheren Wellenzahlen wird durch eine vorwärts gerichtete

Kaskade erzeugt. Dieser Prozess benötigt einige Zeit, um die Unstetigkeit bei |k| >13

abzubauen und ein glattes Spektrum zu erzeugen, wie dies zu späteren Simulationszeiten

der Fall ist.

70



4 Ergebnisse

4.1.3 Abhängigkeit der Intensität der durch

Drei-Wellen-Wechselwirkung erzeugten Moden von der

Treibstärke

Da durch den Nachweis der inversen Kaskade ein starker Hinweis auf Drei-Wellen-

Wechselwirkung vorliegt, soll hier eine genauere Untersuchung des Umwandlungsprozes-

ses von kompressibler in inkompressible Fluktuationen und umgekehrt erfolgen. Deshalb

soll bei der hier vorgestellten Untersuchung die Abhängigkeit der Energie kompressiber

Moden von der Treibstärke der inkompressiblen Moden und umgekehrt für β = 0.22 und

β = 10 ermittelt werden. Im Folgenden werden zunächst der Simulationsaufbau und die

Auswertung erläutert. Anschließend werden die Ergebnisse im Zusammenhang vorge-

stellt und danach getrennt für inkompressibles und kompressibles Treiben erläutert.

Der Versuchsaufbau ist prinzipiell der gleiche wie in Kapitel 4.1.2: In ein zunächst ruhen-

des Plasma ohne Fluktuationen im Hintergrundmagnetfeld oder dem Geschwindigkeits-

feld wird entweder ein Spektrum mit kompressiblen Fluktuationen oder ein Spektrum

mit inkompressiblen Fluktuationen injiziert. Im Gegensatz zu der vorherigen Untersu-

chung in Kapitel 4.1.2 berechnen wir hier die Spektren nur zu einem bestimmten Zeit-

schritt und führen mehrere Simulationen mit unterschiedlicher Treibstärke durch. Dabei

wird die Energie beim Wellenvektor kfirst, der im folgenden Abschnitt definiert wird,

aus den Spektren ausgelesen und für verschiedene Treibstärken nach der gleichen Simu-

lationszeit verglichen.

Der Wellenvektor kfirst ist dabei derselbe, bei dem sich zu Beginn der Simulation die

ersten Moden im nicht getriebenen Teil des Spektrums bilden (siehe Maximum in Ab-

bildung 4.3). Hierdurch wird sichergestellt, dass ausschließlich die Energieabhängigkeit

des Umwandlungsprozesses untersucht wird. Würde z.B. die kompressible Energie bei

inkompressiblem Treiben für kleinere |k| gemessen werden, so könnte die kompressible

Energie auch einfach durch die inverse Kaskade aus kompressiblen Moden mit größerem

|k| hervorgegangen sein und müsste nicht aus dem Umwandlungsprozess von inkompres-

sibler zu kompressibler Energie entstanden sein. Dasselbe gilt natürlich auch für das

Messen der Energie für |k| > |kfirst| und den möglichen Energietransport durch den

Wellenzahlenraum durch die vorwärts gerichtete Kaskade. Ein Maximum, wie wir es in

Abbildung 4.3 sehen, kann allerdings nicht durch eine Kaskade entstehen. Hier sieht man

den direkten Umwandlungsprozess der Energie zwischen kompressiblen und inkompres-

siblen Moden.
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PComp für inkompressibles Treiben, β = 0.22
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Abbildung 4.3: Die Abbildung zeigt die Energie der kompressiblen Fluktuationen nach

t̃ = 5 · 10−4 bei inkompressiblem Treiben und β = 0.22 in Abhängigkeit von der Wel-

lenzahl. Das lokale Maximum wird durch einen Pfeil bei k = 13 markiert. Diese Moden

wurden offensichtlich nicht durch eine Kaskade der Energie der kompressiblen Fluktua-

tionen generiert und müssen deshalb direkt aus inkompressiblen Moden hervorgegangen

sein.

Die durch den Treiber injizierte Energie wird im Folgenden in Einheiten von Supernova-

Raten (SN-Raten) angegeben. Dabei entspricht eine SN-Rate der Energiezufuhr in die

Simulationsumgebung, die dem ISM im Mittel durch Supernovae injiziert wird.

Für beide β wächst die Energie der inkompressiblen Fluktuationen, im Fall des inkom-

pressiblen Treibens der Turbulenz, bei kfirst natürlich linear mit wachsender inkom-

pressibler Treibenergie an (siehe Abbildung 4.4). Im Gegensatz dazu zeigt die Energie

der kompressiblen Moden ein anderes Verhalten. Abbildung 4.6(a) zeigt die Energie der

kompressiblen Moden bei inkompressiblem Treiben und β = 0.22 für unterschiedliche

Treibstärken. Bei der Näherungsfunktion handelt es sich in diesem Fall um eine Parabel

mit f(x) = a ·(x−b)2 +c. Dasselbe ist für β = 10 in Abbildung 4.6(b) gezeigt. Auch hier

handelt es sich bei der Näherungsfunktion wieder um eine Parabel. Die gleiche Untersu-

chung wurde auch für kompressibles Treiben für beide β durchgeführt. Die Energie der

kompressiblen Fluktuationen, mit der auch getrieben wird, wächst bei kfirst = 13 für

beide β natürlich linear mit der Treibstärke. Für β = 0.22 zeigt aber auch die Energie
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PShear für inkompressibles Treiben, β = 0.22
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Abbildung 4.4: Energie der inkompressiblen Moden bei inkompressiblem Treiben

in Abhängigkeit von der Treibenergie. Die injizierte Energie ist in Abhängigkeit von

Supernova-Raten (SN-Raten) angegeben. Eine SN-Rate entspricht der Energiezufuhr in

die Simulationsumgebung, die dem ISM im Mittel durch Supernovae injiziert wird.

der inkompressiblen Fluktuationen ein lineares Verhalten (siehe Abbildung 4.7(a)). Für

β = 10 handelt es sich bei der Näherungsfunktion hingegen wieder um eine Parabel (vgl.

Abbildung 4.7(b)). Die Näherungsparameter sowie deren absolute Fehler sind in Tabelle

4.1 angegeben.

Im Folgenden werden nun diese Ergebnisse interpretiert. Zunächst werden die Ergebnis-

se für inkompressibles Treiben untersucht. In diesem Fall werden nur inkompressible

Fluktuationen in das zu Beginn ruhende Plasma injiziert, die dann Alfvénwellen anregen,

da diese den inkompressiblen Anteil der MHD-Moden ausmachen. Durch das Ändern der

Treibenergie wird einfach die Besetzungszahl NA der Alfvénwellen im Medium erhöht.

Schnelle und langsame magnetosonische Wellen machen neben den hydrodynamischen

Schallwellen den kompressiblen Anteil der MHD-Moden aus. Sie werden durch die In-

73



4 Ergebnisse

jektion kompressibler Fluktuationen angeregt, womit folglich ihre Besetzungszahl Ns

für inkompressibles Treiben zu Beginn der Simulation verschwindend gering ist im Ver-

gleich zu NA. Es gilt somit Ns � NA. Für β = 0.22 � 1 wird dieses Szenario durch

Gleichung 4.1 beschrieben. Da Ns vernachlässigt werden kann, findet diese Reaktion

haupsächlich von der rechten Seite der Reaktionsgleichung in die linke Richtung der

Gleichung statt. Aus den Gleichungen 4.3 bis 4.7 ergibt sich, dass die entsprechende

Interaktionsrate proportional zu N+
A (kA) ·N−A (kA) ist, da NS zu Beginn der Simulation

vernachlässigt werden kann. Damit hängt die Besetzungszahl der kompressiblen Moden,

die durch Drei-Wellen-Wechselwirkung erzeugt wird, und folglich auch die Energie der

kompressiblen Fluktuationen quadratisch von der Besetzungszahl der Alfvénwellen und

somit von der Treibstärke ab. Wie man an Abbildung 4.6(a) sieht, finden wir diese

quadratische Abhängigkeit auch bei unserer Simulation wieder. In Tabelle 4.1 sind, wie

bereits erwähnt, die Näherungsparameter gegeben. Hieran kann man die klare quadra-

tische Abhängigkeit des N+
A (kA) ·N−A (kA)-Terms ebenfalls eindeutig belegen.

Für β = 10� 1 wird die Drei-Wellen-Wechselwirkung durch Gleichung 4.2 beschrieben.

In diesem Fall ist die Rate ebenfalls proportional zu N+
A (kA) ·N−A (kA), wobei wiederum

angenommen wurde, dass die Besetzungszahl der kompressiblen Moden NS zu Beginn

der Simulation sehr klein ist (siehe hierzu Gleichung 4.3 bis 4.7). Unsere Simulation zeigt

ebenfalls dieses quadratische Verhalten (siehe Abbildung 4.6(b) und Tabelle 4.1).

Für kompressibles Treiben injizieren wir nur kompressible Fluktuationen, die schnel-

le und langsame magnetosonische Wellen anregen. Für β = 0.22 � 1 und kompres-

sibles Treiben ergibt sich mit den Gleichungen 4.3 bis 4.7, dass wir für eine Reaktion

neben den Schallwellen auch Alfvénwellen benötigen. Deshalb brauchen wir zunächst

einen anderen Mechanismus, der diese Alfvénwellen erzeugt, bevor dann die Drei-Wellen-

Wechselwirkung als dominater Prozess einsetzen kann.

Grundsätzlich ist es möglich, dass Alfvénwellen auch durch spontane Emission generiert

werden, wobei die Wahrscheinlichkeit der spontanen Emission von Alfvénwellen vom

Grad der Magnetisierung des Plasmas abhängt. Im hydrodynamischen Grenzfall gibt es

natürlich überhaupt keine spontane Emission von Alfvénwellen. Für ein Plasma im stark

magnetisierten Zustand, wie das für β = 0.22 der Fall ist, kann die spontane Emission

hingegen nicht vernachlässigt werden. Unter der Annahme, dass die ersten Alfvénwellen

durch spontane Emission generiert werden, muss man davon ausgehen, dass die ersten

Alfvénwellen bei geringen Energien im Spektrum zu finden sind. Abbildung 4.5(a) und
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4.5(b) zeigen die Spektren der inkompressiblen Fluktuationen für β = 0.22 und β = 10.

Die Besetzungszahl der Alfvénwellen für β = 0.22 bei kleinen Energien ~ · k ist sehr viel

größer als für β = 10. Deshalb kann davon ausgegangen werden, dass für β = 0.22 die

ersten Alfvénwellen durch spontane Emission entstehen und im Anschluss daran Drei-

Wellen-Wechselwirkung als domianter Prozess einsetzen kann.

An dieser Stelle ist nicht ganz klar, wie die lineare Treibenergieabhängigkeit zustande

kommt. Vermutlich handelt es sich aber auch hier um Drei-Wellen-Wechselwirkung mit

nur wenigen Saat-Alfvénwellen. Da die Rate der spontanen Emission sehr niedrig ist und

damit NS � NA, wäre der führende Term in Gleichung 4.3 bis 4.7 N+
A ·N

+
S −N

−
A ·N

+
S .

Dieser Term hängt linear von NS ab, was dem Simulationsergebnis (siehe Abbildung

4.7(a)) entspricht. Wenn man davon ausgeht, dass die Rate der spontanen Emission

durch die Magnetfeldstärke und nicht durch die Treibenergie dominiert wird und somit

keine zusätzliche Abhängigkeit von NA oder NS auf die Reaktionsrate entsteht, dann

stützt auch dieses Ergebnis die Annahme der Drei-Wellen-Wechselwirkung. Die Interak-

tionsrate sowie die Energie der inkompressiblen Fluktuationen sind sehr viel niedriger

als dies umgekehrt für die Energie der kompressiblen Fluktuationen bei inkompressiblem

Treiben der Fall ist. Auch dieses Ergebnis unterstützt die Annahme, dass Drei-Wellen-

Wechselwirkung bei diesem Testfall der dominante Prozess ist, der durch das anfängliche

Fehlen von Alfvénwellen behindert wird.

Im Fall β = 10 und kompressiblem Treiben der Turbulenz (siehe Gleichung 4.2) können

magnetosonische Wellen in Alfvénwellen zerfallen. Die genaue Analyse der Gleichungen

4.3 bis 4.7 zeigt jedoch, dass die Interaktionsrate Null ist, solange keine Alfvénwellen im

System sind. Also wird auch hier ein weiterer Mechanismus benötigt, um Alfvénwellen zu

erzeugen, bevor Drei-Wellen-Wechselwirkung einsetzen kann. Wie zuvor gezeigt wurde,

findet man in diesem hydrodynamischen Fall keine spontane Emission von Alfvénwellen.

Abbildung 4.7(b) zeigt die Treibenergieabhängigkeit dieses Prozesses. Verglichen mit

den drei anderen Simulationen haben wir hier die mit Abstand niedrigste Reaktions-

rate. Insbesondere im Vergleich zu β = 0.22 und kompressiblem Treiben fehlt hier ein

bedeutender Beitrag der spontanen Emission von Alfvénwellen, der die Drei-Wellen-

Wechselwirkungsreaktion, wie sie in Gleichung 4.2 gegeben ist, ermöglichen könnte. Der

genaue Mechanismus für den Energieumwandlungsprozess ist hier nicht bekannt. Diese

Simulation zeigt allerdings, dass der Energieumwandlungsprozess sehr viel ineffizienter

verläuft, wenn die Drei-Wellen-Wechselwirkung unterdrückt wird, wie das für β = 10

und kompressibles Treiben der Fall ist.
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PShear für kompressibles Treiben, β = 0.22
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Abbildung 4.5: Spektrum der inkompressiblen Fluktuationen nach 5 Zeitschritten für

β = 0.22 und β = 10. Beim Testfall mit β = 0.22 ist das Plasma deutlich stärker

magnetisiert als für den Testfall mit β = 10. Deshalb ist die spontane Emission, die bei

kleinen Wellenvektoren erwartet wird, deutlich dominanter ausgeprägt. Für β = 0.22

erkennt man im Gegensatz zum Testfall mit β = 10, dass viel Energie in den Moden mit

kleinem |k| gespeichert ist. Diese Moden tragen für den β = 10 Testfall nur sehr wenig

Energie.

driving β a/10−20 b c/10−14

incomp. 0.22 3.95× 104 -6.65±0.18 (−2.67± 0.84)

incomp. 10 3.95× 104 -0.503±0.22 (−0.712± 0.096)

comp. 10 6.02± 0.26 −565± 35 (−0.194± 0.016)

Tabelle 4.1: Parameter für die Näherungsfunktionen in den Abbildungen 4.6(a) bis 4.7(b)

für die Treibenergieabhängigkeit der Energieumwandlung zwischen kompressiblen und

inkompressiblen Moden mit f(x) = a · (x− b)2 + c.

4.1.4 Übergang zum Regime der starken Turbulenz

In diesem Kapitel wird der Übergang zwischen schwacher und starker Turbulenz in

Abhängigkeit von der Treibenergie untersucht. In ähnlicher Weise wurde dies bereits

von Perez u. Boldyrev (2008) durchgeführt. Dies wird hier exemplarisch für den Fall
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Abbildung 4.6: Die Abbildungen zeigen die Energie der kompressiblen Wellenmoden

mit k = kfirst als Funktion der Treibenergie für β = 0.22 (4.6(a)) und β = 10 nach fünf

Zeitschritten (4.6(b)).

β = 0.22 mit inkompressiblem Treiben der Turbulenz durchgeführt. Wie in Kapitel 4.1.3

gezeigt wurde, hängt die Energie der kompressiblen Moden im Regime der schwachen

Turbulenz quadratisch von der Treibenergie ab. Hierbei sind alle Wechselwirkungen mit

einer höheren Ordnung als die der Drei-Wellen-Wechselwirkung vernachlässigbar klein.

Erhöht sich allerdings die injizierte Energie im System, so werden nach und nach auch

Wechselwirkungen höherer Ordnung bemerkbar. Es ist also zu erwarten, dass ab einer

bestimmten Grenzenergie der turbulenten Moden die Energie der kompressiblen Moden

nicht mehr quadratisch von der Treibenergie abhängt. Dies soll hier durch Erhöhen der

injizierten Energie überprüft werden.

Der Simulationsaufbau und die Auswertung sind im Wesentlichen dieselben wie in Ka-

pitel 4.1.3. In Abbildung 4.8 ist die Energie der kompressiblen Fluktuationen gegen das

Verhältnis aus injizierter Energie zur Hintergrundmagnetfeldenergie aufgetragen. Wie

aus den vorhergehenden Überlegungen zur Drei-Wellen-Wechselwirkung in Kapitel 4.1.1

sowie 4.1.3 zu erwarten war, zeigt sich für ein Verhältnis der injizierten Energie zur

Hintergrundmagnetfeldenergie, das deutlich kleiner ist als der Grenzwert 1, das quadra-

tische Verhalten der schwachen Turbulenz. Bereits ab einem Verhältnis von 0,4 erkennt

man eine leichte Abweichung von diesem Verhalten. Beim Verhältnis von 40,5 zeigt sich
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Abbildung 4.7: Die Abbildungen zeigen die Energie der inkompressiblen Wellenmoden

mit k = kfirst als Funktion der Treibenergie für β = 0.22 (4.7(a)) und β = 10 nach fünf

Zeitschritten (4.7(b)).

deutlich ein Abflachen der Kurve zu einem fast linearen Verhalten.

Dies lässt sich wie folgt verstehen: Im Regime der starken Turbulenz finden mehr nicht-

lineare Prozesse höherer Ordnung statt. Dadurch entsteht dann eine turbulente Kaskade,

zu deren Eigenschaften die Selbstähnlichkeit der verschiedenen Skalen gehört, was zu ei-

nem linearen Verhalten in der Energie führt.

Es zeigt sich insgesamt, dass der Übergang zwischen inkompressiblen und kompressiblen

Moden und umgekehrt bis auf den Fall des kompressiblen Treibszenarios mit β = 10 im

Regime der schwachen Turbulenz durch Drei-Wellen-Wechselwirkung dominiert wird.

Dieser Mechanismus erweist sich als äußerst effizient insbesondere bei der Umwandlung

von inkompressiblen in kompressible Moden. Da in der inneren Heliosphäre und in der

Nähe der Korona die Bedingungen für schwache Turbulenz gegeben sind, lässt sich aus

diesen Ergebnissen schließen, dass lokal auch kompressible Moden aus den dort domi-

nanten Alfvénwellen gebildet werden können. Ein Vergleich mit der Literatur erfolgt im

Zusammenhang mit den Ergebnissen aus Kapitel 4.2 in Abschnitt 5.

78



4 Ergebnisse

Verhältnis der Energiedichten von
Magnetfeldturbulenz und Hintergrundmagnetfeld
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Abbildung 4.8: PComp für inkompressibles Treiben und β = 0.22 in Abhängigkeit

vom Verhältnis der Energiedichten von Magnetfeldturbulenz und Hintergrundmagnet-

feld. Man sieht deutlich, dass ab einem Verhältnis von ungefähr eins die quadratische

Abhängigkeit, wie sie für schwache Turbulenz vorhergesagt wird, verloren geht.

4.2 Turbulenzentwicklung

Im Folgenden wird die Turbulenzentwicklung bei mittelstarkem Antreiben der Turbu-

lenz untersucht. Das Ziel ist hierbei die Analyse der Turbulenz in Abhängigkeit vom

angenommenen Treibszenario (d.h. kompressibles oder inkompressibles Treiben bei un-

terschiedlich starken Magnetisierungen des Systems).

Hierzu wird, ähnlich wie in Kapitel 4.1, in ein zunächst ruhendes Plasma bei jedem

Zeitschritt Energie in die Geschwindigkeitsfelder injiziert. Insgesamt wird hierbei dem

System durch den Turbulenztreiber eine Energie von etwa 3000 Supernovaraten zu-

geführt (vgl. Kapitel 4.1).

Dieses Kapitel lässt sich in drei Teilbereiche untergliedern: Zunächst wird in Kapitel

4.2.1 die Entstehung der ersten Wellen untersucht. Im anschließenden Kapitel 4.2.2 wird

die zeitliche Entwicklung der Turbulenz und schließlich in Kapitel 4.2.3 das gesättigte
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Spektrum analysiert.

Die folgenden Untersuchungen werden hauptsächlich auf Grundlage der zweidimensio-

nalen Spektren von PB, PK , PShear und PComp durchgeführt. Da diese Untersuchungen

auch immer im Zusammenhang mit unterschiedlichen Erzeugungsmechanismen der Tur-

bulenz zu sehen sind, ist der Treibbereich hierbei von großem Interesse. Um diesen auch

im Detail untersuchen zu können, nimmt der Treibbereich im gesamten Kapitel 4.2 einen

sehr großen Teil des Spektrums ein. Dies ist auch in Kapitel 4.1 der Fall, was nötig ist,

um z.B. die inverse Kaskade im Detail untersuchen zu können. In den späteren Kapiteln,

die sich mit der Teilchenstreuung auseinandersetzen, wird der Treibbereich zugunsten

des Inertialbereichs deutlich reduziert.

Ein besonderes Augenmerk wird auf die Untersuchung der Anisotropie in Abhängigkeit

vom Treibszenario gelegt. Diese kann durch die Schnittpunkte der Höhenlinien in den

zweidimensionalen Spektren mit den k⊥- und k‖-Achsen festgelegt werden. Ist das Spek-

trum anisotrop, so ergibt sich eine Vorzugsrichtung in den zweidimensionalen Spektren:

Schneiden die Höhenlinien die Achsen bei größeren Werten von k‖ als k⊥, so hat das

Spektrum eine parallele Vorzugsrichtung. Finden sich die Schnittpunkte bei größeren

Werten von k⊥ als k‖, so hat das Spektrum eine senkrechte Vorzugsrichtung.

Soweit nichts anderes angegeben ist, werden im Folgenden wieder normierte Einheiten

verwendet.

4.2.1 kurze Zeitskalen: Entstehung der ersten Wellen

In diesem Kapitel werden die ersten MHD-Wellen, die sich während der Simulation bil-

den, in Abhängigkeit vom Treibszenario im Detail untersucht. Die in diesem Kapitel

vorgestellten Untersuchungen beziehen sich auf eine Simulationszeit von t̃ = 5 · 10−3.

Da durch den Treiber dem Geschwindigkeitsfeld turbulente Fluktuationen zugeführt

werden, lässt sich die Entstehung dieser ersten Wellen durch die Induktionsgleichung

beschreiben. Außerdem finden sich zu sehr frühen Simulationszeiten einige Charakteri-

stika der schwachen Turbulenz, obwohl deutlich stärkere Fluktuationen in das Plasma

injiziert werden als in Kapitel 4.1. Insbesondere der Umwandlungsmechanismus zwischen

kompressiblen und inkompressiblen Moden lässt sich wieder durch den Prozess der Drei-

Wellen-Wechselwirkung erklären.

Für beide Mechanismen, also für die Anregung der Wellen auf Grundlage der Induktions-

gleichung sowie für den Umwandlungsprozess zwischen kompressiblen und inkompres-
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siblen Moden durch die Drei-Wellen-Wechselwirkung, werden zunächst die erwarteten

Vorzugsrichtungen in den Spektren in Abhängigkeit vom Treibszenario hergeleitet. Im

Anschluss werden die zweidimensionalen Spektren von PB, PK , PShear und PComp im

Detail auf ihre Vorzugsrichtungen hin analysiert, um die angenommenen Prozesse nach-

zuweisen.

Anregung von MHD-Wellen durch kompressible oder inkompressible

Fluktuationen im Geschwindigkeitsfeld

In diesem Kapitel wird untersucht, welche Wellenmoden im Allgemeinen durch das An-

regen von kompressiblen und inkompressiblen Fluktuationen in den Geschwindigkeits-

feldern angeregt werden.

Zunächst soll die isotrope Injektion kompressibler Störungen in das Geschwindig-

keitsfeld untersucht werden. Durch diese werden die Magnetfeldlinien verzerrt und so-

mit Plasmawellen erzeugt. Aus der Induktionsgleichung lässt sich ablesen, welche Wellen

dabei angeregt werden können. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit wird für die fol-

gende Herleitung angenommen, dass das Hintergrundmagnetfeld entlang der x-Achse

ausgerichtet ist. Für die Induktionsgleichung folgt damit:

∂B

∂t
= −∇× E = ∇× (δv ×B · ex), (4.8)

wobei für das elektrische Feld E = −δv × B verwendet wurde, was für die Annahme

eines idealen Plasmas gültig ist. Falls die kompressiblen Störungen entlang der x-Achse

ausgerichtet sind, wird keine Störung ins Magnetfeld injiziert, da (δv · ex ×B · ex) = 0.

Wird hingegen senkrecht zur x-Richtung gestört (z.B. δv = δv · ey ), so wird auch eine

Magnetfeldstörung in x-Richtung angeregt.

∂B

∂t
= k · ey × (δv · ey ×B · ex)

∂B

∂t
= k · ey ×−δv ·B · ez

∂B

∂t
= −ex · k · δv ·B (4.9)

Hierbei wurde ∇ = k · ey verwendet, da für kompressible Wellen gilt, dass k und δv

parallel zueinander ausgerichtet sind. Für den Fall δv = v · ez findet man ebenfalls eine

Störung des Magnetfeldes in x-Richtung:

∂B

∂t
= ex · k · δv ·B (4.10)
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Daraus ergeben sich also kompressible Wellen im Plasma, die sich vorzugsweise senk-

recht zum Hintergrundmagnetfeld ausbreiten. Da langsame magnetosonische Wellen sich

nicht senkrecht zum Hintergrundmagnetfeld ausbreiten können, kann hieraus gefolgert

werden, dass es sich bei den ersten Wellen, die sich durch kompressibles Stören des

Geschwindigkeitsfeldes auf Grundlage der Induktionsgleichung bilden, um schnelle ma-

gnetosonische Wellen handeln muss.

Bei der isotropen Injektion von inkompressiblen Störungen in das Geschwindig-

keitsfeld kann man vermuten, dass Alfvénwellen angeregt werden, da diese den einzigen

inkompressiblen Wellentyp in MHD-Plasmen ausmachen. Damit ergibt sich für die Ma-

gnetfeldstörung

∂B

∂t
= k · ex × (δv · ey ×B · ex) = ey · k · δv ·B (4.11)

oder
∂B

∂t
= k · ex × (δv · ez ×B · ex) = ez · k · δv ·B, (4.12)

wobei hierfür ∇ = k · ex verwendet wurde. Diese Annahme ergibt sich unter Berück-

sichtigung der Definition inkompressibler Fluktuationen, nach der k senkrecht zu δv

ausgerichtet ist. Damit ergibt sich für eine Störung δv in y-Richtung grundsätzlich die

Möglichkeit, dass k in der gesamten x-z-Ebene ausgerichtet sein kann. Da die Größe

δv · ey × B · ex entlang der z-Richtung ausgerichtet ist, ergibt sich als einzige mögliche

Lösung ∇ = k · ex. Dasselbe gilt analog für eine Störung δv in z-Richtung.

Da die Störung des Magnetfeldes senkrecht zu k liegt, folgen hieraus Alfvénwellen, die

sich parallel im Bezug auf das Hintergrundmagnetfeld ausbreiten.

Es lässt sich also zusammenfassend feststellen, dass für isotropes, kompressibles Treiben

zunächst schnelle magnetosonische Wellen gebildet werden, die sich senkrecht zum Hin-

tergrundmagnetfeld ausbreiten, während für isotropes, inkompressibles Treiben Alfvén-

wellen angeregt werden, die sich parallel zum Hintergrundmagnetfeld ausbreiten.

Drei-Wellen-Wechselwirkung

Obwohl in Kapitel 4.2 die Turbulenzentwicklung für starkes Treiben und damit große

Amplituden in den Fluktuationen untersucht wird, muss man davon ausgehen, dass

zu sehr frühen Simulationszeiten noch die Bedingungen für schwache Turbulenz gegeben

sind. Nach Kapitel 4.1 sollte insbesondere der Umwandlungsmechanismus zwischen kom-

pressibler und inkompressibler Turbulenz durch Drei-Wellen-Wechselwirkung dominiert
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werden.

Ausgehend von der Untersuchung in Kapitel 4.2.1 soll hier berechnet werden, welche

Vorzugsrichtungen sich für Alfvénwellen ergeben, die aus schnellen magnetosonischen

Wellen mit Ausbreitungsrichtung senkrecht zum Hintergrundmagnetfeld, wie sie für

kompressibles Treiben vorhergesagt wurden, hervorgehen, wenn es sich beim Umwand-

lungsprozess um Drei-Wellen-Wechselwirkung handelt. Die Berechnung der Umwandlung

von Alfvénwellen, die sich parallel zum Hintergrundmagnetfeld ausbreiten, in schnelle

magnetosonische Wellen kann auf Grundlage der Drei-Wellen-Wechselwirkung analog

durchgeführt werden.

Im Prinzip können Alfvénwellen durch die folgenden beiden Drei-Wellen-Wechselwirkungs-

prozesse aus schnellen magnetosonischen Wellen erzeugt werden (vgl. Gleichung 4.1 bis

4.2), wobei hier lediglich für die Schallwellen schnelle magnetosonische Wellen ausgewählt

werden:

A+ + F− → A± (4.13)

A+ + A− ← F± (4.14)

Die weitere Herleitung beschränkt sich auf den für diese Untersuchung relevanten Testfall

mit schnellen magnetosonischen Wellen, die sich senkrecht zum Hintergrundmagnetfeld

ausbreiten und β � 1. Für die Phasengeschwindigkeit der Welle findet man damit (vgl.

Bittencourt (2004)):

vph ≈ (
√

1 + β)vA (4.15)

Für diesen Fall liefert die Reaktionsgleichung 4.15 keine gültige Lösung, wenn man die

Resonanzbedingung (d.h. die Energieerhaltungsgleichung) berechnet. Für Gleichung 4.14

ergeben sich jedoch die folgende Resonanzbedingung sowie die Impulserhaltungsgleichun-

gen für die senkrechten und parallelen Komponenten der Wellenvektoren:

ω+
A + ω−A = ω±F (4.16)

k+
A,‖ − k

−
A,‖ = ±k∓F,‖ (4.17)

k+
A,⊥ + k−A,⊥ = ±k∓F,⊥ (4.18)
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Zusammen mit Gleichung 4.15 ergibt sich hieraus für die parallele Komponente der

Alfvénwelle

vA(k+
A,‖ + k−A,‖) = vA(

√
1 + β)k±F (4.19)

vA(k+
A,‖ + k−A,‖) = vA(

√
1 + β)((k+

A,‖ − k
−
A,‖)

2 + k±F,⊥)0.5 (4.20)

4k+
A,‖ · k

−
A,‖ = (1 + β)k2

F,⊥ (4.21)

k+
A,‖ =

1

2

√
1 + βkF,⊥. (4.22)

Hierbei wurde k+
A,‖ = k−A,‖ verwendet, da sich die schnelle magnetosonische Welle senk-

recht zum Hintergrundmagnetfeld ausbreitet und somit kF,‖ = 0 gilt. Für die senkrechte

Komponente der Alfvénwelle ergibt sich:

〈k±A,⊥〉 =
1

2
kF (4.23)

Daraus folgt

tan θ =
kA,‖
kA,⊥

=
1
2
kF
√

1 + β
1
2
kF

=
√

1 + β. (4.24)

Da β � 1 gilt, kann man daraus folgern, dass tan θ ≈ 1. Daraus ergibt sich eine Vor-

zugsrichtung der Alfvénwellen nahe an θ = 45 Grad.

Es zeigt sich also, dass aus schnellen magnetosonischen Wellen, die sich senkrecht zum

Hintergrundmagnetfeld ausbreiten, durch Drei-Wellen-Wechselwirkung Alfvénwellen her-

vorgehen, die sich entlang eines 45 Grad Winkels zum Hintergrundmagnetfeld ausbrei-

ten. Die bisherigen Voruntersuchungen werden nun auf die Spektren von PB, PK , PShear

und PComp angewendet, um die Annahme, dass zu frühen Zeiten die physikalischen Pro-

zesse durch die Induktionsgleichung sowie durch Drei-Wellen-Wechselwirkung dominiert

werden, zu beweisen.

Energie des turbulenten Magnetfeldes: PB

Abbildung 4.10(a) bis 4.10(d) zeigen die zweidimensionalen Spektren von PB. Sowohl

für kompressibles als auch für inkompressibles Treiben der Turbulenz wurden ein stark

magnetischer Testfall mit β = 0.01 und ein fast hydrodynamischer Testfall mit β =

10 simuliert. Für alle vier Treibszenarien zeigen sich zu Beginn der Simulation stark

anisotrope Spektren innerhalb der Treibregion.

Die zweidimensionalen Spektren für β = 10 sind auf Grundlage der Vorüberlegungen
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zur Vorzugsrichtung der ersten Wellen auf Basis der Induktionsgleichung einfach zu

verstehen. Durch das isotrope Treiben der Störungen kann das Magnetfeld gestört werden

und es bilden sich Wellen. Auf Grundlage der Induktionsgleichung wurde gezeigt, dass

bei inkompressiblem Treiben Alfvénwellen parallel zum Hintergrundmagnetfeld angeregt

werden. Mit den Gleichungen 4.11 und 4.12 ergibt sich für die Höhenlinie:

| B1 | ∝ k⊥ · v (4.25)

| B1 | ∝ k⊥

(√
k2
⊥ + k2

‖

)−1.75

(4.26)

wobei | B1 | der Betrag der Störung des Magnetfeldes ist und die Störungen der Ge-

schwindigkeitsfelder durch das Treibspektrum mit v(k) ∝ k−1.75 vorgegeben sind. Für

kompressibles Treiben wurde hingegen gezeigt, dass sich schnelle magnetosonische Wellen

bilden, die sich senkrecht zum Hintergrundmagnetfeld ausbreiten. Mit den Gleichungen

4.9 und 4.10 ergibt sich für die Höhenlinie

| B1 | ∝ k‖ · v (4.27)

| B1 | ∝ k‖

(√
k2
⊥ + k2

‖

)−1.75

. (4.28)

Für die leichtere Vergleichbarkeit dieser Resultate mit den Simulationsergebnissen sind

die Spektren, wie sie sich aus Gleichung 4.26 und 4.28 ergeben, in Abbildung 4.9 dar-

gestellt. Diese Resultate passen sehr gut zu den Ergebnissen in Abbildung 4.10(c) und

4.10(d). Nach einer nur kurzen Simulationszeit zeigt sich für β = 10 damit ein zweidi-

mensionales Spektrum, wie es von der Induktionsgleichung in Verbindung mit dem hier

verwendeten Treibspektrum vorhergesagt wird.

Für β = 0.01 ist die Situation etwas komplizierter. Wie anhand der Abbildungen 4.10(a)

bis 4.10(d) zu erkennen ist, befindet sich unabhängig von der Treibart für β = 0.01

bereits deutlich mehr magnetische Energie im System als für β = 10. Deshalb kann man

davon ausgehen, dass hier andere physikalische Prozesse stattfinden. Man sieht beispiels-

weise, dass für β = 10 das Spektrum am Rande des Treibspektrums stärker abfällt als

für β = 0.01. Außerdem unterscheidet sich die Ausrichtung der Höhenlinie für die beiden

β, wobei für β = 0.01 die Höhenlinie innerhalb des Treibereichs etwas isotroper zu sein

scheint als dies für β = 10 der Fall ist. Da aber die Vorhersagen über die Anregung der

ersten Wellen auf Grundlage der Induktionsgleichung für beide β dieselben sind, werden

die Spektren für β = 0.01 offensichtlich durch einen weiteren physikalischen Prozess be-

einflusst.
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Abbildung 4.9: Berechnete Spektren aus den Vorhersagen der Gleichungen 4.26 und

4.28

An dieser Stelle wird vorweggenommen, dass die magnetischen Spektren für β = 0.01

aus einer Überlagerung von Alfvénwellen und schnellen magnetosonischen Wellen zu-

sammengesetzt sind, wobei die jeweils nicht getriebene Komponente durch Drei-Wellen-

Wechselwirkung aus der getriebenen Komponente hervorgeht, was insgesamt zu einer

Isotropisierung von PB führt. Dies wird anhand der Spektren von PComp und PShear

noch bewiesen.

Die Tatsache, dass schwach magnetische Systeme für sehr frühe Zeiten im Treibbereich

einen stärkeren Grad an Anisotropie aufweisen als Systeme mit starken Magnetfeldern,

ist dabei absolut bemerkenswert und sollte bei der Bildung von Turbulenzerzeugungs-

modellen berücksichtigt werden.

Energie des turbulenten Geschwindigkeitsfeldes: PK

Die Abbildungen 4.11(a) bis 4.11(d) zeigen die zweidimensionalen Spektren von PK für

β = 0.01 und β = 10 für inkompressibles und kompressibles Treiben. Für β = 0.01 und

inkompressibles Treiben erkennt man innerhalb des Treibbereichs von PK eine senkrech-

te Vorzugsrichtung der Höhenlinien, wohingegen für kompressibles Treiben eine parallele

Vorzugsrichtung der Höhenlinien vorherrscht, obwohl das Treibspektrum P ∗K in beiden

Fällen isotrop ist. Für β = 10 sieht man sowohl für kompressibles als auch für inkom-
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Abbildung 4.10: Turbulente Magnetfeldspektren PB nach einer Simulationszeit von

t̃ = 5 · 10−3 bei einer Auflösung von 5123 Gitterpunkten.

pressibles Treiben ein sehr isotropes Spektrum.

Dies lässt sich folgendermaßen verstehen: Die Turbulenz wird durch die Injektion von

kompressiblen und inkompressiblen Fluktuationen in das Geschwindigkeitsfeld getrie-

ben. Hierdurch werden MHD-Wellen im Treibbereich angeregt, wodurch Energie aus

dem Geschwindigkeitsfeld in das Magnetfeld transferriert wird. In der Richtung bevor-

zugter Wellenanregung fehlt somit die Energie im Geschwindigkeitsfeld und damit in

PK . Deshalb gilt für den Fall β = 0.01, bei dem Alfvénwellen angeregt werden, die

sich parallel zum Magnetfeld ausbreiten, eine senkrechte Vorzugsrichtung in PK . Für
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Abbildung 4.11: Spektren der Geschwindigkeitsfelder PK nach einer Simulationszeit

von t̃ = 5 · 10−3 bei einer Auflösung von 5123 Gitterpunkten.

kompressibles Treiben werden schnelle magnetosonische Wellen senkrecht zum Hinter-

grundmagnetfeld angeregt, wodurch sich eine parallele Vorzugsrichtung in PK ergibt.

Für die Treibszenarien mit β = 10 sollte derselbe Prozess stattfinden, da allerdings bei

den hier viel schwächeren Magnetfeldern weniger Wellen angeregt und damit weniger

Energie von PK in PB transferriert wird, ist dieser Effekt kaum oder überhaupt nicht

sichtbar.
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Energien PShear und PComp

Abbildung 4.12(a) bis 4.13(d) zeigen die zweidimensionalen Spektren von PComp und

PShear zur normierten Zeit t̃ = 5 · 10−3. Zu diesem sehr frühen Zeitpunkt dominiert die

Treibart die Energie des Geschwindigkeitsfeldes.

Für β = 0.01 zeigt demnach die getriebene Komponente natürlich dasselbe Verhal-

ten wie PK für β = 0.01. Man findet also für kompressibles Treiben auch eine parallele

Vorzugsrichtung in PComp, da für diesen Fall magnetosonische Wellen mit senkrechter

Ausbreitungsrichtung im Bezug auf das Hintergrundmagnetfeld angeregt werden und

diese Energie den Geschwindigkeitsfeldern entzogen wird. Für PShear ergibt sich eine

senkrechte Vorzugsrichtung für inkompressibles Treiben, da in diesem Fall Alfvénwellen

mit paralleler Ausbreitungsrichtung angeregt werden.

Die zweidimensionalen Spektren der nichtgetriebenen Komponente von PK , also

PComp für inkompressibles Treiben und PShear für kompressibles Treiben, zeigen sowohl

eine Spiegelsymmetrie als auch eine Ausdehnung entlang der Winkelhalbierenden. Zu Be-

ginn von Kapitel 4.2.1 wurde gezeigt, dass sich aus schnellen magnetosonischen Wellen

mit senkrechter Ausbreitungsrichtung im Bezug auf das Hintergrundmagnetfeld durch

Drei-Wellen-Wechselwirkung Alfvénwellen bilden können, die mit einem Winkel von 45

Grad zum Hintergrundmagnetfeld propagieren. Diese Vorhersagen passen sehr gut zu

den zweidimensionalen Spektren von PShear für kompressibles Treiben. Dieselbe Win-

kelabhängigkeit ergibt sich auch für PComp bei inkompressiblem Treiben. Daraus kann

man schließen, dass der Energietransfer zwischen kompressiblen und inkompressiblen

Moden zu diesen frühen Zeiten bei starken Magnetfeldern wieder auf dem Mechanismus

der Drei-Wellen-Wechselwirkung beruht.

Für β = 10 ergibt sich bei der Auswertung von PComp und PShear die gleiche Limitierung

wie für die Auswertung von PK in Kapitel 4.2.1: Wegen der schwachen Magnetfelder wer-

den nur wenige Wellen erzeugt und deshalb nur wenig Energie von PK in PB übertragen.

Dies gilt für die getriebene Komponente genauso wie für PK . Da die nicht getriebene

Komponente absolut isotrop ist, kann allerdings hier keine Aussage über die vorherr-

schenden physikalischen Prozesse gemacht werden.

Es existieren bereits einige Untersuchungen zur schwachen Turbulenz, die mit den

hier gezeigten Analysen im direkten Zusammenhang stehen und eine hohe Übereinstim-

mung aufweisen. Zum einen wurden von Chandran (2005) für den Grenzfall β � 1 im

schwache Turbulenzregime der Übergang zwischen Alfvén- und schnellen magnetosoni-
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Abbildung 4.12: Spektren der kompressiblen Fluktuationen PComp nach einer Simula-

tionszeit von t̃ = 5 · 10−3 bei einer Auflösung von 5123 Gitterpunkten.

schen Wellen durch analytische Berechnungen nachgewiesen. Dabei wurde allerdings auf

die langsamen magnetosonischen Wellen explizit verzichtet, die nicht grundsätzlich bei

der Untersuchung vernachlässigt werden dürfen. Darüber hinaus wurden von Kuznetsov

(2001) analytische Untersuchungen zur schwachen Turbulenz in stark magnetisierten

Plasmen durchgeführt und dabei als wesentlicher Mechanismus die resonante Streung

zwischen schnellen magnetosonischen Wellen und Alfvénwellen nachgewiesen. Beide Un-

tersuchungen haben sich dabei auf die schwache Turbulenz beschränkt, ein Übergang

zur starken Turbulenz wurde hierbei nicht analysiert. Die Anisotropie zu frühen Zeiten
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Abbildung 4.13: Spektren der inkompressiblen Fluktuationen PShear nach einer Simu-

lationszeit von t̃ = 5 · 10−3 bei einer Auflösung von 5123 Gitterpunkten.

ist vielleicht nicht beobachtbar, aber es ist durchaus möglich, dass die anisotropen Ma-

gnetfeldfluktuationen die Beschleunigung und sowie die Aufenthaltsdauer der Teilchen

in der Beschleunignungsregion (z.B. in der Umgebnung eines Schocks) beinflussen.

4.2.2 Zeitliche Entwicklung der Turbulenz

Im folgenden Kapitel wird die zeitliche Entwicklung der Gesamtenergien PK ,PComp,PShear

und PB für die vier verschiedenen Treibszenarien (β = 0.22 sowie β = 10 mit kompres-
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Abbildung 4.14: Energien PK und PB in Abhängigkeit von der Simulationszeit

siblem oder inkompressiblem Treiben) untersucht. Man erkennt am zeitlichen Verlauf

der Energien (siehe Abbildung 4.14(a) und 4.14(b) sowie 4.15(a) und 4.15(b)), dass

zu Beginn der Simulation keine Energie in den Feldern steckt und allmählich durch

die kontinuierliche Injektion von Fluktuationen die Energie ansteigt, bis schließlich ei-

ne Sättigung erreicht wird, sobald die Treibenergie durch die numerische Dissipation

ausgeglichen wird. Eine detaillierte Analyse des Sättigungsbereichs wird in Kapitel 4.2.3

vorgenommen. Dieses Kapitel beschäftigt sich hingegen hauptsächlich damit, welche phy-

sikalischen Prozesse das Plasma dominieren, bevor eine Sättigung der Turbulenz erreicht

wird.

Energie des turbulenten Geschwindigkeitsfeldes PK

Die zeitliche Entwicklung von PK hängt ganz grundsätzlich davon ab, ob die Turbulenz

kompressibel oder inkompressibel angetrieben wird (siehe Abbildung 4.14(b)). Dies wird

vor allem für β = 10 deutlich. Hier zeigt sich bei kompressiblem Treiben ein deutliches

Maximum im zeitlichen Verlauf von PK bei t̃ ' 0.05. Danach verringert sich die Energie,

bevor schließlich das Spektrum saturiert. Bei inkompressiblem Treiben der Turbulenz

findet man hingegen kein Maximum. Im Folgenden werden die Bildung des Maximums

im Detail diskutiert und die Zusammenhänge anhand weiterführender Auswertungen der

Magnetfelder aufgezeigt.
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Das Spektrum der turbulenten Moden saturiert, sobald dem System auf kleinen Skalen

genauso viel Energie durch Dissipation entzogen, wie ihm gleichzeitig durch den Treiber

auf großen Skalen zugeführt wird. Voraussetzung dafür ist allerdings, dass die Ener-

gie, die auf großen Skalen injiziert wird, auch zu diesen kleineren Skalen hin kaskadiert,

bei denen die Dissipation stattfindet. Ein Maximum im zeitlichen Verlauf von PK kann

immer dann entstehen, wenn die Kaskade zunächst unwirksam bleibt, so dass Energie

im System auf großen Skalen akkumuliert wird. Setzt später der Kaskadierungsprozess

wirksam ein, so kann die bei großen Skalen angestaute Energie zu kleineren Skalen ab-

transportiert werden und schließlich durch Dissipation in Wärme übergehen, wodurch

die Gesamtenergie im System wieder abgebaut wird.

Wie man anhand der unterschiedlichen zeitlichen Verläufe der Energien in 4.14(b) sieht,

hat die Art des Treibszenarios einen wesentlichen Effekt auf die Effizienz der Energie-

kaskade. Aus den vorliegenden Daten ist ersichtlich, dass durch kompressibles Trei-

ben senkrechte Fluktuationen angeregt werden, die in paralleler Richtung zerfallen (vgl.

Kapitel 4.2.1), was nach und nach zu einem isotropen Spektrum führt. Um dies zu

ermöglichen, brauchen sie eine Fluktuationskomponente parallel zum magnetischen Hin-

tergrundfeld. Ist das Magnetfeld deutlich gewunden, haben die Fluktuationen auch eine

lokale parallele Komponente und können zerfallen. Bei inkompressiblem Treiben wer-

den parallele Fluktuationen angeregt, die in senkrechter Richtung zerfallen können (vgl.
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Abbildung 4.15: Energien PComp und PPShear in Abhängigkeit von der Simulationszeit
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Kapitel 4.2.1). Deshalb wird hier eine senkrechte Fluktuationskomponente benötigt und

dementsprechend können auch sie nur in einem gewundenen magnetischen Hintergrund

zerfallen, in dem auch lokal senkrechte Fluktuationskomponenten vorzufinden sind.

Die Ausbildung eines Maximums im zeitlichen Verlauf von PK kommt demnach immer

dann zustande, wenn die Treibenergie die Magnetfeldlinien nur unzureichend krümmt

und sich damit für eine längere Zeit keine effiziente Kaskade ausbildet. Verwirbelt hin-

gegen das Treiben die Magnetfeldlinien bereits zu Beginn deutlich genug, dann entsteht

auch zu sehr frühen Zeiten eine effiziente Kaskade. Hierdurch wird erst gar keine Energie

angestaut und dementsprechend kann sich kein Maximum ausbilden.

Dies lässt sich auch anhand der Magnetfelddaten belegen. Die magnetischen Feldlinien

sind zum Zeitpunkt des Maximums (t̃ = 0.05) und nachdem die Sättigung der Turbulenz

im System erreicht wurde in Abbildung 4.17(a) bis 4.17(d) gezeigt. An den Feldlinien-

bildern erkennt man, dass für kompressibles Treiben die magnetischen Feldlinien beim

Maximum noch ziemlich glatt wirken, wohingegen sie im Konvergenzbereich ziemlich

stark verworren sind. Für inkompressibles Treiben sind sie jedoch bereits zum Zeitpunkt

t̃ = 0.05 stark verwirbelt.

Dies kann man gut verstehen, wenn man beachtet, wie das Treiben mit kompressiblen

und inkompressiblen Fluktuationen in den Geschwindigkeitsfeldern das Fluid beeinflusst.

Für inkompressibles Treiben werden im Fluid Scherströmungen erzeugt, die das Magnet-

feld effizient verwirbeln können. Durch kompressibles Treiben werden nur Störungen

entlang der Magnetfeldlinie erzeugt, wodurch die Magnetfeldlinien nur unzureichend

verkrümmt werden. Da die Verwirbelung der Magnetfeldlinien durch inkompressibles

Treiben deutlich stärker ausgeprägt ist, findet man für β = 10 und inkompressibles

Treiben bereits sehr früh ein stark verwirbeltes Magnetfeld und damit eine effiziente

Kaskade, so dass sich keine Energie anstauen kann. Folglich entwickelt sich in diesem

Fall kein Maximum.

Diese Verwirbelung der Magnetfeldlinien lässt sich auch quantifizieren. Hierfür wird das

räumliche Mittel des Anordnungsparameters a berechnet mit:

a = 1− 2µ2, (4.29)

wobei µ der cos vom Winkel zwischen lokalem Magnetfeld und dem anfänglichen Ma-

gnetfeld ist. Dieser Parameter gibt die Ausrichtung der lokalen Magnetfelder im Bezug

auf das ursprüngliche Magnetfeld an, wobei a = −1 bedeutet, dass im Mittel das lo-
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kale Magnetfeld genauso ausgerichtet ist wie das Magnetfeld zu Beginn der Simulation.

Im Gegensatz dazu bedeutet a = 1, dass das lokale Magnetfeld senkrecht zum anfäng-

lichen Magnetfeld ausgerichtet ist. Da für die senkrechte Richtung der Freiheitsgrad

höher ist als für die parallele Richtung, entspricht ein Wert von a = 1/3 einer isotropen

Ausrichtung der Feldlinien. Mit diesen Vorüberlegungen als Grundlage werden nun die

Simulationsergebnisse im Detail besprochen.

Für β = 10 zeigt sich zum Zeitpunkt t̃ = 0.05, zu dem der Peak im kompressiblen

Treibszenario bei der zeitlichen Entwicklung am deutlichsten ausgeprägt ist, eine bei-

nahe isotrope Verteilung mit a = 0.296 für inkompressibles Treiben, wohingegen für

kompressibles Treiben für a ein Wert von -0.158576 ermittelt wird. Beide Simulationen

weisen allerdings im Sättigungsbereich bei t = 0.3 eine isotrope Verteilung auf. Bei der

Simulation mit β = 0.01 überschreitet Anordnungsparameter a selbst im saturierten

Bereich des Spektrums zur Zeit t = 0.3 nicht den Wert -0.9, womit die Feldlinien immer

noch nahezu parallel ausgerichtet sind. Somit handelt es sich bei der Simulation mit

kompressibler Treibart und β = 10 um die einzige, bei der sich die Krümmung der Feld-

linien signifikant zwischen t̃ = 0.05 und dem saturierten Bereich des Spektrums ändert.

Die geringere Krümmung der Feldlinien für kompressibles in Vergleich zu inkompres-

siblem Treiben und die damit verbundene ineffizientere Kaskade könnte eventuell zum

Nachweis der Treibart unterschiedlicher Treibszenarien verwendet werden, da hierdurch

das Plasma weniger aufgeheizt wird. Auf Basis der Beobachtung der Temperaturent-

wicklung sollte es also möglich sein, die Treibart zu bestimmen.

Energie des turbulenten Magnetfeldes PB

Im Folgenden wird die zeitliche Entwicklung von PB auf Grundlage von Abbildung

4.14(a) und Tabelle 4.2 diskutiert.

Zu frühen Zeiten weist PB für kompressibles Treiben höhere Absolutwerte auf als für

inkompressibles Treiben. Dies lässt sich dadurch erklären, dass durch inkompressibles

Treiben Alfvénwellen, die sich entlang der x-Richtung fortbewegen, erzeugt werden,

während bei kompressiblem Treiben schnelle magnetische Wellen mit einer senkrech-

ten Ausbreitungsrichtung angeregt werden, denen die gesamte y-z-Ebene zur Verfügung

steht. Die magnetosonischen Wellen haben somit einen zusätzlichen Freiheitsgrad bei

ihrer Erzeugung, weshalb mehr schnelle magnetosonische Wellen als Alfvénwellen bei

gleicher Treibstärke und Simulationszeit erzeugt werden. Wie man an den Werten für
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das gesättigte Spektrum in Tabelle 4.2 sieht, geht dieser Effekt im Laufe der Simulation

verloren.

Während der gesamten Simulation wird für kleine β mehr Energie aus dem Geschwindig-

keitsfeld in magnetische Energie umgewandelt als für große β. Dies liegt an der größeren

Magnetfeldstärke des Hintergrundfeldes für kleine β, was zu stärkeren magnetischen

Fluktuationen beim Stören der Geschwindigkeitsfelder führt.

Bei manchen Simulationsläufen zeigt auch PB ein Maximum vor Erreichen eines satu-

rierten Zustands des Spektrums (z.B. für β = 0.01 und inkompressibles Treiben bei

t̃ = 0.09 in Abbildung 4.14(a)). Für PB hängt die Ausbildung eines Maximums im zeit-

lichen Energieverlauf allerdings nur wenig von der Treibart, sondern vielmehr von β ab.

Dies liegt daran, dass die Rate, mit der magnetische Energie aus PK in PB transformiert

wird, mit dem Grad der Magnetisierung des Systems zusammenhängt. Für β = 10 ist

die Übertragungsrate ohnehin so gering, dass bereits eine noch ziemlich ineffiziente Kas-

kade völlig ausreicht, um genug Energie aus dem System zu entfernen, dass sich kein

Maximum ausbilden kann. Für kleine β wird die Energie hingegen so schnell überführt,

dass grundsätzlich auch ein Maximum im Energie-Zeit-Verlauf entstehen kann. Da für

inkompressibles Treiben im saturierten Zustand mehr Energie übertragen wird, ist das

Maximum sogar etwas stärker ausgeprägt (siehe Abbildung 4.14(b) für β = 0.01 bei

inkompressiblem Treiben bei t̃ = 0.09 und für β = 0.01 bei kompressiblem Treiben bei

t̃ = 0.075).

Die Bildung eines Maximums im zeitlichen Verlauf von PB könnte einen direkten Einfluss

auf die Beschleunignung niederenergetischer Teilchen in noch nicht vollständig entwickel-

ter Turbulenz haben, da diese mit Wellen großer Wellenzahl resonant wechselwirken.

Durch eine verzögerte Kaskade könnten diese Teilchen somit erst sehr spät zu hohen

Impulsen beschleunigt werden.

Energien PShear und PComp

Die zeitlichen Verläufe von PComp und PShear sind in Abbildung 4.15(a) bzw. 4.15(b)

sowie in Abbildung 4.16(a) bis 4.16(d) im Zusammenhang mit der Gesamtenergie des

Geschwindigkeitsfeldes PK gezeigt. In Tabelle 4.3 sind die Energien der aufintegrierten

Spektren zu den normierten Zeiten t̃ = 0.05 und nach Erreichen der Sättigung der Tur-

bulenz aufgelistet.

Zu Beginn der Simulation ist die Energie der getriebenen Komponente für β = 10
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Treiber β PB PK PB
PK

norm. Zeit: 0.05 inkomp. 0.01 9.2769·10−3 0.6986 0.0133

norm. Zeit: 0.05 komp. 0.01 0.014504 0.70617 0.0205

norm. Zeit: 0.05 inkomp. 10 1.9613·10−5 0.81475 2.407·10−5

norm. Zeit: 0.05 komp. 10 5.042·10−5 0.828 6.089·10−5

Sättigung inkomp. 0.01 0.177 8.84 0.02

Sättigung komp. 0.01 0.1383 7.363 0.0188

Sättigung inkomp. 10 0.0675 11.42 5.913·10−3

Sättigung komp. 10 0.0465 31.05 1.502 ·10−3

Tabelle 4.2: Magnetisierung des Systems

größer als für β = 0.01, da für größere β kleinere Magnetfelder vorliegen und deshalb we-

niger Wellen generiert werden. Damit wird auch weniger Energie der Treibkomponente

in die Magnetfelder überführt, um somit als Energie in den turbulenten Strukturen der

Treibkomponente zu fehlen. Außerdem ist auch die nicht getriebene Komponente

für β = 10 kleiner als für β = 0.01, da weniger Wellen gebildet werden, die dann in

andere Moden zerfallen können, um somit Energie aus den kompressiblen in die inkom-

pressible Moden und umgekehrt zu überführen.

Während die Treibkomponente PK zu Beginn der Simulation noch das Geschwindigkeits-

feld beherrscht, ist die Energie der inkompressiblen Moden unabhängig von der Treibart

und von β im saturierten Bereich des Spektrums dominant. Dies könnte durch eine ef-

fizientere Umwandlung von Energie der kompressiblen in inkompressible Moden, als es

umgekehrt der Fall ist, hervorgerufen werden. Die saturierten Ergebnisse, wie sie in Ka-

pitel 4.2.3 diskutiert werden, unterstützen diese Annahme. Außerdem ist es möglich, dass

dieser Effekt durch eine effizientere Dämpfung der kompressiblen Moden hervorgerufen

oder zumindest verstärkt wird (vgl. Kapitel 2.2).

4.2.3 Gesättigtes Spektrum

In diesem Kapitel werden die zweidimensionalen Spektren für den saturierten Zustand

der Turbulenz präsentiert. Dabei werden zunächst für β = 0.01 die zweidimensionalen

Spektren von PK , PShear, PComp und von PB diskutiert. Im Anschluss daran wird auf

die Ergebnisse für β = 10 eingegangen. Die Simulationen wurden für β = 10 auf einem
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Abbildung 4.16: PK ,PComp und PShear in Abhängigkeit von der Simulationszeit
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Treiber β PShear PComp
PComp
PShear

norm. Zeit 0.05 inkomp. 0.01 0.676 0.022 3.25·10−2

norm. Zeit 0.05 komp. 0.01 0.0521 0.654 12.55

norm. Zeit 0.05 inkomp. 10 0.814 3.19·10−4 3.92 ·10−4

norm. Zeit 0.05 komp. 10 6.47·10−3 0.822 127.0

Sättigung inkomp. 0.01 6.80 2.03 0.30

Sättigung komp. 0.01 4.53 2.82 0.62

Sättigung inkomp. 10 9.14 2.27 0.25

Sättigung komp. 10 18.86 12.2 0.65

Tabelle 4.3: Energie der kompressiblen und inkompressiblen Flukutationen im System

(a) kompressibles Treiben; t̃ = 0.05 (b) kompressibles Treiben; t̃ = 0.3

(c) inkomp. Treiben; t̃ = 0.05 (d) inkomp. Treiben; t̃ = 0.3

Abbildung 4.17: Magnetfeldlinien für β = 10 bei kompressiblem und inkompressiblem

Treiben
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Gitter der Größe 5123 und für β = 0.01 auf einem Gitter der Größe 2563 durchgeführt.

Für β = 0.01 bei kompressibler Treibart haben sowohl PK , PShear als auch PComp ei-

ne klare parallele Vorzugsrichtung (siehe Abbildungen 4.19(b),4.20(b) and 4.21(b)). Für

das inkompressible Treibszenario entwickeln sowohl PK als auch PShear eine senkrechte

Vorzugsrichtung (siehe Abbildungen 4.19(a) und 4.20(a)), wie dies auch von Goldreich

u. Sridhar (1995) vorhergesagt wurde, wohingegen PComp weitgehend isotrop ist (siehe

Abbildung 4.21(a)). Es zeigt sich also anhand der Ergebnisse, dass das Spektrum im

saturierten Zustand eine anisotrope Kaskade ausbildet, die vom Treibszenario abhängt.

Diese Resultate beziehen sich auf das Regime der starken Turbulenz, die auf vollständig

nichtlinearen Wechselwirkungen basiert.

Wie bereits in Kapitel 4.2.2 angemerkt, lässt sich aus diesen Resultaten schließen, dass

der Umwandlungsprozess von kompressiblen in inkompressible Moden sehr viel effizi-

enter verläuft als von inkompressiblen in kompressible Moden, da für kompressibles

Treiben PShear dieselbe parallele Anisotropie aufweist wie PComp. Eigentlich sollten die

inkompressiblen Moden eine senkrechte Kaskade aufbauen, wie das an den Resultaten

in den Abbildungen 4.19(a) und 4.20(a) für inkompressibles Treiben zu sehen ist, was

auch den Vorhersagen von Goldreich u. Sridhar (1995) zur inkompressiblen Turbulenz

entspricht. Da PShear allerdings bei kompressiblem Treiben aus den kompressiblen Mo-

den hervorgeht, wird der Kaskade der inkompressiblen Moden dieselbe Vorzugsrichtung

aufgezwungen wie PComp. Im Gegensatz dazu hat im Fall vom inkompressiblen Treiben

PComp nicht dieselbe Vorzugsrichtung wie PShear. Damit lässt sich schlussfolgern, dass die

Transformation von inkompressiblen in kompressible Moden weniger effizient verläuft.

Hierdurch ergibt sich eine Überlagerung der Anisotropien der Kaskaden der kompressi-

blen und inkompressiblen Moden, wodurch ein weitgehend isotropes Spektrum entsteht.

Für β = 0.01 weist PB für inkompressibles Treiben dieselbe senkrechte Vorzugsrichtung

auf wie PK und PShear (siehe Abbildung 4.36(a)), wohingegen für kompressibles Treiben

keine Vorzugsrichtung im Spektrum von PB zu sehen ist (siehe Abbildung 4.36(b)). Aus

Abbildung 4.16(a) geht hervor, dass bei inkompressiblem Treiben viel mehr inkompres-

sible als kompressible Moden erzeugt werden. Aufgrund der geringen Kompressibilität

wird deshalb auch eine senkrechte Kaskade erwartet. Für kompressibles Treiben weist das

System nur unwesentlich mehr inkompressible als kompressible Moden auf (vgl. Abbil-

dung 4.16(b)), weshalb in diesem Fall die magnetische Energie sowohl in parallele als auch

senkrechte Richtung kaskadiert. Eine wichtige Voraussetzung dafür ist natürlich, dass die

magnetische und kinetische Energie in unterschiedlicher Weise kaskadieren dürfen, was
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allerdings aus den Spektren hervorzugehen scheint.

Für β = 10 erweisen sich alle zweidimensionalen Spektren als ziemlich isotrop, wie man

das für diesen weitgehend hydrodynamischen Testfall auch vermuten würde (siehe Ab-

bildungen 4.36(c), 4.36(d), 4.19(c), 4.19(d), 4.20(c), 4.20(d), 4.21(c) und 4.21(d)).

In Federrath et al. (2008) und Federrath et al. (2010) wurde eine zu dieser Arbeit sehr

ähnliche Untersuchung durchgeführt. Dabei wurde ebenfalls die Abhängigkeit von ei-

nem rein kompressiblen oder rein inkompressiblen Treibszenario untersucht, allerdings

für den Fall der Hydrodynamik. Die hier vorgestellten Untersuchungen stellen in vieler-

lei Hinsicht eine Erweiterung dieser Arbeit auf die MHD dar. Die Untersuchungen des

gesättigten Spektrums stehen im direkten Zusammenhang mit den Analysen von Cho u.

Lazarian (2002), die für inkompressibles Treiben MHD-Simulationen mit anschließenden

Anisotropieuntersuchungen für β � 1 durchgeführt haben. In Cho u. Lazarian (2003)

wurden auch Untersuchungen für große β-Werte, allerdings wiederum nur für inkompres-

sibles Treiben, durchgeführt. Von Vestuto et al. (2003) wurden der Einfluss des Treibers

auf die zweidimensionalen Spektren für inkompressibles Treiben im Konvergenzbereich

untersucht. Die Anisotropieergebnisse dieser Arbeit stimmen für inkompressibles Trei-

ben mit unseren Resultaten überein. Die Untersuchungen von PComp sind aufgrund der

Kontinuitätsgleichung vergleichbar mit der Arbeit von Kowal et al. (2007), die die Dich-

teflukuationen für inkompressibles Treiben in MHD-Simulationen untersucht haben.
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Abbildung 4.18: PB im saturierten Zustand der Turbulenz bei einer Gitterauflösung

von 2563 und 5123.
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Abbildung 4.19: PK im saturierten Zustand der Turbulenz bei einer Gitterauflösung

von 2563 und 5123.
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Abbildung 4.20: PShear im saturierten Zustand der Turbulenz bei einer Gitterauflösung

von 2563 und 5123.
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Abbildung 4.21: PComp im saturierten Zustand der Turbulenz bei einer Gitterauflösung

von 2563 und 5123.
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4.3 Welle-Teilchen-Resonanz

In diesem Kapitel wird der relevante physikalische Streuprozess der Welle-Teilchen-

Wechselwirkung untersucht. Kapitel 4.3.1 beschäftigt sich dabei mit der Validierung

der Teilchenalgorithmen. In Kapitel 4.3.2 wird untersucht, wie sich die Welle-Teilchen-

Wechselwirkung auf die Fokker-Planck-Koeffizienten und somit auf den Teilchentrans-

port auswirkt.

4.3.1 Gyroresonanz als anspruchsvoller Testfall für die numerische

Stabilität der Teilchensimulation

Vor der Simulation von Teilchenstreuprozessen sollte man sich bewusst machen, dass

der physikalisch korrekte Streuprozess nicht ohne weiteres von einer Teilchenstreuung

unterschieden werden kann, die entsteht, wenn Teilchen auf Grund einer schlechten Nu-

merik ihre physikalischen Teilchenbahnen verlassen. So wird z.B. ein Teilchen, das sich

in einem störungsfreien Magnetfeld entlang einer Schraubenbahn bewegt, bei einem zu

großen Zeitschritt zu stark beschleunigt und wird deshalb allmählich die Schaubenbahn

durch eine Vergrößerung des Gyrationsradius verlassen. Diese “numerische Streuung”

des Teilchens ist allerdings unphysikalisch und muss auf jeden Fall vermieden werden.

Während dieser Effekt bei einem störungsfreien Magnetfeld leicht zu identifizieren ist,

fällt das bei turbulenten Feldern deutlich schwerer. Tatsächlich ist auch der Testfall im

störungsfreien Magnetfeld für die Untersuchung der Stabilität irrelevant, da die Teil-

chenstreuung in erster Linie von den Turbulenzen abhängt. Numerische Stabilität bei

nur kleinen Fluktuationen wird demnach bei anderen Zeitschritten erreicht, als dies bei

starken Fluktuationen der Fall ist, selbst wenn das Hintergrundmagnetfeld dasselbe ist.

Ein aussagefähiger Testfall muss demnach den relevanten physikalischen Streuprozess

auf seine numerische Stabilität hin überprüfen, um zu beweisen, dass bei der Simulation

physikalisch und nicht numerisch gestreut wird.

Die Streuung der Teilchen wird im turbulenten Plasma in erster Linie durch eine Wech-

selwirkung der geladenen Teilchen mit den Plasmawellen hervorgerufen. Die Bewegung

eines geladenen Teilchens, das mit einer Welle wechselwirkt, wird jedoch durch ein ge-

koppeltes, nichtlineares Gleichungsystem beschrieben (Lorentzkraft) und kann analy-

tisch nicht gelöst werden. Allerdings weist diese Wechselwirkung zwischen Wellen und
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Teilchen Resonanzen auf, die durch die Bedingung

ω − v‖ · k‖ = nΩ (4.30)

ω − v · k · cos[θ] =
neB

m

√
1− v2

c2
n ε N (4.31)

gegeben sind, wobei in Gleichung 4.31 angenommen wird, dass die Welle sich parallel

zum Hintergrundmagnetfeld ausbreitet. Sollte bei der Simulation physikalisch korrekt

gestreut werden, so müsste man die Winkel, unter denen nach Gleichung 4.31 resonant

gestreut wird, in den Simulationsergebnissen einwandfrei identifizieren können. Dabei

ist es nicht notwendig, die exakte Beschleunigung zu kennen.

Hierfür wurde ein Testfall entwickelt, bei dem Protonen mit einer Alfvénwelle wech-

selwirken, die sich entlang des Magnetfeldes fortbewegt. Das Magnetfeld ist bei dieser

Simulation mit B = 5.6 · 10−10 T und der Betrag des Wellenvektors mit k = 2 · π · 106

m−1 festgelegt. Die Alfvéngeschwindigkeit beträgt vA = 2.7 · 104m/s. Die Teilchen wer-

den bei der Simulation mit einer festen Geschwindigkeit v = 5.6 · 104 m/s, aber mit

unterschiedlichen Winkeln zum Hintergrundmagnetfeld und damit zur Alfvénwelle in

das Plasma eingebracht. Hiermit bleibt als einzige Unbekannte in der Resonanzbedin-

gung 4.31 der Streuwinkel θ. Für die Teilchen, die bei einem Winkel in das Plasma

eingebracht werden, für den eine Resonanz zwischen Welle und Teilchen vorhergesagt

wird, wird also eine deutliche Beschleunigung im Vergleich zu den anderen Teilchen er-

wartet. Bei Alfvénwellen ergeben sich nur Resonanzen für |n| > 0. Aus Gleichung 4.31

ergeben sich für n = 1 und n = 2 bei den angegebenen Parametern Resonanzen für die

Pitchwinkel θ = 70.3 bzw. θ = 79.4.

Die Ergebnisse dieser Simulation sind in Abbildung 4.22 gezeigt, wobei hierzu der Ef-

fekt des Hintergrundmagnetfeldes abgezogen wurde, um die Resonanzen noch deutlicher

zeigen zu können. In der Abbildung ist die Beschleunigung der Teilchen gegen ihren

ursprünglichen Winkel aufgetragen, der sich während der kurzen Simulationszeit nur

wenig ändert. Die anhand von Gleichung 4.31 vorhergesagten Resonanzen bei θ = 70.3

bzw. θ = 79.4 sind deutlich zu sehen.

4.3.2 Teilchenstreuung mit wenigen Wellen

Nachdem in Kapitel 4.3.1 die Validität der Teilchenroutinen belegt wurde, wird im

Folgenden der Effekt dieser für den Teilchentransport so relevanten Welle-Teilchen-

Wechselwirkung auf den Fokker-Planck-Koeffizienten Dµµ überprüft. Hierzu wird Dµµ
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Abbildung 4.22: Die Abbildung zeigt die simulierte Teilchenbeschleunigung in

Abhängigkeit vom Pitch-Winkel für die Wechselwirkung zwischen Protonen und einer

Alfvénwelle. Der Effekt der Teilchengyration um das konstante Hintergrundmagnetfeld

wurde von diesem Ergebnis abgezogen. Die Teilchen werden in der Umgebung der durch

Gleichung 4.31 vorhergesagten Resonanzwinkel signifikant beschleunigt. Insbesondere

für n = 1 ergibt sich dabei eine deutliche Resonanz bei θ = 70.3 Grad, aber auch für

n = 2 ist die Resonanz bei θ = 79.4 Grad noch klar erkennbar.

für den Transport in Spektren mit nur wenigen Alfvénwellen bzw. magnetosonischen

Wellen berechnet. Dabei wurde ein Treibspektrum mit k = 1 bzw. mit k = 1, 2, 3 ver-

wendet. Hierbei sind die k in numerischen Einheiten angegeben (vgl. hierzu die pink

umrandeten Punkte in den Abbildungen 4.23(a) und 4.23(b)). Allerdings wurden die

Teilchensimulationen durchgeführt, bevor ein signifikanter Anteil der Energie in die an-

deren Moden transferiert wurde. Es werden also nur wenige, genau definierte, langwellige

Moden generiert, an denen die Teilchen streuen können. Deshalb lassen sich die Reso-

nanzen in Dµµ deutlich von einander trennen und unabhängig von einander untersuchen.

Da allerdings auch in den Moden bei höheren Wellenvektoren k etwas Energie vorhan-

den ist, wird zusätzlich ein leichtes Hintergrundrauschen in Dµµ erzeugt (vgl. Abbildung

4.23).

Dieses Kapitel dient in ersten Linie dazu, ein besseres Verständnis des Streuprozesses zu

entwickeln, was dann auch für die Interpretation der Simulationsergebnisse für den Fall
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Abbildung 4.23: Spektren für ein Treibspektrum bis k = 1 (4.23(a)) bzw. k = 1, 2, 3

(4.23(b)). Man erkennt eindeutig, dass nur wenig turbulente Energie aus den direkt

getriebenen Moden in die mit größerem Wellenvektor übergegangen ist.

der Heliosphäre wichtig wird. Durch die wenigen von einander abgrenzbaren Resonanzen

bei nur geringen Fluktuationsamplituden lassen sich die Resultate dieses Testfalls deut-

lich leichter interpretieren als dies in einem voll entwickelten Spektrum mit z.T. durchaus

energiereichen Fluktuationen der Fall ist. Die Ergebnisse weichen hier allerdings auch

von den typischen analytischen Untersuchungen der QLT ab. Dies liegt allerdings dar-

an, dass hier kein breites Spektrum mit einem weit reichenden Inertialbereich simuliert,

sondern lediglich eine Untersuchung mit nur wenigen Moden durchgeführt wurde, was

für die hier genannten Anforderungen allerdings sinnvoller ist. Als realistisch sind die

hier verwendeten Spektren mit gewissen Einschränkungen für Turbulenzentstehungsge-

biete zu werten, in denen auch noch kein vollständig entwickeltes Spektrum, sondern nur

einzelne Wellen, die direkt getrieben werden, vorliegen. Da auch strömende Teilchen in

Turbulenzentstehungsgebieten zusammen mit diesen ersten Wellen an der Turbulenzer-

zeugung mitwirken, ist die resonante Streuung, wie sie hier untersucht wird, für die

Weiterentwicklung damit verbundener Theorien durchaus relevant (vgl. z.B. Vainio u.

Laitinen (2008)).

Im Folgenden werden die Testfälle in den veschiedenen Spektren präsentiert und anschlie-

ßend noch eine genauere Analyse der Streuung für einen der hier vorgestellten Testfälle

durchgeführt. Für k = 1 wurde nur ein Testfall mit inkompressiblem Treiben simuliert,

wohingegen für k = 1, 2, 3 sowohl kompressibel als auch inkompressibel getrieben wurde.
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resonante Wellen: Wellentyp k

magnetosonische Welle (1,1,1)

Resonanzen:

Welle vT (m/s) µ

(1,1,1) schnelle ms. Welle 100 000 ±0.5

(1,1,1) langsame ms. Welle ” ±0.09

(1,1,1) schnelle ms. Welle 700 000 ±0.07

(1,1,1) langsame ms. Welle ” ±0.02

Tabelle 4.4: Die Tabelle zeigt die resonanten Wellen und die Winkel, unter denen Re-

sonanzen auftreten für inkompressibles Treiben der Mode k = 1 und Teilchen der Ge-

schwindigkeit v1 und v2. Im oberen Bereich der Tabelle werden die resonanten Wellen

aufgeführt. Die einzige Welle, die mit den Teilchen der betrachteten Energie Resonanzen

aufweist, ist hier eine magnetosonische Welle mit k = (1, 1, 1). Im unteren Bereich der

Tabellen werden die Resonanzen aufgeführt, wobei hier für schnelle und langsame ma-

gnetosonische Wellen die Resonanzen einzeln angegeben werden. Man erkennt, dass für

die höheren Teilchengeschwindigkeiten bei beiden Wellentypen die Resonanzen näher an

µ = 0 vorhergesagt werden. Diese Vorhersage passt gut zu den Resultaten in Abbildung

4.24.

Diese Untersuchung wird also in Abhängigkeit von zwei unterschiedlichen Parametern

durchgeführt, wodurch sich für die weitere Analyse drei Testfälle ergeben. Abhängig von

der Treibart und der Breite des Treibspektrums im k-Raum werden unterschiedliche Mo-

den angeregt, die jeweils unterschiedliche Resonanzen hervorrufen können. Diese Moden

sowie die vorhergesagten Pitchwinkel, bei denen Resonanzen auftreten sollen, sind in

Kombination mit den untersuchten Teilchengeschwindigkeiten in den Tabellen 4.4, 4.5

und 4.6 zusammengestellt. Die Moden wurden durch einen Analyse der Spektren PB,

PComp und PShear im k-Raum identifiziert. Bei dieser Analyse kann allerdings nicht zwi-

schen schnellen und langsamen magnetosonischen Wellen unterschieden werden.

Die Abbildungen 4.24, 4.25 und 4.26 zeigen Dµµ für die verschiedenen Treibszenarien

bei beiden Teilchengeschwindigkeiten v1 = 100000m/s und v2 = 700000m/s. Die Reso-

nanzen, wie sie bei der Analyse in den Tabellen 4.4, 4.5 und 4.6 vorhergesagt wurden,

sind deutlich zu erkennen. Im Gegensatz zur Untersuchung in Kapitel 4.3.1 breiten sich

110



4 Ergebnisse

D
µ
µ

µ

 0

 2e-09

 4e-09

 6e-09

 8e-09

 1e-08

 1.2e-08

 1.4e-08

 1.6e-08

 1.8e-08

 2e-08

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2  0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

Dµµ nach 30s

Dµµ nach 90s

Dµµ nach 270s

Dµµ nach 330s

(a) vT = 100000 m/s

D
µ
µ

µ

 0

 2e-08

 4e-08

 6e-08

 8e-08

 1e-07

 1.2e-07

 1.4e-07

 1.6e-07

 1.8e-07

 2e-07

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2  0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

Dµµ nach 30s

Dµµ nach 90s

Dµµ nach 270s

Dµµ nach 330s

(b) vT = 700000 m/s

Abbildung 4.24: Fokker-Planck-Koeffizient Dµµ(µ) für inkompressibles Treiben mit

k = 1. Bei der für die betrachteten Teilchenenergien einzigen resonanten Mode handelt es

sich um eine magnetosonische Welle mit k = (1, 1, 1). Die Resonanzwinkel sind in Tabel-

le 4.4 aufgeführt. Die verschiedenen Farben repräsentieren die berechneten Koeffizienten

nach unterschiedlich langen Simulationszeiten. Es wird deutlich, dass die Resonanzen

erst nach längerer Simulationszeit in den Koeffizienten sichtbar werden. Eine zeitliche

Konvergenz der Koeffizienten kann hier allerdings nicht erwartet werden, da die Turbu-

lenz nicht voll entwickelt ist und deshalb bei jedem Zeitschritt zusätzliche Energie in das

System injiziert wird.
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Abbildung 4.25: Dµµ(µ) für inkompressibles Treiben mit k = 1, 2, 3. Die in Tabelle

4.5 angegebenen Resonanzen sind gut zu identifizieren. Ansonsten gelten die gleichen

Annahmen, wie sie bereits für Abbildung 4.24 formuliert wurden.
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Abbildung 4.26:Dµµ(µ) für kompressibles Treiben mit k = 1, 2, 3. Die resonanten Win-

kel sind in Tabelle 4.6 angegeben. Sie stimmen mit den Simulationsergebnissen überein.

Ansonsten gelten die gleichen Annahmen, wie sie bereits für Abbildung 4.24 formuliert

wurden.
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die Wellen in beliebiger Raumrichtung aus. Für die richtige Zuordnung der Gyroreso-

nanzen muss zwischen dem Winkel δ, der durch die Ausbreitungsrichtungen von Welle

und Teilchen definiert ist, bei dem eine resonante Wechselwirkung vorhergesagt wird,

und dem Pitchwinkel µ = cos(θ) zwischen Teilchenimpuls und Hintergrundmagnetfeld

unterschieden werden. Dies ist in Abbildung 4.27 gezeigt. Der Winkel θ ergibt sich aus

der Summe des Resonanzwinkels δ und des Winkels α zwischen Ausbreitungsrichtung

der Welle und dem Hintergrundmagnetfeld. Die Resonanzwinkel sind in den Tabellen

4.4, 4.5 und 4.6 angegeben.

Für inkompressibles Treiben mit k = 1 (siehe Abbildung 4.24 sowie Tabelle 4.4) gibt es

nur eine resonante, kompressible Mode für die betrachteten Teilchengeschwindigkeiten

mit signifikanter Energie. Diese Welle erfüllt mit k = (1, 1, 1) die Resonanzbedingung

für n = 0 bei den beiden Teilchengeschwindigkeiten. Sowohl für schnelle als auch lang-

same magnetosonische Wellen wird die Resonanz für die schnelleren Teilchen näher an

µ = 0 vorhergesagt. Dies führt zu unterschiedlich breiten Resonanz-Peaks für die zwei

Teilchengeschwindigkeiten.

Für inkompressibles Treiben der Moden k = 1, 2, 3 (vgl. Abbildung4.25 und Tabelle 4.5)

resonante Wellen: Wellentyp k

magnetosonische Welle (1,1,2)

magnetosonische Welle (1,2,1)

Alfvénwelle (2,1,0)

Alfvénwelle (3,1,0)

Resonanzen:

Welle vT (m/s) µ

(1,1,2)/(1,2,1) schnelle ms. Welle 100 000 ±0.7

(1,1,2)/(1,2,1) langsame ms. Welle ” ±0.09

(1,1,2)/(1,2,1) schnelle ms. Welle 700 000 ±0.1

(1,1,2)/(1,2,1) langsame ms. Welle ” ±0.01

(2,1,0) Alfvénwelle ” ±0.6

(3,1,0) Alfvénwelle ” ±0.4

Tabelle 4.5: Diese Tabelle entspricht Tabelle 4.5 für inkompressibles Treiben und k =

1, 2, 3.
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resonante Welle: Wellentyp k

magnetosonische Welle (1,0,2)

magnetosonische Welle (1,1,0)

magnetosonische Welle (1,2,0)

magnetosonische Welle (2,1,0)

Alfvénwelle (3,0,1)

Resonanzen:

Welle vT (m/s) µ

(1,0,2)/(1,2,0)schnelle ms. Welle 100 000 ±0.6

(1,0,2)/(1,2,0)langsame ms. Welle ” ±0.09

(1,1,0)schnelle ms. Welle ” ±0.4

(1,1,0)langsame ms. Welle ” ±0.09

(2,1,0)schnelle ms. Welle ” ±0.3

(2,1,0)langsame ms. Welle ” ±0.09

(2,1,0)schnelle ms. Welle n=1 ” ±0.6

(2,1,0)schnelle ms. Welle n=1 700 000 ±0.6

(1,0,2)/(1,2,0)schnelle ms. Welle ” ±0.09

(1,0,2)/(1,2,0)langsame ms. Welle ” ±0.02

(1,1,0)schnelle ms. Welle ” ±0.05

(1,1,0)langsame ms. Welle ” ±0.02

(2,1,0)schnelle ms. Welle ” ±0.05

(2,1,0)langsame ms. Welle ” ±0.02

(3,0,1) Alfvénwelle ” ±0.4

Tabelle 4.6: Diese Tabelle entspricht Tabelle 4.5 für kompressibles Treiben und k =

1, 2, 3.
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enthält das Spektrum für Teilchen der Geschwindigkeit v1 zwei resonante kompressible

Moden, die eine Resonanz beim selben Pitchwinkel hervorrufen. Dies liegt daran, dass

im betrachteten System die x-Richtung die einzige Vorzugsrichtung (festgelegt durch

das Hintergrundmagnetfeld) darstellt. Somit führen die beiden Moden k =(1,1,2) und

k =(1,2,1) zu den selben Resonanzwinkeln. Für schnelle magnetosonische Wellen wird

die Resonanz bei µ = ±0.7 und für die langsame magnetosonische Welle bei µ = ±0.1

vorhergesagt. Aus den Simulationsergebnissen lässt sich schließen, dass in diesem Fall so-

wohl schnelle als auch langsame magnetosonische Wellen enthalten sind. Für die Teilchen

mit einer Geschwindigkeit von v2 wird eine Resonanz für n = 0 mit den kompressiblen

Moden bei µ = ±0.1 bzw. µ = ±0.01 vorhergesagt. Darüber hinaus finden sich bei

µ = ±0.6 und µ = ±0.4 Resonanzen für n = 1 mit Alfvénwellen.

Für k = 1, 2, 3 und kompressibles Treiben (siehe Abbildung 4.26 und Tabelle 4.6) las-

sen sich für die Teilchen der Geschwindigkeit v1 vier resonante magnetosonische Wel-

len vorhersagen. Im Simulationsergebnis können die einzelnen Resonanzpeaks nicht von

einander getrennt untersucht werden. Stattdessen ergibt sich ein weit ausgedehnter Re-

sonanzbereich. Für die Teilchen der Geschwindigkeit v2 ergibt sich eine Resonanz mit

einer magnetososnischen Welle bei µ = 0 und eine Resonanz für n = 1 mit Alfvénwellen

bei µ = ±0.4. Zusätzlich ergibt sich noch eine Resonanz für n = 1 bei µ = 0.6 mit einer

magnetosonischen Welle.

  

Welle

Teilchen

B

αδ

Abbildung 4.27: Abbildung zur Verdeutlichung der verschiedenen Winkel im System:

Die Resonanzwinkel, wie sie in den Tabellen angegeben und in den Simulationsdaten

aufgetragen sind, beziehen sich auf den Pitchwinkel µ = cos(θ), wobei gilt: δ + α = θ.

Die Amplituden der turbulenten Fluktuationen sind ziemlich klein in diesen Testfällen.

Deshalb werden die Teilchen nur geringfügig in µ gestreut. Auf die Streuung soll hier
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noch einmal detaillierter eingegangen werden. Für die weitere Analyse wird der Testfall

mit kompressiblem Treiben der Moden k = 1, 2, 3 bei der Teilchengeschwindigkeit v2

genauer analysiert.

In Abbildung 4.28(a) ist der Teilchenimpuls zu Beginn und am Ende der Simulation auf-

getragen. Jeder Punkt in der Abbildung ergibt sich aus der Mittelung mehrerer Teilchen

in einem bestimmten ∆µ-Abschnitt. Es zeigt sich deutlich, dass es in der Nähe der Re-

sonanzen zu einem deutlichen Energieaustausch kommt. Die effektive Energieänderung

der Summe aller Teilchen ist dabei extrem gering.

In Abbildung 4.28(b) wurde in Rot für jedes Teilchen die Summe der Änderungen in

µ aller Zeitschritte gegen das ursprüngliche µ des Teilchens aufgetragen. Jeder Punkt

repräsentiert hierbei genau ein Teilchen. In Grün ist für jedes Teilchen die Summe der

Absolutwerte der Änderung in µ aller Zeitschritte gegen das ursprüngliche µ aufgetragen.

Es wird also deutlich, dass die Teilchen durchaus gestreut werden, dass aber sowohl zu

größeren als auch kleineren µ-Werten hin gestreut wird, wodurch insgesamt die Teilchen

ihre ursprüngliche µ-Umgebung kaum verlassen. Lediglich in der Nähe der Resonanzen

werden die Teilchen auch in andere µ-Bereiche gestreut. Während der Simulation haben

die Teilchen sechs Gyrationen ausgeführt. Bedingung für die Gültigkeit der QLT ist,

dass die Teilchen während einer Gyration nur wenig gestreut werden. Die Summe der

Absolutwerte der Streuung liegt knapp unter ∆µ = 0.2, d.h. während einer Gyration

werden die Teilchen um ∆µ = 0.033 gestreut. Somit sind die Bedingungen der QLT hier

sicher gegeben. Hierbei stellt sich natürlich die Frage, ob diese Auswertung nicht mit∑
∆µ statt mit

∑
|∆µ| hätte durchgeführt werden müssen. Immerhin gibt die Größe∑

∆µ an, wie weit die Teilchen tatsächlich ihren ursprünglichen µ-Bereich verlassen

haben. Allerdings muss man sich an dieser Stelle bewusst machen, dass
∑

∆µ maximal

einen Wert von 2 annehmen kann, z.B. wenn ein Teilchen, das ursprünglich bei µ = 1

injiziert wurde, sich am Ende der Simulation bei µ = −1 aufhält. Simuliert man nur

lange genug, so wird das Verhältnis
∑

∆µ/Gyratonszahl sehr klein, ganz unabhängig

davon, ob das Teilchen während einer sehr langen Simulation nur einmal oder sehr oft

den Weg von µ = 1 bis µ = −1 im µ-Raum durchlaufen hat. Somit ist für diese Analyse

nicht
∑

∆µ, sondern
∑
|∆µ| die relevante Vergleichsgröße.
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Abbildung 4.28: Weiterführende Analyse der Streuung für kompressibles Treiben der

Moden k = 1, 2, 3 bei der Teilchengeschwindigkeit v2. Abbildung 4.28(a) zeigt den Teil-

chenimpuls zu Beginn und am Ende der Simulation, wobei die Impulse über mehrere

Teilchen innerhalb eines ∆µ-Abschnitts im µ-Raum gemittelt wurden. Es zeigt sich,

dass bei den Resonanzen Energie zwischen Teilchen und den Wellen ausgetauscht wird.

Abbildung 4.28(b) zeigt die Summe der Streuung in µ, also
∑

∆µ, bzw. die Summe der

Absolutwerte der Streuung in µ, also
∑
|∆µ|. Es zeigt sich, dass die Teilchen durch-

aus deutlich gestreut werden, aber offensichtlich genauso oft zu größeren als auch zu

kleineren µ-Werten, so dass effektiv die Teilchen ihre direkte µ-Umgebung nicht wesent-

lich verlassen. Nur in der Nähe der Resonanzen werden die Teilchen etwas deutlicher in

andere µ-Umgebungen gestreut.
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4.4 Simulation der mittleren freien Weglänge in der

Heliosphäre - Vorarbeiten

4.4.1 Einführendes zur Messung: Spektren und mittlere freie

Weglänge

In Kapitel 4.3.1 wurde gezeigt, dass mit dem Hybrid-Code die resonante Welle-Teilchen-

Wechselwirkung, die den wesentlichen Transportmechanismus in turbulenten Plasmen

darstellt, korrekt simuliert werden kann. Es stellt sich allerdings die Frage, ob mit die-

sen Simulationen auch die Teilchenstreuung in der Heliosphäre nachvollzogen werden

kann, obwohl sich die Eigenschaften dieser Magnetfelder als durchaus komplex erweisen

(vgl. hierzu Kapitel 2.2.4).

Im Folgenden soll die mittlere freie Weglänge hochenergetischer Teilchen für den Fall

der Heliosphäre simuliert und mit Messdaten verglichen werden. Es zeigt sich, dass diese

Messdaten durch die Simulation mit hoher Genauigkeit reproduziert werden können.

Aufgrund dieser guten Übereinstimmung werden die Simulationen als aussagekräftig ge-

wertet. Deshalb sollen hier auch weiterführende Analysen der Teilchenstreuung erfolgen.

Da grundsätzlich bei der Simulation alle Informationen von Teilchen und Magnetfeldern

während des gesamten Transports zur Verfügung stehen, werden hiermit Untersuchungen

möglich, die auf Grundlage experimenteller Messungen im Weltraum nicht durchführbar

sind.

Im Folgenden wird zunächst das Experiment, das zum Vergleich dient, definiert und

seine Messergebnisse vorgestellt. Anschließend wird eine Teilchenenergie, bei der die Si-

mulation durchgeführt werden soll, festgelegt. Danach wird der für diese Teilchenenergie

resonante Bereich des Spektrums berechnet und der grundlegende Simulationsaufbau

erläutert. Im anschließenden Unterkapitel werden numerische Testfälle formuliert, um

die Simulationsparameter festzulegen. Danach werden die Spektren, insbesondere ihre

Anisotropie und Kompressibilität sowie die angemessene Treibart diskutiert. Dann wer-

den die Simulationsergebnisse der mittleren freien Weglänge präsentiert. Schließlich wird

eine weiterführende Analyse der Teilchenstreuung durchgeführt. Darüber hinaus findet

ein Vergleich mit ähnlichen numerischen Untersuchungen des Teilchentransports in der

Heliosphäre statt.

Die in diesem Kapitel vorgestellte Untersuchung bezieht sich auf die solaren Teilchen
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(a) (b)

Abbildung 4.29: Die Abbildungen wurden aus Dröge (2003) entnommen. Dabei zeigt

4.29(a) die gemessene Senkrechtkomponente des Spektrums während eines solaren Fla-

res, der durch das Wind-3DP-Experiment vom 9. Juli 1996 um 18:00 Uhr UTC bis zum

10. Juli 12:00 Uhr UTC gemessen wurde. Der durch die gestrichelte Linie zusätzlich

in der Abbildung eingefügte Slab-Anteil der Turbulenz ergibt sich aus einer Schätzung.

Abbildung 4.29(b) zeigt die aus den Messergebnissen der Intensitäts- und Anisotropie-

profilen gefittete mittlere freie Weglänge für Protonen und Elektronen zusammen mit

Fitfunktionen, die sich aus analytischen Modellen ergeben (Details siehe Dröge (2003)).

eines Flares, die durch das Wind-3DP-Experiment vom 9. Juli 1996 um 18:00 Uhr UTC

bis zum 10. Juli 12:00 Uhr UTC gemessen wurden. In Abbildung 4.29(a) ist das ge-

messene senkrechte Spektrum gezeigt, die gestrichelte Linie stellt eine Schätzung des

Slab-Anteils der Turbulenz dar. Abbildung 4.29(b) zeigt die aus den Intensitäts- und

Anisotropieprofilen gefittete mittlere freie Weglänge von Protonen und Elektronen bei

definierten Energien in Form von Messpunkten. Die Fitfunktionen ergeben sich aus ana-

lytischen Modellen (Details hierzu finden sich in Dröge (2003)).

Für die Untersuchung werden Protonen mit einer Steifigkeit von 17 MV gewählt, was

in etwa dem niederenergetischsten Messpunkt der Protonen in Abbildung 4.29(b) ent-

spricht. Die Steifigkeit ist dabei mit

r =
cp

|q|
(4.32)
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definiert, wobei c die Lichtgeschwindigkeit, p der Teilchenimpuls und q die Ladung des

Teilchens angeben. Für die folgende Untersuchung wurde ein turbulentes Magnetfeld

erzeugt, dessen Senkrechtanteil des Spektrums dem der Messung entspricht und das

gleichzeitig die resonanten Wellen für Teilchen der Steifigkeit 17 MV enthält. Diese

Wellen findet man mit der Resonanzbedingung, es gilt

ω − v‖ · k‖ = nΩ (4.33)

ω − v · cos[δ + α] · k · cos[α] =
enB

m

√
1− v2

c2
.

Hierbei ist δ der Winkel zwischen Teilchen und Welle, während α sich auf den Winkel

zwischen Welle und dem Hintergrundmagnetfeld bezieht. Die Plasmaparameter der Mes-

sung finden sich in Dröge (2003). Für diese gilt: B = 3.7310−9 T, n = 5.27, T = 59.116

K, vA = 36300 m/s, β = 0.85. Es zeigt sich, dass für Teilchen der Steifigkeit 17 MV qua-

si für alle Winkelkombinationen aus α und δ die Resonanzen für Wellenzahlen knapp

oberhalb von k = 2 ·π · 10−8 1/m einsetzen. Bei kleineren Wellenzahlen finden sich keine

Resonanzen mehr. Das resonante Spektrum wurde auf Feldern mit einer äußeren Skala

von Lskal = 108 m erzeugt. Bei einer Gitterauflösung von 2563 ergeben sich Wellen-

moden der Größenordnung k = 2 · π · 10−8 1/m bis k = 256 · 2 · π · 10−8 1/m. Das

eindimensionale Spektrum zur Simulation der Teilchen bei r = 17 MV ist in Abbildung

4.30 zu Beginn und am Ende der Simulation gezeigt. In das Plasma mit voll entwickelter

Turbulenz werden dann die Teilchen mit r = 17 MV isotrop und homogen injiziert und

ihr Streuverhalten anhand ihrer Trajektorien analysiert.

4.4.2 numerische Testfälle zur Festlegung der Simulationsparameter

In diesem Kapitel werden Tests durchgeführt, um die minimale Teilchenanzahl, die mini-

male Gittergröße und den maximalen Zeitschritt bei der Simulation zu bestimmen. Ziel

hierbei ist es, qualitativ hochwertige Ergebnisse mit einem möglichst geringen Simulati-

onsaufwand zu erhalten. Hierfür wird das Konvergenzverhalten der parallelen mittleren

freien Weglänge und des Teilchenimpulses in Abhängigkeit von der Teilchenanzahl, der

Gittergröße und des Zeitschritts untersucht.
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Abbildung 4.30: Spektrum der turbulenten Felder für die Simulation des Teilchen-

transports in der Heliosphäre zu Beginn und am Ende der Simulation. Man erkennt,

dass die Fluktuationen während der Simulation nur geringfügig abgebaut werden. Das

Spektrum muss im Zusammenhang mit dem gemessen Spektrum in Abbildung 4.29(a)

gesehen werden.

Teilchenanzahl

Zunächst wird die notwendige Teilchenanzahl bei der Simulation festgelegt. Hiefür wurde

eine Simulation mit 1100, 11000 und 110000 Teilchen in den bereits oben angegebenen

turbulenten Feldern durchgeführt und die mittlere freie Weglänge sowie die mittlere

Steifigkeit nach einer bestimmten Simulationszeit berechnet. Die dabei erzielten Ergeb-

nisse sind zeitlich nicht konvergiert, dementsprechend ist der Absolutwert der berech-

neten Größen nicht von Relevanz. Von Interesse ist bei dieser Simulation lediglich, wie

stark die Abweichungen dieser Größen für die verschiedenen Teilchenzahlen sind. Die

Ergebnisse sind in Abbildung 4.31 gezeigt. Es zeigt sich eine deutliche Abweichung der
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Abbildung 4.31: Parallele mittlere freie Weglänge für die Simulation mit 1100, 11000

und 110000 Teilchen. Die Ergebnisse konvergieren ab 11000 Teilchen.

parallelen mittleren freien Weglänge bei der Simulation mit 1100 Teilchen von denen,

die bei höherer Teilchenauflösung durchgeführt wurden. Offensichtlich ist das Ergebnis

allerdings bei 11000 Teilchen bereits konvergiert. Ein Effekt auf die mittlere Teilchen-

steifigkeit ist nicht festzustellen. Bei der späteren Simulation werden 11000 Teilchen in

das Plasma eingespeist.

Resonanzbereich der Moden

In diesem Abschnitt wird die Teilchenstreuung in Abhängigkeit von den in den tur-

bulenten Feldern enthaltenen Moden festgelegt. Wichtig ist hierbei die Fragestellung,

ob bei der untersuchten Teilchenenergie alle relevanten resonanten Wellen zum Streuen

der Teilchen zur Verfügung stehen. Dies hängt u.a. auch mit der Breite der Resonanz-

funktion der Welle-Teilchen-Wechselwirkung zusammen, denn je breiter die Resonanz,

umso mehr Moden müssen hier miteinbezogen werden. Sollten resonante Wellen fehlen,

so würden bei der Simulation die Teilchen zu wenig gestreut. Dies hätte einen direkten

Effekt auf die simulierte mittlere freie Weglänge.

Für diese Untersuchung wurde das Spektrum aus Abbildung 4.30 im Fourierraum so zu-

recht geschnitten, dass es nur noch die Moden enthält, die auf einem Gitter der Auflösung

1283, 643 sowie 323 Platz finden. In Abbildung 4.32(a) werden die abgeschnittenen Spek-
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tren zusammen mit dem urspünglich bei einer Gitterauflösung von 2563 simulierten Spek-

trum gezeigt. Man sieht, dass die Energien, die die Moden bei kleinen Wellenzahlen k

enthalten, für die unterschiedlichen Gitterauflösungen immer identisch sind. Der einzige

Unterschied in den Spektren ergibt sich durch die zusätzlichen Moden bei höheren Gitter-

auflösungen. Eine Simulation des Teilchentransports auf den unterschiedlichen Gittern

sollte somit zeigen, ob alle relevanten Moden mitsimuliert werden. Dies wird auch noch

einmal in Abbildung 4.32(b) verdeutlicht. Abgebildet sind hier zwei Resonanzfunktio-

nen mit unterschiedlicher Breite im k-Raum. Abhängig von der Gitterauflösung und der

Breite der Resonanzfunktion wird diese zum Teil abgeschnitten und somit die Streuung

nicht korrekt wiedergegeben.

Die parallele mittlere freie Weglänge dieser Untersuchung ist in Abhängigkeit von der

Teilchensteifigkeit in Abbildung 4.33 für die verschiedenen Gitterauflösungen aufgetra-

gen. Man erkennt, dass das Ergebnis bereits bei sehr geringen Gitterauflösungen kon-

vergiert.

Diese Ergebnisse dürfen nicht fehlinterpretiert werden. Aus den Daten folgt nicht, dass

die Simulationen auch auf einem Gitter der Auflösung 643 oder sogar 323 durchgeführt

werden können. Es bedeutet lediglich, dass die relevanten resonanten Moden inklusive

ihrer wie auch immer gearteten Resonanzfunktionen im Spektrum bei kleinen k liegen

und dementsprechend in der Simulation auf einem Gitter der Auflösung 2563 abgebil-

det werden. Ein Gitter mit einer geringeren Auflösung ist für die Simulation dennoch

nicht besonders gut geeignet, denn bei sehr geringen Gitterauflösungen kann man keinen

Inertialbereich im Spektrum erwarten. Eine höhere Gitterauflösung ist immer sinnvoll,

auch wenn die numerische Dissipation bei kompressibler MHD auch bei sehr hohen

Gitterauflösungen die Felder noch stark beeinflusst. Aufgrund des damit verbundenen

deutlich höheren Simulationsaufwands wird die Simulation aber auf einem 2563 Gitter

durchgeführt, obwohl auch bei dieser Auflösung nur ein relativ kurzer Inertialbereich

simuliert werden kann.

Dank dieser Untersuchung kann davon ausgegangen werden, dass die relevanten Moden

zumindest enthalten sind, auch wenn sie bei manchen Wellenzahlen vermutlich eine zu

geringe Energie aufweisen, da aus numerischen Gründen bei geringeren Gitterauflösun-

gen die Spektren nur einen kurzen Inertialbereich haben.
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Abbildung 4.32: Abbildung 4.32(a) zeigt die Spektren bei einer Gitterauflösung von

323, 643, 1283 und 2563. Diese Spektren wurden durch das Abschneiden der Moden

bei größeren Wellenzahlen hergestellt. Abbildung 4.32(b) zeigt eine Darstellung zweier

verschiedener Resonanzfunktionen der Welle-Teilchen-Wechselwirkung mit unterschied-

licher Breite (rot und blau). Bei größerer Gitterauflösung tragen zusätzliche Moden zur

Teilchenstreuung bei. Für ein Gitter der Auslösung 643 werden alle Moden bis k1 (Be-

reich mit blauem Hintergrund) und für eine Gitterauflösung von 2563 alle Moden bis k2

(Bereich mit grüner Schraffierung) aufgelöst. Die minimale Gitterauflösung hängt von

der Breite der Resonanzfunktion bei den verschiedenen kres ab.
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Abbildung 4.33: Simulierte parallele mittlere freie Weglänge für ein Gitter der

Auflösung 323, 643, 1283 bzw. 2563. Offensichtlich konvergieren die Ergebnisse sogar

schon bei den kleinsten Gitterauflösungen.

Zeitschritt

In diesem Kapitel soll der maximale Zeitschritt für die Simulation festgelegt werden.

Hierfür wird die parallele mittlere freie Weglänge in Abhängigkeit von der Teilchenstei-

figkeit für jeweils zwei Simulationen nach derselben physikalischen Zeit verglichen, die

allerdings mit unterschiedlich großen Zeitschritten simuliert wurden. Das Ergebnis dieser

Untersuchung wird in Abbildung 4.34 gezeigt. Man erkennt hier ein Konvergenzverhal-

ten für die parallele mittlere freie Weglänge sowie für die Teilchensteifigkeit ab einem

normierten Zeitschritt von 10−4, was einem physikalischen Zeitschritt von 0.45 Sekunden

entspricht. Dieser Zeitschritt wurde auch für die folgende Simulation gewählt.

4.4.3 Diskussion über passendes Treibszenario

Wie in Kapitel 2.2.4 und 2.3.3 diskutiert, gibt es in der Heliosphäre vermutlich unter-

schiedliche Mechanismen, die die Turbulenz antreiben. Diese Erzeugungsmechanismen

lassen sich grundsätzlich in vorwiegend kompressible bzw. inkompressible Phänomene

unterteilen. Da in diesem Kapitel der Teilchentransport in Rahmen eines Flares unter-

sucht werden soll, werden die turbulenten Felder durch das Antreiben inkompressibler

Fluktuationen erzeugt. Die Teilchen werden erst in das turbulente Plasma injiziert, so-
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Abbildung 4.34: Die Abbildung zeigt die Differenz der Steifigkeiten aufgetragen über

die Differenz der parallelen mittleren freien Weglänge zweier Simulationen, die bis zur

selben physikalischen Zeit, allerdings mit unterschiedlich großem Zeitschritt simuliert

wurden. Offensichtlich konvergieren die Ergebnisse für kleine Zeitschritte. Wird der Zeit-

schritt zu groß gewählt, so führt das zu einem zu großen Teilchenimpuls und zu einer zu

kleinen parallelen mittleren freien Weglänge.

bald die Turbulenz der Geschwindigkeits- und Magnetfelder weitgehend gesättigt ist. Für

den weiteren Verlauf der Simulation ist nun zu entscheiden, ob die Turbulenz nach der In-

jektion der Teilchen weiter angetrieben wird oder ob sie fortan zerfallen soll. Hierfür muss

man berücksichtigen, dass in der Heliosphäre die Turbulenzen vermutlich hauptsächlich

in der Nähe der direkten Koronaumgebung gebildet werden. Während des Transports

werden die Turbulenzen vermutlich nur noch wenig weiter getrieben. Für die Simulation

bei sehr kleinen Wellenvektoren k, wie sie für die Teilchen bei 17 MV auf Grund der Reso-

nanzbedingung relevant sind, werden die Turbulenzen demnach während des Transports

nicht mehr getrieben. Für Simulationen von Teilchen, die mit größeren Wellenzahlen

resonant sind, sollte auch während des Teilchentransports die Turbulenz weitergetrieben

werden, da die Fluktuationen bei großen Wellenzahlen aus denen bei kleinen Wellenzah-

len gespeist werden.
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4.5 Simulation der mittleren freien Weglänge in der

Heliosphäre: Felder

In diesem Kapitel werden die MHD-Felder, in denen die Teilchen gestreut werden, un-

tersucht. Sie sind das Resultat einer mathematisch korrekten Beschreibung eines kom-

pressiblen Plasmas im untersuchten Frequenzbereich, da sie durch die kompressiblen

MHD-Gleichungen in Kombination mit einem weitgehend realistischen Treibszenario

entwickelt wurden. Deshalb kann davon ausgegangen werden, dass die MHD-Felder die-

ser Simulation in vielerlei Hinsicht durchaus physikalisch sind. Im Folgenden werden der

spektrale Verlauf, die Anisotropie der Felder sowie ihre Kompressibilität untersucht. Die

wichtigste Einschränkung ist vermutlich durch numerische Effekte gegeben, da mit der

Entwicklung der kompressiblen MHD-Gleichungen eine starke Ausweitung des Dissipati-

onsbereichs einhergeht. Wie deutlich sich das an den einzelnen Unterpunkten bemerkbar

macht, ist nicht ganz klar. Es soll aber auf jeden Fall angegeben werden, welche Eigen-

schaften die Felder aufweisen, in denen der Teilchentransport betrachtet wird. Da die

Moden des Dissipationsbereichs relativ wenig Energie tragen, sollte durch diese numeri-

schen Einschränkungen der Teilchentransport selbst nicht wesentlich beeinflusst werden.

Für diesen sind hauptsächlich die energiereichen Moden bei kleinen Wellenzahlen k re-

levant.

4.5.1 1D-Spektren

In Abbildung 4.30 ist das eindimensionale Spektrum zu Beginn und am Ende der Simu-

lation aufgetragen. Offensichtlich bleibt das Spektrum im Laufe der Simulation weitge-

hend konstant. Es muss im Zusammenhang mit dem gemessenen Spektrum in Abbildung

4.29(a) gesehen werden. Die Moden bei kleiner Wellenzahl k enthalten in beiden Spek-

tren fast dieselbe Energie, allerdings fällt das simulierte Spektrum etwas stärker ab.

4.5.2 Anisotropie der Spektren

Zur Untersuchung der Anisotropie sind die zweidimensionalen Felder in Abbildung 4.35

zu Beginn der Simulation und in Abbildung 4.36 am Ende der Simulation gezeigt. Man

sieht, dass in beiden Fällen die Felder weitgehend isotrop sind. Im Inertialbereich, der

etwa im Bereich um log(k) = 2 liegt, weisen sie allerdings eine leicht senkrechte Vor-
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Beginn (PB⊥ :PB‖) Ende (PB⊥ :PB‖)

PB 50:50 52:48

PK 51:49 56:44

PShear 51:49 58:42

PComp 51:49 53:47

Tabelle 4.7: In der Tabelle sind die Verhältnisse aus den senkrechten und parallelen

Anteilen von PB zu Beginn sowie am Ende der Simulation (siehe Abbildung 4.35 und

4.36) angegeben. Zu Beginn der Simulation sind die Spektren sehr isotrop, allerdings

nimmt die Anisotropie im Laufe der Simulation zu.

zugsrichtung auf. Der Treibbereich wurde hier sehr viel kleiner gewählt als in Kapitel

4.1 bzw. 4.2. Während dort der Treibbereich in den zweidimensionalen doppellogarith-

mischen Plots bis log(k) = 2.6 reichte, erstreckt er sich in dieser Simulation nur bis

log(k) = 1.7.

Die gängigen Theorien gehen von einem Verhältnis von 20 Prozent Slab und 80 Prozent

2D Turbulenz aus. Ein Vergleich zu den hier gezeigten Simulationen kann nicht direkt

gezogen werden, da die etwas künstliche Zerlegung der Turbulenz in einen Slab- und

einen 2D-Anteil davon ausgeht, dass die Turbulenz nur aus einem rein parallelen und

einem rein senkrechten Anteil besteht. In der Simulation, wie auch in der Natur, laufen

die Wellen allerdings in alle Raumrichtungen. Hier kann man höchstens eine Zerlegung

der Form PB‖ = PBz und PB⊥ =
√
P 2
Bx

+ P 2
By

vornehmen. Diese wurde für die Felder

aus Abbildung 4.35 und 4.36 durchgeführt. Die Ergebnisse sind in Tabelle 4.7 zu sehen.

Hierbei werden der hohe Grad an Isotropie sowie die leichte Zunahme der Anisotropie

im Laufe der Simulation deutlich.

4.5.3 Kompressiblität der Spektren

Man geht davon aus, dass die Turbulenz im interstellaren Medium weitgehend inkom-

pressibel ist, wobei der Grad der Kompressibilität sich bei den einzelnen Teilchenereignis-

sen durchaus deutlich unterscheiden kann und insbesonere auch abhängig vom Frequenz-

bereich und dem heliosphärischen Abstand ist (vgl. Kapitel 2.2.4). Für die Turbulenz

wurde hier ein inkompressibles Treibszenario angenommen. Da sich allerdings auch aus
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Abbildung 4.35: 2-D-Spektren zu Beginn der Simulation

inkompressiblen Moden kompressible Moden bilden können, soll in diesem Abschnitt

die Kompressibilität der MHD-Felder untersucht werden. Abbildung 4.37 zeigt die rela-

tiven Anteile von PComp und PShear an PK im zeitlichen Verlauf der Teilchensimulation.

Wie man sieht, sind etwa 20 Prozent der Moden kompressibel, 80 Prozent sind hinge-

gen inkompressibel, wobei die Anteile sich im Laufe der Simulation nur unwesentlich

verändern.
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Abbildung 4.36: 2-D-Spektren am Ende der Simulation.

4.6 Simulation der mittleren freien Weglänge in der

Heliosphäre: Teilchen

4.6.1 parallele mittlere freie Weglänge

Zunächst werden hier die Ergebnisse für die parallele mittlere freie Weglänge vorgestellt

(vgl. Kapitel 2.3.2 sowie Kapitel 3.7). Dieser wichtige Transportparameter wurde nach

unterschiedlich langen Simulationszeiten berechnet, um sein zeitliches Konvergenzver-

halten untersuchen zu können. Die Ergebnisse dieser Analyse sind nach ihrer zeitlichen

130



4 Ergebnisse

Simulationszeit der Teilchen in Prozent

re
la

ti
ve

A
n
te

il
e

an
P
K

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

 0.9

 1

 1.1

 0  10  20  30  40  50  60  70  80  90  100

PComp/PK
PShear/PK 

Abbildung 4.37: Die Abbildung zeigt die Anteile von PComp und PShear an PK im Laufe

der Teilchensimulation. Man sieht, dass während des gesamten Streuprozesses etwa 80

Prozent der Moden inkompressibel und 20 Prozent kompressibel sind.

Reihenfolge von “mfWl:1” bis “mfWl:12” in Abbildung 4.38 aufgetragen. Man erkennt

deutlich ein zeitliches Konvergenzverhalten der parallelen mittleren freien Weglänge ge-

gen einen Wert von etwa 0.32 AU. Gleichzeitig wird deutlich, dass die Teilchen im Laufe

der Simulation abgebremst werden. Beim Vergleich dieser Simulationsdaten mit denen

aus der Messung (siehe hierzu Abbildung 4.29(b)) fällt sofort die gute Übereinstimmung

der Daten auf. Dieses Ergebnis ist absolut bemerkenswert, denn die Simulationen sind

frei von künstlichen Annahmen. Grundlage sind lediglich die Interpretation der Tur-

bulenzentwicklung in Flares durch ein inkompressibles Treibszenario, die Entwicklung

der Felder durch die MHD-Gleichungen sowie der Teilchentransport basierend auf der

Lorentzkraft. Der hohe Grad an Übereinstimmung zwischen Simulation und experimen-

tellen Daten beweist die hohe Qualität und die absolute Eignung des MHD-Teilchen-

Hybridcodes für die Simulation des Teilchentransports.

Dieses Resultat wird zum Anlass genommen, den Teilchentransport detaillierter zu

analysieren. Dabei stehen grundsätzlich alle Informationen über Teilchen und Felder

während des gesamten Streuprozesses zur Verfügung, wodurch Analysen vorgenommen

werden können, die dem Experiment unzugänglich sind. Hierfür wird im Folgenden der
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Abbildung 4.38: Parallele mittlere freie Weglänge aufgetragen gegen die Teilchenstei-

figkeit nach unterschiedlich langen, äquidistanten Simulationszeiten. Die letzte Ausgabe

“mfWl:12” wurde nach einer Simulationszeit von 700 Periodendauern der Teilchengyrati-

on ausgewertet. Man erkennt, dass die parallele mittlere freie Weglänge gegen einen Wert

konvergiert, wie er auch aus der Messung hervorgeht. Gleichzeitig werden die Teilchen

während der Simulation deutlich abgebremst.

Fokker-Planck-Koeffizient Dµµ(µ) nach verschieden langen Simulationszeiten untersucht.

Das anschließende Kapitel widmet sich der Fragestellung, ob die Bedingung einer nur

schwachen Streuung, wie sie für die Gültigkeit der QLT gefordert wird, in diesem Fall

gegeben ist. Kapitel 4.6.4 analysiert dann, welche Art der Diffusion, also ob subdiffu-

sives, diffusives oder superdiffusives Verhalten vorliegt. Danach wird der offensichtliche

Energieverlust während der Simulation genauer analysiert. Dann wird untersucht, wie

sich die Teilchenanzahl in Abhängigkeit vom Pitchwinkel im Laufe der Simulation ent-

wickelt. Im Anschluss werden der Code und die Vorgehensweise mit bereits bekannten

numerischen Untersuchungen verglichen.
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Abbildung 4.39: Dµµ(µ) nach 3.6 Gyrationen (siehe Abbildung 4.39(a)) sowie nach

der Hälfte der Simulationszeit, also nach 305 Gyrationen und am Ende der Simulation,

d.h. nach 700 Gyrationen (Abbildung 4.39(b))

4.6.2 Der Fokker-Planck-Koeffizient Dµµ(µ)

Die gesamte Simulationsdauer entspricht der Zeit, die die Teilchen brauchen, um 700

Gyrationen zu durchlaufen. Die verschiedenen mittleren freien Weglängen in Abbildung

4.38 wurden nach äquidistanten Zeitabschnitten ausgewertet. Das erste hier präsentierte

Ergebnis bezieht sich auf einen sehr viel früheren Zeitpunkt als der erste Wert für λ‖. In

Abbildung 4.39(a) ist Dµµ(µ) nach nur 3.6 Teilchengyrationen gezeigt. Es sind deutlich

Resonanzen zu sehen, wie sie bereits in Kapitel 4.3.2 gezeigt wurden. Da hier ein voll

entwickeltes Spektrum statt eines mit nur wenigen Wellen vorliegt, sind die Moden, die

diese Resonanzen erzeugen, nicht eindeutig zu identifizieren. Abbildung 4.39(b) zeigt

Dµµ(µ) nach der Hälfte sowie zum Ende der Simulation. Die Struktur von Dµµ(µ) bei

kleinen |µ| wird zunehmend abgebaut. Bei µ = ±1 wächst Dµµ(µ) hingegen deutlich an.

Durch den Energieverlust der Teilchen können sich natürlich die Resonanzen in Dµµ(µ)

zu anderen µ-Werten verschieben. Gleichzeitig könnte aber auch eine starke Streuung die

Resonanzen in Dµµ(µ) im Laufe der Simulation verwischen, sollten die Teilchen durch

ihren Transport aus den Resonanzbereichen herausgestreut werden. Vermutlich spielen

beide Effekte hierbei eine Rolle.
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4.6.3 Gültigkeit der QLT

In diesem Kapitel soll untersucht werden, ob für den hier untersuchten Teilchentransport

die Bedingungen für die Gültigkeit der QLT gegeben sind. Voraussetzung ist dabei, dass

die Teilchen während einer Gyration nur wenig gestreut werden. Analog zur Analyse in

Kapitel 4.3.2 werden hierfür die Summe der Streuung in µ, d.h.
∑

(∆µ) während der

Simulation sowie die Summe der Absolutwerte von der Streuung in µ, also
∑
|∆µ| unter-

sucht. Um eine Vergleichbarkeit mit Kapitel 4.3.2 herzustellen und um die Abhängigkeit

der Streuung von µ noch besser erkennen zu können, wird diese Analyse zu einem sehr

frühen Zeitpunkt, nämlich wiederum nach nur 3.6 Gyrationen durchgeführt. Das Ergeb-

nis ist in Abbildung 4.40 zu sehen. Dieses Ergebnis wird im Zusammenhang mit Abbil-

dung 4.28(b) sowie Abbildung 4.39(a) detaillierter analysiert. Genau wie in Abbildung

4.28(b) ist eindeutig zu sehen, dass die Teilchen insgesamt deutlich gestreut werden, da∑
|∆µ| einen Wert von bis zu 1.7 annimmt. In Abbildung 4.28(b) hat sich, abgesehen

von den Resonanzen, allerdings insgesamt keine Vorzugsrichtung bei dieser Streuung ge-

zeigt, d.h. die Teilchen wurden zu größeren und kleineren µ-Werten gestreut und haben

effektiv ihre direkte µ-Umgebung kaum verlassen. Lediglich bei den Resonanzen wurden

die Teilchen effektiv von ihrem ursprünglichen µ weggestreut. Zwar sind auch in Ab-

bildung 4.40 die Resonanzen, wie sie in Abbildung 4.39(a) bereits identifiziert wurden,

eindeutig zu erkennen, diese scheinen allerdings nach nur 3.6 Gyrationen schon stark zu

verwischen. In fast jedem µ-Bereich werden manche Teilchen um ∆µ = 0.5 von ihrem

ursprünglichem µ weggestreut. Aus der Summe der Absolutwerte von ∆µ lässt sich, wie

bereits in Kapitel 4.3.2 im Detail diskutiert, klären, ob die QLT für diese Simulationen

noch eine geeignete Theorie darstellt. Aus Abbildung 4.40 geht hervor, dass die Teilchen

im Mittel während einer Gyration um etwa µ = 1/3.6 ≈ 0.28 gestreut werden, wobei

hier ein Mittelwert von ca. 1 für den Absolutwert geschätzt wurde. Bei Winkeln nahe

bei µ = 0 werden die Teilchen sogar um ca. µ = 1.3/3.6 = 0.36 gestreut. Offensichlich

werden die Teilchen also durchaus auch während nur einer Gyration deutlich gestreut.

Die Bedingung einer nur schwachen Streuung als Voraussetzung für die Gültigkeit der

QLT ist hier also eher nicht erfüllt.
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Abbildung 4.40: Die Abbildung zeigt die Summe der Streuungen in µ bzw. die Summe

der Absolutwerte der Streuung in µ nach 3.6 Gyrationen. Die Resonanzen sind zu die-

sem frühen Zeitpunkt eindeutig zu identifizieren, allerdings sind sie deutlich schlechter

von resonanzfreien µ-Bereichen abzugrenzen als dies in Abbildung 4.28(b) der Fall ist.

Es zeigt sich, dass die Streuung hier ziemlich stark ausgeprägt ist und insgesamt die

Annahmen der QLT als eher problematisch zu sehen sind.

4.6.4 Art der Diffusion

In diesem Kapitel soll untersucht werden, ob die Teilchen subdiffusiv, diffusiv oder su-

perdiffusiv gestreut werden. Nach Kapitel 3.7 muss hierfür das zeitliche Konvergenz-

verhalten von 〈∆µ2〉 untersucht werden. In Abbildung 4.41 ist Dµµ(t) ∝ 〈∆µ2〉 /t in

Abhängigkeit von der Simulationszeit mit der gleichen zeitlichen Einteilung wie in Ab-

bildung 4.38 gezeigt. Es zeigt sich, dass Dµµ(t) gegen einen konstanten Wert konvergiert,

d.h. es gilt limt→∞Dµµ(t) ∝ const und folglich 〈∆µ2〉 ∝ t. Es liegt also ein diffusives

Verhalten bei der Teilchenstreuung vor.

4.6.5 Energieverlust

Wie bereits aus Abbildung 4.38 hervorgeht, werden die Teilchen im Lauf der Simulation

deutlich abgebremst. Dieses Verhalten soll nun genauer untersucht werden. Hierfür wird

analysiert, wie die Teilchen im µ-p-Phasenraum im Laufe der Simulation abgebremst
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Abbildung 4.41: Die Abbildung zeigt Dµµ(t) für µ = 0.01, µ = 0.51 sowie µ = 0.71

nach unterschiedlich langen Simulationszeiten, wobei die zeitliche Einteilung der von

Abbildung 4.38 entspricht. Man erkennt deutlich ein Konvergenzverhalten gegen einen

weitgehend konstanten Wert. Hiermit lässt sich auf ein diffusives Streuverhalten schlie-

ßen.

werden. Dies ist in Abbildung 4.42 gezeigt. Jeder grüne Punkt gibt den Aufenthaltsort

eines Teilchens im µ-p-Phasenraum zu Beginn der Simulation an. Da diese mit unter-

schiedlichen Winkeln, aber einer festen Energie injiziert wurden, liegen alle Punkte auf

einer horizontalen Linie im µ-p-Plot. Am Ende der Simulation wird jedes Teilchen durch

einen roten Punkt repräsentiert. Man sieht, dass die meisten Teilchen im Laufe der Simu-

lation deutlich abgebremst werden, wobei die Abbremsung vom Winkel µ der Teilchen

abhängt. Da die Abbremsung in Abhängigkeit vom Winkel einer starken Streuung un-

terworfen ist, wird der µ-Raum noch in 100 Abschnitte unterteilt und der Impuls aller

Teilchen eines Teilabschnitts gemittelt. Daraus ergeben sich die blauen Punkte in Ab-

bildung 4.42. Es wird deutlich, dass die Teilchen vor allem in der direkten µ-Umgebung

der Resonanzen, wie sie zu Beginn der Simulation in Abbildung 4.39(a) deutlich zu se-

hen sind, abgebremst werden. Da bereits in Kapitel 4.3.2 gezeigt wurde, dass bei den

Resonanzen effektiv Energie zwischen Welle und Teilchen ausgetauscht wird, lässt sich
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Abbildung 4.42: Die Abbildung zeigt die Verteilung der Teilchen im µ-p-Phasenraum

zu Beginn und am Ende der Simulation. Man erkennt deutlich, dass die Teilchen im Laufe

der Simulation Energie verlieren, was vor allem bei Winkeln in der Nähe von µ = 0 in

ausgeprägter Form stattfindet. Die Abbremsung ist einer starken Streuung unterworfen,

weshalb zusätzlich die gemittelte Endverteilung der Teilchen in Blau dargestellt wurde.

daraus schließen, dass das auch in diesem Fall geschieht.

4.6.6 Umverteilung der Teilchen im µ-Raum

In Abbildung 4.44 ist die Anzahl der Teilchen pro µ-Abschnitt zu Beginn, nach der

Hälfte sowie am Ende der Simulation aufgetragen, wobei der µ-Raum in 100 Teilab-

schnitte zerlegt wurde. Man erkennt deutlich, dass die Bereiche zwischen µ = −0.5

und µ = 0.5 im Laufe der Simulation entleert werden. Die Teilchen, die sich zunächst

weitgehend senkrecht zum Hintergrundmagnetfeld bewegen, werden also alleine durch

den Streuprozess zu einer parallelen bzw. antiparallelen Vorzugsrichtung hingestreut.

Es zeigt sich also, dass sich die Teilchen unabhängig von ihrem Injektionswinkel im

Bezug auf das Magnetfeld der Parkerspirale (vgl. Abbildung 4.43) mit wachsendem he-

liosphärischen Abstand parallel bzw. antiparallel zum Magnetfeld ausrichten und dass

die Teilchen nicht erst weit außen, sondern auch schon zu frühen Zeiten des Transports
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Abbildung 4.43: Die Abbildung zeigt eine Darstellung der Parkerspirale. Man sieht,

dass die Sonnenwindteilchen mit unterschiedlicher Geschwindigkeit und unterschiedli-

chem Winkel zum Magnetfeld der Parkerspirale injiziert werden.

in Richtung Sonne zurückgestreut werden können. Diese vorzugsweise parallele bzw. an-

tiparallele Ausbreitungsrichtung der hochenergetischen Sonnenwindteilchen ist ebenfalls

experimentell bestätigt (vgl. z.B. Dröge (2000)) und kann als weiterer Beweis für die

Validität der Simulation interpretiert werden.

Dieser Effekt wird in den Abbildungen 4.45, 4.46 und 4.47 in Abhängigkeit vom Injek-

tionswinkel untersucht. Hierbei wurden die Teilchen, die zwischen µ = 0 und µ = 0.2 zu

Beginn der Simulation injiziert wurden, aus den Daten extrahiert und ihre Verteilung

im µ-Raum nach einer nur kurzen Simulation von 3.6 Gyrationen, nach der Hälfte und

am Ende der Simulationszeit in Abbildung 4.46 aufgetragen. Das Gleiche wurde analog

für die Teilchen, die zwischen µ = 0.4 und µ = 0.6 (siehe Abbildung 4.46) bzw. zwi-

schen µ = 0.8 und µ = 1 (siehe Abbildung 4.47) injiziert wurden, durchgeführt. Man

erkennt, dass unabhängig von der Vorzugsrichtung der Injektion am Ende der Simula-

tion fast keine Teilchen mit einer vorwiegend senkrechten Vorzugsrichtung im System

sind. Gleichzeitig werden selbst bei einer fast parallelen Injektion im Laufe der Simula-

tion Teilchen mit antiparalleler Vorzugsrichtung erzeugt. Das Verhältnis aus der Anzahl

der Teilchen mit vorwiegend paralleler und vorwiegend antiparalleler Vorzugsrichtung
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Abbildung 4.44: Die Abbildung zeigt die Anzahl der Teilchen in Abhängigkeit von µ zu

unterschiedlichen Simulationszeiten. Hierzu wurden der µ-Raum in 100 ∆µ-Abschnitte

unterteilt und die darin befindlichen Teilchen aufsummiert. Offensichtlich sind die Teil-

chen zu Beginn der Simulation gleichmäßig verteilt, allerdings nehmen sie im Verlauf

der Simulation vorzugsweise eine parallele oder antiparallele Vorzugsrichtung zum Hin-

tergrundmagnetfeld ein.

ist also abhängig vom Injektionswinkel und der Simulationszeit.

4.6.7 Vergleich mit früheren Simulationen

Die hier vorgestellte Simulation der mittleren freien Weglänge auf Grundlage der Fokker-

Planck-Koeffizienten in einem MHD-Plasma - insbesondere im Zusammenhang mit den

Messergebnissen eines Teilchenereignisses wie dem solaren Flare, der vom Wind-3DP-

Experiment vom 9. Juli 1996 um 18:00 Uhr UTC bis zum 10. Juli 12:00 Uhr UTC

gemessen wurde - ist bisher einmalig. Es gibt allerdings zwei Gruppen von Simulationen,

die in eine ähnliche Richtung weisen:

• Es gibt durchaus Simulationen, die sich mit dem Transport solarer Teilchen durch

die Helisophäre beschäftigen. Dabei werden meistens Teilchen aus CMEs model-

liert. Viele dieser Modelle setzen sich dabei aus mehreren Teilmodellen zusammen:

Es werden dabei unterschiedliche Annahmen zur Schockgeometrie, den Beschleu-
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Abbildung 4.45: Anzahl der Teilchen pro µ-Abschnitt nach 3.6 Gyrationen, nach der

Hälfte sowie am Ende der Simulation bei einer ursprünglich gleichverteilten Teilchen-

injektion zwischen µ = 0 und µ = 0.2. Man erkennt, dass sich die Teilchen, die zu

Beginn der Simulation eine vorwiegend senkrechte Ausbreitungsrichtung im Bezug auf

das Hintergrundmagnetfeld aufweisen, im Laufe der Simulation vorwiegend parallel bzw.

antiparallel zum Hintergrundmagnetfeld ausrichten.

nigungsmechanismen im Schock (z.B. Fermi-Beschleunigung) und zum anschlie-

ßenden Transport der Teilchen bis zur Messsonde (z.B. Bewegung entlang der Ma-

gnetfeldlinien mit oder ohne zusfälliges Streuen senkrecht zu den Feldlinien, oder

Gleichung zum fokussierten Transport, usw.) gemacht. Das Resultat dieser Simu-

lationen sind zumeist die Intensitätsprofile der Teilchen, die mit den Messungen

direkt, ohne den Umweg über die Berechnung der mittleren freien Weglänge, ver-

glichen werden können. Damit können schließlich bestimmte Annahmen in der Si-

mulation, wie z.B. die Schockgeometrie, geeicht, bzw. Aussagen über wahrscheinli-

che Modellparameter generiert werden. Dabei kommen unterschiedliche Verfahren,

z.B. Monte-Carlo-Simulationen oder aber auch MHD-Simulationen, zum Einsatz.

Ein wesentlicher Nachteil dieser Simulationen besteht darin, dass viele Annahmen

in die Simulation eingebracht werden müssen, die zumindest zum momentanen

Zeitpunkt nicht problemlos belegbar sind. Das Hauptaugenmerk gilt bei diesen

Simulationen allerdings der Untersuchung der Beschleunigungsmechanismen und

140



4 Ergebnisse

µ

A
n
za

h
l

d
er

T
ei

lc
h
en

 0

 20

 40

 60

 80

-1 -0.5  0  0.5  1

3.6 Gyrationen
Simulationsmitte
Simulationsende

Abbildung 4.46: Anzahl der Teilchen pro µ-Abschnitt nach 3.6 Gyrationen, nach der

Hälfte sowie am Ende der Simulation bei einer ursprünglich gleichverteilten Teilchen-

injektion zwischen µ = 0.4 und µ = 0.6. Man erkennt, dass sich die Teilchen im Laufe

der Simulation vorwiegend parallel und zu einem wesentlichen Teil auch antiparallel zum

Hintergrundmagnetfeld ausrichten. Teilchen mit vorwiegend senkrechter Ausbreitungs-

richtung sind am Ende der Simulation kaum noch vorhanden.

weniger des Transports. Insofern sind diese Untersuchungen auch nur bedingt mit

der hier präsentierten Arbeit vergleichbar. Beispiele für diese Gruppe von Simu-

lationen sind Luhmann et al. (2007), Roth et al. (2007) und Verkhoglyadova et al.

(2009).

• Es existieren des Weiteren Simulationen, die ähnlich wie in dieser Arbeit das Trans-

portverhalten anhand der Fokker-Planck-Koeffizienten und der mittleren freien

Weglänge untersuchen und insofern besser mit dieser Arbeit verglichen werden

können (vgl. hierzu Kapitel 2.3.3). Diese Untersuchungen konzentrieren sich im

Allgemeinen auf das Streuverhalten in Abhängigkeit unterschiedlicher Turbulenz-

modelle bzw. auf eine angemessene Modellierung der von der QLT schlecht erfas-

sten Prozesse wie z.B. der Senkrechtstreuung. Das Experiment wird dabei vor allem

dazu verwendet, über einen Vergleich mit den Simualtionsergebnissen Erkenntnis-

se z.B. über die Turbulenzzusammensetzung zu genergieren (vgl. z.B. Shalchi u.

Schlickeiser (2004), Qin et al. (2002) und Shalchi et al. (2004b)). Bislang existieren
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Abbildung 4.47: Anzahl der Teilchen pro µ-Abschnitt nach 3.6 Gyrationen, nach der

Hälfte sowie am Ende der Simulation bei einer ursprünglich gleichverteilten Teilchen-

injektion zwischen µ = 0.8 und µ = 1. Man erkennt, dass aus der ursprünglich parallelen

Vorzugsrichtung im Laufe der Zeit auch Teilchen mit einer antiprallelen Vorzugsrichtung

hervorgehen. Teilchen mit vorwiegend senkrechter Ausbreitungsrichtung sind am Ende

der Simulation hingegen kaum vorhanden.

allerdings keine Simulationen in einem dynamischen MHD-Plasma, die sich auf die

Messergebnisse eines Experiments beziehen und außer den direkten Messergebnis-

sen der Magnetfelder, der kompressiblen MHD-Nähereung des Plasmas mit einem

rein inkompressiblen Treibmodell keine weiteren Annahmen einfließen lassen.

142



5 Zusammenfassung und Ausblick

Nachfolgend werden die wichtigsten Ergebnisse der Untersuchung der Turbulenz und

anschließend des Transports zusammengefasst und darüber hinaus ein kurzer Ausblick

für mögliche künftige Entwicklungen gegeben.

Ziel der hier gezeigten Turbulenzuntersuchung war es, den Einfluss von kompressi-

blem und inkompressiblem Treiben auf die sich entwickelnde Turbulenz zu analysieren.

Dies entspricht den angenommenen Treibszenarien, bei denen z.B. Schockwellen von Su-

pernovae oder CMEs (kompressibel) bzw. Teilchenströme (inkompressibel) eine kineti-

sche Energiezufuhr in das Medium darstellen. Die Frage nach der angemessenen Treibart

hängt also direkt vom Turbulenzerzeugungsmechanismus ab. In der Vergangenheit wur-

den Simulationen der kompressiblen MHD weitgehend durch das Treiben inkompressi-

bler Fluktuationen modelliert. Wenn man die Möglichkeit ernst nimmt, dass Turbulen-

zen durch Supernovae, Supernovaüberreste oder CMEs getrieben werden können, muss

eine ausführliche Untersuchung der Turbulenz auch für kompressible Treibszenarien vor-

genommen werden. Der Effekt auf die einsetzende, sich entwickelnde und konvergierte

Turbulenz wurde dabei in Abhängigkeit von der Treibart und dem Grad der Magneti-

sierung untersucht und gegenübergestellt.

• schwaches Treiben der Turbulenz: In Kapitel 4.1 wird die Drei-Wellen-Wech-

selwirkung als dominanter Prozess des Energietransfers zwischen kompressiblen

und inkompressiblen Moden sowie umgekehrt nachgewiesen. Hierzu wurde zunächst

in Kapitel 4.1.2 eine inverse Kaskade im Verlauf der Turbulenzentwicklung als ty-

pisches Merkmal der Drei-Wellen-Wechselwirkung aus den Simulationsergebnissen

extrahiert. Anschließend wurde in Kapitel 4.1.3 die Abhängigkeit der Energie der

kompressiblen Moden bei inkompressiblem Treiben und umgekehrt die Abhängig-

keit der Energie der inkompressiblen Moden bei kompressiblem Treiben von der

Treibenergie mit den Interaktionsraten der Drei-Wellen-Wechselwirkung vergli-

chen. Außer für β = 10 und kompressibles Treiben konnte hierbei die Drei-Wellen-
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5 Zusammenfassung und Ausblick

Wechselwirkung nachgewiesen werden. Anschließend wurde in 4.1.4 der Übergang

zum starken Turbulenzregime simuliert und die damit verbundene plausible Ände-

rung der Interaktionsraten aufgezeigt. Dieser Mechanismus des Energietransfers

erweist sich als äußerst effizient insbesondere bei der Umwandlung von inkompres-

siblen in kompressible Moden.

• starkes Treiben der Turbulenz; entstehende Turbulenz: In Kapitel 4.2.1

konnte gezeigt werden, dass die ersten Wellen für kompressibles Treiben der Tur-

bulenz schnelle magnetosonische Wellen mit senkrechter Ausbreitungsrichtung im

Bezug auf das Hintergrundmagnetfeld sind, wohingegen für inkompressibles Trei-

ben zunächst Alfvénwellen angeregt werden, die sich parallel zum Hintergrund-

magnetfeld ausbreiten. Die Entstehung der ersten Wellen kann dabei durch die

Induktionsgleichung vorhergesagt werden. Hieraus kann gefolgert werden, dass für

sehr frühe Zeiten die Anisotropie eines Treibszenarios, z.B. die Vorzugsrichtung

einer Schockwelle in Turbulenzentstehungsmodellen (siehe z.B. Vainio u. Laitinen

(2008)), nicht von Bedeutung ist, da unabhängig von dieser Vorzugsrichtung nur

Wellen unter ganz bestimmten Winkeln angeregt werden können. Allerdings sollte

die bevorzugte Ausrichtung dieser Wellen soweit erforderlich ebenfalls berücksich-

tigt werden. Des Weiteren konnte auch für sehr frühe Zeiten bei starkem Trei-

ben der Turbulenz die Drei-Wellen-Wechselwirkung als relevanter Prozess für den

Energietransfer zwischen kompressiblen und inkompressiblen Moden nachgewie-

sen werden. Dies führt auch zu einer Isotropisierung der Magnetfeldspektren. Die

Anisotropie zu frühen Zeiten ist vielleicht nicht beobachtbar, aber es ist durchaus

möglich, dass sie den Teilchentransport und damit die Teilchenbeschleunigung und

ihr Verlassen der Beschleunigungsregion beinflussen.

• starkes Treiben der Turbulenz; zeitliche Entwicklung der Turbulenz:

Auch der Verwirbelungsgrad der Magnetfeldlinien hängt vom angenommenen Treib-

szenario ab. Für inkompressibles Treiben zeigt sich deutlich früher eine starke

Verwirbelung der Magnetfeldlinien. Es wird deutlich, dass eine effektive Turbu-

lenzkaskade nur in verwirbelten Magnetfeldern einsetzen kann. Setzt die Kaskade

erst zu späteren Simulationszeiten ein, so findet sich ein Maximum im zeitlichen

Verlauf von PK , da Energie bei den großskaligen turbulenten Strukturen angestaut

wird. Die Bildung eines Maximums im zeitlichen Verlauf von PB hängt mit dem

Grad der Magnetisierung zusammen und könnte einen direkten Einfluss auf die
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5 Zusammenfassung und Ausblick

Beschleunigung niederenergetischer Teilchen in noch nicht vollständig entwickelter

Turbulenz haben, da diese mit Wellen großer Wellenzahl resonant wechselwirken.

Durch eine verzögerte Kaskade könnten diese Teilchen somit erst sehr spät zu ho-

hen Impulsen beschleunigt werden. Darüber hinaus konnte nachgewiesen werden,

dass zu frühen Zeiten unabhängig von der Treibart mehr kompressible Moden im

System vorzufinden sind, was mit der höheren Anzahl an Freiheitsgraden aufgrund

der senkrechten Ausbreitungsrichtung der kompressiblen Moden im Vergleich zu

den nur parallel laufenden Alfvénwellen zusammenhängt. Langfristig befindet sich

allerdings mehr Energie in der inkompressiblen Komponente der Turbulenz. Dies

kann sowohl mit stärkeren Dämpfungseffekten der kompressiblen Komponente zu-

sammenhängen als auch mit einer effizienteren Umwandlung von kompressibler in

inkompressible Turbulenz als dies umgekehrt der Fall ist.

• starkes Treiben der Turbulenz; Sättigungsbereich der Turbulenz: Die

Anisotropie der Spektren im Sättigungsbereich der Turbulenz hängt für starke

Magnetfelder deutlich vom Treibszenario ab. Für Systeme mit schwachen Magnet-

feldern erweisen sich die Spektren hingegen als äußerst isotrop. Für inkompressi-

bles Treiben bestätigen sich im Wesentlichen die Vorhersagen einer senkrechten

Vorzugsrichtung in PK ,PShear und PB von Goldreich u. Sridhar (1995). PComp

ist weitgehend isotrop. Für kompressibles Treiben zeigen die Spektren von PK ,

PShear, PComp eine parallele Vorzugsrichtung, wohingegen PB weitgehend isotrop

ist. Hieraus lässt sich schlussfolgern, dass die Transformation von inkompressiblen

in kompressible Moden weniger effizient verläuft. Für konvergierte Spektren wurde

der Einfluss des Treibers auf die Spektren für inkompressibles Treiben im Konver-

genzbereich bereits von Vestuto et al. (2003) untersucht. Diese Ergebnisse stimmen

mit den hier gezeigten überein.

In der Vergangeheit wurden die meisten Turbulenzuntersuchungen auf Grundlage der

inkompressiblen MHD simuliert. Dafür gibt es zwei wichtige Gründe: Zum einen bezie-

hen sich die heute gängigen Turbulenzmodelle auf rein inkompressible Turbulenz (GS,

IK), darüber hinaus leiden die Simulationen der inkompressiblen MHD deutlich we-

niger an Dissipation, die eine vernünftige Untersuchung des Inertialbereichs erheblich

erschwert. Die Simulationen der kompressiblen MHD-Gleichungen weisen zumeist in-

kompressible Treibmodelle auf, was für voll entwickelte, starke Turbulenz gut geeignet

ist, da die turbulente Kaskade als weitgehend inkompressibel gilt (vgl. Maron u. Gold-
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5 Zusammenfassung und Ausblick

reich (2001)). Somit kann selbst bei kompressiblen Phänomenen wie Schocks in einiger

Entfernung von den direkt getriebenen Turbulenzen im Wellenzahlenraum eine Domi-

nanz der inkompressiblen, turbulenten Strukturen gefunden werden. Da allerdings in

der inneren Heliosphäre und in der Nähe der Korona die Fluktuationen im Vergleich

zum Hintergrundmagnetfeld klein sind und somit das Regime der schwachen Turbu-

lenz vorherrscht (vgl. Tu u. Marsch (1996) und Rappazzo (2010)), ist die Annahme

einer vorwiegend inkompressiblen Kaskade in diesem Zusammenhang unzulässig. Die

in dieser Arbeit vorgestellten Untersuchungen zeigen einen deutlichen Energietransfer

auch von inkompressiblen zu kompressiblen Moden und somit, dass die kompressible

Komponente nicht vernachlässigt werden kann. Die starke Abhängigkeit der Resultate

vom angenommenen Treibmodell stützt diese These. Da die gesamte Turbulenzentwick-

lung stark vom Treibszenario abzuhängen scheint, sollte die angemessene Simulation der

Turbulenzerzeugungsmechanismen in Zukunft deutlich detaillierter diskutiert werden.

Vermutlich wäre hierfür auch eine geeignete Kombination von kinetischen Modellen und

MHD-Simulationen zielführend. Hieraus könnte endlich ein realistischeres Verständnis

der Prozesse astrophysikalischer Turbulenz hervorgehen und eine Überwindung der heu-

tigen, rein inkompressiblen Turbulenzmodelle erfolgen.

Die hier gezeigten Transportsimulationen grenzen sich von früheren Untersuchun-

gen vor allem durch eine realistischere Modellierung des turbulenten Plasmas ab. Dieses

wurde durch die Simulation der kompressiblen MHD-Gleichungen in Kombination mit

einem dem Szenario angemessenen Turbulenztreiber erreicht. Im Vergleich mit früheren

Simulationen, bei denen die Turbulenz entweder rein statisch oder durch die etwas künst-

liche Überlagerung von 2D- und Slab-Turbulenz berechnet wurde, stellt dies sicherlich

eine deutliche Verbesserung dar. Problematisch bei der Simulation oder auch der analy-

tischen Untersuchung des Teilchentransports ist und bleibt allerdings unsere limitierte

Kenntnis der tatsächlichen dreidimensionalen Struktur heliosphärischer Turbulenz. Die

Untersuchungen des Teilchentransports dieser Arbeit zeigen dennoch ein hohes Maß an

Übereinstimmung mit dem Experiment und untermauern somit trotz der offensichtlichen

Limitierung die hohe Validität des Codes für die angenommene Problemstellung: Neben

dem direkten Nachweis der Welle-Teilchen-Resonanz wurden auch einzelne Resonanzen

in den Fokker-Planck-Koeffizienten nachgewiesen und das Streuverhalten im Detail ana-

lysiert. Darüber hinaus wurden auch die experimentellen Resultate für die mittlere freie

Weglänge der Teilchen eines Flares mit großer Genauigkeit im Rahmen einer Simulation

reproduziert und das Streuverhalten genauer analysiert. Es zeigt sich, dass die QLT für
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diesen Fall eher keine geeignete Theorie darstellt, was auch in der Vergangenheit bereits

zu der Entwicklung zahlreicher nichtlinearer Transporttheorien geführt hat (vgl. 2.3.3),

die allerdings wiederum an einer mäßigen Modellierung der Turbulenz leiden. Die Teil-

chen weisen im Rahmen der Simulation ein diffusives Streuverhalten auf. Darüber hinaus

zeigt sich ein deutlicher, winkelabhängiger Energieverlust, der vor allem in der Nähe der

Resonanzen stark ausgeprägt ist. Ein besonders interessantes Ergebnis zeigt sich in der

Umverteilung der Teilchen im µ-Raum: Offensichtlich richten sich die Teilchen während

ihres Transports vorzugsweise parallel bzw. antiparallel zum Hintergrundmagnetfeld aus.

Dieses Ergebnis ist ebenfalls experimentell bestätigt.

Insgesamt erweist sich der hier vorgestellte Code als äußerst effizientes Werkzeug zur

Simulation des Teilchentransports. In der Zukunft sollten weitere Untersuchungen und

vielleicht auch eine Erweiterung auf Teilchen aus CMEs vorgenommen werden. Insbeson-

dere die genaue Analysemöglichkeit des Transportverhaltens der Teilchen im Vergleich

zum Experiment könnte auch für die analytische Modellierung wesentliche Impulse ge-

ben. Außerdem bietet sich die Möglichkeit, analytische Modelle direkt mit der Simulation

zu vergleichen, um weitere Erkenntnisse für den Transport zu gewinnen. Gerade beson-

ders umstrittene Fragestellungen wie beispielsweise im Bereich des Senkrechttransports

könnten davon deutlich profitieren.

Zukünftige, leistungsfähigere Rechner werden sowohl für Turbulenz- als auch Transport-

untersuchungen nützlich sein. Zum einen wird sich dann ein breiterer Inertialbereich

simulieren lassen, was beiden Forschungsrichtungen zugute kommt. Zugleich stünden da-

mit insbesondere beim Teilchentransport mehr Wellen für die resonante Welle-Teilchen-

Wechselwirkung zur Verfügung.
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[Schlüter 1985]
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haben, möchte ich mich ausdrücklich bedanken. Ein besonderer Dank gilt dabei
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Hiermit erkläre ich, dass ich die vorliegende Arbeit ohne unerlaubte fremde Hilfe ange-

fertigt und keine anderen als die angegebenen Hilfsmittel und Quellen verwendet habe.

Würzburg, den 1. Januar 2011

Martina Wisniewski

169


	Einleitung
	Theorie
	MHD-Theorie
	Herleitung der magnetohydrodynamischen Gleichungen aus der Boltzmanngleichung

	Turbulenz
	Hydrodynamische Turbulenz: Kolmogorov-Theorie
	Inkompressible Turbulenzmodelle der MHD von Iroshnikov und Kraichnan sowie von Goldreich und Sridhar
	Schwache Turbulenz und Drei-Wellen-Wechselwirkung
	Turbulenz in der Heliosphäre

	Transport der kosmischen Strahlung in turbulenten Plasmen
	Herleitung der Fokker-Planck-Gleichung
	Berechnung und Messung der parallelen mittleren freien Weglänge
	Weiterentwicklungen seit Einführung der QLT
	Hochenergetische Teilchen in der Heliosphäre

	Bewertung der Gültigkeit des Teilchen-MHD-Hybridcodes für Simulationen in der Heliosphäre

	Numerik
	Simulationsablauf und Struktogramm
	CWENO
	Turbulenztreiber
	Berechnung der turbulenten Spektren
	Splines
	Runge-Kutta-Verfahren dritter Ordnung
	Numerische Berechnung der FP-Koeffizienten
	Normierung
	Parallelisierung

	Ergebnisse
	Schwache Turbulenz
	Nachweismöglichkeiten der Drei-Wellen-Wechselwirkung
	Inverse Kaskade
	Abhängigkeit der Intensität der durch Drei-Wellen-Wechselwirkung erzeugten Moden von der Treibstärke
	Übergang zum Regime der starken Turbulenz

	Turbulenzentwicklung
	kurze Zeitskalen: Entstehung der ersten Wellen
	Zeitliche Entwicklung der Turbulenz
	Gesättigtes Spektrum

	Welle-Teilchen-Resonanz
	Gyroresonanz als anspruchsvoller Testfall für die numerische Stabilität der Teilchensimulation
	Teilchenstreuung mit wenigen Wellen

	Simulation der mittleren freien Weglänge in der Heliosphäre - Vorarbeiten
	Einführendes zur Messung: Spektren und mittlere freie Weglänge
	numerische Testfälle zur Festlegung der Simulationsparameter
	Diskussion über passendes Treibszenario

	Simulation der mittleren freien Weglänge in der Heliosphäre: Felder
	1D-Spektren
	Anisotropie der Spektren
	Kompressiblität der Spektren

	Simulation der mittleren freien Weglänge in der Heliosphäre: Teilchen
	parallele mittlere freie Weglänge
	Der Fokker-Planck-Koeffizient D()
	Gültigkeit der QLT
	Art der Diffusion
	Energieverlust
	Umverteilung der Teilchen im -Raum
	Vergleich mit früheren Simulationen


	Zusammenfassung und Ausblick
	Literaturverzeichnis
	Lebenslauf
	Publikationsliste
	Danksagung
	Eigenständigkeitserklärung

