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Das Schönste, was wir erleben können,
ist das Geheimnisvolle.

Es ist das Grundgefühl, das an der Wiege
von wahrer Kunst und Wissenschaft steht.

Wer es nicht kennt und
sich nicht mehr wundern,
nicht mehr staunen kann,
der ist sozusagen tot
und seine Augen sind erloschen.

Albert Einstein
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1 EINLEITUNG

1 Einleitung

In dieser Arbeit wird eine wichtige Klasse von torsionsfreien abelschen Gruppen, die
Butlergruppen, behandelt. Darunter versteht man in Anlehnung an M. C. R. Butler
[5] torsionsfreie abelsche Gruppen endlichen Ranges, die reine Untergruppen von
vollständig zerlegbaren Gruppen sind.

Es sind folgende Aussagen für eine torsionsfreie abelsche Gruppe G äquivalent:
(i) G ist Butlergruppe,

(ii) G ist reine Untergruppe einer vollständig zerlegbaren torsionsfreien abelschen
Gruppe,

(iii) G ist homomorphes Bild einer vollständig zerlegbaren torsionsfreien abelschen
Gruppe endlichen Ranges.

Da nur torsionsfreie abelsche Gruppen behandelt werden, werden diese Gruppe-
neigenschaften im Folgenden vorausgesetzt und nicht explizit erwähnt.

Butlergruppen oder allgemein torsionsfreie abelsche Gruppen lassen sich in einen
Q-Vektorraum gleichen Ranges einbetten. Somit kann man auch eine Butlergruppe
als Schnitt einer vollständig zerlegbaren Gruppe mit einem Unterraum ihrer divisi-
blen Hülle darstellen.

Eine Butlergruppe ist ein homomorphes Bild einer vollständig zerlegbaren Gruppe
endlichen Ranges. Somit läßt sie sich als endliche Summe reiner Hüllen von Grup-
penelementen darstellen. Eine solche Menge von Elementen einer Butlergruppe wird
als Butler-Erzeugendensystem bezeichnet und ist im allgemeinen nicht eindeutig.

In dieser Arbeit werden Methoden entwickelt, mit deren Hilfe man zu jeder Butler-
gruppe, die als Summe von Rang-1-Gruppen gegeben ist, einerseits eine reine Dar-
stellung, d.h. die Summanden sind rein in der gesamten Gruppe, und andererseits
ein spezielles Erzeugendensystem, die sogenannte Eckendarstellung, finden kann. An
dieser Eckendarstellung sind alle (potentiellen) kritischen Typen, sowie die Typun-
tergruppen, ablesbar. Diese werden für die Bestimmung von regulierenden Unter-
gruppen benötigt. Zur Entwicklung dieser Eckendarstellung werden nur Methoden
fr Vektorräume benutzt. Dies vereinfacht die Behandlung von Butlergruppen mit
dem Computer und gestattet darüberhinaus eine elegantere Darstellung.

Das folgende Kapitel gibt eine kurze Einführung in rationale Gruppen. Bei der
Bildung von reinen Hüllen wird häufig die divisible Hülle von Gruppenelementen,
die als Unterräume eines Vektorraumes angesehen werden können, benutzt. Insbe-
sondere finden Unterräume der Dimension 1 Verwendung, die im projektiven Raum
als Punkte dargestellt werden. Eine Betrachtung im projektiven Raum liegt somit
nahe. Kapitel 3 beschäftigt sich mit speziellen Punkten von projektiven Unterräum-
en, den Ecken, und Hyperebenen, den sogenannte Hyper-Ecken. Die Algorithmen
zur Bestimmung der (Hyper-)Ecken zeigt Kapitel 4.

Kapitel 5 zeigt wie (Hyper-)Ecken zur Bestimmung von reinen Hüllen und Ecken-
darstellungen benutzt werden können. Dies wird in Kapitel 6 anhand von Beispielen
praktisch dargelegt.
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2 Präliminarien

2.1 Kombinatorik

Die Menge N = {1, . . . , n} mit n ∈ N sei gegeben. Eine Menge F von Untermengen
von N wird Antikette genannt, wenn keine Menge aus F eine andere Menge aus F

enthält. Eine solche Menge heißt maximale Antikette, wenn für jede Untermengen
I ⊆ N eine Menge J ∈ F existiert mit I ⊆ J oder J ⊆ I.

Die Kompositionskette ∅ = A0 $ A1 $ · · · $ An = N mit |Ai| = i heißt Weg.
Mit wi = Ai \Ai−1 kann für eine solche Reihe kurz (w1, . . . , wn) geschrieben werden.
(w1, . . . , wn) ist also eine Permutation von {1, . . . , n} und es gibt in N somit n!
Wege.

Emanuel Sperner [12] stellte 1928 die Frage, wie groß eine Antikette maximal sein
kann. Es ist klar, daß jede Menge Fk von k-elementigen Untermengen von N eine
Antikette ist mit |Fk| ≤

(
n
k

)
und Gleichheit bei einer maximalen Antikette, also alle

k-elementigen Untermengen enthält. Betrachtet man die Binomialkoeffizienten, so
ist
(

n
bn/2c

)
das Maximum der Binomialkoeffizienten

(
n
k

)
mit k = 0, . . . , n.

Lemma 2.1
Eine Antikette in der Potenzmenge einer n-elementigen Menge N besitzt maximal

(
n

bn/2c

)
Mengen.

Haben alle Mengen der Antikette eine Mächtigkeit kleiner gleich r, dann besitzt diese
Antikette maximal

(
n
k

)
mit k = min{r, bn/2c} Mengen.

Beweis
Sei F eine Antikette mit k Mengen. Eine Menge A ∈ F mit |A| = m ist in m!·(n−m)!
Wegen enthalten. Da das Minimum für m = bn/2c angenommen wird, ist A in
mindestens bn/2c! ·(n−bn/2c)! Wegen enthalten. Da es maximal n! Wege in N gibt,
von denen keiner mehr als eine Menge aus F enthält, gilt k·[bn/2c!·(n−bn/2c)!] ≤ n!.
Also gilt |F| = k ≤ n!

bn/2c!·(n−bn/2c)! =
(

n
bn/2c

)
.

Für alle Mengen A der Antikette F gelte |A| ≤ r. Die Anzahl von Wegen in
denen A mit |A| = m enthalten ist, ist m! · (n−m)!. Das Minimum von m! · (n−m)!
mit 0 ≤ m ≤ r wird somit für m = min{r, bn/2c} angenommen. Mit der obigen
Begründung folgt die Behauptung. �

Einen weiteren Beweis findet man bei D.Lubell [9] oder in The Book [1, S.135-139].

Nicht jeder Weg in {1, . . . , n} muß eine Menge einer maximalen Antikette enthal-
ten, wie folgendes Beispiel zeigt:

Beispiel 2.2
Sein N = {1, 2, 3, 4}. Dann ist {{1, 2}, {3}, {4}} eine maximale Antikette, deren
Mengen nicht auf den Wegen (1324), (1342), (1423), (1432), (2314), (2341), (2413),
(2431) liegen.
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2 PRÄLIMINARIEN

2.2 Torsionsfreie abelsche Gruppen

Die verwendeten Bezeichnungen beziehen sich weitgehend auf L.Fuchs [6]. Gelegent-
lich werden jedoch aktualisierte Notationen benutzt, die dann an entsprechender
Stelle explizit eingeführt werden.

Eine torsionsfreie abelsche Gruppe G ist additive Untergruppe eines rationalen
Vektorraumes, deren divisible Hülle QG = {qg | q ∈ Q, g ∈ G} als Vektorraum
aufgefaßt wird. Die Dimension von QG wird als Rang der Gruppe G bezeichnet,
in Zeichen rank G = dim(QG). Torsionsfreie abelsche Gruppen vom Rang 1 wer-
den auch als Rang-1-Gruppen bezeichnet und sind Untergruppen der rationalen
Gruppe Q. Die Gruppe G heißt vollständig zerlegbar, wenn sie als direkte Summe
von Rang-1-Gruppen darstellbar ist.

Für p prim, heißt Qp = {a
b
| a, b ∈ Z und p - b} die p-Lokalisation von Q.

Definition 2.3 (Vgl. Fuchs [6, §26, §85])
Sei A eine torsionsfreie abelsche Gruppe, und p eine Primzahl. Für a ∈ A \ 0 be-
zeichnet hA

p (a) = sup{k ∈ N | pkx = a ist in A lösbar} oder kurz hp(a) die p-Höhe
von a in A. Ist pkx = a für alle k ∈ N lösbar, so ist hp(a) = ∞. Insbesondere gilt

hA
p (a) = h

QpA
p . Ist hA

p (a) = n < ∞, so gilt a ∈ pnQpA \ pn+1QpA.
Sei q ∈ Q. Dann bezeichnet op(q) = n ∈ Z mit q ∈ pnQp \ pn+1Qp die p-Ordnung

von q. Für q ∈ Q gilt insbesondere q =
∏

p prim

pop(q).

Beispiel 2.4
Sei p prim und r, s ∈ Z teilerfremd zu p. Für q = pn · r

s
mit n ∈ Z ist op(q) = n, da

q = pn r
s
∈ pnQp mit r

s
∈ Qp und q = pn+1 r

ps
/∈ pn+1Qp, da r

ps
/∈ Qp.

Definition 2.5
Sei p1, p2, . . . , pn, . . . die Folge der Primzahlen. Die Sequenz der p-Höhen χA(a) =
χ(a) = (hp1(a), . . . , hpn(a), . . . ) wird Charakteristik von a genannt. Zwei Cha-
rakteristiken χ(a) = (k1, . . . , kn, . . . ) und χ(b) = (`1, . . . , `n, . . . ) heißen äquivalent,
wenn nur für endlich viele i gilt ki 6= `i und im Fall ki 6= `i sowohl ki als auch `i

endlich sind. Anders ausgedrückt
∑

i | ki−`i |< ∞ mit ∞−∞ = 0. Die so definierte
Äquivalenzklasse heißt Typ. Ist χA(a) ein Repräsentant eines Typs τ, so sagt man
a ist vom Typ τ und schreibt tA(a) = τ. In einer rationalen Gruppe A haben alle
Elemente 6= 0 denselben Typ. Daher sagt man auch A hat den Typ t(A) = tA(a)
mit a ∈ A.

Sei a ∈ A ⊂ Q. Dann heißt χ(A) = (hA
p (a) − op(a) | p prim) Charakteristik

von A. Diese Charakteristik ist unabhängig von der Wahl des Elementes a ∈ A.
Im Unterschied zur Charakteristik von Elementen einer Gruppe können hier auch
negative Einträge vorkommen. Dies geschieht genau dann, wenn 1 /∈ A.

Eine Untergruppe B von A heißt rein in A, in Zeichen B ⊂∗ A, wenn nB = B∩nA
für alle n ∈ Z gilt. Sie heißt p-rein, wenn pkB = B ∩ pkA für alle k ∈ N ist. Mit
anderen Worten, die p-Höhen der Elemente von B sind die gleichen in A und B. Ist
eine Untergruppe p-rein für alle Primzahlen p, so ist sie rein.

Sei M eine Teilmenge von A. Als reine Hülle 〈M〉A∗ von M in A bezeichnet
man den Durchschnitt aller M enthaltenden reinen Untergruppen von A. Es gilt
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2.2 Torsionsfreie abelsche Gruppen

〈M〉A∗ = A ∩
(∑

x∈M Qx
)
. Ist M eine Untergruppe von A, so ist 〈M〉A∗ = A ∩QM.

Für eine Gruppe A wird TA := {t(a) | a ∈ A \ 0} die Typenmenge von A
genannt. Für jeden Typ τ definiert man spezielle Typuntergruppen

A(τ) = {x ∈ A | t(x) ≥ τ},
A∗(τ) = 〈x ∈ A | t(x) > τ〉 und

A](τ) = 〈A∗(τ)〉A∗ .

Dabei sind A(τ) und A](τ) rein in A und es gelten die Inklusionen A∗(τ) ⊆ A](τ) ⊆
A(τ).

Sei m eine natürliche Zahl. Zu jeder Zerlegung einer vollständig zerlegbaren Grup-

pe A =
n⊕

i=1

Ai in rationale Gruppen Ai existiert eine m-Zerlegungsbasis {ui | 1 ≤

i ≤ n} mit Ai = 〈ui〉A∗ , d.h. hp(ui) ∈ {0,∞} für alle p|m und 1 ≤ i ≤ n.
Ist V ein Vektorraum mit Basis (u1, . . . , un) und x ∈ V. Dann heißt tr(x) =

{
i
∣∣

x =
∑

qiui und qi 6= 0
}

Träger von x.

Definition 2.6
Seien X und Y Untergruppen in einer Gruppe G. Ist X/X∩Y von endlichem Expo-
nenten, so heißt X quasi-enthalten in Y , in Zeichen X ⊂̇ Y .

Eine äquivalente Definition lautet: X ist quasi-enthalten in Y , wenn es ein n ∈ N
existiert mit nX ⊂ Y, d.h. es gilt für alle x ∈ X : nx ∈ X∩Y. Somit ist exp(X/X∩Y )
ein Teiler von n und damit endlich.

Ist auch Y /X∩Y von endlichem Exponenten, bzw. mY ⊂ X für ein m ∈ N, dann
heißt X quasi-gleich zu Y , in Zeichen X

.
= Y .

Für eine torsionsfreie abelsche Gruppe von endlichem Rang und einer natürlichen
Zahl n ist X/nX endlich, also sind für quasigleiche Gruppen X und Y stets X/X∩Y

und Y /X∩Y endlich.
Insbesondere gilt für q ∈ Q \ 0 und A torsionsfreie abelsche Gruppe: qA

.
= A,

betrachtet als Untergruppen der divisiblen Hülle QA von A.

Lemma 2.7
Seien Ai, Bi ⊂ Q für 1 ≤ i ≤ n mit Ai

.
= Bi. Dann gilt

n⋂
i=1

Ai
.
=

n⋂
i=1

Bi.

Für I ⊂ {1, . . . , n} gilt
n⋂

i=1

Ai ⊂̇
⋂
i∈I

Bi.

Beweis
Da Ai

.
= Bi gibt es ein mi ∈ N mit miAi ⊂ Bi. Damit gilt:

kgV(m1, . . . ,mn)
n⋂

i=1

Ai ⊂
n⋂

i=1

Bi.
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2 PRÄLIMINARIEN

Entsprechendes gilt bei Vertauschung von Ai und Bi. Also gilt die erste Aussage.
Die zweite Aussage ergibt sich mit

kgV(m1, . . . mn)
n⋂

i=1

Ai ⊂
n⋂

i=1

Bi ⊂
⋂
i∈I

Bi. �

Sind A, B ⊂ Q rationale Gruppen mit A ⊂̇ B, dann gilt t(A) ≤ t(B). Entspre-
chend gilt t(A) = t(B) für A

.
= B.

Eine spezielle Klasse der torsionsfreien abelschen Gruppen bilden die reinen Un-
tergruppen von vollständig zerlegbaren Gruppen endlichen Ranges. Diese werden
Butlergruppen genannt.

Satz 2.8
Für eine torsionsfreie abelsche Gruppe endlichen Ranges sind äquivalent:

(i) G ist Butlergruppe,

(ii) G ist homomorphes Bild einer vollständig zerlegbaren torsionsfreien abelschen
Gruppe von endlichem Rang,

(iii) G ist reine Untergruppe einer vollständig zerlegbaren torsionsfreien abelschen
Gruppe.

(iv) Die Typenmenge T (G) von G ist endlich und für jeden Typ τ ist G](τ)/G∗(τ)
eine Torsionsgruppe und es existiert eine τ -homogene vollständig zerlegbare Grup-
pe Gτ , die die sogenannte Butlergleichung G(τ) = Gτ ⊕G](τ) erfüllt.

Für eine torsionsfreie abelsche Gruppe G bezeichnet Tkr = {τ ∈ T (G) | G(τ) 6=
G](τ)} die kritische Typenmenge von G. Untergruppen Gτ von G(τ) heißen
Typen-Komplemente von G(τ), wenn sie die Butlergleichung G(τ) = Gτ ⊕G](τ)
lösen.

Nach Satz 2.8(ii) kann jede Butlergruppe als endliche Summe von Rang-1-Gruppen
dargestellt werden. Eine solche Summendarstellung heißt reine Darstellung, wenn
jeder Summand rein in der gesamten Gruppe ist.

Eine Butlergruppe G =
n∑

i=1

Aiyi vom Rang n − 1 mit
n∑

i=1

yi wird auch Bracket-

gruppe genannt und als G[A1, . . . , An] notiert. Ist G = G[A1, . . . , An] =
n∑

i=1

Aiyi eine

Bracketgruppe, dann sind jeweils n−1 Elemente von {y1, . . . , yn} linear unabhängig

und es gilt G ∼= U/K mit U =
n⊕

i=1

Aiui und K = (
n⋂

i=1

Ai)(u1 + ... + un).
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3 Projektive Räume

3.1 Begriffe

Die Bezeichnungen sind nach Kowalsky [7] und Baer [3] gewählt.

Sei V ein Vektorraum über Q mit Basis (u1, . . . , un) und Dimension ≥ 3. Der pro-
jektive Raum über dem kommutativen Körper Q ist die Menge aller 1-dimensiona-
len Unterräume des Vektorraumes V. Eine Teilmenge S von P heißt (projektiver)
Unterraum von P , wenn sie aus genau den 1-dimensionalen Unterräumen eines
Unterraumes U von V besteht, also selbst ein projektiver Raum ist. Als (projektive)
Dimension eines (projektiven) Unterraumes S von P (in Zeichen: Dim S) wird die
um 1 verminderte Dimension des Vektorraumes U definiert: Dim S = dim U − 1.

Um Mißverständnisse zu vermeiden wird die projektive Dimension mit einem
Großbuchstaben gekennzeichnet. Projektive Unterräume der Dimension 0 werden
Punkte, der Dimension 1 (projektive) Geraden und der Dimension 2 (projektive)
Ebenen genannt.

Schreibweisen 3.1
Punkte eines projektiven Raumes werden mit Großbuchstaben A, B, .., F, X, Y, Z be-
zeichnet, Geraden mit Kleinbuchstaben g, h. Speziell bezeichnet P den projektiven
Raum, R,S, T einen Unterraum von P. Vektoren des zugrundeliegenden Vektor-
raumes werden mit Kleinbuchstaben bezeichnet. Bezeichnet ein Punkt X den von
einem Vektor x aufgespannten Vektorraum Qx, so wird dieser Punkt auch mit Qx
bezeichnet.

Die projektiven Geraden entsprechen umkehrbar eindeutig den 2-dimensionalen,
die projektiven Ebenen den 3-dimensionalen Unterräumen von V. Dem Nullraum
(der von 0 aufgespannte Vektorraum) entspricht dem projektiven Raum der leeren
Menge und hat die Dimension Dim ∅ = −1.

Sind S und T Unterräume eines projektiven Raumes, dann heißt der von S und T
aufgespannte Unterraum Verbindungsraum von S und T, in Zeichen S∨T. In der
Literatur wird auch die Schreibweise S + T verwendet. Er enthält alle Punkte, die
auf den Geraden durch Punkte aus S und T liegen.

Für eine Untermenge A eines Vektorraumes V ist die projektive Hülle QA von
A der Durchschnitt aller projektiven Unterräume, die {Qa | a ∈ A} enthalten und
ist der Verbindungsraum QA =

∨
a∈A Qa.

Sind S und T Unterräume eines projektiven Raumes mit S ⊂ T, dann wird T \ S
Unterraum-Differenz genannt. T \ S ist im Allgemeinen kein Unterraum. Mit
S = ∅ ist wegen T = T \ S = T \ ∅ jeder projektive Unterraum T auch eine
Unterraum-Differenz.

Ein Unterraum H eines projektiven Raumes P heißt Hyperebene, wenn H 6= P
und P = H ∨X mit einem Punkt X ∈ P gilt.

Ist {U1, . . . , Un} eine Menge von Punkten, die den projektiven Raum P aufspan-
nen, also P =

∨n
i=1 Ui, so heißt {U1, . . . , Un} Erzeugendensystem von P. Ist dies

ein minimales Erzeugendensystem, d.h. jede echte Teilmenge spannt nicht den

6



3 PROJEKTIVE RÄUME

gesamten Raum auf, so nennt man {U1, . . . , Un} Basis und Ui Basispunkt.

Ein von Basispunkten einer fixierten Basis {U1, . . . , Un} aufgespannter Unterraum
PI =

∨
i∈I Ui für I ⊂ {1, . . . , n} heißt Basis-Verbindungsraum. Speziell heißt

P̂i :=
∨

j 6=i Ui Basis-Hyperebene.

Ein Punkt X ∈ PI eines Basis-Verbindungsraumes mit I ⊂ {1, . . . , n}, heißt
innerer Punkt von PI , wenn er in keinem echt kleineren Basis-Verbindungsraum
enthalten ist, also X /∈ PJ für alle J $ I gilt. tr(X) = I heißt dann Träger von X.
Ist X ∈ PI kein innerer Punkt, so heißt er Randpunkt von PI .

Für einen Unterraum S und einen Basis-Verbindungsraum PI mit I ⊂ {1, . . . , n}
heißt X ∈ S ∩ PI Durchstoßpunkt von S durch PI . Ein Punkt X ∈ S ∩ PI heißt
isolierter Durchstoßpunkt von S durch PI , wenn er innerer Punkt von PI und
einziger Schnittpunkt von S und PI ist, also X = S ∩ PI .

��

��

g

A

B

C

Zum Beispiel hat eine Gerade g drei
isolierte Durchstoßpunkte ◦ in ei-
nem 2-dimensionalen Raum, der von
den Punkten • A, B und C aufge-
spannt wird, wenn sie keine Basis-
punkte enthält.

Für eine gegebene Basis (u1, . . . , un) von V ist jeder Vektor x =
∑

αiui ∈ V
eindeutig als n-Tupel (α1, . . . , αn) seiner Koordinaten darstellbar. Man kann auf der
Menge der Vektoren aus V \ 0 eine Äquivalenzrelation ∼ definieren durch

(α1, . . . , αn) ∼ (β1, . . . , βn) : ⇐⇒
es gibt ein q ∈ Q \ 0 mit (α1, . . . , αn) = q · (β1, . . . , βn).

Jeder Punkt X aus dem projektiven Raum P = P (V ) repräsentiert eine dieser
Äquivalenzklassen. Man sagt ein Punkt X hat die homogenen Koordinaten
(α1, . . . , αn) bezüglich der Basis (u1, . . . , un) von V , falls x =

∑
αiui ein Repräsen-

tant der Äquivalenzklasse X = Qx ist.

Es ist klar, daß zwei Koordinatentupel genau dann äquivalent sind, wenn sie ho-
mogene Koordinaten desselben Punktes von P sind. Homogene Koordinaten sind
also nicht eindeutig durch den Punkt bestimmt, den sie darstellen. Der scheinbare
Nachteil der Nicht-Eindeutigkeit bietet die Möglichkeit die homogenen Koordinaten
zu ‘normieren’.

Die homogenen Koordinaten (q1, . . . , qn) eines Punktes X heißen gekürzt, wenn

(i) der erste von Null verschiedene Koeffizient positiv ist,
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(ii) die Koeffizienten q1 ganzzahlig sind und

(iii) größten gemeinsamen Teiler 1 haben.
Seien (q1, . . . , qn) die homogenen Koordinaten von X. Die Menge I =

{
i ∈

{1, . . . , n}
∣∣ qi 6= 0

}
ist der Träger tr(X) von X.

3.2 Sätze für projektive Räume

Lemma 3.2
Für projektive Unterräume R,S, T mit S ⊃ T, gilt

Dim(R ∩ S)−Dim(R ∩ T ) ≤ Dim(S)−Dim(T ).

Beweis
Nach Dimensionssatz gelten

Dim(R ∩ S) = Dim(R) + Dim(S)−Dim(R ∨ S),

Dim(R ∩ T ) = Dim(R) + Dim(T )−Dim(R ∨ T ).

Differenzbildung ergibt

Dim(R ∩ S)−Dim(R ∩ T ) = Dim(S)−Dim(T )−
(
Dim(R ∨ S)−Dim(R ∨ T )

)︸ ︷︷ ︸
≥0 wegen R∨S⊇R∨T

≤ Dim(S)−Dim(T ).

�

Lemma 3.3
Sei S ein projektiver Unterraum mit S ⊂ PI für ein I $ {1, . . . , n} und X /∈ PI . Dann
gilt Dim(S ∨X) = Dim(S) + 1.

Beweis
Sei {S1, . . . , Sr} Erzeugendensystem von S, also Dim(S) = r−1. Wegen X /∈ PI ⊃ S
gilt X /∈ S. Somit ist {X,S1, . . . , Sr} Erzeugendensystem von S ∨X mit Dim(S ∨
X) = Dim(S) + 1. �

Lemma 3.4
Zwei Geraden in einem projektiven Raum schneiden sich genau dann, wenn sie in der-
selben Ebene liegen.

Beweis
O.B.d.A. sind die beiden Geraden verschieden. Seien A, B, C,D verschiedene Punkte
mit g = A ∨B und h = C ∨D. Nach dem Dimensionssatz gilt

Dim(g ∩ h) = Dim(g) + Dim(h)−Dim(g ∨ h)

= Dim(A ∨B) + Dim(C ∨D)−Dim(A ∨B ∨ C ∨D)

= 1 + 1−Dim(A ∨B ∨ C ∨D)

8



3 PROJEKTIVE RÄUME

Liegen A, B, C,D in derselben Ebene, d.h. die beiden Geraden liegen in dieser Ebene,
so gilt Dim(g ∩ h) = 2 − Dim(A ∨ B ∨ C ∨ D) = 2 − 2 = 0, also schneiden sich
die beiden Geraden. Liegen die Punkte nicht in einer Ebene, so gilt Dim(g ∩ h) =
2 − Dim(A ∨ B ∨ C ∨ D) = 2 − 3 = −1, also sind die beiden Geraden windschief
zueinander und sie schneiden sich nicht. �

Lemma 3.5
Eine Gerade in P durchstößt alle Hyperebenen. Insbesondere schneidet eine Gerade in
einem n-dimensionalen Raum alle (n− 1)-dimensionalen Unterräume.

Beweis
Sei H eine Hyperebene. Für g ⊂ H durchstößt g trivialerweise H. Sei also g 6⊂ H
Gerade. Mit dem Dimensionssatz gilt

Dim(g ∩H) = Dim H + Dim g −Dim(g ∨H) = (n− 1) + 1− n = 0.

Also ist der Schnitt nicht leer und g durchstößt H. �

Lemma 3.6
Besitzt ein Unterraum U zwei Durchstoßpunkte durch einen Basis-Verbindungsraum PI

mit I ⊂ {1, . . . , n}, dann enthält U für alle i ∈ I einen Durchstoßpunkt durch PJ mit
J = I \ i.

Beweis
Sei g die Gerade durch die beiden Durchstoßpunkte. Dann liegt g in PI und U. Nach
Lemma 3.5 durchstößt g alle Hyperebenen, also speziell auch P̂i mit i ∈ I. Also hat
U einen Punkt in PJ = PI ∩ P̂i mit J = I \ i und i ∈ I. �

Lemma 3.7
Seien PJ ⊂ PI Basis-Verbindungsräume. Eine Gerade, die einen inneren Punkt von PI

mit einem inneren Punkt von PJ verbindet, durchstößt jeden Basis-Verbindungsraum PK

mit K = I \ j für alle j ∈ J. Insbesondere gilt dann PJ 6⊂ PK , PK ⊂ PI .

Beweis
Die Punkte, die die Verbindungsgerade festlegen, liegen beide in PI , sind also Durch-
stoßpunkte durch PI . Mit Lemma 3.6 und K = I \ j für ein beliebiges j ∈ J enthält
die Verbindungsgerade einen Durchstoßpunkt von PK . Mit j /∈ K ⊂ I gilt die Be-
hauptung. �

���� ����

����

����

	�	


x1 x2

Q
R

P

x3

P bzw. Q ist innerer Punkt von
P{1,3} = X1 ∨ X3 bzw. P{1,2,3}. Die
Gerade durch P und Q durchstößt
P{2,3} = X2 ∨X3 im Punkt R.

Lemma 3.8
Seien PJ ⊂ PI Basis-Verbindungsräume. Eine Gerade, die einen inneren Punkt von PI
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mit einem inneren Punkt von PJ verbindet, enthält fast nur innere Punkte von PI , d.h.
nur endlich viele Punkte sind keine inneren Punkte.

Beweis
Sei g die Verbindungsgerade. Für alle K $ I enthält PK maximal einen Punkt
von g. Lägen zwei Punkte von g in PK und somit ganz g, so enthielte g keinen
inneren Punkt von PI , ein Widerspruch zur Voraussetzung. Weiter existieren nur
endlich viele Untermengen von I und somit enthält g nur endlich viele Punkte, die
keine inneren Punkte von PI sind. �

3.3 Ecken eines projektiven Unterraumes

Sei P ein projektiver Raum mit fixierter Basis (U1, . . . , Un) und Unterraum S.

Ein Punkt X ∈ S heißt Ecke von S bezüglich der fixierten Basis, wenn X mini-
malen Träger tr(X) in S hat, d.h. es existiert kein Punkt Y ∈ S mit tr(Y ) $ tr(X).
Es wird im folgenden stillschweigend immer eine fixierte Basis vorausgesetzt.

Lemma 3.9
Sei X ein Punkt des Unterraumes S mit Träger I = tr(X). Dann sind folgende Aussagen
äquivalent:

(i) X ist Ecke von S,

(ii) X ist ein isolierter Durchstoßpunkt von S durch PI ,

(iii) X ist einziger Punkt in S mit Träger I.

Beweis
(i) ⇒ (ii): Sei X Ecke von S und kein isolierter Durchstoßpunkt, d.h. es gibt ein

Y ∈ S ∩ PI mit Y 6= X und tr(Y ) = I. Mit Lemma 3.6 gibt es dann aber einen
Punkt Z ∈ S mit tr(Z) $ tr(X) und X wäre keine Ecke. Also gilt X = S ∩PI und
X ist isolierter Durchstoßpunkt von S durch PI .

(ii) ⇒ (iii): Ist X isolierter Durchstoßpunkt, so gilt X = S ∩PI und X ist einziger
Punkt mit Träger I.

(iii) ⇒ (i): Ist X keine Ecke von S, dann gibt es einen Punkt Y ∈ S mit tr(Y ) $
tr(X). Damit ist {X, Y } ⊂ S ∩PI . Mit Lemma 3.8 liegen auf der Geraden X ∨Y ⊂
S ∩ PI unendlich viele Punkte mit Träger I. �

Seien L, S Unterräume mit S ⊂ L. Dann heißt X ∈ L\S Ecke von L\S, wenn X
minimalen Träger tr(X) in L \ S hat, d.h. es existiert kein Punkt Y ∈ L \ S mit
tr(Y ) $ tr(X).

Lemma 3.10
Sei P ein projektiver Raum mit Basis (U1, . . . , Un) und Unterraum S. Zu jedem Punkt
X ∈ S gibt es eine Ecke M von S mit Träger tr(M) j tr(X). Ist X keine Ecke, dann
ist tr(M) eine echte Untermenge. Ist X Ecke, dann ist M = X.

S enthält nur endlich viele Ecken und verschiedene Ecken haben unterschiedliche
Träger. Insbesondere enthält S maximal

(
n

bn/2c

)
Ecken.

Beweis
Ist X Ecke und somit nach Lemma 3.9 isolierter Durchstoßpunkt von S durch PI

10



3 PROJEKTIVE RÄUME

mit I = tr(X), dann ist M = X. Ist X keine Ecke, so gibt es nach Definition ein
Y ∈ S mit tr(Y ) $ tr(X). Entweder ist dieses Y eine Ecke oder man findet induktiv
eine Ecke Z mit tr(Z) $ tr(Y ) $ tr(X).

Mit Lemma 3.9(iii) haben verschiedene Ecken von S unterschiedliche Träger.
Die Menge {tr(X) | X ist Ecke von S} ist eine Untermenge der Potenzmenge

von {1, . . . , n}. Mit der Endlichkeit der Potenzmenge enthält S nur endlich viele
Ecken. Insbesondere bildet diese Menge eine Antikette und mit Lemma 2.1 folgt die
Abschätzung der Mächtigkeit. �

Lemma 3.11
Sei P ein projektiver Raum mit Basis (U1, . . . , Un) und Unterraum S. Sei X ein Punkt
in S. Dann gibt es für jedes i ∈ tr(X) eine Ecke M von S mit i ∈ tr(M) j tr(X).

Beweis
Ist X eine Ecke, dann ist M = X. Sonst gibt es nach Lemma 3.10 eine Ecke Y von
S mit tr(Y ) ⊂ tr(X). Gilt bereits i ∈ tr(Y ), so ist M = Y die gesuchte Ecke. Gilt

i /∈ tr(Y ), so schneidet die Gerade Y ∨X nach Lemma 3.5 die Hyperebene P̂j mit
j ∈ tr(Y ) ⊂ tr(X) in einem Punkt Z. Sowieso gilt i ∈ tr(Z) $ tr(X). Induktiv
findet man dann eine Ecke M von S mit i ∈ tr(M) j tr(Z) $ tr(X). �

Seien L, S Unterräume mit S ⊂ L. Die Menge der Ecken von S bzw. L \ S werde
wie folgt bezeichnet

MS =
{
X
∣∣ X ∈ S, X ist Ecke von S

}
,

ML\S =
{
X
∣∣ X ∈ L \ S, X ist Ecke von L \ S

}
.

Das folgende Lemma klärt die Beziehung zwischen diesen beiden Mengen.

Lemma 3.12
Sei P ein projektiver Raum mit Basis (U1, . . . , Un). Seien L, S Unterräume mit L ⊂ S.
Dann gilt: ML\S ⊂ ML ⊂ ML\S ∪̇MS. Insbesondere ist ML\S = ML \MS.

Beweis
Sei X ∈ ML\S mit Träger I Ecke in L \ S. Sowieso gilt X ∈ L.

Annahme: X ist keine Ecke von L. Dann gibt es mit Lemma 3.10 ein Y ∈ L
mit kleinerem Träger, d.h. tr(Y ) $ tr(X). Insbesondere ist Y ∈ S, sonst wäre
X /∈ ML\S. Weiter gilt X,Y ∈ PI und somit auch g := X ∨ Y ⊂ PI mit g ⊂ L und
g ∩ S = {Y }. Da nur ein Punkt von g in S liegt, müssen alle anderen Punkte von g
in L \ S liegen, also g ∩ (L \ S) = g \ {Y } ⊂ PI ∩ L \ S. Da nach Lemma 3.8 fast
alle Punkte von g \ {Y } den Träger I haben, insbesondere liegt auch X auf g, ist X
keine Ecke von L \ S, ein Widerspruch zur Voraussetzung. Also gilt ML\S ⊂ ML.

Sei X Ecke von L. Dann ist X auch Ecke jeder Untermenge von L, die X enthält,
insbesondere Ecke von S bzw. L \ S. Da S und L \ S offensichtlich disjunkt sind,
gilt ML ⊂ ML\S ∪̇MS. �

Lemma 3.13
Sei P ein projektiver Raum mit Basis (U1, . . . , Un). Seien S und L Unterräume mit
S ⊂ L. Gibt es einen Basis-Verbindungsraum PJ mit S = L∩PJ , dann gilt MS ⊂ ML.
Insbesondere ist dann ML = ML\S ∪̇MS.
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3.4 Unterraumbasis, Relationenmatrix

Beweis
Mit Lemma 3.12 genügt es MS ⊂ ML zu zeigen. Sei X ∈ MS Ecke in S mit Träger
I = tr(X), d.h. X ist innerer Punkt von PI . Mit X ∈ S = L ∩ PJ gilt I ⊂ J.

Annahme: X ist keine Ecke von L, also X /∈ ML. Dann gibt es mit Lemma 3.10
eine Ecke Y ∈ L mit Träger tr(Y ) $ tr(X) ⊂ J. Insbesondere gilt dann Y ∈ PJ , also
Y ∈ L ∩ PJ = S. Somit ist X keine Ecke in S, ein Widerspruch zur Voraussetzung.

Also ist X eine Ecke von L und es gilt MS ⊂ ML. Mit 3.12 ist ML wie gewünscht
darstellbar. �

3.4 Unterraumbasis, Relationenmatrix

Definition 3.14
Zwei Matrizen A, B heißen g|-äquivalent, wenn es eine invertierbare Matrix G gibt
mit B = GA. Sie heißen d|-äquivalent, wenn es eine invertierbare Diagonalmatrix
D gibt mit B = DA und s|-äquivalent, wenn es eine Permutationsmatrix P gibt
mit B = PA. Analog wird |g-, |d- bzw. |s-Äquivalenz und deren Verbindun-
gen definiert. Zum Beispiel heißen zwei Matrizen A, B g|s-äquivalent, wenn es eine
invertierbare Matrix G und eine Permutationsmatrix P gibt mit B = GAP.

Eine Matrix M hat hermite Normalform, wenn M = (E, A) mit Einheitsmatrix
E.

Eine Matrix M hat quasi-hermite Form, wenn sie d|s-äquivalent zu einer Matrix
in hermitescher Normalform ist.

Eine Matrix M über einem Ring R hat den Determinantenrang r, wenn es eine
(r× r)-Untermatrix von M gibt, deren Determinante eine Einheit in R ist, und die
Determinante jeder (r+1)× (r+1)-Untermatrix keine Einheit ist. Ist R ein Körper,
so sind Rang und Determinantenrang gleich

Lemma 3.15
Sei H eine (r × n)-Matrix über einem Ring R mit r < n, vom Determinantenrang r.
Dann existiert eine invertierbare (r× r)-Matrix M und eine (n×n)-Permutationsmatrix
P , so daß MHP = (Er, A) in hermitescher Normalform ist.

Beweis
Da H vom Determinantenrang r ist, existiert eine invertierbare (r× r)-Untermatrix
von H. Diese wird durch eine Spaltenpermutation P nach vorne permutiert und
führt dort durch Linksmultiplikation mit ihrer Inversen M zur Einheitsmatrix Er.
D.h. die obige Formel gilt. �

Sei (U1, . . . , Un) Basis eines projektiven Raumes mit Unterraum S und (S1, . . . , Sr)
eine Basis von S. Für 1 ≤ i ≤ r ist Si durch homogene Koordinaten (αi1, . . . , αin)
darstellbar. Die Matrix A = (αij) mit 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ n heißt Relationenma-
trix der Basis (Si) bezüglich der Basis (Ui). Eine Relationenmatrix bezüglich
projektiver Basen ist bis auf d|d-Äquivalenz eindeutig.

Sind zusätzlich Repräsentanten u1, . . . , un mit Ui = Qui festgelegt, so ist die

Relationenmatrix bis auf d|-Äquivalenz eindeutig und es gilt Si = Q

(
n∑

j=1

αijuj

)
für
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1 ≤ i ≤ r.
Im Folgenden wird immer davon ausgegangen, daß die Repräsentanten u1, . . . , un

für alle Relationenmatrizen festgelegt sind.

Lemma 3.16
Sei (U1, . . . , Un) Basis eines projektiven Raumes mit Unterraum S. Hat die Relationen-
matrix der Basis (W1, . . . ,Wr) von S bezüglich (U1, . . . , Un) quasi-hermite Form, dann
sind alle Wi Ecken von S.

Beweis
O.B.d.A sei die Relationenmatrix d|-äquivalent zu einer hermiteschen Normalform,
also i ∈ tr(Si) ⊂ {i, r + 1, . . . , n} für 1 ≤ i ≤ r.

Exemplarisch wird gezeigt, daß W1 eine Ecke von S ist. Wir nehmen an W1 ist
keine Ecke von S.
Dann gibt es einen Punkt X ∈ S ∩ P{1,r+1,...,n}, der einen kleineren Träger als W1

besitzt. Es gilt Dim(X∨S) = Dim(S) = r−1. Wegen W1 6= X gilt Dim(W1∨X) = 1.

Für 2 ≤ j ≤ r gilt Wj /∈ P{1,...,j−1,r+1,...,n} ⊃ X ∨
j−1∨
i=1

Wi und mit wiederholter

Anwendung von Lemma 3.3 für die Dimension Dim
(
X∨

j∨
i=1

Wi

)
= Dim

(
X∨

j−1∨
i=1

Wi

)
+

1 = · · · = j. Also Dim
(
X ∨

r∨
i=1

Wi︸ ︷︷ ︸
=S

)
= r. Ein Widerspruch.

Somit ist W1 Ecke von S. Analog sind auch W2, . . . ,Wr Ecken von S. �

Lemma 3.17
Sei (U1, . . . , Un) Basis eines projektiven Raumes mit Unterraum S und W eine Ecke von
S. Dann gibt es eine Basis (W1, . . . ,Wr) von S mit W1 = W, so daß die Relationenmatrix
von (Wi) bezüglich (Ui) in quasi-hermitescher Normalform ist.

Beweis
Sei {W, W ′

2, . . . ,W
′
r} eine Basis von S mit Relationenmatrix R = (αij) bezüglich

(Uj). Insbesondere sind (α11, . . . , α1n) die homogenen Koordinaten von W. Weiter
seien o.B.d.A. die Spalten von R so permutiert, daß α11 = · · · = α1l = 0, α1j 6= 0
für j > l gilt. Durch elementare Zeilenumformungen kann erreicht werden, daß
zusätzlich αi,l+1 = 0 für i > 1 gilt. Sei nun U die (r × l)− Untermatrix aus den
ersten l Spalten von R. Sei s der Determinantenrang von U. Da die erste Zeile von
U eine Nullzeile ist, hat U maximal Determinantenrang r − 1.

R =


0 · · · 0 α1,l+1 · · · · · · α1n

∗ · · · ∗ 0 ∗ · · · ∗
... U

...
...

...
...

∗ · · · ∗ 0 ∗ · · · ∗

 .

︸ ︷︷ ︸
r×l

Es können nun folgende Fälle auftreten:
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3.4 Unterraumbasis, Relationenmatrix

(i) s < r−1 : Dann gibt es eine Linearkombination der Zeilen 2, . . . , r, so daß die
ersten l + 1 Komponenten verschwinden, d.h. der Träger dieser Linearkombi-
nation ist echt kleiner als der Träger von W und somit kann W keine Ecke
sein.

(ii) s = r − 1 : Wegen der speziellen Form der Matrix R hat die Untermatrix aus
den Spalten 1, . . . , l+1 den Determinantenrang r und enthält eine invertierbare
(r×r)-Untermatrix, die insbesondere die (l+1)-te Spalte enthält. Es folgt die
Behauptung.

�

Korollar 3.18
Sei P ein n-dimensionaler projektiver Raum mit r-dimensionalem Unterraum S. Ist X
eine Ecke von S, so ist |tr(X)| ≤ n− r + 1.

Lemma 3.19
Sei k ∈ {1, . . . , r} und (S1, . . . , Sr) eine Basis von S. Sei H =

∨
{Si|1 ≤ i ≤ r, i 6= k}.

Sei X ∈ S mit X /∈ H. Dann ist auch (S1, . . . , Sk−1, X, Sk+1, . . . Sr) eine Basis von S.

Beweis
Sei L = X ∨ H, d.h. (S1, . . . , Sk−1, X, Sk+1, . . . Sr) ist Basis von L. Offensichtlich
gilt H j S ∩H und X, Sk /∈ H. Sei g = X ∨ Sk. Nach Lemma 3.5 schneidet g den
Unterraum H in einem Punkt Y ∈ L. Mit g = X ∨Y = X ∨Sk ⊂ L ist Sk ∈ L, also
H ∨Sk j L. Aus Dimensionsgründen gilt S = L und es folgt die Behauptung. �

Lemma 3.20
Sei P ein projektiver Raum mit Basis (U1, . . . , Un) und einem echten Unterraum S.
Dann gibt es eine Basis von S, die bezüglich (U1, . . . , Un) eine Relationenmatrix M in
quasi-hermitescher Normalform hat. Diese Basis von S besteht aus Ecken von S.

Beweis
Der Beweis wird sowohl geometrisch, als auch durch elementare Matrixumformun-
gen geführt. Es wird dabei folgende Notation benutzt: ∗ ist ein beliebiger Eintrag
(auch Null) und ~ ein von Null verschiedener Eintrag. Die durch die Relationenma-
trix beschriebenen Punkte werden mit Xi bezeichnet, dabei stehen die homogenen
Koordinaten von Xi in der i-ten Zeile.

Sei Dim(S) = r − 1 und eine Relationenmatrix (αij) einer Basis von S bezüglich
(u1, . . . , un) gegeben.

Für X1 wähle ein j mit X1 /∈ Pj, d.h.
die erste Zeile enthält in der j-ten Spal-
te einen nicht verschwindenden Eintrag.
Für 2 ≤ i ≤ r ersetze Xi durch den
Schnittpunkt der Geraden X1 ∨ Xi mit
Pj.

Wähle in der ersten Zeile ein j mit
α1j 6= 0. Durch Zeilentransformation las-
sen sich alle anderen Einträge der j-ten
Spalte nullsetzen.
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Mit j = 1 hat die Relationenmatrix die Form
~ ∗ · · · ∗
0 ∗ · · · ∗
...

...
...

0 ∗ · · · ∗

 .

Für k = 2, . . . , r wiederhole:

Für Xk wähle ein j = jk mit Xk /∈ Pj,
d.h. die k-te Zeile enthält in der j-ten
Spalte einen nicht verschwindenden Ein-
trag. Für 1 ≤ i ≤ r mit i 6= k ersetze
Xi durch den Schnittpunkt der Geraden
Xk ∨Xi mit Pj.

Wähle in der k-ten Zeile ein j = jk

mit αkj 6= 0. Durch Zeilentransformati-
on lassen sich alle anderen Einträge der
k-ten Spalte nullsetzen.

Für k = 2 und jk = 2 hat die Relationenmatrix nun die Form
~ 0 ∗ · · · ∗
0 ~ ∗ · · · ∗
... 0 ∗ · · · ∗
...

...
...

...
0 0 ∗ · · · ∗

 .

und schließlich die Form ~ 0 0 ∗ · · · ∗
0

. . . 0
...

0 0 ~ ∗ · · · ∗

 .

Die Punkte X1, . . . , Xr bilden eine Basis von S und sind nach Lemma 3.16 Ecken
von S. �

Lemma 3.21
Sei P ein projektiver Raum mit Basis (U1, . . . , Un) und einem echten Unterraum S.
Dann gibt es eine Basis von S, die bezüglich (U1, . . . , Un) eine Relationenmatrix M in
quasi-hermitescher Normalform mit Einträgen aus Qp hat.

Beweis
Der Beweis entspricht dem Beweis des vorhergehenden Lemmas, nur die Wahl der
Spalte ist eingeschränkt. Die Einschränkung auf Einträge aus Qp ist geometrisch
nicht motiviert. Daher wird der Beweis nur durch elementare Matrixumformungen
geführt.

Sei (αij) eine Relationenmatrix einer Basis von S bezüglich (U1, . . . , Un). Da eine
Relationenmatrix nur bis auf Vielfache ihrer Zeilen eindeutig ist, können die Einträge
von (αij) aus Qp gewählt werden. O.B.d.A. kann angenommen werden, daß die erste
Zeile eine Einheit in Qp enthält. Sonst kann die Zeile durch den größten gemeinsamen

15
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Teiler ihrer Einträge geteilt werden, da die Relationenmatrix nur bis auf Vielfache
der Zeile eindeutig ist.

Wählt man in der ersten Zeile ein j mit α1j Einheit in Qp und teilt die erste Zeile
durch α1j, so erhält man eine 1 an dieser Stelle und die restlichen Einträge der j-ten
Spalte lassen sich mit elementaren Zeilentransformationen annullieren.

Induktiv läßt sich das Verfahren auf die folgenden Zeilen anwenden und man erhält
die gewünschte Form der Relationenmatrix. �

Lemma 3.22
Jeder Unterraum eines projektiven Raumes von endlicher Dimension mit fester Basis ist
das Erzeugnis seiner Ecken.

Beweis
Sei S ein Unterraum. Nach Lemma 3.16 gibt es eine Basis von S, die nur aus Ecken
von S besteht, also in MS enthalten ist. Somit bildet MS ein Erzeugendensystem
von S. �

Lemma 3.23
Sei L Unterraum und PI ein Basis-Verbindungsraum. Sei weiter S = L∩PI . Dann bildet
ML ∩ PI ein Erzeugendensystem von S. Speziell gilt MS = ML ∩ PI .

Mit Y ∈ L mit Träger I = tr(Y ) gilt dann insbesondere

Y ∈
∨
{X | X ∈ MS} =

∨
{X | X ∈ ML und tr(X) j tr(Y )}.

Beweis
Da die Voraussetzungen von Lemma 3.13 erfüllt sind, gilt ML = ML\S ∪̇ MS und
ML\S ∩ PI = ∅. Somit ist MS = ML ∩ PI , und mit Lemma 3.22 bildet ML ∩ PI ein
Erzeugendensystem von S. �

3.5 Spezielle Hyperebenen

Definition 3.24
Sei P =

∨
Ui ein projektiver Raum endlicher Dimension und V =

⊕
Qui Vektor-

raum mit Basis B = {u1, . . . , un} und Ui = Qui. Weiter sei auf V ein Standardska-

larprodukt �
∑

aiui,
∑

biui� =
n∑

i=1

aibi definiert. Somit bildet B eine Orthonor-

malbasis.
Seien X und Y Punkte in P mit homogenen Koordinaten (a1, . . . , an) beziehungs-

weise (b1, . . . , bn), d.h. X = Qx mit x =
∑

aiui ∈ V bzw. Y = Qy mit y =
∑

biui.
Sei βB : P × P → {0, 1} definiert durch

βB(X,Y ) =

{
0 falls �x, y� = 0,

1 falls �x, y� 6= 0.

Offensichtlich ist βB wohldefiniert und wird als Quasi-Skalarprodukt bezüglich
der Basis B bezeichnet.
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3 PROJEKTIVE RÄUME

Die Punkte X und Y heißen bezüglich der Basis B zueinander B-konjugiert, in
Zeichen X⊥Y, wenn βB(X, Y ) = 0 ist. Ist die Basis bekannt, so heißen X und Y
zueinander konjugiert.

Ist S ein projektiver Unterraum von P , so heißt der Unterraum S⊥ :=
{
X ∈ P

∣∣
X⊥Y für alle Y ∈ S

}
Polare von S.

Sei H eine Hyperebene des projektiven Raumes P =
∨

Ui. Dann heißt cotr(H) =
{i | Ui ⊂ H} Co-Träger von H.

Das folgende Lemma gilt für eine feste Wahl einer Basis B.

Lemma 3.25
Sei P =

∨n
i=1 Ui ein projektiver Raum und V =

⊕
Qui Vektorraum mit Orthogonalbasis

B = {u1, . . . , un} und Ui = Qui. Weiter seien A, B, S, T Unterräume von P. Dann gilt
(i) Ui⊥Uj für 1 ≤ i < j ≤ n,

(ii) Aus A, B ⊂ S⊥ folgt A ∨B ⊂ S⊥,

(iii) U⊥
i = P̂i für 1 ≤ i ≤ n,

(iv) P⊥
I = PJ für J = {1, . . . , n} \ I,

(v) X ist nicht zu sich selbst konjugiert, d.h. X 6⊥ X,

(vi) S ∩ S⊥ = ∅,
(vii) S ∨ S⊥ = P,

(viii) Dim S⊥ = Dim P −Dim S − 1,

(ix) (S⊥)⊥ = S,

(x) T ⊂ S ⇐⇒ S⊥ ⊂ T⊥,

(xi) (S ∩ T )⊥ = S⊥ ∨ T⊥,

(xii) (S ∨ T )⊥ = S⊥ ∩ T⊥.

Beweis
Sei (u1, . . . , un) eine Orthogonalbasis von V mit Ui = Qui. Die homogenen Koordi-
naten von Ui sind (0, . . . , 0, αi, 0, . . . , 0) mit einem nicht verschwindenden Eintrag αi

an der i-ten Stelle.
(i) Es gilt �αiui, αjuj� = αiαj �ui, uj� = 0 und somit βB(Ui, Uj) = 0, also

Ui⊥Uj.

(ii) Es genügt zu zeigen, daß jede Verbindungsgerade von zwei Punkten X ∈ A
und Y ∈ B ganz in S⊥ liegt. Sei also X ∈ A und Y ∈ B beliebig gewählt
und x, y ∈ V mit X = Qx und Y = Qy. Dann ist jeder Punkt Z ∈ X ∨ Y
auf der Verbindungsgeraden darstellbar als Z = Qz mit z = βx + γy und für
alle Punkte W = Qw ∈ S mit w ∈ V gilt �w, z� = �w, βx + γy� =
β�w, x� + γ�w, y� = 0 + 0 = 0, also β(W, Z) = 0. Da W beliebig aus
S gewählt werden kann, gilt W ∈ S⊥. Also ist die Verbindungsgerade X ∨ Y
in S⊥ enthalten und es folgt die Behauptung.

(iii) Für j 6= i gilt nach (i) sowieso Uj ∈ U⊥
i . Mit (ii) gilt dann weiter P̂i =∨

j 6=i Uj ⊂ U⊥
i . Sei nun umgekehrt X ∈ U⊥

i . Dann hat X einen Träger mit

i /∈ tr(X), d.h. U⊥
i ⊂ P̂i. Es folgt die Behauptung wie gewünscht.

(iv) Die Behauptung folgt direkt aus (i) und (ii).
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3.5 Spezielle Hyperebenen

(v) Sei x ∈ V mit X = Qx, dann gilt �x, x� 6= 0, also β(X, X) = 1 und somit
X 6⊥ X.

(vi) Die Annahme der Existenz eines X ∈ S∩S⊥ führt zu X⊥X, ein Widerspruch
zu (v).

(vii) Ergibt sich aus dem Analogon für Vektorräume.

(viii) Mit dem Dimensionssatz für projektive Räume aus Lemma 3.2 gilt:

Dim S⊥ = Dim S ∨ S⊥︸ ︷︷ ︸
=P

−Dim S + Dim S ∩ S⊥︸ ︷︷ ︸
=∅

= Dim P −Dim S − 1.

(ix) Sowieso gilt S ⊂ (S⊥)⊥. Aus Dimensionsgründen gilt die Gleichheit.

(x) Sei X ∈ S⊥. Dann ist X⊥Y für alle Y ∈ S. Insbesondere ist X⊥Y für alle
Y ∈ T ⊂ S. Somit gilt S⊥ ⊂ T⊥. Mit (ix) folgt die Äquivalenz.

(xi) Es gilt S∩T ⊂ S. Mit (x) gilt dann S⊥ ⊂ (S∩T )⊥. Analog gilt T⊥ ⊂ (S∩T )⊥

und mit (ii) folgt dann (S ∩ T )⊥ ⊃ S⊥ ∨ T⊥.

Sei nun X ∈ (S⊥ ∨ T⊥)⊥. Dann gilt insbesondere X ∈ S⊥⊥ (ix)
= S und X ∈ T.

Somit gilt X ∈ (S∩T ), also (S⊥∨T⊥)⊥ ⊂ S∩T und mit (x) dann (S∩T )⊥ ⊂
S⊥ ∨ T⊥.

(xii) Mit (xi) folgt (S ∨ T )⊥ = (S⊥ ∩ T⊥)⊥⊥ = S⊥ ∩ T⊥. �

Lemma 3.26

Sei H eine Hyperebene des projektiven Raumes P =
n∨

i=1

Ui und X = H⊥. Dann ist X

ein Punkt und es gilt {1, . . . , n} = tr(X) ∪̇ cotr(H).

Beweis
Mit Lemma 3.25 iii) ist H⊥ aus Dimensionsgründen ein Punkt. Sei X = H⊥ mit
homogenen Koordinaten (a1, . . . , an) und i ∈ cotr(H), d.h. Ui ∈ H. Die homogenen
Koordinaten von Ui seien (b1, . . . , bn) mit bi 6= 0 und bj = 0 für j 6= i. Wegen X⊥Ui

gilt
n∑

j=1

ajbj = aibi = 0 und somit ai = 0, also i /∈ tr(X).

Ist umgekehrt i /∈ tr(X), also ai = 0, dann ist Ui ∈ H = X⊥, also i ∈ cotr(H).
�

Definition 3.27
Sei S ein echter Unterraum des projektiven Raumes P . Eine Hyperebene H k S
heißt Hyper-Ecke von S, wenn es keine Hyperebene H ′ k S gibt mit cotr(H ′) %
cotr(H). Die Menge aller Hyper-Ecken von S werde mit HS bezeichnet, d.h.

HS =
{
H
∣∣ H ist Hyper-Ecke von S

}
.

Lemma 3.28

Sei S ein echter Unterraum von P =
n∨

i=1

Ui und A, B verschiedene Hyperebenen, die S

enthalten mit cotr(A) = cotr(B). Dann gibt es eine Hyperebene C in P, die S enthält
mit cotr(C) % cotr(A).

Sind insbesondere A, B ∈ HS, so ist A = B.
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3 PROJEKTIVE RÄUME

Beweis
Sei T = S ∨

(∨
{Ui | i ∈ cotr(A)}

)
. Da T ⊂ A ∩ B und A 6= B, kann T aus

Dimensionsgründen, d.h. Dim(T ) < Dim(A) = Dim(P )− 1, keine Hyperebene sein.
Also gibt es ein i mit Ui /∈ T, insbesondere gilt i /∈ cotr(A). Dann ist T ∨Ui entweder
eine Hyperebene oder es gibt eine Hyperebene C, die T ∨Ui enthält. Weiter gilt dann
cotr(C) k cotr(A) ∪ {i} % cotr(A), wie behauptet. �

Lemma 3.29
Sei S ein Unterraum eines projektiven Raumes P und H eine Hyperebene mit S j H.
Es gilt: H ∈ HS genau dann, wenn X = H⊥ Ecke von S⊥ ist.

Insbesondere ist HS = {X⊥ | X ist Ecke von S⊥}.
Beweis
Mit H ∈ HS hat H maximalen Co-Träger und nach Lemma 3.26 ist dann tr(X) =
{1, . . . , n} \ cotr(H), der Träger von X, minimal für alle X ∈ S⊥, also Ecke von
S⊥. Ist umgekehrt X eine Ecke von S⊥, so ist mit Lemma 3.26 der Co-Träger von
H maximal, also H ∈ HS eine Hyper-Ecke. �

Lemma 3.30
Sei S ein Unterraum eines projektiven Raumes P. Dann gilt:

⋂
{H | H ∈ HS} = S.

Beweis
Nach Lemma 3.29 ist HS = {X⊥ | X ist Ecke von S⊥}. Mit Lemma 3.25(xi) gilt
dann ⋂

{H | H ∈ HS} =
⋂{

X⊥ | X ist Ecke von S⊥}
=

(∨
{X | X ist Ecke von S⊥}

)⊥

.

Da die Ecken von S⊥ ganz S⊥ erzeugen gilt
⋂
{H | H ∈ HS} = (S⊥)⊥ = S. �
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4 Algorithmen

4.1 Bestimmung der Hyper-Ecken zu einem Unterraum

Sei S ein Unterraum eines projektiven Raumes P mit Basis {U0, . . . , Un}. Offen-
sichtlich hat P die Dimension n und die Hyper-Ecken von S haben die Dimension
n − 1. O.B.d.A. sei Dim S < n − 1, d.h. S ist weder der ganze Raum noch eine
Hyperebene.

Man erhält eine Hyper-Ecke von S indem man solange (verschiedene) Basispunkte
Ui zu S hinzufügt, bis man eine Hyperebene erhält. Man erhält sicher alle Hyper-
Ecken von S indem man jede Möglichkeit des Hinzufügens von Basispunkten
ausprobiert.

Den so entstandenen Suchraum kann man anschaulich als eine Wanderung auf
einem (n+1)-dimensionalen Würfel beschreiben, auf dessen Kanten man sich be-
wegt. Hinzufügen von Basispunkt Ui entspricht einer Wanderung von einer Ecke des
Würfels in Richtung der i-ten Raumrichtung zur nächsten Ecke. Die Bezeichnungen
der Knoten in folgendem Bild geben diejenigen Basispunkte an, die an dieser Stelle
zu S hinzugefügt wurden. Zum Beispiel entspricht dem Knoten 12 der Unterraum
S ∨ U1 ∨ U2. Der Knoten � ist Startknoten und entspricht S.

123
12

1

2

13

3

23 12 13 23

123

31 2

Da es unerheblich ist, ob man zuerst Basispunkt Ui und dann Basispunkt Uj zu S
hinzufügt oder in umgekehrter Reihenfolge, kann man die Suchwege einschränken.
Dies erreicht man, indem nach Hinzufügen von Basispunkt Ui nur noch Basispunkte
Uj mit j > i hinzugefügt werden dürfen. Durch diese Einschränkung zerfällt das
Würfelnetz zu einem Baum, der durch Tiefensuche mit Backtracking durchschritten
werden kann.

Durch lineare Abhängigkeiten der Basispunkte modulo S können verschiedene
Knoten denselben Unterräumen entsprechen. Die von solchen äquivalenten Knoten
abhängigen Teilbäume enthalten nur Knoten, zu denen es einen äquivalenten Knoten
außerhalb dieses Teilbaumes gibt. Daher können bei der Suche diejenigen Knoten
ausgelassen werden, die eine äquivalente Entsprechung an einem später besuchten
Knoten besitzen.
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231312

123

321

231312

123

21 3

Sind zum Beispiel U1 und U3 in U/S linear abhängig, dann sind im linken Baum
die mit gepunkteten Linien verbundenen Knoten äquivalent, d.h. sie stellen den-
selben Unterraum dar. Somit braucht der im rechten Baum gepunktete Teil nicht
durchwandert zu werden. Genaugenommen wäre auch der Besuch des Knotens 1
nicht nötig, da er äquivalent zum Punkt 3 ist. Zur Erkennung der Äquivalenz ist
aber die Bestimmung des entsprechenden Unterraumes notwendig.

Algorithmus 4.1 (Verfahren zur Bestimmung aller Hyper-Ecken)

Sohnknoten

akt. Knoten

Wurzelknoten

Vaterknoten

1. Zerlege den Suchraum in einen Baum und starte am Wur-
zelknoten

2. Gibt es keinen nicht bereits besuchten Sohnknoten, wei-
ter mit Schritt 8.

3. Gehe zu einem Sohnknoten mit kleinstem i, der Ui hin-
zufügt.

4. Markiere diesen Knoten als besucht und bestimme den
zugehörigen Unterraum T.

5. Falls ein Uj ∈ T existiert mit j > i, weiter mit Schritt 8.

6. Ist T keine Hyperebene, gehe zu Schritt 3.

7. Der Unterraum T ist nun eine der gesuchten Hyperebe-
nen. Jeder Sohn des aktuellen Knotens repräsentiert ent-
weder dieselbe Hyperebene, oder den gesamten Raum.

8. Hat der aktuelle Knoten keine Vaterknoten, Fertig.
Sonst gehe zum Vaterknoten.

9. Weiter mit Schritt 3.

4.2 Bestimmung von Ecken eines projektiven Raumes

Nach Lemma 3.29 sind die Ecken eines projektiven Unterraumes S von P, gerade
die Polaren der Hyper-Ecken von S⊥. Daher kann man die Ecken von S über den
obigen Algorithmus für Hyper-Ecken angewendet auf S⊥ bestimmen.
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5 Bildung reiner Hüllen

5.1 Reine Hülle von Elementen in Butlergruppen

Für eine vollständig zerlegbare Gruppe wird zunächst die Bestimmung der reinen
Hülle eines Gruppenelementes betrachtet.

Lemma 5.1

Sei U =
⊕

Aiui vollständig zerlegbare torsionsfreie abelsche Gruppe und x =
n∑

i=1

qiui ∈

U. Dann gilt:

〈x〉U∗ =

(⋂
qi 6=0

q−1
i Ai

)
x.

Beweis

Sei αx ∈ 〈x〉U∗ mit α ∈ Q. Dann ist αx ∈ U, also αx =
n∑

i=1

(αqi)ui =
n∑

i=1

βiui ∈ U.

Da (u1, . . . , un) linear unabhängig ist, folgt βi = αqi. Für i = 1, . . . , n mit qi 6= 0
ist α = q−1

i βi ∈ q−1
i Ai und somit αx ∈

⋂
qi 6=0

q−1
i Aix. Sei umgekehrt αx ∈

⋂
qi 6=0

q−1
i Aix.

Dann ist αqi ∈ Ai und somit αx =
n∑

i=1

αqiui ∈ U. Daraus folgt αx ∈ 〈a〉U∗ .

�
Da die reine Hülle von x in U dieselbe ist wie für αx in U für 0 6= α ∈ Q, d.h.

〈x〉U∗ = 〈αx〉U∗ , ist es sinnvoll den von x aufgespannten 1-dimensionalen Unterraum
X = Qx von QU , als einen Punkt im projektiven Raum, zu betrachten.

Korollar 5.2
Sei U =

⊕
Aiui vollständig zerlegbare torsionsfreie abelsche Gruppe mit projektiver

Hülle P =
∨

Ui und Qui = Ui. Sei X ∈ P mit homogenen Koordinaten (q1, . . . , qn)

und x =
n∑

i=1

qiui. Dann gilt:

X ∩ U =

(⋂
qi 6=0

q−1
i Ai

)
x.

Beweis
Mit Lemma 5.1 und 〈x〉U∗ = Qx ∩ U = X ∩ U folgt die Behauptung. �

Lemma 5.3
Sei U torsionsfreie abelsche Gruppe mit reiner Untergruppe K. Sei a ∈ U und a∗ = a+K
die Nebenklasse von a modulo K. Dann gilt

〈a∗〉U/K
∗ =

∑
x∈a∗

(
〈x〉U∗ + K/K

)
.

Beweis
Fuchs [6, §85.5] erwähnte bereits folgende Tatsache:

χU/K(a∗) =
⋃
{χU(x) | x ∈ a∗} .
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Da die Charakteristik eines Elementes in einer Gruppe gleich der Charakteristik der
1 im Koeffizientenbereich dieses Elementes ist, gilt also:

〈a∗〉U/K
∗ =

⋃
x∈a∗

〈x〉U∗ + K/K ⊂
∑
x∈a∗

〈x〉U∗ + K/K

=

〈 ⋃
x∈a∗

〈x〉U∗ + K/K

〉
=
〈
〈a∗〉U/K

∗

〉
= 〈a∗〉U/K

∗ .

Somit gilt Gleichheit und die Behauptung. �
Dieselbe Aussage unter Verwendung von projektiven Räumen ist folgendes Korol-

lar.

Korollar 5.4
Sei U torsionsfreie abelsche Gruppe mit reiner Untergruppe K. Sei S = QK projektive
Hülle von K.

Für a ∈ U \K sei a∗ = a + K die Nebenklasse von a modulo K und L = Qa ∨ S
projektiver Unterraum. Dann gilt:

〈a∗〉U/K
∗ =

∑
X∈L\S

(X ∩ U) + K

K
.

Beweis
Mit 〈x〉U∗ = X ∩ U für X = Qx und L \ S = Q(a + K) \QK folgt aus Lemma 5.3
die Behauptung. �

Bildet man die Summe der reinen Hüllen in einer vollständig zerlegbaren Gruppe
U nicht über alle Punkte X ∈ L\S, sondern nur über die endliche Menge der Ecken
von L \ S, so kann man die reine Hülle bereits bis auf endlichen Index angeben.
Später wird gezeigt, daß sogar Gleichheit gilt.

Lemma 5.5
Sei U =

⊕
Aiui vollständig zerlegbare Gruppe mit reiner Untergruppe K. Sei P = QU

projektive Hülle von U mit Basis {Qui | i} und S projektive Hülle von K. Für a ∈ U \K
sei a∗ = a+K die Nebenklasse von a modulo K und L = Qa∨S projektiver Unterraum.
Sei X ∈ L \ S und Y ∈ ML\S Ecke in L \ S mit tr(Y ) ⊂ tr(X). Dann gilt:

(X ∩ U) + K

K
⊂̇ (Y ∩ U) + K

K
.

Beweis

Seien (a1, . . . , an) die homogenen Koordinaten von X, also X = Qx mit x =
n∑

i=1

aiui,

und (b1, . . . , bn) die homogenen Koordinaten von Y, also Y = Qy mit y =
n∑

i=1

biui.

Mit Lemma 2.7 gilt dann:

(X ∩ U) + K

K
=

( ⋂
ai 6=0

a−1
i Ai

)
x + K

K
⊂̇

( ⋂
bi 6=0

b−1
i Ai

)
y + K

K
=

(Y ∩ U) + K

K
.
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5.1 Reine Hülle von Elementen in Butlergruppen

�

Lemma 5.6
Sei U =

⊕
Aiui vollständig zerlegbare Gruppe mit reiner Untergruppe K. Sei P = QU

projektive Hülle von U mit Basis {Qui|i} und S projektive Hülle von K.
Für a ∈ U \K sei a∗ = a + K die Nebenklasse von a modulo K und L = Qa ∨ S

projektiver Unterraum. Dann gilt:

〈a∗〉U/K
∗

.
=

∑
X∈ML\S

(X ∩ U) + K

K
.

Beweis
Für X ∈ L \ S gilt (X∩U)+K

K
⊂ 〈x + K〉

U/K
∗ =

∑
X∈L\S

(X∩U)+K
K

, also auch speziell für

X ∈ ML\S. Sei X ∈ L \ S und Y ∈ ML\S mit tr(Y ) ⊆ tr(X). Mit Lemma 5.5 gilt

dann (X∩U)+K
K

⊂̇ (Y ∩U)+K
K

, also∑
X∈L\S

(X ∩ U) + K

K
⊂̇

∑
X∈ML\S

(X ∩ U) + K

K
⊂
∑

X∈L\S

(X ∩ U) + K

K
.

Somit gilt quasi-Gleichheit. Mit Korollar 5.4 folgt die Behauptung. �
Es gilt sowieso ∑

X∈ML\S

(X ∩ U) + K

K
⊆ 〈a∗〉U/K

∗ .

Da der Rang der reinen Hülle von a∗ gleich 1 ist, genügt es für die Gleichheit
nachzuweisen, daß für jede Primzahl p ein Summand in der Summe p-rein in U/K ist.

Lemma 5.7
Sei U =

⊕
Aiui vollständig zerlegbare torsionsfreie abelsche Gruppe mit reiner Unter-

gruppe K. Sei P = QU projektive Hülle von U mit Basis {Qui|i} und S projektive Hülle
von K. Weiter sei L ⊃ S projektiver Unterraum von P mit Dim(L) = Dim(S) + 1.

Für jede Primzahl p gibt es ein Y ∈ ML\S, so daß für alle X ∈ L \ S gilt:

Qp

[
(X ∩ U) + K

K

]
j Qp

[
(Y ∩ U) + K

K

]
,

d.h. (Y ∩U)+K
K

ist p-rein in U/K.

Beweis
O.B.d.A. sei {ui | 1 ≤ i ≤ n} eine p-Zerlegungsbasis mit hAi

p (1) = 0 für 1 ≤ i ≤ t
und hAi

p (1) = ∞ für i > t für ein passendes t.

Für beliebiges x =
n∑

i=1

µiui ∈ U mit X = Qx gilt:

Qp(X ∩ U) = Qp

⋂
1≤j≤n
µj 6=0

µ−1
j Ajx = Qp

⋂
1≤j≤t
µj 6=0

µ−1
j Ajx.

24



5 BILDUNG REINER HÜLLEN

Somit haben die Aj für j > t keinen Einfluß auf Qp(X∩U) und es kann im folgenden
t = n angenommen werden. D.h. für alle i ist hAi

p (1) = 0 und es gilt Ai ⊆ Qp.

Nach Lemma 3.20 gibt es eine Basis (Qwi) von S mit Dim S = r − 1, so daß
(Qwi) bezüglich der Basis (Qu1, . . . ,Qun) von P eine Relationenmatrix M über Qp

in quasi-hermitescher Normalform hat. Es kann angenommen werden, daß M bereits
hermitesche Normalform hat mit

M =

 1 0 γ1,r+1 · · · γ1,n

. . .
...

...
0 1 γr,r+1 · · · γr,n


.

Wegen der speziellen Struktur von M beziehungsweise der wi mit wi = ui+
∑
j>r

γijuj

gilt für alle k ∈ K \ 0, daß der Träger von Qk nicht in {r + 1, . . . , n} enthalten ist,
genauer tr(Qk) ∩ {1, . . . , r} 6= ∅.

Sei a =
n∑

i=1

qiui eine Darstellung von a ∈ U \K und L = Qa ∨ S. Da {ui | i} eine

Zerlegungsbasis ist, gilt qi ∈ Ai ⊆ Qp. Sei nun y = a−
r∑

i=1

qiwi =
n∑

i=r+1

αiui ∈ a + K

mit passendem αi ∈ Qp. Dann hat Y = Qy den Träger tr(Y ) ⊂ {r + 1, . . . , n}.
Für alle x ∈ a + K \ {y}, also für alle X = Qx ∈ (L \S) \ {Y }, gilt x = y + k mit

k ∈ K \ {0}. Also hat der Träger von allen X ∈ (L \ S) \ {Y } einen nichttrivialen
Schnitt mit {1, . . . , r}. Wegen tr(Y ) ⊆ {r + 1, . . . , n} ist Y dann eine Ecke in L \ S
und es gilt Y ∈ ML\S.

Es kann nun gezeigt werden, daß dieses Y die Behauptung erfüllt.

Für y =
n∑

i=r+1

αiui in U gilt mit Ay =

( ⋂
j>r

αj 6=0

α−1
j Aj

)
, d.h. Ayy ⊂∗ U :

(Y ∩ U) + K

K
=

( ⋂
j>r

αj 6=0

α−1
j Aj

)
︸ ︷︷ ︸

Ay :=

y + K/K.

Sei x = y +
r∑

i=1

γiwi ein beliebiger Vektor aus a + K, also X ∈ (Y ∨S) \S = L \S.

Insbesondere gilt dann

x =
r∑

j=1

γjuj +
n∑

j>r

λjuj

mit

λj = αj +
r∑

k=1

γkγkj für j = r + 1, . . . , n. (1)

25
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und weiter mit Ax =

[(
r⋂

j=1
γj 6=0

γ−1
j Aj

)
∩
(

n⋂
j=r+1
λj 6=0

λ−1
j Aj

)]
, d.h. Axx ⊂∗ U :

(X ∩ U) + K

K
=

[( r⋂
j=1
γj 6=0

γ−1
j Aj

)
∩
( n⋂

j=r+1
λj 6=0

λ−1
j Aj

)]
︸ ︷︷ ︸

Ax:=

x + K/K.

Wegen x+K = y +K sind nur noch die Koeffizientenbereiche Ax und Ay mitein-
ander zu vergleichen. Diese sind:

Ax =

(
r⋂

j=1
γj 6=0

γ−1
j Aj

)
∩
(

n⋂
j=r+1
λj 6=0

λ−1
j Aj

)
,

Ay =

(
n⋂

j=r+1
αj 6=0

α−1
j Aj

)
.

(2)

Da die Relationenmatrix M = (γij) nur Einträge aus Qp besitzt, also γij ∈ Qp,
sind mit αj, γk ∈ Qp auch die Koeffizienten λj in Ax aus Qp.

Die p-Ordnungen werden mit op bezeichnet. Da {ui | i} eine p-Zerlegungsbasis ist,

also h
Aj
p (1) = 0, gilt QpAj = Qp und mit ny = min (op(αk) | k > r, αk 6= 0) weiter

QpAy =

( n⋂
j=r+1
αj 6=0

α−1
j Qp

)
= p−nyQp

Mit nx = min (op(γj), op(λk) | 1 ≤ j ≤ r < k ≤ n, γj, λk 6= 0) gilt analog QpAx =
p−nxQp.

Sei angenommen QpAx % QpAy, also nx > ny.
Aus (2) folgt dann einerseits

ny = min (op(αk) | k > r, αk 6= 0) < op(γj) für j = 1, . . . , r mit γj 6= 0 (3)

und andererseits

ny = min (op(αk) | k > r, αk 6= 0) < op(λj) für j = r + 1, . . . , n mit λj 6= 0. (4)

Das Minimum werde für k0 angenommen. Aus der Ungleichung (3) und der Bezie-
hung (1) folgt dann weiter op(αk0) = op(λk0), ein Widerspruch zur Ungleichung (4)
mit j = k0.

Also gilt QpAx j QpAy und weiter

Qp

[
(X ∩ U) + K

K

]
=

QpAxx + K

K
j

QpAyy + K

K
= Qp

[
(Y ∩ U) + K

K

]
.

�
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5 BILDUNG REINER HÜLLEN

Korollar 5.8
Sei U =

⊕
Aiui vollständig zerlegbare Gruppe mit reiner Untergruppe K. Sei P = QU

projektive Hülle von U mit Basis {Qui|i} und S projektive Hülle von K. Weiter sei
L ⊃ S projektiver Unterraum mit Dim(L) = Dim(S) + 1. Dann gilt∑

X∈ML\S

(X ∩ U) + K

K
⊂∗ U/K.

Beweis
Nach Lemma 5.7 gibt es zu jeder Primzahl p ein Y ∈ ML\S mit (Y ∩U)+K

K
ist p-rein

in U/K. Damit ist
∑

X∈ML\S

(X∩U)+K
K

ebenfalls p-rein in U/K für alle Primzahlen p,

also rein in U/K. �
Der folgende Satz ist eine Verschärfung von Lemma 5.6, da hier Gleichheit gilt.

Satz 5.9
Sei U =

⊕
Aiui vollständig zerlegbare Gruppe mit reiner Untergruppe K. Sei P = QU

projektive Hülle von U mit Basis {Qui|i} und S projektive Hülle von K.
Für a ∈ U \K sei a∗ = a + K die Nebenklasse von a modulo K und L = Qa ∨ S

projektiver Unterraum. Dann gilt:

〈a∗〉U/K
∗ =

∑
X∈ML\S

(X ∩ U) + K

K
.

Beweis
Die Behauptung folgt mit Korollar 5.8 aus Lemma 5.6. �

5.2 Reine Hüllen in vollständig zerlegbaren Gruppen

Sei U eine vollständig zerlegbare torsionsfreie abelsche Gruppe von endlichem Rang
mit Untergruppe G. Die reine Hülle von G in U ist darstellbar als endliche Sum-
me von Rang-1-Gruppen. Es entsteht die Frage, wie gelangt man zu einer solchen
Darstellung? Da die reine Hülle der Untergruppe gleich dem Schnitt von U mit der
divisiblen Hülle von G ist, kann man auch nach einer Darstellung dieses Schnittes
als endliche Summe von Rang-1-Gruppen fragen.

In der Arbeit von Berger [4] wurde bereits in einem Satz der Schnitt einer vollstän-
dig zerlegbaren (torsionsfreien) Gruppe mit der divisiblen Hülle einer Untergruppe
behandelt. Jedoch konnte der Schnitt nur bis auf endlichen Index bestimmt werden,
siehe Satz 5.12.

Lemma 5.10
Sei U =

⊕n
i=1 Aiui mit Ai ⊂ Q eine vollständig zerlegbare Gruppe mit projektiver Hülle

P = QU =
∨

Qui und X ein Punkt in P. Dann gilt

t(X ∩ U) =
⋂{

t(Ai)
∣∣ i ∈ tr(X)}.
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Beweis
Seien (q1, . . . , qn) die homogenen Koordinaten von X und x =

∑
i∈tr(X)

qiui. Mit Korol-

lar 5.2 gilt dann X∩U =
( ⋂

i∈tr(X)

q−1
i Ai

)
x

.
=

⋂
i∈tr(X)

Aix, also t(X∩U) =
⋂

i∈tr(X)

t(Ai).

�

Lemma 5.11
Sei U =

⊕n
i=1 Aiui mit Ai ⊂ Q eine vollständig zerlegbare Gruppe mit projektiver Hülle

P = QU =
∨

Qui. Sei S 6= 0 ein Unterraum von P. Dann gilt für einen Punkt Y ∈ S :

t(Y ∩ U) =
⋂{

t(X ∩ U)
∣∣ X ist Ecke in S mit tr(X) ⊂ tr(Y )

}
.

Beweis
Nach Lemma 3.11 gibt es zu jedem i ∈ tr(Y ) eine Ecke Xi in S mit i ∈ tr(X) j
tr(Y ). Es gilt:

t(Y ∩ U) ≤
⋂{

t(X ∩ U)
∣∣ X ist Ecke in S mit tr(X) j tr(Y )

}
≤

⋂{
t(Xi ∩ U)

∣∣ i ∈ tr(Y )
}

≤
⋂{

t(Ai)
∣∣ i ∈ tr(Y )}.

Mit Lemma 5.10 gilt die Gleichheit wie gewünscht. �

Satz 5.12 ([4, Satz 4.2])
Sei U =

⊕n
i=1 Aiui mit Ai ⊂ Q eine vollständig zerlegbare Gruppe mit projektiver Hülle

P =
∨n

i=1 Ui und Ui = Qui. Sei S ein Unterraum von P. Dann gilt

S ∩ U
.
=
∑{

X ∩ U
∣∣ X ist Ecke in S

}
.

Beweis
Sei G =

∑{
X ∩ U

∣∣ X ist Ecke in S
}
. Offensichtlich ist G eine Untergruppe von

S ∩ U. Weiter ist S ∩ U =
∑
Y

Y ∩ U eine Butlergruppe und somit als endliche

Summe mit Punkten Y darstellbar. Nach Lemma 3.23 gilt für jeden dieser Punkte
Y ∈

∨
{X | X ist Ecke in S und tr(X) j tr(Y )}, also gilt mit Lemma 5.11 für den

Typ
t(Y ∩G) ≥

⋂
{t(X ∩ U) | X ist Ecke in S und tr(X) j tr(Y )} = t(Y ∩ U).

Mit G j S ∩ U gilt umgekehrt t(Y ∩ U) ≥ t(Y ∩G), also Gleichheit.
Somit ist G =

∑{
X ∩ U

∣∣ X ist Ecke in S
}

eine Untergruppe von endlichem
Index, also quasi-gleich. �

In derselben Arbeit konnte Berger [4] für einige Spezialfälle die Gleichheit nach-
weisen.

Lemma 5.13 ([4, Lemma 5.1,5.3])
Sei U =

⊕n
i=1 Aiui mit Ai ⊂ Q eine vollständig zerlegbare Gruppe mit projektiver Hülle

P = QU =
∨

Qui. Sei S ein Unterraum von P und MS = {X ∈ S | X ist Ecke in S}.
Es gilt S ∩ U =

∑
X∈MS

X ∩ U, falls
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5 BILDUNG REINER HÜLLEN

(1) dim S = 0 , d.h. S ist ein Punkt,

(2) dim S = n− 1, d.h. S = P,

(3) die Träger der Punkte in MS paarweise disjunkt sind oder

(4) rank U ≤ 3.

Für einige spezielle Fälle mit rank(U) = 4 konnte auch Gleichheit nachgewiesen
werden [4, Lemma 5.2]. Daher entstand auch die Vermutung, daß in allen Fällen
die Gleichheit gilt. Mit den hier entwickelten Hilfsmitteln läßt sich diese Vermutung
nun beweisen.

Lemma 5.14
Sei U =

⊕n
i=1 Aiui mit Ai ⊂ Q eine vollständig zerlegbare Gruppe mit projektiver Hülle

P = QU =
∨

Qui. Sei S ein Unterraum von P und G = S ∩ U eine Butlergruppe. Sei
weiter τ ein Typ. Dann gilt für die Typuntergruppe:

G(τ) =
∑{

X ∩ U
∣∣ X ist Ecke in S mit t(X ∩ U) ≥ τ

}
.

Beweis
Sei H =

∑{
X∩U

∣∣ X ist Ecke in S mit t(X∩U) ≥ τ
}
. Sowieso ist H Untergruppe

von G(τ). Für G(τ) ⊂ H genügt zu zeigen, daß G(τ)p := QpG(τ) ⊂ Hp := QpH für
jede Primzahl p gilt.

Sei 0 6= x =
∑

qiui ∈ G(τ)p mit Träger tr(x). Sei Y Ecke von S mit Träger
tr(Y ) ⊆ tr(x) und 0 6= y =

∑
riui ∈ Y ∩QpU ⊂ Hp. Insbesondere ist Y = Qy. Sei

j ∈ tr(y) so gewählt, daß h
Ajuj
p (rjuj) = min{hAjuj

p (rjuj) | i ∈ tr(Y )} gilt. Es gilt
0 6= qj = q ·rj für ein passendes q ∈ Q und mit der Wahl von j gilt qy ∈ Hp j G(τ)p.
Sei x′ = x − qy ∈ G(τ)p. Dann gilt |tr(x′)| < |tr(x)|, da tr(x′) ⊆ tr(x) \ {j}. Mit
Induktion nach |tr(x)| ist x′ ∈ Hp. Wegen qy ∈ Hp ist dann auch x = x′ + qy ∈ Hp,
also G(τ)p ⊆ Hp.

Mit G(τ) =
⋂

p G(τ)p ⊂
⋂

p Hp = H ⊂ G(τ) gilt die Gleichheit wie gewünscht.
�

Satz 5.15
Sei U =

⊕n
i=1 Aiui mit Ai ⊂ Q eine vollständig zerlegbare Gruppe mit projektiver Hülle

P = QU =
∨

Qui. Sei S ein Unterraum von P. Dann ist der Schnitt von U mit dem
Unterraum darstellbar als Summe von Ecken.

S ∩ U =
∑{

X ∩ U
∣∣ X ist Ecke in S

}
.

Beweis
Sei G = S ∩U und τ0 = inf{t(x) | x ∈ G}. Dann gilt G = G(τ0) und τ0 ≤ t(X ∩U)
für alle Ecken X von S. Mit Lemma 5.14 folgt die Behauptung. �

Die Darstellung einer Butlergruppe als Summe von Ecken wird Eckendarstel-
lung genannt.
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Korollar 5.16
Sei U =

⊕n
i=1 Aiui eine vollständig zerlegbare Gruppe mit Ai ⊂ Q und reiner Unter-

gruppe K. Sei S eine weitere Untergruppe von U. Sei nun weiter P =
n∨

i=1

Qui projektive

Hülle von U und L = Q(S + K) projektive Hülle von S + K. Dann gilt:〈
S + K

K

〉U/K

∗
=

∑
X∈ML\QK

(X ∩ U) + K

K
.

Beweis
Nach Satz 5.15 gilt:

〈S + K〉U∗ = U ∩Q(S + K) =
∑

x∈ML

X ∩ U ⊂∗ U.

Mit Fuchs [6, Lemma 26.2 (ii)] gilt dann∑
X∈ML

(X ∩ U) + K

K
⊂∗

U/K.

Für X ∈ QK gilt X ∩U ⊂ K und es genügt nur über die Ecken in L zu summieren,
die nicht in QK liegen, d.h. mit Lemma 3.12 die Summe über ML\QK = ML \MQK

zu bilden. Dann gilt ∑
X∈ML\QK

(X ∩ U) + K

K
⊂∗

U/K

und es folgt die Behauptung. �

Bemerkung 5.17
Die im vorhergehenden Korollar angegebenen Summanden sind nicht notwendiger-
weise rein in U/K.

Sei U = 2Za⊕ 3Zb mit K = 6Z(a + b) ⊂∗ U. Weiter sei S = 2Za. Die projektive
Hülle von S + K ist dann L = Qa ∨Qb mit den Ecken Qa und Qb. Nach Korollar
5.16 ist dann〈

2Za + 6Z(a + b)

6Z(a + b)

〉U/K

∗
=

2Za + 6Z(a + b)

6Z(a + b)
+

3Zb + 6Z(a + b)

6Z(a + b)
= U/K.

Aber beide Summanden sind nicht rein in U/K, da beide das Element u = [4a+3b] +
6Z(a + b) ∈ U/K nicht enthalten, aber

2u = [8a + 6b] + 6Z(a + b) = 2a + 6Z(a + b) ∈ 2Za + 6Z(a + b)

6Z(a + b)
,

3u = [12a + 9b] + 6Z(a + b) = −3b + 6Z(a + b) ∈ 3Zb + 6Z(a + b)

6Z(a + b)

gilt. Insbesondere gilt
Zu + 6Z(a + b)

6Z(a + b)
= U/K.
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5.3 Eigenschaften der Eckendarstellung

Die Eckendarstellung einer Butlergruppe hat einige Eigenschaften, die sich als hilf-
reich bei der Bestimmung der kritischen Typenmenge und der Typuntergruppen
erweisen.

Lemma 5.18
Sei G =

∑
Bi eine Butlergruppe in Eckendarstellung und τ ein kritischer Typ von G.

Dann gibt es ein i mit τ = t(Bi). D.h. als kritische Typen von G können nur die Typen
der Ecken auftauchen.

Beweis
Sei τ ein Typ aus der Typenmenge von G. Dann gilt mit Lemma 5.14

G(τ) =
∑{

Bi

∣∣ t(Bi) ≥ τ
}

und

G](τ) = 〈G(ρ) | ρ > τ〉G∗ =
〈∑{

Bi

∣∣ t(Bi) > τ
}〉G

∗
.

Falls τ nicht Typ einer Ecke ist, also τ 6= t(Bi) für alle i, dann ist
{
Bi

∣∣ t(Bi) ≥
τ
}

=
{
Bi

∣∣ t(Bi) > τ
}
. Also ist G(τ) = 〈G(τ)〉G∗ =

〈∑{
Bi

∣∣ t(Bi) > τ
}〉G

∗ = G](τ).

Die Zerlegung G(τ) = Gτ ⊕G](τ) ist trivial und τ kein kritischer Typ von B. �

Beispiel 5.19
Folgendes Beispiel zeigt eine Gruppe G als Summe reiner Summanden. In Kapitel
6.7 wird diese Gruppe nochmals allgemeiner behandelt und auch eine vollständig
zerlegbare Gruppe angegeben, in der G reine Untergruppe ist.

Sei G = Z[2−1, 5−1]a + Z[2−1, 7−1]b + Z[3−1, 5−1]c + Z[3−1, 7−1](a + b + c) eine
Darstellung von G mit reinen Summanden. Jedoch ist nicht jeder kritische Typ, z.B.
t(a+ b) = (∞,∞, 0, 0, · · · ) oder t(a+ c) = (0, 0,∞,∞, · · · ), Typ eines Summanden.
Eine Eckendarstellung von G, die insbesondere auch alle kritischen Typen enthält,
wäre:

G = Z[2−1, 5−1] a + Z[2−1, 7−1] b
+ Z[3−1, 5−1] c + Z[3−1, 7−1] (a + b + c)
+ Z[2−1, 3−1] (a + b) + Z[5−1, 7−1] (a + c)
+ Z (b + c).

Lemma 5.20
Sei U eine vollständig zerlegbare Gruppe und S projektive Hülle einer Untergruppe von
U. Sei weiter G =

∑
Bi = S ∩ U eine Butlergruppe in Eckendarstellung mit kritischem

Typ τ. Weiter sei S]
τ =

∨
{X | X ist Ecke von S mit t(X ∩ U) > τ} =

∨
{QBi |

t(Bi) > τ} das Erzeugnis derjenigen Ecken X von S, für die X ∩U einen größeren Typ
als τ besitzt. Dann gilt:

G](τ) =
∑

{Y ∩ U | Y ist Ecke von S]
τ}.

Beweis
Es gilt S]

τ = Q
∑{

Bi

∣∣ t(Bi) > τ
}
. Also ist G](τ) =

〈∑{
Bi

∣∣ t(Bi) > τ
}〉G

∗ =

U ∩ S]
τ und mit Satz 5.15 folgt die Behauptung. �
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Lemma 5.21
Sei U eine vollständig zerlegbare Gruppe und S projektive Hülle einer Untergruppe von
U. Sei weiter G =

∑
Bi = S ∩ U eine Butlergruppe in Eckendarstellung mit kritischem

Typ τ. Haben S]
τ = Q

∑
{Bi | t(Bi) > τ} und Sτ = Q

∑
{Bi | t(Bi) = τ} trivia-

len Schnitt, so ist Gτ =
∑
{Bi | t(Bi) = τ} ein Typenkomplement, d.h. es gilt die

Butlergleichung

G(τ) =
∑

{Bi | t(Bi) = τ} ⊕G](τ).

Beweis
Sowieso gilt

G(τ) =
∑

{Bi | t(Bi) = τ}+
∑

{Bi | t(Bi) > τ}

⊆
∑

{Bi | t(Bi) = τ}+ G](τ)

⊆ G(τ),

mit Gleichheit. Weiter gilt
∑
{Bi | t(Bi) = τ} ∩ G](τ) ⊂ Sτ ∩ S]

τ = 0, da nach
Voraussetzung Sτ und S]

τ trivialen Schnitt besitzen. Somit ist diese Zerlegung direkt
und es gilt die Butlergleichung wie behauptet. �

5.4 Erzeugung einer Eckendarstellung einer Butlergruppe

Im Allgemeinen ist eine Butlergruppe G nur als Summe rationaler Gruppen gegeben,
wobei die Menge der Typen der einzelnen Summanden nicht alle kritischen Typen
von G enthält. Zur Bestimmung einer Eckendarstellung von G benötigt man eine
vollständig zerlegbare Gruppe, in der G als reine Untergruppe eingebettet ist. Arnold
und Vinsonhaler [2] konnten zeigen, daß eine passende vollständig zerlegbare Gruppe
isomorph zu einer direkten Summe von speziellen Rang-1-Faktorgruppen von G ist.
Diese Rang-1-Faktorgruppen lassen sich über spezielle Hyperebenen, den Hyper-
Ecken aus Definition 3.27, mit Algorithmus 4.1 bestimmen.

Definition 5.22
Sei eine Butlergruppe G =

∑n
i=1 Aiyi gegeben mit Z j Ai j Q. Dann sei ΦG : V =

n⊕
i=1

Qui →
n∑

i=1

Qyi der kanonische Homomorphismus definiert durch ΦG(ui) = yi

für 1 ≤ i ≤ n mit KG = Kern(ΦG). Ist klar, welche Butlergruppe gemeint ist, wird
auch kurz Φ bzw. K geschrieben.

Lemma 5.23
Sei G =

∑n
i=1 Aiyi eine Butlergruppe und U =

⊕n
i=1 Aiui. Sei Φ := ΦG kanonischer

Homomorphismus mit K := Kern(Φ). Dann gilt G ∼= U/U ∩K.

Sei H ⊂ V = QU ein Unterraum der Dimension n − 1 mit K ⊂ H. Dann ist
U/U ∩H ∼= G/G ∩ Φ(H) eine torsionsfreie Rang-1-Gruppe.

Insbesondere ist für alle Hyper-Ecken H ∈ HK , die K enthalten, U/U ∩H eine Rang-
1-Faktorgruppe.
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Beweis
Mit U =

⊕n
i=1 Aiui ist Φ|U : U → G ein Epimorphismus auf G mit Φ(U) = G, also

G ∼= U/U ∩Kern(Φ) = U/U ∩K.

Ist H ein Unterraum der Dimension n − 1, dann ist U + H/H ∼= U/U ∩H eine
torsionsfreie Rang-1-Gruppe und es gilt

G/G ∩ Φ(H) ∼= G + Φ(H)/Φ(H) ∼= U + H/H ∼= U/U ∩H.

Da die Hyper-Ecken H ∈ HK von der Dimension n−1 sind, folgt die Behauptung.
�

Lemma 5.24
Sei V ein rationaler Vektorraum mit Basis (u1, . . . , un) und K ⊂ V ein Unterraum. Sei
HK die Menge der Hyper-Ecken von K. Dann hat die Abbildung g : V →

⊕
H∈HK

V/H

definiert durch g(v) = (v + H | H ∈ HK) den Kern K =
⋂

H∈HK

H. Insbesondere ist

für U =
⊕

Aiui die von g auf U/U ∩K induzierte Einschränkung f : U/U ∩K →⊕
H∈HK

U/U ∩H definiert durch f(u + U ∩K) = (u + U ∩H | H ∈ HK) injektiv

Beweis
Für v ∈ Kern(g) gilt v + H = H für alle H ∈ HK . Mit Lemma 3.30 ist Kern(g) =⋂
H∈HK

H = K. Der induzierte Homomorphismus ḡ : V/K →
⊕

H∈HK

V/H ist somit

injektiv. Insbesondere gilt dies auch für die Einschränkung von ḡ auf U/U ∩K.
�

Lemma 5.25
Sei V ein rationaler Vektorraum mit Basis (u1, . . . , un) und K ⊂ V ein Unterraum. Sei
H eine Hyper-Ecke von K und U =

⊕
Aiui. Seien weiter (q1, . . . , qn) die homogenen

Koordinaten von H⊥. Dann gilt U/U ∩H ∼=
∑

i∈tr(H⊥)

qiAi.

Beweis
Seien (q1, . . . , qn) die homogenen Koordinaten von H⊥ und φ : V → Q definiert
durch φ(ui) = qi für alle i. Es gilt

x =
∑

αiui ∈ Kern(φ) ⇐⇒
∑

αiqi = 0 ⇐⇒ x ∈ H.

Also ist Kern(φ) = H und mit Einschränkung auf U induziert φ einen Isomorphismus
von U/U ∩H auf

∑
qiAi =

∑
i∈tr(H⊥)

qiAi
∼=

∑
i∈tr(H⊥)

Ai. �

Lemma 5.26
Sei G =

∑
Aiyi eine Butlergruppe. Sei U =

⊕
Aiui mit kanonischem Epimorphismus

ΦG = Φ : QU → QG definiert durch Φ(ui) = yi für alle i. Dann ist Kern(Φ) = K.
Sei nun HK =

{
Hj

∣∣ 1 ≤ j ≤ m
}

die Menge der Hyper-Ecken von K. Weiter seien

(qj1, . . . , qjn) die homogenen Koordinaten von H⊥
j für alle j. Dann ist φ : U/U ∩K →

m⊕
j=1

(∑
qjiAi

)
definiert durch φ(ui + U ∩K) = (qji | 1 ≤ j ≤ m) eine reine Einbettung.
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5.4 Erzeugung einer Eckendarstellung einer Butlergruppe

Beweis
Nach Arnold und Vinsonhaler [2, Theorem 1.4] ist G ∼= U/U ∩K rein einbettbar in⊕
H∈HK

U/U ∩H. Dabei wird die in Lemma 5.24 definierte Abbildung f verwendet.

Nach Lemma 5.25 ist U/U ∩Hj
isomorph zu

∑
qjiAi vermöge ui + U ∩Hj 7→ qji.

�

Satz 5.27
Sei G =

∑
Aiyi eine Butlergruppe. Sei U =

⊕
Aiui mit kanonischem Epimorphismus

ΦG = Φ : QU → QG definiert durch Φ(ui) = yi für alle i. Dann ist Kern(Φ) = K.
Sei nun HK =

{
Hj

∣∣ 1 ≤ j ≤ m
}

die Menge der Hyper-Ecken von K. Weiter seien
(qj1, . . . , qjn) die homogenen Koordinaten von H⊥

j für alle j. Sei

D =
m⊕

j=1

[ n∑
i=1

qjiAi

]
bj und B =

n∑
i=1

Ai(q1ib1 + · · ·+ qmibm).

Dann gilt G ∼= B ⊂∗ D. Insbesondere ist B = D∩Q
〈
q1ib1+· · ·+qmibm

∣∣ 1 ≤ i ≤ n
〉
.

Beweis
Nach Lemma 5.26 ist φ

(
U/U ∩K

)
= B ⊂∗ D eine reine Einbettung. Nach Lemma

5.25 ist φ injektiv und mit G ∼= U/U ∩K gilt G ∼= B ⊂∗ D. Mit QB = Q
〈
q1ib1 +

· · ·+ qmibm

∣∣ 1 ≤ i ≤ n
〉

folgt die Behauptung. �

Bemerkung 5.28
Der Isomorphismus G ∼= B läßt sich zu einem Vektorraumisomorphismus fortsetzen,
der zu einer Identifizierung von G und B benutzt werden kann und es gilt G ⊂∗ D.
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6 REINE DARSTELLUNG VON BUTLERGRUPPEN

6 Reine Darstellung von Butlergruppen

6.1 Zusammenfassung der Ergebnisse

Mit den im vorausgehenden Kapitel entwickelten Sätzen sind nun reine Hüllen in
einer Butlergruppe G berechenbar. Dabei müssen zwei verschiedene Fälle betrachtet
werden.

Fall 1: G ist nur als Summe von Rang-1-Gruppen gegeben, d.h. es ist keine vollstän-
dig zerlegbare Gruppe D bekannt, in der G rein ist.

1. Die reine Hülle eines Summanden kann mit Satz 5.9 und die reine Hülle
einer beliebigen Untergruppe mit Korollar 5.16 bestimmt werden.

2. Über Satz 5.27 gelangt man zu einer vollständig zerlegbaren Gruppe D,
in der G rein ist.

Fall 2: Zur Butlergruppe G ist eine vollständig zerlegbare Gruppe D gegeben, in
der G eine reine Untergruppe ist, d.h. G ⊂∗ U.

1. Mit Satz 5.15 gelangt man zu einer Eckendarstellung von G. Nur die
Typen der Summanden in der Eckendarstellung können auch kritische
Typen sein.

2. Ebenso ist mit Satz 5.15 über die vollständig zerlegbare Gruppe D die
reine Hülle jeder beliebigen Untergruppe von G in G bestimmbar. Diese
sind dann auch rein in D.

6.2 Reine Darstellung einer Bracketgruppe

Für Bracketgruppen ist die Bestimmung einer reinen Darstellung auch direkt mög-
lich, d.h. Satz 5.9 wird nicht benötigt.

Definition 6.1
Sei G[A1, . . . , An+1] eine Bracketgruppe mit τi = t(Ai). Dann bezeichnet man τi als
cogeordnet (engl. cotrimmed), wenn τi ≥

⋂
j 6=i

τj.

Wählt man τ ′i = τi∨
⋂
j 6=i

τj, so sind alle τ ′i cogeordnet und man bezeichnet τ ′1, . . . , τ
′
n

als cogeordnete Version von τ1, . . . , τn.

Bemerkung 6.2
Sei G =

∑
Aiyi eine Bracketgruppe mit τi = t(Ai). Dann folgt aus Aiyi rein in G

stets auch τi ist cogeordnet. Die Umkehrung gilt nicht, da Ai durch seinen Typ nur
bis auf einen endlichen Faktor festgelegt wird, d.h. ist τi cogeordnet, so gibt es ein
q ∈ Q \ 0, so daß qAiyi rein in G ist.

Lemma 6.3

Sei G =
n∑

i=1

Aiyi eine Bracketgruppe. Genau dann ist dies eine reine Darstellung, wenn

für alle 1 ≤ i ≤ n gilt
⋂
j 6=i

Aj ⊆ Ai.
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6.2 Reine Darstellung einer Bracketgruppe

Beweis

Sei U =
n⊕

i=1

Aiui und K = (
n⋂

i=1

Ai)(u1 + · · · + un). Dann ist G ∼= U/K. Da K vom

Rang 1 ist, hat Q〈ui + K〉 die Dimension 2 und enthält 2 Ecken mit disjunkten
Trägern. Diese sind Qui und Q

∑
j 6=i

uj. Für die reine Hülle von yi in G gilt mit Satz

5.9 somit 〈yi〉U∗ = (Ai +
⋂

j 6=i Aj)yi.
Die Darstellung von G ist also genau dann eine reine Darstellung, wenn für alle

1 ≤ i ≤ n gilt Ai = Ai +
⋂

j 6=i Aj, also wie gewünscht
⋂
j 6=i

Aj ⊆ Ai. �

Korollar 6.4
Sei G =

∑
Aiyi eine Bracketgruppe und K =

⋂
Ai. Genau dann ist

∑
Aiyi eine

Darstellung von G mit reinen Summanden, wenn für alle i gilt
⋂
j 6=i

Aj = K.

Beweis
Mit

⋂
j 6=i

Aj j Ai für alle i gilt K =
⋂
j 6=i

Aj ∩ Ai =
⋂
j 6=i

Aj. Für alle i folgt aus
⋂
j 6=i

Aj =⋂
i

Ai = K umgekehrt
⋂
j 6=i

Aj j Ai. Mit Lemma 6.3 folgt die Behauptung. �

Eine andere Bedingung für die reine Darstellung einer Bracketgruppe gibt folgen-
des Lemma.

Lemma 6.5
Sei G =

∑
Aiyi eine Bracketgruppe und K =

⋂
Ai. Genau dann ist

∑
Aiyi eine

Darstellung von G mit reinen Summanden, wenn es zu jeder Primzahl p zwei verschiedene
Indizes i, j gibt, so daß QpAi = QpAj = QpK gilt.

Beweis
O.B.d.A. gelte Z ⊆ Ai für alle i. Sei G =

∑
Aiui eine Darstellung mit reinen

Summanden, d.h. für alle i gilt
⋂
j 6=i

Aj ⊆ Ai. Für jede Primzahl p gilt somit

(∗) min(hAj
p (1) | j 6= i) ≤ hAi

p (1).

Sei p prim. Dann gibt es ein i ∈ {1, . . . , n}, so daß

(∗∗) hK
p (1) = hAi

p (1) = min(hAj
p (1) | j).

Mit (∗) gilt dann auch min(h
Aj
p (1) | j 6= i) ≤ h

Aj
p (1) und es existiert ein i 6= j mit

hAi
p (1) ≤ h

Aj
p (1) ≤ hAi

p (1), also Gleichheit. Somit ist QpAi = QpAj = QpK.
Sei nun G =

∑
Aiui keine Darstellung mit reinen Summanden. O.B.d.A. sei A1u1

nicht rein in G und somit
⋂
i6=1

Ai " A1. Es gibt somit eine Primzahl p mit h

T
i6=1

Ai

p (1) =

min(hAi
p (1) | i 6= 1) > hA1

p (1), also QpA1 " QpAj für alle j > 1. �

Lemma 6.6
Sei G =

∑
Aiyi eine Bracketgruppe mit reinen Summanden und K =

⋂
Ai. Falls

Aj = K für ein j, so ist G vollständig zerlegbar und es gilt G =
⊕
i6=j

Aiyi.
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6 REINE DARSTELLUNG VON BUTLERGRUPPEN

Beweis
Aus Aj = K =

⋂
i6=j

Ai folgt Ajuj =
⋂
i6=j

Ai

∑
i6=j

ui ⊂
∑
i6=j

Aiui. Da die {ui | i 6= j} linear

unabhängig sind, folgt die vollständige Zerlegbarkeit in eine direkte Summe. �

6.3 Beispiele für Eckendarstellungen ausgewählter
Butlergruppen

Am Beispiel einer Bracketgruppe, wird die Bestimmung einer vollständig zerlegbaren
Gruppe D mit G ⊂∗ D, sowie einer Eckendarstellung beschrieben.

Beispiel 6.7
Sei G = A1a + A2b + A3c + A4d ⊂ Qa + Qb + Qc mit a + b + c + d = 0 eine
beliebige Butlergruppe. Mit U = A1x1⊕A2x2⊕A3x3⊕A4x4 und K = Q(x1 + x2 +
x3 + x4) ist G ∼=U/U∩K. Die Hyper-Ecken Hi von K in QU sind dann von der Form
Q〈x1 + x2 + x3 + x4, xk, x`〉 mit 1 ≤ k < ` ≤ 4. Es gibt also

(
4
2

)
= 6 verschiedene

Hyper-Ecken H1, . . . , H6. Die homogenen Koordinaten von H⊥
i sind (qi1, . . . , qi4) mit

(qij) =


1 0 0 −1
1 0 −1 0
1 −1 0 0
0 1 0 −1
0 1 −1 0
0 0 1 −1

 .

Anwendung von Satz 5.27 führt zur vollständig zerlegbaren Gruppe D mit

D = (A1 + (−A4))b1 ⊕ (A1 + (−A3))b2 ⊕ · · · ⊕ (A3 + (−A4))b6

= (A1 + A4)b1 ⊕ (A1 + A3)b2 ⊕ · · · ⊕ (A3 + A4)b6

und zur Darstellung von B ∼= G bezüglich der Zerlegungsbasis (b1, . . . , b6) der Form

B = A1(b1 + b2 + b3) + A2(−b3 + b4 + b5) + A3(−b2 − b5 + b6) + A4(−b1 − b4 − b6)

mit Isomorphismus φ :


a 7→ (b1 + b2 + b3)

b 7→ −(b3 − b4 − b5)

c 7→ −(b2 + b5 − b6)

d 7→ −(b1 + b4 + b6).
Die Vorzeichen wurden bewußt in den Darstellungen belassen, um das Nachvoll-

ziehen der einzelnen Schritte zu vereinfachen.
Sei Aij = Ai + Aj für 1 ≤ i, j ≤ 4. Dann ist

G ∼= (A14b1 ⊕ A13b2 ⊕ A12b3 ⊕ A24b4 ⊕ A23b5 ⊕ A34b6)

∩Q
〈
(b1 + b2 + b3)︸ ︷︷ ︸

=φ(a)

,−(b3 − b4 − b5)︸ ︷︷ ︸
=φ(b)

,−(b2 + b5 − b6)︸ ︷︷ ︸
=φ(c)

〉
.
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6.3 Beispiele für Eckendarstellungen ausgewählter Butlergruppen

Für eine Eckendarstellung von B ∼= G mittels Satz 5.15 werden noch die Ecken
von QB benötigt. Diese können einerseits nach Lemma 3.17 durch Gaußelimination
unter Berücksichtigung jeder Möglichkeit bestimmt werden oder unter Ausnutzung
von Lemma 3.29 durch Bestimmung der Hyper-Ecken von (QB)⊥. Die Ecken von
QB sind dann die Polaren H⊥ zu den Hyper-Ecken H.

Die 7 Ecken von QB sind:

b1 + b2 + b3, b1 + b2 + b4 + b5,
b3 − b4 − b5, b1 + b3 − b5 + b6,
b2 + b5 − b6, b2 + b3 − b4 − b6,
b1 + b4 + b6.

Mit Satz 5.15 gilt dann

G ∼= B = (A12 ∩ A13 ∩ A14) (b1 + b2 + b3)
+ (A12 ∩ A23 ∩ A24) (b3 − b4 − b5)
+ (A13 ∩ A23 ∩ A34) (b2 + b5 − b6)
+ (A14 ∩ A24 ∩ A34) (b1 + b4 + b6)
+ (A13 ∩ A14 ∩ A23 ∩ A24) (b1 + b2 + b4 + b5)
+ (A12 ∩ A14 ∩ A23 ∩ A34) (b1 + b3 − b5 + b6)
+ (A12 ∩ A13 ∩ A24 ∩ A34) (b2 + b3 − b4 − b6).

Führt man einen Basiswechsel (Anwendung von φ−1) aus, erhält man die Ecken-
darstellung von G.

G = (A14 ∩ A13 ∩ A12) a
+ (A12 ∩ A24 ∩ A23) b
+ (A13 ∩ A23 ∩ A34) c
+ (A14 ∩ A24 ∩ A34) d
+ (A13 ∩ A14 ∩ A23 ∩ A24) (a + b)
+ (A12 ∩ A14 ∩ A23 ∩ A34) (a + c)
+ (A12 ∩ A13 ∩ A24 ∩ A34) (a + d).

Die Darstellung der Koeffizientenbereiche läßt sich noch etwas vereinfachen und
es gilt

G = [A1 + (A2 ∩ A3 ∩ A4)] a
+ [A2 + (A1 ∩ A3 ∩ A4)] b
+ [A3 + (A1 ∩ A2 ∩ A4)] c
+ [A4 + (A1 ∩ A2 ∩ A3)] d
+ [(A1 ∩ A2) + (A3 ∩ A4)] (a + b)
+ [(A1 ∩ A3) + (A2 ∩ A4)] (a + c)
+ [(A1 ∩ A4) + (A2 ∩ A3)] (a + d).

Seien τ1, . . . , τ4 die Typen von A1, . . . , A4. Dann kommen nach Lemma 5.18 alle
kritischen Typen als Typen der Summanden vor, sind also in der Menge{⋂

i∈I

τi ∪
⋂
j /∈I

τj

∣∣∣∣ ∅ ( I ( {1, 2, 3, 4}
}
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6 REINE DARSTELLUNG VON BUTLERGRUPPEN

enthalten.

Lemma 6.8
Sei G = G[A1, . . . , An] eine Bracketgruppe. Dann hat die mit der hier vorgestellten

Methode entwickelte vollständig zerlegbare Gruppe D mit G ⊂∗ D den Rang n·(n−1)
2

und G eine Eckendarstellung mit 2n−1 − 1 Summanden.

Beweis
Die Hyper-Ecken von G sind immer von der Form Q

〈
x1 + · · · + xn, xi

∣∣ i ∈ I ⊂
{1, . . . , n}, |I| = n − 2

〉
mit Polaren xi − xj für 1 ≤ i < j ≤ n. Also gibt es

m =
(

n
2

)
= n·(n−1)

2
Hyper-Ecken. Es folgt der Rang der Gruppe D.

Die Relationenmatrix der divisiblen Hülle von G bezüglich der Zerlegungsbasis
von D hat die Form ((n− 1)×m)

1 0 −1 · · · · · · −1 0
. . . 1 0

...
. . . . . . · · · 0

. . . . . . −1
0 1 0 1 1

 .

Aus Ranggründen sind die ersten n−1 Einträge jeder Ecke entweder 0 oder 1. Somit
ergeben sich 2n−1 − 1 Kombinationsmöglichkeiten, wobei nur Nullen nicht möglich
ist. �

Die Butlergruppe des nächsten Beispiels stammt aus einer Arbeit von Mutzbauer
[11, Prop. 1.3] siehe auch Mader [10, Example 3.15].

Beispiel 6.9
Seien Z ⊂ A, B, C,D, X, Y ⊆ Qp für eine Primzahl p mit kritischen Typen τA, τB,
τC , τD, τX , τY . Weiter gelte A = B ∩ C. Die Typenbeziehungen zueinander zeigt
folgendes Hassediagramm.

B C

A

D X Y

Z

Sei G = Aa + Bpb + Cpc + Dpd + X(a + b + d) + Y (c− d) ( Qa⊕Qb⊕Qc⊕Qd.
Dann hat G eine Eckendarstellung der Form

A (a) + A (a + b + c) + A (b + c) + pA (a + b) + pA (a + c)

+ pB (b) + pC (c) + pD (d) + X (a + b + d) + Y (c− d)

+ Z (a− c + d) + Z (b + d) + pZ (a + b− c + d) + pZ (b− c) + pZ (a + d).
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6.3 Beispiele für Eckendarstellungen ausgewählter Butlergruppen

Bemerkung 6.10
Die Typuntergruppen des vorausgehenden Beispiels 6.9 sind für den nicht maximalen
Typ τA :

G(τA) = A(a) + A(a + b + c) + A(b + c) + pA(a + b) + pA (a + c) + pBb + pCc,

G](τA) = 〈pBb, pCc〉U∗ = A(b + c) + pBb + pCc.

Passende Butlerkomplemente GτA
haben die Form A(a + k(b + c)) mit 0 ≤ k < p.

Da die übrigen Typen aus der Menge τmax = {τB, τC , τD, τX , τY } maximale Typen
sind, d.h. G](τ) = 0 für τ ∈ τmax, sind die regulierenden Untergruppen

Vk = A(a + k(b + c)) + Bpb + Cpc + Dpd + X(a + b + d) + Y (c− d)︸ ︷︷ ︸
R:=

mit k ∈ Z.

Es gilt
Z(a + b + c) ⊆ X(a + b + d) + Y (c− d)

Ap(b + c) ⊆ Bpb + Cpc

}
⊆ R.

Nach Lehrmann [8, Lemma 2.7] ist

Vk = A(a + k(b + c)) + R =

{
V1 = A(a + b + c) + R für k ≡p 1,

G = Aa + R für k 6≡p 1,

und die verschiedenen regulierenden Untergruppen von G sind:

V0 = A (a) +Bpb + Cpc + Dpd + X(a + b + d) + Y (c− d),

V1 = A (a + b + c) +Bpb + Cpc + Dpd + X(a + b + d) + Y (c− d).

Diese sind hier wiederum Summen von Ecken. Man könnte also vermuten, daß
sich die regulierenden Untergruppen immer als Summe von Ecken darstellen lassen.

Betrachtet man die Butlergruppe aus Beispiel 6.12 so hat die dortige Butlergrup-
pe H nach Lehrmann, Mutzbauer [8, Bemerkung 3.2] genau p verschiedene regulie-
rende Untergruppen. Es darf also vermutet werden, daß bei passend groß gewählter
Primzahl p die Anzahl der regulierenden Untergruppen größer als die Anzahl der
Summanden der Eckendarstellung ist.

Bei den folgenden Butlergruppen von größerem Rang und Typenmengen wird
nicht mehr die vollständige Eckendarstellung, sondern nur noch die Anzahl der Sum-
manden in dieser Darstellung angegeben.

Die folgende Gruppe vom Rang 7 und kritischer Typenmenge der Mächtigkeit 9
stammt aus einem unveröffentlichtem Manuskript von Lehrmann und besitzt eine
Regulatorkette der Länge 2.

Beispiel 6.11
Sei A0, A1, A2, B1, B2, C1, C2, X, Y ⊆ Qp für eine Primzahl p mit einer Typenrelation
nach folgendem Hassediagramm.
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6 REINE DARSTELLUNG VON BUTLERGRUPPEN

2 2 2

111

0

B C A

B C A

A

X Y

Z

Sei

G = p (A0 a0 + A1 a1 + B1 b1 + C1 c1 + A2 a2 + B2 b2 + C2 c2 )

+ X (p2 a0 + pa1 + pb1) + X (pa1 + a2 + b2) + Y (pc1 − pa1) + Y (c2 − a2)

⊆Q a0 + Q a1 + Q a2 + Q b1 + Q b2 + Q c1 + Q c2.

Dann hat die vollständig zerlegbare Gruppe D mit G ⊂∗ D die Dimension 34 und
die Eckendarstellung besteht aus 1129 Summanden. Alle Summanden vom Typ t(Z),
ein offensichtlich nicht-kritischer Typ, kann man weglassen, da sowieso G = G](t(Z))
gilt. Damit läßt sich die Darstellung auf 104 Summanden vom Typ größer als t(Z)
reduzieren.

Die folgende Butlergruppe stammt aus einer Arbeit von Lehrmann und Mutzbauer
[8, Proposition 3.1] und hat eine Regulatorkette der Länge 2.

Beispiel 6.12
Seien A, B1, B2, C1, C2, D, E, F,G, V,W, X1, X2, Y1, Y2 ⊆ Qp für eine Primzahl p mit
einer Typenrelation nach folgendem Hassediagramm.

B2 C2

1CB1 X1 Y1

Y2 X2 E

D

F

Z

A

V W G
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6.4 Vergleich der Laufzeiten für die Beispiele

Weiter sei

H =A a + B1 pb1 + C1 pc1 + B2 pb2 + C2 pc2 + D pd + E pe + F pf + G pg

+ X1 (pa + pb1 + pd) + Y1 (pc1 − pd) + X2 (pb1 + b2 + g) + Y2 (c2 − g)

+ V (pd + e + f) + W (f − g)

⊆Q a + Q b1 + Q b2 + Q c1 + Q c2 + Q d + Q e + Q f + Q g.

Dann hat H den Rang 9 und eine kritische Typenmenge der Mächtigkeit 15.
Die vollständig zerlegbare Gruppe D mit H ⊂∗ D hat die Dimension 138.
Nach Korollar 3.18 haben die Träger der Ecken maximal die Mächtigkeit 138-

9+1=128, also sind mit Lemma 2.1 mindestens
(
138
128

)
=
(
138
8

)
≈ 2, 6 · 1012 verschie-

dene Ecken zu erwarten. Im schlimmsten Falle gäbe es nach Lemma 3.10 maximal(
138

138/2

)
=
(
138
69

)
≈ 2, 3 · 1040 Ecken. Offensichtlich ist hier eine Berechnung der Ecken-

darstellung aus Zeitgründen nicht sinnvoll.

6.4 Vergleich der Laufzeiten für die Beispiele

Sowohl für die Bestimmung der vollständig zerlegbaren Gruppe als auch der Ecken
für den Schnitt werden die Hyper-Ecken eines Unterraumes U im projektiven Raum
P bestimmt. Die folgende Tabelle gibt die jeweilige Laufzeit der Algorithmen in
Sekunden für die verschiedenen Dimensionen von S und V an.

Dabei steht für jede betrachte Gruppe G ∼= U/K jeweils in der ersten Zeile ei-
nes Blockes Dim(P ) + 1 = dim(U) = Anzahl der Summanden und Dim(S) + 1 =
dim(K). Die zweite Zeile gibt die jeweiligen Werte für den Schnitt der vollständig
zerlegbaren Gruppe D mit der divisiblen Hülle von G an, also dim(D) und dim(D)−
rank(G).

Für Bracketgruppen von Rang 4 bis 8 ergeben sich mit Mathematica auf einem
PC mit Taktfrequenz von 2 GHz die folgenden Laufzeiten.

Anzahl Laufzeit
Dim P + 1 Dim S + 1 (Hyper-)Ecken (Sekunden)

4 1 6 < 0, 01 Bsp. 6.7
6 6-(4-1)= 3 7 < 0, 01
5 1 10 0, 02 Bracketgrp.

10 10-(5-1)= 4 15 0, 05 vom Rang 4
6 1 15 0, 02 Bracketgrp.

15 15-(6-1)= 10 31 0, 09 vom Rang 5
7 1 21 0, 02 Bracketgrp.

21 21-(7-1)= 15 63 3, 19 vom Rang 6
8 1 21 0, 03 Bracketgrp.

28 28-(8-1)= 21 127 41, 63 vom Rang 7

Wie man leicht sieht, wächst die Laufzeit zur Bestimmung einer Eckendarstellung
für Bracketgruppen mindestens exponentiell mit dem Rang.
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6 REINE DARSTELLUNG VON BUTLERGRUPPEN

Für die übrigen Beispiele ergeben sich folgende Laufzeiten.

Anzahl Laufzeit
Dim P + 1 Dim S + 1 (Hyper-)Ecken (Sekunden)

6 2 10 0, 01 Bsp. 6.9
10 10-(6-2)= 6 15 0, 06
11 4 34 0, 29 Bsp. 6.11
34 34-(11-4)= 27 1129 1229, 16
15 6 138 3, 32 Bsp. 6.12

138 138-(15-6)= 129 � 1012

Das letzte Beispiel 6.12 zeigt sehr anschaulich, daß schon für eine Butlergruppe
von relativ geringem Rang 6 mit 15 Summanden eine vollständige Bestimmung der
Ecken nicht mehr möglich ist.
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7 Betrachtung der Ergebnisse und Ausblicke

Aus der Eckendarstellung einer Butlergruppe lassen sich sofort alle Typuntergruppen
sowie eine endliche Obermenge der kritischen Typen ablesen.

Es ergeben sich folgenden Gesichtspunkte:

• Der Aufwand für die Bestimmung einer Eckendarstellung wächst mindestens
exponentiell mit dem Rang der Gruppe.

Der Tabelle der Laufzeiten für die Beispiele in Kapitel 6.4 zeigt dies anschau-
lich. Es ist daher für größere Ränge nicht mehr sinnvoll eine komplette Ecken-
darstellung zu entwickeln, sondern im allgemeinen nur noch diejenigen Ecken
zu bestimmen, deren Typ größer als der Schnitt aller vorkommenden Typen,
in den Beispielen war dies t(Z), ist.

Sei zum Beispiel D =
⊕

Bibi eine vollständig zerlegbare Gruppe mit τ =
t(B1) ∩ t(B2) =

⋂
i t(Bi) und reiner Untergruppe G. Dann hat in der Ecken-

darstellung von G jeder Summand mit einem Träger, der {1, 2} enthält, den
Typ τ und kann voraussichtlich in der Darstellung fortgelassen werden. Dies
bringt in Beispiel 6.11 eine Verringerung von 1129 auf 104 Summanden.

• Die Zerlegungsbasis einer Eckendarstellung ist unabhängig von den vorkom-
menden Typen

Bei der Bestimmung einer Eckendarstellung von G =
∑
i

Aiy1 fließen die Typen

der Ai’s nicht ein. Eine Veränderung an einem Koeffizientenbereich Ai hat
somit keine Auswirkungen auf die Zerlegungsbasis der vollständig zerlegbaren
Gruppe D mit G ⊂∗ D bzw. der Eckendarstellung von G.

• Bestimmung der regulierenden Untergruppen bzw. des Regulators aus der
Eckendarstellung.

Die Kenntnis der kritischen Typenmenge und Typuntergruppen ist notwendig
zur Bestimmung der verschiedenen Butlerkomplemente Gτ für den kritischen
Typ τ in der Butlergleichung G(τ) = Gτ ⊕ G](τ). Die Summe

∑
τ kritisch

Gτ ist

eine regulierende Untergruppe. Der Schnitt aller regulierenden Untergruppen
der Regulator.

Es bleibt die Frage, inwieweit die Eckendarstellung die automatische Bestim-
mung aller regulierenden Untergruppen bzw. des Schnittes dieser Untergrup-
pen, des Regulators, durch Algorithmen ermöglicht.
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A MATHEMATICA PROGRAMME

A Mathematica Programme

A.1 Datenstruktur

Die verwendeten Programme wurden in Mathematica [13] erstellt.
Mit den gegebenen Programmen können nicht alle torsionsfreien abelsche Gruppen

endlichen Ranges behandelt werden. Es besteht die Einschränkung auf diejenigen
Gruppen, deren Summanden in der Summendarstellung von Ringtyp sind, d.h. der
Typ besitzt nur an endlich vielen Stellen einen von 0 verschiedenen Eintrag. Durch
diese Einschränkung ist es möglich die Charakteristiken der Summanden zu notieren.

Sei A eine rationale Gruppe von Ringtyp. Dann wird die Charakteristik χ(A) als
Menge von Tupeln

{
{p, hA

p (a) − op(a)}
∣∣ p prim

}
beschrieben. Dabei müssen nur

alle Tupel mit hA
p (a)− op(a) 6= 0 angegeben werden.

Sei G =
n∑

i=1

Aiai ⊂
k⊕

j=1

Qui mit ai =
k∑

j=1

qjuj. Dann wird G als Liste von Tupeln

für jeden Summanden der Form { {qi1, . . . , qik} , χ(Ai) } dargestellt. Abstrakt wird
also G in Mathematica dargestellt durch

Transpose


q11 . . . qik

...
...

qn1 . . . qnk

 ,

χ(A1)
...

χ(An)


 .

Zum Beispiel hat die Gruppe

G = Z[3−] a + 2Z[3−, 5−] b + 2Z[3−, 7−] c + 2Z[11−] d

+Z[13−] (a + b + d) + Z[17−] (c− d)

die Darstellung:

{ { {1, 0, 0, 0}, {{3,∞}} },
{ {0, 1, 0, 0}, {{2,−1}, {3,∞}, {5,∞}} },
{ {0, 0, 1, 0}, {{2,−1}, {3,∞}, {7,∞}} },
{ {0, 0, 0, 1}, {{2,−1}, {11,∞}} },
{ {1, 1, 0, 1}, {{13,∞}} },
{ {0, 0, 1,−1}, {{17,∞}} }

}.

Das Ergebnis bei der Bestimmung der vollständig zerlegbaren Gruppe D =
m⊕

i=1

Bibi

und der Unterraum S ⊂ QD mit G ∼= D∩S wird in einer ähnlichen Form dargestellt.

Sei {s1, . . . , sk} ein Erzeugendensystem von S mit sj =
m∑

i=1

rijbi. Dann ist

Transpose


 r11 . . . rik

...
...

rm1 . . . rmk

 ,

χ(B1)
...

χ(Bm)
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A.2 Aufruf der Unterprogramme

die Darstellung der vollständig zerlegbaren Gruppe D und des Unterraumes S. Dabei
stellt die k-te Spalte von (rij) das Bild der k-ten Zeile von (qij) aus der Darstellung
von G unter der Abbildung φ aus Lemma 5.26 dar.

A.2 Aufruf der Unterprogramme

Der Aufruf Eckenbestimmung[G] bestimmt zu G eine vollständig zerlegbare Grup-
pe D (VollstZerl) und bestimmt dann eine Eckendarstellung von G bezüglich der
Zerlegungsbasis von D (Schnitt). Durch einen Basiswechsel wird der Vergleich zur
ursprünglichen Darstellung möglich (BasisWechsel).

Eckenbestimmung[GR_] :=

Block[{VZ, ST, BW},

Do[

VZ = VollstZerl[GR];

ST = Schnitt[VZ];

BW = BasisWechsel[VZ, ST];

];

BW

]

Die Funktion VollstZerl[G] bestimmt mit Algorithmus 4.1 (URErzB) die Hyper-
Ecken zu G und daraus die vollständig zerlegbare Gruppe D mit den zugehörigen
Charakteristiken der Zerlegungsbasis.

VollstZerl[Xb_] :=

Block[ {G, GK, MO, MX},

Do[

G = Transpose[Transpose[Xb][[1]]]; (* Zerlegungsbasis *)

GK = Transpose[Xb][[2]]; (* Charakteristiken *)

Print["Erzeuge rank-1 Faktorgruppe"];

MO = URErzeugB[NullSpace[G]];

Print["Bestimme Typ der Faktorgruppen"];

MX = Table[{MO[[j]], GetTypMax[MO[[j]],GK]}, {j, 1, Length[MO]}];

Print["Vollst. Zerl :\n", GroupShow[MX]];

];

MX

]

Die Funktion Schnitt[S] bestimmt über Hyper-Ecken die Ecken und dann die
Charakteristiken der Zerlegungsbasis.

Schnitt[MX_] :=

Block[ {M, MT, L, X},

Do[
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A MATHEMATICA PROGRAMME

M = Transpose[Transpose[MX][[1]]];

MT = Transpose[MX][[2]];

(* Bestimme Eckendarstellung *)

(* MX : { M, MT } *)

(* M : Unterraum S *)

(* MT : Charakteristik der Zerlegungsbasis *)

Print["Bestimme Ecken", M];

L = URErzeugB[NullSpace[M]];

(* Falls M bereits den gesamten Raum aufspannt,

ist L leer, ist aber die Standardbasis *)

If[L == {}, L = IdentityMatrix[Dimensions[M][[2]]]];

Print[L];

Print["Bestimme Typen der Ecken"];

X = Table[{L[[j]], GetTyp[ L[[j]] , MT]},

{j, 1, Dimensions[L][[1]]}];

Print["Neue Eckendarstellung:\n", GroupShow[X]];

];

X

]

Die Funktion BasisWechsel[G,S] gibt die Darstellungsmatrix des Schnittes be-
züglich der ursprünglichen Basis wieder indem ein passender Basiswechsel gesucht
wird bei dem die Erzeugenden des Unterraumes S soweit möglich als Basis verwendet
werden.

BasisWechsel[MX_, X_] :=

Block[ {M, MT, L, Y, MA, Xc},

Do[

M = Transpose[Transpose[MX][[1]]];

MT = Transpose[MX][[2]];

Print["Basiswechsel"];

L = NullSpace[M];

Y = Inverse[Join[M[[Range[Length[NullSpace[L]]]]], L]];

MA = Transpose[Transpose[X][[1]].Y];

While[(Traeg[MA[[Length[MA]]]] == {} && Length[MA] > 0),

MA = Delete[MA, Length[MA]]

];

Xc = Transpose[{Transpose[MA], Transpose[X][[2]]}];

Print[GroupShow[Xc]];

];

Xc

]
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A.2 Aufruf der Unterprogramme

Die Funktion URErzeugB[S] bestimmt nach Algorithmus 4.1 die Polaren zu allen
Hyper-Ecken von S.

URErzeugB[A_]:=

Block[{Ia,Ib,J,ende,m,n,Id,Ns,ok,L},

L={};

If[Length[A]==0,Return[{}]];

n=Dimensions[A][[2]];

Print["Dimension",n];

Ns=NullSpace[A];

m=Length[Ns]-1;

Id=IdentityMatrix[n];

Ia=Range[1,n];

Ib={};

(* Falls in Erzeugnis von A schon U_{i}’s enthalten sind,

entferne diejenigen Knoten, die diese U_{i}’S hinzufgen *)

Map[(If[Apply[Plus,(Ns.Id[[Ia[[#]]]])^2]==0,

AppendTo[Ib,#];Print[#];

])&,Range[1,n]];

Ia=Complement[Ia,Ib];

n=Length[Ia];

(* Durchlaufe alle Knoten in aufsteigender Reihenfolge *)

If[n>0,J={1},J={}];

(* Start bei Knoten 1 *)

While[J!={},

(* Schritt 4: Bestimme den zugehoerigen Raum T =Ns^{\bot} *)

Ns=NullSpace[Union[A,Id[[Ia[[J]]]]]];

ok=True;

(* Schritt 5 Test auf Existenz ein U_{i} *)

Map[(If[Apply[Plus,(Ns.Id[[Ia[[#]]]])^2]==0,ok=False])&,

Range[Last[J]+1,n]];

If[ok,

(* Hyper-Ecke erreicht ? *)

If[Length[Ns]==1,

(* Falls ja, merken *)

L=Union[L,Ns],

(* sonst naechsten Knoten vorbereiten *)

J=Append[J,J[[-1]]]

];

];

// Print["-",J];

(* Naechsten mglichen Knoten whlen *)

J[[-1]]++;
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A MATHEMATICA PROGRAMME

While[(Length[J]>0 && J[[-1]]>n-m+Length[J]),

Do[

J=Delete[J,-1];

If[Length[J]>0,J[[-1]]++;];

];

];

];

L

]

Für die Bestimmung der Charakteristik der Summe
∑

qiAi bzw. Schnitt
⋂

q−1
i Ai

von rationalen Gruppen wird GetTypMax[
(
qi

)
,
(
χ(Ai)

)
] bzw. GetTyp[

(
qi

)
,
(
χ(Ai)

)
]

verwendet. Dabei wird zunächst die Charakteristik der Summanden und danach die
Vereinigung TypListMax bzw. der Schnitt TypList bestimmt

GetTypMax[L_,K_]:=

Block[{A,B,k},

A={};

(* Bestimme Charakteristik der Summanden *)

For[k=1,k<=Length[L],k++,

If[L[[k]]!=0,

Do[

B=FactorInteger[1/Abs[L[[k]]]];

A=Append[A,If[Length[B]==0,K[[k]],TypAdd[K[[k]],B ]]];

];

];

];

(* Bestimme Charakteristik der Summe *)

TypListMax[A]

]

GetTyp[L_,K_]:=

Block[{A,B,k},

A={};

(* Bestimme Charakteristik der zu schneidenden Gruppen *)

For[k=1,k<=Length[L],k++,

If[L[[k]]!=0,

Do[

B=FactorInteger[Abs[L[[k]]]];

A=Append[A,If[Length[B]==0,K[[k]],TypAdd[K[[k]],B ]]];

];

];

];
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A.2 Aufruf der Unterprogramme

(* Bestimme Charakteristik des Schnittes *)

TypListMin[A]

]

TypListMin[A_]:=

Block[{At,Bt,Index,idx},

At=Transpose[Flatten[A,1]][[1]];

Bt=Transpose[Flatten[A,1]][[2]];

Index=Union[At];

Table[{Index[[i]],

idx=Flatten[Position[At,Index[[i]] ] ] ;

If[Length[idx]==Length[A],Min[Bt[[idx]]],Min[Bt[[idx]],0]]},

{i, 1, Length[Index]}

]

];

TypListMax[A_]:=

Block[{At,Bt,Index,idx},

At=Transpose[Flatten[A,1]][[1]];

Bt=Transpose[Flatten[A,1]][[2]];

Index=Union[At];

Table[{Index[[i]],

idx=Flatten[Position[At,Index[[i]] ] ] ;

If[Length[idx]==Length[A],Max[Bt[[idx]]],Max[Bt[[idx]],0]]},

{i, 1, Length[Index]}

]

];
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χA(x) Charakteristik von x in A
χ(A) Charakteristik der Rang-1-Gruppe A
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p (x) p-Höhe von x in A
HS Menge der Hyper-Ecken von S
MS, ML\S Menge der Ecken von S bzw. L \ S
op(x) p-Ordnung
PI Basis-Verbindungsraum

P̂i Basis-Hyperebene

QG divisible Hülle von G
QG projektive Hülle von G
QpG p-Lokalisation von G
S⊥ Polare von S
TG Typenmenge von G
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