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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit der Chaossynchronisation in Netzwerken
mit zeitverzogerten Kopplungen. Ein Netzwerk chaotischer Einheiten kann isochron
und vollstdndig synchronisieren, auch wenn der Austausch der Signale einer oder
mehreren Verzégerungszeiten unterliegt. In einem Netzwerk identischer Einheiten
hat sich als Stabilitdtsanalyse die Methode der Master Stability Funktion von Pe-
cora und Carroll etabliert. Diese entspricht fiir ein Netzwerk gekoppelter iterativer
Bernoulli-Abbildungen Polynomen vom Grade der gréfsten Verzogerungszeit. Das
Stabilitatsproblem reduziert sich somit auf die Untersuchung der Nullstellen dieser
Polynome hinsichtlich ihrer Lage beziiglich des Einheitskreises. Eine solche Unter-
suchung kann beispielsweise numerisch mit dem Schur-Cohn-Theorem erfolgen, doch
auch analytische Ergebnisse lassen sich erzielen.

In der vorliegenden Arbeit werden Bernoulli-Netzwerke mit einer oder mehreren
zeitverzogerten Kopplungen und/oder Riickkopplungen untersucht. Hierbei werden
Aussagen iiber Teile des Stabilitdtsgebietes getroffen, welche unabhéngig von den
Verzogerungszeiten sind. Des Weiteren werden Aussagen zu Systemen gemacht, wel-
che sehr grofse Verzogerungszeiten aufweisen. Insbesondere wird gezeigt, dass in
einem Bernoulli-Netzwerk keine stabile Chaossynchronisation méglich ist, wenn die
vorhandene Verzégerungszeit sehr viel grofer ist als die Zeitskala der lokalen Dy-
namik, bzw. der Lyapunovzeit. Auflerdem wird in bestimmten Systemen mit mehreren
Verzogerungszeiten anhand von Symmetriebetrachtungen stabile Chaossynchroni-
sation ausgeschlossen, wenn die Verzdgerungszeiten in bestimmten Verhiltnissen
zueinander stehen. So ist in einem doppelt bidirektional gekoppeltem Paar ohne
Riickkopplung und mit zwei verschiedenen Verzdgerungszeiten stabile Chaossynchro-
nisation nicht méglich, wenn die Verzogerungszeiten in einem Verhéltnis von teiler-
fremden ungeraden ganzen Zahlen zueinander stehen. Iis kann zudem Chaossynchro-
nisation ausgeschlossen werden, wenn in einem bipartiten Netzwerk mit zwei grofen
Verzogerungszeiten zwischen diesen eine kleine Differenz herrscht.

Schlieklich wird ein selbstkonsistentes Argument vorgestellt, das das Auftreten
von Chaossynchronisation durch die Mischung der Signale der einzelnen Einheiten
interpretiert und sich unter anderem auf die Teilerfremdheit der Zyklen eines Netzes
stiitzt.

Abschliefiend wird untersucht, ob einige der durch die Bernoulli-Netzwerke ge-
fundenen Ergebnisse sich auf andere chaotische Netzwerke iibertragen lassen. Her-
vorzuheben ist die sehr gute Ubereinstimmung der Ergebnisse eines Bernoulli-Netz-
werkes mit den Ergebnissen eines gleichartigen Netzwerkes gekoppelter Halbleiterla-
sergleichungen, sowie die Ubereinstimmungen mit experimentellen Ergebnissen eines
Systems von Halbleiterlasern.
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Abstract

A network consisting of chaotic units can exhibit isochronal and complete synchro-
nisation even if the signals need certain delay times from one unit to another. A
common method to analyze the stability of such a synchronization is the master
stability function by Pecora and Carroll. For a network of coupled iterative Bernoulli
maps the master stability function reduces to the solution of polynoms with degree of
the largest delay time. Therefore analyzing the stability means analyzing the roots of
these polynomials concerning their value with respect to the unit circle. This can be
done numerically by using the Schur-Cohn theorem, but analytic results are possible,
as well.

In this work Bernoulli networks with one or more time-delayed couplings and/or
self-feedbacks are analyzed.

Parts of the stability region which are independent of the value of the delay times
have been found. Furthermore systems with large time delays have been analyzed.
There is no stable chaos synchronization if the delay time is much larger than the
internal time scale or the Lyapunov time, respectively.

Stable synchronization can be excluded for certain systems with several delay
times due to symmetry arguments concerning the ratios between the delay times. For
example, a pair which is bidirectionally coupled with two delay times cannot exhibit
stable chaos synchronization if these two delay times are in a ratio of relatively prime,
odd numbers.

Furthermore, chaos synchronization can be excluded for a bipartite network in
which two large delay times differ by a small amount.

Finally, a self consistent argument is presented which interprets chaos synchroniza-
tion as a result of mixing signals of each unit in the network and which is supported
by results of non-negative matrices concerning relatively prime cycles in a network.

The results of the Bernoulli networks are tested on several chaotic networks. There
is a very good agreement of the analytic results of Bernoulli networks with networks
of coupled semiconductor laser equations as well as a very good agreement with real
life experiments of semiconductor laser systems.
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1 Einfiihrung

Ein chaotisches System reagiert auf geringe Anderungen seiner Anfangsbedingun-
gen duferst empfindlich [I]. Entwickeln sich zwei oder mehr chaotische Einheiten
mit geringfiigigen Abweichungen ihres Startzustandes voneinander, so befinden sie
sich innerhalb kurzer Zeit in vollig unterschiedlichen Zustinden. Dieses exponen-
tielle Anwachsen kleiner Unterschiede wurde erstmals von E. N. Lorenz vor einem
halben Jahrhundert im Rahmen computerbasierter Wettervorhersagen entdeckt 2]
und ist seither als sogenannter Schmetterlingseffekt bekannt geworden. Setzt man
sich mit dem Wetter, der Populationsdynamik von Tieren oder der Borse als chao-
tischen Systemen auseinander, erstaunt es, dass es moglich ist, chaotische Systeme
zu synchronisieren. Hierbei werden chaotische Einheiten unidirektional oder bidirek-
tional iiber eine oder mehrere ihrer Variablen miteinander gekoppelt und kénnen so
unter bestimmten Bedingungen in bestimmten Parameterbereichen synchronisieren
[3. 4]. Kleine Abweichungen zwischen den Einheiten fithren demnach nicht mehr zu
divergierenden Zusténden, vielmehr schrumpfen die Differenzen zwischen den Tra-
jektorien, und die Einheiten folgen einer gemeinsamen chaotischen Dynamik [5H8)].

Handelt es sich nicht um instantane, sondern um zeitverzogerte Kopplungen, so
kann die Synchronisation zeitversetzt stattfinden [9], jedoch abhéngig vom Aufbau
des Netzes auch isochron [I0]. Des Weiteren kann Phasensynchronisation [4] oder
verallgemeinerte Synchronisation [5] auftreten, wobei bei letzterer ein funktionaler
Zusammenhang zwischen den Trajektorien besteht, diese jedoch im Allgemeinen
nicht identisch sind. Eine isochrone Synchronisation der Trajektorien wird im Allge-
meinen als vollstdndige Synchronisation bezeichnet. In dieser Arbeit wird ausschliefs-
lich die vollstandige Synchronisation behandelt.

Ein beliebtes physikalisches System zur experimentellen Untersuchung von Chaos-
synchronisation sind Netzwerke gekoppelter chaotischer Halbleiterlaser [ITHI6]. Diese
zeichnen sich vor allem durch ihre hervorragende Eignung zur Nachrichteniibertra-
gung aus [14] 17H22], vor allem aufgrund der méglichen hohen Datenrate verglichen
mit elektronischen Schaltungen [20] 21]. Die Méglichkeit, Nachrichten per Chaossyn-
chronisation in den bereits vorhandenen Glasfasernetzen zu verschicken, wie sie in
[16] experimentell iiber eine Entfernung von 120 km iiberpriift wurde, macht die
chaotischen Halbleiterlaser zu einem vielversprechenden Forschungsgegenstand. Ver-
glichen mit der herkémmlichen Methode der Nachrichteniibertragung konventioneller
Laser bietet die Chaossynchronisation das Potential abhoérsicherer Kommunikation
[23-27]. Ein weiteres aktives Feld in der Chaossynchronisation ist die Verwendung
synchronisierter chaotischer Einheiten als Modell fiir neurobiologische Phinomene
[28H31].

Eine weitverbreitete Methode, die Stabilitdt der Chaossynchronisation zu ana-
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lysieren, ist die Berechnung der zur Synchronisationsmannigfaltigkeit transversalen
Lyapunov-Exponenten [32H34]. Stabile Chaossynchronisation zeichnet sich hierbei
durch negative transversale Lyapunov-Exponenten aus. Besteht das Netzwerk aus
identischen Einheiten, so hat sich der Formalismus der Master Stability Funktion
(MSF) etabliert [35], bei welchem Abweichungen der Einheiten von der Synchro-
nisationsmannigfaltigkeit nach den Eigenvektoren der Kopplungsmatrix entwickelt
werden. Die Gleichungen werden auf diese Weise voneinander entkoppelt. Es lassen
sich Aussagen iiber die einzelnen Stérungsmoden treffen, welche mit der Topologie
des Netzes zusammenhingen [36-38]. Inzwischen wurde dieser Formalismus auch auf
Netzwerke mit nicht identischen Einheiten ausgeweitet [39]. Die in [35] vorgestellte
MSF ist fiir instantane Kopplungen ausgelegt. Sowohl in Netzwerken aus Halbleiter-
lasern, als auch in Populationen von Neuronen benétigt das Signal jedoch eine gewisse
Verzogerungszeit um von einer Einheit zur néchsten zu gelangen. Aus diesem Grund
ist eine Betrachtung von Chaossynchronisation in Netzwerken mit zeitverzdgerten
Kopplungen von Bedeutung. In [28] wurde die MSF mit einer Verzogerungszeit er-
weitert; auch sind Netzwerke mit mehr als einer Verzdgerungszeit Gegenstand ak-
tueller Forschung [40], 41].

Im Rahmen der Synchronisation chaotischer Einheiten gibt es verschiedene Kopp-
lungsmodelle.

In der Chaossteuerung (chaos control) wird vom zeitverzogerten Signal das in-
stantane Signal der Einheit abgezogen [42H44]. Hierdurch wird das System auf eine
periodische Trajektorie gezwungen, das chaotische Verhalten wird unterdriickt. Man
spricht von einer nichtinvasiven Kopplung, da der Kontrollterm auf der erwiinschten
Trajektorie verschwindet.

Eine weitere nichtinvasive Kopplung ist die diffusive Kopplung. Hier wird vom
zeitverzogerten Kopplungsterm der instantane Teil des Signals nicht abgezogen. Die
Topologie des Netzwerkes wird jedoch durch eine Laplace-Matrix beschrieben, die
Trajektorie des Netzwerkes entspricht somit auf der Synchronisationsmannigfaltigkeit
der Trajektorie einer ungekoppelten chaotischen Einheit [45] 46].

In einem Netzwerk aus Halbleiterlasern wird im Allgemeinen eine invasive Kopp-
lung verwendet. Die Riickkopplung eines Teils des Laserstrahls in den Resonator
sorgt fiir eine chaotische Trajektorie der Laser [12), 47]. Die Kopplungen fiithren
zur Chaossynchronisation, in der sich das gesamte System durch eine gemeinsame
chaotische Dynamik auszeichnet. Inspiriert von diesen gekoppelten Halbleiterlasern
werden in dieser Arbeit Netzwerke von chaotischen Einheiten mit zeitverzdgerten
invasiven Kopplungen betrachtet. Um analytische Ergebnisse zu erzielen, werden
Netzwerke gekoppelter iterativer Bernoulli-Abbildungen untersucht. Ein ausfiihrli-
cher Vergleich zwischen einem solchen Netzwerk und gekoppelten Lasergleichungen
ist in [48] zu finden, in der vorliegenden Arbeit wird ein solcher Vergleich anhand
eines Beispiels angedeutet.
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2.1 Chaos und Synchronisation

Ein chaotisches System zeichnet sich dadurch aus, dass kleine Anderungen in den An-
fangsbedingungen zu gravierenden Verdnderungen im Verhalten des Systems fiihren.
Dieser Effekt wurde erstmals von E. N. Lorenz im Rahmen von computerbasierten
Wettervorhersagen entdeckt [2]. Da sich bei realen physikalischen Systemen Anfangs-
bedingungen nie beliebig genau angeben lassen, ist es von Interesse, wie diese Systeme
auf kleine Abweichungen in ihren Anfangsbedingungen reagieren [49, S. 55|. Hierfiir
untersucht man Modellsysteme auf ihre Stabilitit. Ein geeignetes Werkzeug hierfiir
sind die Lyapunov-Exponenten. Mit ihnen lisst sich exponentiell divergentes oder
konvergentes Verhalten benachbarter Trajektorien im Phasenraum untersuchen. In
chaotischen Systemen spielen hierbei seltsame Attraktoren eine wichtige Rolle; sie
ziehen zwar alle Trajektorien in einem gewissen Einzugsbereich an, auf dem Attraktor
selbst entfernen sich jedoch Trajektorien, welche nahe beieinander lagen, exponentiell
voneinander [49].
Man betrachte eine eindimensionale iterative chaotische Abbildung

Ter1 = f(@) (2.1)

Der Lyapunov-Exponent A dieser Abbildung wird nun definiert als die mittlere ex-
ponentielle Divergenz oder Konvergenz benachbarter Punktfolgen [49]

62| == M [dxo| (2.2)

fiir t — oo und |6xg| — 0. =z ist hierbei die dynamische Variable des Systems. Die
Ableitung der Abbildung lautet f’(z). Es ist also

t—1
.1 ,
A= i 3 nlf ) (2.3)

Ein positiver Lyapunov-Exponent ist somit notwendig fiir chaotisches Verhalten ei-
ner Abbildung. Betrachtet man nun ein Netzwerk solch chaotischer Abbildungen, wie
in GL beschrieben, in der die Dynamik der einzelnen Einheiten sowohl einen
lokalen Abbildungsterm aufweisen, als auch einen oder mehrere Kopplungsterme,
so lésst sich unter bestimmten Voraussetzungen Synchronisation beobachten [3]. In
dieser Arbeit wird ausschlieflich die vollstindige isochrone Synchronisation unter-
sucht, d. h. die Trajektorien der einzelnen Einheiten stimmen zeitgleich {iberein. Doch
auch Phasensynchronisation, zeitverschobene Synchronisation oder verallgemeinerte
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Synchronisation sind Gegenstand aktueller Forschung [4], 27, 3], 50-56]. Die Stabilitét
der Synchronisation héngt dabei zum einen von den Kopplungsparametern ab, wobei
diese zeitlich variabel sein konnen [57, 58|, von der verwendeten Abbildung, und von
der Topologie des Netzwerkes. Im Zusammenhang mit der Topologie des Netzwerkes
sind es vor allem die spektralen Eigenschaften der Kopplungsmatrix, welche die Syn-
chronisation mafsgeblich beeinflussen. So skaliert die Synchronisationszeit invers mit
dem zweitgroften Eigenwert der Kopplungsmatrix [5]. Der zweitgrofte Eigenwert
beeinflusst auferdem mafgeblich die Grofhe des Synchronisationsgebietes im Kopp-
lungsparameterraum, wie in Abschnitt erlautert wird.

2.2 Die Master Stability Funktion fiir Netzwerke mit
Zeitverzogerung

Die gingigste Methode zur Untersuchung der Stabilitdt von Chaossynchronisation
in Netzwerken identischer Einheiten ist die Master Stability Funktion (MSF) [5, [59].
Diese urspriingliche von Pecora und Carroll vorgestellte Funktion [35] liefert ein
notwendiges Kriterium fiir die vollstdndige Synchronisation eines chaotischen Netz-
werkes mit N identischen Einheiten und Kopplungen ohne Zeitverzégerungﬂ Die
Kopplungsfunktionen sind hierbei fiir alle Einheiten gleich, das Kopplungsschema
linear. Um die MSF anzuwenden, werden die dynamischen Gleichungen des Systems
um eine Abweichung von der Synchronisationsmannigfaltigkeit (SM) linearisiert.
Durch die Diagonalisierung der Kopplungsmatrix entkoppelt man das Gleichungssys-
tem in N unabhéngige Gleichungen. Jede dieser Gleichungen entspricht einer der
Storungsmoden k beziiglich der SM. Eine der Stérungsmoden liegt hierbei parallel
zur SM, die anderen liegen transversal dazu.

Inzwischen wurde die MSF auch auf Netzwerke mit nichtidentischen Einheiten
angewandt [39] 60], in [28] wurde sie um Kopplungen mit Zeitverzogerungen erwei-
tert. Des Weiteren wurde mit der MSF Untergittersynchronisation, bzw. Clustersyn-
chronisation untersucht [37, 38].

In der vorliegenden Arbeit werden Netzwerke identischer Einheiten, betrachtet.
Um analytische Aussagen zu erzielen, beschrénken wir uns in Kapitel auf Netz-
werke der iterativen Bernoulli-Abbildung. Sowohl die interne Dynamik, als auch
Riickkopplung und Kopplung werden hierbei durch die selbe Funktion f(z), mit
z € [0,1], beschrieben, siehe Gl. (2.4)). Die Netzwerke weisen M verschiedene Verz-
gerungszeiten 7; auf, wobei I = 1,..., M. Des Weiteren werden invasive Kopplungen
verwendet, fiir die Kopplungsmatrizen G gilt also > y G5 # 0. Eine invasive Kopp-
lung verdndert die Trajektorie des gekoppelten Systems, d. h. die Dynamik des syn-
chronisierten Netzes entspricht nicht der des ungekoppelten Systems, wie es bei der
diffusiven Kopplung der Fall ist. Hierdurch &ndert sich die Stabilitdtsfunktion. Eine
Ausnahme bildet hierbei ein Netzwerk aus Bernoulli-Einheiten. Durch die konstante
Ableitung dieser Abbildung ist die Stabilitdtsfunktion eines Netzes auch bei invasi-
ver Kopplung gleich der einer ungekoppelten Einheit mit gleichen Parametern. Man

'siche Anhang




2.2 Die Master Stability Funktion fiir Netzwerke mit Zeitverzégerung 5

beachte, dass ein Grofteil der Literatur zum Thema Synchronisation, bzw. spektraler
Graphentheorie [7, 61H64], Netzwerke behandelt, in denen }_; Gy ;; = 0 gilt. Gerade
im Zusammenhang mit gekoppelten Halbleiterlasern [8] [I3HI6] 19) 251 501 65H76] ist
es jedoch von Interesse, Netzwerke mit invasiven Kopplungen zu untersuchen.

Die Dynamik einer Einheit z¢ € [0,1] in einem Netzwerk mit N Einheiten zum
diskreten Zeitschritt ¢ 1dsst sich wie folgt beschreiben

M N
vy =mof (xi-1) + D |mf (wir) + o1y Guijf (wi*ﬂ) 24
l i

Es ist hierbei ¢ mit ¢ = 1,..., N der Index der Einheit. Jede der Einheiten verfiigt
iiber eine interne Dynamik f (:L'i_l), die mit ng gewichtet ist. Des Weiteren ist die
Einheit iiber M verschiedene Verzogerungszeiten 7; mit sich selbst (Riickkopplungen)
und mit anderen Einheiten (Kopplungen) verbunden. O. B. d. A. gelte, dass 7p
die grofite Verzogerungszeit sei, und 7ay > 7a7—1 > ... > 7. Hierbei werden die
Riickkopplungen mit 1; gewichtet, die Kopplungen mit o;. Zu jeder Kopplung gehort
eine Kopplungsmatrix Gy, wobei es fiir die Anwendung der Master Stability Funktion
notwendig ist, dass alle GG; miteinander kommutieren um ein gemeinsames Set von
Eigenvektoren, also Eigenstorungen, zu gewahrleisten. Die Kopplungsmatrizen sind
normalisiert mit Zj Gli; = 1 und es gilt Gy; > 0. Da Riickkopplungen in G} nicht
enthalten sind, sondern in einem gesonderten Term aufgefiihrt werden, gilt Gy ;; = 0.

Die vollstindige isochrone Synchronisation z} = ... = 2 = s; ist eine Losung von

Gl. (2.4). Die synchronisierte Trajektorie s; ist hierbei gegeben durch

M
st=m0f (st1) + > (m+01) f (s1-7) (2.5)
l
Fiir die Stabilitdtsanalyse der Synchronisation wird nun Gl. (2.4) um eine kleine
Stérung ozt = 2t — s; der SM linearisiert. Man erhilt

M N
oy = mof (si-1)0xi_ 1+ | mf (50-7) 60)_ry + Y 01Glisf (s1-n) 6x]_, | (2.6)
l 7

Fiir ein Netzwerk aus N Finheiten ergeben sich N gekoppelte lineare Gleichungen
mit zeitabhdngigen Koeflizienten. Da die Kopplungsmatrizen G; alle miteinander
kommutieren, konnen diese diagonalisiert werdenﬂ. Die Kopplungsmatrizen haben
hierbei die Eigenwerte v, k = 1,..., N, I = 1,..., M, welche komplex sein kénnen,
wenn die Kopplungsmatrizen nicht symmetrisch sind. Die N-dimensionale Stérung
oxy = (m,},xf, ez ) kann nun in den Eigenraum der gemeinsamen Eigenvektoren

wy, der Kopplungsmatrizen projiziert werden. Fiir jede Stérungsmode k erhélt man

2zur Synchronisation in nicht diagonalisierbaren Netzwerken siehe [77]
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mit dem Ansatz dx; = & qwy, eine Gleichung fiir die Amplitude £, ; der Storungsmode
zum Eigenwert «y;,; der Kopplungsmatrix G;. Diese Gleichung lautet

M M
Sor = (m+ o) f (st-m) Ertmr = D Brttnbri—n (2.7)
1=0 =0

wobei per Definition o9 = 0 und 70 = 1 und Brit—r, = (m + o1yk1) f/ (st—7,) sel.
Die Kopplungsmatrizen (G sind normiert, so dass Zj G;j = 1 ist. Es folgt fiir
solche Matrizen aus dem Perron-Frobenius-Theorem [78|, dass der Eigenwert mit
dem grofiten Betrag stets 9 = 1 ist und zum Eigenvektor wy = (1,1, ....,1) gehort.
Die Storungsmode zu k = 0 liegt also parallel zur Synchronisationsmannigfaltigkeit.
Alle anderen Storungsmoden k > 0 liegen transversal zur Synchronisationsmannig-
faltigkeit.
Man nehme nun an, dass sich die Stérungsmode ; gemittelt zeitlich wie folgt
entwickelt
gl ~ et (2.8)

Die Storungsmode k ist somit stabil, falls gilt, dass der Lyapunov-Exponent Apax < 0
und somit ||§;¢|| — 0. Man bezeichnet Apax fiir & > 0 als Master Stability Funktion
(MSF), welche von den in GL. 1D aufgefiihrten Parametern 3y ¢, abhéingtﬂ

2.3 Das Bernoulli-Netzwerk

Um analytische Ergebnisse zu erzielen, werden in den folgenden Kapiteln Netzwerke
aus Bernoulli-Einheiten untersucht. In diesen Netzwerken werden interne Dynamik,
Riickkopplungs- und Kopplungsfunktionen der einzelnen Einheiten mit Hilfe der
Bernoulli-Abbildung beschrieben. Diese lautet

f(z) = (ax)modl (2.9)

Die Bernoulli-Abbildung zeigt fiir o > 1 chaotisches Verhalten. Der Verlauf der
Abbildung ist in Abb. dargestellt.

Der Vorteil der Bernoulli-Abbildung fiir das Erlangen analytischer Ergebnisse liegt
darin, dass die Ableitung als konstant angesehen werden kann, d. h. f'(s;) = a. Die

Sprungstelle kann fiir die Berechnung der Steigung vernachléssigt werden [36]. Daraus
folgt, dass sich GL. (2.7)) wie folgt vereinfacht

M

Skt =D (0 + 017k1) i im (2.10)
1=0

Auf diese Weise wird mit dem Ansatz &, = 2} &0 aus Gl (2.10) das Polynom

3Man beachte hierbei, dass fiir die oft gewihlte diffusive Kopplung [5] der Term f’(s:—,) nicht
von der gewihlten Kopplung abhéingt, und somit in diesem Fall die MSF als Funktion von
Br.i = (m + o1yk,1) dargestellt wird.
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Abbildung 2.1: Bernoulli-Abbildung f(z) = (ax)mod1 fiir & = 1.5

M M
M = Z (m + oryen) ez = Zﬂk,lzzMﬂ (2.11)
1=0 1=0

wobei S = (m + o17k,) .

Die Stabilitat der Storungsmode k ist genau dann gewéhrleistet, wenn alle Lésun-
gen des Polynoms zum Eigenwert v, und vom Grade 7 innerhalb des Ein-
heitskreises liegen. Diese Losungen des Polynoms werden mit zj , bezeichnet, wobei
r = 1,...,7as der Index der Lésungen ist. Entscheidend fiir eine stabile Chaossyn-
chronisation sind folgende Bedingungen: Es sollen Parameter §;; gefunden werden,
so dass

1. die Stérungsmode k = 0, welche parallel zur Synchronisationsmannigfaltigkeit
liegt, instabil ist. Das bedeutet, dass zur Stérungsmode 7p; = 1 mit Index
l=1,...,M, es mindestens eine Losung |zp,,,| > 1 geben muss. Ist dies erfiillt,
ist die Trajektorie des synchronisierten Netzes chaotisch.

2. um eine stabile vollstindige und isochrone Synchronisation zu gewédhrleisten
miissen auflerdem alle Storungsmoden k& > 0, welche transversal zur Syn-
chronisationsmannigfaltigkeit liegen, stabil sein. Das bedeutet, dass sdmtliche
Losungen z, aller anderen Stérungsmoden zu 7,(k > 0) im Einheitskreis
liegen miissen, also |zx,| < 1. Dies entspricht einer negativen MSF, die fiir ein
Bernoulli-Netzwerk definiert ist als

A= ] 2.12
max n |z | (2.12)

Eine Moglichkeit, zu iiberpriifen, ob alle Lésungen eines Polynoms innerhalb des
Einheitskreises liegen, ist die Anwendung des Schur-Cohn-T heoremsﬁ] [79].

“siehe Anhang




8 2 Grundlagen

Liegen die Losungen zj , nicht fiir alle Stérungsmoden ~;(k > 0) im Einheitskreis,
sondern fiir einige k > 0 auferhalb, so kann es zwar nicht zur vollstdndigen Synchro-
nisation, aber zur Untergittersynchronisation, bzw. Clustersynchronisation, kommen
[36H38], wie in Kap. [7| gezeigt wird.

2.4 Lokaler Lyapunov-Exponent

Fiir einige Aussagen dieser Arbeit ist es notwendig, den Begriff des lokalen Lyapunov-
Exponenten einzufiihren.

Der lokale Lyapunov-Exponent ist definiert als der Lyapunov-Exponent, welcher
sich aus der Stabilitdtsgleichung eines Teiles des Netzwerkes berechnen lésst, je-
doch mit der Trajektorie des Gesamtnetzwerkes. Man betrachte z. B. ein Netzwerk
mit zwei Verzogerungszeiten, 71 und 7. 7 gehore zur Riickkopplung, m zu einer
Kopplung im Netzwerk. Die Dynamik des Netzwerkes wird durch folgende Gleichung
beschrieben

N
g =mof (wi) +mf (@i_p) + o2 Gijf (x{_m) (2.13)
j

Fiir die Stabilitdtsbetrachtung wird entsprechend Gl. (2.6) die folgende Gleichung
verwendet
N .
ox; = ot (si-1)0ai_y +mf (si-r)0xi_r + 02 Gisf'(st-n)0ai_,,  (2.14)
J

s¢ ist die Trajektorie des synchronisierten Netzwerkes. Der lokale Lyapunov-Exponent
der ungekoppelten Einheit wird nun aus folgender Gleichung gewonnen

oz = nof’ (st—1)0;_ (2.15)

wobei zu beachten ist, dass sowohl die verwendeten Parameter als auch die synchro-
nisierte Trajektorie die des vollstandigen Netzes aus Gl. sind.

Der lokale Lyapunov-FExponent der ungekoppelten Einheit mit Riickkopplung wird
hingegen aus folgender Gleichung berechnet

535% = 770f/(5t—1)5‘75§71 + nlf’(st—Tl)(sxile (2.16)

Fiir das Bernoulli-Netzwerk ist f’(s;) = a konstant. Dass die invasive Kopplung die
Trajektorie der Synchronisationsmannigfaltigkeit dndert, spielt fiir die Berechnung
der Lyapunov-Exponenten somit keine Rolle. Bei anderen Abbildungen, bzw. bei
anderen chaotischen Systemen wie beispielsweise den gekoppelten Lang-Kobayashi-
Gleichungen ist dies jedoch nicht der Fal]ﬂ

So wird der lokale Lyapunov-Exponent der ungekoppelten Einheit eines Bernoulli-
Netzwerkes laut GI. aus [y = noa berechnet, ist also negativ, wenn Gy < 1
und positiv, wenn Gy > 1.

®siehe noch zu verdffentlichende Arbeit von S. Heiligenthal



3 Von den Verzogerungszeiten
unabhangige stabile und instabile
Gebiete

Die Stabilitit einer Stérungsmode k wird fiir ein Bernoulli-Netzwerk vom im Ab-
schnitt vorgestellten Polynom (2.11) bestimmt, das wie folgt lautet

M M
ZM = (o) ez T = Bt T (3.1)
=0 =0

« bezeichnet die Steigung der Bernoulli-Abbildung, n; gewichtet die Riickkopplungen
und o; die Kopplungen. Auferdem beinhaltet Gl. den lokalen Term [ = 0
mit og = 0 und 79 = 1. Z&dhlt man die interne Dynamik als Verzogerungszeit mit
dem Wert 79 = 1, so handelt es sich um ein Netzwerk mit M + 1 verschiedenen
Verzogerungszeiten 7. Diese sind o. B. d. A. so angeordnet, dass 7a;>7p—1>...>70.

Jede Verzogerungszeit hat ihre eigene Kopplungsmatrix G;, wobei alle G; miteinan-
der kommutieren. Aus den Kopplungsmatrizen GG; erhilt man eine Menge von Eigen-
werten i ;, wobei k£ die Storungsmoden indiziert.

Die Stérungsmode k = 0 liegt hierbei parallel zur SM und fiihrt zu yo; = 1
fiir alle Terme von GI. . Sie bestimmt die Chaotizitit der Trajektorie des syn-
chronisierten Netzwerkes. Die Stérungsmoden k > 0 hingegen sind relevant fiir die
Stabilitat der vollstdndigen isochronen Synchronisation.

Es lassen sich anhand von GI. Ergebnisse herleiten, die unabhéngig von den
Verzogerungszeiten sind. In Abschnitt wird ein solches Ergebnis dazu verwendet,
die Chaotizitét der synchronisierten Trajektorie des Gesamtsystems zu gewéhrleisten.
Abschnitt liefert Aussagen zur Stabilitéit von Moden in bestimmten Bereichen
des Parameterraums, welche unabhingig von den Verzogerungszeiten sind.

3.1 Chaotische Trajektorie des Gesamtsystems

Die Storungsmode k = 0 ist relevant fiir eine chaotische Trajektorie des synchro-
nisierten Gesamtsystems. Eine solche wird in dieser Arbeit stets angestrebt. Es wird
dementsprechend nach einem Kriterium gesucht, mit welchem Aussagen dariiber
getroffen werden konnen, fiir welche §y; aus Gl. mindestens eine der Lésungen
20,r auferhalb des Einheitskreises liegtﬂ

!Ergebnisse unter Mithilfe von S. Kolossa, F. Lenders und T. Fischbacher.
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Zu diesem Zweck kann man Gl. (3.1)) als Polynom P(z) schreiben

M

P(z) = 2™ = (i + oryk) 2™ " (3.2)
1=0

Fiir alle Storungsmoden k gilt, dass diese Mode k instabil ist, falls P(z) mindestens
eine Nullstelle |z| > 1 hat.
Man nehme nun an, dass Zl]vio (m + o1yk) o > 1 gelte. In diesem Fall ist

M
Z M+ oryky) o <0 (3.3)
1=0
Fiir reelle z gilt weiterhin, dass
lim P(z) — oo (3.4)
Z—00

Da P(z) kontinuierlich ist, folgt daraus, dass P(z) eine Nullstelle mit zp > 1 auf der
reellen Achse hat. Daraus folgt, dass die Mode k instabil ist, falls gilt, dass

M
Z (e + oryeg) > 1 (3.5)
1=0

Beziiglich der Stabilitit der Stérungsmode k ldsst sich auferdem noch folgendes
zeigen. Nach dem Satz von Gershgorin [80] liegen alle Nullstellen von P(z) innerhalb
eines Kreises mit Radius R, wobei R durch folgende Ungleichung beschrinkt ist

M
RSmax{l,Z| m+ o1Vk,1) a|} (3.6)
=0

Daraus folgt, dass die Mode k stabil ist, falls gilt

<

> 1+ o) af <1 (3.7)
=0

Mit Gl und ldsst sich ermitteln, fiir welche Riickkopplungs- und Kopp-
lungsparameter das synchronisierte Gesamtsystem eine chaotische Trajektorie auf-
weist. Relevant hierfiir ist die Stérungsmode k& = 0 parallel zur SM, wobei gilt, dass
Y0, = 1 ist. Daraus folgt, dass eine chaotische Trajektorie fiir das Gesamtsystem fiir
solche Parameter gegeben ist, die folgende Ungleichung erfiillen

M
Z (m+o)a>1 (3.8)
1=0
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Hingegen fithren Parameter, die die folgende Ungleichung erfiillen zu einer stabilen
Storungsmode k = 0, und somit nicht zu einer chaotischen Trajektorie

M

Smt+o)a<i (3.9)

=0

Die Grenze zwischen beiden Gebieten liegt dementsprechend bei

M M
1=> 6=y (n+o)a (3.10)
=0 =0

Zusammengefasst bedeutet dies, dass das Gesamtsystem eine chaotische Trajektorie
aufweist, wenn beispielsweise die Summe der Riickkopplungs- und Kopplungspara-
meter grofer Eins ist und gleichzeitig fiir die Bernoulli-Abbildung eine Steigung «
gewdhlt wird, fiir die die Abbildung chaotisch ist, also @ > 1. Diese Aussage ist
unabhéngig von den Verzogerungszeiten 7; giiltig.

Im Folgenden werden nur Netzwerke betrachtet, welche GI. erfiillen.

3.2 Instabilitdt einer Storungsmode &

Wihrend die Bedingung fiir eine chaotische Trajektorie des Gesamtsystems nicht
von den Verzdgerungszeiten 7; abhingt, hingt das vollstindige Gebiet fiir stabile
vollstdndige und isochrone Synchronisation von diesen ab. Es lassen sich jedoch
Gebiete im Parameterraum finden, fiir die unabhingig von 7; eine Stabilitdt der
Storungsmode k nicht moglich ist. Ebenso lassen sich Teilgebiete des Synchronisa-
tionsgebietes bestimmen, welche unabhéngig von 7; stabil sind.

So wurde in Abschnitt gezeigt, dass die Mode k in jedem Fall instabil ist, falls
Gl gilt, welche sich mit B5; = (na + opye,a ) wie folgt schreiben lisst

M
> Bra>1 (3.11)
1=0

Eine weitere Aussage ist die Folgende. Gl. liefert 7p; Lésungen z.. Nach dem
Theorem von Vieta gilt [ [ |2,| = |Ba|. Daraus folgt, dass fiir |Gas| > 1 mindestens
eine Losung auferhalb des Einheitskreises liegt. Also sind alle Stérungsmoden k
mit |(nar + onmye,m)of > 1 instabil. Insbesondere bedeutet dies, dass das Netz-
werk nicht vollstdndig und isochron synchronisieren kann, wenn fiir mindestens eine
Storungsmode mit k£ > 0 gilt, dass

|,6k,M| >1 (3.12)

bzw.
|(nar + oy m)| > 1/ (3.13)
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Laut Gl. (3.7) ist hingegen eine Stérungsmode k fiir jene Parameter 7, 0; und «
stabil, falls gilt, dass

M
> 1Bl < 1 (3.14)
=0

Hierbei ist zu beachten, dass GI. nicht das gesamte Gebiet beschreibt, in
dem die Stérungsmode k stabil ist, sondern lediglich ein Teilgebiet. Das vollstandige
Gebiet hingt von den Verzégerungszeiten im Netzwerk ab.

Aus Gl. lésst sich jedoch folgern, dass es fiir bestimmte Netzwerke immer
moglich ist, Parameter n;, o7 und « zu finden, die stabile vollstéindige und isochrone
Chaossynchronisation unabhéngig von den Verzogerungszeiten ermoglichen. Insbeson-
dere gilt dies auch fiir Netzwerke ohne Riickkopplung.

In Netzwerken ohne Riickkopplung wird Gl. zZu

M
> okl <1 (3.15)
=0

Um die Chaotizitat des Systems zu gewdhrleisten, muss Gl. (3.8]) erfiillt sein, welche
fiir ein System ohne Riickkopplung wie folgt lautet

M
Zala > 1 (3.16)
=0

Es lassen sich stets Parameter o; und « finden, so dass Gl. (3.15) und (3.16|) erfiillt
sind, wenn fiir das Netzwerk gilt, dass |y, < 1 fiir £ > 0. Ein Beispiel fiir ein solches
Netzwerk ist ein bidirektional gekoppeltes Dreieck, welches die Eigenwerte ~;; = —%
und yo; = —% aufweist. Fiir ein bidirektional gekoppeltes Bernoulli-Dreieck kénnen
also stets Parameter o; und a gefunden werden, so dass dieses unabhéngig von seinen
Verzogerungszeiten stabil synchronisiert. Bei einem bidirektional gekoppelten Paar
hingegen, welches den Eigenwert v, ; = —1 besitzt, kann diese Aussage nicht getrof-
fen werden. Allgemein lésst sich sagen, dass eine vollstédndige stabile Synchronisation
fiir ein Bernoulli-Netzwerk mit |y ;| = 1 fiir £ > 0 von den konkreten Verzogerungs-

zeiten 7; abhingt.

Die in Abschnitt [3.1] und [3.2 hergeleiteten Aussagen, sind in Abb. [3.1] fiir ein Sys-
tem ohne lokalen Term und mit zwei Verzogerungszeiten 71 und 7o veranschaulicht.
Im hellblauen Viereck in der Mitte ist die Storungsmode unabhingig von den Ver-
zogerungszeiten stabil, dieses Gebiet entspricht Gl (3.14). Das weike Gebiet ist
unabhéngig von 7; instabil, es folgt aus den Gleichungen und . Fiir
das restliche Gebiet kénnen keine Aussagen unabhingig von 7; getroffen werden.
Am Beispiel des bidirektional gekoppelten Dreiecks ohne Riickkopplung ist zudem
grafisch dargestellt, dass ein Netzwerk mit |y ;| < 1 stets stabil synchronisieren kann.
Es wurde ein Punkt im Gebiet von Gl. gewdhlt, der das Produkt von o; und
« festlegt. Dieser Punkt entspricht der Stérungsmode parallel zur SM, k£ = 0. Die
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Eigenwerte vy ; = —% und yp; = —% bilden den gewéhlten Punkt auf das stabile

Gebiet von Gl. (3.14) ab. In diesem Gebiet ist stabile vollstindige und isochrone
Synchronisation stets moglich.



14 3 Von den Verzogerungszeiten unabhingige stabile und instabile Gebiete

Bki OF i

Abbildung 3.1:

B2

Grafische Darstellung der in Abschnitt und hergeleiteten Aus-
sagen fiir ein System mit zwei Verzogerungszeiten 73 und 72, ohne
lokalen Term, 1y = 0. Im hellblauen Viereck ist die Stérungsmode
unabhiingig von 71 und 73 stabil, siche Gl. (3.14)). Das weife Gebiet
ist unabhingig von 7 und 75 instabil, G1. (3.11) und (3.12). Uber
das restliche Gebiet kann ohne Angabe von 7 und 75 keine Aussage
getroffen werden. Ein im chaotischen Gebiet, Gl. (3.11)), gewihlter
Punkt kennzeichnet die Stérungsmode k£ = 0 parallel zur SM und
legt das Produkt der Kopplungsparameter mit der Steigung der Ab-
bildung fest. Aussagen iiber die Stabilitét transversal zur SM konnen
getroffen werden, indem die entsprechenden Eigenwerte k > 0 einge-
setzt werden, in diesem Fall v ; = —% und vy = —% fir ein bidi-
rektional gekoppeltes Dreieck ohne Riickkopplung. Es lassen sich fiir
Netzwerke mit |y ;| < 1 fur k > 0 stets Parameter finden, die eine
stabile vollstdndige und isochrone Synchronisation gewéhrleisten.




4 Grolle Verzogerungszeiten

Im Allgemeinen ist die Zeitskala des Signals, das in einem Netzwerk von einer Einheit
zur nichsten wandert, grofer als die der internen Dynamik. In diesem Kapitel wird
das Gebiet stabiler Synchronisation im Parameterraum in Abhéngigkeit der Grofke
der langsten Verzogerungszeit untersucht. Abschnitt 4.1 behandelt ein Netzwerk mit
einer einzelnen Verzogerungszeit 7. In Abschnitt werden die in Abschnitt
hergeleiteten Ergebnisse auf Netzwerke mit mehreren Riickkopplungen verschiede-
ner Verzégerungszeiten 7; und einer sehr grofsen Verzdgerungszeit in der Kopplung
iibertragen.

4.1 Netzwerk mit einer Verzogerungszeit

Man betrachte als erstes ein Netzwerk aus N Einheiten, wobei jede Einheit eine
interne Dynamik besitzt und mit den anderen Einheiten und eventuell auch mit
sich selbst durch eine einzelne Verzdgerungszeit 7 gekoppelt ist. Die Dynamik einer
einzelnen Einheit eines solchen Netzwerk lautet

N
wp=mof(xi_1) +mf(x_,) + o1 Gijf(x]_,) (4.1)
J
Die interne Dynamik ist mit ng gewichtet, die Riickkopplung mit n; und die Kopplung
mit o1, wobei die Struktur des Netzwerks durch die normierte Kopplungsmatrix G
beschrieben wird.

4.1.1 Stabilitdtsanalyse fiir allgemeine Netze und allgemeine 7

Nach Anwendung der Master Stability Funktion erhélt man das Polynom

2f = Bozp L+ Brea = moazy L+ (m + o1k (4.2)

Die Lsungen der GI. bestimmen die Stabilitit der Stérungsmoden k. FEine chao-
tische Trajektorie des Gesamtsystems ist gewéhrleistet, wenn entsprechend GI. ,
folgende Relation gilt

(no+m +o1)a > 1 (4.3)

In diesem Fall ist die Stérungsmode parallel zur Synchronisationsmannigfaltigkeit
instabil, wie in Kap. [3] gezeigt wurde.

Grafisch ist dies durch das Beispiel eines Spektrums der Lyapunov-Exponenten in
Abb. [£.1] veranschaulicht. Fiir jede Stérungsmode k ergeben die 7 Lésungen 2, von

15
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Abbildung 4.1: Spektrum der Lyapunov-Exponenten fiir ein Netzwerk geméf
GI. mit interner Dynamik und einer Verzégerungszeit 7 = 40.
Es ist (a) By = 0.5 und (b) B = 0.5. Fiir Sy + 1 > 1 existiert
mindestens ein positiver Lyapunov-Exponent.

Gl. das Spektrum der Lyapunov-Exponenten A, = In|z;,| in Abhédngigkeit
der Kopplungsparameter By und Gy 1. Fir By 4+ Bx1 > 1 existiert mindestens ein
positiver Lyapunov-Exponent.

Mit Hilfe des Schur-Cohn-Theorems ldsst sich das Stabilitédtsgebiet im (5o, Gk 1)-
Raum fiir verschiedene Werte von 7 numerisch berechnen. Da 3y = npa den lokalen
Term kennzeichnet, sind nur die positiven Werte von 3y relevant, wihrend 8, =
(m + o17k,1)c im Intervall 1 € [—1,1] betrachtet wird, da auferhalb dieses In-
tervalls jede Mode instabil ist, wie in GI. gezeigt. Komplexe Werte von 1
werden in dieser Arbeit nicht explizit untersucht. In Abb. ist das Stabilitatsge-
biet fiir 7 = 2, 7 = 4 und 7 = 20 abgebildet. Das Gebiet wird mit wachsendem 7
kleiner. Ist die Verzégerungszeit 7 sehr viel grofier als die Zeitskala der internen Dy-
namik, so entspricht das Stabilititsgebiet dem Gebiet des symmetrischen Dreiecks
|Bk1| < 1 — Bo. Dieses Ergebnis ldsst sich analytisch herleiten und wird in Ab-
schnitt erlautert. Doch auch fiir endliche Verzogerungszeiten sind analytische
Ergebnisse moglich.

Man betrachte das Gebiet der stabilen Chaossynchronisation. An der Grenze dieses
Gebietes ist |24 r,,| = 1, wobei 2y ,,, die betragsméhig grofite Losung der Stabilitéts-
gleichung fiir die Storungsmode k£ > 0 ist. Mit dem Ansatz z;, = e'Prr ldsst
sich die Stabilitatsgleichung in ihren Real- und Imaginérteil aufspalten

cos(¢rr7) = Pocos|gp,(T —1)] + B (4.4)
sin(¢r,7) = Posin[gp (T —1)] (4.5)

Die Losungen der Gleichungen (4.4) und (4.5)) liefern die Werte an der Grenze des
Stabilitatsgebietes B 1(¢r,) und Bo(dk,r). Der maximale Wert von By(dr,), also
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Abbildung 4.2: Synchronisationsgebiet fiir ein System mit Stabilitdtsgleichung
2T = fpz" ! 4 By und 7 = 2 (hellblau), 7 = 4 (blau), 7 = 20 (dunkel-
blau). Das Stabilitdtsgebietes fiir 7 = 20 ist Teilmenge der Stabil-
itdtsgebiete fiir 7 = 2 und 7 = 4, das Stabilitdtsgebietes fiir 7 = 4
wiederum ist eine Teilmenge des Gebietes fiir 7 = 2. Mit wachsendem
7 wird das Stabilitdtsgebiet kleiner.
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die Spitze des Phasendiagramms in Abb. l&sst sich fir ¢5, — 0 ermitteln. Aus

Gl (4.4) und Gl. (4.5) wird so

1 = fo+ b (4.6)
T = [o(r—1) (4.7)
Die erste Gleichung, Gl. (4.6) entspricht Gl. (3.10). Aus Gl. ({.7) folgt
max 3y = ’ (4.8)
T—1

Daraus folgt, dass fiir 7 — oo die Grenze zum Stabilitéitsgebiet bei By = 1 liegt. Dies
bedeutet, dass die ungekoppelte Einheit nicht chaotisch sein darf, wenn sie im Netz
synchronisiert werden soll. Weitere Ergebnisse fiir 7 — oo werden in Abschnitt
hergeleitet.

Bei endlicher Verzégerungszeit ist jedoch auch die Synchronisation chaotischer
Einheiten (Gy > 1) moglich, wenn folgende Formel giltﬂ

-
T—1

Po < (4.9)
Der Koeffizient Gy ist mit dem lokalen Lyapunov-Exponenten \g verkniipft, es ist
Ao o< In . Es ist aukerdem In =5 =~ % Daraus folgt, dass die Verzogerungszeit
7 fiir eine stabile Chaossynchronisation nicht grofer sein darf als die Lyapunovzeit
Trg = /\% des lokalen Exponenten.

In Abb. ist GL. beispielsweise fiir drei endliche Werte der Verzogerungszeit

veranschaulicht. Es ist Gy < 2 fiir 7 = 2, Gy < % fir 7 =4 und Gy < % fiir 7 = 20.

'siche auch [81, Kap. 5.1]
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4.1.2 Allgemeine Netzwerke mit 7 — oo

Ausschlaggebend fiir die Stabilitdt der Stérungsmode k ist |z ,|. Gl. (4.2)) ldsst sich
umformen zu

ol = | Br,12k |

2k — Bo
Fiir 7 — oo ist der Lyapunov-Exponent entweder von der Gréfenordnung Eins oder
von der Gréfenordnung 1/7 [32, 33].

Man betrachte zuerst einen Lyapunov-Exponenten der Grokenordnung Eins. Falls
die Stérungsmode k instabil ist, existiert mindestens eine Losung |z;,| > 1. Fiir
diese Losung gilt, dass |z ,|" divergiert, da 7 — co. In diesem Fall folgt aus (4.10)),
dass 21, = fp und somit By > 1. Die Instabilitét einer Mode k geht also mit Gy > 1
einher. Jy > 1 bedeutet im untersuchten Bernoulli-Netzwerk, dass die ungekoppelte
Einheit chaotisch ist. Man kann dies auch als positiven lokalen Lyapunov-Exponenten
bezeichnen, wie in Abschnitt erliutert wurde [48].

Es kann also keine Chaossynchronisation im Sinne von Synchronisation chaotischer
Einheiten erfolgen, wenn die Verzégerungszeit sehr viel grofer als die interne Zeitskala
ist und gleichzeitig der lokale Lyapunov-Exponent positiv ist [82].

Man betrachte nun einen Lyapunov-Exponenten der Grofenordnung 1/7. Mit dem
Ansatz z, = eMe'r wobei \, = A,./7, wird Gl. (4.10)) zu

(4.10)

Ay /T
|eA’"/T€Z¢T _ /80|
Fir 7 — oo erhilt man )
o2 = 161 (4.12)

N 32 — 20y cos ¢ + 1

Die Werte der Phasen ¢, sind fiir 7 — oo gleichméfig auf dem Kreis [0, 27] verteilt
[83, 84]. Der maximale Exponent A, in Gl. (4.12) ist somit bei ¢, = 0 zu finden.
Daraus folgt als Bedingung fiir das Stabilitétsgebiet

|61 < 1— 5o (4.13)

Das bedeutet, dass das Netzwerk fiir grofe Verzégerungszeiten genau dann synchro-
nisiert, wenn fiir alle Stérungsmoden mit k > 0 gilt, dass

|(m + o1vk)al <1 —mnoa (4.14)

Dies ist vor allem fiir Netzwerke ohne Riickkopplung von Bedeutung, wie im folgen-
den Abschnitt erldutert wird.
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4.1.3 Netzwerk ohne Riickkopplung und mit 7 — oo

Man betrachte ein Netzwerk ohne Riickkopplung, also mit n; = 0. Die Dynamik
eines solchen Netzwerkes mit einer Zeitverzogerung 7 wird beschrieben durch

N
zy = mof (i) +o1 ) Giif(a]_;) (4.15)
J

Der von seinem Absolutwert zweitgrofte Eigenwert der Kopplungsmatrix G ist ;.
Ein Netzwerk mit grofser Verzogerungszeit 7 synchronisiert genau dann, wenn Gl. (4.14))
erfiillt ist, welche fiir ein Netzwerk ohne Riickkopplung wie folgt lautet

lo1mal <1 —mnoa (4.16)

wobei 1 der Eigenwert mit dem zweitgroften Betrag ist, 1 > |y1| > |y2l...|[vv—1]-
Aus GL geht hervor, dass weder das Vorzeichen noch eine eventuelle kom-
plexe Phase von v; einen Einfluss auf das Stabilititsgebiet hat?] Dies gilt nur fiir
grofse Verzogerungszeiten, fiir kleine 7 ist dies nicht der Fall. Fiir kleine 7 hangt das
Stabilitatsgebiet von der komplexen Phase von ~; ab.

Fiir das System ohne Riickkopplung ldsst sich zudem folgendes Ergebnis
ableiten. Die Storungsmode k = 0 ist laut Gl. instabil fiir alle Parameter, die
folgende Gleichung erfiillen

oja>1—no (4.17)

Die Storungsmoden k indes sind fiir 7 — oo stabil, wenn folgende Gleichung gilt

noa + |o1yk10] < 1 (4.18)
Aus einem Vergleich von Gl (4.17) und (4.18) lésst sich schliefen, dass fiir Netz-
werke mit |y, 1| = 1 fiir 7 — oo keine vollstiandige Chaossynchronisation méglich
istﬁ Solche Netzwerke sind beispielsweise bipartite Netzwerke, die stets vy = —1

aufweisen, wie z. B. ein bidirektional gekoppeltes Paar.

Das Netzwerk kann jedoch Untergittersynchronisation, bzw. Clustersynchronisa-
tion aufweisen, wie in 37, B8] beschrieben.

Fiir Netzwerke mit |y;1| < 1 fiir k& > 0 ist vollstdndige Chaossynchronisation je-
doch méglich, wie schon in Kapitel [3] gezeigt. Ein Beispiel hierfiir ist ein Dreieck mit
bidirektionalen Kopplungen, fiir das v1,1 = —% gilt.

FEin weiteres Ergebnis fiir Netzwerke ohne Riickkopplung wie in GI. be-
schrieben, mit einer Verzogerungszeit = — oo ldsst sich aus GI. ableiten. Der
lokale Anteil des Netzwerkes sei stabil, es gelte also By < 1. Der grofte transversale
Lyapunov-Exponent ist

®Fiir ein kontinuierliches System wurde diese Unabhiingigkeit in [85] bewiesen.
3Ein verwandtes Ergebnis wurde in [86] fiir die Chaossteuerung gefunden.
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L. Jorayia
Al =—In——
L T . 1— ﬁo
Der Lyapunov-Exponent parallel zur Synchronisationsmannigfaltigkeit wird aus der
Storungsmode k£ = 0 berechnet. Er wird durch folgende Gleichung beschrieben

(4.19)

1. o1
A= -1 4.2
=715 (4.20)
Ein Vergleich von Gl. (4.19) und (4.20) ergibt, dass
1
AL = )\H + - In ”}/171| (4.21)

Die Stérungsmoden transversal zur Synchronisationsmannigfaltigkeit sind also stabil,
falls gilt, dass
Iyl <e ™M (4.22)

Diese Gleichung verbindet fiir jedes Netzwerk mit einer stochastischen Kopplungsma-
trix G die Liicke der Eigenwerte 1—|vy; 1| mit der Synchronisierbarkeit des Netzwerkes.
Fiir |y1] < 1 ist stabile und vollstdndige Chaossynchronisation mdoglich, solange das
Chaos innerhalb des Synchronisationsgebiets schwach genug ist, also wenn A — 0.
Gl gilt vermutlich nicht nur fiir Bernoulli-Netzwerke, sondern auch fiir an-
dere chaotische Netzwerke, deren Struktur der Struktur eines Bernoulli-Netzwerks
dhnelt. Tatsédchlich wurde GI. bereits fiir Netzwerke mit periodischer Dynamik
hergeleitet [87]. In [48] werden zudem numerische Ergebnisse von Lasergleichun-
gen, also zeitverzogerten Differentialgleichungen, vorgestellt, die die Giiltigkeit von
Gl in solchen Systemen bestétigen.

4.2 Netzwerk mit mehreren Verzogerungszeiten

Es soll nun ein Netzwerk mit mehreren Verzogerungszeiten betrachtet werden, dessen
Dynamik durch Gl. (2.4) beschrieben wird, die wie folgt lautet

M N
of = mof () + Do ahg) + 00 Y G (o) (4.23)
l J

Eine der Verzogerungszeiten, Ty, sei sehr viel grofer als alle anderen Verzégerungszei-
ten 7; mit [ # M. Die Stabilitdt der Stérungsmode k wird durch Gl. (2.11)) bestimmt,
die wie folgt lautet

M M
2 =S+ orp)az T = Bz (4.24)
=0 =0

Gl. (4.24) 14sst sich umschreiben zu
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M-—1
=Y Bz "+ Bz, ™ (4.25)
=0

Falls eine Losung mit |2;,| > 1 existiert, so wird diese Losung fiir 7y — oo vom
ersten Term der Gl bestimmt. Daraus folgt, dass eine Storungsmode k, die
bereits ohne die lange Verzogerungszeit s instabil ist, durch das Hinzufiigen des
letzten Terms in GI. nicht stabilisiert werden kann.

Falls jedoch die Losung mit dem groften Betrag zj, fiir 7py — oo nahe am Ein-
heitskreis liegt, so ist der Einfluss des letzten Terms von GI. nicht mehr zu
vernachlissigen.

Gl. (4.24)) 14sst sich wie folgt schreiben

M = Y (4.26)

M—1 -
1 =320 Briz m

Fiir 73 — oo verwende man den Ansatz zj, = e/ ek [39] [33]. Aus GL 1}

wird so

Ar — | B,

1= 305 Brae™ %]
Es ist hierbei nicht moglich, die Phase ¢y, einfach zu bestimmen, die fiir den ma-
ximalen Wert des Lyapunov-Exponenten der Stérungsmode k verantwortlich ist. Im
Allgemeinen kénnen die (i negative und/oder komplexe Werte annehmen, was zu
Interferenzen der verschiedenen Phasen ¢ .7 in Gl fiihrt. Die Identifizierung
des relevanten ¢y, fiir den groften Lyapunov-Exponenten ldsst sich somit nicht wie
in Abschnitt herleiten. Numerische Berechnungen lassen jedoch vermuten, dass
zumindest fiir Netzwerke mit nur einer Kopplung der maximalen Verzégerungszeit
Ty und weiteren kleinen Verzogerungszeiten 7, [ # M, fiir reine Riickkopplungen
keine stabile Chaossynchronisation moglich ist.

Ein Beispiel ist ein Netzwerk mit zwel Verzogerungszeiten 7 = 3 und 7 = 300.
Das Stabilitdtsdiagramm fiir diese Werte ist in Abb. zu sehen. Aus diesem ist
zu entnehmen, dass beispielsweise ein Paar gekoppelter Einheiten mit chaotischer
Trajektorie stabil synchronisiert, falls 7 zur Kopplung gehort und 7o zu einer Riick-
kopplung oder ebenfalls zu einer Kopplung. Eine stabile Synchronisation ist jedoch
nicht moglich, falls 7 zu einer Riickkopplung gehort.

e (4.27)
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Abbildung 4.3: Stabilitdtsgebiet fiir ein Netzwerk mit den zwei Verzégerungszeiten
71 = 3, 2 = 300 und einer internen Dynamik mit Gy = 0.2. Das
hellblaue Gebiet kennzeichnet das unabhingig von 7; stabile Gebiet
1 < Bo + |B1] + |B2]. Das schwarze Kreuz verdeutlicht ein bipartites
Netzwerk gekoppelter Einheiten mit chaotischer Trajektorie, welches
synchronisiert, wenn 7; zu einer Kopplung gehort und 79 zu einer
Riickkopplung oder Kopplung. Falls 7 zu einer Riickkopplung gehort,
ist dies nicht moglich.






5 Symmetrien im Phasenraum

In Abschnitt wurde gezeigt, dass fiir Bernoulli-Netzwerke mit den Eigenwerten
|76l < 1 fur k > 0 stets Parameter 7, o; und o gefunden werden kénnen, mit
denen unabhingig von den Verzdgerungszeiten 7; vollstéindige Chaossynchronisation
moglich ist. Anders ist es bei Bernoulli-Netzwerken mit |y ;| = 1 fiir £ > 0. In diesem
Fall miissen die Verzogerungszeiten 7; in die Uberlegungen mit einbezogen werden.

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass in bipartiten Bernoulli-Netzwerken voll-
stdndige Chaossynchronisation fiir bestimmte Kombinationen von Kopplungen und
Riickkopplungen ausgeschlossen ist, und zwar in Abhéngigkeit der Verzogerungszei-
ten 7;. Ein bipartites Netzwerk mit der Kopplungsmatrix Gj zeichnet sich durch
Yk, = —1 aus. Die Ergebnisse werden erst in Abschnitt anhand eines Netzwerkes
mit zwei Verzdgerungszeiten hergeleitet und dann in Abschnitt auf Netzwerke
mit beliebig vielen Verzogerungszeiten verallgemeinert.

5.1 Netzwerk mit zwei Zeitverzogerungen

Man betrachte ein Bernoulli-Netzwerk mit zwei Verzégerungszeiten 7 und 72, wobei
o. B. d. A. gilt, dass 79 > 7. Zu jeder Verzogerungszeit gehdrt eine eigene diagonali-
sierbare Kopplungsmatrix G, bzw. G; beide Matrizen kommutieren. Die Stabilitét
der Stérungsmode k der Synchronisationsmannigfaltigkeit wird durch folgendes Poly-
nom bestimmt

27 = B0+ Br12™ ™ + Bro (5.1)

Es soll nun eine Verzogerungszeit entweder zu einer Riickkopplung oder zu einer
Kopplung gehoren, nicht jedoch zu beiden. Das bedeutet, dass nicht gleichzeitig
n; # 0 und o; # 0 sein darf. Da sich die Eigenwerte v, ; unterscheiden, je nachdem ob
sie zu einer Kopplung oder einer Riickkopplung (vx; = 1) gehoren, gibt es in diesem
Fall fiir ein System mit der Stabilitdtsgleichung folgende drei Moglichkeiten

1 _
2" =noaz™ T+ maz T + oaay 2
22 = 17004,272_1 + ooy 127 4 o

To—1

2" = oz ooy 12T T+ 020y 2

Entweder 71 gehort zu einer Riickkopplung und 72 zu einer Kopplung, siehe Gl. (5.2),
71 gehort zu einer Kopplung und 79 zu einer Riickkopplung, siche Gl. (5.3]), oder beide

25
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Verzogerungszeiten gehdren jeweils zu einer Kopplung, siehe Gl. (5.4). In Unterab-
schnitt werden Ergebmnisse ohne den lokalen Term hergeleitet. Netzwerke mit
lokalem Term sowie mit 71, 79 — 0o werden in Unterabschnitt untersucht.

5.1.1 Symmetrien in Netzwerken ohne lokalen Term

Man betrachte als konkretes bipartites Netzwerk ein gekoppeltes Paar und vernach-
léssige nun den lokalen Term des Netzwerkes, es ist also 19 = 0.
Ohne lokalen Term vereinfacht sich (5.1)) zu

2 = P12 4 Bro (5.5)

Es sei nun p der grokte gemeinsame Teiler von 7o und 7y. In diesem Fall erhélt man
mit w = z# die Gleichung
w? = B 1wP™? + B2 (5.6)

wobei 79 = up und 71 = pq gilt. (p, q) seien hierbei teilerfremd. Es liegen nun genau
dann alle Nullstellen zj, fiir & > 0 innerhalb des Einheitskreises, wenn auch alle
Nullstellen wy, , fiir k& > 0 innerhalb des Einheitskreises liegen. Daraus folgt, dass nur
die teilerfremden Werte p und ¢ fiir die Stabilitdt des Systems relevant sind.

In Abb. sind Stabilitdtsgebiete der Gl. fiir verschiedene Werte von p und
q zu sehen. Diese wurden mit Hilfe des Schur—Cohn—Theorem{-] berechnet [79]. Das
chaotische Verhalten der Trajektorie des Systems wird durch Erfilllung von Gl.
gewdhrleistet, also

(m+o1)a+ (2 +o2)a>1

Diese Bedingung ist fiir den in Region (1) eingezeichneten Punkt (8y1,80,2) der
Abb. p.1f(a) erfiillt. Dort ist 7o/71 = 2. Um die Stabilitéit der Synchronisationsmo-
den k > 0 eines gekoppelten Paares zu priifen, wird nun v;; = —1 in GL
eingesetzt. Hierbei ist die Wahl von #;, o; und o durch die Wahl des Punkts in
Region (I) der Abb. [5.1[(a) eingeschrénkt. Das Einsetzen von 1, = —1 entspricht
einer Vorzeichendnderung mindestens einer Koordinate des Punktes (5.1, 502), je
nachdem, welche der Gl. (5.2)-(5.4) das System beschreibt. Eine Riickkopplung fiihrt
zu (1; = mi, withrend eine Kopplung (31 ; = —o;« ergibt.

Gl. entspricht einem System mit einer Riickkopplung und der dazugehori-
gen Verzogerungszeit 71 und einer Kopplung mit 7o. Relevant ist also der Punkt
(Bﬁ/), 59;/)) = (Bo,1, —Po,2) in Region (IV) in Abb. (a). Dieser Punkt liegt inner-
halb der stabilen Region.

Wenn beide Verzdgerungszeiten 73 und 79 zu Kopplungsmatrizen G1 und Go
gehoren, entspricht dies Gl. . Man erhilt Punkt (ﬂllil ,ﬁllg ) = (=5o.1,—0o2)
in Region (III). Auch dieser Punkt liegt in einem stabilen Gebiet. Fiir beide Fille ist
also vollstédndige isochrone Synchronisation méglich.

Ist allerdings T die Verzogerungszeit der Ruckkopplung und 71 die der Kopplung,

entspricht dies GI. |i Man erhilt Punkt ( 12), 1 2)) (—B0.,1, Po,2) im instabilen

'siche Anhang



5.1 Netzwerk mit zwei Zeitverzogerungen 27

T 2,\ T T T |
g @ | (b)
1L av) ) ] 1t
: :
B Of 1 B O
S ;
—1k am an ] -1
-2 d -2
2 -1 0 1 2 2 -1 0 1 2
B2 B2
T 2,\ T T T |
2 © [ @
1} 1
B Or B O
—1) -1
~2k ‘ ‘ -2 ‘
2 1 0 1 2 2 -1 0 1 2
B2 B

Abbildung 5.1: Synchronisationsgebiet fiir ein System mit der Stabilitdtsgleichung
2™ = (1277 + By und o /T = p/q, wobei p, q teilerfremd sind und
fiir ihr Verhéltnis gilt, dass (a) £ =2, (b) £ =3, (¢c) £ = 3.(d)
% = 4. Der Index k der Stérungsmoden wird in dieser Abbildung
nicht gezeigt. Storungsmoden k = 0, welche parallel zur Synchroni-

sationsmannigfaltigkeit liegen, befinden sich im Gebiet (T).
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Gebiet der Region (IT). In diesem Fall ist es nicht moglich, fiir beliebige Parameter
«, ojund o9 vollsténdige Chaossynchronisation zu erzielen.

Es ist evident, dass die verschiedenen Symmetrien, die in Abb. zu sehen sind,
verhindern, dass einige bestimmte Netzwerke stabil synchronisieren. Die gefundenen
Symmetrien sind jeweils abhingig von den Werten p und ¢ und kdénnen wie folgt
hergeleitet werden.

In Kapitel 3| wurde gezeigt, dass fiir bestimmte Werte von 3 ; unabhéngig von den
Verzogerungszeiten die Storungsmode £ stets instabil ist. Diese Werte ergeben sich
aus GL und und sind als weiRes Gebiet in Abb. [5.2[a) dargestellt. Die
Parameter dieses Gebietes seien ﬁl(ﬁ). Die folgende Gleichung fiihrt also zu instabilen
Loésungen

w? = B wr =1+ BL) (5.7)

Man verwende nun den Ansatz w = —v. Die Bedingung fiir Stabilitét wird hierdurch
nicht verdndert, allerdings wird aus Gl. (5.7)) folgendes Polynom

WP = B (~1) TP 4 51 (1) (5.8)

Es gibt nun drei Méglichkeiten fiir die Geradheit, bzw. Ungeradheit der teilerfremden
Werte p und gq.
q sei gerade und p ungerade. Gl. (5.8)) wird zu

P = ﬁ,gi)vp_q — ﬁég) (5.9)
Es handelt sich also um eine Spiegelung des Punktes (5,&?,@22) an der (3 1- Achse.
Da sich die Stabilitdtsbedingung durch den Ansatz w = —wv nicht geéindert hat, folgt
daraus, dass auch alle Punkte (Bl(fl), —B,(fg) ) instabil sind. Abb.(a) wird durch
dieses Ergebnis zu Abb. (b) Dies bedeutet jedoch nichts anderes, als dass ein
bipartites Netzwerk mit einer Riickkopplung und 7, sowie einer Kopplung und 7o,
nicht stabil und vollstdndig synchronisieren kann, wenn ¢ gerade und p ungerade ist.
Ein Beispiel fiir das vollstdndige Synchronisationsgebiet fiir konkrete p und ¢ ist in

Abb. 5.1}(c) zu sehen.
Falls ¢ ungerade ist und p gerade, so wird Gl. (5.8]) zu

WP = —BL 0P+ B (5.10)

Dies entspricht einer Spiegelung an der [ ;-Achse. Abb. (a) wird durch dieses
Ergebnis zu Abb. p.2c). In diesem Fall kann ein bipartites Netzwerk mit einer
Kopplung mit Verzégerungszeit 7 und einer Riickkopplung mit Verzogerungszeit
T2 nicht stabil und vollstdndig synchronisieren. Vollstdndige Synchronisationsgebiete
fiir diesen Fall und konkrete Werte von p und ¢ sind in Abb. p.1[a) und Abb.[5.1}d)
dargestellt.

Falls p und ¢ beide ungerade sind, so weist das Phasendiagramm eine Punktsym-
metrie bezliglich des Koordinatenursprungs auf. Gl. wird zu
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Abbildung 5.2: Dargestellt sind im (8 1, Bk,2)-Raum von den genauen Werten der
Verzogerungszeiten unabhéngige instabile (weifs) und stabile (hell-
blau) Gebiete. Im restlichen Gebiet konnen keine Aussagen iiber die
genaue Form des Stabilitdtsgebietes unabhéingig vom exakten Wert

7, getroffen werden.

Es gilt mo/71 = p/q, wobei p und ¢ teilerfremd sind. Eine Ein-
schrankung von p und q beziiglich ihrer Geradheit oder Ungeradheit
ermoglicht Aussagen {iber Instabilitdat weiterer Teilgebiete. (a) Keine

Einschréinkung der p und ¢ Werte, (b) p ungerade, ¢ gerade, (¢) p

gerade, ¢ ungerade, (d) p und ¢ ungerade.
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o = v - g (5.11)

)

Abb. p.2(a) wird durch dieses Ergebnis zu Abb. [5.2{d).Ein bipartites System kann
also nicht synchronisieren, falls beide Verzégerungszeiten zu Kopplungen gehoren.
Fiir p/q = 3 ist das Synchronisationsgebiet in Abb. [5.1(b) zu sehen.

Abhéngig von p und ¢ lassen sich somit weitere Teilgebiete im 3y, 1, B 2-Raum finden,
die instabil sind, wie in Abb. dargestellt. Vollstdndige Synchronisation ist somit
fiir bipartite Netzwerke bestimmter Kopplungs-, Riickkopplungskombinationen aus-
geschlossen, jeweils abhingig von der Geradheit, bzw. Ungeradheit von p und gq.

Ist die vollstandige Synchronisation aus Symmetriegriinden nicht ausgeschlossen,
kann das exakte Synchronisationsgebiet in Abhéngigkeit der genauen Werte von 7;
und 7o berechnet werden. Beispiele hierfiir sind in Abb. zu sehen. Es zeigt sich,
dass die Synchronisationsgebiete fiir wachsendes p und ¢ kleiner werden. In der Tat ist
vollstindige und isochrone Synchronisation unmdéglich, falls 7 und 7 sehr grofs sind
und gleichzeitig die Differenz der beiden untereinander klein bleibt. Dieses Ergebnis
wird in Kap. [6] hergeleitet.

5.1.2 Symmetrien in Netzwerken mit lokalem Term und 7, — oo

Bisher wurde der lokale Term ngaz™~! aus GI. vernachldssigt. Es lésst sich
jedoch zeigen, dass die in Unterabschnitt gefundenen Symmetrien auch in einem
Netzwerk mit 19 # 0 zu finden sind, wenn 7; — co.

Die Stabilitdt der Storungsmode k£ wird durch die Losungen 2, des folgenden
Polynoms bestimmt, wobei 8 0 = noo

2™ =noaz™ 4 Br12™ T 4 Bro (5.12)

Die Stérungsmode k ist fiir die Parameter [y ; stabil, fir die gilt, dass alle |z .| < 1
sind. Instabilitdt der Stérungsmode k liegt fiir jene 3j; vor, wenn fiir mindestens
eine Losung 2y, gilt, dass |z | > 1 ist. Fiir die Grenze des Synchronisationsgebietes
im (B -Raum gilt |z | = 1. Mit dem Ansatz z, = e'? erhilt man fiir die Grenze

1= ngae™® + By 1e 7929/ 4 By pe 7972 (5.13)

Im Limes 79 — oo sind die Phasen ¢ der Losungen von Gl. (5.13)) gleichméfig in
[0, 27] verteilt [83, B4]. Es existiert also eine Nullstelle bei ¢ = nm 2 = nr-L mit der
ganzzahligen Zahl n. Fiir den Grenzwert 7 — oo erhidlt man mit dieser Nullstelle

1 =noa + Bie” "™ + Prge” "™ (5.14)

Fiir die Storungsmode k = 0 l4sst sich die Grenze zwischen Stabilitéit und Instabilitit
berechnen. Sie liegt, siche auch Gl. (3.10)), bei

1= moa + 55 + B5a (5.15)
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wobei der Index (G) die Grenze kennzeichnet. Fiir ein bipartites Netzwerk ist der
relevante Eigenwert der Kopplungsmatrix zu einer Stérung transversal zur Synchroni-
sationsmannigfaltigkeit bei 71 ; = —1. Wie in Unterabschnitt gezeigt, entspricht
die Untersuchung dieser Stérungsmoden einer Spiegelung eines Punktes (5o 1, 5o,2)
mit gleichen a,n; und o;, im Phasenraum. Je nach Geradheit oder Ungeradheit der
Verzogerungszeiten ergeben sich als mdgliche Stabilitdtsgleichungen aus Gl.

1 =noa £ foe” "™ £ o 2" (5.16)

wobei (4, +) mit n = 0 GL. (5.15]) entspricht. Ein System mit zwei Kopplungen und
den dazugehorigen Verzdgerungszeiten 71 und 7o hingegen entspricht der Stabilitéts-
gleichung

1 =mnoa — Boe” "™ — Bo0e” " (5.17)

Sind sowohl p als auch ¢ ungerade, wihle man e~""™ = —1 und kann somit Gl. (5.17)

umschreiben zu
1 =mnoa + Go + fo,2 (5.18)

Aus einem Vergleich von Gl und GL folgt, dass |z1,] = 1 fiir die
selben Parameter «, m; und oy erreicht wird, wie fiir £ = 0. Man kann daraus folgern,
dass vollstdndige Synchronisation fiir ungerade p und ¢ nicht in einem System mit
zwei Kopplungen erreicht werden kann. Analog hierzu erfolgen die Uberlegungen
fiir p gerade, ¢ ungerade und fiir p ungerade, ¢ gerade. Abb. bestétigt, dass die
Symmetrie des Phasendiagramms fiir grofse Verzégerungszeiten die gleiche ist wie die
eines Systems mit 19 = 0 und beliebigen Verzdgerungszeiten. Damit hingt fiir grofe
Verzogerungszeiten die Symmetrie des Synchronisationsgebietes nicht vom lokalen
Term ab, wohl aber die exakte Form des stabilen Gebietes.

5.2 Netzwerk mit mehreren Zeitverzogerungen

Wie bei einem System mit nur zwei Verzdgerungszeiten, verhindern auch fiir Sys-
teme mit mehreren Verzogerungszeiten Symmetrien im Phasendiagramm die voll-
stdndige Synchronisation eines bipartiten Netzwerkes. Diese hingt wieder von der
Geradheit und Ungeradheit der Verzogerungszeiten ab, sowie von der Konfigura-
tion der Kopplungen und der Riickkopplungen. Dies gilt fiir alle Verzogerungszei-
ten und einem Netzwerk ohne lokalem Term, sowie flir Netzwerke mit 1y # 0 falls
die Verzogerungszeiten grofs sind. In diesem Abschnitt wird ein System ohne lokalen
Term untersucht. Die Ergebnisse lassen sich analog zu Unterabschnitt auf Netz-
werke mit lokalem Term erweitern.

Man betrachte ein Netzwerk mit M verschiedenen Verzégerungszeiten 7, wobei
T™M > Tam—1 > ...7p. Die Stabilitdtsgleichung der Stérungsmode k lautet

M
M =N B a™ (5.19)
=0
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Abbildung 5.3: Synchronisationsgebiet fiir ein System mit der Stabilitdtsgleichung
27 = 50272—1 + £12™7 ™ 4+ (B und TQ/Tl = 2 mit Gy = 0.3. Es ist
(a) 2 =4, (b) 2 =8, (¢) 2 = 16, (d) 2 = 100. Die Symmetrie, die
fiir 7o/71 = 2 und By = 0 gilt, ldsst sich auch fiir Sy > 0 und groke
Werte von 7; finden.
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Der grofte gemeinsame Teiler der Verzogerungszeiten sei 7, so dass p; = 7;/7 teiler-
fremde Werte sind. Man substituiere nun w = 27 in GL (5.19) und erhélt somit

M
wPM — Zﬂk’lwpzufpz (5.20)
=0

Da die Stabilitdtsgebiete der Gleichungen ([5.19)) und (5.20) dieselben sind, betrachte
man zur Auffindung der Symmetrien Gl. (5.20). Die Stérungsmode k ist instabil,
wenn Gl (3.11) und (3.12) erfiillt sind. Man bezeichne die Parameter, die im insta-

bilen Gebiet liegen, als ﬁ,(cc;), die dazugehérige Gleichung sei

M
whs = 3" gD (5.21)
=0

Mit dem Ansatz w = —v wird die Bedingung fiir Stabilitdt nicht verandert. Gl. (5.7)
wird zu

M
wPM — Z ,8,(5) (—1)PLawPM =P
=0

Die Geradheit oder Ungeradheit von p; bestimmt nun das Vorzeichen des Terms [.
Auf diese Weise wird das instabile Gebiet auf weitere Gebiete im Phasenraum
abgebildet. Fiir bipartite Netzwerke deren Verzogerungszeiten 7; entweder zu einer
Kopplung oder zu einer Riickkopplung gehoren, heifst dies, dass vollstdndige Syn-
chronisation nicht moglich ist, falls p; fiir eine Kopplung ungerade ist und p; gerade
fiir eine Riickkopplung. Es wurde somit gezeigt, dass die Symmetrien der Stabilitits-
gleichung Synchronisation fiir bestimmte Verhéltnisse der Verzégerungszeiten
verhindern.

In Kap. [7] wird ein selbstkonsistentes Argument vorgestellt, welches auf der Ver-
mutung basiert, dass fiir eine vollstdndige Synchronisation Informationen der Tra-
jektorie jeder Einheit miteinander mischen miissen. Die auf Symmetrieiiberlegun-
gen basierenden Ergebnisse dieses Kapitels unterstiitzen dieses Mischungsargument,
welches auch in [88] angewendet wurde.

In [41, 89| wird ebenfalls ein bipartites Netzwerk, ndmlich ein gekoppeltes Paar,
mit mehreren Verzdgerungszeiten und bidirektionalen Kopplungen, sowie Riickkopp-
lungen untersucht. Ein solches Paar ist in Abb. [5.4| zu sehen. In [41], [89] wird gezeigt,
dass die Bedingung, dass fiir isochrone Chaossynchronisation die Verzogerungszei-
ten exakt aufeinander abzustimmen sindE], umgangen werden kann. Hierfiir miissen
mehrere verschiedene Verzigerungszeiten beispielsweise durch hinzugefiigte Riick-
kopplungen in das Netzwerk eingebaut Werdenﬁ

Vollstdndige Chaossynchronisation ist dann moglich, wenn die Verzégerungszeiten

2siehe Kap.
3siehe auch [40, [@0]
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Abbildung 5.4: Entnommen aus [41, Abb. 11 von M. Zigzag|. Schema eines Paares,
welches iiber mehrere Kopplungen miteinander verbunden ist, sowie
mehrere Riickkopplungen aufweist. Das Netzwerk besitzt mehrere
Verzogerungszeiten 7, hier als N, und Ny, bezeichnet.

folgende Bedingung erfﬁllenﬁ
M My,
> LiNg, + Y myNe, =0 (5.22)
i=1 j=1

wobei M, die Anzahl der Riickkopplungen mit den Verzogerungszeiten Ny, ist, M,
die Anzahl der Kopplungen mit den Verzogerungszeiten N, und l; und m; ganz-
zahlige Zahlen. Hierbei sind die méglichen Werte I; und m; in der Grofe ihres Be-
trages beschrankt, was aus den Ergebnissen aus Kap. {4] folgt [41l [89] . Des Weiteren
konnen nicht alle Werte von [; und m; angenommen werden, was mit den in diesem
Kapitel hergeleiteten Ergebnissen iibereinstimmt. Grafisch veranschaulicht wird dies
in Abb. Ein bidirektional gekoppeltes Paar mit der Kopplungszeit N. und der
Riickkopplungszeit Ny wurde numerisch in Abhéngigkeit der Verzégerungszeiten un-
tersucht. Kopplungsparameter und Bernoulli-Steigung waren hierbei konstant. Zu
sehen sind die Punkte stabiler Chaossynchronisation, die GI. entsprechen, wobei
einige der aus dieser Gleichung resultierenden Linien nicht existieren. Die vorhan-
denen Linien ergeben sich aus den mdglichen Werten /; und m;, die sowohl vom in
dieser Arbeit hergeleiteten Symmetrieverhalten, als auch von den Systemparametern
B, abhangen.

“von M. Zigzag, siehe [41], GI. (29)]
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Abbildung 5.5: Entnommen aus [41, Fig. 2 von M. Zigzag]. Untersucht wurde ein
bidirektional gekoppeltes Paar mit Riickkopplung. Numerisch wur-
den die Punkte stabiler Chaossynchronisation in Abhéingigkeit der
Verzogerungszeit der Kopplung N, (bzw. 7 in der hier verwendeten
Schreibweise) und der Verzogerungszeit der Riickkopplung Ny (bzw.
71 in der hier verwendeten Schreibweise) bestimmt. Links: 5y = 0.022,
01 = 0.8624, B, = 0.2156, rechts: By = 0.022, 51 = 0.6468,
(B2 = 0.4312. Die Linien entsprechen Gl. , die “fehlenden” Linien
stimmen mit den in Kap. [5| gefundenen Symmetrien iiberein.






6 Kleine Abweichungen der
Verzogerungszeiten voneinander

Es soll nun ein bipartites Netzwerk betrachtet werden, in dem die vorhandenen
Verzodgerungszeiten sehr grof und leicht gegeneinander verstimmt sind. Es lasst sich
zeigen, dass die Synchronisierbarkeit sehr empfindlich auf kleine Verstimmungen
reagiert, wenn die Verzogerungszeiten grofs sind.

Man betrachte ein Netzwerk ohne den lokalen Term, also 19 = 0, sowie zwei
Verzdgerungszeiten, wobei 71 = 7, 79 = 7 + A. Hierbei gelte, dass 7 — oo, wihrend
A endlich ist. Man nehme nun an, dass 7 die Verzdgerungszeit der Riickkopplung ist,
wihrend 7 die Kopplung eines bipartiten Bernoulli-Netzwerkes darstellt, beispiels-
weise zweier gekoppelter Bernoulli-Einheiten. Die Stabilitit der Stérungsmode k& wird
durch das folgende Polynom bestimmt

2T = mozz_A + Yk 20200 (6.1)

Eine chaotische Trajektorie ist geméfk Gl. (3.8) fiir alle Parameter gewihrleistet, fiir
die gilt, dass

mo +oaa > 1 (6.2)
Fiir ein bipartites Netzwerk wird die Stabilitdt der Synchronisation durch die Stérungs-
mode k£ = 1 und somit 712 = —1 bestimmt. Daraus folgt das Polynom
2T =maz? — o (6.3)
Fiir die Stabilitit ist die betragsmifig grofte Losung z = e*®e® Tausschlaggebend
[32, B33]. Mit diesem Ansatz folgt aus Gl. (6.3):
= niaeT? — yal)?
= (macospA — gra)? + nPa? sin? pA
= n?a® + o3a® — 2n10902 cos pA (6.4)

Fiir grofse Verzogerungszeiten 7 — oo ist die Phase ¢ der Nullstellen gleichmifig in
[0, 27] verteilt [83] [84], woraus folgt, dass sich immer eine Nullstelle finden lésst, fiir
die gilt, dass cos(¢A) =~ —1. Gl (6.4)) wird somit zu

e = (na + o2a)? (6.5)

Ein Vergleich von Gl. (6.2) und G1. (6.5)) ergibt, dass die Instabilitat der Stérungsmode
k = 0 stets zu Instabilitdt der Storungsmode k& = 1 fiihrt. Analog l&sst sich auch

37
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Abbildung 6.1: Kreuzkorrelation C(A) fiir ein bidirektional gekoppeltes Bernoulli-
Paar mit einer Verzdgerungszeit 7; fiir die Riickkopplung und einer
Verzogerungszeit 79 = 10000 fiir die Kopplung. Es ist A = 7 — 7.
Bereits fiir kleine Werte von A geht die Kreuzkorrelation gegen Null.

ein bipartites Netzwerk ohne Riickkopplung mit zwei bidirektionalen Kopplungen
untersuchen.

Damit wurde gezeigt, dass selbst bei einer Verstimmung von nur einem einzigen
Zeitschritt zwischen Riickkopplung und Kopplung 7 = 7 £ 1, es nicht mehr méglich
ist, beispielsweise ein Paar von Bernoulli-Einheiten stabil zu synchronisieren, falls
7o — oo [48]. Dieses Ergebnis wird in Abb. veranschaulicht, in welchem die
Kreuzkorrelation zweier gekoppelter Einheiten augenblicklich gegen Null geht, wenn
die Verzogerungszeiten nicht mehr genau aufeinander abgestimmt sind.

Diese Einschrankung ldsst sich durch Einfiigen mehrerer Verzogerungszeiten, bei-
spielsweise durch verschiedene Riickkopplungen, umgehen, wie in [41, 89] gezeigt
wurde.



7 Mischungsargument

In den vorangegangenen Kapiteln wurden Ergebnisse beschrieben, welche mit Hilfe
der Master Stability Funktion fiir Bernoulli-Netzwerke hergeleitet wurden. Dabei
spielen die Eigenwerte des betrachteten Netzwerkes eine zentrale Rolle. Wahrend
fiir Netzwerke mit |y;;| < 1 fiir £ > 0 stets Parameter gefunden werden konnen,
mit denen vollstindige Chaossynchronisation méglich ist, siehe Kap. [3], ist dies bei
Netzwerken mit mindestens einem |y ;| = 1 fiir £ > 0 nicht notwendigerweise der
Fall. So ist, wie in Kap. gezeigt, fiir bestimmte Netzwerke in Abhéngigkeit der
Verzogerungszeiten vollstdndige Chaossynchronisation nicht mdoglich.

Es ist demnach von Interesse, zu wissen, ob im zu untersuchenden Netzwerk
k4| < 1 fiir & > 0 gilt, oder nicht. Da die Berechnung des Eigenwertspektrums
fiir groke Netzwerke nichttrivial ist, wird in diesem Kapitel ein selbstkonsistentes
Argument, das Mischungsargumentﬂ vorgestellt. Das Mischungsargument besagt,
dass nur Einheiten miteinander isochron synchronisieren kénnen, welche Zugang zu
einer isochronen Mischung aller relevanten Informationen haben. Mit Hilfe dieses
Argumentes ist es mdglich, eine Aussage iiber die Moglichkeit einer vollstdndigen
Synchronisation, aber auch Untergitter- oder Clustersynchronisation, zu treffen, ohne
das Eigenwertspektrum des Netzwerkes explizit zu berechnen. Es werden zuerst stark
zusammenhingende gerichtete Netzwerke ohne lokalen Term betrachtet, welche nur
eine Verzogerungszeit 7 aufweisen, siehe Abschnitt [7.I} In Abschnitt werden
gerichtete Graphen betrachtet, welche nicht stark zusammenhingend sind. Opti-
male Kopplungsparameter fiir gerichtete Ringe mit einer Abkiirzung werden in Ab-
schnitt untersucht, ein Zusammenhang zwischen dem Mischungsargument und
den Markov-Ketten wird in Abschnitt erlautert. Abschnitt [.5] schlieklich behan-
delt das Mischungsargument in Netzwerken mit verschiedenen Verzégerungszeiten.

7.1 Mischungsargument in stark zusammenhangenden
Netzwerken

Man betrachte ein stark zusammenhéngendes Netzwerk aus N Einheiten ohne lokalen
Term und mit nur einer Verzogerungszeit 7 = 1. Die Verbindungen des Netzwerkes
sind gerichtet. In einem stark zusammenh&ngenden Netzwerk gibt es stets einen Weg
von jeder Einheit zu jeder anderen Einheit.

Das Netzwerk habe mindestens eine Einheit, bei der zwei oder mehr Kanten ein-
laufen. Man bezeichnet diese Einheiten als Mischungspunkte. Sei j = 1 ein Mischungs-

'Die Idee des Mischungsargumentes wurde erstmals von I. Kanter wihrend eines Ideenaustausches
Anfang 2010 erwahnt. Weitere Ergebnisse hierzu sind in [88] zu finden.
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Abbildung 7.1: Mischungsprozess bei einem stark zusammenhdngenden Netzwerk.
Einziger Mischungspunkt ist Einheit 1, von der zwei Zyklen der Linge
3 und 4 ausgehen. In a), dem Zeitpunkt ¢ = 0, sind alle Einheiten
mit den Farben C — C4 eingefiarbt. Da die vorhandenen Zyklen tei-
lerfremd sind, ist eine vollstindige Mischung moglich, sie findet zum
Zeitpunkt ¢ = 7 in h) statt. Nach drei weiteren Schritten haben
die durchmischten Farben alle Einheiten des Netzwerkes erreicht,

siehe k).
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punkt. Man férbe nun alle Einheiten zum Zeitpunkt ¢ = 0 mit den Farben C ein.
Von j = 1 gibt es m verschiedene Zyklen der Lange L; mit i = 1,2,...,m. Fiir m =0
ist keine Synchronisation moglich.

In jedem Zeitschritt werden die Informationen, oder Farben C; geméfs der Netz-
werkstruktur im Netz weitergereicht. C) befindet sich demnach, nach dem Durchlauf
eventuell mehrerer Zyklen, immer wieder bei j = 1. C] ist also zu den Zeiten t¢, =
o, kiL; bei Einheit 1, wobei k; € NY. Man betrachte nun eine beliebige Einheit j
mit dem Abstand x; zur Einheit 1. Die Farbe C; kommt zur Einheit 1 zu den Zeiten
to; =5+ ot L wobei r; € NO. Die Farben C; und C treffen sich genau dann
bei Einheit 1, wenn

1=1 =1

Ist dies fiir x; = 1 erfiillbar, also fiir die Nachbareinheit von Einheit 1, so ist eine
Mischung auch fiir alle anderen Einheiten, also alle anderen x; méoglich. Gl. ist
genau dann fiir «; = 1 erfiillbar, wenn alle Zyklenléngen L; teilerfremd sind [88]. Ein
Zusammenhang der Eigenwerte und der vorhandenen Zyklen eines Netzwerkes ist aus
der Theorie der nichtnegativen Matrizen bekannt [78]. Der zweitgrofte Eigenwert ist
demnach von seinem Betrag her kleiner Eins, wenn im Netzwerk teilerfremde Zyklen,
wie hier beschrieben, vorhanden sind.
Falls die Zyklen L; den gemeinsamen Teiler y haben, so ist

=1 =1

was fiir ; = 1 nicht erfiillbar ist, da alle Terme auf der linken Seite von Gl.
ganzzahlig sind. In diesem Fall ist jedoch Untergitter- oder Clustersynchronisation
moglich, wenn man x; = yu setzt, wobei u € NO. In diesem Falle konnen alle
Einheiten, fiir die z; = y u gilt, miteinander mischen. Da in jedem Zeitschritt alle C;
gemah der Struktur des Netzwerkes um eine Einheit weitergereicht werden, erhilt
man y als Anzahl der Untergitter.

Ein Beispiel fiir Untergittersynchronisation ist in Abb. dargestellt. Der unidi-
rektionale Ring aus sechs Einheiten und einer Abkiirzung{ﬂ hat einen Mischungspunkt
und zwei Zyklen mit y = 3 als gemeinsamen Teiler. Das Netzwerk weist somit Un-
tergittersynchronisation auf, wobei y = 3 der Anzahl der Untergitter entspricht.

Nach der Durchmischung der Farben, sei es in der vollstdndigen oder in der Un-
tergittersynchronisation, miissen die durchmischten Farben alle Einheiten des Netz-
werkes erreichen. Ab diesem Zeitpunkt ist ein Einsetzen der Synchronisation méglich.

Man beachte, dass auch in Netzwerken, in denen eine vollstindige Durchmischung
stattfindet, fiir bestimmte Parameter Untergittersynchronisation moglich ist. Die
Abhéngigkeit verschiedener Untergittersynchronisationen von den Kopplungs- und
Abbildungsparametern wurde in [36H38] untersucht. Das Mischungsargument kann

?siehe auch [91]
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Abbildung 7.2: Netzwerk mit einem Mischungspunkt, Einheit 1, und zwei Zyklen mit
gemeinsamen Teiler y = 3. Es synchronisieren jeweils die Einheiten
1 und 4, 2 und 5, sowie 3 und 6 isochron miteinander.

somit eine Aussage iiber die mdglichst vollstdndige Synchronisation treffen.

Ein Beispiel fiir vollstdndige Synchronisation ist in Abb. zu sehen. Es handelt
sich hier um einen unidirektionalen Ring mit einer zusdtzlichen Verbindung von
Einheit 3 zu Einheit 1@ Finheit 1 ist in diesem Netzwerk der einzige Mischungspunkt.
Von ihm gehen m = 2 Zyklen aus mit der Lédnge L; = 3 und Lo = 4. In Abb. ) ist
die Einfirbung der Einheiten zum Zeitpunkt ¢ = 0 zu sehen. C1 ist hierbei gelb. Im
néchsten Zeitschritt, ¢ = 1, abgebildet in Abb. ) hat Einheit 1 eine Mischung der
Ursprungsinformationen von Einheit 3 und 4 erhalten. Alle Farben wurden geméf
der Netzwerkstruktur weitergereicht. Jeweils zu den Zeitpunkten tc, = 3k + 4ko,
k; € NO, erreicht C' wieder den Mischungspunkt. Dies ist in den Abbildungen ),
e), g), h), 1), j), k) zu sehen, die den Zeitpunkten ¢ = 3,4,6,7,8,9, 10 entsprechen.
Die Einheiten mit x; = 1 sind in diesem Netzwerk Einheit 3 und 4. C3 und Cy
konnen mit C7 mischen, da GI. fiir sie erfiillt ist. Zum Zeitpunkt ¢t = 4 treffen sie
gemeinsam im Mischungspunkt zusammen, siehe Abb. ) Zum Zeitpunkt ¢t = 7,
Abb. [7.1p), sind alle Farben C; bis Cy in Einheit 1 gemischt. Nach drei weiteren
Zeitschritten, t = 10, Abb. ) haben die durchmischten Farben Cj bis Cy alle
Einheiten des Netzwerkes erreicht.

7.2 Mischungsargument in zusammenhdngenden
Netzwerken

In Abschnitt wurden stark zusammenhéngende Netzwerke untersucht. In diesem
Abschnitt sollen Netzwerke analysiert werden, welche nicht stark zusammenhéngen,

3Eine numerische Untersuchung dieses Netzwerkes, sowie anderer gerichteter Netzwerke, findet
sich in [91].



Abbildung 7.3: Vollsténdig verbundene, jedoch nicht stark zusammenhéngende Netz-
werke, entnommen aus [91, Abb. 17]. (a) Die Einheiten 1,4,5 und 6
bilden ein Unternetzwerk deren Informationen nicht zu allen Einhei-
ten gelangen konnen, es ist |y, | = 1. (b) Transponiertes Netzwerk,
hier bilden die Einheiten 2,3 und 7 ein Unternetzwerk, deren Informa-
tionen nicht alle anderen Einheiten erreichen kénnen. Es ist |y, ;| < 1.

jedoch vollstdndig verbunden sind. Das bedeutet, dass es im Netzwerk Paare von Ein-
heiten ¢ und 5 gibt, mit einem Weg von ¢ nach j, jedoch nicht von j nach ¢. Numerische
Berechnungen des zweitgroften Eigenwertes in [91] haben gezeigt, dass solche Netz-
werke sowohl |y1| = 1 als auch |v;1| < 1 aufweisen kénnen. Ein Beispiel aus [91, Abb.
17] ist in Abb. zu sehen. Abb. [7.3[b) ist hierbei das transponierte Netzwerk von
Abb. [7.3(a), d. h. die Richtung aller Verbindungen wurde umgedreht. Beide Netz-
werke besitzen ein Unternetzwerk, dessen Informationen nicht an alle Einheiten im
Netzwerk gelangen kénnen. So gibt es in Abb. [7.3|a) keinen Pfad von Einheit 1 nach
Einheit 2, in Abb.[7.3|a) hingegen gibt es keinen Pfad von Einheit 2 nach Einheit 1.
Trotz dieser Gemeinsamkeiten unterscheiden sich die beiden Netzwerke in ihrem Syn-
chronisationsverhalten. Wiahrend Abb. (a) einen zweitgroften Eigenwert |y, ;| = 1
aufweist, ist bei Abb. (b) [71,4] < 1. Somit ist eine vollsténdige Synchronisation un-
abhiingig von den Verzogerungszeiten fiir Abb. [7.3{b) stets moglich. Fiir Abb. [7.3|(a)
hingegen muss erst die Stabilitdtsgleichung in Abhéngigkeit der Verzogerungszeiten
gelost werden, bevor eine Aussage iiber die vollstindige Synchronisation getroffen
werden kann.

Dieser Unterschied lasst sich mit dem Mischungsargument interpretieren. Dieses
besagt, dass Einheiten miteinander isochron synchronisieren kénnen, wenn sie Zu-
gang zu einer isochronen Mischung aller relevanten Informationen haben. Von Bedeu-
tung ist hierbei, dass nicht alle Informationen, bzw. nicht alle Trajektorien aller Ein-
heiten fiir die Synchronisation relevant sind. Bei zusammenh#ngenden, jedoch nicht
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stark zusammenhingenden Netzwerken lassen sich die Einheiten im Allgemeinen in
zwei Gruppen einteilen. Zum einen gibt es Einheiten, von denen aus jede andere Ein-
heit im Netzwerk erreicht werden kann. In Abb.[7.3|(a) sind dies die Einheiten 2,3 und
7,in Abb.[7.3(b) sind dies die Einheiten 1,4,5 und 6. Diese Einheiten sind per Defini-
tion miteinander stark zusammenhéngend verbunden, sie werden als Masternetzwerk
bezeichnet.

Des Weiteren gibt es Einheiten, von denen aus nicht zu jeder anderen Einheit ein
Pfad gefunden werden kann. Diese sind nicht notwendigerweise miteinander verbun-
den. Sie werden als Unternetzwerk(e) bezeichnet. In den hier gezeigten Beispielen
handelt es sich stets um stark zusammenhingende Unternetzwerke, dies ist jedoch
keine notwendige Bedingung. Notwendig fiir |y;,[ < 1 ist nun lediglich eine voll-
stdndige Durchmischung des Masternetzwerkes. Die Informationen gelangen in alle
Unternetzwerke und “{iberschreiben” wegen der Normierung der Kopplungsmatrizen
die dort vorhandenen Informationen.

Dieser Vorgang wird in Abb. [7.4] mit dem bereits in Abschnitt verwendeten
Farbenmodell dargestellt. In diesem Beispiel bilden die Einheiten 1-4 das Masternetz-
werk. Es handelt sich um das gleiche Netzwerk, das bereits in Abb. untersucht
wurde; eine vollstdndige Mischung findet statt. Zusdtzlich bilden die Einheiten 5
und 6 ein Unternetzwerk, von dem aus kein Pfad ins Masternetzwerk fithrt. Wie
in Abb. zu sehen ist, mischt das Masternetzwerk und tberschreibt die Infor-
mationen des Unternetzwerkes. Daraus ldsst sich folgern, dass fiir eine vollstindige
Synchronisation nur die Mischung im Masternetzwerk relevant ist.

Dies erklért somit |y, ;[ = 1 von Abb. (a), bzw. [y1,] <1 von Abb. [7.3(b). Eine
geeignetere Darstellung der Netzwerke aus Abb. findet sich in Abb. [7.5] Hier
sind Masternetzwerk und Unternetzwerk getrennt dargestellt. Das Masternetzwerk
in[7.5(a), bestehend aus den Einheiten 2, 3 und 7, hat keinen Mischungspunkt, somit
ist |yy,] = 1. Hingegen enthdlt das Masternetzwerk in (b), bestehend aus den
Einheiten 1, 4, 5 und 6, zwei Mischungspunkte sowie Zyklen der Linge 3 und 4,
somit ist [y, < 1.

7.3 Mischungsargument und optimale
Kopplungsparameter

Je kleiner der betragsméfig zweitgrofte Eigenwert v;; des Netzwerkes ist, desto
chaotischer darf fiir eine stabile Chaossynchronisation die Abbildung sein, die ver-
wendet wird. Dies folgt aus der Master Stability Funktion, wie in Abschnitt
beschrieben. Es ist demnach von Interesse, Kopplungsparameter zu finden, welche
Y1, minimierenﬂ Dem Mischungsargument folgend kann man als entscheidende Fak-
toren die Langen der Zyklen sowie deren Verhéiltnisse identifizieren. In Netzwerken,
welche zwei Zyklen L; und Lo aufweisen, die sich in einem Mischungspunkt treffen,
sei o der Kopplungsparameter des kleineren Zyklus Ly und 1 — o der des groferen

*Eine Optimierung eines gerichteten Netzes, wenn sowohl Kopplungsparameter, als auch Topologie
des Netzes bei gleichbleibender Grofe des Netzes variabel sind, wurde in [94] [95] hergeleitet.
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9 h)

Abbildung 7.4: Mischungsprozess in einem nicht stark zusammenhéngenden Netz-
werk. Die Einheiten 5 und 6 bilden ein Unternetzwerk, dessen Infor-
mationen nicht zum Masternetzwerk gelangen kénnen, welches aus
den Einheiten 1-4 besteht. Das Masternetzwerk mischt vollstédndig.
Durch Verdringung der Information des Unternetzwerkes (lila und
weifs) kann es zur vollstédndigen Synchronisation kommen.
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Abbildung 7.5:

(a) Alternative Darstellung des Netzwerkes (a). Die Einheiten
2, 3 und 7 bilden das Masternetzwerk, welches das Unternetzwerk
antreibt. Da das Masternetzwerk keinen Mischungspunkt aufweist,
ist [y1,] = 1. (b) Alternative Darstellung des Netzwerkes (b) Die
Einheiten 1, 4, 5 und 6 bilden das Masternetzwerk welches das Un-
ternetzwerk antreibt. Das Masternetzwerk hat zwei Mischungspunk-
te, die Einheiten 5 und 6, sowie teilerfremde Zyklen. Es ist somit

71, < 1.
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Abbildung 7.6: Optimale Kopplungsparameter fiir verschiedene Netzwerke. Blaue
Punkte aus numerischen Berechnungen von F. Geifsler aus [92] 93].
Violette Vierecke aus GI. . Die untersuchten Netzwerke 1-7 sind
in Abb. [7.7] aufgelistet, die verwendeten Werte in Tab. [7.1]

1) g 2) z E 3)
@5) @6) @7)
Abbildung 7.7: Aufstellung der in Abb. verwendeten Netzwerke aus [92, Abb. 1,
5, 9] und [93, Abb. 1, 2, 3, 4]. Die dazugehdrigen numerischen Werte

fiir den optimalen Kopplungsparameter og,: aus [92, 93] sowie die
mit Gl. (7.3) berechneten Werte finden sich in Tab.
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’ #N ‘ Oopt,numerisch ‘ Oopt,GUTJ ‘

1 0.625 0.625
2 0.625 0.625
3 0.625 0.625
4 0.703358 0.7

b} 0.793152 0.785714
6 0.590578 0.6

7 0.571894 0.583333

Tabelle 7.1: Tabelle der numerischen Werte fiir o,y aus [92, O3], sowie der
entsprechenden Werte aus Gl. (7.3) fiir die in Abb. dargestellten
Netzwerke.

Zyklus Lo.

Es lédsst sich folgende Formel aufstellen

Ly

o (7.3)

Uopt =1-
GlL. gibt in guter Ndherung den optimalen Kopplungsparameter o, wieder,
dessen |y; ;| minimal ist. Ein Vergleich zwischen Ergebnissen aus Gl. und nu-
merischen Ergebnissen ist in Abb. [7.6] sowie in Tab. [7.I] dargestellt. Die verwendeten
Netzwerke sind in Abb. dargestellt.
Der zweitgrofite Eigenwert ldsst sich als betragsméfig grofiter Wert aus folgender
Gleichung berechnen

zl? — aopthQ_Ll +oopt —1=0 (7.4)

welche aus dem Eigenwertproblem des Netzwerkes hervorgeht. Daraus folgt, dass
fiir Lo — oo bei endlichem L; fiir den optimalen Kopplungsparameter oy, — 1
gilt, was einem Zerfall des Netzwerkes in zwei Subnetzwerke entspricht, was eine
Synchronisation verhindert. Es zeigt sich zudem, dass es fiir die Synchronisation

nicht von Bedeutung ist, ob sich die Zyklen iiber dieselben Einheiten erstrecken,
oder nichtPl

®Selbiges wurde auch in [96] hergeleitet.
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7.4 Mischungsargument und Potenzen der
Kopplungsmatrix

Der Mischungsvorgang kann auch anhand des Potenzierens der Kopplungsmatrix G
nachvollzogen werden. Der Mischungszustand eines Netzwerkes zum Zeitpunkt ¢ wird
hierbei an der Matrix G* abgelesen. Die Kopplungsmatrix des Netzwerkes in Abb.
lautet

003 3 00
1000 00
000100
“E=| 0100 00 (7:5)
000001
0003 1o

Die Spalten der Matrix G* entsprechen den Farben C; im Netzwerk, die Zeilen den
Einheiten j. In jeder Reihe sind somit die Anteile der Farben C) an der Einheit
ablesbar. Den Spalten kann man entnehmen, auf welche Einheiten sich eine Farbe
bereits verteilt hat. Man betrachte Zeitschritt ¢ = 7, Abb. [7.4h). In Einheit 1 befin-
den sich zu diesem Zeitschritt die Farben C1-CYy, ihre Anteile lassen sich in Zeile 1
ablesen. Die Farben des Untersystems, C5 und Cg kénnen per Definition nicht ins
Mastersystem gelangen, weswegen die Spalten 5 und 6 in den Zeilen 1-4 stets Null
sind.

0.5 025 0.125 0.125
0.25 0.5 0 0.25
G 0.5 0 025 0.25
(. 0 025 0.25 0.5
0.25 0.375 0.125 0.125 0  0.125
0.375 0.125 0.125 0.3125 0.0625

o O O O

0
0
0
0 (7.6)
0

Da die Zeilen der Kopplungsmatrix normiert sind, gehen fiir ¢ — oo sdmtliche Ein-
trége in den Spalten des Untersystems gegen Null. In den Spalten Cj,,, wobei jy
die Einheiten des Mastersystems bezeichnet, ist hingegen fiir ¢ — oo jeder Eintrag
ungleich Null. Dies entspricht einer Verbreitung der durchmischten Informationen im
Gesamtsystem und ldsst auf |, ;| < 1 schlieken. Im Wesentlichen handelt es sich bei
einer solchen Kopplungsmatrix um eine ergodische Markov-Kette [97].

In gleicher Art lassen sich Netzwerke mit einer mdglichen Untergittersynchroni-
sation als regulire Markov-Ketten darstellen. So lautet die Kopplungsmatrix des
Netzwerkes in Abb. [Z.2]

G =

SO OO~ O
OO O = OO
OO = O OoON=
O = OO OO
_ o O O oo
O O O O OoON
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Abbildung 7.8: Zwei Einheiten mit zwei bidirektionalen Kopplungen und den
Verzogerungszeiten 7 und 7.

Fiir t — oo lauten die potenzierten Matrizen

200100 00200 % 0200 1%
02 004%0 200 % 00 00200
Gt e 00 200 3 020030 200 310
200%00(f 0020045 ]|'|0300
2 1 2 1 2
0200 %0 200 3 00 00 %00
00200 3 02 004%0 200 4% 0

wobei t3 € {3n,3n + 1,3n + 2} mit ganzzahligem n — oo. In jeder Einheit mischen
stets nur zwei der sechs Farben, es handelt sich somit um Untergittersynchronisation
mit drei Untergittern. Ein solches Netzwerk entspricht einer regularen Markov-Kette
[97].

7.5 Mischungsargument in Netzwerken mit mehreren
Verzogerungszeiten

In den Abschnitten [7.1] und [[.2] wurden Netzwerke ohne lokalen Term und mit nur
einer Verzogerungszeit 7 = 1 betrachtet. Man beachte hierbei, dass der Wert der
Verzogerungszeit nicht notwendigerweise Eins sein muss, um dem Mischungsargu-
ment zu geniigen. Wichtig ist in diesem Zusammenhang lediglich, dass in den Ab-
schnitten Netzwerke mit nur einer Verzégerungszeit untersucht wurden. Ist
7 > 1, so gelten die dort gemachten Uberlegungen jeweils fiir Zeitschritte ¢,, welche
Vielfache der Verzdgerungszeit 7 sind.

In diesem Abschnitt werden Netzwerke mit mehreren Verzogerungszeiten betrach-
tet. Es wird gezeigt, dass durch das Einfiigen sogenannter virtueller Einheiten auch
in Netzwerken mit mehreren 7; das Mischungsargument verwendet werden kann.
Virtuelle Einheiten zeichnen sich dadurch aus, dass sie Informationen nicht verar-
beiten, sondern lediglich an ihre Nachbareinheiten weiterreichen.

Es soll nun ein Netzwerk betrachtet werden, welches die Verzogerungszeiten 7 = 7
und 79 = 27 aufweist. Man betrachte ein Netzwerk aus N = 2 Einheiten, welche tiber

Sw- O Owi— O
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zwei bidirektionale Kopplungen mit 71 und 7 verbunden sind. In Abb. ist ein
solches Netzwerk dargestellt. Die Dynamik eines solchen Netzwerks wird beschrieben
durch

N N
.’L’zzt =01 Z Gl,ijf(xg—T) + 02 Z G27ijf(-'17g_27.) (78)
j J

01

WobeiG1:G2:<1 0

>. Die Stabilitatsgleichung fiir die Stérungsmode k lautet

227 = o112 + 02k = Bra?” + Bra (7.9)

Stabile Chaossynchronisation ist somit fiir folgende Parameter gewahrleistet

‘;(ﬁm — \/5,%71 +46k2)| < 1
‘;(5k,1 +/Br +4Bka)| < 1 (7.10)

und Instabilitédt findet sich fiir |85 1]+ |6k,2| > 1. Das Gebiet ist in Abb. zu sehen,
wobel fiir das in Abb. gezeigte Netzwerk das Gebiet By 1, Or2 < 0 relevant ist.

Man betrachte nun den Informationsfluss in Abb. Uber eine Verbindung wird
ein Signal gesendet, das nach der Zeit 7 die jeweils anderes Einheit erreicht. Das zur
gleichen Zeit losgeschickte Signal iiber die andere Verbindung erreicht den Nachbarn
nach 27. Das Netzwerk wird nun leicht modifiziert, indem virtuelle Einheiten einge-
fiigt werden, welche das Signal auf seinem Weg nicht verdndert, sondern lediglich
weiterreicht. Zwischen den Einheiten gibt es nun nur noch die Verzogerungszeit 7.
Das entsprechende Schema ist in Abb. zu sehen. Die Stabilititsgleichung der
Storungsmode k wird ebenfalls angepasst. Sie lautet nun

zp =0 (7.11)
wobei 0y die Eigenwerte der folgenden Matrix sind

0 Brki1 0 B2
| Bk 0 Bk2 O
Go=| o T (7.12)
0 1 0 0

Die Eigenwerte lauten

b = o(~Brr— /By — ABk2)
O = (~Bra+ /B 4B2)
0 = (0[5 +4Be2)
by = %(ﬂm—k\/M) (7.13)
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2F -
1 ]
Bki OF -
4l j
_2:\ ! P R ! -
-2 -1 0 1 2

B2

Abbildung 7.9: Stabilitdtsgebiet fiir Netzwerke mit den Verzégerungszeiten 7 = 7
und 75 = 27. Eine chaotische Trajektorie ist aufkerhalb des hellblauen
Gebietes gewihrleistet. Fiir ein Paar mit zwei bidirektionalen Kopp-
lungen, dargestellt in Abb. ist das Gebiet B 1, B2 < 0 relevant.

Abbildung 7.10: Zwei Finheiten mit einer bidirektionalen Kopplung und zwei
virtuellen Einheiten 3 und 4, welche eine zweite bidirektionale Kopp-
lung mit doppelt so langer Verzdgerungszeit nachahmen.
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Relevant sind hierbei die Eigenwerte zu den Eigenvektoren, die die virtuelle Einheiten
in die gleiche Richtung storen, hier 83 und 3. Somit stimmt das Stabilitdtsgebiet mit
GL. und Abb. [7.9] iiberein.

Das Mischungsargument lasst sich somit auch auf Netzwerke mit mehreren Ver-
zdgerungszeiten anwenden und durch das Einfiigen virtueller Einheiten veranschau-
lichen. Wichtig fiir eine stabile Synchronisation ist das Mischen von Informationen
in den relevanten Einheiten und die Verbreitung dieser gemischten Informationen im
Netzwerk. Dies ist auch {iber mehrere Verzogerungszeiten moglich. Weitere Beispiele
hierzu finden sich in [8§].






8 Exemplarische Darstellung der
Ergebnisse in anderen chaotischen
Systemen

In den Kapiteln [3] bis [6] wurden Ergebnisse fiir Bernoulli-Netzwerke hergeleitet. Das
Mischungsargument aus Kap. [7] liefert jedoch Hinweise, warum es moglich ist, die
in Bernoulli-Netzwerken gefundenen Ergebnisse auch auf einige andere chaotische
Netzwerke zu verallgemeinern.

Stabile Chaossynchronisation hidngt zum einen von der verwendeten Dynamik,
bzw. Abbildung der einzelnen Einheiten und der Dynamik, bzw. Abbildung ab, die
die gekoppelten Einheiten charakterisieren [62]. In Kap. 3] bis [6] handelt es sich hier
um die Bernoulli-Abbildung. Je chaotischer diese ist, desto schwieriger ist eine sta-
bile Synchronisation. Im Falle der Bernoulli-Netzwerke ist die Steigung o in 8, ; der
mafigebliche Parameter. Des Weiteren ist die Topologie des Netzwerkes von Bedeu-
tung, insbesondere der zweitgrofte Eigenwert des Netzes [5].

Anschaulich lassen sich die genannten Faktoren mit dem Informations-, oder Sig-
nalfluss im Netz erldutern. So ist es zum einen wesentlich, in welcher Art und Weise
die Signale, bzw. Informationen im Netz miteinander in den Mischungseinheiten ver-
mengt werden, wie in Kap. [7] gezeigt. Zum anderen entspricht die Chaotizitdt der
einzelnen Abbildungen der Stirke der Verdnderung des Signals in jeder einzelnen der
besuchten Einheiten. Je chaotischer die einzelnen Abbildungen sind, d. h. je stérker
die Einheiten das Signal verdndern, nach desto weniger besuchten Einheiten muss
die Mischung erfolgen, soll noch eine Synchronisation erreicht werden.

Dieses Prinzip gilt nicht nur fiir Bernoulli-Netzwerke, sondern lésst sich auch in
anderen chaotischen Netzwerken beobachten. Aus diesem Grund lassen sich etliche
der fiir Bernoulli-Netzwerke hergeleiteten Ergebnisse auf andere Systeme tibertragen.
Insbesondere gilt dies fiir Netzwerke gekoppelter chaotischer Halbleiterlaser, welche
durch die Lang-Kobayashi-Gleichungen modelliert werden [ITHI3], [76]. Doch auch
mit iterativen Abbildungen mit nichtkonstanten Steigungen, wie der Zeltabbildung,
lassen sich einige der Ergebnisse wiederfinden [48]. Es zeigt sich jedoch, dass in
einem Netzwerk logistischer Abbildungen die Ergebnisse eines Bernoulli-Netzwerkes
nur sehr eingeschrinkt anzuwenden sind. Durch die invasive Kopplung verschiebt sich
hier die Verteilung der Ableitung auf eine Weise, die die Chaotizitdt des Netzwerks
unterdriicken kann [45] (98] [99].

Einige Vergleiche der hier hergeleiteten Ergebnisse mit verschiedenen System wie
der Rossler Abbildung [100], der logistischen Abbildung, sowie den Lang-Kobayashi-
Gleichungen werden exemplarisch in diesem Kapitel vorgestellt. Fiir einen ausfiihr-

29
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lichen Vergleich insbesondere der Lang-Kobayashi-Gleichungen, sowie der Zeltabbil-
dung mit der Bernoulli-Abbildung wird auf die Arbeit von S. Heiligenthal u. a. in
[48] verwiesen.

In Abschnitt wird die Grofe des Synchronisationsgebietes in Abhéngigkeit der
Verzdgerungszeit 7 untersucht. Abschnitt behandelt die logistische Abbildung im
Zusammenhang mit den in [41 89| gefundenen Linien im (71, 72)-Phasendiagramm,
Abschnitt die Lang-Kobayashi-Gleichungen sowie experimentelle Ergebnisse fiir
gekoppelte Halbleiterlaser.

8.1 Rossler-Netzwerk ohne Riickkopplung mit groBer
Verzogerungszeit

Das Rossler System [100] ist ein System aus drei nichtlinearen gewdhnlichen Diffe-
rentialgleichungen, die folgendermafen lauten

#(t) = —y(t) — 2(t)
i(t) = a(t) + ay() (5.1)
2(t) = b+ [z(t) — ] 2(t)

Man betrachte nun ein Netzwerk, fiir dessen Kopplungsmatrix Zj G;j = 0 gilt, also
mit einem diffusiven Kopplungsschema. Die Einheiten im Netzwerk seien zeitverzogert
x(t—1)
iiber die Kopplungsfunktion H = 0 verbunden. Die Eigenmoden & sind
0
somit iiber folgende Differentialgleichungen definiert, wobei in dieser Notation auf
den Index k verzichtet wurde

&1(t) = —&(t) — &(t) + B&i(t —7)
&(t) = &1(t) + aka(t) (8.2)
&(t) = 2(t)&1(t) + [x(t) — ] &5(t)

Hierbei ist 8 = o7, wobei o der Kopplungsparameter ist und 7 ein Eigenwert
der Kopplungsmatrix G. Da hier Ej Gij = 0 ist der Eigenwert der Stérungsmode
parallel zur Synchronisationsmannigfaltigkeit vy = 0. Die Trajektorie entspricht der
des ungekoppelten Systems und ist fiir die gewédhlten Parameter (a = 0.2, b = 0.2,
¢ = T) chaotisch.
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Figure 8.1: Synchronisationsgebiet fiir ein diffusiv gekoppeltes Rossler-Netzwerk in
Abhéngigkeit von der Verzogerungszeit 7 und von (. Es ist 8 = o,
wobei o der Kopplungsparameter ist und ~;, ein Eigenwert der Kopplungs-
matrix G. Fiir grofse Werte von 7 ist keine stabile Chaossynchronisation

moglich, vgl. [82].

. (1)

Man berechne nun numerisch mit £(¢) = | &2(t) | den Lyapunov-Exponenten A,

&(1)
der wie folgt definiert ist:

_ 1 ST Pat

2% JT 1€ 2at
_ iln t [(él(t)At)2 + <£2(t)At>2 . (gg(t)At) 2]
2t ZS [(‘51 (t)At)Q + (E.Z(t)At)z R (ég(t)At) 2}

t+1
(8.3)

A wird nun in Abhéngigkeit von 7 und untersuchtﬂ Chaossynchronisation ist
moglich fiir das in Abb. dargestellte Gebiet, fiir das A negative Werte annimmt.
Fir sehr grofte Werte von 7 nimmt das Synchronisationsgebiet ab bis es schlieflich
ganz verschwindet [82]. Dies entspricht dem in Kap. [4] hergeleiteten Ergebnis.

8.2 Logistische Abbildung mit zwei Verzégerungszeiten

In Abschnitt wurde der Zusammenhang zwischen den in [41, 9] gefundenen
Linien im (71, 72)-Diagramm und den Symmetrien der Stabilititsgleichung erldutert.

'Es wurde hierbei At = 107® gewihlt. Fiir At = 107* und At = 10" #ndert sich das Ergebnis
nicht.
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In diesem Abschnitt soll die Korrelation gekoppelter logistischer Abbildungen in
Abhéngigkeit der beiden Verzogerungszeiten untersucht werdenﬂ
Die logistische Abbildung [101), 102] ist definiert als

flz)=rz(1—x) (8.4)

wobei hier r = 4 gewdhlt wurde, ein Parameter, fiir den die logistische Abbildung
chaotisch ist. Man betrachte nun zwei Einheiten, die iiber zwei bidirektionale Kopp-
lungen mit 71 und 7o verbunden sind, wie in Abb. gezeigt. Man beachte, dass
es sich hier um eine invasive und nicht mehr um eine diffusive Kopplung wie in
Abschnitt handelt. Die dynamischen Gleichungen lauten

()—mﬁ( Do f@?) +oaf(z)
= nof(z) + o1 f(@t ) + o f(atl)) (8.5)

In Simulationen wird die Kreuzkorrelation dieses bidirektional gekoppelten Paars
ohne Riickkopplung fiir mehrere Kopplungsparameter in Abhéngigkeit der Verzige-
rungszeiten 71 und 7o untersucht. Die verwendete Kreuzkorrelation C' berechnet sich

aus folgender Formel
(). (') »

_szé ) ¢zt 7))’

wobei Z() Mittelwerte sind. Die Startwerte der beiden Einheiten sind fast identisch
(x gl) = 0.9999930;?)). In Abb. sind fiir die Werte 9 = 0.2, 01 = 02 = 04
(Abb. [8.2(a)) sowie fiir die Werte 79 = 0.02, o1 = o2 = 0.49 (Abb. B.2[b)) die
71, T2 Werte eingetragen, fiir die die Einheiten des gekoppelten Paares eine Kreuzko-
rrelation von C > 0.99 aufweisen. Fiir ein doppelt bidirektional gekoppeltes Paar
sei das Verhéltnis der Verzogerungszeiten 1o/71 = p/q, wobei p und ¢ teilerfremd
sind. Stabile Chaossynchronisation im Bernoulli-Netzwerk ist ausgeschlossen, wenn
p und ¢ beide ungerade sind. Man betrachte nun die Linien in Abb. [8.2](a). Sie fol-
gen z. B. den Gleichungen 719 = 3121 + 1, 12 = 271, T12 = 721 + 1. p und ¢
sind somit nicht beide ungerade. Anders hingegen in Abb. [8.2b). Hier existieren
fiir die Verzogerungszeiten die Gleichungen 7y 2 = 779 1, sowie 371 2 = 572 1. Dies ist
moglich, da im logistischen Netzwerk durch die invasive Kopplung die Trajektorie zu
einer nicht chaotischen Trajektorie gedndert wird. Dies geschieht durch eine Verdn-
derung der Verteilung der Werte der Ableitung, welche iiber die Stabilitatsfunktion
eine Minderung des Lyapunov-Exponenten nach sich zieht.

Die in Abb. [8.2(a) und (b) gefundenen Linien werden auf ihre Chaotizitit iiber-
priift. Hierzu Wurde ein zweites doppelt bidirektional gekoppeltes Paar fiir die in
Abb. B.2[a) und (b) gefundenen Punkte mit fast identischen Startbedingungen si-
muliert und die Kreuzkorrelation C'1 zwischen den beiden Paaren berechnet. Handelt

*In Zusammenarbeit mit M. Zigzag.
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es sich um chaotische Systeme, so ist die Kreuzkorrelation C1y zwischen beiden Paaren
niedrig. Fiir ein doppelt bidirektional gekoppeltes Bernoulli-Paar ist eine Verteilung
der Kreuzkorrelation Cip in Abb. dargestellt. Hierzu wurde Cyy fur alle (11, 72)-
Werte ermittelt, fiir die die Kreuzkorrelation der beiden Partner innerhalb eines
Paares C' > 0.99 ergaben.

Es zeigt sich fiir das logistische Paar in Abb. [8.2fc) und (d), dass bis auf zwei Lini-
en alle gefundenen Synchronisationsparameter zu einer nicht chaotischen Trajektorie
fithren. Es handelt sich somit nicht um stabile Chaossynchronisation im in dieser
Arbeit untersuchten Sinn, da das Chaos des Gesamtsystems durch die Synchronisa-
tion unterdriickt wird. Dieses Ergebnis ist eng verwandt mit den Ergebnissen aus der
Chaossteuerung, in der die Dynamik eines Netzes durch einen zeitverzdgerten Term
auf eine periodische Bahn gezwungen wird [42] [43]. Eine Untersuchung des in diesem
Abschnitt gefundenen Phidnomens findet sich fiir Netzwerke ohne Verzogerungszeit
z. B. in [45] 98], 99], ebenso wie das Auftreten von Chaos durch invasive Kopplung
in einem Netzwerk aus nicht chaotischen Einheiten.

Dass Chaos durch invasive Kopplung im logistischen Netz unterdriickt werden
kann, ist wesentlich fiir eine Ubertragung der in den Kapitelnhergeleiteten Ergeb-
nisse. Die invasive Kopplung fithrt bei logistischen Netzwerken zum Auftreten einer
anderen Dynamik; es handelt sich nicht mehr um stabile Chaossynchronisation. Eine
mogliche Erkldrung dieses Phénomens ist das Vorhandensein unendlich vieler peri-
odischer Fenster innerhalb des chaotischen Bereichs bei der logistischen Abbildung
[49] S. 231].

Es ist somit nicht moglich, beliebige Ergebnisse eines Bernoulli-Netzwerkes auf ein
logistisches Netzwerk zu iibertragen. Dennoch gibt es Ahnlichkeiten, wie beispiels-
weise bei der Synchronisation eines Paares mit einer Riickkopplung und einer Kopp-
lung, die sich durch die gemeinsame Verzogerungszeit 7 auszeichnen [103].

8.3 Lang-Kobayashi-Gleichungen mit zwei
Verzogerungszeiten

8.3.1 Die Jacobi-Matrizen der Lang-Kobayashi-Gleichungen

Wie in Abschnitt gezeigt ist es nicht mdoglich, die fiir ein Bernoulli-Netzwerk
hergeleiteten Ergebnisse auf ein beliebiges chaotisches Netzwerk zu iibertragen. So
kann es vor allem in logistischen Netzwerken zu einer Unterdriickung des Chaos
kommen. Es sollen nun Netzwerke gekoppelter chaotischer Halbleiterlaser untersucht
werden, welche durch die Lang-Kobayashi-Gleichungen modelliert werden [T1HI3]
1041 105].

Die semiklassischen Lasergleichungen eines Halbleiterlasers lauten [106]
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Figure 8.2: Bidirektional gekoppeltes Paar mit zwei Verzogerungszeiten 7, 7 in den
Kopplungen. Aufgetragen sind Punkte im 71, 7-Raum mit einer Kreuz-
korrelation von C' > 0.99. Die verwendeten Parameter sind ng = 0.2,
o1 = og = 0.4 fiir (a) und 1y = 0.02, 01 = o2 = 0.49 fiir (b). Es finden
sich in (b) Werte fiir Verhaltnisse 71 /72, die fiir ein chaotisch synchro-
nisiertes Bernoulli-System ausgeschlossen sind, wie in Kap. [5| gezeigt. Im
logistischen Netzwerk sind sie moglich, da durch die invasive Kopplung
die Trajektorie zu einer nichtchaotischen Trajektorie abgeindert wird.
Dies ldsst sich durch die Simulation eines zweiten bidirektionalen Paa-
res mit fast identischen Startbedingungen zeigen. In (¢) und (d) sind die
Verzogerungszeiten eingezeichnet, fiir die die Kreuzkorrelation zwischen
beiden Paaren C1p < 0.9 betrigt.
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Figure 8.3: Verteilung der Kreuzkorrelation Crr zwischen zwei doppelt bidirektional
gekoppelten Bernoulli-Paaren, welche nicht miteinander verbunden sind.
Es wurde Cfyp fiir diejenigen Verzdgerungszeiten 71, 7o berechnet, fiir
welche die Einheiten innerhalb der Paare eine Kreuzkorrelation von
C > 0.99 aufweisen. Es ist ng = 0.02, 01 = 09 = 0.49.

1
20 = [5 GN) + 5(GIN) = )E(D) (8.7)
SN(1) = T —N(1) - GV B (88)

wobei Gl das komplexe Feld E(t) beschreibt, welches mit Hilfe der Maxwell-
Gleichung ohne Quantisierung des Feldes, hergeleitet wird [106] S. 12]. Gl. ist
die Materiegleichung, welche quantenmechanisch hergeleitet wird und die Anzahl der
invertierten Ladungstrager N (¢) angibt [106]. o bezeichnet den Linienverbreiterungs-
faktor, G(N) die Gewinnfunktion, % die optische Verlustrate. J ist der Pumpstrom
und v die Verlustrate der Ladungstrager.

Lenkt man einen Teil des Laserstrahls wieder zuriick in den Resonator, wird der
Laser chaotisch [11]]. Fiir eine Beschreibung der Dynamik des Lasers geniigt es, den
Einfluss der Riickkopplung auf F(t) zu beriicksichtigen, Gl. bleibt unverindert.
Die Dynamik des komplexen Feldes E(t) lautet nun

d e 1 1 ot
aE(t) = EG(N) + i(G(N) - T—p) E(t)+rE(t —T)e (8.9)

wobei wy die Frequenz des Lasers ist, x die Riickkopplungsstirke und 7 die Verzo-
gerungszeit, die das Laserlicht bendtigt, um zuriick in den Resonator gekoppelt zu
werden.

Fiir eine Simulation der Lasergleichungen spaltet man iiblicherweise das komplexe
Feld mit dem Ansatz E(t) = Ey(t)e'®® in seine Amplitude Eo(t) und seine Phase
¢(t) auf. Die Dynamiken von Amplitude und Phase lassen sich mit folgenden Glei-
chungen beschreiben:
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gEo(t) 1 (G(N) - T1> Eo(t) + kEo(t — 7) cos [woT + ¢(t) — ¢(t —7)] (8.10)
Eo(t — ’7')

T2
9oty = Lana — w227 g lwgr + () — Bt — 7] (8.11)
ar 2 Eo(t)
Ein anderer Ansatz, der zum gleichen Ergebnis fithrt, ist die Aufteilung des kom-
plexen Feldes in seinen Real- und Imaginéarteil.

Der Ansatz lautet E(t) = Re [E(t)] +Im [E(t)] = R(t) +¢I(t). Mit diesem Ansatz
und e~ ™07 = cos(wpT)—12sin(wp7) erhilt man aus Gl. als Realteil des komplexen

Feldes E(t) die Gleichung

d o 1 1
aR(t) = —EG(N)I(t) +3 [G(N) - 7_})] R(t)
+ kR(t — 7) cos(woT) + KI(t — 7) sin(woT) (8.12)
und fiir den Imaginirteil
d o 1 1
&I(t) = 5G(N)R(t) +3 [G(N) - Tp] I(t)
— kR(t — 1) sin(woT) + KI(t — T) cos(woT) (8.13)

Fir die Berechnung der Master Stability Funktion ist die Berechnung der Jacobi-
Matrizen der lokalen Funktion und der Kopplungsfunktionen notwendig [5l, [85]. Ver-
wendet man GI. und GI. , zeigt sich, dass die Jacobi-Matrizen der Kopp-
lungen konstant fiir feste Werte von wg und fiir eine konstante Verzogerungszeit 7
sind. Dies gilt fiir Riickkopplungen und externe Kopplungen, lediglich die Jacobi-
Matrix des lokalen Terms ist nichtkonstant. Die Verteilung der Werte der Jacobi-
Matrix des lokalen Terms wurde von S. Heiligenthal untersucht [107].

Dass die Jacobi-Matrizen der Riickkopplung und der Kopplung konstant sind, 14sst
vermuten, dass die Ergebnisse aus Bernoulli-Netzwerken auch auf Lang-Kobayashi-
Netzwerke anwendbar sind. Die nichtkonstante Jacobi-Matrix des lokalen Terms
entspricht der Verteilung der Steigung des lokalen Terms in einem Netzwerk iterati-
ver Abbildungen. Ein solches Modell wurde in [I08] untersucht. So zeigt sich in [108]
S. 79|, dass beispielsweise die in Kap. [5| gefundenen Symmetrien durch gaufiverteilte
Storungen der (B nicht zerstort werden. Dies ist ein Hinweis auf die Moglichkeit der
Ubertragung der in Bernoulli-Netzwerken erzielten Ergebnisse auf Netzwerke chao-
tischer Halbleiterlaser.
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8.3.2 Bernoulli, Lang-Kobayashi und experimentelle Ergebnisse in
einem System mit zwei Verzdgerungszeiten

Man betrachte nun erneut ein Paar ohne Riickkopplungen, welches iiber zwei bidi-
rektionale Kopplungen mit den Verzogerungszeiten 7 und m verbunden ist, wie in
Abb. gezeigt.

Laut den Ergebnissen aus Kap. [flund[7]ist Synchronisation fiir ein solches Bernoulli-
Netzwerk nicht moglich, wenn beide teilerfremde Variablen p und ¢ aus 7o/71 =
p/q ungerade sind. Simulationen der Lang-Kobayashi-Gleichungen eines solchen Sy-
stems zeigen, dass fiir solche Werte nur geringe Korrelationen zwischen den bei-
den Einheiten gefunden werden konnen, eine Synchronisation also nicht méglich ist.
Somit bestitigen die Simulationen der Lasergleichungen die Ergebnisse der Bernoulli-
Netzwerke. Auch experimentelle Untersuchungen wurden zu diesem Modell durchge-
fithrt [65], die Ergebnisse aller drei Untersuchungen sind in Abb. dargestellt.
Fiir die Lang-Kobayashi-Gleichungen wurde eine Zeitverzégerung auf 71 = 10ns fi-
xiert, 7o wurde variiert. Die Kopplungsparameter zwischen den beiden Lasern be-
trugen o1 = o2 = 50 ns~! und entsprachen wie alle anderen Parameter denen
des Experiments. Die Ergebnisse des Bernoulli-Paares wurden ebenfalls aus einer
Simulation gewonnen. Da es keine kanonische Umrechnung zwischen den Parame-
tern eines Bernoulli-Netzwerks und eines Lang-Kobayashi-Netzwerks gibt, wurden
die Kopplungsparameter derart gewihlt, dass eine optimale Ubereinstimmung zwi-
schen beiden Systemen erzielt wurde. Dies resultierte in den Bernoulli-Parametern
noc = 0.45 und o1 = oga0 = 0.3. Wie in Abb. .4 gezeigt, stimmen alle drei Systeme
im Rahmen der Standardabweichung in ihren Ergebnissen iiberein.

Ein umfangreicher Vergleich der mit Hilfe der Master Stability Funktion fiir Ber-
noulli-Netzwerke gefundenen Ergebnisse mit Ergebnissen der Lang-Kobayashi-Glei-
chungen ist in [48] zu finden.
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Figure 8.4:
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Entnommen aus [65, Abb. 3]. Fiir verschiedene Verhéltnisse der
Verzogerungszeiten 7o /7 wird die Kreuzkorrelation eines doppelt bidi-
rektional gekoppelten Paares dargestellt. Abgebildet sind Ergebnisse aus
Simulationen eines Bernoulli-Paares (Quadrate), eines Lang-Kobayashi-
Paares (Punkte) und experimentelle Ergebnisse zweier gekoppelter Halb-
leiterlaser (Dreiecke). Die experimentellen Ergebnisse stammen aus der
Arbeitsgruppe von M. Rosenbluh. Die Fehlerbalken entsprechen der Stan-
dardabweichung aus fiinf Simulationen des Lang-Kobayashi-Paares.



9 Zusammenfassung und Ausblick

9.1 Zusammenfassung

Fiir ein Bernoulli-Netzwerk mit zeitverzogerten invasiven Kopplungen wurden mit
Hilfe der Master Stability Funktion [5 B5] analytische Ergebnisse hergeleitet. Die
Stabilitdtsgleichung in einem solchen Netzwerk reduziert sich zu einem Polynom vom
Grade der grofsten Verzogerungszeit, welches beispielsweise mit dem Schur-Cohn-
Theorem [79] untersucht werden kann.

Es wurden Abschnitte im Parameterraum gefunden, welche unabhingig von den
Verzogerungszeiten stets instabil oder stets stabil sind. Hierbei wurde der Satz von
Gershgorin [80] verwendet, sowie die Bedingung, dass die Stérungsmode parallel zur
Synchronisationsmannigfaltigkeit stets instabil sein muss um eine chaotische Trajek-
torie zu erhalten.

Fiir ein System mit einer Verzdgerungszeit wurde gezeigt, dass stabile Chaossyn-
chronisation nicht méglich ist, wenn die Verzdgerungszeit sehr viel groker ist als
die lokale Zeitskala, bzw. die lokale Lyapunovzeit [82]. Fiir ein System ohne Riick-
kopplung zeigt sich insbesondere in GI. , Iv1.1] < e M, der Zusammenhang
zwischen Topologie, Verzogerungszeit und Synchronisierbarkeit. Dieser findet sich
auch in anderen chaotischen Systemen [48].

Fiir ein System mit mehreren Verzogerungszeiten lassen sich anhand von Symme-
trieiiberlegungen bestimmte Bereiche im Parameterraum als Bereich fiir eine sta-
bile Chaossynchronisation ausschliefsen. Dies hingt zum einen davon ab, ob das
Netz bipartit ist, des Weiteren, wie die Verzogerungszeiten der Kopplungen und
Riickkopplungen in ihrem Verhéltnis zueinander stehen. So kann beispielsweise ein
doppelt bidirektional gekoppeltes Paar keine Chaossynchronisation aufweisen, wenn
sich die beiden Verzogerungszeiten als Verhiltnis teilerfremder ungerader ganzer
Zahlen schreiben lassen [65]. Dieses Ergebnis gilt fiir beliebige Verzégerungszeiten,
sofern kein lokaler Term vorhanden ist. Ist ein lokaler Term vorhanden, miissen die
Verzogerungszeiten gro¥ gegeniiber der Dynamik des lokalen Terms sein, ansonsten
wird die Symmetrie im Parameterraum zerstort.

Des Weiteren wurde fiir ein bipartites Netzwerk gezeigt, dass eine Konfiguration
mit zwei grofen Verzogerungszeiten, welche leicht voneinander abweichen, nicht zu
stabiler Chaossynchronisation fithren kann [48].

Die mit der Master Stability Funktion gefundenen Ergebnisse der Bernoulli-Netz-
werke lassen sich mit dem selbstkonsistenten Mischungsargument interpretieren. Die-
ses geht davon aus, dass fiir eine stabile Chaossynchronisation die Signale aller
Mastereinheiten eines Zeitschrittes in sogenannten Mischungseinheiten mischen und
sich im Laufe der Zeit im Netzwerk verteilen. Dies ist beispielsweise der Fall, wenn alle

65
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Zyklen eines Netzwerkes teilerfremd sind [78], [88] und lasst sich auch auf Netzwerke
mit mehreren Verzogerungszeiten anwenden. Mischen nur einzelne Mastereinheiten,
kann es zu Untergitter-, bzw. Clustersynchronisation kommen.

Schlieflich wurde versucht, die fiir Bernoulli-Netzwerke hergeleiteten Ergebnisse
auf andere chaotische Netzwerke zu iibertragen. Hier zeigte sich, dass sich beigpiels-
weise logistische Netzwerke nur bedingt dafiir eignen. Der Grund dafiir ist, dass durch
die invasive Kopplung das Chaos in einem logistischen Netzwerk leicht unterdriickt
werden kann [98], [99]. Hervorzuheben ist jedoch die hervorragende Ubereinstimmung
der Ergebnisse von Bernoulli-Netzwerken und Netzwerken gekoppelter Halbleiter-
laser - sei es in der Simulation oder im Experiment. Ein ausfiihrlicher Vergleich
von analytischen Ergebnissen aus Bernoulli-Netzwerken und Simulationsergebnis-
sen der Lang-Kobayashi-Gleichungen wird in [48] vorgestellt. Hinweise fiir das gute
Ubereinstimmen wurden in der Konstanz der Jacobi-Matrizen der Kopplungs- und
Riickkopplungsterme der linearisierten Gleichungen gefunden.

9.2 Ausblick

Da der Zusammenhang der teilerfremden Zyklen mit der Groke des zweitgroften
Eigenwertes der Kopplungsmatrix in der Theorie nichtnegativer Matrizen bekannt ist
[78], stellt sich die Frage, ob weitere Ergebnisse, die sich mit Hilfe des Mischungsargu-
mentes herleiten lassen, sich ebenfalls auf Erkenntnisse aus der Mathematik stiitzen
kénnen. Es wére interessant, auch Probleme wie die der optimalen Kopplungspa-
rameter aus der Theorie nichtnegativer Matrizen abzuleiten und so das Mischungs-
argument auf ein solides Fundament zu stellen. Die Arbeiten in [94] sind hierbei ein
Anfang.

Des Weiteren lohnt sich eine ndhere Untersuchung des Zusammenhangs der Ergeb-
nisse aus Bernoulli-Netzwerken und Lang-Kobayashi-Netzwerken. Da letztere das
Verhalten von gekoppelten Halbleiterlasern modellieren, deren Experimente mit ei-
nigem Aufwand verbunden sind, ist eine Ubereinstimmung einer einfachen iterativen
Abbildung mit den gekoppelten Differentialgleichungen von groffem Interesse. Bevor
verschiedene Konfigurationen mit den Lasergleichungen modelliert werden, kann das
Bernoulli-Modell verwendet werden. Auf diese Weise lassen sich auch analytische
Ergebnisse erzielen. Eine detailliertere Untersuchung des Zusammenhanges der Lang-
Kobayashi-Gleichungen mit der Bernoulli-Abbildung ist daher wiinschenswert. Auch
andere Modelle, welche gekoppelte Differentialgleichungen beinhalten, aus denen kon-
stante Jacobi-Matrizen hervorgehen, sollten in diesem Zusammenhang untersucht
werden.



A Anhang

A.1 Master Stability Funktion anhand eines Beispiels

Die Master Stability Funktion (MSF) liefert ein notwendiges Kriterium fiir die Sta-
bilitdt von Synchronisation. Die Herleitung der MSF in einem Netzwerk ohne zeit-
verzogerte Kopplungen soll hier anhand eines einfachen Beispieles veranschaulicht
werden.

Man betrachte einen ungekoppelten Oszillator der Dimension m = 2, dessen Dy-
namik durch folgende Gleichung beschrieben wird

m:(§>:H@:me (A1)

Es seien nun in einem Netzwerk N = 3 solcher Oszillatoren miteinander gekoppelt.
Allgemein ldsst sich die Kopplungsmatrix eines solchen Netzwerkes schreiben als
N x N-Matrix

Gi1 G2 Gis
G = Go1 Gog Gog (AQ)
Gsz1 Gz Gs3

Im allgemeinsten Fall erfolgt die Kopplung der Oszillatoren iiber ihre x- und iiber
ihre y- Komponente mit der Kopplungsfunktion

H = H(z) = H(z,y) (A.3)
Die gesamte Dynamik eines einzelnen Oszillators im Netzwerk lautet dann

€; = F(a:l) + 0o Z GZJH(:BJ) (A4)
J

bzw.

( Z ) = Flzi,y;) + oy GyH(xjy;) (A-5)
j
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Die Dynamik des gesamten Netzwerkes lisst sich wie folgt beschreiben

(3r)

x s F(x1,1)
z=| 2, | = <y.2> = | F(z2,y2) |+
x3 : F(z3,y3)
€3
(i)
G Giz2 G H(x1,91)
+o | Ga1 G2 Gag H(z2,y2) (A.6)
Ga1 Gz Gss H(x3,y3)
oder vereinfacht
t=1y® F(x)+0G® H(x) (A7)

Die Master Stability Funktion geht nun von kleinen Stérungen der Synchronisations-
mannigfaltigkeit (SM) aus. Als SM bezeichnet man hierbei &1 = 9 = 3 = s =

zs . Entwickelt man kleine Stérungen dx; von der SM mit x; = s + dx;, erhilt
S

man in erster Ndherung

F(s+dx;) = F(s) + DF(s)ox; (A.8)

Man verwende DF(s) = < ?1 ?12 ) und DH(s) = ( gn 512 ) und erhalt
21 F2 21 Hao

0Zy
ox = dx2 | =

(
=)
(
)

< Fi1 Fio 0 0 < 0z >
Fyy Fo oY1
_ 0 ( Fi1 Fio ) 0 < 02 >
Fo Foo 0y2
0 0 < Fiy Fia > < dx3 >
Fo1 Foo 0ys3
Gy ( Hyy Hia > Cio < Hyy Hio ) Gis ( Hy1 His ) ( oy )
Hy  Hy Hy  Hy Hy  Hy oy
Hy1 Hia Hyy Hio Hy1 His 012
to | Gu ( Ha1  Hao > G2 ( Hy1  Hao ) Gzs ( Hy1  Ha ) ( dy2 )
Gy < Hyy Hio > G < Hy o Hio ) G < Hy1 Hio > ( o3 )
Hy  Hy Hy  H Hy1  Hy 0y3
(A.9)
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bzw. zusammengefasst
dx =1y ® DF(s)éx + oG ® DH(s)dx = [Iy ® DF(s) + oG ® DH(s)|ox (A.10)

Diese Gleichung wird nun so transformiert, dass man N unabhingige Gleichungen
erhilt, die die Dynamik einer moglichen Storung in den Eigenmoden der Kopplungs-

matrix G darstellen.
Hierzu diagonalisiert man G, findet also ein S, so dass S~'G:S = Gp. Man nenne

nun S~ ® 1,,0@ = £. Umgekehrt ist

S®1y,€=dx (A.11)
Ausformuliert bedeutet dies
< (5.%1 )
5:101 gyl
ox = | ox2 | = < x2> =S®1Ln€ =
dx 0y
L)
0y3
Si 0 Si2 0 Sz 0 < §11 )
0 Su 0 Si2 0 Si3 §2,1
So1 0 S 0 Sz O §1,2 >
= ’ A2
0 St 0 S 0 Sy < §2,2 ( )
Szt 0 S; 0 Sz 0 < 1,3 >
0 S31 0 S3 0 Sz §2.3
( §11 )
§2,1
£ = (’5172 ) =S @ Lpbx =
§2,2
( §1,3 )
§23
S0 S 0 s 0\ g,
(0 ) Si1 (0 ) Sio (0 ) Si3 o1
o s o0 sGY o sGY 0y2
s s oo o || (o)
(- Y3

Die Kopplungsmatrix G hat die N = 3 Eigenwerte v, und die N Eigenvektoren

€1k
e, = ez |, bestehend aus N = 3 Komponenten. Die Transformationsmatrix S

€3,k



70 A Anhang

ist nun

€11 €12 €13
S = €21 €922 €923 (A.14)
€31 €32 €33

und die Inverse der Transformationsmatrix ldsst sich aus SS~' = 1y berechnen.
Man erhilt somit

( dxy ) et 0 e2 0 e3 0 ( §1,1 >

oY1 0 e 0 e2 0 e3 &2,1

( 02 ) _ | ez 0 exn 0 ey O ( §1,2 > _
0y2 0 ea1 0 exn 0 e23 §2,2

( 03 ) 631 0 e 0 e3 O ( §1,3 >
0y3 0 e32 0 33 §2.3

61151 1+ e2éi2 +e13613
e11§2,1 + e12§22 + €1382.3

_ ( €21§1,1 + 22§12 + 23§13 >

— A.15
e2162,1 + €2282.2 + €2382.3 ( )
e3161,1 + €3281,2 + €3381,3
e31§2,1 + €32§2.2 + €3382 3

bzw. zusammengefasst
oz el ez €3 3
0Ty = €21 €22 €923 QRQLy, |- (552 (A.lﬁ)
dx3 e31 ez e33 0€3

Die Transformation ldsst die m xm Blécke innerhalb der Gleichung unbehelligt, eben-
so die Matrizen, die bereits in Diagonalform sind. In einem Netzwerk mit mehreren
Kopplungsmatrizen, beispielsweise im Falle mehrere Zeitverzogerungen, lisst sich
eine solche Transformation nur dann finden, wenn alle Kopplungsmatrizen kommu-
tieren.

Das Einsetzen der Transformation liefert

STl @106 =€6=S"1®1,[ly ® DF(s) + 0G ® DH(8)]S @ 1,,&
=[xy ® DF(s) + 0Gp ® DH(s)]¢ (A.17)



A .2 Schur-Cohn-Theorem 71

Man erhélt somit ein Gleichungssystem aus N ungekoppelten Gleichungen:
Fii Fio
: ( Fo P ) 0 0
3

&
- Fi1 Fi2
(@) 0 (F21 F22) 0 (g)
% o o P Fa ’
o1 Fa

Hyi Hiz

0 0
n ( Hz1  Hao ) ¢
H H 1

+o 0 72( H“ H” > 0 ( &, ) (A.18)
21 22 ¢
0 0 - Hy1 Hi» 3
"\ Ha1 Ha

Zusammengefasst geschrieben

& = [DF(s) + onDH(s)|é, (A.19)

A.2 Schur-Cohn-Theorem

Fiir die Stabilitdtsuntersuchung eines beliebigen Bernoulli-Netzwerkes wird ein Poly-
nom vom Grade der gréfsten Verzdgerungszeit im Netzwerk betrachtet. Es ist hierbei
von Bedeutung, ob die Nullstellen dieses Polynoms innerhalb oder aufferhalb des Ein-
heitskreises liegen. Eine Moglichkeit, die Region im Parameterraum zu finden, fiir die
alle Nullstellen innerhalb des Einheitskreises liegen, ist das Schur-Cohn-Theorem [79].

In [79] wird die Determinante eines Polynoms P(z) = Y"1  a;z* definiert als

an 0 . 0 ag a1 .. ay
Ap—1 Ay, 0 0 ag Ay_1
Sy = An—y  Op—p+1 a, O 0 ag
v @ 0 . 0 @ @1 ... an=p
ar a0 0 0 a5 .. Goorl
@ Gy .. a 0 0 .. a,

wobei v = 0,1, ...,n— 1. Gemék dem Schur-Cohn-Theorem befinden sich genau dann
alle Nullstellen im Einheitskreis, |z| < 1, wenn alle Determinanten grofier als Null
sind.
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