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Kapitel 1

Einleitung

Das Forschungsgebiet der Supraleitung erhélt seit der Entdeckung des supralei-
tenden Zustandes bei Quecksilber im Jahre 1911 durch H. Kamerlingh Onnes
(Nobelpreis 1913) ein hohes Maf§ an Aufmerksamkeit, wie sich auch in der
Vergabe der diesjahrigen Nobelpreise an A. Abrikosow, W. Ginzburg und A.
Leggett fiir ihre ,bahnbrechenden Arbeiten in der Theorie iiber Supraleiter und
Suprafliissigkeiten* zeigt. Dabei wurden in den letzten Jahrzehnten auf diesem
Gebiet schon mehrere Nobelpreise vergeben: 1972 an J. Bardeen', L.N. Cooper
und J.R. Schrieffer fiir die nach ihnen benannte BCS-Theorie, 1973 an B.D.
Josephson? fiir die Vorhersage der gleichnamigen Effekte und 1987 an J.G. Bed-
norz und K.A. Miiller fiir die Entdeckung der Hochtemperatur-Supraleitung in
keramischen Materialien.

Seit einigen Jahren findet der Bereich der mesoskopischen Supraleitung — bei
dem Systeme mit Supraleitern auf Mikrometerskala und darunter betrachtet
werden, s. den Ubersichtsartikel [I] — ein starkes Interesse. Dieses spiegelt
sich auch in der Sonderausgabe ,,Mesoscopic Superconductivity“ der Zeitschrift
»Superlattices and Microstructures® [2] und dem Sammelband ,,Physics and
Applications of Mesoscopic Josephson Junctions“ [3] wider, in denen die For-
schungsbeitriage zahlreicher Autoren zusammengestellt sind.

Die elementaren Anregungen eines Supraleiters besitzen eine elektron- und eine
lochartige Komponente, die durch das supraleitende Paarpotential gekoppelt
sind. Befindet sich nun ein Supraleiter (S) in Kontakt z.B. mit einem Nor-
malleiter (N), iibertrégt sich diese Kopplung durch den quantenmechanischen
Anschlufl der Wellenfunktionen an den NS-Phasengrenzen auf die Elektronen
und Locher im Normalleiter. Dadurch werden aus dem Normalleiter auf die NS-
Grenzschicht einfallende Elektronen als Locher zuriickgestreut und einfallende
Locher als Elektronen [4, 5], wobei aus Griinden der Ladungserhaltung jeweils
ein Cooperpaar erzeugt bzw. vernichtet wird. Dieser auch Andreev-Streuung

!Bardeen erhielt zusammen mit Shockley und Brattain bereits 1956 den Nobelpreis fiir ihre
Forschungen an Halbleitern und ihrer Entdeckung des Transistor-Effektes.

2Josephson bekam den halben Nobelpreis zugesprochen, die andere Hélfte teilen sich Esaki
und Giaever fiir Entdeckungen betreffend Tunnel-Phénomene in Halbleitern bzw. Supraleitern.



genannte Prozefl beeinflufit wesentlich die elektronische Struktur und Trans-
porteigenschaften supraleitender Systeme mit rdumlich verdnderlichem Paar-
potential.

So wird der phasenkohérente Ladungstransport durch normalleitende oder iso-
lierende Gebiete zwischen zwei Supraleitern durch Andreev-Streuung von Qua-
siteilchen und dem damit verbundenen Cooperpaar-Transfer bewirkt. In die-
sem Sinne sind alle Josephson-Effekte Andreev-Streu-Effekte. Dabei kann die
Quasiteilchen-Dynamik gut im Bogoliubov-de Gennes-Formalismus beschrieben
werden, solange das Quasiteilchenbild aufrechterhalten werden kann, also die
Lebensdauer der Quasiteilchen so grof} ist, dafl sie experimentell nachgewiesen
werden koénnen. Die Grundlagen des Formalismus sowie der Andreev-Streuung
werden in Kapitel 2 dargestellt.

Die bei der Andreev-Streuung ineinander umgewandelten Elektronen und
Locher tragen Impulse in die gleiche Richtung. Durch die Erzeugung oder
Vernichtung eines Cooperpaares geben sie ihren gemeinsamen Impuls an das
supraleitende Kondensat ab und induzieren damit einen Suprastrom [6]; die
Quasiteilchen-Anregung im Normalleiter wird umgewandelt in eine Kollektiv-
anregung des Cooperpaar-Ensembles im Supraleiter.

Der induzierte Suprastrom durchliuft den Supraleiter bis zur néchsten NS-
Phasengrenze, an der sich die Kollektivanregung wieder in eine Quasiteilchen-
Anregung umwandeln mufl. Zur Kldrung der Frage, wie diese Umwandlung er-
folgt, betrachten wir in Kapitel 3 einen NSN-Kontakt, in dem die N-Schichten
die normalleitenden Zuleitungen darstellen, iiber die der Supraleiter an ein
Teilchenreservoir (,Batterie*) angeschlossen ist. In diesem somit geschlossenen
Stromkreis setzen wir als Anfangsbedingung den Einfall eines Quasiteilchens
aus einer Zuleitung in den Supraleiter und berechnen die Entstehung und den
Zerfall der kollektiven Suprastrommoden im Wellenpaketbild, um die Prozes-
se der Andreev-Streuung und der damit verbundenen Suprastrom-Induktion
zeitlich auflésen zu kénnen. Dabei ist die Dimensionalitit des Systems durch
die Wahl der Geometrieparameter variierbar, die Ergebnisse in Kapitel 3 gel-
ten daher fiir alle Experimente mit Supraleitern, bei denen Andreev-Streuung
auftritt.

Viele Experimente werden an supraleitend/halbleitenden Heterokontak-
ten durchgefiihrt, in denen supraleitende Bereiche durch ein quasi-
zweidimensionales Elektronengas miteinander verbunden sind. Da sich die Elek-
tronengase bei geeigneter Dotierung wie normalleitende Metalle mit niedriger
freier Ladungstrigerkonzentration verhalten, hat man es mit SNS-Kontakten
zu tun, in deren N-Bereich wenige Quantentrog-Energieniveaus der Bewegung
senkrecht zur Kanaloberfliche den Bereich bis zur Fermi-Energie ausfiillen. In
manchen Experimenten befinden sich die Elektronen in der Inversions-Schicht,
die sich zwischen p-InAs und Niobium bildet [7-9], in anderen sammeln sie sich
in Potentialtopfen, die aus n-InAs bestehen. Dieses befindet sich entweder zwi-
schen einer Pufferschicht aus p-InAs [10], s.a. [11], oder einem AlISb-Substrat
und zwei [10, 12-14] oder bis zu 300 [13, 15] Nb-Elektroden, die durch isolie-
rende AISb-Schichten voneinander getrennt sind. Transporteigenschaften von



Kontakten mit Hochtemperatur-Supraleitern werden ebenfalls untersucht [16,
17].

Die in mesoskopischen SNS-Kontakten experimentell gemessenen Strom-
Spannungs-Charakteristiken zeigen einige Besonderheiten, die in gew6hnlichen
Tunnelkontakten nicht auftreten: einen steilen Anstieg des Stroms bei klei-
nen Spannungen (den sogenannten ,foot“), einen deutlich schwécheren wei-
teren Anstieg (,,Plateau”) oder bisweilen sogar Bereiche negativer differenti-
eller Leitfihigkeit, Strukturen bei Potentialdifferenzen in der Gréflenordnung
des supraleitenden Paarpotentials (,,Subharmonic Gap Structure“) und einen
Uberschufistrom bei ,,hohen® Spannungen (,excess current®). Diese experimen-
tellen Transporteigenschaften werden in verschiedenen Theorien durch pha-
senkohérente multiple Andreev-Streuung erklirt. Dabei unterscheiden sich die
theoretischen Modelle in ihren Annahmen beziiglich der Startzustéinde der Qua-
siteilchen sowie deren Wiederbesetzung. In den Referenzen [18-20] starten die
Quasiteilchen nur aus Streuzustinden mit Energien |E| grofier als der Betrag des
supraleitenden Paarpotentials A, die Referenzen [21, 22] beriicksichtigen auch
gebundene Startzustinde mit Energien |E| < A. In [21] werden die gebunde-
nen Zustdnde nach jedem Relaxations-Zyklus neu besetzt und leisten daher,
aufler bei sehr kleinen Spannungen, praktisch keinen Beitrag zum Ladungs-
transport, da sie bei hcheren Spannungen schnell aus dem Paarpotentialtopf
herausbeschleunigt werden und fiir die restliche Relaxationszeit nicht mehr zur
Verfiigung stehen. Hingegen werden die gebundenen Zusténde in [22] nach je-
der Andreev-Streuung neu besetzt und liefern daher den Hauptbeitrag zum
Ladungstransport. Alle Modelle, in denen wie in [18-21] die Streuzustinde die
dominante Rolle spielen, zeigen allerdings weder Bereiche negativer differentiel-
ler Leitfihigkeit noch ein Plateau, diese ergeben sich jedoch in [22] fiir geeignete
inelastische freie Wegléingen.

Fiir die Untersuchungen der Kapitel 4 und 5 betrachten wir supralei-
tend /halbleitende Heterokontakte mit Parametern, wie sie aus der Arbeitsgrup-
pe von H. Kroemer? berichtet werden [12, 13, 15]. In beiden Kapiteln werden
Josephson-Wechselstrome und ihre zeitlichen Mittelwerte berechnet, jedoch un-
ter verschiedenen Modellannahmen.

In Kapitel 4 wird davon ausgegangen, dafl Quasiteilchen nur aus Streuzustéinden
mit Energien |E| > A aus den Supraleitern in den normalleitenden Bereich
einfallen konnen. Dies impliziert, dal die S-Schichten direkt mit einem (su-
praleitenden) Reservoir verbunden sind und normalleitende Zuleitungen also
vernachlissigt werden, wie dies auch in den Referenzen [18-21] der Fall ist.

Hingegen werden in Kapitel 5 bei gleichzeitiger Hinzunahme von Normalstreu-
ung die Quasiteilchen in gebundenen Zusténden mit Energien |E| < A betrach-
tet, die aufgrund des normalstreuenden Potentials aus einer Uberlagerung von
Zustdnden entgegengerichteter Impulse bestehen. Die Energien dieser Misch-
zustdnde sind zu Béndern im Energie-Phasendifferenz-Raum aufgespalten —
ghnlich wie die Energien von Bloch-Elektronen im Wellenzahlraum —, in denen

3Kroemer erhielt fiir die Entwicklung von Halbleiter-Heterostrukturen, die in
Hochgeschwindigkeits- und Opto-Elektronik benutzt werden, im Jahre 2000 den Nobelpreis.



die Quasiteilchen bei Anliegen einer dufleren Spannung, die die nun zeitabhingi-
ge Phasendifferenz ®(¢) gemafl der Josephson-Gleichung dndert, zeitlich oszil-
lieren. Diese Josephson-Bloch-Oszillationen bewirken den normalen Josephson-
Wechselstrom, dessen zeitlicher Mittelwert Null ist. Beitrdge zum Josephson-
Gleichstrom liefern nur Quasiteilchen, die durch Zener-Tunneln — wie der ana-
loge Prozef} in der Halbleiterphysik genannt wird — in hohere ®-Bloch-Bénder
tibergehen, bis ihre Energie grofler wird als A und sie den Paarpotentialtopf
verlassen.

Das in Kapitel 5 verwendete Modell folgt dem, welches Kroemer in Re-
ferenz [23] vorgeschlagen und fiir den eindimensionalen Fall in Analogie
zum Zener-Tunneln in Halbleitern diskutiert hat. Darin prognostiziert er ei-
ne durch das Zener-Tunneln verursachte Wechselstrom-Komponente, die mit
der doppelten Josephson-Frequenz oszilliert und fiir die anomalen halbzahli-
gen Shapiro-Stufen verantwortlich sein soll, wie sie von Drexler, Lehnert und
Mitarbeitern gemessen wurden [24-26]. In Kapitel 5 werden gemifl Kroe-
mers Modell die Josephson-Stréme und Strom-Spannungs-Charakteristiken
quasi-zweidimensionaler Elektronengase supraleitend /halbleitender Heterokon-
takte aus Losungen der Bogoliubov-de Gennes-Gleichungen in entarteter
und zeitabhéngiger Stoérungstheorie berechnet und Kroemers Erwartungen
bestétigt.



Kapitel 2

Grundlagen

2.1 Andreev-Streuung

An den Phasengrenzen zwischen normal- und supraleitenden Regionen tritt
durch die rdumliche Variation des supraleitenden Paarpotentials ein Streupro-
ze3 auf, der den Ladungstransport in allen Arten von NS-Heterostrukturen
maBgeblich bestimmt: die Andreev-Streuung [4, 5]. Dieser ProzeB koppelt
durch Elektron « Loch-Streuung Quasiteilchen-Zustinde gleicher Impuls-
und Spinrichtung. ,, Elektronen“ und , Locher® stehen dabei fiir Quasiteilchen-
Anregungen mit Impulsen ober- bzw. unterhalb des Fermi-Impulses.

Anschaulich ist die Andreev-Streuung folgendermaflen zu verstehen [27]: Be-
trachten wir z.B. ein Elektron mit einer Energie kleiner als der Betrag des
supraleitenden Paarpotentials, das aus einem Normalleiter kommend auf eine
NS-Phasengrenze trifft und in den Supraleiter eindringt. Da die Zustandsdich-
te fiir Elementaranregungen in diesem Energiebereich gleich Null ist, muf} die
Anregung im Supraleiter umgewandelt werden in eine Kollektivanregung des
Cooperpaar-Ensembles. Das Elektron stoft ein Cooperpaar aus seinem Volu-
menelement und zieht durch das daraus entstehende Ladungsdefizit ein zweites
Elektron mit derselben Energie und einem Impuls etwas unterhalb des Fermi-
Impulses in den Supraleiter hinein. Die beiden Elektronen binden sich zu einem
Cooperpaar, wobei sie ihren gemeinsamen Impuls — den zweifachen Fermi-
Impuls — an das Kondensat abgeben und damit einen Suprastrom induzieren.
Im Normalleiter wird das fehlende Elektron ersetzt durch ein Elektron, das
sich tiefer im Normalleiter befindet und so weiter, d.h. ein Loch lduft von der
Phasengrenze weg in den Normalleiter hinein. Dieser Vorgang wird in Kapitel 3
anhand von Wellenpaket-Rechnungen in einem Stromkreis, in dem ein Supralei-
ter iiber zwei normalleitende Zuleitungen an ein Teilchenreservoir angeschlossen
ist, noch im Detail beschrieben werden, s.a. Ref. [28].

Aufgrund der Tatsache, dafi Andreev-Streuung an jeder NS-Phasengrenze auf-
tritt, beruhen eine Vielzahl von Effekten auf ihr: Der Tomasch-Effekt in Tunnel-
Kontakten [29], Josephson-Strome [23, 30-34], Uberschufistréme (,,excess cur-
rents“) und ,,Subharmonic Gap Structures“ (SGS) [18, 21, 22, 35, 36] in SNS-



Kontakten sowie der Transfer der halben Magnus-Kraft zu den Kern-Elektronen
in flieBenden Vortex-Linien [37, 38]. Andreev-Streuung tritt in Quantenpunkt-
Kontakten [39, 40] und Kontakten aus einzelnen Atomen [41, 42] auf; deswei-
teren ist sie an den Dauerstromen um den Aharonov-Bohm-Fluf} in einer NS-
Metallschleife beteiligt [43], und auch in He3 gibt es Andreev-Streuung [44].
Eine Vielzahl von Phénomenen mit Bezug zur Andreev-Streuung wird in den
Referenzen [2] und [3] diskutiert.

2.2 Zeitabhingige Bogoliubov-de Gennes-Gleichun-
gen

Andreev-Streuung und die damit verbundene Bildung und Zerstérung von
Cooperpaaren kann mit den zeitabhéngigen Bogoliubov-de Gennes-Gleichungen

(BAGG) berechnet werden [6, 35, 45, 46]. Sie beschreiben die Entwicklung der
Quasiteilchen-Wellenfunktion

))> (2.1)

_ ’U,k(F,t
\I’k(r’t) = <,Uk(,,;» ¢

mit Elektron-Komponente ug(7,t) und Loch-Komponente v (7,t) unter dem
Einflu von Skalar- und Vektorpotentialen U (7, t) und A(7,¢) im Einteilchen-
Hamiltonian

2
H(7t) = L [Eﬁ + eA(7, t)] + U t) —p, e=|e (2.2)

Co2m |

iiber die Matrix-Gleichung
ih=—Uy(7,t) = H(7,t)U(F, 1). (2.3)

Dabel ist

. HF ) AFD
H(Tvt) - ( A*(F,t) _H ( ,t) ) (2.4)

!l

und p das chemische Potential des Teilchenreservoirs (,Batterie®). Wir ver-
nachléssigen alle Einfliisse der Entropie-Produktion, die mit einem Stromfluf3
einhergeht, auf das chemische Potential, da wir annehmen, dafl die Anzahl der
Freiheitsgrade des Reservoirs wesentlich grofler ist als die der Zuleitungen und
der supraleitenden Bereiche. Also ist p rdumlich und zeitlich konstant [46]. Der
Index k charakterisiert die stationiren Quasiteilchen-Zustéinde, aus denen sich
die Losungen der Gl. (2.3) entwickeln, nachdem die zeitabhéngigen Skalar- und
Vektorpotentiale zur Zeit ¢ = 0 eingeschaltet wurden.



Das nebendiagonale komplexe Paarpotential A(7,t), das die Elektron- und
Loch-Komponente der Quasiteilchen-Anregung miteinander koppelt, ist geméif
der Selbstkonsistenz-Gleichung [6, 46]

A7 t) =gy o7 thu(F 1)L — 2] (2.5)

k

durch die Losungen der BdGG bestimmt. f; ist die Quasiteilchen-
Verteilungsfunktion zur Zeit ¢ = 0 und g die BCS-Wechselwirkungskonstante.
Die Normierungsbedingung der Wellenfunktionen lautet [6, 46]:

/{|uk 701 + o (7, 8)*} dPr = 1. (2.6)

Physikalisch spiegeln die Quasiteilchen-Anregungen eines BCS-Supraleiters
auch die Struktur der Grundzustandskonfiguration wider. Das Betragsquadrat
von v (7, t) beschreibt die Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir, dafl zeitkonjugierte
Fermifliissigkeits-Zustdnde paarweise besetzt sind, und bestimmt bei T'= 0 K
den Grundzustandsstrom.

Formal beinhaltet der vollstdndige Satz von Losungen der BAGG im stationéren
Gleichgewicht (vor ,Einschalten“ eines externen, z.B. elektrischen Feldes) zu
Zeiten t < 0 Wellenfunktionen mit positiver Energie Ej und Wellenfunktionen
mit negativer Energie Ej = —E}), [45, 47|, gemessen relativ zum chemischen
Potential u, die durch die Symmetriebeziehung [48]

(ZE:E:ZD - ( (<% i>> (2.7)

miteinander verbunden sind. Der hochgestellte Index bei den Wellenfunktionen
bezieht sich auf Quasiteilchen mit Impuls in positiver (+) oder negativer (—)
z-Richtung (senkrecht zu den NS-Phasengrenzen). Der Grundzustand kann als
Konfiguration betrachtet werden, in der alle Quasiteilchen-Zustéinde mit nega-
tiver Energie besetzt sind.
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Kapitel 3

Ladungstransport in
NSN-Kontakten [28]

3.1 Modellbeschreibung

Wihrend die Umwandlung eines Quasiteilchen-Stroms in einen Suprastrom
durch Elektron — Loch-Streuung in der Phasengrenze zwischen halbunendlich
ausgedehnten normal- und supraleitenden Bereichen schon frither beschrieben
wurde [6, 35, 45], ist dies fiir den umgekehrten Prozef noch nicht geschehen. Da-
her sollen in diesem Kapitel beide Umwandlungsprozesse in einer supraleitenden
Schicht der Lénge L, zwischen zwei normalleitenden Zuleitungen beschrieben
werden. Diese Zuleitungen sind mit einem Reservoir (,, Batterie“) verbunden, die
als Stromquelle im geschlossenen Stromkreis fungiert. Die Ausdehnungen der
N- und S-Bereiche in z- und y-Richtung sind L, und L,; unter der Annahme,
daf} sie die Londonsche Eindringtiefe nicht iibersteigen, kann man Inhomoge-
nitdten der Stromdichte im Supraleiter vernachlissigen. Die Uberginge vom
Metall zum Vakuum werden durch unendlich hohe Potentialwinde modelliert.
Durch Variation von L, und L, kann die Dimensionalitit des Systems vari-
iert werden. Wir werden im Detail zeigen, wie in jedem Transport-Experiment,
das Supraleiter beinhaltet, Elektron <> Loch-Streuung Quasiteilchen-Strom «
Suprastrom-Umwandlung hervorbringt. Dadurch sollte unsere Analyse auch fiir
das Verstandnis von Transport-Phdnomenen in quasi-zweidimensionalen (Q2D)
supraleitenden /halbleitenden Heterokontakten [11, 12, 14] und supraleitenden
Quantenpunkten in Q2D-Kanélen niitzlich sein.

Andreev-Streuung ist ein Vielteilchen-Proze. Fiir seine Analyse ist es
zweckméBig, eine Nichtgleichgewichts-Verteilung |7},) des Vielteilchen-Systems
zu betrachten, in der ein Quasiteilchen-Zustand (lo), charakterisiert durch
ein Tripel [ von Quantenzahlen und Spin ¢, mit Sicherheit besetzt ist,
wéhrend alle anderen Quasiteilchen-Zusténde (ko) nach der Gleichgewichts-
Verteilungsfunktion fi bei der Temperatur T besetzt sind. Alle Wechselwir-
kungen, die den Spin betreffen, werden vernachléssigt. Dann erfiillen, wie mit
Hilfe der zeitabhéngigen BAGG (2.3) gezeigt wurde [6, 46], die Erwartungswerte

11



(Tio|p(7, )| T15) und (T, |7(7, t)|T}5) der Vielteilchen-Ladungs- und Stromdichte-
Operatoren p(7,t) und 7(7,t) die Beziehung

0 . . -,
5 (T (7, ) Tio) + div( T 77, 1) Tho) =

= 4 Tm [A"(F, ui (7, )0 (7, £)] (1 = i) + divgle (3.1)
Die Elektron- und Loch-Wellenfunktionen w; und v; erfiillen Gl. (2.3), und 7y ist
die Suprastromdichte, die durch den Impuls- und Ladungsiibertrag vom Qua-
siteilchen in (lo) zum supraleitenden Kondensat induziert wird. Alle ,,mean-
field“ Quasiteilchen-Zustédnde in J5 und in der Selbstkonsistenz-Gleichung fiir
A(7,t), Gl. (2.5), sind in einem Hilbert-Raum spezifiziert bzgl. |T},). Daher
nehmen auch alle ihre Wellenfunktionen die gleiche Phasenverschiebung S;(7, t)
auf, die durch das Quasiteilchen in (lo) verursacht wird. Dies fiihrt zu einer Pha-
senverschiebung von 2.5 (7, t) des Paarpotentials, und i wird proportional zum
Gradienten von Sj(7, t) multipliziert mit der Anzahl N der Elektronen im Supra-
leiter [6, 46]. Die Notwendigkeit eines Phasengradienten fiir Ladungserhaltung
in NSN-Kontakten wurde auch von Sanchez-Canizares und Sols wieder her-
vorgehoben [49]. Die Forderung nach Ladungserhaltung im Vielteilchen-System
resultiert in der fundamentalen Quellengleichung fiir die Suprastromdichte

diviiu = —45Tm [A°(F, w7, ] (7, 0] (1= ). (3:2)

Die rechte Seite dieser Gleichung [6, 35, 45, 46] hat einen endlichen Wert, wenn
die u; und v; Quasiteilchen beschreiben, die wihrend totaler Andreev-Streuung
im Supraleiter exponentiell zerfallen, weil ihre Energien kleiner sind als der ma-
ximale Wert von A. In diesem Fall ergibt die Quellengleichung einen endlichen
Suprastrom Jy. Andererseits ist die Phasenverschiebung 25; des Paarpotentials
im wesentlichen durch das Integral der rechten Seite von Gl. (3.2), dividiert
durch N > 1, gegeben [6]. Daher kann, trotz ihrer Wichtigkeit fiir die Ladungs-
erhaltung, ihr numerisch sehr kleiner Wert in der Berechnung der Lésungen der
zeitabhingigen BAGG (2.3) vernachlissigt werden.

3.2 Quasiteilchen-Wellenpakete

Eine verschobene Fermi-Kugel (oder ihr Aquivalent in Q2D und Q1D Kontak-
ten) reprisentiert die stromtragende Vielteilchen-Konfiguration in den zwei Be-
reichen der normalleitenden Zuleitungen, die parallel zur z-Achse und verbun-
den mit dem Supraleiter sind. (Die Richtung des Stromflusses in den Bereichen,
die zum Reservoir hinfiihren, ist irrelevant.) Diese Zuleitungen, deren Linge we-
sentlich grofer sei als die mittlere freie Weglénge fiir inelastische Streuung, sind
Normalleiter mit elektrischem Widerstand [50]. In dieser Nichtgleichgewichts-
Verteilung von Elektronen oberhalb der Fermi-Fliche in Zustdnden mit positi-
vem Impuls in z-Richtung und unbesetzten Zustdnden mit negativem z-Impuls
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unterhalb der Fermi-Fléche wird die stromtreibende Kraft der Batterie ausgegli-
chen durch die Reibungskréfte der Energie-Relaxationsprozesse. Die Quasiteil-
chen in dieser widerstandsbehafteten Konfiguration sind unkorreliert. Daher
ist der Gesamtstrom in dem geschlossenen Stromkreis gleich der Summe der
Strome der einzelnen Quasiteilchen.

Die Details der Umwandlung dieses Quasiteilchen-Stroms in einen Suprastrom
und umgekehrt liefert uns die Betrachtung der Bewegung von Elektronen und
Lochern, die Teil der verschobenen Fermi-Kugel sind. Dabei werden wir eine
Notation verwenden, die von der in den weiteren Kapiteln etwas abweicht, da
wir im Gegensatz zu jener, allgemein gehaltenen, uns hier auf eine spezielle An-
fangsbedingung beschrianken. Dies ist allerdings keine wirkliche Einschriankung,
da aus Griinden der Symmetrie des hier betrachteten Falles sich die anderen
moglichen Konstellationen hieraus ableiten lassen, wie in der Diskussion der
Ergebnisse noch gezeigt werden wird.

Die Impulse in z-Richtung der Wellenfunktionen von Elektronen (+) und
Lochern (—), die im stationédren Zustand die Bogoliubov-de Gennes-Gleichungen
mit A(7,t) = 0 = U(7,t) in den normalen Zuleitungen [A(7,t) = 0] losen, sind

2m
he™(E) = hy k2, + ?E. (3.3)

Dabei ist

kop =\ K% — k2 — k2 (3.4)

die z-Komponente der Fermi-Wellenzahl

2m
/{?F = 3 My (3'5)
h
und
T T
o= T e Mer =L (3.6)

sind die Wellenzahlen der stehenden Wellen zwischen den unendlich hohen Po-
tentialwinden, die den Kontakt in z- und y-Richtung begrenzen. Die Energie
sowohl der Elektronen als auch der Locher ist positiv und wird relativ zur Ober-
fliche der unverschobenen Fermi-Kugel beim chemischen Potential p gemessen.
Fiir Stromdichten in den normalleitenden Zuleitungen, die unterhalb der kri-
tischen Stromdichten konventioneller Supraleiter liegen, sind alle Energien F
kleiner als der Betrag A des Paarpotentials

A(T)t) = A(z) = AO(2)O(L, — 2), (3.7)

13



wobei O(z) die Heavyside-Funktion ist, die fiir Betrachtungen zum Stromfluf}
geniigt, um die rdumlichen Variationen des Paarpotentials zu modellieren [23,
30-33, 43, 51, 52]. Details dieser Variationen an den Phasengrenzen aufgrund
des Proximity-Effekts spielen im Integral der Gl. (3.2), das den Suprastrom
ergibt, praktisch keine Rolle.

Die Dynamik quantenmechanischer Prozesse zeigt sich am besten im Wellen-
paketbild. Und analog der Verwendung von reprisentativen, wohl kontrollier-
ten, vorgeformten Wellenpaketen zur Berechnung differentieller Wirkungsquer-
schnitte bei konventioneller Streuung untersuchen wir die Stromdynamik ei-
nes geschlossenen NSN-Stromkreises durch die Betrachtung der Bewegung von
Wellenpaketen, die reprasentativ fiir die elektronische Konfiguration in allen
Transport-Experimenten sind, die iiber Normalleiter an eine Stromquelle an-
geschlossene Supraleiter betreffen. Konventionelle Streuprozesse werden ver-
nachlissigt, da wir nur an der Andreev-Streuung an den NS-Phasengrenzen
interessiert sind. Prinzipiell konnte Normalstreuung an Verunreinigungen mit
Hilfe des Streumatrix-Formalismus behandelt werden [52, 53]. Dies bietet sich
besonders bei Kontakten an, die, anders als die von uns betrachteten, nur eine
kleine Anzahl ein- und auslaufender Kanile haben. Barrieren an den Phasen-
grenzen, die die Andreev-Streuung schwéchen, wurden bereits frither betrachtet
[18, 35, 54]; der Wettstreit zwischen konventioneller und Andreev-Streuung wur-
de mittels der diagonalen und nebendiagonalen Kréfte diskutiert, die mit gebro-
chenen Symmetrien verbunden sind [33], und Computerfilme der Wellenpaket-
Dynamik in einem solchen Fall kénnen im Internet betrachtet werden'. Wird
konventionelle Streuung beriicksichtigt, mufl die Gaufische Spektralfunktion der
Wellenpakete noch mit der Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir Transmission mul-
tipliziert werden. Allerdings gibt es in dem von uns hauptséchlich verwendeten
Modell eines Q2D Elektronengases in einem modulations-dotierten System ei-
nes InAs-Kanals zwischen einem AlSb-Substrat und einer supraleitenden Nb-
Schicht, die iiber den Proximity-Effekt ein endliches Paarpotential im Elektro-
nengas induziert, nur wenige Verunreinigungen und keine Barrieren an den Pha-
sengrenzen?. Fiir solch einen experimentellen Aufbau sind unsere Berechnungen
exakt anwendbar (innerhalb der Grenzen der Andreev-Néherung). Fiir den all-
gemeinen Fall eines beliebigen Supraleiters zwischen zwei beliebigen normallei-
tenden Zuleitungen zeigen sie die wesentlichen quantenmechanischen und elek-
trodynamischen Eigenschaften der Andreev-Streuung, die den Ladungstrans-
port zusétzlich zur konventionellen Streuung bestimmt.

In Kapitel 5 werden wir Losungen der BAGG in einem SNS-Kontakt mit anlie-
gender Spannung unter Beriicksichtigung von Normal- und Andreev-Streuung
berechnen.

'Die URL lautet: http: /theorie.physik.uni-wuerzburg.de/TP1/kuemmel/films/filmse.html.
*Weitere Einzelheiten hierzu und besonders zum Proximity-Effekt werden auf S. 28 gege-
ben, wo ein dhnliches Modell mit zwei supraleitenden Nb-Schichten beschrieben wird.
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3.2.1 Der Startzustand

Wir beginnen unsere Analyse mit der Anfangsbedingung, daf} sich ein normier-
tes Elektron-Wellenpaket, das zur Zeit t = 0 in der Zuleitung links des Supra-
leiters um den Ort zg < 0 herum lokalisiert ist, auf den Supraleiter zubewegt.
Die Energie im Zentrum des Wellenpakets ist E; < A. (Durch Variation von
E; und k. konnen alle der tiefliegenden Elektron-Anregungen erhalten wer-
den, die Teil der verschobenen Fermi-Kugel in der linken Zuleitung sind.) Der
FEinfachheit halber benutzen wir eine Gaufische Spektralfunktion

D(E) = —22 o~ (E) kK Pa2 2 ilk* (B) -k |20,

= : (3.8)

der Parameter fiir die Ortsunschérfe a, < |zg| wird so grofl gewéhlt, daf die
zugehorige Energiebreite des Wellenpakets,

2k}
op = —L, (3.9)
ma,
kleiner ist als (A — E;). Die Wellenzahl k" ist definiert durch
k= k5 (E). (3.10)

Zum Aufbau des Wellenpakets werden die normierten Losungen der
zeitabhéangigen BAGG (2.3) (Normierungskonstante Ny, ), unter Vernachléssi-
gung der Potentiale U(7,t) und A(,t) und Verwendung der Niherung (3.7) fiir
das Paarpotential, mit der Spektralfunktion multipliziert:

unp (7, t) = sin(kyz) sin(kyy) / dED(E)e  #Et Ny ek ()2 (3.11)
0

Zur Ausfiihrung der Integration nihern wir k™ (E) durch eine Taylorentwicklung
um die mittlere Energie des Wellenpakets bis zur ersten Ordnung in (E — E)):

E—-E . hkf

+ ~ LT —
Fiir den zeitabhéngigen Term schreiben wir:
—Et=—-Ejit+ —(F — E)t. (3.13)

h h h

Nach Ausfiihrung der Energie-Integration wird noch die Normierungskonstante
Ny, bestimmt, und wir erhalten mit den Definitionen

2 Et

w; = ———=n(x, e h , x,y) = sin(k;x) sin(k 3.14
z \/Wn( y) n(z,y) (kz) sin(kyy) (3.14)
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fiir das Wellenpaket des auf den Supraleiter zulaufenden Elektrons:

UNL = wleikfze—[zo—z-i-vft]Q/Qaz. (3‘15)

3.2.2 Anschlufl an NS-Phasengrenzen

Das Elektron, das an der Phasengrenze bei z = 0 in ein Loch gestreut
wird, dringt dabei als elektronartiges Quasiteilchen (mit Elektron- und Loch-
Komponenten ugy, und vgr,) etwas in den Supraleiter ein, wo seine Wellenfunk-
tionen exponentiell zerfallen, wihrend nahezu gleichzeitig gewissermaflen die
des reflektierten Loches entstehen. Dieser Prozefi der Andreev-Streuung ergibt
sich ganz zwanglos aus dem quantenmechanischen Anschlufl der Lésungen der
BdGG im linken Normalleiter und im Supraleiter an der Phasengrenze. Wir
fithren diesen Anschluf in der iiblichen Andreev-Naherung durch, in der Terme
der Groflenordnung A/p auBerhalb der Exponentialfunktionen vernachléssigt
werden, d.h. es geniigt, die Amplituden der Wellenfunktionen, und nicht auch
ihre erste Ableitung, anzupassen. Die AnschlufSbedingung lautet also:

unr (7t _ ugsr (7t
7.t 2=0 USL(F,t

NG
Die Gleichung ist offensichtlich erfiillt, wenn die Wellenfunktionen fiir das elek-
tronartige Quasiteilchen-Wellenpaket die gleiche Spektralfunktion und Normie-
rungskonstante enthalten wie das einlaufende Elektron. Damit lauten die Lésun-
gen im Supraleiter:

)
)

)

) (3.16)

z=0

\I'SL(F,t)Zn(fﬂ,y)/ dED(E)B;‘EtNNL< ! )e“@(mz. (3.17)
0 v(E)

~v(E) ist die Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir Andreev-Streuung, die zur Aus-
wertung des Energie-Integrals wieder um F; entwickelt wird:

,Y(E) = e—iarccos(E/A) ~ ’Y(El)e%(E_El)Tl. (318)
Dabei ist
h
T = (3.19)

/A E?

die Zeit fiir einen Elektron < Loch-Streuprozefi und die zugehorige Bildung
oder Vernichtung eines Cooperpaares. Der (fiir £ < A) komplexe Wellenvektor
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k;(E) wird nicht entwickelt; stattdessen wird sein Wert an der Stelle E; ge-
nommen, da eine Entwicklung trotz grofien Rechenaufwands nur zu minimalen
Anderungen fiihrt, und die &uflere Wurzel gendhert:

2
kyE%:J@F+é¥vE2—A2%@p+ml (3.20)

mit

R = - ) VF =
hv.p TV F

A2 — E2

Y l 1 hk
= (3.21)

m
Aus der Anschlubedingung (3.16) folgt, dafl der Faktor (E) in der Loch-
Komponente des zerfallenden elektronartigen Quasiteilchens sich auch in den
Losungen fiir das reflektierte Loch-Wellenpaket wiederfinden muf}. Diese ent-
sprechen, mit k:;r ersetzt durch k", ansonsten den Losungen (3.11) des einlau-
fenden Elektrons, und man erhilt nach Ausfithrung der Integration iiber die

Energie:

ik, z

onr = wiy(Epe e~ Lot (v /o Yool (=m)]]" /202 (3.22)

Schliellich ergeben sich die Komponenten des elektronartigen Quasiteilchens
aus Gl (3.17) zu

. _ _ +412 /9.2
uSL — 'LU[@ZkZFZB lee [Z()-‘r’l}l t] /20’2, (323—3)

vy = ww(El)eikzeef'“Ze*[zoJr”r(th’)]Q/%z. (3.23-b)

Identifizierung dieser Wellenfunktionen mit den w; und v; aus der Quellenglei-
chung (3.2) und Integration dieser Gleichung von 2’ = 0 bis z ergibt die im Ab-
schnitt 3.3 berechnete induzierte Suprastromdichte in z-Richtung in der linken
Halfte des Supraleiters unter der Annahme, dafl die Dicke der supraleitenden
Schicht wesentlich grofler ist als die (zweifache) Eindringtiefe der Quasiteilchen.
Die mittlere Eindringtiefe von Quasiteilchen betragt

hu,p 1
MW\ S NE) = —, 3.2
war— A =g (324

A(E)
es sei also L, > 1/k;. Andernfalls hétte man auf der rechten Seite von GI.
(3.2) noch einen zweiten Quellterm zu beriicksichtigen, der den Beitrag der
Wellenpakete ugr und vgr enthélt, die die zeitabhéngigen BAGG (2.3) im Be-
reich 0 < z < L, l6sen und bei z = L, an die stromtragenden Quasiteilchen-
Wellenpakete in der rechten normalleitenden Zuleitung anzuschlieen sind. Die
ugr und vgg zerfallen ihrerseits exponentiell mit wachsendem Abstand von L,
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und bestimmen in unserem Fall fiir grofles L, nur den Suprastrom in der rechten
Halfte des Supraleiters.

Die komplexen Amplituden in den Energie-Integralen der Lésungen, die die Wel-
lenpakete ugr und vgg bilden, sind eindeutig durch die Forderung bestimmt,
daf die Suprastromdichten 7y ;, und 7y g, berechnet mit ugrvs; und usrvgy,
zu allen Zeiten irgendwo innerhalb des Supraleiters glatt ineinander iibergehen.
Da die Phasen der Fermi-Fliissigkeits-Quasiteilchen in der linken und rechten
Zuleitung zufillig verteilt sind, miissen nur die Stromdichten, nicht die Wel-
lenfunktionen, ineinander iibergehen. Zur Bestimmung der ugr und vggr, aus
denen sich dann wiederum durch Anpassung der Wellenfunktionen in Andreev-
N&aherung an der Phasengrenze bei z = L, die Wellenpakete in der rechten
Zuleitung ergeben, miissen wir also zunéchst die Stromdichten bestimmen.

3.3 Stromdichten

Nach Ref. [46] kann die Stromdichte des Vielteilchen-Systems |T},) (s. Modell-
beschreibung in Abschnitt 3.1)

<Tlo‘f(7?7 t)’Tlo> = LTO(f: t) + .7_20(7?7 t) (3.25)

aufgeteilt werden in die Stromdichte der Konfiguration |T')¢, in der alle bei der
Temperatur T angeregten Zustdnde geméfl der Fermi-Verteilungsfunktion fi
besetzt sind,

JolF.t) = =~ Re {2 S [ fi + onop(1 = )] } : (3.26)

m
k

und die Stromdichte, die aus der sicheren Besetzung des angeregten Zustandes
(lo) resultiert,

olrit) = —Sref [uf 2 0pulr ) — u(rom (0] - )

+ %{po(ﬁt) +efluffi + [l - 5)] }%z(v?,t)- (3.27)

Dabei ist

= ?ﬁ +eA (3.28)

der eichinvariante Impuls-Operator und
po(Ft) = —e {2 > [fun (0P fi+ o (7 021 = fi)] } (3.29)
k
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die Ladungsdichte der Konfiguration |T').

Wir betrachten die beiden Terme der rechten Seite von Gl. (3.27) getrennt und
definieren:

ﬁU (7:; t) = fQPl(F7 t) + fsl(F7 t)7 (330)

wobei

Tari(F.t) = —%Re{ [ (7, (7 ) = w7 05 (7, 8)] (1 - ﬁ)} (3:31)
ist. Die Quasiteilchen-Stromdichte jgp;, in der die Fermi-Funktion f; ein fr—
in der Summe der Gl. (3.25) kompensiert, klingt wie die Wellenpakete u; und
v; exponentiell im Supraleiter ab, wihrend sie in der normalleitenden Zuleitung
alleine die Stromdichte 7;, bestimmt. Zur Berechnung der Suprastromdichte
Js1 verwenden wir die Quellengleichung (3.2), die sich aus der Forderung nach
Ladungserhaltung ergibt.

3.3.1 Der induzierte Suprastrom

Die Suprastromdichte 7 erhédlt man aus dem Volumenintegral der Quellenglei-
chung (3.2). Fiir die rechte Seite dieser Gleichung [mit der Wahrscheinlichkeit
(1 — f1), daB der Zustand (lo) in |T)o unbesetzt ist] definieren wir:

g(7t) = —4%Im [A* (7t (7, oy (7, )] (1 — f1). (3.32)

Das Integral iiber das Volumen V wird mit Hilfe des Satzes von Gauf} in ein
Integral iiber die Oberfliche F' von V umgewandelt:

/ AV g(7 1) = / AVY - Tu(7 1) = / AF T (7 1) - . (3.33)
1% Vv a

Die Oberflichennormale 77 weist immer aus dem Integrationsvolumen heraus,
welches sich in z- und y-Richtung {iber die gesamte Ausdehnung des Supralei-
ters erstreckt und durch (praktisch unendlich) hohe Potentialwénde gegen das
Vakuum abgeschlossen ist. Fiir die z-Richtung, in der der Ladungstransport
erfolgt, halten wir die Integrationsgrenzen allgemein, da wir die Stromdichte in
Abhé#ngigkeit von z berechnen wollen. Damit ergibt sich die rechte Seite von

Gl. (3.33) zu:

/ dFjjSl(F?t) M= / {d.’Edy [j;l(x7y? Z?at)gz _j;l(xayazlyt)é;]
F F
+ dde [.TS[(L$7 Y,z, t)€$ - j;l(o7 Y, =z, t)gx]
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+ dadz [Ju(x, Ly, 2, )€, — Ju(z,0, z,t)é'y]} (3.34-a)

Le Ly

= [T [yl - Tulop e (3.34)
0 0
L, Ly 29 a

:/ dx/ dy/ dz—7Ja(z,y, z,t)e, (3.34-¢)
0 0 21 0z

_ /dvﬁ*(m)é‘ (3.34-d)

- v 82’]3[ ) z .

In Gl. (3.34-a) sind die beiden letzten Oberflichenintegrale aufgrund der Lei-
terkonfiguration und aus Symmetriegriinden gleich Null: Es kann kein Strom
aus dem Supraleiter durch die Oberflichen mit Normalen parallel zur - und
y-Achse ins ,, Vakuum*® oder umgekehrt flieBen. Aus der Umformung (3.34) folgt
mit Gl. (3.33), da wegen der Gleichheit der Integrale iiber ein Volumen belie-
biger Ausdehnung in z-Richtung die Integranden gleich sein miissen:

& JalF0)e- = g7, 1) (335)

Die Integration ergibt

z
j;l("?’t) = j:sl(xayaz(]at) + / dz'g(x,y, Z/at)gz- (336)

20

Zur Auswertung dieser Gleichung setzen wir fiir zy den Wert der jeweiligen
NS-Phasengrenze ein, da hier die Suprastromdichte, und damit der erste Term
auf der rechten Seite, gleich Null ist. D.h. fiir die Berechnung der Stromdichte
Jsi,1, die durch aus der linken Zuleitung auf den Supraleiter einfallende Quasi-
teilchen induziert wird, sei zg = 0, und fiir die durch aus der rechten Zuleitung
einfallende Quasiteilchen induzierte Stromdichte 7y r sei zg = L..

Wir erhalten fiir jg 1, durch Einsetzen von ¢(7,t) aus Gl. (3.32), Identifizierung
der ugy, und vgy, aus Gl. (3.23) mit den w; und v; in Gl. (3.32) und Integration
von 2z’ = 0 bis z:

j;l,L = —52(261)2}7)|ZU1|2 [1 — 672"”2]

_{ [zo-l—vl7L (t—’Tl/Q)] 2+(Tﬂ)l+/2)2 }/aﬁ

Xe

(1= 1) (3.37)

Die Stromdichte J g ergibt sich aus der Forderung, daf die Suprastromdichten
zu allen Zeiten irgendwo im Supraleiter glatt aneinander anschlieflen.
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3.3.2 Anschlufl der Stromdichten

Die Suprastromdichte im rechten Teil des Supraleiters, i r, berechnet sich
aus den Wellenpaketen ugr und vgg, die aus den stationdren Losungen der
zeitabhingigen BAGG (2.3) aufgebaut sind, die im Supraleiter mit wachsen-
dem Abstand von der NS-Phasengrenze bei z = L, exponentiell zerfallen. [Aus
Griinden der Ladungserhaltung handelt es sich bei ¥gr = (ugr vs R)T um ein
Quasiteilchen, das in z = L, an ein von rechts einfallendes Loch, vygr, und ein
nach rechts reflektiertes Elektron, uyg, angepaft ist, s. Gln. (3.49-a-3.50-b),
wobei uypg und vyg den Strom in dieselbe Richtung tragen wie uyy, und vy.|
Die freien Amplituden Q(F) jeder dieser Losungen sind durch die Forderung
bestimmt, dafl die Stromdichten jy 7 und jg g zu allen Zeiten irgendwo im
Supraleiter stetig ineinander iibergehen. Sind die Amplituden Q(E) bekannt,
sind auch die Wellenpakete in der rechten normalleitenden Zuleitung durch Gl.
(2.3) und die Anschlufibedingungen fiir die Wellenpakete bei z = L, eindeutig
bestimmt.

Fiir das Quasiteilchen im rechten Teil des Supraleiters erhalten wir mit der
Spektralfunktion D(F) aus Gl. (3.8), der Taylorentwicklung der energieabhéngi-
gen Funktionen um Ej bis zur ersten Ordnung in (E — Ej) wie in Abschnitt 3.2
und den Losungen der Gl. (2.3), die ansteigen, wenn sich z < L, der Phasen-
grenze bei L, anndhert, fiir die Wellenpakete:

1

— — LBt ik, pz,—k(L.—2) >
U = x, e nlte e dE Q(FE
o L@z /R )2 (E—E0)? 2+i(z0 it +t/h)(B—E)| ’ (3.38-2)
L ipt ikepz (L) —1/°O
v = T,y)———¢ R eWEFZeT LT N (F dE Q(E
SR 77( y)(sE\/% 7( l) 0 ( )
o~ L(as /Mo )2 (B—Ey)? /2-+ilzo [l +(t+m) [R/(B—Ey)] (3.38-D)

Wenn z, der Ort ist, an dem die Suprastromdichten ineinander iibergehen,
miissen geméfB Gl. (3.36) das Integral von g(7,t) von zp = 0 bis z = z, mit den
Losungen ugy, und vgy, [identifiziert mit den w; und v; in Gl. (3.32)] und das
Integral von zy = L, bis z = z, mit den Lésungen ugr und vgg gleich sein. Die
Anschlulbedingung lautet also:

— — Fa € * *
Fatl, = =& [ dATmA uss)(0 - )

: — s e * * =
= —ez/ dz4ﬁIm(A usrvsp)(1— fi) = ]sl,R‘za. (3.39)

Der Einfachheit halber schreiben wir das komplexe Q(F) als Produkt zweier
Faktoren, von denen einer energieabhéingig ist:

Q(E) = wlwg(E). (340)
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Nun setzen wir die ugg und vsg aus (3.38) in die Stromdichte j’sl,RL der GI.

(3.39) ein und driicken Jy L‘z durch die Lésungen ugy, und vgy, in der gleichen
Form aus, d.h. ebenfalls ohne die Energie-Integrale auszuwerten:

1 4
m y(E)"
2702, Ly Lyaon/m m{V( 2

. L e
]sl,L‘za - _ez4ﬁA77(xay)2

g U " dpe (o -y 2o +t/h)(E—El)]]
0

" { / % Qe [(@/hu)2 (-2 /2 vilzo B +(t-m) K] (B E) ] }
0

X /Oza dze™2r2(1 — f)), (3.41)

. _ € 1
Jar|,, = —&A An(z,y)* ]w1]2lm{ [v(E)™]

h 275125

X [ / % dEe— @ /i 2 (BB j2iz0 fhojt 1 /m) (B ) wz(E)]
0

X [ / * dEe—L(as/mvi 2 (B=E2 /2+ilz0 /vt +(t4m) /R (B—Ey) wa (B )]*}
0

X / ’ dze”2ill==2)(1 — f)). (3.42)

Es gilt mit Gl. (3.18):

tm { [y(B) ™"} = ~Tm {5(E))"}. (3.43)

Diesen Vorzeichenwechsel kompensieren wir durch Vertauschen der Integrati-
onsgrenzen im Ortsintegral der Gl. (3.42), und wir fordern, dafl die Integrale
iiber z gleich sind in z,:

Za 1
/ dze—anz - = (1 _ e—Zlea)
0 QHl
L oer ke 2 L 2%y (L
= (ePt= — griza) —/ dze™2m(E==2) - (3.44)
2/1[ Za

Diese Gleichung wird erfiillt durch
1
Zq — §Lz, (345)

d.h. die links- und rechtsseitigen Suprastrome gehen in der Mitte des Supralei-
ters stetig ineinander iiber, wie das aus Symmetriegriinden auch zu erwarten
ist.
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Die Energie-Integrale in den Gln. (3.41) und (3.42) sind reell. Durch Vergleich
dieser Integrale, d.h. des ersten in Gl. (3.41) mit dem zweiten in Gl. (3.42) und
des zweiten in Gl. (3.41) mit dem ersten in Gl. (3.42), findet man

wy(E) = ' E-Eon/h, (3.46)

Schliellich ergibt der Vergleich der Vorfaktoren in den beiden Gleichungen

2
W= ——o—.
V LzLya /T

Also sind die komplexen Amplituden der Losungen im rechten Teil des Supra-

(3.47)

leiters gegeben durch

QE) = ——2_iB=En/h, (3.48)

V LzLya.\/T

Damit — und mit dem Anschlufl der Wellenfunktionen an der Phasengrenze bei
z = L, — konnen nun auch die Wellenpakete ugp und vgr gemifl Gln. (3.38)
sowie die in der rechten normalleitenden Zuleitung, uygr und vyg, berechnet
werden. Man erhilt:

usp = wleikzpzef/q(szz)e* [ZoJrva (t*Tl)] 2/203’ (3‘49_3)
2
VSR = wl’y(El)_leikZer_Hl(Lz_Z)B_ [20+U?_t] /2a? , (349_b)
unp = wpeiherle ikl (2=L2) = [0+ La—z+;f (t-m)] 2/2a§7 (3.50-a)
vnr = wpy(By) ekttt (o)
2
we— 20+t /o)=L 4oy 1] /202 (3.50-b)

Zuletzt ergibt Einsetzen der Gln. (3.49-a) und (3.49-b) in Gl. (3.32) und Aus-
wertung der Stromdichtegleichung (3.36) die Suprastromdichte im rechten Teil
des Supraleiters,

Jar = —&(2ev.p)|w]? [1 - e*%z(Lz—z)}

Xef{ [z0+vf(t771/2)] 2+(T1Ul+/2)2}/az

(1=1). (3.51)

Betrachtet man diese Stromdichte zusammen mit der fiir den linken Teil des Su-
praleiters (3.37), so erkennt man, daf§ der Beitrag zum Suprastrom der représen-
tativen Quasiteilchen-Wellenpaket-Konfiguration, wie sie graphisch in Abb. 3.1
dargestellt ist, sein rdumliches Maximum bei z = L,/2 und sein Maximum in
der Zeit fiir t = tog + 77/2 erreicht. (t9 = —zp/ vl+ ist der Zeitpunkt, an dem die
Wellenpakete aus den Zuleitungen auf die NS-Phasengrenzen auftreffen, s.a.
Abschnitt 3.4.)
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3.3.3 Die Quasiteilchen-Stromdichte

Mit den Losungen der zeitabhingigen BdGG, die die Wellenpakete in den
verschiedenen Bereichen formen, berechnen wir die Quasiteilchen-Stromdichte
(3.31) unter der Annahme, dafl keine externen Felder wirken, d.h. wir setzen

A(7,t) im Impuls-Operator, Gl. (3.28), gleich Null. Identifizierung der jeweiligen
Wellenpakete mit den u; und v; der Gl. (3.31) liefert:

Jopuve = = —fuwif? |hkfe ozl el
+ hkl_e_[ZO+(U?/Uf)[Z"'Uz_(t_T)HQ/az} (1—f), (3.52)
JorsL = —é'z%]wl\Qe_Q“lzhkzF[e—[zo+vz+t]2/a§
2
+e Lot =l “3] (1= f), (3.53)
JQPLSR = —€Z£|wl|26*2"l(Lz*2)hkzF [e*[zo+vl+t]2/a§
’ m
2
+ e Lot =] “3] (1= 1), (3.54)
JoPINR = _é'z%’wl‘Q{hkl‘f'e*[zoJrszerv;Lt]Q/ag

. hkl_e_[ZO+(UZ+/UZ—)[z—Lz+vl‘(t—r)}]2/a§] (1—f). (3.55)

Von den Gleichungen fiir die Suprastromdichten, (3.37) und (3.51), und denen
fiir die Quasiteilchen-Stromdichten im Supraleiter, (3.53) und (3.54), sicht man,
daf sich die Stromdichten innerhalb eines Abstandes 1/k; = v,p7; von den NS-
Phasengrenzen ineinander umwandeln?.

3.4 Computerfilm-Bilder der Andreev-Streuung und
der Suprastrominduktion

Der Vergleich der Wellenpakete uyy, und vyr, Gln. (3.15) und (3.22), mit den
Wellenpaketen ung und vyg, Gln. (3.50-a) und (3.50-b), zeigt, dafl sich das
Zentrum des Elektron-Wellenpakets uyy, das sich in der linken normalleiten-
den Zuleitung mit der Geschwindigkeit vl+ nach rechts bewegt, und das Zentrum
des Loch-Wellenpakets vy g, das sich in der rechten normalleitenden Zuleitung
mit der Geschwindigkeit v;” nach links bewegt, zur gleichen Zeit {9 = —zg /vl+
auf die linke und rechte NS-Phasengrenze bei z = 0 und z = L, (mit unter-
schiedlichen Phasen) auftreffen, wihrend das Loch-Wellenpaket vy, das sich

3Einsetzen von z = 1/k; bzaw. z = L. — 1/k; in die Stromdichtegleichungen ergibt, daf
die Quasiteilchen-Stromdichte auf etwa 14 % abgeklungen ist, wihrend die Suprastromdichte
entsprechend auf etwa 86 % angestiegen ist. In diesem Sinne sprechen wir von ,,Umwandlung®
der Stromdichten.
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in z < 0 mit v; nach links bewegt, und das Elektron-Wellenpaket ux g, das sich
in z > L, nach rechts bewegt, beziiglich der einfallenden Wellenpakete um die
Zeit 1; verzogert sind. Die Locher, die sich nach links bewegen, transportieren
positiven Impuls und negative Ladung nach rechts, genauso wie die Elektro-
nen mit entgegengesetzter Gruppengeschwindigkeit. Die Suprastromdichte 7y
breitet sich ,instantan“ iiber den Supraleiter aus (ohne natiirlich die Lichtge-
schwindigkeit zu iiberschreiten) und koppelt direkt Elektron — Loch-Streuung
in der linken mit Loch — Elektron-Streuung in der rechten NS-Phasengrenze.
Dieses wird in Abb. 3.1 durch Bilder aus einem Computerfilm illustriert.

Man beachte, dafl auch die Wellenpakete, die aus der rechten Zuleitung auf
den Supraleiter zulaufen, das Resultat von nur einer Anfangsbedingung sind,
namlich der eines ,einlaufenden Elektron-Wellenpakets von links“. Diese An-

t=0ps t=50ps t=70ps
i i i
) : ) : 2 :
[u] W ; [u] ; [ul [
" \V g \/ q f
N S N N S N N S N
-30-20-10 0.0 10 20 30 40 Z(HM)  -30-20-10 0.0 10 20 30 40 Z(MM)  -30-20-10 0.0 10 20 30 40 Z (um)
t=80ps t=110 ps t=160 ps

o EJS ]S

o / \ uf /\ P
- | - |

P MZ\V

N S N N S N N S N
-30-20-10 0.0 10 20 30 40 Z (Hm) -30-20-10 0.0 10 20 30 40 Z (Hm) -30-20-10 0.0 10 20 30 40 Z (Hm)

Abbildung 3.1: Bewegung und Andreev-Streuung der Wahrscheinlichkeitsdich-
ten |u|? und |v|? einer reprisentativen spin-up Elektron- und Loch-Wellenpaket-
Konfiguration (durchgezogene Linien) und der induzierten Suprastromdich-
te Js in einem geschlossenen NSN-Stromkreis. Zur klaren graphischen Dar-
stellung wurden die Anfangsbedingungen fiir das Elektron-Wellenpaket, das
von links auf den Supraleiter einfillt, wie folgt gewihlt: Energie im Zen-
trum E; = A/2 = 0,15 meV, rdumliche Ausdehnung a, = 5 pm und
k.p = 0,9kr = 2,06 nm~!. Uber Ladungserhaltung durch Suprastrominduk-
tion bestimmen diese Anfangsbedingungen die Parameter und die Bewegung
des resultierenden Loch-Wellenpakets, das von der rechten Zuleitung auf den

Supraleiter zulduft; die Zeit fiir Andreev-Streuung, 7, = h// A% — EZZ, betréigt

etwa 2 Pikosekunden (ps). Diese Zeit vergeht zwischen dem Eindringen des
Schwerpunkts des Elektron-Wellenpakets in den Supraleiter und dem Austre-
ten des Schwerpunkts des Loch-Wellenpakets aus dem Supraleiter. Dieser und
weitere Filme zur Elektron — Loch- und Elektron — Elektron-Streuung an ei-
ner NS-Phasengrenze, auch fiir Energien F > A, kénnen im Internet unter der
URL http://theorie.physik.uni-wuerzburg.de/TP1/kuemmel/films/filmse.html
betrachtet werden.
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fangsbedingung, die Anpassung der Wellenpakete an den Phasengrenzen, die
Forderung nach Ladungserhaltung, ausgedriickt durch Gl. (3.2), und der ste-
tige Anschluf§ der Suprastromdichten 7y 7, und jg r bestimmen eindeutig die
Wellenpakete in der rechten normalleitenden Zuleitung (abgesehen von einem
irrelevanten, konstanten Phasenfaktor, der hier zu Eins gewéhlt wurde).

3.5 Diskussion der Ergebnisse

Die ,instantane“ Kopplung von Elektron — Loch-Streuung in der linken mit
Loch — Elektron-Streuung in der rechten Phasengrenze mag iiberraschend er-
scheinen, allerdings nur auf den ersten Blick. Beim zweiten Hinsehen erkennt
man, dafl unser Ergebnis durch explizite Wellenpaket-Rechnungen — und un-
seres Wissens zum ersten Mal — bestétigt, was frither intuitiv und durch Rech-
nungen mit stationéren Zustidnden gefolgert wurde: Loch — Elektron-Streuung
zerstort und Elektron — Loch-Streuung erzeugt Suprastrome, wann immer
Strome durch SN- und NS-Phasengrenzen flielen, wie z.B. in Vortex-Linien [37,
38]. Beide Streuprozesse miissen, selbst in weit voneinander entfernten Phasen-
grenzen, gleichzeitig auftreten, aufgrund der Ladungserhaltung in geschlosse-
nen Stromkreisen und als eine direkte Konsequenz einer zentralen Aussage der
BCS-Theorie der Supraleitung: Cooperpaare sind keine Bosonen (auch wenn
man das immer wieder lesen kann), da innerhalb des Volumens eines Cooper-
paares in einem konventionellen Supraleiter etwa eine Million Massenzentren
weiterer Cooperpaare liegen, ihre Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren
nicht die bosonischen Kommutator-Relationen erfiillen und ihre Kondensat-
Wellenfunktion antisymmetrisch ist [55, 56]. Daher kann das Cooperpaar, das
durch die Andreev-Streuung in einer Phasengrenze gebildet wurde, nicht aufler-
halb, sondern nur innerhalb des Kondensats existieren, auf das der Impuls von
2hk,r (bei Stromflufl in z-Richtung) und die Ladung der beiden Elektronen ent-
gegengesetzten Spins, die in den Supraleiter eingedrungen sind, iibertragen wer-
den muf}. Aufgrund der ,Phasen-Steifigkeit der Elektronen-Paar-Fliissigkeit*
[57], die typisch ist fiir nebendiagonale langreichweitige Ordnung, manifestiert
sich dieser Ladungs- und Impuls-Ubertrag — und die dazugehérige Phasen-
verschiebung — umgehend in einem Stromflufl aus der anderen Phasengrenze.
Daher konnen sich im Supraleiter keine Ladungen seiner Kapazitit entspre-
chend ansammeln (wie es Ladungen von Quasiteilchen mit Energien £ > A
konnten), und das Reservoir (die Batterie) mufl mit der gleichen Rate Locher
in die rechte Zuleitung emittieren und Elektronen von ihr empfangen, mit der
es Elektronen in die linke Zuleitung emittiert und Locher von ihr empfangt.
Die aus der Andreev-Streuung hervorgegangenen Wellenpakete kénnen dabei
genauso als durch den Suprastrom transmittierte Wellenpakete angesehen wer-
den. Zusammen mit den einlaufenden Wellenpaketen représentieren sie irgend-
eine der niederenergetischen Einteilchen-Anregungen mit Energien £ < A in
den stromtragenden, widerstandsbehafteten Teilen des Stromkreises.
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3.6 Ausblick

An dem Suprastrom, der durch das Kondensat in der S-Schicht getragen wird,
sind nur Zustéinde mit Energien |E| > A beteiligt. Dieser Suprastrom setzt
den Strom in den normalleitenden Zuleitungen fort, in denen alle Elektronen
und Loécher Energien F; < A haben. Wenn die Gesamtstromdichte ihren kriti-
schen Wert {ibersteigt, d.h. wenn das Zentrum der Fermi-Kugel in den normal-
leitenden Zuleitungen um mehr als hg.s = Am/hkp verschoben ist, setzt die
Paarbrechung ein, und wenn die Supraleitung zusammengebrochen ist, herrscht
die unkorrelierte normalleitende Konfiguration im gesamten Stromkreis. Wenn
andererseits die einzelne S-Schicht durch einen mesoskopischen SNS-Kontakt
ersetzt wird, ist die Vielteilchen-Konfiguration in der mittleren N-Schicht pha-
senkohérent und daher verschieden von den unkorrelierten Konfigurationen der
normalleitenden Zuleitungen. In einem N-SNS-N-Stromkreis verhélt sich der
SNS-Kontakt wie ein Supraleiter ohne Energieliicke [31]. Er kann durch pha-
senkohérente Quasiteilchen-Zustinde mit |E| < A und |E| > A einen dissipa-
tionslosen Josephson-Strom durch die mittlere N-Schicht tragen [33]. Dieser
Strom wandelt sich als Ganzes um in den gesamten Suprastrom der S-Schichten
— und umgekehrt —, wohingegen, gem#fl Gl. (3.2), jedes unkorrelierte Quasi-
teilchen aus den Zuleitungen seinen zugehorigen Teil vom gesamten Suprastrom
induziert. Wenn die Gesamtstromdichte die kritische Josephson-Stromdichte
iibersteigt (bei einer Verschiebung der Fermi-Kugel um hg.sys ~ h/2a, mit 2a
der Dicke der mittleren N-Schicht), kommt es zu einem Spannungsabfall iiber
dem SNS-Kontakt. Hierfiir gibt es verschiedene Modelle [18, 19, 21, 22, 34],
die sich beziiglich der impliziten Annahmen iiber die Rate und den Energie-
bereich unterscheiden, mit der bzw. in dem Quasiteilchen in der mittleren N-
Schicht durch die Umwandlung des Suprastroms in einen Quasiteilchen-Strom
entstehen. Zwei der moglichen Modelle werden in den néchsten beiden Kapiteln
behandelt.
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Kapitel 4

Ladungstransport in mesosko-
pischen supraleitend /halblei-
tenden Heterokontakten (34,
36]

4.1 Modellbeschreibung

Das dieser Untersuchung zugrundeliegende Modell orientiert sich wesentlich an
den Experimenten der Kroemer-Gruppe [12, 13, 15]. Dies gilt insbesondere fiir
die Parameter-Werte, die in der numerischen Auswertung der Stromdichteglei-
chungen benutzt werden.

Der Ladungstransport erfolgt in z-Richtung in einem n-dotierten InAs-Kanal
zwischen einem AlSb-Substrat und zwei supraleitenden Nb-Elektroden, die
durch eine AISb-Schicht voneinander isoliert sind, s. Abb. 4.1.

= S

X

Abbildung  4.1: Geometrie “/Nb” /Kls,b ¥/ Nb' Ly
des Supraleiter-Halbleiter- InAs b= — {1y
Supraleiter- (SHS-)Kontaktes. AlSh

-D -a a D

Die Ausdehnung dieser isolierenden Schicht, 2a, sowie der Nb-Elektroden selbst,
D —a, betrdgt 500 nm. In y-Richtung nehmen wir eine Breite L, in der Gréfien-
ordnung von 100 ym an. Hingegen hat der InAs-Kanal in z-Richtung eine Dicke
L, von lediglich 15 nm, sodafl die Elektronen im Kanal in dieser Richtung
eingeschlossen sind und ein quasi-zweidimensionales Elektronengas bilden. Der
Einschlufl der Elektronen wird durch die Forderung realisiert, daf3 die Wellen-
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funktionen fiir x = 0 und = = L, verschwinden, d.h. wir nehmen an, daf} die
Elektronen nicht nur am Bandkanten-Sprung von etwa 1,4 eV vom InAs zum
AISh, sondern auch am Bandkanten-Abfall von etwa 4,9 eV zum unteren Ende
des Niobium-Leitungsbandes, spiegel-reflektiert werden.

Unterhalb der Nb-Elektroden wird durch den Proximity-Effekt, also die Diffu-
sion von Cooperpaaren, ein endliches supraleitendes Paarpotential im InAs-
Kanal induziert. Die Variation des Paarpotentials entlang der xz-Achse — zwi-
schen den Nb-Elektroden bei x = 0 und dem AlISb-Substrat bei z = L, =
—0.08§y — kann, wie in Abb. 4.2 zu sehen ist, vernachlissigt werden. £, = 190
nm ist die BCS-Kohérenzldnge von Niobium.
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Das Verhiltnis der kritischen Temperaturen Ty /Tcos in Abb. 4.2 bestimmt die
Stérke der Paarwechselwirkung in InAs relativ zu der in Nb. Dieses Verh#ltnis
ist nicht bekannt, aber man sieht, dafl das induzierte Paarpotential selbst fiir
ein Verhiltnis von nur 0.001 noch etwa 10 % des Paarpotentials von Niobium,
Ag = 1,5 meV, betrigt. Somit ergibt sich im InAs-Kanal eine elektronische
Struktur dhnlich der eines ballistischen SNS-Kontaktes, in dem nur die rdumli-
che Variation des Paarpotentials die Translationsinvarianz in z-Richtung bricht.

Wir behandeln das System als quasi-zweidimensionalen SNS-Kontakt mit
gleichen Fermi-Geschwindigkeiten in den normalleitenden und supraleitenden
Bereichen und einer , parabolisch-dquivalenten“ effektiven Masse von m* =
0.053mg, mit mg: Ruhemasse des Elektrons [59]. Es sind keine Oxid-Schichten
oder Schottky-Barrieren an den NS-Phasengrenzen vorhanden, die Supraleiter
unterscheiden sich vom Normalleiter allein durch die Anwesenheit eines endli-
chen Paarpotentials

A(Ft) = Az, t) = |A(z,t)]e?P0). (4.1)

Der Einfachheit halber arbeiten wir in dem iiblichen Kastenmodell fiir den
(réumlich und zeitlich konstanten) Betrag des Paarpotentials:

A(z) = |A(z,t)] = A-0O(]z] —a)O(D — |z]). (4.2)
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Dabei ist A der Betrag des Paarpotentials in den S-Schichten und O(z) die
Stufenfunktion mit ©(z < 0) = 0 und ©(z > 0) = 1. Die Phase des komplexen
Paarpotentials in den supraleitenden Kanalbereichen kann wie iiblich [21, 22, 33]
als rdumlich konstant angesehen werden, da diese aufgrund des Meifiner-Effektes
den Strom an der Oberflache transportieren, im wesentlichen also stromfrei sind.
Es gilt also:

20(z,t) = 2p(z = —a,t) = 2¢1(t) fir 2z < -—a, (43)
20(z,t) = 2p(z = +a,t) = 2pa(t) fir z>+4a. .

Abb. 4.3 zeigt den Verlauf des Betrages und der Phase des Paarpotentials sowie
die Phasendifferenz

®(t) = 2[pa(t) — 1(t)] (4.4)

zwischen den supraleitenden Bereichen.

E“

Abbild . ! | | 2¢() |

ildung 4.3: Riumlicher Verlauf | ‘ ‘ |
des Betrages (dicke Linie) und der | 201 (t) 3 3}‘1)(75) |
Phase (diinne Linie) des Paarpoten- | A |
tials A(z,t). ®(t) ist die Phasendif- | N ‘ |
ferenz zwischen den supraleitenden
Bereichen.
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4.2 Die Wellenfunktionen

Wir behandeln das System der Abb. 4.1 wie einen quasi-zweidimensionalen
SNS-Kontakt. Wir nehmen an, dafl sich das System fiir Zeiten ¢ < 0 im Gleichge-
wicht befindet und jeder Quasiteilchen-Zustand durch einen Satz von Quanten-
zahlen k charakterisiert ist. Ab ¢ = 0 tritt eine Potentialdifferenz eV zwischen
den supraleitenden Schichten auf, sei es aufgrund einer angelegten Spannung V/
oder eines angelegten Stromes, der bei ¢t = 0 den kritischen Josephson-Strom
iibersteigt. Die Quasiteilchen-Wellenfunktion Wy (7,¢), die sich unter dem Ein-
fluf} des elektrischen Feldes

Lo OA(F, LV
F(r,t) = — (;t ) = —ezﬁ@(a —|z]) (4.5)
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aus dem Gleichgewichtszustand k entwickelt, ist durch die zeitabhéingigen
BdGG bestimmt:

m%mk(ﬁ t) = H(F, 1) Uy(7, 1) (4.6)

mit

Y H(Ft)  Az)
H(r,t):< AGY —H G ) (4.7)

Wir arbeiten in einer Eichung mit reellem Paarpotential A(z), gegeben durch
Gl. (4.2). In dieser Eichung hat das Vektorpotential die Form

—

A7 1) = eA(2 1) = gz%w) (4.8)

mit der zeitabhingigen Phasendifferenz’

B(t) = <¥t + c1>0> O(a — |z]). (4.9)

®y = ®(0) ist fiir den stromgetriebenen Fall die Phasendifferenz, bei der der
angelegte Strom gleich dem kritischen Josephson-Strom ist; fiir den spannungs-
getriebenen Fall ist &g = 0.

Der Hamilton-Operator H(7,t) in Gl. (4.7) ist

1

H(7t) = [h

i

L
4a

2
=5 V+eée, (t)] +U(z) — p. (4.10)
Das Skalarpotential U(z) beschreibt den Quantentrog, der die InAs-Elektronen
in z-Richtung einschliefit,

U(z) =UpO(x)O(L,; — x), (4.11)

wobei Uy sehr viel grofer ist als das chemische Potential im InAs-Kanal pu o g =

0,2 eV.

Die Losungen der zeitabhingigen BAGG, Wg(7,t), miissen im Grenzfall
verschwindender Spannung, V' — 0, in die stationdren Quasiteilchen-
Wellenfunktionen eines SNS-Kontaktes iibergehen, die denen aus Ref. [33] ent-
sprechen. Es gibt zwei Klassen von stationdren Zusténden: (i) Streuzustéinde

1®(t) aus Gl. (4.9) geniigt der Josephson-Gleichung [60] 0®(t)/0t = 2V (t)/h unter der
Annahme, dal V (¢) zeitunabhéingig ist oder durch seinen zeitlichen Mittelwert ersetzt werden
kann.
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mit Energien |E| > A und (ii) gebundene Zustédnde mit |E| < A. Die existie-
renden Theorien zum ballistischen, dissipativen Ladungstransport in schwach
gekoppelten Supraleitern unterscheiden sich in den Beitrigen der zwei Typen
von spannungsabhéngigen Losungen, die sich aus den beiden Klassen von sta-
tiondren Zusténden entwickeln. In Ref. [21] spielen die Losungen, die sich aus
den Streuzustédnden entwickeln, die dominierende Rolle, wéhrend die aus den
gebundenen Zustdnden nur fiir sehr kleine Spannungen relevant sind. Referen-
zen [18-20] und verwandte Theorien betrachten nur die Entwicklung aus Streu-
zustdnden. In Ref. [22] kommen die Hauptbeitrige zu den Strom-Spannungs-
Charakteristiken von Losungen, die sich aus den gebundenen Zustédnden ent-
wickeln.

Der physikalische Unterschied zwischen den beiden Klassen von Theorien be-
steht in der Annahme iiber die Rate, mit der die Quasiteilchen, in einer Fol-
ge von Relaxations-Zyklen, ihre Bewegung im elektrischen Feld von Ener-
gien |E| < A aus starten: In Ref. [21] starten die Quasiteilchen nach jedem
Relaxations-Zyklus, in Ref. [22] nach jedem Andreev-Streuprozefl. Die Idee hin-
ter der Annahme von Ref. [22] ist die folgende: Wenn der SNS-Kontakt tiber
normalleitende Zuleitungen mit der Strom- oder Spannungsquelle verbunden
ist, haben praktisch alle Quasiteilchen-Anregungen, die die verschobene Fermi-
Kugel in den Zuleitungen bilden, Energien |E| < A, sodaf sie an den dufleren
Phasengrenzen zwischen den Zuleitungen und dem Kontakt totale Andreev-
Streuung erfahren. Es wurde angenommen, dafl die den dadurch induzierten
Suprastrom tragenden kollektiven Moden sich in der mittleren N-Schicht wie-
der in Quasiteilchen-Anregungen mit Energien |E| < A umwandeln. Aufgrund
von Ladungserhaltung ist dann die Rate dieser Umwandlung gleich der Netto-
Rate der Andreev-Streuung mit Impulsiibertrag in Stromrichtung an jeder der
NS-Phasengrenzen.

Die BCS-Theorie der Supraleitung beschreibt einen Supraleiter als groflkano-
nisches Ensemble. Wenn die Cooperpaare, die durch Andreev-Streuung in ei-
nem SNS-Kontakt erzeugt oder zerstort werden, direkt in ein Reservoir von
Cooperpaaren laufen oder aus diesem kommen, ohne normalleitende Zuleitun-
gen zwischen dem Kontakt und dem Reservoir, sollte das Modell von Ref. [21]
das passende sein. In diesem Kapitel vernachlédssigen wir, wie in den Referenzen
[18-21], den moglichen Einflul von normalleitenden Zuleitungen und nehmen
an, dafl nur Quasiteilchen mit Energien |E| > A aus den supraleitenden Bénken
auf die NS-Phasengrenzen des Kontaktes einfallen.

4.2.1 Startzustiande

Es gibt vier verschiedene Typen von einlaufenden Quasiteilchen mit Energien
|E| > A. Ihre Wellenfunktionen, die auf das Volumen einer S-Schicht normiert
sind, sind gegeben durch
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i 1
vl (Bt = eWEtNﬁE( >
S,ezn( ) 77( y) ( ) ’Y(E)B
Xeioz[kzp—l—ﬁn(E)}Z@(_aﬂz _ a)@(D — |Z|) (4.12)
Dabei beschreibt
N(z,y) = sinlkya)e’s (*13)

die stehenden Wellen in z-Richtung im Quantentrog des InAs-Kanals und ebe-
ne Wellen in y-Richtung, in der wir aufgrund der grofien Ausdehnung Transla-
tionsinvarianz annehmen. Fiir die diskrete Wellenzahl k,, s. Gl. (3.6), sind bei
den verwendeten Parametern nur die untersten zwei Subband-Zustdnde mit
n, = 1 und n, = 2 besetzt. Die Indizes o und § beschreiben den Charakter
des Quasiteilchens: Er ist elektronartig (8 = +1) oder lochartig (8 = —1) mit
positivem (o = +1) oder negativem (o = —1) Impuls in z-Richtung. Ein kom-
pletter Satz von Quantenzahlen, der die Quasiteilchen-Wellenfunktion Wy (7, )
charakterisiert, ist also

k= {nz;ky; (£, 0, 5)}. (4.14)

Der Normierungsfaktor ergibt sich zu

2
NAE) = \/ L.L,(D — )1+ (B

O(E — A). (4.15)

v(E), die Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir Andreev-Streuung, ist fiir Energien
|E| > A und |E| < A — in anderer Schreibweise als in Gl. (3.18) —

E—sign(E)vE2—AZ fiir |[E| > A,

WE) = A (4.16)
/S fir || < A.

Argumente von y(E) kleiner als A treten in der Wahrscheinlichkeitsamplitude
fiir multiple Andreev-Streuung A%(FE) auf, s. Gl. (4.28).

Da wir als Startzustéinde Wellenfunktionen mit Energien |E| > A betrachten,
ist es zweckméfig, fir die Wellenzahl in z-Richtung a[k,r+ Gk (E)] zu schreiben
mit

sign(B)¥L2=22  fiir |BE| > A,

hv, g

K(E) = (4.17)

I fiir |E| < A.
Die Wellenfunktionen fiir die Quasiteilchen im Normalleiter und die von den
Phasengrenzen in die Supraleiter laufenden Quasiteilchen erhalten wir mit Hilfe
der Anschlufibedingungen an den NS-Phasengrenzen aus den Startzustinden

der Gl. (4.12).
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4.2.2 Anschlufl der Wellenfunktionen: Rekursions-Gleichungen

Die Losungen der zeitabhéngigen BAGG fiir Quasiteilchen, die von der Phasen-
grenze aus in die Supraleiter laufen, sind

VS (EiT 1) = n($7y)€_%EtDaﬁ(E)<,y(;)ﬁ>

x eloh=rtBe(E)l2Q (02 — a)O(D — |2|). (4.18)
Die Loésungen im Normalleiter mit dem konstanten elektrischen Feld lauten

W BTG = e PV (O
eVz/4a+8'E

ol S gy

Sie ergeben sich aus einer Entwicklung von Airy-Funktionen [48] im Grenzfall

h2k?
——=L > |E+eV| A (4.20)

Die Koeffizienten D (E) und C*¥(E) erhélt man aus der Anpassung der
Uberlagerung

=3 [ ap{umn v mno). a21)
gebildet aus den Lésungen (4.12) und (4.18), an die Uberlagerung

=y / dEVSY (E;7)t), (4.22)
B I =0

gebildet aus der Losung (4.19), an den NS-Phasengrenzen bei z = +a:

Ue(r,t

) )‘z::ta - \D%(F ¢

: )\Z:ia. (4.23)

Die Integrale iiber E enthalten auch die Losungen, die sich aus Zustéinden mit
negativer Energie —|F| entwickeln. Die zugehorigen Wellenfunktionen erhélt
man aus denen mit positiver Energie +|E| iiber die Symmetriebeziehung (2.7).

Die Anschluibedingungen (4.23) entsprechen denen in Ref. [22, 48] benutzten;
zusammen mit den Wellenfunktionen (4.12), (4.18) und (4.19) werden sie zu:
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Z/ dEef%Et (7(;)5> eia[kzFJrﬁn(E)]z@(D . ‘Z’)
g /oo

X {Nﬁ(E)@(—aﬁz —a) + D*(E)O(afz — a)}

z==a

_ e tErisevEligas g (L4 6)/2
> (2 50)

eVz/4a+B'E

b T g (20

z=%a

Da wir die Stromdichten in der N-Schicht des Kontaktes berechnen wollen,
brauchen wir die Koeffizienten D®?(E) nicht explizit anzugeben. Fiir die Ko-
effizienten der Normalleiter-Wellenfunktionen erhélt man aus Gl. (4.24) nach
elementaren aber langwierigen Umformungen die Rekursionsgleichungen:

Cc(E) = f: > et (E - {m +1-— %55’] aeV> (4.25)

n=0 g
mit
, , i|:4n(E7aBB/eV/2)+4(n2+n)aeV:|a )
CP(E) = &P (B)e RuF o—inado
1
X A (E — §aﬁﬁ/eV> . (4.26)
Hierbei ist
"(B) = NUE)1—(B))enBlacmi2-00) 50t
[ (2=B88")(E—aBB'eV/2)+3aeV/4 4l
el Poar J (B + aev) 2 (4.27)
und
2n .
i Y(E A+ v+ 1/20aeV)  fiirn >0,
sy = { TR0+ 1 2aet) .
1 firn=0

ist die Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir multiple Andreev-Streuung (vgl. [22]).

Der Koeffizient CO‘B,(E) besteht aus den phasenkohirenten Uberlagerungen al-
ler Amplituden ¢’” (E — [2n+1— 33’ /2]aeV), die aus denjenigen einfallenden
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Quasiteilchen entstanden sind, die durch die Wellenfunktionen \I/gim(E —[2n+
1—80'/2]aeV;T,t) beschrieben werden. Mit anderen Worten: Die Wahrschein-
lichkeitsamplitude C*'(E), ein Quasiteilchen (charakterisiert durch o und 3)
in der N-Schicht mit einer Energie E im Bereich zwischen F—eV/2 und E+eV/2
zu finden, ist die Summe aller Amplituden 5% (E—[2n+1- B0 /2]aeV);
\cgﬁ p /\2 ist die Wahrscheinlichkeit, daf ein Quasiteilchen, das aus einem der
Supraleiter eingelaufen ist und charakterisiert ist durch «, § und Energie
E—[2n+1-303/2]aeV, den Energiebereich zwischen E —eV/2 und E + eV/2
in der N-Schicht nach n Andreev-Zyklen als Elektron (3 = +1) oder Loch

(8" = —1) erreicht.

4.2.3 Normalleiter-Wellenfunktionen

Zur Berechnung der Stromdichte in der N-Schicht ist es allerdings nicht sehr
zweckmiBig, die Wellenfunktionen (4.19) mit den Koeffizienten C*?' (E) zu be-
nutzen. Um alle Beitridge der Quasiteilchen zur Stromdichte sauber zu erfas-
sen, ist es viel einfacher, neue Normalleiter-Wellenfunktionen Wy (7, t) zu ver-
wenden. Diese sind die Wellenfunktionen im Normalleiter, die sich aus dem
stationéren Zustand k entwickeln. Sie ergeben sich durch Aufsummation aller
phasenkohérenten Wellenfunktions-Komponenten, die durch multiple Andreev-
Streuung in der N-Schicht aus einem bestimmten einfallenden Quasiteilchen,
beschrieben durch Gl. (4.12) mit «, § und Energie Fy, entstehen. Die Summe
dieser Anteile ist durch die rechte Seite der Gl. (4.19) gegeben, sofern man dort
E = Eyg+[2n+1—36'/2]aeV setzt und C*%'(E) durch die rechte Seite der Gl.
(4.25) ersetzt, mit einer Anderung: Anstatt iiber den Index § zu summieren,
der den Charakter des einfallenden Quasiteilchens beschreibt (elektron- oder
lochartig), muf} iiber den Index 3 summiert werden, der das Quasiteilchen in
der N-Schicht charakterisiert (Elektron oder Loch).

Man kann zeigen, daf (i) die neuen Wellenfunktionen

S .
Uyt = (o) 3 e HEr o ey e oot ()

n=0 g’
(1 + ﬁ/)/z eia |:kzF+EVZ/4G+B/[EOZE)?;+17BB//2)‘15V] B
(1-p5)/2
xe HI 060 ~ ) (4.29)

an den Phasengrenzen an die Losungen in den S-Schichten anschliefen und dafl
sie (ii) im Grenzfall verschwindender Spannung analytisch exakt in die Losun-
gen der stationdren Streuzustédnde iibergehen. Daher zeigen die Betragsquadra-
te der Elektron- und Loch-Komponenten von Wy (7,t) fiir V' — 0 ebenfalls
die Resonanzen der virtuell gebundenen Zusténde, die man fiir die stationére
Situation erhélt [33].
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4.3 Strom-Spannungs-Charakteristiken

4.3.1 Die Stromdichtegleichung

Im Bogoliubov-de Gennes-Formalismus ist die Stromdichte eines SNS-
Kontaktes, in dem alle Quasiteilchen-Zustidnde k& geméafl der Fermi-
Verteilungsfunktion fj besetzt sind, gegeben durch Gl. (3.26) [mit der frei-
en Elektronenmasse m ersetzt durch die effektive Masse m* und p’ geméaff Gl.

(4.33)]:

JUF,t) = ——Re {2 3 [u;ﬁuk o+ oppoi(1 — fk)] } . (4.30)

m
k

Die Summe iiber k lduft iiber alle Zusténde positiver Energie F > A und einer
Spinrichtung. Die Stromdichte j{7,t) kann aufgeteilt werden in einen Anteil
Jaz, der von Quasiteilchen aus dem Grundzustand, und einen Anteil j;,, der
von thermisch angeregten Quasiteilchen getragen wird. Der Grundzustand kann
als Konfiguration betrachtet werden, in der alle Quasiteilchen-Zustinde mit
negativer Energie Ej = —FEj) besetzt sind; die zugehorigen Wellenfunktionen
erhélt man {iber die Symmetriebeziechung (2.7) aus den Wellenfunktionen mit
positiver Energie. Fiir T' = 0 K, wenn keine thermisch angeregten Quasiteilchen
vorhanden sind, beschreibt Gl. (4.30) die Grundzustandsstromdichte durch die
Loch-Komponenten mit positiver Energie Ej, die gemafl Gl. (2.7) den Elektron-
Komponenten mit negativer Energie Fr entsprechen:

Jez(Tht) = —ERe {Q;Ukpvk} = —%Re Q;Ukpuk , (4.31)

wobei die Summe iiber k iiber alle Zustinde negativer Energie Fj < —A und
einer Spinrichtung lduft. Den Hauptbeitrag zur Stromdichte liefern die Quasi-
teilchen, die aus dem Kondensat kommend unter dem Einfluf3 des elektrischen
Feldes im N-Bereich Energie gewinnen und im Energiebereich zwischen —A und
+A multiple Andreev-Streuung erfahren, wobei sie bei jedem Andreev-Zyklus
die Ladung 2e durch die N-Schicht transportieren.

Bei endlichen Temperaturen sind nun auch thermisch angeregte Quasiteilchen
mit Energien Fj > A vorhanden. Fiir die Stromdichte 7, erhédlt man mit GI.
(2.7) und fr, =1 — f3:

(&

j;fh(f; t) = - m*

Re 2 | uppurfe — Y wipuz(l— fr)| ¢ - (4.32)
k k

Die beiden Terme auf der rechten Seite lassen sich so interpretieren, daf je-
des Quasiteilchen, das aus dem Grundzustand heraus thermisch angeregt wird
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(erster Term), keinen Beitrag mehr zur Grundzustandsstromdichte liefern kann
(zweiter Term). Der Hauptbeitrag zur Stromdichte 7, wird ebenfalls durch
Quasiteilchen geliefert, die in den Paarpotentialtopf zwischen —A und +A hin-
eingezogen werden und hier viele Andreev-Zyklen durchlaufen. Da der Impuls
der Quasiteilchen, die im elektrischen Feld Energie verlieren, dem der Qua-
siteilchen, die aus dem Kondensat herausbeschleunigt werden, beziiglich der
z-Richtung entgegengesetzt ist, haben beide Terme in Gl. (4.32) dasselbe Vor-
zeichen und J;, ergibt einen dem Grundzustandsstrom entgegengerichteten Ge-
genstrom. Daher ist der Betrag der (Gesamt-)Stromdichte 7(7,¢) bei endlichen
Temperaturen kleiner als die Grundzustandsstromdichte, wie in der Abb. 4.6 in
Abschnitt 4.3.3 zu sehen ist.

Zur Berechnung der Stromdichte j(,t) in der N-Schicht des SNS-Kontaktes
identifizieren wir die uy und v der Gl. (4.30) mit den Elektron- und Loch-
Komponenten der Normalleiter-Wellenfunktionen (4.29). Nach Anwendung des
Impuls-Operators

h = h
p= -V +ée,—d(t 4.33
=V +e b (433)
auf die Komponenten der Wellenfunktionen (4.29) und Mittelung iiber die Ka-

naldicke L, ergibt sich mit der Definition

JOBI)N (B2 t) = é 5
Lym*h? \/k2 — k2 k2 4 f20 BT - A?

2

/

.__E [1—~(E)2]?

VET =57 15(BP
0 ,B’Mz

«Re Z e ha2(n n)th 2\/k2 —k2 k2 efia(nfn/)q)o

n,n’'=0

v(E + aeV)

4(n n )[E+(n+n +1-8p3 /2)aeV]

xe PRV Ag (E - %wmv)

A% (E _ %wmv) o [h, /K2 — k2 — k2
n eVz/2a+ [ E+ (2n+1— 35/2)aeV]

Lo JkE— k2 — k2

die Stromdichte in der N-Schicht zu

O(a — |z|) (4.34)

2

hwp k?y,max
Jzt) = =Y /A dE ) /O dk, (fkﬂ“m)(E;z,t)
af =1

—[1 = fil) PV (B; z,t)> : (4.35)
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Dabei wird iiber E wie gewohnlich bis zur Debye-Energie hwp integriert, und
ky max ist in dem hier verwendeten Modell, in dem der einzige Streuprozef
die Andreev-Streuung ist, gegeben durch die Forderung, dafl nur Zusténde er-
laubt sein sollen, fiir die Andreev-Streuung moglich ist. Fiir die minimale z-
Komponente des Fermi-Wellenvektors solcher Zusténde gilt [27]

2m*

h2

(4.36)

kzF,min ~

Der Betrag des Wellenvektors der Startzustédnde ist

- 2m*
‘k‘ - \/k% + ﬁ%\/ﬁ A2 (4.37)

Da bei der Andreev-Streuung elektronartige Quasiteilchen-Anregungen (5 =
+1) mit Impulsen etwas oberhalb des Fermi-Impulses und lochartige
Quasiteilchen-Anregungen (8 = —1) mit Impulsen etwas unterhalb des
Fermi-Impulses ineinander gestreut werden, miissen fiir beide Quasiteilchen-
Anregungen die gleichen Beschrankungen gelten. Dadurch wird vermieden, dafl
Elektronen in Loch-Zustidnde gestreut werden, die die Bedingung fiir Andreev-
Streuung nicht erfiillen. Die restriktivere Beschrinkung gilt fiir § = —1.

Damit an den NS-Phasengrenzen Andreev-Streuung auftritt, mufl die z-
Komponente des Impulses der Quasiteilchen so grofl sein, dafl sie durch das
Paarpotential nicht umgedreht werden kann. Wir fordern also [61]

|kz|min = kZvain (438)

und erhalten fiir

5|2 9
ky,max = ‘k‘ _|kz|min_k%

* 2
_ \/k% - 2%2 (\/EQ “AZ g A) - (Ll) n2. (4.39)

4.3.2 Der Josephson-Wechselstrom

Die zeitabhéngige Stromdichte 7(0,¢) in der Mitte des Kontaktes wird durch nu-
merische Auswertung der Gl. (4.35) fiir den spannungsgetriebenen Fall, &5 = 0,
berechnet. Wir nehmen an, dal der Proximity-Effekt im n-Kanal von InAs ein
Paarpotential von A = 0,3 meV induziert; fiir die Werte der anderen Para-
meter s. Abschnitt 4.1. Das Ergebnis zeigt Abb. 4.4, wobei hier wie auch in
den folgenden Strom-Spannungs-Charakteristiken der Betrag der Stromdichte
aufgetragen ist.
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12 7 Abbildung 4.4: Zeit- und

: 7 spannungsabhingige  Strom-
dichte bei T = 2,2 K im
quasi-zweidimensionalen Elek-
tronengas eines SHS-Kontaktes
mit dem proximity-induzierten
Paarpotential der Abb. 4.2.
Die Lénge der halbleitenden
Schicht ist 2a = 500 nm, und
die Elektronendichte betrigt
v [mV] 5-10% cm=3.

i [10°A/m?]

Die Stromdichte j(0,¢) beinhaltet nur einen zeitabhingigen Faktor in
JWBB)(E; z 1), GL. (4.34), mit der Frequenz

2 !
V= W (4.40)

Die zeitliche Periode bei der Spannung V' = 0,5 mV betrigt 4,14-10712 s/(n —
n'), und man erkennt aus Abb. 4.4, dafl die Hauptbeitriige zum Wechselstrom
von den Termen mit (n —n’) = 1 kommen. Die Frequenz dieser Beitriige ist
also gleich der Josephson-Frequenz v = 2¢V/h.

Der steile Anstieg bei kleinen Spannungen erklart sich aus der grofien Zahl von
maximal moglichen Andreev-Streuungen fiir Quasiteilchen, die aus dem Grund-
zustand kommend solange im N-Bereich zwischen den Phasengrenzen hin- und
herlaufen, wie ihre Energie im Bereich zwischen —A und +A liegt, in dem die
Wahrscheinlichkeit fiir Andreev-Streuung gleich Eins ist. Der Spannungswert,
bei dem die Stromdichte in den flacheren Verlauf iibergeht, ist durch die Zahl
der in der Berechnung beriicksichtigten Andreev-Zyklen bestimmt. Dieses wird
in Abschnitt 4.4 detaillierter erldutert.

Zum Vergleich zeigt Abb. 4.5 die zeitabhéngige Stromdichte eines dreidimensio-
nalen SNS-Kontaktes mit demselben Paarpotential, aber Translationsinvarianz
in z- und y-Richtung [61]. Sie wurde mit der dreidimensionalen Stromdichte-
gleichung berechnet, die man aus Gl. (4.35) im wesentlichen dadurch erhélt, dafl
man die Summe iiber den Index n, der stehenden Wellen in z-Richtung in ein
Integral tiber kontinuierliche k,-Werte umwandelt und die effektive Masse m*
durch die freie Elektronenmasse m ersetzt. Es {iberrascht nicht, daf§ die Unter-
schiede lediglich quantitativer Natur sind, da der fundamentale Mechanismus
der multiplen Andreev-Streuung, der fiir den Ladungstransport in mesoskopi-
schen, schwach gekoppelten Supraleiter-Kontakten verantwortlich ist, sowohl in
drei- als auch in quasi-zweidimensionalen Elektronengasen derselbe ist.
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Abbildung 4.5: Zeit- und span-

< 20 nungsabhéngige  Stromdichte

X 15 bei T' = 2,2 K in einem drei-

% 10 dimensionalen = SNS-Kontakt.

50 Die Lénge der N-Schicht

ist 2a = 500 nm, und die

% Fermi-Energie betréigt 0,21 eV
[61].

0.4 05

%
; 0.0 0.0 0.1 0.2 0.3
V [mV]

4.3.3 Der zeitlich gemittelte Strom

Der zeitliche Mittelwert der Stromdichte j{z,t) ist

Ty
Tz) = ﬁ /O Atz 1) (4.41)

mit Ty — oo. Fiir die numerischen Berechnungen setzen wir Thy = 1 s, was
sehr viel grofer ist als alle charakteristischen Zeitskalen. Da die Amplituden
der Oszillationen der Stromdichte als Funktion der Zeit klein sind, ergeben die
zeitlich gemittelten Stromdichten 7{0), die in Abb. 4.6 dargestellt sind, Strom-
Spannungs-Charakteristiken (SSCs), die sich nicht sehr von den SSCs der Abb.
4.4 zu irgendeiner festen Zeit unterscheiden. (Um Rechenzeit zu sparen, wurden
die SSCs der Abbildungen 4.4 und 4.5 mit geringerer numerischer Genauigkeit
als die der Abb. 4.6 berechnet. Auflerdem ist die Steigung bei kleinen Span-
nungen in den Abbildungen 4.4 und 4.5 nicht so steil wie in der Abb. 4.6, da
nur vier Andreev-Zyklen in der Berechnung beriicksichtigt wurden, wihrend in
Abb. 4.6 36 Zyklen mitgenommen wurden.)

Abbildung 4.6: Strom-Span-
nungs-Charakteristik eines

quasi-zweidimensionalen SHS-
Kontaktes bei T = 2,2 K

08 o (untere Kurve) und 7' = 0 K
cnf 06 o8 (obere Kurve) mit den gleichen
= oe Parametern wie in Abb. 4.4.
0.4 o Das Inset =zeigt den steilen
0.2 zi ] Anstieg der Stromdichte bei
000001 0.02 kleinen Spannungen; wiederum

0. I I I I I I I I I . .
80 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 gehort die untere Kurve zur
m hoheren Temperatur.

Der Strom bei T' = 2, 2 K ist kleiner als der bei T' = 0 K, da bei endlichen Tem-
peraturen thermisch angeregte Quasiteilchen vorhanden sind, die einen dem
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Grundzustandsstrom entgegengerichteten Strom tragen [27, 32]. Deren Beitrag
steigt — wie der Grundzustandsstrom — bei kleinen Spannungen aufgrund von
Vielfach- Andreev-Streuung steil an, nimmt dann aber ab der Spannung, bei der
die SSC in den flacheren Verlauf iibergeht, wieder ab, da bei steigender Span-
nung immer weniger Andreev-Streuungen zwischen —A und +A moglich sind.
Zwar werden auch bei grofleren Spannungen einige Quasiteilchen immer in die-
sen Energiebereich hineingezogen, doch kommen diese aus Startzustdnden mit
immer gréferer Energie und liefern — im Gegensatz zum Grundzustandsstrom
— aufgrund deren Besetzung gemifl der Fermi-Verteilungsfunktion einen im-
mer kleineren Beitrag, sodaf} sich die SSC bei T'= 2,2 K fiir hohe Spannungen
immer mehr der bei T'= 0 K annéhert.

Die Abnahme des durch die thermisch angeregten Quasiteilchen getragenen
Gegenstroms bei steigender Spannung zeigt Strukturen, die charakteristisch fiir
den Prozel der multiplen Andreev-Streuung sind. Da diese Strukturen aller-
dings klein gegen den Betrag der Stromdichte und infolgedessen in der SSC
kaum auszumachen sind, ist es zweckméfig, fiir deren Betrachtung und Inter-
pretation den differentiellen Widerstand zu betrachten.

4.4 Differentieller Widerstand und Subharmonic
Gap Structure

Der differentielle Widerstand (mal Einheitsfliche) dV/dj wurde numerisch aus
den Datenpunkten der Abb. 4.6 berechnet, das betrachtete System ist also
wieder der quasi-zweidimensionale SHS-Kontakt mit den Parametern, die auch
schon zur Berechnung des Josephson-Wechselstroms in der Abb. 4.4 verwendet
wurden. Das Ergebnis zeigt Abb. 4.7.2

40 Abbildung 4.7: Differentiel-
3.57 ] ler Widerstand eines SHS-
30 Kontaktes mit Parametern
gy i wie in Abb. 4.4 und 4.6 bei
NGZ'Sf | T = 2,2 K (untere Kurve)
7'9'2-0’ 7 und T = 0 K (obere Kurve).
S5 0 03 Die Pfeile kennzeichnen die
%10 A 0.2 Peaks der ,,Subharmonic Gap
' N 0.1 Structure“ bei den Spannungs-
ost/ T 001508 ooos |  Werten Ve = 2A/ef. Das Inset
080T 55 93 o1 55 05 o5 95 o zeigt das Kreuzen der Kurven
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 . pje g oo
V [mv] p g

2 Aufgrund der Berechnung der Ableitung aus diskreten Datenpunkten ergeben sich z.T.
heftige Schwankungen, die gewissermaflen die , richtige* Kurve ,,verrauschen“. Da dieses ,,Rau-
schen“ aber auf die numerischen Ungenauigkeiten, die sich bei der Differentiation entsprechend
aufschaukeln, zuriickgefithrt werden konnte, wurde die berechnete Kurve gegléttet, was im we-
sentlichen durch eine Art Mittelwertbildung zwischen benachbarten Datenpunkten geschah.
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Die Peaks in der Kurve fiir die Temperatur T' = 2,2 K bei den Spannungswerten
Ve=2A/e&, £€=1,2,3..., (4.42)

bilden die sogenannte ,,Subharmonic Gap Structure* (SGS). Sie verschwinden
mit abnehmender Temperatur, da die SGS durch die thermisch angeregten Qua-
siteilchen hervorgerufen wird, die einen Strom tragen, der dem Grundzustands-
strom bei T' = 0 K entgegengerichtet ist. Eine Erkldrung fiir das Zustandekom-
men der SGS wird bereits in den Referenzen [21, 62] gegeben, die hier noch
etwas prézisiert werden soll.

Wenn die Spannung iiber den Wert V. steigt, nimmt die Zahl der maximal
moglichen relevanten Andreev-Streuungen im Energiebereich zwischen +A und
—A um Eins ab; fiir Ve <V < V|¢_;) sind noch { Andreev-Streuungen moglich.
Allerdings wird der Energiebereich [-A+£eV, A+eV], aus dem die einlaufenden
Quasiteilchen diese Maximalzahl § auch wirklich erreichen, fiir V. — Vi_y)
immer kleiner. Die Breite I'g (V') dieses Energiebereichs betrégt fiir

Ve Ve, Vieony) : Tu(V) = 24 — (€ — 1)eV, (4.43)

d.h. sie sinkt von I'g(Ve +0) = 2A/€ auf T'p(V(e_1y) = 0 [61]. Fiir V = Vi¢_y
erreichen also nur noch Quasiteilchen aus Zusténden zu genau einer Energie
die maximal mogliche Zahl von Andreev-Streuungen. Da sich gleichzeitig bei
steigender Spannung V' — V(¢_;) dieser Energiebereich zu héheren Energien
hin verschiebt, tragen die Quasiteilchen, die aus diesem einlaufen, aufgrund
der Besetzung der Startzustinde geméfl der Fermi-Verteilungsfunktion immer
weniger zur Gegenstromdichte bei und es ist daher auch keine Abnahme der-
selben aufgrund des Wegfalls einer moglichen Andreev-Streuung zu erwarten.
Vielmehr erreicht die Abnahme fiir V' = V{¢_;) ein lokales Minimum, da hier
der Energiebereich, aus dem einlaufende Quasiteilchen noch (§ — 1) Andreev-
Streuungen erfahren, maximal ist. Wenn die Abnahme des Gegenstroms am
kleinsten ist, ndhert sich die Stromdichte fiir 7' = 2,2 K am langsamsten der
Grundzustandsstromdichte an, die Steigung ist klein und der differentielle Wi-
derstand grof. Daher zeigt die SGS in der Kurve fiir 7" = 2,2 K Maxima bei
den Spannungswerten V¢, die durch Pfeile in Abb. 4.7 gekennzeichnet sind.

In den Bereichen nach den Maxima bewirkt das beschriebene Schrumpfen des
Energiebereichs, aus dem die maximal mogliche Zahl von Andreev-Streuungen
erreicht wird, und seine gleichzeitige Verschiebung zu hoheren Energien ei-
ne zunehmende Abnahme des Gegenstroms, und der differentielle Widerstand
sinkt. Da die nach der Fermi-Verteilung stérker besetzten Zustéinde mit Ener-
gien Ey ~ A als erste eine Andreev-Streuung ,,verlieren“, nimmt der differen-
tielle Widerstand zunéchst stark ab. Allerdings ist die Wahrscheinlichkeit fiir
Andreev-Reflexion fiir die aus den S-Schichten einlaufenden Quasiteilchen um-
so grofer, je mehr sich ihre Energie dem Paarpotential annéhert, sodafl fiir
Ey — A kaum noch Quasiteilchen in den N-Bereich eindringen und zum La-
dungstransport beitragen koénnen. Daher nimmt der differentielle Widerstand
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nach den Maxima allméhlich ab, wohingegen er in den Referenzen [21, 62] einen
deutlichen Knick zeigt, der dadurch begriindet sein diirfte, dafl hier Andreev-
Streuung fiir Energien |F| > A vernachlissigt wurde und dadurch sehr viele
Zusténde plotzlich eine Andreev-Streuung verlieren. Mit steigender Spannung
tragen die Zusténde, die die maximale Zahl von Andreev-Streuungen nicht mehr
erreichen, aufgrund ihrer hoheren Einschuflenergie (und daraus folgender ge-
ringerer Besetzung) immer weniger zum Ladungstransport bei, die Abnahme
des Gegenstroms wird schwécher und der differentielle Widerstand steigt. Die
Betrachtung der relevanten Energiebereiche, aus denen die einlaufenden Quasi-
teilchen die maximale Zahl von Andreev-Streuungen erreichen, erklirt also auf
einfache Weise das Zustandekommen der SGS.

Um den beschriebenen Mechanismus etwas anschaulicher zu machen, betrachten
wir den konkreten Fall, in dem die Spannung den Wert Vo = A/e iiberschreitet.
Fiir V' < V4 sind noch maximal drei Andreev-Streuungen zwischen +A und
—A moglich, jedoch wird der Energiebereich, aus dem einlaufende Quasiteil-
chen die Maximalzahl erreichen, mit wachsendem V kleiner und verschiebt sich
zu hoheren Energien, bis schliellich bei V' = V5 nur noch Quasiteilchen aus
Zustdnden zur Energie Fy = 2A drei Andreev-Streuungen erfahren kénnen.
Gleichzeitig wéchst der Energiebereich |A; A + V], aus dem (mindestens) zwei
Andreev-Streuungen moglich sind, linear mit der Spannung bis zu seiner maxi-
malen Breite von I'g(V540) = A. Steigt die Spannung weiter an, schrumpft nun
dieser Energiebereich bei gleichzeitiger Verschiebung zu héheren Energien. Abb.
4.8 zeigt die Situation bei V' = 1,1A/e fiir einlaufende lochartige Quasiteilchen
mit negativem Impuls in z-Richtung, die bei dem angenommenen elektrischen
Feld in der normalleitenden Schicht Energie verlieren. Aufgetragen ist die Ener-
gie iiber dem Ort, die dicken Linien kennzeichnen den Verlauf des Betrages des
Paarpotentials. Das linke Bild zeigt die untere, das rechte die obere Grenze des
Energiebereichs, aus dem heraus noch zwei Andreev-Streuungen zwischen +A
und —A moglich sind. Seine Breite betrégt nach Gl. (4.43) I'g(V) = 0,9A, wie
sich auch aus der Abbildung ergibt.

Abbildung 4.8: Zum Ener-
E ! ! E ! giebereich, aus dem bei der
Spannung V. = 1,1A/e zwei
Andreev-Streuungen  moglich
sind: Lochartige Quasiteilchen
laufen aus dem linken Supralei-
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Die Stromdichte des Grundzustandes, der als Konfiguration betrachtet werden
kann, in der alle Quasiteilchen-Zustinde mit negativer Energie besetzt sind,
zeigt keine SGS. Da hier alle Zustdnde mit der gleichen Wahrscheinlichkeit
besetzt sind, gleichen sich die abnehmenden Beitrdge der Quasiteilchen mit
¢ Andreev-Streuungen mit den wachsenden Beitrigen der Quasiteilchen mit
(£ —1) Andreev-Streuungen aus. Die Ursache der SGS in dem hier verwendeten
Modell ist also — neben dem Mechanismus der multiplen Andreev-Streuung —
die geméfl der Fermi-Verteilungsfunktion mit steigenden Energien abnehmende
Anzahl der thermisch angeregten Quasiteilchen in den feldfreien supraleitenden
Bénken.

Die Stromdichten fiir T = 0 K und T' = 2,2 K in Abb. 4.6 knicken beim
gleichen Spannungswert in den drastisch flacheren Verlauf ab. Dieser Span-
nungswert ist durch die maximale Zahl der in der Berechnung beriicksichtigten
Andreev-Streuungen, m.x, gegeben — die der innerhalb der inelastischen freien
Weglinge moglichen Zahl von Andreev-Streuungen entspricht — und berechnet
sich mit Gl. (4.42) zu V(¢ .—1) = 2A/e(§max — 1), da erst ab dieser Spannung
die Zahl der innerhalb des Paarpotentialtopfes maximal moglichen Andreev-
Streuungen kleiner wird als die in der Berechnung erfafiten.

Fiir die numerische Auswertung der Stromdichtegleichung wurden 36 Andreev-
Zyklen beriicksichtigt, woraus sich — da der erste Zyklus nur eine Andreev-
Streuung enthilt, die auch bei , beliebig hohen* Spannungen immer mdoglich ist
und den UberschuBstrom (,,excess current“) bedingt — eine maximale Zahl von
Emax = 71 erfalten Andreev-Streuungen ergibt. Somit geht der steile Anstieg
bei der Spannung V(¢ .. —1) = V7o = 8,571V in den flacheren Verlauf iiber, was
wiederum am besten in Abb. 4.7 fiir den differentiellen Widerstand zu sehen
ist. Das Inset zeigt eine VergroBerung bei kleinen Spannungen, die Spannung
V = Vy ist durch die gepunktete Linie markiert. Desweiteren erkennt man,
daf} die Kurven sich kreuzen, da die SSC bei T' = 2,2 K zunéchst weniger steil
verlduft als die Grundzustandsstromdichte (der differentielle Widerstand also
grofer ist), sich dieser dann aber mit abnehmender Gegenstromdichte mehr und
mehr annéhert.

4.5 Theorie und Experiment

Die berechneten Stromdichten in den Abb. 4.4-4.6 stimmen mit den experimen-
tellen Ergebnissen von Thomas et al. [15] in den folgenden qualitativen Punk-
ten iiberein: (i) Es gibt spannungsabhingige Oszillationen der Stromdichte in
der Zeit. Thre Periode ist das Inverse der Josephson-Frequenz v = 2eV/h: die
dominanten Beitrage aus den multiplen Andreev-Streuungen zum Josephson-
Wechselstrom kommen von den Termen mit n —n’ = 1 in Gl. (4.34). (ii) Die
SSCs der zeitlich gemittelten Stromdichten zeigen, was Thomas et al. den ,,cor-
ner current” nennen. Dieser Stromwert trennt den steilen, nahezu linearen An-
stieg des Stroms bei kleinen Spannungen (in fritheren Arbeiten iiber Nicht-
gleichgewichtseffekte in schwach gekoppelten Supraleitern auch ,,foot*“ genannt
[22]) von einem weiten Bereich langsamen Anstiegs des Stroms bei hheren
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Spannungen. Der physikalische Mechanismus, der fiir die drastische Anderung
des Stromzuwachses mit der Spannung verantwortlich ist, ist die abnehmende
Zahl relevanter Andreev-Streuungen im Energiebereich zwischen —A und +A
mit zunehmender Spannung oberhalb der Spannung des ,,corner current®. (iii)
Der differentielle Widerstand bei verschwindender Spannung dV/dj|y—¢ steigt
(und der Strom sinkt) mit der Temperatur.

Diese Punkte qualitativer Ubereinstimmung zwischen Experiment und Theorie
unterstiitzen die Sicht von Thomas et al., dal multiple Andreev-Streuungen fiir
die beobachteten Nichtgleichgewichtseffekte verantwortlich sind [15]. Die cha-
rakteristische Form der SSCs, die unter (ii) beschrieben wurde, ist auch von
Kroemer et al. [13] fiir einen einzelnen SNS-Kontakt beobachtet worden. Zwi-
schen den Werten der experimentellen Stromdichten und Spannungen in der
Abb. 2 der Ref. [13] und den von uns berechneten in Abb. 4.6 besteht sogar zu-
friedenstellende quantitative Ubereinstimmung. Hingegen iiberrascht es nicht,
daB die quantitative Ubereinstimmung mit den Messungen von Thomas et al.
an mehr als 300 SNS-Kontakten in Serie [15] nicht so gut ist: Unsere Stromdich-
ten sind wenigstens viermal grofler als deren. Fiir viele SNS-Kontakte in Serie
diirften die folgenden Néherungen unseres Modells modifiziert werden miissen:
Es schlieft (a) alle Elektronen im InAs-Kanal ein, wobei deren Eindringen in
die Nb-Kontakte vernachlissigt wird, beriicksichtigt (b) nicht das Einfangen
von Elektronen in Oberflichenzustinde in y = 0 und y = L, und (c) eben-
falls nicht die kleine Wahrscheinlichkeit fiir Normalstreuung an den raumlichen
Variationen des Paarpotentials [27, 63], die die Andreev-Zyklen gelegentlich
unterbrechen diirften [15].

Zwei wichtige qualitative Eigenschaften der experimentellen SSCs werden von
unserem Modell nicht reproduziert. Die erste ist die Abhéngigkeit des steilen
Anstiegs der SSCs fiir verschwindende Spannungen (die ,apparent activation
energy® in der Arrhenius-plot-Sprache von Thomas et al.) von der Probenbrei-
te Ly,. Um diesen Effekt in das Modell zu integrieren, wird man — mittels
einer phidnomenologischen, L,-abhéngigen Relaxationszeit — in Betracht zie-
hen miissen, dafy die Phasenkohérenz der Andreev-Streuungen durch zeitweises
Einfangen von Elektronen in Oberflichenzustéinden zerstort werden kann. Alter-
nativ kann man auch an Inhomogenitéten in der Stromdichte denken, die durch
das (vernachlissigte) magnetische Feld des Stromes und die endliche Josephson-
Eindringtiefe verursacht werden. Die erforderlichen Verbesserungen wiirden den
fundamentalen Charakter des Modells nicht verindern. Eine signifikante Ande-
rung des Modells diirfte hingegen notwendig sein, um die zweite charakteristi-
sche Eigenschaft der experimentellen SSCs, die in unseren Abbildungen fehlt,
zu reproduzieren: das nahezu flache Plateau in den SSCs zwischen dem ,,corner
current“ am Ende des ,,foots“ bei kleinen Spannungen und dem linear anstei-
genden UberschuBstrom bei hohen Spannungen. Solch ein Plateau fehlt in allen
Theorien, in denen die Hauptbeitrige zum durch multiple Andreev-Streuungen
vermittelten Strom von Quasiteilchen kommen, die sich aus Streuzusténden
mit |E|] > A entwickeln. Unsere SSCs, die mit Losungen der zeitabhingigen
Bogoliubov-de Gennes-Gleichungen berechnet wurden, und die von Gunsenhei-
mer und Zaikin, die sie mit der Keldysh-Technik erhalten haben [21], sind qua-
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litativ recht dhnlich und zeigen beide kein Plateau. Andererseits zeigen SSCs,
die mit Quasiteilchen-Wellenfunktionen berechnet wurden, die sich mit der Ra-
te, mit der Andreev-Streuung auftritt, aus Zustdnden mit |E| < A entwickeln,
das Plateau fiir geeignete inelastische freie Wegléingen [22]. Wie schon in Ab-
schnitt 4.2 diskutiert wurde, sollte dies einer Situation entsprechen, in der die
Probe iiber normalleitende Zuleitungen mit dem externen Energie- und Teil-
chenreservoir verbunden ist und in der hybride Anregungen aus Quasiteilchen
und kollektiven Moden mit Energien kleiner als A existieren. Die Betrachtung
von gebundenen Startzusténden, die auch notwendig ist, um den Josephson-
Gleichstrom im stromgetriebenen Fall, &y # 0, und verschwindender Spannung
zu erhalten [61], wird bei gleichzeitiger Hinzunahme von Normalstreuung im
néchsten Kapitel erfolgen.
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Kapitel 5

Ladungstransport in
SNS-Kontakten mit
Normalstreuung

In supraleitenden, mesoskopischen Nb/InAs/Nb-Kontakten beobachten Drex-
ler, Lehnert und Mitarbeiter [24-26] anomale halbzahlige Shapiro-Stufen. Sie
fithren diese auf Josephson-Wechselstréme zuriick, die mit dem Doppelten der
iiblichen Josephson-Frequenz v = 2eV/h oszillieren. Desgleichen messen sie
eine starke Erhchung des Leitwerts bei verschwindender Spannung und die
Subharmonic Gap Structure, was auf Nichtgleichgewichtseffekte mit Andreev-
Streuung hinweist. Argaman [64] analysiert in diesem Zusammenhang SNS-
Kontakte in einem diffusiven Modell, das dem einer ,resistively shunted juncti-
on“ &hnelt, wobei ndherungsweise nur ein einziges représentatives Energieniveau
betrachtet wird. Fiir eine mikroskopische Deutung der Verhiltnisse in ballisti-
schen Proben diskutiert Kroemer [23] semi-qualitativ ein einfaches Modell fiir
einen eindimensionalen ballistischen SNS-Kontakt, in dem Normalstreuung und
Andreev-Streuung an den NS-Phasengrenzen quantisierte Energieniveaus er-
zeugen. (Fiir dreidimensionale SHS-Kontakte wurden derartige Niveaus in [33,
54] numerisch berechnet.) Deren Lage oszilliert periodisch mit der zeitabhéngi-
gen Phasendifferenz ®(¢) zwischen den Paarpotentialen der S-Schichten. Auf
diese Weise bilden sich im ,,®-Raum* Energiebénder aus, die formal den Bloch-
Béndern von Kristallen im Wellenzahlraum entsprechen. In diesen ,,®-Bloch-
Bandern® wiirden die Quasiteilchen unter dem Einflu} einer dufleren Span-
nung das Analoge zu Bloch-Oszillationen auf Stark-Leitern [65] vollfithren, was
die Josephson-Wechselstromeffekte verursachen sollte. Ubergénge zwischen die-
sen Energiebéndern, die dem Zener-Tunneln zwischen Kristall-Bloch-Bandern
entsprechen, wiirden die endlichen zeitlichen Mittelwerte der in den Strom-
Spannungs-Charakteristiken gemessenen Strome bewirken.

Die Kroemerschen Vorstellungen sind denen von Averin [51] verwandt, der die
adiabatische Phasendynamik der beiden diskreten Zusténde positiver und nega-
tiver Energie eines stromgetriebenen ein-modigen Quantenpunktkontaktes ana-
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lysiert, Landau-Zener-Ubergénge beim Auftreten von Normalstreuung beriick-
sichtigt und den Zusammenhang mit den fritheren Arbeiten zu Josephson-
Bloch-Oszillationen [66, 67] darstellt. Desgleichen, d.h. Quantenpunktkontakte
und adiabatische Phasendynamik der Energieniveaus voraussetzend, untersucht
Lundin [68] Mikrowellen-induzierte Landau-Zener-Ubergiéinge zwischen strom-
tragenden Andreev-Zustinden mittels der zeitabhéngigen BAGG. Auch Bratus
und Mitarbeiter [20] verwenden diese Gleichungen, um die kombinierte Wirkung
von Andreev-Streuung und Normalstreuung auf den Gleichstrom in ein-modigen
supraleitenden Konstriktionen bei &uflerer angelegter Spannung zu berechnen.
Sie verwenden dabei die Wellenfunktion eines effektiven Quasiteilchens, das
entlang der Energieachse propagiert.

Im Kern einer isolierten Wirbellinie in Typ-II-Supraleitern fithrt nach Stone [69]
die Drehung der Wellenpaket-Trajektorien Andreev-reflektierter Quasiteilchen
durch die fiir die Ubertragung der halben Magnuskraft verantwortliche Supra-
stromkraft [37, 38] ebenfalls zu Bloch-Oszillationen. Huebener und Mitarbei-
ter [70-73] deuten die im Wirbelgitter des Cuprat-Supraleiters Nds_,Ce,CuO,
beobachtete negative differentielle Leitfahigkeit durch Bloch-Oszillationen. Sie
erwarten diese Oszillationen in den zu Biandern aufgespaltenen, durch Andreev-
Streuung gebildeten Caroli-de Gennes-Matricon-Zustédnden.

5.1 Kroemers Modell

In der N-Schicht eines SNS-Kontaktes fiihrt der Prozel der Andreev-Streuung
zur Ausbildung diskreter Quasiteilchen-Zustéinde mit Energien |E| < A. Diese
Diskretisierung wird bereits bei Anliegen beliebig kleiner Spannungen aufgeho-
ben [48], die gebundenen Zustéinde sind nicht lianger stationire Eigenzustinde
des Problems. Allerdings konnen die nun zeitabhingigen Quasiteilchen-
Zusténde als Superposition der gebundenen Zustédnde dargestellt werden, die
als Satz von Basiszusténden dienen, wie von Kroemer in Ref. [23] skizziert wur-
de. Die folgende Darstellung der Kroemerschen Idee ist im wesentlichen dieser
Referenz entnommen.

Da die Gruppengeschwindigkeit fiir Locher ihrem Impuls entgegengerichtet ist
[6, 46], sind — wenn die Andreev-Streuung der einzige Streuprozef ist — Elek-
tronen und Locher mit gleicher Impulsrichtung senkrecht zur Phasengrenze mit-
einander gekoppelt, wihrend sie von solchen mit entgegengesetzter Impulsrich-
tung entkoppelt sind. Die Energie dieser unabhéngigen Losungen, die den Strom
in entgegengesetzten Richtungen durch die N-Schicht tragen, ist abhéngig von
der Phasendifferenz & zwischen den supraleitenden Schichten. Mit wachsen-
dem ® nimmt die Energie der Zusténde, je nach Impulsrichtung, zu oder ab,
bis ihr Betrag den Wert des Paarpotentials erreicht und die Quasiteilchen den
Paarpotentialtopf verlassen.

Fiir Werte der Phasendifferenz von ganzzahligen Vielfachen von 7 sind Zusténde
entgegengesetzter Impulsrichtung paarweise entartet, d.h. sie kreuzen sich bei
diesen Werten. Normalstreuung mischt die Zusténde entgegengerichteter Im-
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pulse, hebt ihre Entartung auf und fithrt zu Energieliicken: Es bilden sich
Energiebdnder im Phasendifferenz (®)-Raum, die formal den Bloch-Béndern
von Kristallen im Wellenzahlraum entsprechen. Abb. 5.1 zeigt die schematische
Darstellung dieser ®-Bloch-Bénder aus Ref. [23].

A

+A —g ~__~

/\/\ Abbildung 5.1: Schematische Darstel-
W lung der ®-Bloch-Bénder als Funk-
2 4 .

E 0 .’ T, tion der Phasendifferenz ® (,,p* in

/\/\ ¢ der Abb.) in einem schwach gekop-
pelten Supraleiter-Kontakt mit Nor-

\_/\/ malstreuung, aus [23].

Zu jedem Wert von ® gehort ein eigener Satz von gebundenen Zusténden,
und die zentrale Idee in Ref. [23] ist es, einen zeitabhingigen Satz von Ba-
siszustédnden derart zu benutzen, dafl zu jedem Zeitpunkt der Gesamtzustand
des Systems durch eine Superposition der gebundenen Zusténde, die zu der
Phasendifferenz zu diesem Zeitpunkt gehoren, ausgedriickt wird.

Ist die Phasendifferenz zeitlich konstant, so ist der Gesamtzustand stationér.
Wird nun eine duflere Spannung angelegt, éndert sich die Phasendifferenz geméif
der Josephson-Gleichung [60]

0P 2V
und die Zustinde, in denen sich die Quasiteilchen befinden, &ndern sich mit der
Zeit. Ist die angelegte Spannung hinreichend klein, so kénnen die Zustandsénde-
rungen — zumindest in erster Ordnung — als adiabatisch [23] angesehen
werden', d.h. die Quasiteilchen bleiben in ihren jeweiligen ®-Bloch-Béndern,
wéhrend sich die Phasendifferenz geméf Gl. (5.1) entwickelt. Die Energien der
zeitabhéngigen Zustédnde oszillieren offensichtlich, und zwar mit der Josephson-
Frequenz [74, 60]

v
iy

14

(5.2)

Da Quasiteilchen, die in einem elektrischen Feld Energie gewinnen, einen
beziiglich der Feldrichtung umgekehrten Impuls haben wie Quasiteilchen, die im

!Diese Bedingung ist erfiillt, solange ;g{} > %7 d.h. die Zeit, in der sich die Phasen-
differenz bei der Spannung V' um 27 dndert, mufl wesentlich grofler als die Zeit sein, die ein
Quasiteilchen zum Durchlaufen der normalleitenden Schicht benétigt, damit sich iiberhaupt

gebundene Andreev-Zustinde bilden kénnen.
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elektrischen Feld Energie verlieren, oszilliert der Strom ebenfalls mit derselben
Frequenz. Dies ist einfach der ,,normale“ Josephson-Wechselstromeffekt.

Die Wellenfunktionen, die die Josephson-Bloch-Oszillationen der Quasiteilchen
im ®-Raum beschreiben, sind bei zeitabhéngiger Phasendifferenz keine exakten
Losungen der zeitabhéngigen BAGG mehr. Zusétzlich zu der adiabatischen Be-
wegung in den Josephson-Bloch-Béndern kénnen die Quasiteilchen durch Zener-
Tunneln — wie der analoge Prozefl in der Halbleiterphysik genannt wird — in
andere Bénder iibergehen. Diese Uberginge finden nur zwischen Zusténden glei-
cher Phasendifferenz statt, wie fiir den analogen Fall von Bloch-Elektronen im
Wellenzahlraum gezeigt wurde [75, 76], und der Josephson-Wechselstromeffekt
bleibt erhalten, da durch das Zener-Tunneln keine Phaseninformation verloren
geht.

Allerdings dndern sich die Details des Wechselstroms drastisch: Da benach-
barte Bédnder zu jedem ®-Wert Strome in entgegengesetzter Richtung tragen,
dreht sich bei einem Bandiibergang, relativ zu der Situation ohne Bandiiber-
gang, die Stromrichtung um. Die Ubergangswahrscheinlichkeit hat ein schar-
fes Maximum fiir die Werte von ®, an denen die Energieliicke zwischen den
Béndern minimal ist, d.h. an denen die Entartung der gebundenen Zusténde
durch Normalstreuung aufgehoben ist. Der Strombeitrag eines Quasiteilchens
im Energieband FE,(®) ist proportional zu 0FE, /0® und verschwindet somit in
den Bandextrema bei den Energieliicken. Wéahrend sich an diesen Stellen im
®-Raum die Stromrichtung ohne Bandiibergang umdreht, ist sie mit Bandiber-
gang dieselbe wie vor dem Bandiibergang, d.h. nach einem Zener-Tunnel-Prozefl
steigt der Strombeitrag des Quasiteilchens im néchsthoheren Energieband wie-
der an und es ergibt sich eine Wechselstrom-Komponente, die mit der zweifachen
Josephson-Frequenz schwingt.

Als einfaches Beispiel fiir das Zustandekommen dieser Wechselstrom-
Komponente betrachten wir ein Quasiteilchen im hochsten Josephson-Bloch-
Band negativer Energie und nehmen an, dafl die Phasendifferenz vor Anlegen
einer Spannung ® = 0 betrigt. Ohne Bandiibergang wiirde das Quasiteilchen
in seinem anfénglichen Josephson-Bloch-Band bleiben, wihrend die Phasendif-
ferenz bei eingeschalteter Spannung linear mit der Zeit wéchst. Die Energie des
Quasiteilchens, ebenso wie sein Beitrag zur Gesamtstromdichte, wiirden mit der
Josephson-Frequenz oszillieren: Der zeitliche Mittelwert der Stromdichte wére
Null. Wenn aber das Quasiteilchen, wihrend es den Bereich der minimalen
Energieliicke bei ® = 7 passiert, in das nichsthchere Band tibergeht, wird sich
die Stromrichtung nach dem Ubergang nicht umkehren. Stattdessen wird sie nur
auf Null abfallen und dann wieder einen positiven Wert annehmen, wenigstens
bis & = 27. Netto betrachtet ergibt sich, dafl das Intervall von & = 7 bis & = 27
sowohl einen Gleichstrom-Beitrag zur Gesamtstromdichte liefert als auch eine
starke Wechselstrom-Komponente mit der zweifachen Josephson-Frequenz!

Diese von Kroemer in Ref. [23] qualitativ beschriebene Dynamik von Quasiteil-
chen, die sich aus stationéiren gebundenen Zustdnden unter dem Einfluf} eines
elektrischen Feldes mit Beriicksichtigung von Normalstreuung entwickeln, sowie
die daraus resultierenden Josephson-Strome werden im folgenden mithilfe der
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zeitabhéngigen Bogoliubov-de Gennes-Gleichungen stérungstheoretisch berech-
net. Der Losungsweg folgt Rechnungen, in denen fiir die zwei tiefsten Josephson-
Bloch-Bénder positiver Energie und die zwei héchsten mit negativer Energie
iiber einen Bereich von 0 bis 27 im Phasendifferenz-Raum das ®-abhéngi-
ge Energiespektrum und die Quasiteilchen-Wellenfunktionen bestimmt wurden
[77]. Desgleichen wurde die zeitabhéngige Storungstheorie zur Behandlung des
Zener-Tunnelns, analog zu Houstons Berechnung der Tunnelwahrscheinlichkeit
zwischen Kristall-Bloch-Béandern [75], entwickelt [77].

5.2 Storung der Andreev-Niveaus durch Normal-
streuung

5.2.1 Die ungestorten Wellenfunktionen

Fiir die Untersuchungen dieses Kapitels betrachten wir das bereits im letzten
Kapitel verwendete System, das sich an den Experimenten der Kroemer-Gruppe
orientiert [12, 13, 15]; fiir Geometrie und Parameter-Werte des betrachteten
Kontaktes gilt die Modellbeschreibung 4.1 ab S. 28. Der Ladungstransport er-
folgt also wiederum in einem n-dotierten InAs-Kanal zwischen einem AlSb-
Substrat und zwei supraleitenden Nb-Elektroden, die durch eine AlSb-Schicht
voneinander isoliert sind und im InAs-Kanal durch den Proximity-Effekt ein
Paarpotential induzieren, s. Abb. 4.1 und 4.2. Im néchsten Abschnitt wird ein
Normalstreuung bewirkendes Skalarpotential U(z) als Storung eingefiihrt.

Im folgenden betrachten wir den Fall, dafl keine duflere Spannung am Kon-
takt anliegt und der durch die (zeitlich konstante) Phasendifferenz @, getrie-
bene Josephson-Gleichstrom unterhalb der kritischen Dichte j. bleibt. Dann
flieBt er dissipationsfrei ohne Auftreten eines elektrischen Feldes im quasi-
zweidimensionalen SNS-Kontakt, und im N-Bereich bildet sich ein diskreter
Satz von stationéiren gebundenen Zustdnden mit Energien |F| < A. Die Wel-
lenfunktionen der stationiren Zustinde,

Uy (7, 1) = W2 (Fe” PRt (5.3)

sind durch die zeitunabh#ingigen Bogoliubov-de Gennes-Gleichungen [78] be-
stimmt,

EXU(F) = Ho(F)Ta(#). (5.4)
Dabei ist

o (EAR)
o= (N0 e ) (5.5
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mit dem Hamilton-Operator

1 [he, k]
Ho(7) = UL VI B _ .
o(r) = 5 [iv+€z4a 0} + Uo(z) — (5.6)
Wir arbeiten wieder in einer Eichung mit reellem Paarpotential A(z), Gl. (4.2),
Up(z) beschreibt den Quantentrog, der die InAs-Elektronen in z-Richtung ein-

schliefit, Gl. (4.11), und p ist das chemische Potential. Die stationéren Losungen
im N-Bereich lauten (vgl. [33])

V() = n(z,y) [Cf‘n (é) evilkinmaa)s 1 cay (?) eai(k‘iwaq)Z] (5.7)

mit o = £1 (s. unten),
n(z,y) = sin(kyz)evY (5.8)

wie schon in Gl. (4.13) und

«
n
Y

kS =k,
Bn F+ ﬂhsz

q %- (5.9)
Fiir die diskrete Wellenzahl k,, Gl. (3.6), sind bei den verwendeten Parametern
wieder nur die untersten zwei Subband-Zustinde mit n, = 1 und n, = 2
besetzt, und die Indizes a und 8 beschreiben wie gewohnt den Charakter des
Quasiteilchens: elektronartig (6 = +1) oder lochartig (8 = —1) mit positivem
(a = +1) oder negativem (o = —1) Impuls in z-Richtung. Zusammen mit der

Quantenzahl n = 0,41, £2,... bestimmt a auch die Energie der Quasiteilchen
[33]:

h E%(®g) %
E(®y) = — ZnlT0) L 20 _
(Do) — | + arccos ta—|, T .

(5.10)

FEin kompletter Satz von Quantenzahlen, der die Quasiteilchen-Wellenfunktion
Uy (7, t) charakterisiert, ist also

k= {ng;ky; (n, o, 0)}. (5.11)

Die Koeffizienten der Losungen (5.7) ergeben sich durch Normierung und An-
passung der Wellenfunktionen an den NS-Phasengrenzen zu:

o 1 ’ (5.12-a)
\/LxLy {20+ 22 |1 —exp (- 5z2) ]}
oy, = 2 () el . (5.12-b)

ety {2230 [1—enp (2]}
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Dabei ist Ay die mittlere Eindringtiefe der Quasiteilchen,

hv,
Ay = L, (5.13)
2B~ (Eg)?
und y(EY) die Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir Andreev-Streuung,
,}/(Erolz) = e—iarccos(E%/A). (514)

Mit der Definition von v(ES) und der Energie-Eigenwertgleichung (5.10) 148t
sich der Zahler im Koeffizienten (5.12-b) vereinfachen. Des weiteren betrachten
wir im folgenden die supraleitenden Bereiche als grofl gegen die Quasiteilchen-
Eindringtiefe, d.h. (D — a)/AY > 1, womit sich die Koeffizienten (5.12) weiter
vereinfachen:

1
oo = : 5.15-a
tn VILoLy (20 +2X3) ( )

—aamn
e

Co, = . 5.15-b
! VIoLy 2a+2X3) ( )

5.2.2 Storungstheorie mit Streupotential U(z)

Wir bertiicksichtigen Normalstreuung im SNS-Kontakt durch ein beliebiges
Streupotential U(z), um das wir den Matrix-Hamiltonian des Systems ergénzen:

~ ~

H(F) = Ho(7) + U(2), (5.16)

mit
Uz) = ( Uéz) _(?(Z) > (5.17)

Wegen der Orthogonalitit der Zustdnde mit verschiedenen k, und k, sind nur
Matrixelemente von () mit Zusténden gleicher k, und ky, d.h. gleichem k.,
von Null verschieden. Fiir ein gegebenes k. sind Eigenzustdnde von ﬂo(f’) mit
entgegengerichteten Impulsen bei einer Phasendifferenz entartet, die sich aus
Gl. (5.10) ergibt. So sind z.B. fiir &9 = 27 der Zustand zur Quantenzahl n
und a = +1 und der Zustand mit n + 2 und o = —1 zueinander entartet. Die
allgemeine Formel fiir die Phasendifferenz, bei der fiir zwei beliebige Zustédnde
Entartung auftritt, ist in Gl. (5.30) angegeben.

Das normalstreuende Potential U(z) mischt die Eigenzustinde und fithrt zur
Aufhebung der Entartung. Fiir die stérungstheoretische Behandlung geniigt es
anzunehmen, dafl die Energien der ungestorten Zusténde, verglichen mit der
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Groflenordnung der Storung, sehr dicht beieinander liegen, die der anderen
Zustédnde jedoch energetisch weit weg. In diesem Fall, also auch fiir Phasen-
differenzen in der N#he der Entartung, kénnen wir die Storungstheorie fiir ein
quasi-entartetes, effektives 2-Niveau-System anwenden, wie sie in der Standard-
literatur beschrieben ist [79-81].

Wir iibertragen die Storungstheorie fiir die Schrédingergleichung auf die
Bogoliubov-de Gennes-Gleichungen und machen fiir die Eigenzustéinde von
H(7) den folgenden Ansatz:

[ Wiimo ) = Ao [ U9) + an 2, [0, [U9) = 0o(F), o==+1.  (5.18)

Die Energien der Eigenzustéinde lauten [79-81]:

Enme = %(Hﬁ‘ +HR®) + a\/i (Hg — Hn®)* + |H . (5.19)
Dabel ist

HY = / (7 [Fo(r) + ()] waddr, (5.20-a)

e = / W [Ho) + U(2)| eyt (5.20-b)

Mit der zeitunabhéngigen BAGG (5.4) und wegen

/mg(%)+m;a(md3r =0 (5.21)

werden die Gln. (5.20) zu

n

H® = E°+ / U (A TU((2)Wed3r = EY 4+ U2, (5.22-a)

g, = [w@OUEue =, (5.22.)

Unter der Annahme, dal U(z) # 0 nur in —a < z < +a, geniigen fiir die
Berechnung der Matrixelemente die Wellenfunktionen im N-Bereich, Gl. (5.7)
und Gln. (5.15):

@ frenlt )
= [larPvee - [P

= ‘Cf‘nf /sin2 (kpx) U(2)d3r — |Cf‘1n‘2 /sin2 (kpx) U(2)d3r

= 0. (5.23)
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Fir Uy, erhélt man:

« _ ok, ok U(Z) 0 u;Loz 3
i = fo) (5 g ) ()
= /ug*umaU(z)d?’r— /vf{*vmaU(z)dB’r

= OproLe | sin? <Llnmx> e_ai(k?n+kl_rs)zU(z)d3r

xT

_ o oo / sin’ (Llnxx> e~ (K HhZ5) =17 (2)dPr

In~Y—1m
T

_ _aiCnmeaiﬂ(n—l—m)/Z /U(z)e—aikapz

1
X sin |:§7T(7”L +m) + (Eq + E,%) z} dz (5.24)

hUZF

mit
1
Crm = ) (5.25)
2y/(a+22) (a+ An?)
Die Energien der Eigenzustéinde, Gl. (5.19), lauten damit:
1 e} -« 1 o —a\2 a |2
Enmo = 3 (EX+E*) +o 1 (Eg — Ex)" + U2, % (5.26)

Fiir die Herleitung der Koeffizienten s. Anhang A. Unter Benutzung der obigen
Gleichungen ergeben sie sich zu:

U = %ei“’%, (5.27-a)

azl, = Waﬁia (5.27-b)
mit

Do = \/|U,§‘m|2 + (Bpmo — BE2)?. (5.28)

Der Phasenfaktor wird im né#ichsten Abschnitt definiert, s. Gl. (5.46). Dort be-
zeichnet ®Y  die Phasendifferenz, bei der ohne Stérung Energieentartung auf-
tritt, s. Gl (5.30), ¢¥ . ist die Phase des Matrixelements U2, :

o = UL, e, (5.29)

nm —
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5.3 Wellenfunktionen und Energiebinder im Pha-
sendifferenz (¢)-Raum

Streng genommen gelten die Wellenfunktionen (5.18) nur fiir ® ~ ®9 . Die we-
sentliche Naherung, die bei der Herleitung gemacht wurde, ist die Verwendung
der Storungstheorie fiir ein entartetes 2-Niveau-System. Bei Auftreten einer
Spannung V' wird die Phasendifferenz jedoch zeitabhéngig und ® — ®(t) dndert
sich geméaf der Josephson-Gleichung; wir benotigen also Zusténde fiir beliebige
Phasendifferenzen. Fiir unterschiedliche Phasendifferenzen @g/m/, @?L,,m,, gelten
auch unterschiedliche Wellenfunktionen |V,,/;,//), |¥prmron), und wir fordern,
daBl im ®-Raum , benachbarte“ Wellenfunktionen stetig ineinander iibergehen.
Die so angeschlossenen Wellenfunktionen formen dann die Energiebénder, in

denen die Quasiteilchen im Phasendifferenz-Raum oszillieren.

5.3.1 Eigenzustinde fiir beliebige Phasendifferenzen

Die Wellenfunktion |¥,,,,) ist eine quantenmechanische Uberlagerung der un-

gestorten Zustinde |¥S) und |¥,,%). Am Ort der Entartung, fiir ® = ®9 . gilt
E% = E_.%, und man erhélt aus der Energie-Eigenwertgleichung (5.10):
0=E;—-E. " _h [W(n —m) + ad! (5.30)
n m (b:q:‘%m T nm|: °

Entartung tritt also immer bei ganzzahligen Vielfachen von 7 auf.

Wir betrachten zwei beliebige Wellenfunktionen, |V, /,,1o7) und W), fir

die gilt: <I>9L,,m,, = @g,m, + am. In der Mitte des Bereichs zwischen @g,m, und
@Y, ., bei

s
n — X—

5 (5.31)

n''m

@:@az¢%m+ag:¢0

sollen beide Wellenfunktionen ineinander iibergehen. Dabei ist zu beachten, dafl
die Energie F,;,, von Quasiteilchen, die durch die Wellenfunktion zur Energie
der Gl (5.26) mit 0 = +1 beschrieben werden, fiir ® — &, zunimmt und um-
gekehrt, d.h. die Wellenfunktionen miissen sich in ¢ unterscheiden, damit sich
ihre Energien bei ® = &, treffen kénnen. Also lautet die Anschlu3bedingung:

‘\I/n/mlo./>‘ = |\I/n//m//70./>

(5.32)

d=d, b=d,

In den Koeffizienten (5.27) der Wellenfunktionen tritt wiederholt der Term auf:

Enma —E =

n

1
(B~ E) oy (B - B 4 0. (539

N | —
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Zur Auswertung der Energiedifferenzen E,_* — ES betrachten wir die Energie-
Eigenwertgleichung (5.10) mit der Phasendifferenz ®. Abbildung 5.2, die Re-
ferenz [33] entnommen ist, zeigt die Eigenwerte E%(®) und die Energien der
Resonanz- oder quasi-gebundenen Zusténde, s. Gl. (5.99), fiir einen dreidi-
mensionalen Supraleiter-Halbleiter-Supraleiter-Kontakt mit einer Dicke der N-
Schicht von 2a = 300 nm. Aufgetragen sind die Energien zu den Quantenzahlen
n = 0,1,2 als Funktion von k,p fiir verschiedene Phasendifferenzen ®. Wenn
die Phasendifferenz ® bei Anliegen einer Spannung zu ®(¢) wird, &ndern sich
die Energien entsprechend, d.h. die Eigenwerte fiir Zustinde mit Impuls in ne-
gativer z-Richtung nehmen mit wachsender Phasendifferenz kontinuierlich ab,
die fiir Zustédnde mit umgekehrter Impulsrichtung kontinuierlich zu. Fiir ® = 0,
Abb. 5.2 a), sind die mit n* bezeichneten Zustinde energetisch entartet; fiir
® — 7, Bild ¢) der Abbildung, néhern sich die Eigenwerte der Zustinde n* und
(n+ 1)~ einander an, die schliefllich fiir ® = 7 entartet sind, vgl. Gl. (5.30).

12 ®=0.007 =098~
s | 2) )|

1.0 _— = 7 —" —p— — -
u.8+F 0%

<]

ESO.G»
0.4H .
0.2

! . ! 1 i 1 A 1 | . " O—J
0.0 0.2 04 06 08 1.00.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.00.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
k:f"/kf' kzF/kF’ k:l-’/kl"

Abbildung 5.2: Energie-Eigenwerte der gebundenen Zusténde (durchgezogene
Kurven) und der Resonanz-Zustidnde (gestrichelte Kurven) als Funktion von
k. bei verschiedenen Phasendifferenzen ®. Der Index n = 0, 1,2 entspricht der
Quantenzahl n in Gl. (5.10), + bezeichnet positiven oder negativen Impuls in
z-Richtung. Die Dicke der N-Schicht betrigt 2a = 300 nm, aus [33].

Wir linearisieren den in der Eigenwertgleichung (5.10) auftretenden Arkuskosi-
nus [82],

Eo 2 Eo
arccos Kn ~ g - %Kn’ (5.34)
und erhalten:
ho1 T P 2 h
FY~ ——— — — - — . )
n Y1t ("W+2+O‘2>’ C=3TA (5:35)



Damit ergibt sich:

—« aNh
B —En~T1+C[7T(m—n)—a<1>, (5.36)

und an der Stelle & = &, unter Beachtung von Gl. (5.30),

h
S (5.37)

E “—EY A
=30, +ar/2 :F’T 1+¢2

m n

Das Streupotential sei so klein, daf3 gilt:

1h 1 2
[oAERRS (———5> . (5.38)
T

Dann kann es fiir ® = &, in der Summe vernachléssigt werden, und wir erhalten

fiir GL. (5.33)

Enmo - Eff

=-2 - ¥l 5.39
®=d0 tar/2 271+§2(J:F ) (5.39)

und damit fiir GL. (5.28)

Dnmo

2
— « - 1 . 4
d=d0, +am/2 \/'U"m| * [271+§2(0:F ) (5-40)

Mit den oben gemachten Néherungen lauten die Wellenfunktionen:

|Wimior )

b=, Dnlmlo./

T, (5.41-a)

Ua// " i %a
— NTMT VP11 611 |\I{a”>
n
O=P, Dn”m”o”

lELz(Uﬂ_’_l) e
+ o |0 (5.41-b)

Dn//mllo-//

\I,n"m"a” >

Die Anpassung der Wellenfunktionen mit ¢’ = +1 an die mit ¢ = —1 un-
terscheidet sich von der mit ¢/ = —1 an die mit ¢ = +1. Im ersten Fall
nimmt die Energie zwischen @g,m, und @2/%// kontinuierlich zu, d.h. die un-
gestorte Wellenfunktion mit Impuls in positive z-Richtung hat einen gréfleren
Anteil am Mischzustand als die mit Impuls in negative z-Richtung, im zweiten
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Fall, in dem die Energie kontinuierlich abnimmt, iiberwiegt der Anteil der un-
gestorten Wellenfunktion mit Impuls in negative z-Richtung. Die Quantenzahl
«, deren einmal zugewiesener Wert fiir die gesamte Betrachtung gilt, bestimmt
die Impulsrichtungen der ungestérten Wellenfunktionen: Fir & = +1 nimmt
die Energie des Zustandes |U%) mit wachsender Phasendifferenz zu und die des
Zustandes |¥_“) ab, fir « = —1 ist es umgekehrt.

Wir betrachten zunéchst die Anpassung von |V, ;1)) an [W,n_yy). Fiir
Dy (41) ergibt sich, mit den Gl (5.31) und (5.40), Dy (1) = |U,,|; eben-
so erhalten wir fiir Dyupyr—1y = |US, . »|. Da auBerdem die Koeffizienten der
Wellenfunktionen ¥, %) in den Gln. (5.41) zu Null werden, ist die Anschlufibe-
dingung (5.32) erfiillt, wenn gilt:

.U Z'SDOL‘I’a .U ’ig&a@a
ePrlim! e n’m’(+1){qlgl> = e¥Pnitm!t @ T n/!m! (1) ‘\I{SL‘”> (542)

Die Phase des Matrixelementes U5, ,, s. Gln. (5.24) und (5.29), ist nicht bekannt,
deshalb fordern wir ganz allgemein fiir diesen Fall, daB ¢2®  fiir & = ®, die
(®-unabhiingige) Phase Y, gerade kompensiert. AuBerdem liest man an GI
(5.42) ab, daB n” = n’ gilt. Damit kénnen wir nun auch m” bestimmen. Nach

GL (5.30) ist
®Y = an(m —n). (5.43)

Wegen ®°, , =®°,  +arund n” =n' gilt

2

ar(m” —n') = ar(m’ —n’' + 1), (5.44)

es ist also m” =m/ + 1.

Fiir die Anpassung von |W,/.(_1)) an [V, mpnq)) erhilt man Dy
wh/27(1 + (), die Anschlubedingung ist also erfiillt, wenn

_eithfﬁZ,(_l) |\I/;;/x> _ ewz?fn"(ﬂ) ‘\D;ﬁ> (5.45)

Man liest sofort ab, dafl m” = m/, und erhélt damit analog der obigen Rechnung
n” = n' — 1. Die Phase ¢%® muf in diesem Fall einen Phasensprung von

'™ = —1 kompensieren, und wir {iberzeugen uns durch Einsetzen, dafl die
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folgende Definition die Anschluibedingung in beiden Fillen erfiillt?:

ad 1 0 0 m U %[{m
o = Uoz% (<I> — q)nm) [oz (<1> - @nm) - 05 — gonm] -5 (5.46)

5.3.2 Josephson-Bloch-Oszillationen

Betrachten wir ein Quasiteilchen, dessen Zustand fiir ® = ®°  durch die Wel-
lenfunktion |W,,, ;1)) beschrieben wird. Fiir ¢ = @0+ am wird es durch
die Wellenfunktion [W,,,,41)(—1)) beschrieben, in die es bei ® = &, iiberge-
gangen ist. Wenn die Phasendifferenz sich um am geéindert hat, befindet sich
das Quasiteilchen im Zustand |\If(n_1)(m+1)(+1)>. Das analoge Ergebnis erhalt
man, wenn man mit dem Zustand [¥,,,,_1)) beginnt, nur dafl der Zustand bei
® = o0+ ar durch |W (n—1)m(41)) beschrieben wird, s. Abb. 5.3.

E A

nmao

Abbildung 5.3:  Sche-
matische Darstellung
zweier Josephson-Bloch-
Bénder im ®-Raum. Die
Geltungsbereiche der
|¥mo) sind durch die
gestrichelten Linien ge-
trennt, die Quantenzahl
a wurde zu +1 gewihlt.

Fiir die Energien (5.10) gilt:

o (D+a2r) = EX(®), (5.47-a)
—« —a
E;0 (@ +a21) = E,%®) (5.47-b)
2Probe:
ad, 1 s ™ s U (pg,m, U
ety = For (+ag) [a(+ag) - 5 —elh] = E2t = =gl
1 s s m U// "
4,03?;1//(71) = _Oé; (—OZE) |:Oé (—055) =+ 5 — (pgum//] — %Tm = —(pg//mu7
ad, _ 1 m ™ ™ U (,OU/ ’ . m
Spn/m’(fl) = —Oé; (+Oé§) |:Oé (-"-045) + 5 — (pn,m,] — % — _57
adg _ 1 s ™ ™ U @;}//m// _ ™
SOn”m”(«kl) = +a; (7&5) [a (7&5) — 5 — gan//m//:l — T = +§

D
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Da in dem Matrixelement U}, auBer diesen Energien nur noch die Summe
(n+m)=1[(n—1)4 (m+1)] steht, s. Gl. (5.24), gilt auch hier:

Uln-1)(m+1) (2 + 02m) = Uppn (). (5.48)

n—1

Damit erhélt man fiir die Energien (5.26) der Eigenzusténde:
E(nfl)(erl)o((I) + a27) = Eppo (). (5.49)

Die Wellenfunktionen |¥,,,,(®)) gehen mit wachsender Phasendifferenz ® ste-
tig ineinander iiber, d.h. die Quasiteilchen bewegen sich — da die zugehorige
Energie periodisch in ® und kontinuierlich ist und somit eine obere und eine un-
tere Grenze hat — in einem Energieband im (Energie-)Phasendifferenz-Raum
(®-Raum). Diese Energiebéinder sind bei ® = ®Y  durch Energieliicken von
2|US.,,| voneinander getrennt, die bei Anliegen einer Spannung V' durch Zener-
Tunneln iiberwunden werden konnen. Aufgrund der 27-Periodizitéit der Ener-
gien kann der ®-Raum auch im reduzierten Zonenschema dargestellt werden,
also in die ,,1. Brillouin-Zone“ gefaltet werden, an deren Rand die Quasiteilchen
durch Bragg-Reflexion von m — —m gestreut werden. Bei endlicher Spannung
V wichst die Phasendifferenz bis zur néchsten Bragg-Reflexion erneut an: Die
Quasiteilchen beschreiben Josephson-Bloch-Oszillationen im ®-Raum.

Fir U(z) = 0 = |US,| gibt es keine Bragg-Reflexion, sondern nur Zener-
Tunneln, da es in diesem Fall keine Energieliicken gibt und sich demzufolge auch
keine ®-Bloch-Béander ausbilden kénnen. Hier verhalten sich die Quasiteilchen
gewissermaflen wie ,,freie Teilchen“, die im elektrischen Feld kontinuierlich Ener-
gie gewinnen oder verlieren. Dies entspricht der Situation von Bloch-Elektronen
in Kristallen, wenn man das periodische Potential der Ionen vernachléssigt und
damit die Bloch-Wellen zu Wellenfunktionen fiir ,freie Elektronen“ reduziert.
In unserem Modell iibernimmt also das Streupotential U(z) die Rolle des peri-
odischen Potentials der Kristall-Ionen.

Dies mag auf den ersten Blick iiberraschen, da U(z) nicht periodisch ist. Aller-
dings sind in einem SNS-Kontakt Quasiteilchen mit Energien |F| < A gewis-
sermaflen im N-Bereich gefangen, durchlaufen also periodisch dasselbe Poten-
tial, wohingegen die Bloch-Elektronen in Kristallen wiahrend ihrer Ausbreitung
periodisch das gleiche Potential durchlaufen. Dem realen Bravais-Gitter von
Kristallen entspricht ein reziprokes Gitter im Wellenzahlraum, und fiir Bloch-
Elektronen gilt, dal zwei Sétze von Wellenfunktionen und Energieniveaus, deren
Wellenvektoren sich um einen reziproken Gittervektor unterscheiden, identisch
sein miissen. Zwischen Wellenzahl bei Bloch-Elektronen in Kristallen und Pha-
sendifferenz bei Quasiteilchen in SNS-Kontakten besteht eine Analogie [23],
und fiir die Energieniveaus E,,;,, wurde weiter oben die 27-Periodizitéit bereits
gezeigt, s. Gl. (5.49). Auflerdem gilt nach Gl. (5.43)

q)(()nfl)(erl) = q)gm +a2m (550)
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und somit auch, s. Gl. (5.46),

a(P+a2m) _ ad
Sp(n_l)(m-f—l)o' = Pnmo- (551)

Da die Linearkombinationskoeffizienten (5.27) nur iiber diesen Phasenfaktor,
das Matrixelement Uy}, und die Energien von ® abhéngen, sind diese ebenfalls
entsprechend 2m-periodisch in ®. Allerdings nehmen bereits die ungestorten
Wellenfunktionen [¥%), |¥-*) durch den g-Term im Exponenten, Gln. (5.7)
und (5.9), bei Anderung der Phasendifferenz um 27 eine Phase auf, die sich auf
die Superposition |¥,,,,) iibertrigt:

efiaz27r/4a
‘\Il(n_l)(m"’l)a(q) + (X27T)> = < elaz2m/4a > ‘\Dnma(q))> (552)

Elektron- und Loch-Komponenten nehmen also unterschiedliche Phasen auf,
aber fiir jede Komponente alleine entspricht Gl. (5.52) formal dem Bloch-
Theorem:

- 5\ _ _ikg R
\I’EBl(’I“Bl—{—RBl)—e Bl BI\I’E

(TB1)- (5.53)

Bl

Dabei ist EBZ der Wellenvektor der Bloch-Elektronen und éBl ein beliebiger
Bravais-Gittervektor®. Ein Vergleich der beiden Gleichungen wiirde die for-
malen Entsprechungen 7g; <« @, EBZ <~ 27 und EBZ — z/4a implizieren.
Das ist einerseits einleuchtend, da erstens, im Gegensatz zu 7pg;, z nicht frei
wéihlbar, sondern auf den N-Bereich des SNS-Kontaktes beschrankt ist, und
zweitens, genau wie Bloch-Elektronen von einem Rand der Brillouin-Zone zum
anderen, jede Einzelkomponente der Quasiteilchen-Wellenfunktionen von einer
NS-Phasengrenze zur anderen gestreut wird — wenn auch in diesem Falle zeit-
verzogert, da der ,,Riickweg“ durch die N-Schicht durch die jeweils andere Kom-
ponente zuriickgelegt werden mufl. Andererseits spiegeln die Energiebédnder im
®-Raum, entsprechend den Bloch-Béandern im Wellenzahlraum, die Periodizitét
beziiglich der Phasendifferenz und damit die Analogie zwischen EBZ und ® wi-

der.

Entscheidend fiir die Betrachtung des Beitrags der gebundenen Zusténde eines
SNS-Kontakts zum Ladungstransport unter Beriicksichtigung von Normalstreu-
ung ist die Entstehung der Energiebénder. Wir setzen also R B < z und entneh-
men dem Vergleich von Gl. (5.52) mit GL (5.53) die Entsprechung kg, < 27 /4a,
d.h. einer Anderung der Phasendifferenz um 27 entspricht ein Basisvektor im
reziproken Gitter von 27 /4a, woraus sich mit der Definition des reziproken
Gittervektors eine Gitterkonstante von 4a, also zweimal der N-Schicht-Dicke,

SWir hétten also eigentlich Anderungen der Phasendifferenz um Vielfache von 27 betrach-
ten miissen. Dies wiirde aber den Gang der Argumentation nicht verédndern.
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ergibt?. Anschaulich kann man das so erkliren, daf Quasiteilchen einer Im-
pulsrichtung die N-Schicht als Elektronen in der einen Richtung durchqueren,
nach Andreev-Streuung an der NS-Phasengrenze als Locher wieder zuriicklau-
fen, um dann erst durch eine zweite Andreev-Streuung wieder als Elektronen die
N-Schicht in der Ausgangsrichtung zu durchlaufen. Mit anderen Worten: Ein
Quasiteilchen, das z.B. bei z = 0 ein Streupotential U(z) als Elektron sieht,
muf} zweimal die N-Schicht durchlaufen, bevor sich diese Situation wiederholt.

5.3.3 Die ®-Bloch-Band-Wellenfunktionen

Die Wellenfunktionen |W,,,,,) gelten jeweils nur fiir einen Bereich von @gm —
/2 < ® < @Y+ 7/2; an den Rindern dieses Bereichs gehen sie stetig in
die Wellenfunktionen iiber, die in den benachbarten Phasendifferenz-Bereichen
giiltig sind. Die so aneinander angeschlossenen Wellenfunktionen formen die
®-Bloch-Binder, die bei den jeweiligen ®Y — durch Energieliicken von 2|U2, |
voneinander getrennt sind. Die ®-Bloch-Band-Wellenfunktionen, die wir im fol-
genden mit dem Bandindex r kennzeichnen werden, konnen also als Summe

iiber alle ®-Bereiche der zugehtrigen Wellenfunktionen dargestellt werden:
S [g0 T 0o T
|,(®)) = ; \qfnmo(cb»@(@ [@nm 2])@([<1>nm+ 2} <1>> . (5.54)

Dabei hiangen die jeweiligen Indizes n, m und ¢ vom Bandindex r und dem
Summenindex [ ab, wie in den Gln. (5.63-a)—(5.63-c) angegeben ist. Fiir die
Phasendifferenz ®0 = gilt

@ =0 4, (5.55)

nomo

wobei fiir [ = 0 (zum Zeitpunkt ¢y) die zugehorige Wellenfunktion durch
|W s omooo) gegeben ist.

Wird bei t = ¢y eine Spannung angelegt, die hinreichend klein ist, so kénnen
die Zustandsdnderungen der Quasiteilchen als adiabatisch betrachtet werden,
d.h. die Quasiteilchen bleiben in ihren jeweiligen Béndern, wéihrend sich die
Phasendifferenz geméfi der Josephson-Gleichung #ndert. Wenn die Spannung
zeitlich konstant ist oder durch ihren zeitlichen Mittelwert V ersetzt werden
kann, ist die Phasendifferenz gegeben durch®

(1) = By + %(t —to), (5.56)

4Damit iibernimmt EBl anstelle von ﬁBl die Rolle des Basisvektors, wichtig ist aber nur
das Produkt der beiden: Die Multiplikation eines reziproken Gittervektors mit der Gitterkon-
stanten muf (ein Vielfaches von) 27 ergeben.

Im Vergleich zu Gl. (4.9) ist in G1. (5.56) t¢ nicht auf Null gesetzt worden; und es wurde auf
die Angabe der z-abhingigen Theta-Funktion verzichtet, da wir hier ohnehin nur gebundene
Zustéinde im N-Bereich mit —a < z < +a betrachten.
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und wir erhalten die zeitabhingigen Wellenfunktionen durch Ersetzung von &
durch ®(¢) aus Gl. (5.56). Da sich durch die Ersetzung auch die Energien der -
Bloch-Band-Zusténde zeitlich &ndern und die Wellenfunktionen nicht mehr den
zeitunabhéngigen BAGG geniigen, kann auch die die Energie enthaltende Expo-
nentialfunktion nicht mehr wie bei den stationiren Losungen (5.3) absepariert
werden. Des weiteren sind fiir die Beschreibung der Bewegung von Quasiteil-
chen in ®-Bloch-Béndern die Indizes n, m und ¢ wenig anschaulich; wir werden
daher im folgenden die ,,®-Bloch-Band-Notation“ verwenden. In dieser lauten
die nun zeitabhingigen ®-Bloch-Band-Wellenfunktionen:

[0,(6)) = 3 [WL) Ot — T )O(Tiy — tye o 5O (5.57)
=0
mitb
+a
(v () = > al|vn), (5.58)
n=—a«a
h 0 s
Tie=to+ 5 (@nomo LT <1>0> : (5.59)

entsprechend, in der bisherigen Notation,

EL(t) = Enme (0(1)), (5.60)
(TL@®)) = [Tpmo (2(2))), (5.61)
afy[UR(1) = afs [U0),  an® V5% (8) = amne| U0)- (5.62)
Der Bandindex r sei fiir das tiefste Band positiver Energie r = 1, fiir das
zweittiefste Band r = 2 usw. Das hochste Band negativer Energie ist durch
r = —1 gekennzeichnet, das zweithéchste Band durch r = —2 usw. Durch diese

willkiirliche, der Anschauung dienende Indizierung ist die Umrechnung der ®-
Bloch-Band-Indizes in die bisher verwendeten recht kompliziert. Sie wird aber
im Grunde auch nicht benétigt und soll hier nur der Vollstandigkeit halber
angegeben werden. Die Indizes zur Zeit T} <t < Tj4 sind

n = ny— %[al + o(l mod 2)], (5.63-a)
m = mo-+ %[al — o(l mod 2)], (5.63-b)
o = oo (-1 (5.63-c)

®Die Summe in Gl. (5.58) lauft {iber -« statt iiber &1, da sich die Linearkombinationsko-
effizienten (5.27), apme und a5, in ihren Definitionen unterscheiden, s.a. Gl. (5.62).
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Dabei sind die Indizes zur Zeit tg, zu der [ = 0 ist:

1 1
no = 3 {r —-1- §sign(r) [1+ (—1)r]}
1[ @) P0
- [QM + o9 < 200 mod 2>} , (5.64-a)
2 m us

1[ @Y 30
+3 [aM — 09 (M mod 2)} : (5.64-b)
s s
oo = sign(r) - (—1)"F®rome/T, (5.64-c)

wobei ®0 durch Gl. (5.55) und den Folgesatz definiert ist. Die Indizes n und

nomo
m, ebenso wie ng und my, erfiillen die Beziehung (5.43), ®% = ar(m —n).

5.4 Zener-Tunneln

Der Gesamtzustand |¥(¢)) des Systems ist bei zeitlich verénderlicher Phasen-
differenz durch die zeitabhdngigen BAGG bestimmt:

m%\m(m = H(7, )| ¥(t)) (5.65)
mit

~oa o Ho(mt)+U(z) A(z)

s = (00T o ) (560)

und dem Hamilton-Operator [vgl. Gl. (5.6)]

2
Ho(7 ) = — [Eﬁ + @Ecp(t)] + Up(z) — p. (5.67)

om* | 4a

Die zeitabhingigen ®-Bloch-Band-Wellenfunktionen |¥,(¢)) der Gl. (5.57) sind
keine exakten Losungen der zeitabhéingigen BAGG. Beim Einsetzen dieser Wel-
lenfunktionen in die zeitabhéngigen BAGG bleiben Terme iibrig, die von denje-
nigen Zeitableitungen herriihren, welche zusétzlich zur Zeitableitung der — das
Zeitintegral iber die ®-abhéngige Energie enthaltenden — Exponentialfunktion
in Gl (5.57) auftreten. Das sind die Zeitableitungen der von ®(t) abhéingigen
Koeffizienten der ungestorten Zusténde [¥%), |¥ ) in Gl (5.18) bzw. (5.58),
(5.61), (5.62), deren Linearkombinationen die ®-Bloch-Band-Wellenfunktionen
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bilden, und die Zeitableitungen der [W% (1)), [¥ *(t)) selbst. Sie bewirken das
Zener-Tunneln zwischen den ®-Bloch-Béndern. Die Tunnelwahrscheinlichkeiten
werden, orientiert an Houstons Vorgehen [75], mittels zeitabhéngiger Storungs-
theorie berechnet, d.h. die Terme mit den zusétzlichen Zeitableitungen werden
als Storung behandelt, und die Losung der zeitabhéingigen BAGG (5.65) wird
— wie auch von Kroemer in Ref. [23] vorgeschlagen, s. Abschnitt 5.1 — nach
den ®-Bloch-Band-Wellenfunktionen entwickelt:

(W) =D be()]Tr(1). (5.68)

Einsetzen von Gl. (5.68) in Gl. (5.65) ergibt

ihzr: K%bdt)) |w,(t)) +br(t)%\\llr(t)>
= b (OH(F )T (1). (5.69)

Es gilt unter Beachtung, daf Y ;°) EL(t)|VL())O(t — T-)O(T) — t)
it ’ ’ ~
x e o PO _ gy gy 1w, (1)

0 A ‘w,itEﬁ’d’
zha‘\l/r(t»:H(r,t)|ﬁlr(t)>+zh;e LBl ede

<O(1t — T )O(Tis — 1) oW (1). (5.70)

Einsetzen von Gl. (5.70) in Gl. (5.69) und Multiplikation mit (¥4(¢)|, wobei
(Ws(t)| Wy (t)) = 05, ergibt die Sdkulargleichung fiir die Entwicklungskoeffizien-
ten:

Dty = = S bp(t) 3¢ i 00

xO(t —Tj_)O(Tpy —t) <\Ils(t) ‘%' xpi(t)>. (5.71)

Die Losung der Siékulargleichung in erster storungstheoretischer Niaherung lie-
fert die Koeffizienten b4(t). Diese sind gleich Eins fiir s = rp, wenn beim Auftre-
ten der Spannung V' zur Zeit ty das betrachtete Quasiteilchen sich im ®-Bloch-
Band rg befindet, und fiir s # r( sind sie gleich den Wahrscheinlichkeitsamplitu-
den fiir das Zener-Tunneln vom ®-Bloch-Band 7y in die Nachbarbinder s. Die
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etwas langwierige Berechnung der Koeffizienten, die in Anhang B angegeben
ist, ergibt:

B - EL 20,

— h
bo(t) = iy eihos L ot —t, — )
Z 0( ) El (tl )
eV Uy
5.72
\ | 2a 4 2X8 (5:72)

mit ¢l , wie in GL. (B.8) und ¢}, + &), dem Zeitbereich, in dem ein Quasi-
teilchen im Band 7p den minimalen Abstand 2|U%,| zum Band s sieht. Dabei
ist der Zusammenhang zwischen [ einerseits und n, m, o andererseits durch
die Gln. (5.63) und (5.64) gegeben, wenn man in Gl. (5.64) anstelle von r den
Bandindex r( einsetzt, da sich n, m und ¢ auf dieses ®-Bloch-Band beziehen.
Das Vorzeichen von bs(t) wird durch den willkiirlich festgelegten Wert fiir «
bestimmt; da wir uns im folgenden aber nur fiir das Betragsquadrat von bs(t)
interessieren, wird auf die Hinzunahme der Quantenzahl « bei der Indizierung
der Koeffizienten verzichtet.

Die Wahrscheinlichkeit fiir Zener-Tunneln aus dem Band rg in das Band s ist

2 _ > l 1 €V 2 hUZF 2 .2 1 1
bs(0)> = Ot — thy — hy) ) ooe) 07 (5 Ee (5.73)
g n

=0

mit

Ey = 2Us,| = Bl (thy) = BL(ths)| (5.74)
Explizit ist th in Gl (B.4) definiert. Geméfl der Josephson-Gleichung &ndert
sich die Phasendifferenz desto schneller mit der Zeit, je grofler die Spannung V
ist, d.h. die Quasiteilchen durchlaufen den — im ®-Raum konstanten — Be-
reich, in dem der Abstand zwischen den ®-Bloch-Béandern klein ist, mit steigen-

der Spannung immer schneller und der Zeitbereich tﬂw iéﬁw wird immer kleiner.
Wir machen fiir 55\/[ einen der Josephson-Gleichung entsprechenden Ansatz,

o, = e—aﬁb, (5.75)

und bestimmen 5& aus der Forderung, dafl die Wahrscheinlichkeit fiir Zener-
Tunneln fiir V' — oo gleich Eins wird:

eV\?2 [ hv F 2 o[ E
1; eV z . _g(;l
() (55) o (st

e \* [ 05\
:1 .
(%) (a5 57

A E A
. ot oo PeatAn (5.77)




Damit erhélt die Tunnelwahrscheinlichkeit fiir V' — oo den ,richtigen* asymp-
totischen Verlauf, fiir V' — 0 allerdings bewirkt der Sinus-Quadrat-Faktor in
Gl. (5.73) ein unphysikalisches oszillierendes Verhalten. (Fiir jedes endliche V
hat 55\/[ eine gewisse Unschérfe Aéé\/[, iiber die man mitteln sollte.) Die erste
Nullstelle der Tunnelwahrscheinlichkeit fiir kleiner werdende Spannung wird
erreicht, wenn das Argument der Sinus-Funktion gleich 7 ist, also fiir

_E_ga%—)\%

VN, = (5.78)

er hu,p

Fiir kleine Spannungen ersetzen wir den Sinus-Quadrat-Faktor durch 1/2 und
bestimmen den Wert von V, fiir den gilt:

E?2q+ ) 1 E2q+4+ )\ T 3 5
] 0 T n_ - 4% 420 (5.79
Sin (ev h’()ZF \/5 eV hUZF 47 4777 47T7 ( )

Aus dieser mehrdeutigen Losung erhalten wir den gewiinschten Spannungs-
wert aus der Forderung, dafl die Tunnelwahrscheinlichkeit fiir kleiner werdende
Spannung vor Erreichen der ersten Nullstelle in die Mittelungskurve iibergeht,
s. Abb. 5.18. Fiir den néichsten Schnittpunkt vor der ersten Nullstelle gilt:

Ej a+ X8 3 4B a+ 2
g n g9 n
9 — 2 o Vg=-9 . 5.80
eVs hv,p 47T o 3erm hu,p ( )
Eine letzte Korrektur betrifft den plotzlichen Sprung von |bs(t)|? auf seinen

(spannungsabhéngigen) Maximalwert bei der Zeit t = th + 5%/[. Tatséachlich
sollte die Tunnelwahrscheinlichkeit iiber den Zeitbereich th + 55\4 stetig an-
wachsen, und wir ersetzen die Stufenfunktion durch

1
l l
Ot — — — . .81
(t 2 5M) 1+ e(th ’t)/(‘sfw/‘l) (5 8 )

Zusammen mit der Definition

i hw.

& = E2atAq (5.82)
erhalten wir schliellich fiir die Tunnelwahrscheinlichkeit
IO PR
1+ et =t/ (03, /4)
€2 x{ 51“21(/12/&’) } fiir v{ i }VS. (5.83)
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5.5 Strom-Spannungs-Charakteristiken

5.5.1 Stromdichtegleichung

Der Ladungstransport in dem hier verwendeten Modell wird zum einen be-
stimmt durch die — bei hinreichend kleiner Spannung — adiabatische Bewe-
gung der Quasiteilchen in den ®-Bloch-Biandern und zum anderen durch das
Zener-Tunneln der Quasiteilchen zwischen den Bandern. Dies legt eine getrenn-
te Betrachtung der durch die beiden Prozesse verursachten Stromdichten nahe.
Die Gesamtstromdichte ist mit |¥) = (;f:) gegeben durch

Jrt) = — ° Re Z Z [u:ﬁust +vspus(1 — Fy)| ¢ - (5.84)

m*
kz,ky S

Dabei ist p wieder der Impuls-Operator wie in Gl. (4.33),

. h= _h
us und vs sind die Elektron- bzw. Loch-Komponenten der ®-Bloch-Band-
Wellenfunktion |¥4(t)), und Fs ist die Verteilungsfunktion der Quasiteilchen
im Band s. Die Summe iiber alle ®-Bloch-Bénder beinhaltet die Summe tiber
alle Energien der gebundenen Zustdnde und, innerhalb eines jeden Bandes, die
Summe iiber beide Impulsrichtungen. Zusammen mit der Summe iiber die Wel-
lenzahlen k; und k, sind also alle Zusténde in Gl. (5.84) erfait. Im Vergleich zu
der Stromdichtegleichung (4.30) fehlt in Gl. (5.84) der Faktor 2, da die Summe
iiber s sowohl Zustédnde positiver als auch negativer Energie beriicksichtigt.

Die Verteilungsfunktion Fy gibt an, mit welcher Wahrscheinlichkeit im Band s
ein Quasiteilchen zur Zeit ¢ die Energie Es(®(t)) besitzt: Fs = Fy(Es(P(t)),t).
Zur Zeit t + dt ist die Verteilungsfunktion gegeben durch die Verteilungsfunk-
tion der Quasiteilchen, die sich zur Zeit ¢ mit der Energie Fs(®(¢)) im Band s
befanden und sich gemaf der Josephson-Gleichung im ®-Raum innerhalb ihres
Bandes weiterbewegt haben, und einen Term, der die Anderung der Vertei-
lungsfunktion durch Zener-Tunneln von Quasiteilchen in das Band s oder aus
diesem heraus beschreibt:

Fy(By(®(t+dt)),t +dt) = Fy(Es(®(t)),t)
+<aFS(ES(¢(t))’t)> dt. (5.86)
ZT

ot

Wir entwickeln die linke Seite von Gl. (5.86) in eine Taylor-Reihe um ¢ bis zur
ersten Ordnung in d¢:
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Fy(Ey((t+dt)),t +dt) = Fy(Es(®(t)),1)

OF(Es(®(t)),t) OEs(D(t)) 8<1>(t)dt
OE,(®(t)) oo(t) ot
+8Fs (Es(@(t)), 1) . (5.87)

Dabei ist bei Vernachlédssigung des Zener-Tunnelns der zweite Term auf der
rechten Seite gleich Null, da sich aufgrund der adiabatischen Bewegung der
Quasiteilchen die Verteilungsfunktion nicht mit der Energie des jeweiligen ®-
Bloch-Bandes dndert — die Verteilungsfunktion wird als Ganzes von der ange-
legten Spannung im Energie-Phasendifferenz-Raum zwischen der unteren und
oberen Kante des Bandes s hin- und hergeschoben:

OF(E4(D(t)), )
OE(2(1))

= 0. (5.88)

Beriicksichtigt man Zener-Tunneln n#herungsweise in 1. Ordnung, liefert
Gleichsetzen der Gln. (5.86) und (5.87) die Boltzmann-Gleichung:

(5.89)

OF,(Es(®(1)),t) [ OF,(Es(®(1)),1)
ot ot ZT'

Die zeitliche Anderung der Verteilungsfunktion wird also allein durch Zener-
Tunneln von Quasiteilchen zwischen den ®-Bloch-Béndern hervorgerufen, wie
sich durch die Annahme der adiabatischen Bewegung der Quasiteilchen in den
Bandern auch schon anschaulich ergibt. Dabei kénnen die Quasiteilchen aus
dem energetisch unter Band s liegenden ®-Bloch-Band, s—, in das Band s mit
der Wahrscheinlichkeit [bs_ s|* hineintunneln, falls der entsprechende Zustand
in s unbesetzt ist, und unter der gleichen Bedingung mit der Wahrscheinlichkeit
|bs.s+|? in das energetisch hoher liegende Band s+ aus s heraustunneln. Es gilt
also

OF(Es(®(t),t) 0

ot - a{Fs—(Es—@@)%t) [1— Fo(Eo(®(1)),1)] bs— s

- Fs (Es(q)(t))’ t) [1 - Fs+ (Es-i-(q)(t))? t)] ‘bs,s—I—‘Q}- (5'90)

Unter der Annahme, dafl zur Zeit ¢ty die Quasiteilchen-Zusténde geméfl der
Fermi-Verteilung f(F) besetzt sind, und da zur Zeit ¢y noch kein Zener-Tunneln
stattgefunden haben kann, liefert Integration der Gl. (5.90) von ty bis ¢:
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F (Es(q)(t))’t) = f(Es ‘1)0))
+ Fs (Es—(®(t)
— Fy(Es(®(t)),t

) _Fer(Eer((I)(t))’t)] |bs,s+|2- (5'91)
Diese Gleichung stellt die Losung der Boltzmann-Gleichung (5.89) dar, in der
die Verteilungsfunktion Fy durch die Zener-Tunnel-Prozesse in das und aus dem
Band s bestimmt ist, die ihrerseits von der Verteilungsfunktion Fy abhéngen,
in der jedoch in unserer Ndherung 1. Ordnung der Einflul des Zener-Tunnelns
vernachlissigt wird, soda§ auf der rechten Seite von (5.91) Fy durch die Fermi-

Verteilung f(Es(®g)) = 1/(eP(®0)/kT L 1) zur Zeit t zu ersetzen ist:

Fy(Es(2(1),t) = f(Es(®0)) + f(Es—(®0)) [1 — f(Es(®0))] bs— s
— F(Es(@0)) [1 = f(Est(20))] [bs,s5 . (5.92)

Die Losung in zweiter Ordnung des Zener-Tunnelns erhielte man, wenn man
auf der rechten Seite von Gl. (5.91) die Verteilungsfunktion Fy aus Gl. (5.92)
einsetzte, allerdings werden wir im folgenden die resultierenden Korrekturen
zu den Anderungen in den Verteilungsfunktionen durch das Zener-Tunneln von
der GroBenordnung O (]b]4) vernachlissigen, d.h. wir nehmen an, dafl im zeitli-
chen Mittel die aus dem Band s hinaus- bzw. in das Band s hereingetunnelten
Quasiteilchen durch herein- bzw. hinaustunnelnde Quasiteilchen kompensiert
werden.

Ohne Zener-Tunnel-Prozesse wiirde die anfdngliche Gleichgewichtsverteilung in
einem ®-Bloch-Band, gegeben durch den ersten Term auf der rechten Seite von
Gl (5.92), fiir alle Zeiten geméfl ®(¢) unveridndert durch das Band wandern; die
entsprechende Stromdichte, proportional zu OE;(P(t))/0®(t), oszillierte mit der
»gewohnlichen“ Josephson-Frequenz 2eV/h. Hingegen liefern die letzten beiden
Terme in Gl. (5.92) den durch das Zener-Tunneln verursachten Beitrag jzr zur
Gesamtstromdichte (5.84), der dem Beitrag zu 7; wéhrend einer halben Peri-
ode entgegengerichtet ist und fiir die Strom-Oszillationen mit der zweifachen
Josephson-Frequenz verantwortlich ist, s. Abschnitt 5.1. Einsetzen der Vertei-
lungsfunktion Fy, Gl. (5.92), in die Stromdichtegleichung (5.84) und Trennung
in die Stromdichte-Beitrige 77 und jzp liefert:

Bt = —SRed SN [ulpuf+upi(l- £ b (5.99)
ka,ky S
Jer(t) = ——Red 33| (uipus — vpvs) (fo[L = £] - b
ka,ky S
- fs[l - fer] . |bs,s+|2)} }, (594)
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mit der Definition

fs = f(Es(Po)). (5.95)

Das Modell der von der angelegten Spannung durch das ®-Bloch-Band um-
gewiilzten Fermi-Verteilung f(Fs(®g)) im Gleichgewicht vor Anlegen der Span-
nung V setzt voraus, daf} die inelastische Stofizeit 7, grof ist gegen die Zeit
T, = 2mwh/2eV fir das Durchlaufen einer ®-Bloch-Band-Periode. Im entge-
gengesetzten Fall, 7,,¢; < 7,, wire fs = f(Es(®(t))), d.h. in jedem Augen-
blick herrschte in dem zeitlich nur sehr langsam veréinderlichen Energiezustand
Es(®(t)) thermodynamisches Gleichgewicht.

Schlieflich erhélt man, s. Anhang C, fiir die Terme u}pus und vspv}, wobei nur
die z-Komponente angegeben wird, in der der Stromflufl stattfindet:

- i Ot — T} )O(Ths — t)E ah sin? (k)
U, pu = — e
sPUs C — I+ = Z2L L | nm|2‘|‘(Enmo —E%)Q
" nm!2 o Enme = BR)? - Bumo — B
lm a + )\—a o
il A
% [ a ﬁzmeai(k?n-f-kfﬁ) kln?Ur?;m —ai(kg, +kin )z ] }7 (5.96-a)
o .92
S, . ah sin” (k;x)
vepUr = Ot —T;-)O0(T;L —t)é
e =0 . a ) Z2L$Ly ’Uﬁ‘m‘Q + (Enma - Eﬁ)2

nm|2 —« (Enmo - ES)Q Enmo' - Ea

_ n

X{kaln a —1m —a +
a—!—)\ a+ \/(G—F)\%)(a"i‘)\;ma)

—ai7r n+m) joi(k®, +k_1)7
X 1n nm ( )e ( 1 1

—1mYnm®

g U el et 47, )] } (5.96-)

5.5.2 Numerische Auswertung

Zur Berechnung der Stromdichten (5.93) und (5.94) benutzen wir wieder die in
Abschnitt 4.1 ab S. 28 vorgestellten Parameter-Werte, die sich an den Expe-
rimenten der Kroemer-Gruppe orientieren. Zusétzlich benétigen wir nur noch
das normalstreuende Potential U(z), das in die Berechnung der Matrixelemente
U, eingeht. Fiir dieses nehmen wir, wie z.B. auch in [18, 33, 35, 54, 83, 84],
einen delta-formigen Verlauf an, wobei die Stédrke der Potentialbarriere durch
den dimensionslosen Parameter Z ausgedriickt wird. Dabei betrachten wir im
Folgenden zwei Modelle: Im ersten besteht U(z) aus zwei delta-férmigen Po-
tentialbarrieren an den NS-Phasengrenzen,

Wkg

Ui(z) = ——Z0(|z| — a), (5.97)
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im zweiten aus einem Delta-Potential in der Mitte der normalleitenden Schicht,

kg

m*

Us(z) = Z6(2). (5.98)

Die Energiebénder im ®-Raum, die sich in den beiden Modellen ergeben, un-
terscheiden sich wesentlich. Fiir den ersten Fall, mit U;(z) eingesetzt fiir U(z)
in Gl. (5.24) und einem willkiirlich gewihlten Wert fiir k.p = 0, 3k, zeigt Abb.
5.4 die resultierenden ®-Bloch-Bénder.

1

Abbildung 5.4: ®-Bloch-
Bénder fiir U(z) = Uy(z)

g und k,p = 0,3kp. Fir
B die Stirke der Potential-
5_0.2 barrieren wéhlen wir Z =
os 0,053 x0, 5, wobei der er-
' ste Faktor den Parameter
—06 Z auf die effektive Elek-
-0.8 tronenmasse kalibriert.
o 1 2 3 4 5 6

@(t) [r]

Wie man in der Abbildung erkennt, existieren bei den hier verwendeten
Parameter-Werten nur zwei vollstdndige Bénder im Paarpotentialtopf zwischen
—A und +A: das hochste Band negativer Energie, s = —1, und das tiefste
Band positiver Energie, s = +1. Die Bander s = —2 und s = +2 sind hinge-
gen nur teilweise vorhanden; ihre Energien liegen nur fiir Phasendifferenz-Werte
um P(t) = 0,2m,4m, ... herum innerhalb des Potentialtopfes. An seinen Gren-
zen schlieflen sie an die Wellenfunktionen der quasi-gebundenen Zustédnde an,
deren Energiespektrum das der gebundenen Zusténde fiir Energien |E| > A
fortsetzt [33], vgl. Gl (5.10):

h d(t
Ey = — [mr—i— a%] , n=0,%1,+2,... fir |Ey| > A. (5.99)

Durch den Prozefl des Zener-Tunnelns kénnen die Quasiteilchen sukzessive in
die energetisch hoherliegenden ®-Bloch-Bénder iibergehen. Dabei spielen die
nur teilweise vorhandenen Bénder eine wichtige Rolle: Sie sorgen zum einen
dafiir, daf} die in das hochstliegende Band getunnelten Quasiteilchen den Paar-
potentialtopf in das Kontinuum verlassen kénnen, zum anderen liefern sie durch
Ubergiinge aus dem Kondensat in das tiefste Band des Potentialtopfes ,neue“
Quasiteilchen, die gewissermafien die durch das Zener-Tunneln frei gewordenen
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Zustidnde wieder auffiillen. Dieser Mechanismus ist eine nachtrégliche Recht-
fertigung fiir die niherungsweise Verwendung der Fermi-Verteilungen in der
Verteilungsfunktion F, Gl. (5.92)7.

Betrachtet man die Energiebénder, die sich fiir U(z) = Us(z) ergeben, so zeigt
sich in Abb. 5.5, daf die Energieliicken bei ®(t) = 0, 2m,4m,... verschwinden
[da der Sinus in Gl. (5.24) bei diesen Phasendifferenzen Null wird, weil (n+m)
eine gerade Zahl ist].

1
0.8

0.6 b

Abbildung 5.5: ®-Bloch-
Bénder fiir U(z) = Us(z2)
und k,p = 0,3kp wie in

Energie [A]
o

-0.2r 1 Abb. 5.4. Die Stirke der
—0.4F 1 Potentialbarriere betrégt
06 | wieder Z =0,053 x 0, 5.
-0.8
_1 1 1
0 1 2 4 5 6

3
@) [

In den Phasendifferenz-Bereichen um ®(¢) = 0,27, 4w, ... befinden sich die
Quasiteilchen aufgrund des Verschwindens der Matrixelemente U, in reinen
Zustdnden definierter Impulsrichtung, deren Energien sich bei den genannten
Phasendifferenz- Werten kreuzen; eine Aufthebung der Entartung durch das nor-
malstreuende Potential U(z) findet nicht statt. Wir haben also de facto zwei
nur teilweise vorhandene Bénder. In diesem Fall miissen die Gl. (5.92) und ihre
Herleitung in dem Sinne modifiziert werden, dafl Zener-Tunneln nur durch die
Energieliicke um F = 0 herum erfolgt und im {ibrigen die Besetzung der aus
dem Kontinuum unterhalb (oberhalb) von —A (+A) in den Paarpotentialtopf
eintretenden Zustdnde durch die Fermi-Verteilung f(+A) gegeben ist.

Wir haben bislang fiir beide Modelle nur die Energiebénder fiir k,p = 0, 3kp
angegeben. Wéhrend die Matrixelemente US,,, Gl (5.24), fir U(z) = Ua(z)
nur schwach iiber die Eindringtiefe A% von k,r abhingen, erwarten wir fiir
U(z) = Ui(z) aufgrund der ortsabhingigen Exponentialfunktion im Inte-
granden von Gl. (5.24) ein mit k. oszillierendes Verhalten mit der Periode
m/2a =~ 0,0119kp. Abbildung 5.6 zeigt einen Vergleich der aus den beiden

Streupotentialen resultierenden Energieliicke

Ey = |EL (thy) — Eﬂr1(tl1\/1)| (5.100)

"Dabei ist in Gl. (5.92) fiir die nur teilweise vorhandenen Bénder, die bei der Phasendiffe-
renz ®g noch nicht existieren, f(Es(®o)) durch f(£A) zu ersetzen.
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[in Einengung der bisherigen Definition (5.74)] zwischen den ®-Bloch-Béndern
s = —1 und s = +1 tiber den Bereich 0,2kpr < k,p <0, 3kp.

025
0.2} Abbildung 5.6: Vergleich der
Energieliicke E, = |EL(t},) —
5015 | EL(t,,)] zwischen den @-
w \ Bloch-Bandern s = —1 und
01t 1 s = 41 in Abhéingigkeit von
k.p fir U(z) = U1(z) (gepunk-
0.05 1 tete Kurve) und U(z) = Us(z)
(durchgezogene Kurve).
82 oz 02 26 028 0.3

4kZF [kF]o
Bedingt durch den Sinus-Faktor in Gl. (5.24) zeigen die Band-Minimalabsténde
bei ®(t) = 0,27, 4m, ... fir U(z) = Ui(z) in Abhéngigkeit von k,p ein zu E,
aus Gl. (5.100) und Abb. 5.6 entgegengesetztes Verhalten. Dazu zeigt Abbildung
5.7 die Energiebénder fiir zwei k,p-Werte, fiir die E, einmal maximal (k,p =
0,297kp) und einmal minimal (k,r = 0,291kp) wird.

1

o
3]

Abbildung 5.7: ®-Bloch-
Bénder fiir U(z) = Uy(z)

Energie [A]
o

-0.5 und zwei spezielle k,p-
1 ‘ ‘ ‘ : i Werte.  Oberes  Bild:
° ' 2 eom ° ® k. = 0,297kp (ma-

ximales FEy), unteres

Bild: k.r = 0,291kp

(minimales  E;). Die
Stérke der Potentialbar-
rieren betragt wieder
Z =0,053 x 0,5.

3
@(t) [r]

Da der Grundzustand eines Supraleiters als Konfiguration betrachtet werden
kann, in der alle Quasiteilchen-Zustdnde negativer Energie besetzt sind, sehen
wir die Aufspaltung zwischen dem hoéchsten ®-Bloch-Band negativer Energie,
s = —1, und dem tiefsten Band positiver Energie, s = +1, als die physikalisch
relevanteste an. Durch das in k. periodische Verschwinden der Energieliicke £,
zwischen diesen Béndern kénnen Quasiteilchen aus dem Grundzustand schon
bei geringsten Spannungen bis fast zum oberen Ende des Paarpotentialtopfes
wandern, wie dieses auch fiir Quasiteilchen in reinen gebundenen Zustédnden
ohne normalstreuendes Potential gelten wiirde. Da obendrein die Integration
iiber k,p fiir U(z) = U;(2) aufgrund der zahlreichen Oszillationen so aufwendig
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wird, daf} sie sich mit den vorhandenen Integrations-Routinen nicht durchfiihren
la83t, werden wir im folgenden fiir die numerische Auswertung U(z) = Ua(z)
setzen.

Zuvor aber betrachten wir noch fir U(z) = U;(z) die Gesamtstromdichte und
die Einzelstromdichten, die sich fiir einen festen k,p-Wert in einem eindimen-
sionalen Leiter ergeben wiirden. Da Quasiteilchen mit grofien k,p-Werten am

meisten zum Ladungstransport beitragen, wihlen wir k,p = \/k% — (7/L;)? =
0,9183kr, entsprechend dem minimalen Wert fiir £, n, = 1, und k, = 0. Auf-
grund der 27-Periodizitdt der Energiebénder oszillieren die Quasiteilchen bei
angelegter Spannung mit der Josephson-Frequenz. Wir stellen die Stromdich-
ten in Abhéngigkeit von der zeitlich verénderlichen Phasendifferenz ®(t) dar;
vgl. mit Kroemers Abb. 3 [23]. Abbildung 5.8 zeigt die Stromdichten bei der
Spannung V = 1uV.8

5 Abbildung 5.8: Eindi-

4 mensionaler  Grenzfall.

Gesamtstromdichte 7

3 (durchgezogene Kur-

P ve) als Summe der
e FEinzelkomponenten

"i 1 77 (gestrichelt)  und

=, Jzr (Strich-Punkt)

in  Abhéngigkeit von

-1 ®(t) bei der Span-

nung V = 1uV fir

2 U(z) = U(z) und

-3 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ k.rp =~ 0,92kp bei der

cp(t:)?’ [ Temperatur 7' = 2,2 K.
Die Josephson-Stromdichte oszilliert entsprechend der Bandstruktur, wobei die
Knicke um Phasendifferenzen ®(¢t) = 0,2, 47,... herum durch die nur teil-
weise existierenden ®-Bloch-Bénder, die bei £ = A ins Kontinuum iibergehen,
hervorgerufen werden. Die Zener-Tunnel-Stromdichte hat, wie in Abschnitt 5.1
beschrieben, das gleiche Vorzeichen, wie es die Josephson-Stromdichte vor ei-
nem Zener-Tunnel-Prozefl hatte. Fiir die angegebenen Parameter-Werte ergibt
sich eine Gesamtstromdichte, die durchgehend positiv bleibt. Allerdings fillt sie
bei ganzzahligen Vielfachen von 7 auf Null, da sich hier in den ®-Bloch-Band-
Wellenfunktionen die Beitrdge der ungestorten Wellenfunktionen entgegenge-
setzter Impulsrichtung zum Ladungstransport gegenseitig autheben. Somit hat
sich gewissermaflen die Periode von 27 auf 7 halbiert: Die Gesamtstrom-
dichte schwingt, wie von Kroemer prognostiziert, mit der doppelten
Josephson-Frequenz.

8Hier wie in allen folgenden Abbildungen von Stromdichten sind die Vorzeichen umgekehrt
wie in den Formeln angegeben. Der Grund ist einfach die bessere graphische Darstellbarkeit
einer positiven Gesamtstromdichte.
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Nachdem das von Kroemer fiir den eindimensionalen Fall skizzierte Bild
bestétigt ist, berechnen wir die Stromdichten fiir das in Abb. 4.1 dargestell-
te quasi-zweidimensionale System — der Einfachheit halber mit Us(z) aus Gl.
(5.98). Mit der Wahl U(z) = Us(z) fiir das normalstreuende Potential ergeben
sich, wie Abb. 5.5 zeigt, de facto nur zwei ®-Bloch-Béander, formal aber bleibt
die Indizierung der nur teilweise existierenden Biander — auch ohne Aufspal-
tung — als eigenstindige ®-Bloch-Bénder erhalten, d.h. die Summe iiber s in
den Stromdichtegleichungen (5.93) und (5.94) lduft iber s = -2, —1,+1,+2. In
z-Richtung sind bei den hier verwendeten Parameter-Werten, die in Abschnitt
4.1 ab Seite 28 angegeben sind, wieder nur die zwei tiefsten Subbénder besetzt,
die Summe iiber k, = 7mn,/L, beinhaltet also n, = 1 und n, = 2. Fir die
ebenen Wellen in y-Richtung wird die Summe iiber k, wieder in ein Integral
umgewandelt, wobei die Obergrenze der Integration gegeben ist durch

Bymax = K3 = 2 — K3 (5.101)

Die bislang {iibliche Forderung fiir die minimale z-Komponente des Fermi-
Wellenvektors, durch die nur Zustdnde erfafit werden, fiir die an den NS-
Phasengrenzen Andreev-Streuung méglich ist, lautet [27]

2m*

h2

(5.102)

kzF,min ~

Allerdings wurde fiir den Anschlufl der Wellenfunktionen von benachbarten
Phasendifferenz-Bereichen, aus denen die ®-Bloch-Band-Wellenfunktionen auf-
gebaut sind, gefordert, dafl [s. Gl. (5.38)]

2
U7 < (————) : (5.103)
-

Eine numerische Uberpriifung dieser Bedingung ergibt als minimale z-
Komponente des Fermi-Wellenvektors, fiir die die Wellenfunktionen — und
damit die Energiebénder im ®#-Raum — glatt aneinander anschlieflen:

kzF,min = O, 2kF (5104)

Diese Forderung ist restriktiver als Gl. (5.102), und man erhélt fiir

2
ky,max = \/Oa 96k% - <Llnm> . (5105)

Durch das Verschwinden der Energieliicken bei ®(t) = 0,27,4m,..., s.a. Abb.
5.5, befinden sich die Quasiteilchen in diesen Phasendifferenz-Bereichen in rei-
nen Zustinden definierter Impulsrichtung. Daher vereinfachen sich in diesem
Fall die Terme u}pus und vspvk, (5.96), zu
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* — _ _ _ — -2
UgPUus = l_E(]@(t T)O(T)+ t)BZQLxLy sin” (k,x)
in
— .106-
xa+)\%@(a |z]), (5.106-a)
vspUy = — OOE Ot —T;-)O(T;+ — t)é. aihsiHQ (kzx)
S S i 22L$Ly €T
gln
— 7). .106-b
Xa—i—)\%@(a |z|) (5.106-b)

Fiir die numerische Auswertung der Stromdichtegleichungen (5.93) und (5.94)
mitteln wir iiber die Kanalbreite L., wihlen die Phasendifferenz zur Zeit tg = 0
zu ®o = 0 und berechnen die Stromdichten in der Mitte der normalleitenden
Schicht bei z = 0. Alle Berechnungen werden in der Programmiersprache MAT-
LAB durchgefiihrt. Aufgrund der 27-Periodizitéit der Energiebidnder im ¢-Raum,
s. Abb. 5.5, werden die Stromdichten zunichst in Abhéngigkeit von der Pha-
sendifferenz berechnet, wobei zu beachten ist, dafl sich die Anfangsverteilung
der Quasiteilchen — gem#fl der Fermi-Verteilung zur Energie E(®y) — von
der Verteilung bei hoheren Phasendifferenzen — geméf f(+A) — unterschei-
det und die nach der Anfangsverteilung besetzten Bénder noch in den Bereich
2 < ®(t) < 4r hineinreichen. Daher wiederholt sich die Situation erst ab
®(t) = 47 mit der Periode 27, d.h. wir berechnen die Stromdichten iiber den
Bereich 0 < ®(¢) < 67 und benutzen fiir grofere Phasendifferenzen die Werte
fiir 4w < ®(t) < 67, d.h. (t) — [®(¢) mod 27]+47. Da sich die Phasendifferenz
in Abhéngigkeit von der angelegten Spannung geméf} der Josephson-Gleichung
linear mit der Zeit d&ndert, kénnen wir mit dieser Methode die Stromdichten zu
beliebigen Zeiten einfach den berechneten Daten entnehmen®.

Die Stromdichte 77 hdngt nur iiber die Phasendifferenz von der Spannung ab:
Mit steigender Spannung durchlaufen die Quasiteilchen die ®-Bloch-Bénder
immer schneller. Hingegen hingt die Stromdichte 777 {iber die Zener-Tunnel-
Wahrscheinlichkeit auch explizit von der Spannung ab, d.h. wir miissen fiir
jeden interessierenden Spannungswert jz7 zwischen 0 < ®(¢) < 67 neu berech-
nen. Fiir die hohe Auflésung der in den néchsten beiden Abschnitten gezeigten
graphischen Darstellungen ergab sich dann auch eine Rechenzeit von iiber ei-
nem halben Jahr bei bis zu sechs gleichzeitig laufenden Berechnungen auf den
Workstations des Theorie-Clusters und des Rechenzentrums.

%Bei dieser Methode, die zwischen den diskreten Datenpunkten interpoliert, miissen die
Daten mit hoher Genauigkeit berechnet werden. Dazu wird eine MATLAB-Routine verwendet,
die automatisch an den kritischen Stellen, an denen sich die jeweilige Stromdichte stark mit
der Phasendifferenz dndert, mehr Datenpunkte berechnet als an den unkritischen.
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5.5.3 Wechselstrome mit einfacher und doppelter Josephson-
Frequenz fiir das Potential Us(z)

Die Stromdichte 7, Gl. (5.93), die durch die adiabatische Bewegung der Quasi-
teilchen in den ®-Bloch-Béndern hervorgerufen wird, oszilliert mit der einfachen
Josephson-Frequenz v = 2eV/h. Abbildung 5.9 zeigt 7 bei kleinen Spannungen
in Abhéngigkeit von der Zeit.

Abbildung 5.9:
Josephson-Stromdichte
77 bei kleinen Span-
nungen in Abhéngigkeit
von der Spannung und
der Zeit. Die Periode
der zeitlichen Ostzillatio-
10 nen ist das Inverse der
Josephson-Frequenz, d.h.
2,07 ns fir V=1 uV.
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Die Stromdichte jzr, die durch die Quasiteilchen verursacht wird, die bei
den Phasendifferenzen ®(t) = m,3m,5m,... aus dem Band s = —1 in das
Band s = +1 tunneln, ist in Abb. 5.10 dargestellt. Bei sehr kleinen Span-
nungen ist die Amplitude der Stromdichte ebenfalls sehr klein, da hier auch
nur wenige Quasiteilchen die Energieliicken durch Zener-Tunneln iiberwinden
konnen. Mit steigender Spannung, und damit auch wachsender Zener-Tunnel-
Wahrscheinlichkeit, steigt die Amplitude der Stromdichte ebenfalls an.

Abbildung 5.10: Zener-
Tunnel-Stromdichte jz7
bei kleinen Spannun-
gen in  Abhéngigkeit
von der Spannung und
der Zeit. Die Ampli-
tude der Stromdichte
nimmt mit steigender

10 Spannung zu, da immer
mehr Quasiteilchen bei
o(t) = m,3m,5m,... die
Energieliicken durchtun-
neln kénnen.

\\(‘%\

Das Vorzeichen der Stromdichte 777 ist nach einem Zener-Tunnel-Prozefl dem
der Stromdichte 7; entgegengesetzt, da benachbarte ®-Bloch-Bénder zu jeder
Phasendifferenz den Strom in entgegengesetzte Richtung tragen. D.h. wihrend
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die Stromdichte 77 bei Werten der Phasendifferenz von ganzzahligen Vielfachen
von 7 ihre Richtung &ndert, also einen Nulldurchgang hat, geht 777 nach einem
Zener-Tunnel-Prozefl weiter in die Richtung, die 77 vor dem Tunneln gehabt
hat. Allerdings zeigen nach einem erneuten Nulldurchgang von 77 beide Strom-
dichten in dieselbe Richtung, da bei ®(t) = 27,4, 6m7,... keine Energieliicke
zwischen den Biéndern s = —2 und s = —1 bzw. s = +1 und s = +2 exi-
stiert und daher die nach s = +1 getunnelten Quasiteilchen formal mit der
Wahrscheinlichkeit Eins in das Band s = 42 iibergehen, in dem sie sich mit
gleicher Impulsrichtung weiterbewegen, bis sie den Paarpotentialtopf verlassen
haben. Da ohne Energieliicke keine Aufhebung der Entartung stattfindet und
sich die Quasiteilchen in reinen Zusténden definierter Impulsrichtung befinden,
wird die Stromdichte 777 am Ort der Entartung nicht Null, wie dies bei den
Mischzustédnden der Fall ist, bei denen die Anteile der reinen Zustinde entge-
gengesetzter Impulsrichtung am Ort der Entartung das gleiche Gewicht haben.
Dies fithrt dazu, dafl auch die Gesamtstromdichte 7= 77 + 7z, Abb. 5.11, fiir
Phasendifferenzen von ®(t) = 27,4, 67, ... nicht Null wird.

Abbildung 5.11: Gesamt-
stromdichte 77 = 75 +
777 bei kleinen Spannun-
gen in Abhéngigkeit von
der Zeit. Die ,Fransen“
in den Minima sind durch
die endliche Auflosung
bedingt, da die Daten-
punkte nicht immer ex-
akt in den Minima zu lie-
N\é gen kommen.

Abbildung 5.11 zeigt auch die Auswirkungen der nur teilweise existierenden ®-
Bloch-Bénder: Die Zeiten, zu denen die Stromdichte wieder beginnt, auf ihren
Maximalwert zu steigen, entsprechen den Phasendifferenzen, bei denen Quasi-
teilchen aus dem Kondensat in den Paarpotentialtopf eintreten, und die Knicke
in den aufsteigenden Flanken der Gesamtstromdichte liegen bei den Phasendif-
ferenzen, bei denen die getunnelten Quasiteilchen den Potentialtopf verlassen.
Um das Zustandekommen der Strukturen — auch quantitativ — besser zu
erkennen, sind in Abb. 5.12 die Gesamtstromdichte und die beiden Einzelkom-
ponenten bei der Spannung V' =1 pV iiber dem berechneten Phasendifferenz-
bereich von 0 bis 67 aufgetragen. Die Amplituden der Stromdichten sind in der
ersten Periode von 0 bis 27 kleiner als bei hoheren Phasendifferenzen, da die
®-Bloch-Bénder bei Einschalten der Spannung V' gemifl der Fermiverteilung
zur Energie E4(®g) und ab der zweiten Periode geméf f(+A) besetzt sind.

Mit steigender Spannung wichst auch die Josephson-Frequenz und die Qua-
siteilchen oszillieren immer schneller im ®-Raum. Abbildung 5.13 zeigt die
Gesamtstromdichte bis zu einer zehnmal grofleren Spannung als in den Abb.
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Abbildung 5.12: Gesamt-
stromdichte 7 (durchge-
zogene Kurve) als Sum-
me der Einzelkomponen-
ten 77 (gestrichelt) und

o
N
:

j[10° A/m?]
o
N

0 Jzr  (Strich-Punkt) in

o2 Abhéngigkeit von ®(t)
' bei der Spannung V' =1

-0.4 uV.

0% 1 2 3 4 5 6

&(1) [

5.9-5.11 iiber dem gleichen Zeitintervall. Da die Josephson-Frequenz proportio-
nal zur angelegten Spannung wiéchst, ergeben sich fiir die hochste dargestellte
Spannung von V' = 10 x4V auch zehnmal mehr Oszillationen als in den Abb. 5.9—
5.11. Diese kénnen zwar in der Abbildung nicht mehr restlos aufgelost werden,
dennoch kann man ihr Zustandekommen gut erkennen.

Abbildung 5.13: Gesamt-
stromdichte 7 bei bis zu
zehnmal hoheren Span-
nungen als in den Abb.
5.9-5.11 in Abhéingig-
keit von der Zeit. Die
zahlreichen Oszillationen

10 konnen durch die endli-
che Auflésung nicht mehr
deutlich dargestellt wer-
den.
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Zur besseren Darstellung der Oszillationen wéhlen wir eine zehnmal kleine-
re Zeitskala, von ¢ = 0 bis ¢ = 1 ns, und stellen die Josephson-Stromdichte,
die Zener-Tunnel-Stromdichte und die Gesamtstromdichte getrennt dar. Die
Spannung lduft von V=1 uV bis V = 10 puV, setzt also den Spannungsbe-
reich der Abbildungen 5.9-5.11 fort. Die Josephson-Stromdichte héngt nur iiber
d(t) = <1>0+% (t—tp) von der Spannung ab, bei zehnmal grofierer Spannung os-
zillieren die Quasiteilchen lediglich zehnmal schneller durch die ®-Bloch-Bénder
im ®-Raum. Dies wird in den Abbildungen durch den zehnmal kleineren Zeit-
bereich kompensiert, sodaf3 die Josephson-Stromdichte in Abb. 5.14 der in Abb.
5.9 gleicht.

Die Zener-Tunnel-Stromdichte hingegen wichst (iiber die Zener-Tunnel-
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Abbildung 5.14:
Josephson-Stromdichte
bei bis zu zehnmal
hoéherer Spannung und
zehnmal kleinerer Zeit-
skala als in Abb. 5.9.
Da 7 nur iiber ®(¢) von
1.0 der Spannung abhingt,
gleichen sich die beiden
Abbildungen.
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Wahrscheinlichkeit) mit der Spannung. Da mit steigender Spannung auch immer
mehr Quasiteilchen vom ®-Bloch-Band s = —1 in das Band s = +1 tunneln
konnen, steigt die Amplitude der Stromdichte entsprechend an. Im dargestellten
Spannungsbereich der Abbildung 5.15 erreicht die Amplitude allerdings schon
ihren Séttigungswert, da die Zener-Tunnel-Wahrscheinlichkeit gegen Eins geht.

Abbildung 5.15: Zener-
Tunnel-Stromdichte bei
bis zu zehnmal hoherer
Spannung und zehnmal
kleinerer Zeitskala als in
Abb. 5.10. Fir V — 10
1V geht die Amplitude
der Stromdichte gegen
ihren Sattigungswert,
da die Zener-Tunnel-
Wahrscheinlichkeit gegen
Eins geht.
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Mit steigender Zener-Tunnel-Stromdichte wéchst entsprechend auch die zweite
Halbschwingung der Gesamtstromdichte weiter an, bis sie bei héheren Span-
nungen — wenn die Tunnelwahrscheinlichkeit gegen Eins geht — sogar etwas
den Beitrag der Josephson-Stromdichte iibersteigt. Dies liegt daran, dafl sich
nach einem Tunnel-ProzeB mehr Quasiteilchen im oberen ®-Bloch-Band befin-
den, als vor dem Tunneln im unteren Band waren. Dies wiederum hat seine
Ursache darin, da3 die Berechnungen bei endlicher Temperatur durchgefiihrt
wurden. Fiir T'= 0 K wéren die Zusténde des hochsten ®-Bloch-Bandes nega-
tiver Energie mit der Wahrscheinlichkeit Eins besetzt und wiirden durch Zener-
Tunneln bei geniigend hoher Spannung mit der Wahrscheinlichkeit Eins in das
tiefste Band positiver Energie iibergehen; der Maximalwert der Gesamtstrom-
dichte wiirde also gleichbleiben. Bei endlichen Temperaturen hingegen befinden
sich bereits vor dem Zener-Tunneln Quasiteilchen im tiefsten Band positiver
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Energie, s = +1, widhrend das hochste Band negativer Energie, s = —1, nicht
voll besetzt ist. Der Anteil der Quasiteilchen im Zustand k, die durch Zener-
Tunneln von s = —1 nach s = 41 {iibergehen, ist proportional zur Fermi-
Verteilungsfunktion des Bandes s = —1 multipliziert mit der Wahrscheinlich-
keit, dafl der Zustand k£ im Band s = +1 unbesetzt ist. Bei endlichen Tem-
peraturen koénnen also auch fiir hohere Spannungen nicht alle Quasiteilchen
in das obere Band tunneln, aber in der Summe mit den bereits vorhandenen
Quasiteilchen koénnen sie die Anzahl der vor dem Zener-Tunnel-Prozefl im un-
teren ®-Bloch-Band vorhandenen Quasiteilchen iibersteigen. Dies ist bei den
hier verwendeten Parametern der Fall, wie in Abbildung 5.16 zu sehen ist.

Abbildung 5.16: Gesamt-
stromdichte bei bis zu
zehnmal hdoherer Span-
nung und zehnmal klei-
nerer Zeitskala als in
Abb. 5.11. Fir V —
10 4V wird die Strom-
dichte nach einem Zener-
Tunnel-Prozef3 grofler als
vor dem Tunneln, da nun
mehr Quasiteilchen im
Band s = 41 als vor dem
Zener-Tunneln im Band
s = —1 den Strom in die
gleiche Richtung tragen,
s. Text. T'= 2,2 K.

5.5.4 Zeitlich gemittelte Stromdichte

Der zeitliche Mittelwert der Gesamtstromdichte 148t sich durch die
Zeitabhéngigkeit der Phasendifferenz, iiber die auch die Energien, Wellenzahlen
und Eindringtiefen von der Zeit abhéngen, nicht mehr analytisch berechnen. Nu-
merisch berechnet sich der Mittelwert der Stromdichte durch Integration iiber
die Mittelungszeit T3y und anschlieender Division durch Th; mit Thy — oo, s.
Gl. (4.41). Da die Periodendauer der Oszillationen von der Spannung abhéngt,
die Integration aber natiirlich immer {iber ganze Perioden erfolgen muf}, miiite
auch Ty von der Spannung abhéngen. Andererseits eriibrigt es sich gerade we-
gen der Periodizitdt der Stromdichte-Oszillationen, iiber sehr grofie Zeiten zu
mitteln; es geniigt die Mittelung iiber eine Periode, entsprechend einer Pha-
sendifferenz von 27. Da die Anfangsverteilung der ®-Bloch-Bénder von der zu
spéteren Zeiten abweicht, mitteln wir iiber den Phasendifferenz-Bereich von 47
bis 67 und erhalten fiir die gemittelte Stromdichte

67T
V) = - /4 AV, ©)do. (5.107)

21 Jyn
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Dabei ist der zeitliche Mittelwert der Gesamtstromdichte natiirlich dersel-
be wie der Mittelwert der Zener-Tunnel-Stromdichte, da sich die Josephson-
Stromdichte im Mittel genau aufhebt. Das Ergebnis zeigt Abbildung 5.17.

Abbildung 5.17:  Zeit-
licher Mittelwert der
Gesamtstromdichte  in
Abhéngigkeit von der
Spannung V.

9 2.0 4.0 6.0 8.0 10
V[uv]

Da der Maximalwert der Zener-Tunnel-Stromdichte iiber die Tunnelwahrschein-
lichkeit mit der Spannung steigt, ist es naheliegend, dal die zeitlich gemit-
telte Stromdichte mit der Tunnelwahrscheinlichkeit korreliert. Zwar hiangt die
Tunnelwahrscheinlichkeit noch von der Wellenzahl k,r ab, jedoch kommt der
Hauptbeitrag zur Stromdichte von den Quasiteilchen, deren k,p-Wert na-
he der Fermi-Wellenzahl kp ist. Abbildung 5.18 zeigt die Tunnelwahrschein-
lichkeit fiir verschiedene Werte von k,p; sie betragen von rechts nach links
k.r = {0,2;0,4;0,6;0,8;1,0}kpr. Ein Vergleich mit der zeitlich gemittelten
Stromdichte bestétigt den iiberwiegenden Beitrag der Quasiteilchen mit hohe-
ren Werten von k,p.

1 Abbildung 5.18: Zener-
Tunnel-Wahrscheinlich-
keit vom ®-Bloch-Band

08 s = —1 in das Band

s = +1 in Abhéngig-

~ 06 keit von der Spannung

:T:— und fiir verschiedene
Q

al i Werte von k.p. Von
rechts nach links: k,p =
{0,2;0,4;0,6;0,8; 1,0} kp.

N

0.2 Die gestrichelte Kurve

fir kg = 0,2kp gilt

0 ‘ ‘ ‘ ‘ ohne  Naherung  des
0 2.0 4.0 6.0 8.0 10 .

V [uV] Sinus-Quadrat-Terms, s.

Gln. (5.79) und (5.80).
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5.6 Zusatz: der Sharvin-Strom

Bislang haben wir als Startzusténde nur die gebundenen Zustédnde betrachtet,
die die ®-Bloch-Bénder formen, in denen die Quasiteilchen bei Anliegen einer
Spannung geméfl der Josephson-Gleichung oszillieren und durch Zener-Tunneln
in hohere Béander iibergehen kénnen. An den Réndern des Paarpotentialtop-
fes schlieBen die Bloch-Band-Wellenfunktionen an die der quasi-gebundenen
Zusténde an [33], durch die Quasiteilchen den Paarpotentialtopf verlassen bzw.
aus dem Kondensat nachgefiillt werden. Die Zener-Tunnel-Stromdichte, deren
zeitlicher Mittelwert gleich der zeitlich gemittelten Gesamtstromdichte ist, wird
durch Quasiteilchen getragen, die den Paarpotentialtopf durch Zener-Tunneln
iiberwinden, ihn also von —A nach +A durchlaufen. Durch die begrenzte
Zahl von gebundenen Zustédnden, die fiir Quasiteilchen aus dem Kondensat
zur Verfiigung stehen, geht die zeitlich gemittelte Stromdichte, gemeinsam mit
der Tunnelwahrscheinlichkeit, fiir hhere Spannungen gegen einen Sattigungs-
wert. Dieses Verhalten ist unphysikalisch: Die Stromdichte mufl mit steigender
Spannung weiter anwachsen.

Die Ursache fiir diese Unzulénglichkeit ist die Vernachlissigung der Ladungs-
transportprozesse, in denen bei hohen Spannungen Quasiteilchen aus Zusténden
mit £ < —A ohne eine einzige Andreev-Streuung den Paarpotentialtopf durch-
queren und in Zustdnde mit E > A iibergehen, s. Abb. 5.19.

E] |
- kB ‘
20 |

— Abbildung 5.19: Quasiteilchen durchlaufen

bei hohen Spannungen den Paarpotential-

|

|

! topf ohne eine einzige Andreev-Streuung.

| Aufgetragen ist die Energie iiber dem Ort,
-D -a 0 |a D, z die dicken Linien kennzeichnen den Verlauf

|

|

|

des Betrages des Paarpotentials.

Diese Prozesse sind in dem betrachteten Modell per definitionem nicht enthal-
ten. Um Strom-Spannungs-Charakteristiken zu erhalten, wie sie auch experi-
mentell gemessen werden konnen, schitzen wir den Beitrag der Streuzustinde,
die keine Andreev-Streuung erfahren (,Sharvin-Strom“), zum Gesamtstrom ab,
indem wir die Formel fiir die Stromdichte aus Kapitel 4 benutzen, in dem nur
Streuzustéinde als Startzustdnde betrachtet wurden. Die normalstreuende Bar-
riere, die in Kapitel 4 nicht enthalten ist, wirkt sich wie ein in Serie geschalteter
Widerstand aus, der die Steigung des — linear mit der Spannung anwachsenden
— Sharvin-Stroms verringert. Diese Modifizierung wird aber nur geringfiigig
sein, da wir von einem kleinen normalstreuenden Skalarpotential ausgegangen
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sind, um Stoérungsrechnung betreiben zu kénnen, und kann daher fiir unsere
Abschitzung vernachlissigt werden.

Die Stromdichte der Streuzusténde ist gegeben durch Gl. (4.35). Dabei enthélt
Jt (@68 Gl (4.34), fiir jedes aus den Supraleitern einfallende Quasiteilchen die
unendliche Doppelsumme iiber alle Andreev-Zyklen, die es in der normalleiten-
den Schicht durchlaufen kann. Da wir den Beitrag der Streuzusténde, die keine
Andreev-Streuung erfahren, abschétzen wollen, fillt diese Doppelsumme weg;
es ist n = n’ = 0. Ebenso fillt in Gl. (4.35) die Summe iiber § weg, da ohne
Andreev-Streuung der Charakter der einfallenden Quasiteilchen — elektron-
oder lochartig — gleich dem Charakter der in die N-Schicht transmittierten
Quasiteilchen — Elektron oder Loch — sein muf}, d.h. 3 = 4. Die Auswertung
erfolgt wieder am Ort z = 0, und wir erhalten fiir die Sharvin-Stromdichte

A

hwp 2 Ey, max
Ton = —Z/ By /0 Ay (f T = [1 = i) TD) (5.108)

ng=1
mit
e 1
2 *

212
B [1=o(E)] Re{a h/k2 — k2 — k2

“VET-AT 1+A(B)
O(a — \z])} (5.109)

Js = g,

B'E + aeV/2

_l’_
Lo JkE—k2— k2

und kymax wie in Gl. (4.39). Die Zahl der in der Gesamtstromdichte durch
die Beriicksichtigung der Streuzustdnde doppelt gezdhlten Zustinde — al-
so der quasi-gebundenen Zustéinde, die bei F = A an die ®-Bloch-Band-
Wellenfunktionen anschliefen — ist in der Summe iiber alle Streuzusténde ver-
nachléssigbar. Abbildung 5.20 zeigt die Sharvin-Stromdichte und die zeitlich
gemittelte Gesamtstromdichte aus Abb. 5.17 sowie die Summe der beiden. Zum
Vergleich sind auch die zeitlich gemittelten Stromdichten der Abb. 4.6 aus Ka-
pitel 4 aufgetragen. Alle Stromdichten (aufier der Grundzustandsstromdichte)
wurden fiir die Temperatur T = 2,2 K berechnet.

5.7 Diskussion der Ergebnisse

In dem diesem Kapitel zugrundeliegenden Modell, wie es von Kroemer vorge-
schlagen wurde, wird der Gesamtzustand des Systems nach den ungestorten
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Abbildung 5.20: Sharvin-
Stromdichte (rot) und
zeitlich gemittelte Ge-
samtstromdichte aus
Abb. 5.17 (untere
schwarze Kurve) sowie
die Summe der bei-
den  (obere schwarze
Kurve). Zum Vergleich
zeigen die blauen Kur-
ven die Stromdichten
der Abb. 4.6 (keine

Qv+ Potentialbarriere), oben:
'8.0 0.1 0.2 03 0.4VO.5 06 07 08 09 1.0 Grundzustands-, unten:
[mV] .
Gesamtstromdichte.
T=22K.

gebundenen Zusténden zur jeweils geltenden Phasendifferenz ®(t) entwickelt.
Durch die Verwendung der gebundenen Zusténde ist der Prozefl der Vielfach-
Andreev-Reflexion, der die grofien Stromdichten bei kleinen Spannungen be-
wirkt, schon implizit im Modell enthalten. Da weiterhin der einzige Beitrag zur
zeitlich gemittelten Gesamtstromdichte von Quasiteilchen geleistet wird, die aus
dem Kondensat kommend das unterste ®-Bloch-Band besetzen, durch Zener-
Tunneln in héhere Bénder iibergehen und schliefSlich den Paarpotentialtopf in
Kontinuums-Zustinden verlassen, ist die Ahnlichkeit — bei Hinzunahme der
Sharvin-Stromdichte — mit den Stromdichten des letzten Kapitels nicht er-
staunlich, bei denen der Hauptbeitrag von Quasiteilchen geliefert wird, die aus
Streuzusténden starten, in den Paarpotentialtopf hineingezogen werden und
diesen durch Vielfach-Andreev-Streuung durchlaufen. Im letzten Kapitel ge-
winnen oder verlieren die Quasiteilchen in jedem Andreev-Zyklus die Energie
2eV, Andreev-Streuung tritt also nur bei bestimmten, um 2eV auseinanderlie-
genden, Energien auf und die Koeflizienten der Wellenfunktionen erfiillen die
Rekursionsgleichungen (4.25). In diesem Kapitel hingegen, das die Dynamik
gebundener Zustidnde betrachtet, deren von der Phasendifferenz abhéngigen
Energien bei endlicher Spannung V' geméfl der Josephson-Gleichung %—? = %
den jeweiligen ®-Bloch-Band-Bereich im Laufe der Zeit stetig durchlaufen, sie-
he die Abbildungen 5.4, 5.5 und 5.7, wird Andreev-Streuung der Quasiteilchen
zu jeder Bandenergie impliziert. Daher liegt in dem Modell dieses Kapitels die
Zahl der Andreev-Streuungen nicht fest, die die Quasiteilchen innerhalb des Po-
tentialtopfes erfahren, bis sie ihn verlassen. Hinzu kommt, dafl Zener-Tunneln
nur mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit stattfindet und nur Ubergéinge von
tieferen in hohere ®-Bloch-Bénder vorkommen. Ein , Wandern®“ der Quasiteil-
chen von ,,Oben“ nach ,,Unten“, wie in Kap. 4, wird nicht betrachtet. Eine
Subharmonic Gap Structure kann sich also nicht herausbilden.

Doch recht deutliche Unterschiede zwischen den Modellen aus Kapitel 4 und 5
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zeigen sich hingegen bei den Wechselstromdichten: Bei sehr kleinen Spannungen,
wenn die Zener-Tunnel-Stromdichte praktisch noch keine Rolle spielt, oszilliert
die Gesamtstromdichte wie die Josephson-Stromdichte zwischen positiven und
negativen Werten. Mit zunehmender Tunnelwahrscheinlichkeit zwischen den ®-
Bloch-Béndern kompensiert die Zener-Tunnel-Stromdichte mehr und mehr die
negative Halb-Schwingung der Josephson-Stromdichte, bis die Gesamtstrom-
dichte nach einem Tunnel-Prozefl etwa die gleichen Werte erreicht wie davor,
also jetzt mit der doppelten Josephson-Frequenz oszilliert. Im Gegensatz da-
zu schwingt die Wechselstromdichte aus Kapitel 4 immer mit der einfachen
Josephson-Frequenz und wird auch bei sehr kleinen Spannungen nie negativ,
da sich ohne normalstreuendes Skalarpotential keine ®-Bloch-Bénder ausbilden
konnen, in denen Josephson-Bloch-Oszillationen méglich sind.

Die Beriicksichtigung von Normalstreuung, die die Richtungs-Entartung der
gebundenen Zustédnde bei ganzzahligen Vielfachen von m aufhebt und zu den
®-Bloch-Band-Wellenfunktionen fiihrt, ergibt ein neues Bild von den Details
des Ladungstransports in mesoskopischen SNS-Kontakten. Dieses Bild ist zwar
genaugenommen nur solange giiltig, wie die Spannung klein genug ist, daf} sich
die Quasiteilchen adiabatisch in den ®-Bloch-Bédndern bewegen, dennoch 148t es
sich bei Hinzunahme der Sharvin-Stromdichte fiir den gesamten betrachteten
Spannungsbereich aufrechterhalten, wie die zeitlich gemittelten Stromdichten
der Abb. 5.20 zeigen.
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Kapitel 6

Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit beleuchtet verschiedene Aspekte des Ladungstrans-
ports in Heterokontakten aus Normal- (N) und Supraleitern (S) im Rahmen
des Bogoliubov-de Gennes-Formalismus. Dabei ist der bestimmende Prozefl
die Andreev-Streuung: die Streuung von Elektronen in Locher, bzw. umge-
kehrt, an rdumlichen Variationen des supraleitenden Paarpotentials unter Er-
zeugung, bzw. Vernichtung, eines Cooperpaares und damit der Induktion eines
Suprastroms. Die Wahrscheinlichkeit fiir Andreev-Streuung ist gleich Eins fiir
Quasiteilchen-Energien |E| < A, wobei A der Betrag des supraleitenden Paar-
potentials ist, und sie geht gegen Null fiir |E| > A.

Befindet sich ein Supraleiter zwischen zwei normalleitenden Bereichen, so wan-
delt sich der an der einen NS-Phasengrenze durch Andreev-Streuung induzierte
Suprastrom an der anderen NS-Phasengrenze wieder in einen durch Quasiteil-
chen getragenen Strom um. Diese Umwandlung erfolgt durch den Einfall eines
Quasiteilchens, dessen Charakter dem des auf der gegeniiberliegenden Seite des
Supraleiters einfallenden Quasiteilchens entgegengerichtet ist. D.h. wenn ein
Supraleiter z.B. iiber zwei normalleitende Zuleitungen an ein Reservoir (,Bat-
terie“) angeschlossen ist und aus der linken Zuleitung ein Elektron auf den Su-
praleiter zuléuft, das an der linken NS-Phasengrenze durch Andreev-Streuung
ein Cooperpaar erzeugt, so geht der dadurch induzierte Suprastrom durch den
FEinfall eines Loches auf die rechte NS-Phasengrenze und der damit verbunde-
nen Vernichtung eines Cooperpaares in einen Quasiteilchen-Strom in der rechten
Zuleitung iiber. Dieser Prozef} folgt aus der einen Anfangsbedingung , einlaufen-
des Elektron von links“, der Anpassung der Wellenfunktionen an den Phasen-
grenzen, der Forderung nach Ladungserhaltung und dem stetigen Anschlufl der
Suprastromdichten, wie anhand von Wellenpaket-Rechnungen explizit gezeigt
wird.

FErsetzt man den Supraleiter durch einen mesoskopischen SNS-Kontakt, ist
die Vielteilchen-Konfiguration in der mittleren N-Schicht phasenkohérent und
daher verschieden von den unkorrelierten Quasiteilchen-Anregungen, die die
verschobene Fermi-Kugel in den normalleitenden Zuleitungen bilden. Die
Josephson-Strome, die durch die Quasiteilchen in der mittleren N-Schicht getra-
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gen werden, werden unter zwei verschiedenen Modellannahmen berechnet: Im
einen Fall werden nur Streuzustdnde mit Energien |E| > A als Startzustdnde
betrachtet, im anderen, bei gleichzeitiger Beriicksichtigung eines normalstreu-
enden Potentials, nur gebundene Zustéinde mit Energien |E| < A.

Der SNS-Kontakt wird durch eine supraleitend/halbleitende Heterostruktur
modelliert, deren Parameter-Werte sich an den Experimenten der Gruppe von
Herbert Kroemer in Santa Barbara orientieren. Der Ladungstransport erfolgt in
z-Richtung durch ein quasi-zweidimensionales Elektronengas in einem diinnen
n-dotierten InAs-Kanal zwischen einem AlSb-Substrat und zwei supraleitenden
Nb-Elektroden, die durch eine AlSb-Schicht voneinander isoliert sind und im
InAs-Kanal durch den Proximity-Effekt ein endliches supraleitendes Paarpo-
tential induzieren. Somit ergibt sich im InAs-Kanal eine elektronische Struktur
dhnlich der eines ballistischen SNS-Kontaktes, in dem nur die rdumliche Varia-
tion des Paarpotentials die Translationsinvarianz in z-Richtung bricht.

Wenn die supraleitenden Bereiche ohne normalleitende Zuleitungen direkt mit
einem Reservoir von Cooperpaaren verbunden sind, fallen nur Quasiteilchen in
Streuzustéinden aus den supraleitenden Banken auf die NS-Phasengrenzen des
Kontaktes ein. Mit den Normalleiter-Wellenfunktionen, die sich bei Anlegen
einer Spannung V aus diesen Startzustdnden entwickeln, wird die Josephson-
Wechselstromdichte in der Mitte der N-Schicht bei der Temperatur T'= 2,2 K
berechnet. Die Stromdichte weist spannungsabhéngige Oszillationen in der Zeit
auf, deren Periode das Inverse der Josephson-Frequenz ist. Da die Amplituden
der Oszillationen klein sind, erinnert die Wechselstromdichte im Strom-Zeit-
Spannungs-Diagramm an ein Wellblechdach mit steiler Flanke und die bei den
Temperaturen 7' = 2,2 K und T = 0 K zeitlich gemittelten Stromdichten
ergeben Strom-Spannungs-Charakteristiken, die sich nicht sehr von der Wech-
selstromdichte zu irgendeiner festen Zeit unterscheiden. Die Grundzustands-
stromdichte bei T' = 0 K hat einen groéfleren Betrag als die Stromdichte bei
T = 2,2 K, da bei endlichen Temperaturen thermisch angeregte Quasiteilchen
vorhanden sind, die einen dem Grundzustandsstrom entgegengerichteten Strom
tragen.

Alle Stromdichten zeigen bei kleinen Spannungen einen steilen Anstieg ihres
Betrages, der durch Quasiteilchen zustandekommt, die durch das elektrische
Feld aus dem Kondensat kommend in den Paarpotentialtopf hineingezogen wer-
den und dort bei kleinen Spannungen eine grofie Zahl von Andreev-Streuungen
erfahren, wobei sie bei jedem Elektron-Loch-Zyklus die Ladung 2e durch die N-
Schicht transportieren. Mit steigender Spannung nimmt die Zahl der maximal
moglichen relevanten Andreev-Streuungen im Energiebereich zwischen —A und
+A ab, und der steile Anstieg knickt bei dem Spannungswert in einen drastisch
flacheren Verlauf ab, bei dem die Zahl der relevanten Andreev-Streuungen klei-
ner wird als die Zahl der innerhalb der inelastischen freien Weglédnge moglichen
Andreev-Streuungen.

Aus den Strom-Spannungs-Charakteristiken bei 7= 2,2 K und T' = 0 K wird
numerisch der differentielle Widerstand berechnet. Dieser zeigt fiir T = 2,2 K
Peaks bei den Spannungswerten Ve = 2A/e€, oberhalb derer nur noch maximal
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¢ Andreev-Streuungen innerhalb des Paarpotentialtopfes moglich sind. Diese
Peaks, die die sogenannte ,,Subharmonic Gap Structure®“ bilden, werden in dem
hier verwendeten Modell durch die thermisch angeregten Quasiteilchen hervor-
gerufen — deren Anzahl gemifl der Fermi-Verteilungsfunktion mit steigenden
Energien abnimmt —, da der Energiebereich [-A 4+ (£41)eV, A+eV], aus dem
fiir die einlaufenden Quasiteilchen noch (£ + 1) Andreev-Streuungen moglich
sind, fiir steigendes V' — V¢ immer kleiner wird und sich zu héheren Energien
hin verschiebt, wihrend der bei £ = A beginnende Energiebereich mit £ mogli-
chen Andreev-Streuungen immer grofler wird und schliellich bei V' = V sein
Maximum erreicht. Hingegen gleichen sich bei der Stromdichte des Grundzu-
standes, in dem alle Zusténde mit der gleichen Wahrscheinlichkeit besetzt sind,
die abnehmenden Beitrége der Quasiteilchen mit (£ + 1) Andreev-Streuungen
mit den wachsenden Beitridgen der Quasiteilchen mit £ Andreev-Streuungen aus
und der differentielle Widerstand bei T" = 0 K zeigt keine Subharmonic Gap
Structure.

Im zweiten betrachteten Fall wird, wie von Kroemer in [23] vorgeschlagen, un-
ter Berticksichtigung von Normalstreuung der Gesamtzustand des Systems zu
jedem Zeitpunkt durch eine Superposition von gebundenen Zustdnden ausge-
driickt. Die Energie dieser gebundenen Zustédnde ist abhéngig von der Phasen-
differenz ® zwischen den supraleitenden Schichten; sie nimmt mit wachsendem
®, je nach Impulsrichtung, zu oder ab. Fiir Werte der Phasendifferenz von ganz-
zahligen Vielfachen von 7 sind Zusténde entgegengerichteter Impulse paarweise
entartet. Das normalstreuende Potential mischt diese Zusténde, hebt ihre Entar-
tung auf und fithrt zu Energieliicken: Es bilden sich Energiebédnder im ®-Raum,
die formal den Bloch-Béandern von Kristallen im Wellenzahlraum entsprechen.

Wird eine duflere Spannung angelegt, so dndert sich die Phasendifferenz geméif
der Josephson-Gleichung mit der Zeit und die Quasiteilchen oszillieren in ih-
ren jeweiligen ®-Bloch-Béndern: Diese Josephson-Bloch-Oszillationen ergeben
den ,normalen“ Josephson-Wechselstrom, der zwischen positiven und negativen
Werten schwingt und im zeitlichen Mittel Null ist. Zusétzlich kénnen die Qua-
siteilchen durch Zener-Tunneln — wie der analoge Prozef} in der Halbleiterphy-
sik genannt wird — in hohere Bénder iibergehen. Die Zener-Tunnel-Prozesse
finden mit merklicher Wahrscheinlichkeit nur zu den Zeiten statt, zu denen
die Quasiteilchen die jeweils minimalen Energieliicken zwischen den Béandern
,sehen“. Da sich zu diesen Zeiten in den ®-Bloch-Band-Wellenfunktionen die
Beitrige der ungestorten Wellenfunktionen entgegengesetzter Impulsrichtung
zum Ladungstransport gegenseitig autheben, féillt hier sowohl die Josephson-
Stromdichte als auch der Beitrag der getunnelten Quasiteilchen zur Strom-
dichte, die Zener-Tunnel-Stromdichte, auf Null. Benachbarte ®-Bloch-Binder
tragen Strome in entgegengesetzte Richtungen. Wihrend sich die Richtung der
Josephson-Stromdichte zu den Zeiten minimaler Energieliicke umkehrt, hat die
Zener-Tunnel-Stromdichte nach einem Tunnel-Proze das gleiche Vorzeichen,
das die Josephson-Stromdichte vor dem Tunnel-Prozef§ hatte. Wenn die ange-
legte Spannung hinreichend grof} ist und geniigend Quasiteilchen in das hohere
Band tunneln, iiberkompensiert die Zener-Tunnel-Stromdichte in der Halbperi-
ode nach dem Tunnel-Prozef die Josephson-Stromdichte, und die Gesamtstrom-
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dichte schwingt wieder in dieselbe Richtung wie vor dem Zener-Tunneln. Somit
hat sich gewissermaflen die Periode halbiert: Die Gesamtstromdichte schwingt,
wie von Kroemer prognostiziert, mit der doppelten Josephson-Frequenz.

Bei Verwendung eines normalstreuenden Potentials, das aus zwei delta-formi-
gen Potentialbarrieren an den NS-Phasengrenzen besteht, ergeben sich fiir den
betrachteten SNS-Kontakt zwei vollstdndige ®-Bloch-Bénder im Paarpotential-
topf: das hochste Band negativer Energie und das tiefste Band positiver Ener-
gie. Zwel weitere Biander sind nur teilweise vorhanden, sie schlieflen bei —A
und +A an die Wellenfunktionen der quasi-gebundenen Zustéinde an und sor-
gen dafiir, da} Quasiteilchen den Paarpotentialtopf in das Kontinuum verlassen
konnen und ,,neue* Quasiteilchen aus dem Kondensat die gewissermaflen durch
das Zener-Tunneln frei gewordenen Zustinde wieder auffiillen. Mit diesem nor-
malstreuenden Potential wird die beschriebene Quasiteilchen-Dynamik und das
zeitliche Verhalten der Stromdichten im eindimensionalen Grenzfall bestétigt.
Die fiir den quasi-zweidimensionalen Fall nétige Integration im Wellenzahlraum
ist allerdings aufgrund eines stark oszillierenden Verhaltens der Energieliicken
in Abhéngigkeit von der Wellenzahl zu aufwendig, um mit den vorhandenen
Integrations-Routinen durchgefiihrt werden zu kénnen.

Bei einem normalstreuenden Potential hingegen, das aus einer delta-férmigen
Potentialbarriere in der Mitte der N-Schicht besteht, hat man Energieliicken nur
zwischen dem hochsten Band negativer und dem tiefsten Band positiver Ener-
gie. Mit dem Unterschied, das die Zener-Tunnel-Stromdichte bei den Phasendif-
ferenzen ®(t) = 2m,4m,6m,... endlich bleibt [und nur bei ®(¢) = =, 3w, 57, ...
Nullbeitréige liefert], sodal die Gesamtstromdichte bei ®(¢t) = 2w, 4m,6m,...
nicht ganz auf Null abfillt, findet man das oben beschriebene Schwingungsver-
halten auch im quasi-zweidimensionalen Fall.

In diesem Modell, in dem sich die Quasiteilchen in ®-Bloch-Bédndern bewe-
gen und zwischen den Béndern tunneln, kann sich generell keine Subharmonic
Gap Structure herausbilden, da hier die gebundenen Zustédnde, in denen der
Prozef3 der Vielfach-Andreev-Reflexion implizit enthalten ist, als Satz von Ba-
siszusténden dienen und Zener-Tunneln zwischen den Bandern nur mit einer ge-
wissen Wahrscheinlichkeit erfolgt. Folglich ist die Zahl der Andreev-Streuungen
bis zum Verlassen des Paarpotentialtopfes nicht eindeutig durch die Spannung
festgelegt.

Der zeitliche Mittelwert der Gesamtstromdichte entspricht dem der Zener-
Tunnel-Stromdichte, korreliert daher mit der Tunnelwahrscheinlichkeit und geht
wie diese fiir hohe Spannungen gegen einen Séttigungswert. Durch die Hinzu-
nahme des Beitrags von Quasiteilchen, die aus Streuzustéinden starten und den
Paarpotentialtopf ohne eine einzige Andreev-Streuung durchqueren, erhilt man
eine Strom-Spannungs-Charakteristik, die qualitativ mit der iibereinstimmt, die
unter der Annahme, daf§ die Quasiteilchen nur aus Streuzustédnden starten, fiir
die gleiche Temperatur berechnet wurde. Aufgrund des normalstreuenden Po-
tentials, das sich wie ein in Serie geschalteter Widerstand auswirkt, ist ihr Be-
trag allerdings etwas kleiner als jene. In beiden Modellen ist der entscheidende
Prozef3 fiir den steilen Anstieg der Stromdichten bei kleinen Spannungen die
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multiple Andreev-Streuung; sei es, daf§ die durch sie hervorgerufenen gebun-
denen Zustinde bei Anwesenheit eines normalstreuenden Potentials ®-Bloch-
Béander bilden, in denen Quasiteilchen aus dem Kondensat unter sukzessivem
Zener-Tunneln den Paarpotentialtopf durchlaufen kénnen, oder dafl Quasiteil-
chen aus Streuzustdnden kommend ohne Normalstreuung den Paarpotentialtopf
unter multipler Andreev-Streuung durchlaufen.

Allen untersuchten Aspekten des Ladungstransports durch Heterokontakte aus
Normal- und Supraleitern ist eines gemein: Der fiir ihr Verstdndnis fundamen-
tale Prozef} ist die Andreev-Streuung.

Summary

The present work covers various aspects of charge transport in heterojuncti-
ons consisting of normal conductors (N) and superconductors (S) within the
framework of the Bogoliubov-de Gennes-Formalism. The determining process
is Andreev scattering: the scattering of electrons into holes, or vice versa, by
spatial variations of the superconducting pair potential. This scattering crea-
tes or destroys Cooper pairs, thereby inducing a supercurrent. The probability
of Andreev scattering equals one for quasiparticles with energies |E| < A, A
being the magnitude of the superconducting pair potential, and it goes to zero
for |E| > A.

If there is a superconductor between two normal conducting regions, the su-
percurrent induced by Andreev scattering in one NS interface changes into a
quasiparticle current in the other NS interface. This conversion results from the
incidence of a quasiparticle having a character opposite to that of the quasi-
particle impinging on the opposite side of the superconductor. That means if
a superconductor is connected for example to a reservoir (,battery“) by two
normal current leads and an electron is moving in the left current lead towards
the superconductor, creating a Cooper pair in the left NS interface by Andreev
scattering, the hereby induced supercurrent changes into a quasiparticle current
in the right current lead by a hole incident onto the right NS interface, and the
associated destruction of a Cooper pair. This process results from one initial
condition ,electron incident from the left“, the matching of the wave functions
at the interfaces, the requirement of charge conservation and the smooth joi-
ning of the supercurrents, as is shown explicitly on the basis of wave packet
calculations.

If the superconductor is replaced by a mesoscopic SNS junction, the many-body
configuration in the central N layer is a phase-coherent one and thus different
from the uncorrelated quasiparticle excitations forming the shifted Fermi sphere
in the normal current leads. The Josephson currents, that are carried by the
quasiparticles in the central N layer, are calculated using two different model
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assumptions: In one case, only scattering states with energies |E| > A are
regarded as initial states, in the other case, while simultaneously taking into
account a normal scattering potential, only bound states with energies |E| < A.

The SNS junction is modelled by a superconducting/semiconducting hete-
rostructure, the parameter values of which are geared to the experiments of the
group of Herbert Kroemer in Santa Barbara. Charge transport occurs along the
z-direction through a quasi-two-dimensional electron gas in a narrow channel
of n-type InAs between an AlSb substrate and two Nb electrodes, separated by
an insulating AISb layer and inducing a finite superconducting pair potential in
the InAs channel via the proximity effect. Therefore, the electronic structure in
the InAs layer turns out to be similar to that of ballistic SNS junctions in which
only the spatial variation of the pair potential breaks translational invariance
in the z-direction.

If the superconducting region is directly connected to a reservoir of Cooper
pairs without normal current leads, only quasiparticles in scattering states are
incident from the superconducting banks onto the NS interfaces of the junc-
tion. The alternating Josephson current is calculated in the center of the N
layer at temperature T' = 2.2 K, using the N layer wavefunctions that evolve
from the initial states when a voltage V' is switched on. The current density
shows voltage-dependent current oscillations in time, their period is the inverse
of the Josephson frequency. As the amplitudes of these oscillations are small,
the alternating current density in a current-time-voltage diagram reminds of a
corrugated sheet roof with a steep edge, and the time-averaged current densities
at temperatures 7' = 2.2 K and 7" = 0 K result in current-voltage characteri-
stics which do not differ much from the alternating current density at any fixed
time. The ground state current density at T' = 0 K has a magnitude greater
than the current density at T = 2.2 K, because at finite temperatures there
are thermally excited quasiparticles, carrying a current opposite to the ground
state current.

All current densities show a steep increase of their magnitude with small vol-
tages, brought about by quasiparticles originating from the condensate and
being pulled by the electric field into the pair potential well, where they suffer a
great number of Andreev reflections at small voltages while carrying a charge of
2e through the N layer with every electron-hole-cycle. With increasing voltage
the maximum number of relevant Andreev reflections in the energy range bet-
ween —A and +A decreases, and the steep rise kinks into a drastically slower
gradient at that voltage, where the number of relevant Andreev reflections be-
comes smaller than the number of Andreev reflections being possible within the
inelastic free path.

From the current-voltage characteristics at T = 2.2 K and T = 0 K the dif-
ferential resistance is calculated numerically. It shows peaks in the T'= 2.2 K
curve at voltages Ve = 2A /e, above which there are only £ Andreev reflections
possible within the pair potential well. These peaks, forming the so-called ,,Sub-
harmonic Gap Structure®, are produced by the thermally excited quasiparticles
— whose number decreases with increasing energy according to the Fermi dis-
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tribution function —, because the energy range [—A + (£ + 1)eV, A + eV] for
quasiparticles with yet (£ 4+ 1) possible Andreev reflections decreases with in-
creasing V' — V¢ and is shifted to higher energies, while the energy range with
& possible Andreev reflections, starting at £ = A, becomes bigger and reaches
its maximum at V' = V. Whereas for the current density of the ground state, in
which all states are occupied with the same probability, the decreasing contri-
butions of quasiparticles with ({ +1) Andreev reflections balance the increasing
contributions of quasiparticles with & Andreev reflections, and the differential
resistance at T' = 0 K shows no Subharmonic Gap Structure.

In the second case, as is proposed by Kroemer in [23], the overall state of the
system, taking into account normal scattering, is expressed at every instant
of time as a superposition of bound states. The energy of these bound states
depends on the phase difference ® between the superconducting layers; it increa-
ses or decreases with growing ® according to the direction of momentum. For
phase differences of integer multiples of 7, states with opposite direction of mo-
mentum are pairwise degenerate. The normal scattering potential mixes these
states, removes their degenaracy and leads to energy gaps: energy bands form in
®-space, formally corresponding to the Bloch bands of crystals in wavenumber
space.

If an external voltage is switched on, the phase difference changes in time ac-
cording to the Josephson equation, and the quasiparticles oscillate in their re-
spective ®-Bloch bands: These Josephson-Bloch oscillations yield the ,normal*
alternating Josephson current which swings between positive and negative va-
lues and equals zero in its time average. Additionally, quasiparticles can make
transitions into higher bands via Zener tunneling — as the analogous process in
semiconductor physics is called. These Zener tunneling processes occur with no-
ticeable probability at those times, when the quasiparticles ,,see® the respective
minimum energy gaps between the bands. Since at these times, in the ®-Bloch-
band wavefunctions, the contributions to charge transport of the undisturbed
wavefunctions with opposite directions of momentum cancel each other, both
the Josephson current density and the Zener-tunneling current density drop
to zero. Adjacent ®-Bloch bands carry currents in opposite directions. While
the direction of the Josephson current density changes at the times when the
energy gap is minimal, the Zener-tunneling current density possesses the sa-
me sign after a tunneling process as the Josephson current density had before
the tunneling process. When the applied voltage is so high that many qua-
siparticles tunnel into the next higher band, and the Zener-tunneling current
density overcompensates the Josephson current density in the half-period after
the tunneling process, the overall current density swings back again into the
same direction as before the Zener tunneling. Thus the period has effectively
bisected: The overall current density oscillates, as forecasted by Kroemer, with
twice the Josephson frequency.

Using a normal scattering potential consisting of two delta-shaped potential
barriers at the NS interfaces yields two complete ®-Bloch bands within the pair
potential well for the SNS junction under consideration: the highest band with
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negative energy and the lowest band with positive energy. Two more bands are
only partly existing, they match to the wave functions of the quasi-bound states
at —A and +A, thus allowing for the quasiparticles to leave the pair potential
well into the continuum, and refill the via Zener tunneling effectively depleted
states with ,,new“ quasiparticles from the condensate. With this normal scatte-
ring potential the quasiparticle dynamics described above as well as the tempo-
ral behaviour of the current densities is confirmed in the one-dimensional case.
The integration in wavenumber space necessary for the quasi-two-dimensional
case is too complex however to be solved with existing integration routines, due
to heavy oscillations of the energy gaps versus wavenumber.

However, with a normal scattering potential consisting of a delta-shaped po-
tential barrier in the center of the N layer, one gets energy gaps only bet-
ween the highest band with negative energy and the lowest band with posi-
tive energy. With the difference that the Zener-tunneling current density re-
mains finite at phase differences ®(t) = 2x,4m, 6m,... [yielding zero only at
®(t) = m,3m,5m,...], so that the overall current density drops not quite to zero
at ®(t) = 2w, 4m,6m, ..., one finds the oscillatory behaviour described above for
the quasi-two-dimensional case as well.

In this model, in which the quasiparticles move within the ®-Bloch bands and
tunnel between these bands, there can generally be no Subharmonic Gap Struc-
ture, because the bound states that implicitly include the process of multiple
Andreev scattering are used as set of basis states, and the Zener tunneling
between the bands only occurs with a certain probability. Thus the number of
Andreev reflections that occur until the quasiparticles leave the pair potential
well is not clearly defined by the voltage.

The time average of the overall current density corresponds to that of the Zener-
tunneling current density, thus correlates with the tunneling probability and,
like this, saturates with higher voltages. By adding the contribution of quasipar-
ticles that evolve from scattering states and cross the pair potential well without
any Andreev reflections, one gets a current-voltage characteristic that is in qua-
litative agreement with that which is calculated for the same temperature under
the assumption that quasiparticles evolve only from scattering states. Because
of the normal scattering potential that acts like a series connected resistance,
its magnitude however is a somewhat smaller than the former. In both models
the determining process for the steep rise of the current densities with small
voltages is multiple Andreev scattering; be it that the bound states formed by
it in the presence of a normal scattering potential are building up the ®-Bloch
bands, within which quasiparticles from the condensate can move up the pair
potential well via successive Zener tunneling, or be it that without normal scat-
tering quasiparticles evolving from the scattering states unhamperedly traverse
the pair potential well by multiple Andreev scattering.

All analysed aspects of charge transport through heterojunctions of normal
conductors and superconductors have one thing in common: the fundamental
process for their understanding is Andreev scattering.
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Anhang A

Koeflizienten der
Bloch-Band-Eigenzustinde

Die Koeffizienten der Eigenzustinde |¥,,,), Gl. (5.18), ergeben sich aus der
Forderung, dafl |¥,,,,) Eigenzustand zum vollen Hamiltonian, Gl. (5.16), ist:

ﬂ(F)‘q/nma> = Enmo‘\pnmo>- (Al)

Durch Einsetzen von Gl. (5.18) und Multiplikation von links mit (U%| und (¥, |
erhalten wir aus Gl. (A.1) ein lineares Gleichungssystem!:

[H? — Enmo) 0%y + Hepan = 0, (A.2-a)
o hme + [Hy® = Bume| e = 0. (A.2-b)

Da HZ,, # 0 nach Voraussetzung, ist Gl. (A.2-a) dquivalent zu:

a % = 7Enma — Hy a (A.3)

mno Hrolém nmao:*
Die Normierungsbedingung lautet,

(@ + || = 1, (A4)

mno

oder, mit Gleichung (A.3),

a2 0l |1+ =1. (A.5)

(Enma — Hﬁf]
| H|

'Das Verschwinden der Sikulardeterminante bestimmt die Energie-Eigenwerte, Gl. (5.19).
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Wir fiithren einige Aquivalenzumformungen durch:

2
o 2 _ |Hgm|
= anm0'| - |Hgm|2 + (Enmo _ HS)Q
= |aoz | — ‘Hﬁ?ﬂ‘
nmo
\/‘H%m|2 + (Enma - H%)Q
=N Hgm ei‘ngr)w_

o —
a’nma - D) 5
\/‘Hgm‘ + (Enma - Hﬁ‘)

Mit Gl. (A.8), eingesetzt in Gl. (A.3), erhélt man:

_ Enma — Hy

: ad
—Q n eupnmo'
)

mno Dnmo—

mit

Dnmo = \/‘H%m|2 + (Enma - Hﬁ‘)Q-

ad
nmo

Der Phasenfaktor ¢

(A.9)

(A.10)

wird durch Anschlufbedingungen bestimmt, die die

jeweilige Wellenfunktion |¥,,,,) erfiillen muB, s. Gl. (5.46) in Abschnitt 5.3.1.
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Anhang B

Wahrscheinlichkeitsamplituden
fiir Zener-Tunneln

B.1 Niherung nach dem Prinzip der (quasi-) statio-
niren Phase

Die Sékulargleichung fiir die Entwicklungskoeffizienten bs(t), Gl. (5.71), lautet
mit (U,(t)| ausgedriickt durch Gl. (5.57):

=0
<Ot - o )9(T1/+ — 0Ot — T )O(Ti; 1)

<\Iﬂ’ ‘— ol (t )> (B.1)

Man liest an den Theta-Funktionen ab, dafi dbs(t)/0t nur fiir | = I’ ungleich
Null ist.

Wir werten Gl. (B.1) in Stoérungstheorie 1. Ordnung aus. In 0. Ordnung, fiir
t = to, ist by = 0y, und Obs(t)/0t = 0. In 1. Ordnung setzen wir in Gl. (B.1)
by = O ry:

a i ’ /
Ihit) - —Ze o[ ()= (e@)|d g g o,

X <\I/ls(t) ‘%‘ qfio(t)> . (B.2)

Die Exponentialfunktion mit den Energiedifferenzen oszilliert i.a. viel schneller
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als die iibrigen zeitabhingigen Funktionen. Als abkiirzende Schreibweise defi-
nieren wir:

Hf"()s( ) Eﬁ’o ((I)(t)) - Eé (CI)(t)) (B'?))

Hﬁo (1) ist groB und schnell verénderlich, aufler in einem kleinen Bereich um die
Zeit

thr =t I (@ Ir—® B.4

0+ﬁ(n0m0+ﬂ-_ 0)5 ()

zu der das Quasiteilchen im Band rp den minimalen Abstand 2|US,| =
|H! ,(t%;)| zam Band s sieht. In diesem Bereich, fiir t), — &}, < ¢ < ¢\, + 6},

ist Hf,os( ) ~ H! ,(th,). Nur fiir diesen minimalen Abstand zwischen zwei be-

nachbarten Bindern erfolgen Ubergiinge mit merklicher Wahrscheinlichkeit.

Fiir Zeiten t > th + 6% -, also nach einem moglichen Zener-Tunnel-Proze, 1t
sich das Integral

t t 1" 1
bo(t) = [ Lou(t)ar = / ¢ Jiy g0 G(t)at (B.5)

to at to

aufspalten in

tl 5l 1
bo(t) = /M M A i g

to

t it " "
+/ o g ros A Gy gy
t

MFh

t§v1+5§v1 4 j‘tl (t”)dt”
+/ e~ It Hros G(t)dt, (B.6)
t

l 1
M 751VI

wobei  die Funktion G(t')  langsam  veriinderlich  ist  gegen

exp[ i/h) fto Ls(t)d t”]. In den ersten beiden Integralen oszilliert die
(t")d t”} bei der
Integration iiber ¢’ die Integrale zu Null. Ubrig bleibt das 3. Integral:

ros

sehr schnell verédnderliche Funktion exp{ i/h) fto

l 1
th-i-(Sﬁw q |:ftM_5M Hl Lt dt//Jrf H! md //}
l l 7 s(t ) t
be(t) =~ e "L 0 G(t")dt
1 l
tlw_aM
o pthy—ob th,+6h,
= G(th)e_ﬁftoM M H(der [ e éHﬁos(M)[t/*tlfWJr‘%W]dt'
tl 75l
M M
— il (th,)28}
.1 1 — e hTros\'M M
e B7)
Hros(tM)
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wobei

A 1 far =0 l " l " "
Phon =7 | |EL (@(t) - EL((t")] ar”. (B.8)
0
Mit diesen Naherungen ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeitsamplitude

i gl (4 L
+HL (t3,)265,

i 1—ewtos
bs(t) = ihY e¥ros ot —th, — ')
2 L0

(B.9)

y <\pls(t) ‘%' \I'lm(t)> ot

Die Zeit tﬂw, zu der das Quasiteilchen im ®-Bloch-Band ry den minimalen Ab-
stand 2|U%,,| zum Band s sieht, legt [ fest (und umgekehrt).

B.2 Berechnung der Matrixelemente

Die Zeitableitung der Wellenfunktion |¥. (t)), GL (5.58), ist

O lut )= 3 () [ + gy o). a0
=

Die Wellenfunktionen und Koeffizienten auf der rechten Seite identifizieren wir
iiber die Gln. (5.18), (5.58) und (5.60)—(5.62) mit den ungestorten Wellenfunk-
tionen (5.7) und den zugehorigen Koeffizienten (5.27), wobei ®¢ durch ®(¢) zu
ersetzen ist. Fiir die Berechnung der Matrixelemente betrachten wir zunéchst
die Beitrége, die der zweite Term auf der rechten Seite von Gl. (B.10) liefert.

Beitrige durch die Zeitableitungen der ungestérten Wellenfunk-
tionen

Bei zeitlich verénderlicher Phasendifferenz éndert sich auch die Energie £ der
ungestoérten Wellenfunktion [¥%) mit der Zeit. Zur Berechnung der Zeitablei-
tung losen wir die transzendente Energie-Eigenwertgleichung (5.10) nach der
Phasendifferenz auf,

EOC
O(t) = a2 (%Eﬁ‘ — NI — arccos K") , (B.11)

und bilden die Ableitung

0d(t) da 2
= . B.12
OE% “ (hsz + A2 _ (Ea)2> ( )

n
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Damit ergibt sich:

OES  OES 09(t) o) 2eV 2eV
= = 1a 3 = O[’UZFia. (B13)
ot od(t) ot Froom T JA h da 4+ 418
Fiir die Koeffizienten (5.15) der Elektron- und Loch-Komponenten gilt:
0Cc?, . OCT
n _ ,—omn n B14
ot ot ( )
und
P 1 1 1 o
acg, _ (__) oA (B.15)
ot /2L, L, 2) (a+ )\%)3/2 ot
mit
A Ex
A _ iahvzp & (B.16)

(A2 — (B2 4 BzE (A2 — (BR)?)

Fir EY — |A| gehen formal A% und O\S /0t gegen Unendlich. Dabei bleibt
aber die tatséchlich nur endliche Ausdehnung der supraleitenden Bereiche un-
berticksichtigt, die die mittlere Eindringtiefe natiirlich nicht {ibersteigen kann.
Fir ES — 0 geht auch 9AY/0t — 0, sodafl wir im folgenden die zeitlichen
Anderungen der Koeffizienten C¢;,, bei Betrachtung von Zener-Tunneln in der
Umgebung von F = 0 vernachlédssigen kénnen. Damit und mit

Ok, B OEy 9q¢ _1eV
ot hu,p Ot ' ot h2a

(B.17)

erhalt man:
9 4 W (W . (0, ., iR
a‘\l’r) = U(x,y) |:Cln <0> 0% %4 <a(k31n — OZC])) e (kg —q)

0 1 o 0 0 ‘
Y o ai(k$, —aq)z Y o ai(k®, +aq)z
i) (o) (o) (1)

+ Cgln <(1)> atz (%(kaln + aq)> eai(k‘j1"+aq)z:|

_teV oA
h 2a a+ A%

s (B.18)

20,

mit

G, — ( - > . (B.19)
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Zur Berechnung der Matrixelemente in Gl. (B.9) driicken wir (U, (¢)| ebenfalls
iber die Gln. (5.18), (5.58) und (5.60)—(5.62) durch die ungestorten Wellen-
funktionen aus, wobei die Quantenzahlen n und m zur Zeit t = tﬂw fiir beide
Biander paarweise gleich sind, da der minimale Abstand zwischen zwei Bandern
an den Stellen im ®(¢)-Raum liegt, an denen die Wellenfunktionen [¥%) und
| @) ohne normalstreuendes Potential energetisch entartet wéren.

Die Matrixelemente verschwinden fiir Ubergénge in Zustéinde gleicher Impuls-
richtung, da

/ (G (1 0ol o0 4 g (0 1)eeiETnton?) 25,
L\ aitke —aq) 0\ ik, +aq)z| 43
% Clan 0 ek, aqz_{_cizln . ek, tag)z | 33,
_ /[ycgny%— [C2 1] 2] a®r
= 0. (B.20)

Fiir Ubergéinge in Zusténde unterschiedlicher Impulsrichtung gilt:

[ lemiaojemetnens y e, (0 1)emeitinren:] o5,

% |:Cl_n(1x <(1)> efai(kfﬁJraq)z + C—lm_a <(1)> e—ozi(k_f‘m—ozq)z] d37"

—1m

N1 —x _ (e —x
_ /[Cixgcl—n?ze—az(kln-l—klm)z o g?nc a e az(k71n+k71m)z} d37°

_ / |:|C1an|2 Ze—aiZklanz _ {Cgmf eaz‘w(n-i—m)ze—ozﬁkﬁlnz} d3r (B.Ql)

mit

+a . )
/ ye 2kT 2 4, — 2(]:;;)2 |:2k?na cos(2kf,a) — Sjn(Qk%na)] . (B22)

—a

AuBlerdem ist zur Zeit t = th

Dypme = \/ifol‘m], (B.23)
1
R (B.24)

Enmo — B = o|U (B.25)

— a‘
n - nmi-:
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Damit ergeben sich fiir die Produkte der zugehorigen Koeffizienten:

E - E5 Uy, io=0P  oad
a = tl a® tl — nmos n_Znm_,—iPnmos oiPnma
sl ( M) T‘()l( M) Dnmgs Dnmo-
1 .
= 50'36“07[{7”, (B.26-a)
o (th a3 (th) = e i#hn B.26-b
a5 (o (thy) = oo (B.26-)

Insgesamt erhélt man also als Beitrige durch die Zeitableitungen der un-
gestorten Wellenfunktionen zu den Matrixelementen:

a —
3 74)

05 €08 @ |CF, [P

afa*aa <\I’a

sl rol sl

0 .

| ¥+t (2
1 leV A%
47"Yh 20 a + A

1
X {W [sin(Qk:‘f‘na) -2k a cos(Qkf‘na)]
1in

eim(n+m)

_ W [sin(Zkflna) —2k%,,a cos(2k:31na)] } . (B.27)

Beitriage durch die Zeitableitungen der Koeffizienten

Um die Beitrége durch den ersten Term auf der rechten Seite von Gl. (B.10) zu
den Matrixelementen zu erhalten, berechnen wir zunéichst die Ableitungen der
Koeffizienten, die wir iiber Gl. (5.62) mit den Koeffizienten (5.27) identifizieren,
zur Zeit t = t},. Mit Hilfe von Gl. (B.13) erhalten wir:

0 0

Dol P |0 Um
T nmo
a eV eim | o hup . 1 oy
= — 2 _—— — 2 UCV - - B'28
B U, [2\/5 darong VAUl {5+ 2o )| (B29)
o _ o _ 0 Epme — ES o
Fr) B v B iy o v ey A
t=t4, t=th, \/|Unm| + (ETLWLU - En) t=tl,
a ev _,i‘PrlL]m —1 hsz . 1 g U
= — 2 | = — 2|U% — 4+ — . (B.29
B Ul [2@ 2o oxg VATl {5+ Tonn )|+ (B29)

Da weder die Koeffizienten noch ihre Zeitableitungen vom Ort 7 abhéngen,
kénnen wir sie vor das Ortsintegral in (B.9) ziechen. Wegen der Orthonormalitét
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der ungestorten Wellenfunktionen, Gl. (5.21) und (¥9|WS) = 1, ergeben sich
die Beitrdge durch die Zeitableitungen der Koeffizienten zu

+a
0
<wé<t> > (aaﬁol>‘%<t>>
K t:th
s 0 @ a o s 0 —a
= |:asl (a%«ﬂ) <\I]sl|\1]ml> + Qg (Earol> < |\Ilr0l>

—ax 0 o —a —aux 0 —a —a
+ ] (a%«ﬂ) < |\I]ml> g (aaml> < |\I]ml >:|

t:tévf
0 0
— Quk P |po a* Je \IJ
[anmas <atanma> < ’ > nmas <8t mna) < ’ >
0
—Qk L U po
+ amnas <8tanma> < m ‘ n>
0
+ a;ﬁzzs < mna> <\II a|\II >:|
ot t:th
- [ (o) s )
- nmaos (975 nmo mnos 6t mno t—th
I (B.30)

21U, | 2a + 208’

ok .
o mne. der Index s den Koeffizienten agy,, bzw. a7 in

Band s bezeichnet; der entsprechende Index ry wird bei a%,,, bzw. a..&, der
Einfachheit halber weggelassen.

wobei in alr,  bzw. a,,

Fin Vergleich mit den Beitrdgen durch die Zeitableitungen der ungestorten Wel-
lenfunktionen, Gl. (B.27), zeigt, dal wir letztere in der Summe vernachléssigen
konnen, da

eV UsF S eV 1 AY
21U, |2a—i—2)\°‘ 2a + 2)\¢ 4hl€zpa+)\%
2k2,,
F ) B.31

Somit ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeitsamplituden fiir Zener-Tunneln:

—iHL (th,)28%,

— y - i‘pgﬂs —e hmet
bs(t) = zhz:e 0 HL ()

oS

Ot —thy — )

eV Vo
oo .
21U | 2a + 2\

(B.32)
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Anhang C

Berechnung der Terme u;pug

und vspv; mit den d-Bloch-
Band-Wellenfunktionen |Uy)

Wir stellen die ®-Bloch-Band-Wellenfunktion |¥,), Gl (5.57), mit Hilfe der
Gln. (5.58), (5.60) und (5.62) mit den ungestérten Wellenfunktionen dar:

W0 = 3 el + a1}

=0

X O(t — Ty )O(Thy — t)e  Jig Brome (@AY (C.1)

Dabei bestimmen sich n, m und o durch die Gln. (5.63) und (5.64) aus dem
Summenindex [ und dem Bandindex s anstelle von r. Der Impuls-Operator
(5.85) wirkt nur auf den Term in der geschweiften Klammer der Gl. (C.1), den
wir mit den ungestoérten Wellenfunktionen (5.7) — unter Vernachléssigung von
n(x,y), da in z- und y-Richtung kein Stromfluf} stattfindet — ausdriicken:

T | Vn) + Cpng | ™)

nmo

e e ]

et e (L)oo oo, (O) o]

Als abkiirzende Schreibweise benennen wir die Elektron- bzw. Loch-
Komponente der Gl. (C.2) mit u bzw. v (ohne Index s). Anwendung des Impuls-
Operators auf die Elektron-Komponente ergibt:
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e = & {[an(kg, - ag) + 00 af Coettn o>
a

+ [ ablig +a0) + 100 a, Opre i

= Zah| C eikin—0a)2

kln nmo

— ki, Cie i 0] (©3)

Mit den Gleichungen fiir die Koeffizienten (5.15-a) und (5.27) erhélt man nach
Multiplikation mit u*:

U*ﬁu = gzah |anma| |Cixn|2_ lrga%;’w 771?100 ik thy, a)
R G %y O Ot e Ram )2 _ frajq e |21 0re ]
1 1 |Ue|?

g h ka nm
= 2LxLy|U3m|2+<Enma—Eg>2{ g
B (Enmv — Eg)z + Enmo - ES

im —

a+ Am® V0@t (a+ A
@ U, eikinthin)z _ pragror omailky, thy)z } } (C.4)

Fiir vpv* erhélt man, mit dem Koeffizienten (5.15-b), nach analoger Rechnung:

. B 1 o Ul
O —— —ezaFLQLmLy T 24 (B — E2)2 {klna+ A2
o (Bame — ER)? Enmo — B¢
T at AR V0@ 20+ A
X |1 U0 m) goi K k)2
KR e -ailit 1772 } (C.5)

Damit ergeben sich, unter Beriicksichtigung des vernachlédssigten Faktors
In(x,y)|? = sin?(k,), die Terme u’pu, und v,pv? wie in den Gln. (5.96) ange-
geben.
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