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1 Einleitung

Die meisten Klassen von torsionsfreien abelschen Gruppen sind entweder sehr eingeschrinkt
oder es ist nicht ausreichend Theorie iiber ihre Struktur vorhanden. Eine Klasse von torsions-
freien abelschen Gruppen, die in den letzten Jahren Mittelpunkt wissenschaftlicher Forschung
war, ist die Klasse der Butlergruppen. Butlergruppen sind torsionsfreie homomorphe Bilder
von vollsténdig zerlegbaren Gruppen endlichen Ranges. Von ihnen verspricht man sich sowohl
geeignete Strukturkenntnisse als auch eine Vielzahl von interessanten Eigenschaften.

Meine Dissertation gliedert sich in achtzehn Kapitel. Im zweiten Kapitel werden Pralimi-
narien angegeben. Eine systematische Darstellung von Butlergruppen als Summe rationaler
Untergruppen wird in Kapitel drei behandelt. Eine solche Darstellung wird Summendarstel-
lung genannt und iiblicherweise zur Notation von Beispielen derartiger Gruppen verwendet.
Diese Summendarstellungen werden mit Darstellungsmatrizen angegeben und Eigenschaften
der Darstellung und damit auch der Gruppe in eine Beziehung zu den darstellenden Matrizen
gebracht. Hier steht erst einmal die Reinheit der Darstellung als Problem an. Im vierten
Kapitel werden grundlegende Sachverhalte genannt.

Es hat sich heraus gestellt, dass ohne systematische Untersuchungen der Reinheit der
Darstellungen kein Zugang zu den Butlergruppen mit Regulatorkettenldnge 2 moglich ist.
Tatséchlich handelt es sich hierbei um ein teilweise eigenstindiges und auflerordentlich inter-
essantes Detailproblem. Darstellungsmatrizen, welche die Reinheit der Gruppendarstellung
garantieren, werden total verschrinkt genannt. Mit deren Hilfe kann der Zusammenhang
von darstellender Matrix und Reinheit der Darstellung zum ersten Mal exakter beschrie-
ben werden. Dies ist der Grund, warum in Kapitel fiinf reine Darstellungen charakterisiert
werden.

Von zentralem Interesse sind die sogenannten regulierenden Untergruppen und deren Schnitt,
der Regulator. Aus einer Indexabschétzung nach Krapf [4] beziehungsweise Mader [6] folgt,
dass der Regulator einer Butlergruppe selbst wieder eine Butlergruppe ist. Deshalb ist es
sinnvoll, die Regulatorbildung auch fiir den Regulator durchzufiihren. Diese Iteration der
Regulatorbildung bei Butlergruppen fiihrt zu einer absteigenden Kette von Regulatoren, der
sogenannten Regulatorkette einer Butlergruppe. Von groflem Interesse sind hier vor allem
die Fille, in denen die Regulatorkette stationir wird. Man spricht dann von der Linge einer
Regulatorkette. In [5] wird eine Butlergruppe mit einer Regulatorkette der Linge 2 angege-
ben. Diese Gruppe hat Rang 9 und eine kritische Typenmenge der Méchtigkeit 15. In meiner
Diplomarbeit gelang es, dieses Beispiel zu vereinfachen, nunmehr Rang 8 und 13 kritische
Typen. Aber erst im Rahmen dieser Dissertation gliickte die Konstruktion eines Beispiels
mit Rang 7 und 10 kritischen Typen.

Ein Ziel der Forschungsarbeit auf dem Gebiet der Regulatorketten von Butlergruppen ist es,
Butlergruppen mit einer bestimmten Regulatorkettenldnge zu konstruieren und Beispiele von
Butlergruppen mit ldngeren Regulatorketten zu finden. Dies gelang mit der Konstruktion
einer Regulatorgruppe in Kapitel sechs. Damit ist es moglich, fiir jede natiirliche Zahl eine
Butlergruppe mit genau dieser Regulatorkettenlinge anzugeben. Der Beweis hierzu wird in
Kapitel sieben bis fiinfzehn genannt.
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2 Praliminarien

2.1 Torsionsfreie abelsche Gruppen

Die verwendeten Bezeichnungen beziehen sich weitgehend auf L. Fuchs [3] und D. M. Ar-
nold [1]. Gelegentlich werden jedoch aktualisierte Notationen benutzt, die dann an entspre-
chender Stelle explizit eingefiihrt werden.

Sei A eine torsionsfreie abelsche Gruppe und a ein Element aus A. Dann bezeichnet ¢(a) =
ta(a) den Typ von a in A, und die Typenmenge von A ist definiert als T'(A) = {ta(a) | 0 #
a € A}. Fiir jeden Typ ¢ setzt man A(t) = {a € A |ta(a) > t}, A*(t) =(a € A|tala) > 1)
und Af(t) = A*(t)., die man die Typen-Untergruppen von A beziiglich Typ t nennt. A(t) und
A¥(t) sind rein in A, und es gelten die Inklusionen A*(t) C A*(t) C A(t).

Eine spezielle Klasse der torsionsfreien abelschen Gruppen bilden die reinen Untergruppen
von vollstindig zerlegbaren Gruppen endlichen Ranges. Diese werden Butlergruppen genannt.

Satz 2.1 (Butler [2]) Fiir eine torsionsfreie abelsche Gruppe endlichen Ranges sind dquiva-
lent:

1) A ist eine Butlergruppe.

2) A ist reine Untergruppe einer vollstindig zerlegbaren Gruppe.

3) A ist homomorphes Bild einer vollstéindig zerlegbaren Gruppe endlichen Ranges.

(1)
(2)
(3)
(4) Die Typenmenge T(A) von A ist endlich und fiir jeden Typ ¢ ist A*(t)/A*(¢) eine endli-
che Torsionsgruppe und es existiert eine t-homogene vollstindig zerlegbare Gruppe Ay,

die die sogenannte Butler-Gleichung A(t) = A*(t) & A, erfiillt.

Fiir eine torsionsfreie abelsche Gruppe A bezeichnet Ty, (A) = {t € T(A) | A(t) # A*(t)}
die kritische Typenmenge von A. Untergruppen A; von A(t) heiflen Typen-Komplemente
von A(t), wenn sie die Butler-Gleichung A(t) = A(t) @ A, losen. Weiter nennt man Unter-
gruppen der Form U = ZteTkr(A) Ay requlierende Untergruppen von A. Dabei beachte man,
dass A; nur bis auf Isomorphie eindeutig ist. Die Menge aller regulierenden Untergruppen
von A wird mit Regg(A) bezeichnet. Ist sogar A € Regg(A), so nennt man A selbstregu-
lierend. Fiir eine Butlergruppe A bezeichnet R(A) = ({B | B € Regg(A)} den Regulator
von A. Der Regulator hat endlichen Index, ist also wieder eine Butlergruppe, deshalb lasst
sich die Regulatorbildung iterieren. Fiir n € N setzt man weiter R"™(A) = R(R"(A)) mit
R!'(A) = R(A) und definiert dadurch eine Folge von iterierten Regulatoren, die sogenannte
Regulatorkette von A. Gibt es ein minimales m € N mit R™™'(A) = R™(A), so hat A eine
Regulatorkette der Lange m. Gilt bereits R(A) = A, dann nennt man A regulatorgleich.

2.2 7-Kette

Definition 2.2 Seien A; rationale Gruppen, die Z enthalten. {A; | i} heiit Z-Kette, wenn
AiNA; =Zfir i # j und A; 2 Z fiir alle ¢ gilt.
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Bemerkung 2.3 Eigenschaften von Z-Ketten, die aus der Distributivitit des Typenverban-
des folgen:

1) Aus ANB=Zund aa+ =0 fiir o« € A und § € B folgt, dass «a, § € Z gilt.

2) Teilketten von Z-Ketten sind wieder Z-Ketten.

(1)
(2)
(3) Z-Ketten sind Antiketten.
(4)

Die Teilsummenbildung bei Z-Ketten erhélt die Z-Ketteneigenschaft. Genauer, sei
{4; |7 € T U J} eine Z-Kette, dann gilt (32,c; 4;) N (32,0, 45) = Z.

2.3 Charakteristik

Definition 2.4 (Vgl. Fuchs [3, §26, §85]) Fiir p prim und A eine torsionsfreie abelsche Grup-
pe wird hit(a) = sup{k € N | p"z = a ist in A losbar} die p-Héhe von a in A\{0} genannt.

Definition 2.5 Eine Folge x = (h, | p prim) mit h, € NU {0, 00} heifit Charakteristik. Fiir
Elemente o € A und A eine torsionsfreie abelsche Gruppe ist die Folge x*(a) = (h/'(a) |
p prim) der p-Hohen von a eine Charakteristik. Fiir A € Z ist xZ(\) = x(\).

Bemerkung: Ist A = [[p"» die Primfaktorzerlegung von A, dann ist die Charakteristik
X(A) = (n, | p prim). Beachte, dass fast alle n, = 0 sind. Die Menge der Charakteristiken
wird mit den iiblichen Operationen N und U zum Verband. Dieser Verband ist distributiv.
Ebenso ist der Verband der Typen distributiv. Der Verband der Charakteristiken ist induktiv,
der Verband der Typen aber nicht.
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3 Darstellungen von Butlergruppen

3.1 Allgemeine p-Summendarstellung

Im Folgenden wird jede torsionsfreie abelsche Gruppe G grundsitzlich als Untergruppe ihrer
divisiblen Hiille QG aufgefasst. Sofern ein Element a und eine rationale Gruppe A in der
Form Aa C G verwendet werden, so stammen diese aus der divisiblen Hiille von G. Butler-
gruppen, also Untergruppen eines endlichdimensionalen rationalen Vektorraumes V', lassen
sich daher als (endliche nicht direkte) Summen H = 3% A;a; C V = Q H rationaler Un-
tergruppen A;a;, mit Z C A; C Q, darstellen. Der Rang ihrer Darstellung ist die Dimension
ihrer divisiblen Hiille. Butlergruppen H des Ranges n sind also Untergruppen eines Vektor-
raumes V = @, Qa; mit Basis (ay, ..., an).

Situation: Sei H eine Butlergruppe, die sich als Summe von (nicht notwendig reinen) Un-
tergruppen A;a; mit Rang 1 darstellen ldsst:

H:iAZ-ai, ZCAiCQ.

=1

Diese Darstellung wird Summendarstellung von H genannt. Sei p eine Primzahl und n > 2.
Seien Z C Ay, ..., A, B1, ..., B, C Q,. Dann heifit eine Summendarstellung der Form

H = (éAzaz)+ZB]bJ - é@aia (1)

=1

eine allgemeine p-Summendarstellung, wobei die Menge (ay, ..., a,) maximal linear unabhéngig
ist. Alsob; = > | Aj;a; ist nichttriviale Linearkombination der Basisvektoren (ay, ..., a, ) mit
den Koeffizienten \;; € Q. Man nennt die Untergruppen A;a; und B;b; darstellende rationale
Summanden.

Die Folge (A, ..., Ay, By, ..., Bx) heiit Gruppenfolge zur Summendarstellung. Wegen der
Festlegung der linearen Unabhéingigkeit des ersten Teils der Summenbasis (aq, ..., ay, by, ..., by)
nennt man den ersten Teil (aq, ...,a,) bzw. (A4, ..., A,) der Folge den unabhdingigen Teil der
Darstellung und den Rest (by, ...,b;) bzw. (By,..., By) nennt man den abhingigen Teil der
Darstellung.

Sei H eine Butlergruppe in allgemeiner p-Summendarstellung. Dann erhélt man fiir jedes
Element ¢ € H durch Elimination der b; eine Darstellung der Form:

n k
c = Zaiai + Zﬁjbj
i=1 j=1

= Z (ai + Z)\ﬂﬁj> a; (2)

=1

mit o; € A; fiir i € [1,n] und 3; € B; fiir j € [1,k]. Diese Gleichung heifit allgemeine Basis-
Darstellung des Elements ¢ € H bzgl. des unabhéngigen Teils der Summenbasis (ay, ... , a,).
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3.2 Darstellende Matrix

Situation: Die Matrix A = (\;;) € QF*" mit den Koeffizienten \;; heifit darstellende Matriz
von H bzgl. der Summenbasis (ay, ..., ap, b, ..., bg). Die Menge aller Primzahlen P = P(A),
die zur Darstellung der Koeffizienten der darstellenden Matrix nétig ist, heiflt zugeordne-
te Primzahlmenge. Hierbei handelt es sich also um die Menge aller Primteiler der Zahler
und/oder der Nenner der Koeffizienten \j;.

Gruppen heiflen clipped, wenn sie keinen direkten Rang-1-Summanden haben. Matrizen
ohne Nullspalte heiflen clipped. Eine Matrix heifit unzerlegbar, wenn sie nicht mit Hilfe von
Zeilen- und Spaltenpermutationen in eine echte Blockdiagonalmatrix umgeformt werden kann
und clipped ist. Andernfalls nennt man die Matrix zerlegbar.

Bemerkung 3.1 Clipped Gruppen haben stets clipped darstellende Matrizen. Ist die Butler-
gruppe unzerlegbar, dann ist auch die darstellende Matrix unzerlegbar. Ist die darstellende
Matrix einer Butlergruppe zerlegbar, so hat die Butlergruppe eine echte direkte Zerlegung.
Um die Reinheit der Darstellung der Butlergruppe zu iiberpriifen, kann man direkte Sum-
manden unabhéngig voneinander untersuchen. Deshalb geniigt es, unzerlegbare darstellende
Matrizen zu betrachten, die insbesondere keine Nullspalten haben, also clipped sind.

3.3 p-Summendarstellung

Da Darstellungen der Form (1) iiberfliissige Summanden enthalten kénnen und die Typen
ihrer Koeffizientenbereiche beliebig sind, ist es notwendig, diese Darstellungen erst in eine
moglichst straffe Form zu bringen. Nur dann lassen sich sinnvolle Reinheitskriterien fiir die
Darstellung formulieren.

Situation: Man bezeichnet die Darstellung einer Butlergruppe H als nichtredundant, wenn
kein darstellender Summand weggelassen werden kann, ohne dass H verdndert wird. An-
dernfalls bezeichnet man die Darstellung als redundant.

Definition 3.2 Die allgemeine p-Summendarstellung (1) einer Butlergruppe H mit zugehori-
ger darstellender Matrix A wird (spezielle)-p-Summendarstellung genannt, wenn sie folgende
Eigenschaften hat:

(1) Die Darstellung ist nichtredundant.

(2) Esist Qe NQy = 0 fiir alle z,y € {ay, ..., an, by, ..., bp } mit = # y.
(3) Esist Bj)jia; ¢ Aja; fiir alle i € [1,n] und j € [1,k].

(4) Die darstellende Matrix A ist unzerlegbar (insbes. clipped).

(5) Bsist hJ (1) = 0 fiir alle C € {Ay, ..., Ay, By, ..., By} und p € P(A).

Diese Eigenschaften dienen dazu, offensichtliche Verkiirzungsmoglichkeiten der allgemeinen
p-Summendarstellung auszuschlieSen, vgl. Beweis von Lemma 3.3. Insbesondere sprechen
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wir kiinftig von p-Summendarstellung, sofern die Darstellung wie oben speziell ist.

Bemerkung: Da die Reinheit einer p-Summendarstellung einfacher zu charakterisieren ist,
werden im Folgenden nur Butlergruppen in p-Summendarstellung betrachtet. Deshalb ist
Folgendes von Bedeutung;:

Lemma 3.3 FEine unzerlegbare p-reduzierte Butlergruppe hat eine p-Summendarstellung.

Beweis.  Gegeben sei eine Butlergruppe in Darstellung (1) mit Primteilermenge P und
darstellender Matrix A. Ist die Darstellung redundant, so ist sie verkiirzbar und man kann
die Darstellung durch Weglassen einzelner {iberfliissiger Summanden in eine nichtredundante
Form bringen.

Angenommen es gibt Vektoren x und y, fiir die die Bedingung (2) der Definition 3.2 nicht
erfiillt ist, dann sind die Vektoren x, y linear abhéngig und es gibt eine rationale Zahl p
mit x = py. Die Darstellung ldsst sich verkiirzen, indem man Xx + Yy = Xpy + Yy
durch (X p,Y) y ersetzt.

Gibt es Indizes i, j, fiir die die Bedingung (3) der Definition 3.2 nicht erfiillt ist, so kann man
in der darstellenden Matrix A den Eintrag Aj; gleich Null setzen, ohne die Butlergruppe H
zu verindern. Die neue darstellende Matrix A" hat eine evtl. veriinderte Primteilermenge P'.
[terierte, abwechselnde Anwendung dieser Verkiirzungen fiithren zu einer Darstellung mit einer
darstellenden Matrix A und Primteilermenge P, so dass (2) und (3) der Definition 3.2 gelten.

Desweiteren ist die zu H gehorige darstellende Matrix A unzerlegbar (4), da die Butler-
gruppe H nach Voraussetzung unzerlegbar ist.

Angenommen fiir eine feste Primzahl p € P und ein festes C' € {Aq,..., Ay, By, ..., B}
und zugehérigem ¢ € {ay, .., an, b1, ..., b} sei nun AT (1) = u € Z\ {0}, laut Vorausset-
zung p-reduziert. Definiert man D := p“C und d := p “c sowie pj := p “)Aj;, dann
gilt Cc = Dd. Ersetzt man nun Cec¢ durch den Ausdruck Dd und fiihrt dies sukzessive
fiir alle Cc € {Ajay, ..., Apan, B1by, ..., Bgbg} durch, so ist (dy, ..., d,) eine neue Basis von V|
und man gelangt zu einer Darstellung von H C V mit Koeffizientenbereichen D - fiir diese
gilt A (1) = 0 - und neuen Koeffizienten fij;. Wiederholt man ausgehend von dieser Dar-
stellung in entsprechender Weise diese Schritte auch fiir alle restlichen Primzahlen aus P,
dann gelangt man sukzessive zu einer p-Summendarstellung von H, die alle gewiinschten
Eigenschaften hat. Durch die Umformungen, durch die im vorangegangenen Beweis die p-
Ho6hen der Einsen auf die gewiinschten Werte gebracht wurden, hat sich die Primteilermenge
womoglich nochmals verdndert. O

Bringt man eine p-reduzierte Butlergruppe H in Darstellung (1), wie im Beweis zu Lem-
ma 3.3 beschrieben, in p-Summendarstellung, so ist diese i.allg. nicht eindeutig. Die p-
Summendarstellung ist abhéngig von der Reihenfolge der Durchfiirung der einzelnen Schrit-
te (1) bis (3) beim Verkiirzen der Darstellung.
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4 Grundlegende Sachverhalte

Die nachfolgenden Kapitel werden zum Beweis einzelner Rechenschritte bendtigt und aus
Zwecken der Ubersichtlichkeit hier eingefiigt.

4.1 Durchschnitte rationaler Untergruppen

Definition 4.1 FEine Untergruppe U einer abelschen Gruppe, also insbesondere einer Butler-
gruppe H, wird genau dann rein genannt, wenn nH N U = nU fiir alle n > 0 gilt. Sei
H = Zle A;z; mit A; C Q eine Summendarstellung von H. Die A;x; heiflen darstellende
(rationale) Summanden. Sind alle in einer Darstellung von H auftretenden darstellenden
Summanden rein in H, so heifit diese Darstellung von H rein.

Um die Reinheit der Summen-Darstellung einer Butlergruppe zu untersuchen, werden ins-
besondere Elemente der Form ¢s € H mit ¢ € Q und s € {z;,y; | ¢ € [1,n],j € [1,7]}
untersucht. Anhand eines Koeffizientenvergleichs in (2) ist zu iiberpriifen, ob ¢ € A; bzw.
q € B; gilt. Dies ist dquivalent dazu, dass H N Qx; = A;x; bzw. H N Qy; = B,y; gilt.

Die folgenden Sitze werden fiir die Reinheitsbeweise in Kapitel 7 benotigt.

Lemma 4.2 Sei{A, A, D} eine Z-Kette rationaler Gruppen. Sei A € N mit x(A) N x*(1) = 0.
Seiena € A, a € A, 6,0 € D und g € Q. Dann haben die Gleichungen

¢ = a+d,
AN = a+é,
zur Folge, dass o € 7 gilt.

Beweis. Elimination von ¢ und Auflésen nach « liefert nach Bemerkung 2.3 (1) und (4),
dass o € Z gilt. O

Lemma 4.3 Sei {A, D} eine Z-Kette rationaler Gruppen. Sei X € N mit x(\) N xP(1) = 0.
Seien a,a0 € A, 0,0 € D und q € Q, p € Z\{0}, v € Z und sei v — u\ # 0. Sei
X — pA) N xP(1) = 0. Dann haben die Gleichungen

q = a+pud,
ANg = &—i—l/g,

zur Folge, dass 6 € 7 gilt.

Beweis. Elimination von ¢ ergibt wegen u # 0

6 = (p=2"v)y'(A\a-a)
e Dn(p—-A"v) (A 14 = 1z,

da {A, D} eine Z-Kette ist und x(\) N x?(1) = 0 gilt. O
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4.2 Bildung reiner Hiillen

Es gibt mehrere Methoden die reine Hiille von einzelnen Elementen ¢ einer Butlergruppe H
zu bestimmen, d.h. genauer den Koeffizienten-Bereich S C Q des Elements ¢, also Sc C, H,
zu bestimmen. Zuerst eine Methode, die spéter intensiv genutzt wird. Sei

n k
H = (@ Alaz) + Zijj
=1 j=1

die Summendarstellung von H der Form (1). Dann haben die Elemente in der reinen
Hiille (c)! von ¢ in H die Form gc mit ¢ € S. Man bestimmt die Menge S durch Ansatz von
gc in allgemeiner Basisdarstellung laut (2). Fiir die praktische Anwendung verweisen wir auf
die spéteren Reinheitsbeweise in Kapitel 7.

Eine weitere eher theoretische Moglichkeit ist gegeben durch die folgende Methode, die sich
gleichfalls anwenden lisst, vgl. Kapitel 18. Allerdings hat sich bei der spiteren Untersuchung
der Regulatorgruppe herausgestellt, dass gerade dort ein anderes Verfahren schneller zum
Erfolg fiihrt.

Definition 4.4 Sei M eine Teilmenge einer torsionsfreien abelschen Gruppe H. Dann ist
die reine Hiille (M)Y von M in H der Durchschnitt aller reinen Untergruppen von H, die M
enthalten. Also gilt (M) = HN (Y, ., Qn). Sei U eine Untergruppe einer torsionsfreien
abelschen Gruppe H. Dann gilt fiir die reine Hiille (U)X von U in H, dass (U)! = HNQU.

Die nachfolgenden Sétze wurden dem Manuskript von O. Mutzbauer [8] entnommen.

Definition 4.5 Sei A eine Butlergruppe mit Summendarstellung A = >"" | A;a;, mit Z C
A; € Q. Sei n eine natiirliche Zahl. Die Summendarstellung von A heif3t n-Darstellung, falls
hiti(1) € {0, oo} fiir alle Primzahlen p, die n teilen, und alle 4. Fiir ein a € A wird

a= zn:)\iai = Z)\iai; Ai € Q
=1

iel
eine (rationale) Darstellung des Elements a mit Triger I = {i € [1,n] | A\; # 0} genannt. Eine

Darstellung wird kanonisch genannt, falls alle \; € A; sind. Sie wird unabhdngig genannt,
falls die Menge {a; | i € I} linear unabhingig ist.

Bemerkung: Wenn Sa die reine Hiille von a in A ist, wobei Z C S C Q, dann gilt
offensichtlich

S = Z {ﬂ A; 'A; | alle kanonischen Darstellungen von a}

el

= Z {ﬂ A A; | alle Darstellungen von a} :

el

Sei @, = {% | a, b€ Z, b# 0, pteilt nicht b}.
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Lemma 4.6 Sei H ="  Q,a; eine Summendarstellung eines endlich erzeugten, d.h. frei-
en Q,-Moduls. Fir jedes von Null verschiedene Element a von H gibt es eine unabhingige
Darstellung a =Y., Nia;, so dass (N;c; A 'Qp) a rein in H ist.

Beweis. Sei eine kanonische Darstellung von a gegeben durch
a = Z i, (3)

wobei alle )\; € p"Q, sind und h > 0 maximal ist. Die Darstellung (3) zeigt, dass a teilbar
durch p" in H ist. Es habe a in (3) minimalen Triiger I in Bezug auf dieses h. Wenn
diese Darstellung schon unabhéngig ist, gibt es nichts mehr zu zeigen. Sei a = ) ._; p;a;
eine unabhingige Darstellung von a mit Tréger J, wobei J ganz in I enthalten ist. Sei [
die minimale nicht-negative ganze Zahl, so dass p'u; € Q, fiir alle i € J ist, d.h. pla =
>ics P uia; ist eine kanonische Darstellung von p'a und es gibt eine Einheit in der Menge
(o', ppi i € I}

Es gibt zwei Fille, nimlich [ > 0, dann ist eine Einheit unter den p'y;; oder [ = 0, dann gibt
es eine maximale nicht-negative ganze Zahl k, so dass p'y; € p*Q, fiir alle i € J. Wegen der
Minimalitidt von I und da J ganz in [ enthalten ist, gilt fiir den zweiten Fall, dass k& < h ist.
Nun wird der erste Fall betrachtet, d.h. [ > 0, und 4y € J mit p'u;, sei eine Einheit. Da
Niy = €p'i,, wobei € € p"Q,, kann der Summand ); a;, der kanonischen Darstellung (3)
annulliert werden, indem das e-fache der unabhiingigen Darstellung von p'a mit Triger .J von
Aio @i, subtrahiert wird. Dies fiihrt zur Darstellung

a=(1- epl)’1 Z (A — epluz-)ai,

i0ZIES

wobei \; — ep'p; € p"Q,, und 1 — ep! eine Einheit ist. Dies widerspricht der Minimalitét
von [.

Nun betrachtet man den zweiten Fall, [ = 0 und k < h. Sei iy € J mit pu;, € p*Q,\p" "' Q,.
Da )i, = €/;,, wobei ¢ € p"~*Q,, d.h. ¢ ist keine Einheit, kann der Summand \;,a;, der
Darstellung (3) annulliert werden, indem das e-fache der unabhéngigen Darstellung von a
mit Trager J von A; a;, subtrahiert wird. Dies fiihrt zu der Darstellung

a=(1—¢7" Z (N — €pi)ay,
i0ZiES
wobei \; —ep; € p"Q,, und 1—e eine Einheit ist. Dies widerspricht wiederum der Minimalitét

von I, und damit ist das Lemma bewiesen. O

Theorem 4.7 Sei A =" | Aa; eine Summendarstellung der Butlergruppe. Dann ist Sa
die reine Hiille von a in A, wobei gilt:

S = Z {ﬂ A; ' A; | alle unabhiingigen Darstellungen von a} .

el
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Beweis.  Sei R die Summe rechts vom Gleichheitszeichen. Man kann annehmen, dass
Z C A; C Q fiir alle ¢ gilt. Zweifellos gilt R C S, nach Definition 4.5. Es geniigt zu zeigen:
Falls es eine kanonische Darstellung von a gibt, die die Teilbarkeit von a durch eine Potenz
von p bestimmt, dann gibt es eine unabhingige Darstellung von a, die die Teilbarkeit von a
durch mindestens die gleiche Potenz von p bestimmt. Also kann man sich mit dem p-lokalen
Fall beschéftigen, d.h. man tensoriert A mit @, und erhélt

H = QpA = ZQpA,al
=1

Da die Divisibilitdt von Elementen nicht von der speziellen Wahl der Elemente a; inner-
halb A;a; abhéngt, kann man annehmen, dass man mit einer p-Darstellung von A anfingt,
d.h. Q, A; ist entweder Q, oder Q. Zweifellos sind die Elemente von A, die in dem p-divisiblen
Teil von H enthalten sind, p-divisibel. Fiir alle anderen Elemente schrinkt der divisible Teil
von H nicht die p-Divisibilitit ein. Also kann man annehmen, dass A p-reduziert ist, d.h. H
ist ein freier Q,-Modul. Wegen Lemma 4.6 ist Ra fiir alle Primzahlen p-rein in A, und dies
liefert schliellich R = S, wie gewiinscht. O

4.3 Briicken

Satz 4.8 Sei G eine fast vollstindig zerlegbare Gruppe des Ranges 2 mit requlierender Un-
tergruppe A @® B C G. Dann gilt: G/(A @ B) ist endlich zyklisch.

Beweis. Nach dem I[somorphiesatz gilt:
G/(A® B)= (G/A)/((A® B)/A).

Da A rein in G ist, folgt, dass G/A eine rationale Gruppe ist, d.h. G/A ist lokal zyklisch.
Also ist auch der Faktor G/(A & B) lokal zyklisch. Da G/(A & B) zusitzlich endlich ist,
folgt: G/(A @ B) ist endlich zyklisch. O

Definition 4.9 Sei H = (@), Az-ai)+2§:1 Bjb; C @7, Qa; eine reine p-Summendarstellung
einer Butlergruppe. Dann heiflen A und A; endlich tiberbrickt, wenn

<ak7 al>f 7£ Akak D Alal.

D.h. insbesondere {(ay, a;)% / (Arar @ Aja) ist endlich zyklisch. Somit existiert genau ein Paar
()\, /L) € Z2, mit ()\ak + ,ual>f ¢ Akak D Alal, wobei Ak N Al = <)\CL1 + ,ua2>*H.

4.4 Alternative Darstellungen von Summen

Die folgenden Sitze werden fiir die Bestimmung der Typenuntergruppen benotigt. Da dies
die Grundlage der Arbeit ist, nicht aber das eigentlich zu behandelnde Thema, werden sie
u.a. von S. Lehrmann und O. Mutzbauer [5] {ibernommen.
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Lemma 4.10 [5] Sei A eine rationale Gruppe mit 1 € A C Q, fiir eine Primzahl p. Dann
gilt A = (pA,1).

Beweis. Sowieso ist (pA,1) C A. Sei nun o = £ ein beliebiges Element aus A mit
a1,y € Z, as # 0 und ggT(p, ae) = 1. Nach Bézout gibt es dann [y, ly € Z mit [ip+lyae = 1,
so dass a = (I1p + lean) v = l1pa + Iy € (pA, 1) ist. Also gilt auch A C (pA, 1). O

Korollar 4.11 [5] Fiir eine Primzahl p und eine rationale Gruppe A C Q, gilt (4,1) =
(pA, 1).

Das folgende Lemma wird fiir den Beweis von Lemma 4.13 und fiir die Bestimmung von
regulierenden Untergruppen einer Butlergruppe verwendet.

Lemma 4.12 [5] Sei A eine rationale Gruppe, und sei G = A(a + b) + S eine torsionsfreie
abelsche Gruppe mit Untergruppe S und Ab C S. Dann ist G = Aa + S.

Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus

G = Ala+b)+S <C Aa+ _Ab+S = Aa+S
cSs
= A(la+b—-0)+S <C Ala+bd)+ Ab +S = Ala+b)+S
cS
= G. 0O

Das néchste Lemma wird bei der Bestimmung von Typen-Komplementen einer Butlergruppe
benutzt und ist dort ein Kriterium fiir die Vollsténdigkeit bei der Konstruktion von regulie-
renden Untergruppen.

Lemma 4.13 [6] Fiir § € Q und rationale Gruppen A und B ist Aa ® Bb = A(a+ (3b) ® Bb
genau dann, wenn AfS C B ist.

Beweis. Aa®Bb = A(a+pb)®Bb impliziert Afb = A(a+pb—a) C A(a+5b)+Aa C Aa®BD.
Also ist ABb C Bb und damit A C B. Die Umkehrung gilt nach Lemma 4.12. O

Fiir die Bestimmung der regulierenden Untergruppen werden die folgenden Sétze benétigt.

Lemma 4.14 [5] Sei A eine rationale Gruppe, und sei § € Q. Sei G = A(a + b) + S eine
torsionsfreie abelsche Gruppe mit Untergruppe S und sei p eine Primzahl mit 5 € Q, und
ABpb C S. Dann existiert ein k € Z, so dass gilt G = A(a + kb) + S.

Beweis. Wegen 3 € Q, gibt es 31,02 € Z, f, # 0 mit § = % und ggT(p, f2) = 1. Nach
Bézout lassen sich [y, [y € Z wieder so wihlen, dass die Gleichung lyp + l53; = 1 erfiillt ist.
Setzt man nun k = ly5; € Z, so erhélt man § = (lip+1232)0 = LipB+ 16 = lipB+k. Damit
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folgt nun

G = A(a+p0b)+ S
= Ala+ULppb+kb)+S < Ala+kb)+ ABpb+S
N——

cS

= A(a+kb)+ S

= A(a+pb—ULppb)+S C A(a+ pb) + ABpb+S
~—
(@)

= Ala+pb)+S = G

mit Gleichheit, und die Behauptung ist gezeigt. O

Lemma 4.15 [5] Sei A eine rationale Gruppe mit A C Q, fiir eine Primzahl p. Sei G =
A(a+b)+ S eine torsionsfreie abelsche Gruppe mit Untergruppe S, Apb C Sund a+b € S.
Dann ist G = Apa + S.

Beweis. Sowieso gilt Ap(a + b) C Apa + Apb C Apa + S. Mit Korollar 4.11 folgt damit

G = Ala+b)+S = (Ala+b),a+b +S
N——
€s
= (AD@+h)+8 I Ap e +b) + S
= (Ap(a+0b),a+b+S C Apa+S
CApa+S €S
= Alpla+0b) —pbj+S <C A(a+0b)+ Apb+S
S
C

= A(a+b)+S = G.

Also gilt die behauptete Gleichheit. O

4.5 Durchschnitt fast gleicher Untergruppen

Lemma 4.16 Sei Aa + S = G eine torsionsfreie abelsche Gruppe mit A C Q. Sei pAb C S
fir p € N. Dann gilt pa € A(a+b) + S.

Beweis. Offensichtlich gilt pa € pAa = pA(a+b—0b) C pA(a+b)+pAb C pAla+b)+S C
Ala+b) +S. O

Lemma 4.17 und Lemma 4.18 vereinfachen die Berechnung des Regulators einer Butlergruppe,
wenn dabei der Schnitt aller regulierenden Untergruppen zu bilden ist.

Lemma 4.17 [5] Sei A eine rationale Gruppe mit 1 € A. Sei G = ({A(a + kb) + S | k € Z}
der Schnitt von torsionsfreien abelschen Gruppen mit Untergruppe S. Fiir eine Primzahl p
gelte Apb C S, und es gebe ein | € Z prim zu p mit b ¢ A(a+1b)+S. Dann ist G = Apa+S.
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Beweis. Fiir jedes k € Z gilt
Apa+S = Alp(a+ kb) — pkb] + S
C Ap(a+ kb) + Apb +S
~—

cSs

C A(a+kb)+S.

Also ist Apa + S C ({A(a+kb)+ S |k € Z} = G. Andererseits gilt mit & = 0 sowieso
G C Aa+ S und damit Apa+S C G C Aa+ S. Nimmt man nun an, dass G = Aa + S
ist, so folgt Aa + S C A(a + kb) + S fiir alle £ € Z. Daraus erhilt man fiir £ = [ aber
Ib=(a+1b)—aec A(a+1b) + Aa C A(a + 1b) + S. Nach Bézout gilt wegen ggT(l,p) =1
und pb € S auch b € A(a+1b) +S im Widerspruch zur Voraussetzung. Also ist G C Aa + S
und damit G = Apa + S. O

Lemma 4.18 Sei V' ein Q-Vektorraum mit linear unabhdingigen Elementen a,b € V. Sei
S C V eine Untergruppe und V = Qa & Qb & QS. Seien g,h € QS mit o(g + S) = n und
o(h+S) =m, wobei Qg NS = Fg und Qh NS = Lh. Seien A, B C Q rationale Gruppen.
Dann gilt:

(Ala+g)®mBb®d S)N (nAa® B(b+h)®S) = (RANF)a® (mBNLbd S
Beweis.

mANF)a+S = (mANF)[(a+g)—g]+S
C mMANF)(a+g)+ nANF)g+S

cS

= mANF)la+g)+S
A
C

C Ala+g)+5S.

Daraus folgt (nAN F)a+ (mBNL)b+ S C A(a+ g) +mBb+ S. Analog folgt aus Symme-
triegriinden (nANF)a+ (mBNL)b+S CnAa+ B(b+h)+S. Alsoist (A(a+g) ® mBb®
S)N(nAa® B(b+h)® S) D (nANF)a® (mBNL)b& S. Andererseits gilt fiir Elemente
aus der Schnittgruppe, also «, & € A, 3, BeBund s, €8, dass

a(a+ g) +mpBb+ s = nda+ B(b+h) + 4.
Durch Umsortieren nach Basiselementen erhilt man
(a—nd)a+ (mB—PBb=s—$+h—ag € QSN (Qu®Qb) =0.
Ein Koeffizientenvergleich liefert
a=nd € nA (4)
f=mpemB (5)
Bh+ag=5—s€eS YW w—ndenAnF (6)
(7)
(8)

(:6; age MANF)gC FgC S

Qb mpemBnL
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Also folgt mit (6), (7) und (8)
ala+g)+mpBb+s=aa+ag+mpBb+s € (MANF)a® (mBNL)bDS.

Somit ist (A(a+g) ®mBb® S)N (nAa® B(b+h)® S) C (RANF)a® (mBNL)b® S und
insgesamt folgt die Gleichheit. O
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5 Reinheitskriterien fiir Summen-Darstellungen

In diesem Kapitel wird gezeigt, dass man anhand von einigen Kriterien erkennen kann, ob es
sich um eine reine Darstellung einer Butlergruppe handelt.

5.1 Kriterien fiir eine reine Darstellung einer Butlergruppe

Definition 5.1 Sei n € N. Sei A = (A44,..., 4,) eine Folge rationaler Gruppen, die Z
enthalten. Sei d = (dy,...,d,) ein n-Tupel ganzer Zahlen d;. Eine zweielementige Teilmenge
(I,m) von {1, ...,n} heiit Pivotindezpaar von d bzgl. A, wenn d; # 0, d,,, # 0 und A;NA,, = Z.
Sei p eine Primzahl. Das Paar (d, d') mit zwei n-Tupel d, d' ganzer Zahlen heifit p-verschrdnkt

dy dp,
bzgl. des Pivotindexpaares (I, m) der Zeile d, wenn die (2 x 2)-Untermatrix U = ( d; 7 )

der (2 x n)-Matrix ( ;l, ) die Form

U:<u 7éo)oder:<7é0 u)

* * * *

hat mit p { v und det U # 0. Dabei steht ein Eintrag * fiir ein beliebiges Element. Die
j-te Zeile (d); einer ganzzahligen (k x n)-Matrix heifit p-verschrdinkt eingebettet bzgl. des
Pivotindexpaares (I, m), wenn die j-te Zeile p-verschrénkt ist mit jeder anderen Zeile bzgl.
des Pivotindexpaares (I, m). Eine Matrix, deren Zeilen alle p-verschriinkt eingebettet sind,
heifdt total-verschrainkt.

Definition 5.2 Eine Butlergruppe mit p-Summendarstellung heifit Stern-Gruppe, wenn die
Gruppenfolgen (A;, By, ..., B) fiir alle i € [1,n| Z-Ketten sind. Man schreibt *-Gruppe. Eine
x-Gruppe heifit Diamant-Gruppe, man schreibt $-Gruppe, wenn die zugehorige darstellende
Matrix in jeder Zeile mindestens zwei Eintriige # 0 besitzt und fiir alle j € [1, k| zwei ver-
schiedene [; existieren mit [;,, [;, € [1,n], so dass d;;, # 0 und dj;, # 0 und A, N A, = Z gilt.
Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn die darstellende Matrix total-verschrinkt ist. Des-
halb gilt fiir $-Gruppen, dass die Gruppenfolge (A;, A, By, ..., By) fiir jedes Pivotindexpaar
(I,m) eine Z-Kette ist.

Die Eigenschaft der Total-Verschrénktheit ldsst sich bei schwach besetzten darstellenden Ma-
trizen am leichtesten nach einer Doppelordnung der darstellenden Matrix iiberpriifen, da die
zu betrachtenden Untermatrizen entlang der Diagonalen der doppelgeordneten darstellenden
Matrix liegen. Multipliziert man eine darstellende Matrix von links bzw. rechts mit Permu-
tationsmatrizen, so entspricht dies einer Umindizierung der Elemente des abhingigen bzw.
des unabhéngigen Teils der Darstellung einer Butlergruppe. Bei der Spaltenpermutation
muss man auch die Typen permutieren. Somit darf man also darstellende Matrizen doppel-
ordnen. Ferner ist es moglich, auf darstellende Matrizen das Gauf3-Verfahren anzuwenden
um Abhéngigkeiten sichtbar zu machen, jedoch darf man nicht das iiber Kérpern bekannte
Gauf3-Verfahren verwenden, sondern nur ein modifiziertes.
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Satz 5.3 Fir eine Primzahl p und n,k € N mit n > 2 seien Z C Ay, ..., Ap, By,..., By C
Q,. Sei H C @, Qa; eine {-Gruppe mit p-Summendarstellung der Form wie in (1) und
zugehoriger darstellender Matriz A bzgl. der Summenbasis (ay, ..., ay, by, ..., bx) mit Eintrdgen
Aji € {0,£1, £p}. Die Darstellung von H ist rein, wenn A total-verschrankt ist.

Beweis. Nach Bemerkung 3.1 ist die darstellende Matrix A 0.B.d.A. clipped. Fiir jedes
Element qc € H, mit ¢ € {ay, ..., a,,b1,...,b} und ¢ € Q, erhilt man eine allgemeine Basis-
Darstellung der Form:

n

k
qc = Z (Oéi + Z)\ﬂﬁj> a;
j=1

=1

mit o; € A; fiir i € [1,n] und B; € B; fir j € [1,k]. Fiir den Beweis sind die Félle
c € {ay,...,a,} und ¢ € {by, ..., b} getrennt zu betrachten, d.h. man unterscheidet, ob ¢ ein
Element des unabhingigen oder des abhéngigen Teils der Summenbasis (ay, ..., Gp, b1, ..., bg)
ist.

(1) Es wird gezeigt, dass Aas, fiir jede Spalte s € [1, n], eine reine Untergruppe von H ist:

Betrachtet man die s-Spalte von A, genauer gesagt deren Eintrige \;; € {0,+1, £p},
so findet man zu jedem Eintrag A\,s # 0, also Ay € {£1, £p}, in der zugehorigen h-
Zeile von A einen weiteren Eintrag \,; # 0, also Ay, € {£1, £p}, da die darstellende
Matrix A in jeder Zeile mindestens zwei Eintrége \;; # 0, also Aj; € {£1, £p}, besitzt.
Letzteres folgt, da H in p-Summendarstellung vorliegt. Nun betrachtet man die zum
Eintrag M\, gehorige t-Spalte von A. Ein Vergleich der Koeffizienten am Element a;,
wobei t # s, liefert:

k
0 = o+ At B;

j=1
und mit Bemerkung 2.3 (1) folgt, dass 3, € Z, fiir jedes \y; # 0 und h € [1,k].
Bemerkung 2.3 (1) kann angewendet werden, da B, C Q, und da eine Zerlegung der
Summe Z?Zl Aji8; moglich ist und da die Gruppenfolge (A;, By, ..., By) fiir t € [1,n]
eine Z-Kette ist. Letzteres gilt, da H nach Voraussetzung eine {-Gruppe ist und
Teilmengen von Z-Ketten wieder Z-Ketten sind.

Da eine Zerlegung der Summe Z?Zl AjsB; moglich ist und da wie eben gezeigt 8, € Z,
fiir jedes A\py # 0 und h € [1, k], liefert ein Koeffizientenvergleich am Element a fiir
jedes \j; € {£1,£p}, dass

k
g=os+ Y Ny € A +Z=A,
7=1

gilt. Also erhidlt man insgesamt H N Qa; = Ajas, fiir jedes s € [1,n], und damit sind
Aijaq, ..., Apa, reine Untergruppen von H.
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(2) Es wird gezeigt, dass B,b,,, fiir jede Zeile w € [1, k], eine reine Untergruppe von H ist:

(a) Hierzu vergleicht man die Koeffizienten an jeweils zwei verschiedenen Elementen a;
mit ¢ € [1,n]. Ein Vergleich der Koeffizienten an den Elementen q; und a,, liefert:

i
Aot = i+ Y Aif;
j=1

k
)\wmq = Oon+ Z )\jmﬂj
j=1

Nach evtl. Umordnung der a; mit i € [1,n] sei 0.B.d.A. A\, € {£1} und Ay, €
{1, +p}, da die darstellende Matrix A in jeder Zeile mindestens zwei derartige
Eintrige besitzt. Letzteres folgt, da H in p-Summendarstellung vorliegt. Da (I, m)
ein Pivotindexpaar der w-ten Zeile ist und H insbesondere eine x-Gruppe ist, ist
{A;, Apn, B1, ..., B} eine Z-Kette. Da auflerdem eine Zerlegung der Summen
Z?ﬂ A3 und Z?Zl Ajmf3; moglich ist, ist Lemma 4.2 anwendbar und es folgt,
dass o € Z gilt.

(b) Da die darstellende Matrix A nach Voraussetzung total-verschréinkt ist, ist die
w-te Zeile p-verschrinkt eingebettet bzgl. des Pivotindexpaares (I, m). Nach evtl.
Umordnung der a; mit ¢ € [1,n] gilt, dass 0.B.d.A. A\, € {£1} und A, €
{1, £p} ist und dass Aypm — ApmAy # 0 ist. Mit Lemma 4.3 folgt, falls A\, # 0,
dass (3, € Z gilt. Lemma 4.3 ist anwendbar, da eine Zerlegung der Summen
S AnB; und S5 N85 moglich st und da {A;, A, By, ..., B} eine Z-Kette
ist. Letzteres folgt wieder, da H insbesondere eine *-Gruppe ist und (I,m) ein
Pivotindexpaar. Da v € [1, k| beliebig ist, ist 5, € Z fiir jedes v € [1, k], falls
Aot 7 0, und somit gilt fiir j # w, dass Z?Zl NjiBj € Z ist.

Insgesamt gilt also

k
¢ = Mo+ Bu+ A0 | DD
—
jw
€ Z+B,+7=B8B,,

so dass man H N Qb,, = By b, erhilt. Folglich ist Byb,, fiir jede Zeile w € [1, k], eine
reine Untergruppe von H. H

5.2 Anwendung der Reinheitskriterien

Einer Butlergruppe der Form H = Zle Asa;, mit A; C Q, kann immer eine Matrix als
darstellende Matrix zugeordnet werden. Diese Matrix muss nicht vollen Rang und keine
bestimmte Form haben; trotzdem konnen eine Darstellung und sogar eine reine Darstellung
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vorliegen. Die Eigenschaft der Total-Verschrinktheit der darstellenden Matrix ldsst keine
Riickschliisse auf den Rang der darstellenden Matrix oder deren Form zu.

Nun wird gezeigt, dass es eine Butlergruppe gibt, deren Darstellung rein ist, obwohl ihre
darstellende Matrix nicht total verschrinkt ist.

Situation: Sei p eine Primzahl und seien Z C A4; C Q, fiir 1 < ¢ < 6. Die relativen
Inklusionen dieser rationalen Gruppen seien durch das folgende Hassediagramm beschrieben.

A, A . Ag

Sei die Butlergruppe G definiert als

G = A1a1 + AQGQ + A3a3 + A4CL4 + A5(a1 + (03] —|—pa3 + CL4) + Ag(pag + 04)
C Qa; @...0Qay.

Fiir jedes Element qg € G mit ¢ € Q erhdlt man durch Umsortieren nach Basiselementen
eine Darstellung der Form

q9 = (aq+as)a; + (ag + as)as + (a3 + pas + pag)as + (o + as + ag)ay

mit oy € Ay, ... ,a5 € Ag. Dem Element ¢g wird ein lineares Gleichungssystem mit Kon-
stantenspalte (k,[, m,n) zugeordnet

k' = o+ as

Qg + a5
m = a3+ pas+ pag
n = o4+ a5+ og.

Immer dann, wenn aus Bedingungen fiir die Konstantenspalte gefolgert wird, wird Bemer-
kung 2.3 (1) und (4) verwendet. Wir sind nur interessiert an Losungen in {A,, ..., Ag}, gemiB
der Inklusionen des obigen Hassediagramms.

Die Reinheit der Darstellung der Butlergruppe G ist zu beweisen und somit ist die Reinheit
aller in der Darstellung von GG auftretenden darstellenden Summanden zu zeigen.

Lemma 5.4 Der unabhdingige Teil der Darstellung von G st rein.

Beweis. Es wird gezeigt, dass Aja; eine reine Untergruppe von G ist. Fiir die Konstan-
tenspalte gilt [ = 0 und somit folgt a5 € Z. Also folgt durch Koeffizientenvergleich am
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Element a;, dass ¢ = a; + a5 € Ay +7Z = Ay, so dass man insgesamt G N Qa; = A;a; erhilt.

Es wird gezeigt, dass Asay eine reine Untergruppe von G ist. Fiir die Konstantenspalte gilt
k = 0 und somit folgt a; € Z. Also folgt durch Koeffizientenvergleich am Element a,, dass
qg=as+ as € Ay +7Z = Ay, so dass man insgesamt G N Qay = Asas erhiilt.

Es wird gezeigt, dass Asas eine reine Untergruppe von G ist. Fiir die Konstantenspalte gilt
n = 0 und somit folgt a5 + ag € Z. Also folgt durch Koeffizientenvergleich am Element a3,
dass ¢ = a3 + pas + pag € A3 + Z = Az, so dass man insgesamt G N Qas = Azas erhilt.

Es wird gezeigt, dass Aja4 eine reine Untergruppe von G ist. Fiir die Konstantenspalte gilt
m = 0 und somit folgt a5 + ag € Z. Also folgt durch Koeffizientenvergleich am Element a,,
dass ¢ = ay + a5 + ag € Ay + Z = Ay, so dass man insgesamt G N Qay = Ajaq erhélt. O

Lemma 5.5 Der abhingige Teil der Darstellung von G ist rein.

Beweis. Es wird gezeigt, dass As(a; + as + pas + a4) eine reine Untergruppe von G
ist. Ein Vergleich der Koeffizienten an den Elementen a; und a, liefert, dass ¢ = a; + as
und ¢ = @y + a5. Zusammen mit Lemma 4.2 folgt, dass oy € Z. Somit gilt fiir den
Koeffizientenvergleich am Element ay, dass ¢ = a3 + a5 € Z + A5 = As, so dass man
insgesamt G N Q(ay + ag + pas + ay) = As(ay + as + paz + ay) erhilt.

Es wird gezeigt, dass Ag(pas + a4) eine reine Untergruppe von G ist. Ein Vergleich der
Koeffizienten an den Elementen as und aq4 liefert, dass ¢ = p~lasz+as+0og und ¢ = ay+o5+0g.
Zusammen mit Lemma 4.2 folgt, dass ay € Z. Fiir die Konstantenspalte gilt [ = 0 und somit
folgt a5 € Z. Somit gilt fiir den Koeffizientenvergleich am Element a4, dass ¢ = ay+as+ag €
Z+ 7 + Ag = Ag, so dass man insgesamt G N Q(pas + ayg) = Ag(pas + a4) erhilt. O

Proposition 5.6 FEs gibt eine Butlergruppe, deren Darstellung rein ist, obwohl ihre darstel-
lende Matriz nicht total verschrdnkt ist.

Beweis. Die darstellende Matrix A von G hat bzgl. der Summenbasis (ay, ..., ag) die Form:

11 1
A= b
0 0 p 1
Die darstellende Matrix ist nicht total verschrankt. Ferner ist nach obigen Lemmas die Dar-
stellung von G rein. O

Dieses komplexe Themengebiet vollstéindig zu behandeln, wird noch Aufgabe weiterer For-
schungsarbeit sein. Mehr zu diesem Thema ist u.a. in der Arbeit von S. Rieder [9] zu finden.
Die Eigenschaft der totalen Verschrinktheit einer darstellenden Matrix wird in der weiteren
Arbeit nicht mehr verwendet.
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6 Die Regulatorgruppe

Es wird ein Beispiel einer Butlergruppe angegeben, von dem schrittweise nachgewiesen wird,
dass es Rang 3n + 1 mit einer kritischen Typenmenge der Michtigkeit 4n + 1 hat und eine
Regulatorkette der genauen Linge n, mit n > 0, besitzt.

6.1 Definition

Definition 6.1 Sei n € Ny und sei p eine Primzahl. Seien Z C A;, B;, X;, Y; C Q,, jeweils
fiir die entsprechende Indexmenge. Die relativen Inklusionen dieser rationalen Gruppen seien
durch das folgende Hassediagramm beschrieben.

Hiille L A, B,

Giirtel M

Kern N

7

Dann heifit S, = {4;, B;, X;, Y;} mit rationalen Gruppen, gem#f der Inklusionen dieses Has-
sediagramms, p-Regulatorsystem fiir k und n und wird kurz Regulatorsystem genannt.
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Definition 6.2 Seien n € Ny und k& € Ny mit 0 < & < n und sei p prim. Sei {4;, B;, X;,Y;}
ein Regulatorsystem fiir £ und n. Dann heifit die Butlergruppe H*, definiert als

H* = H(S, k,n)

K K k-1 k-1
= > P A+ ) p B+ p X0+ ai + i) + Y0 V(b — ci)
i=0 i=1 i=0 i=0
n n n—1 n—1
+ ) A+ Y Bibi+ > Xiai + a1 + cipr) + Y Vilbigr — ciga) (9)
i=k+1 i—k+1 ik ik
n n
¢ PuwaP @ieQy
i=0 i=1

eine p-Regulatorgruppe fiir k und n, zum obigen Regulatorsystem. H* wird kurz Regulator-
gruppe genannt. Eine Regulatorgruppe H(S,,k,n) wird mit H* bezeichnet, da S, und n
fest sind. L = (a;,bpa,y |0 <i<k—1,1<1<k—1¥" heiBt Kern von H* und
M = {(ag, b)) 2" Giirtel von H*, sowie N = (a;, by, ai,y | k+1<i<nk <l <n—1H
Hiille von H*.

6.2 Situation

Bemerkung: In dieser Arbeit wird gezeigt, dass H" = H(S,, n,n) eine Butlergruppe ist mit
einer Regulatorkette der Linge n und iterierten Regulatoren R"*(H*) = H(S,, k,n), mit
den hilfreichen Notationen R*(H™) = H" und R'(H" ') = R(H" ).

Situation: Sei H* eine Regulatorgruppe. Dann erhilt man fiir jedes Element h € H* durch
Umsortieren nach Basiselementen eine Darstellung der Form

k k k
ho= > P Upoi+ &1+ p&)a + Y p T B+ vis)bi + Y p T (G — v
i—0 i—1 i—1
+ Z (i + &+ &)ai + Z (Bi + vi1)b; + Z (&1 —vil1)e (10)
i=k+1 i=k+1 i=k+1

mit der hilfreichen Notation {1 = &, = 0, mit o; € A;, §; € B;, & € X, v; € Y}, jeweils fiir die
entsprechende Indexmenge. Diese Gleichung heif3t allgemeine Basis-Darstellung des Elements
h € H bzgl. des unabhéngigen Teils der Summenbasis (ag, ... , @y, b1,... by, ¢1, ... ,¢,). Dem
Kern mit Giirtel einer Regulatorgruppe H(S,, k,n) wird ebenfalls ein lineares Gleichungssy-
stem zugeordnet

T = pzifkfl(Pai +&§io1 +p&) mit i€ [0, ],
s; = PR YpB 4 vily) mit i € [1,k],
t;, = piikil(&;l — Uifl) mit ¢ € [1, k],



6 DIE REGULATORGRUPPE 24

mit der hilfreichen Notation £_; = 0. Der Hiille einer Regulatorgruppe H(S,, k,n) wird ein
lineares Gleichungssystem zugeordnet

r, = ai+€i71+§i mit ¢ € [k—i—l,n],
si = [Bi+uvi mit i € [k+1,n),
ti = &_1—wvi_y  mit i€[k+1,n],

mit der hilfreichen Notation &, = 0, mit o; € A;, 8; € B;, & € X;, v; € Y;. Dieses System mit
Konstantenspalte (r;, s;, t;) heiBt Koeffizientensystem fir S, und k sowie n. Stillschweigend
sind fiir S, und £ sowie n die Voraussetzungen wie fiir Regulatorgruppen angenommen. Wir
sind nur interessiert an Losungen im Regulatorsystem S,, d.h. a; € A;, 3; € B;, & € X;,
v; €Y.

Bemerkung: Die darstellende Matrix A = (\;;) von H hat bzgl. der Summenbasis (ao, ..., @y,
b1y .oy b, €1y vy &) die Form

ag oo .- an|b1 bn|cl .o Cp
Xo * * 0 *
: 0
A= Xn-1 | O * * *
Yo * —x%
: 0
Yn—l * —%

und ist vom Format (2n,3n + 1). Dabei steht ein Eintrag « fiir ein beliebiges Element echt
grofler Null und ein Eintrag -x fiir ein beliebiges Element echt kleiner Null. Dies ist eine
grobe Darstellung der Kopplungen von Parametern.

Die Sétze fiir ein Koeffizientensystem bendtigt man zum Beweis der Reinheit der Darstellung
einer Regulatorgruppe H*. Immer dann, wenn aus Bedingungen fiir die Konstantenspalte
gefolgert wird, wird Bemerkung 2.3 (1) und (4) verwendet.

Lemma 6.3 Sei ein Koeffizientensystem fir S,, k, n gegeben. Wenn fir die Konstanten-

spalte qilt t1 = ... = t, = 0, dann folgt &, ..., n—1 € Z und vy, ..., v,—1 € Z fiir Losungen im
Regulatorsystem.

Beweis. Aust; =...=1t, =0 folgt & | —v; 1 = 0 fiir jedes i € [1,n] und somit gilt §; € Z
und v; € Z fiir alle i € [0,n — 1]. O

Lemma 6.4 Sei ein Koeffizientensystem fir S,, k, n gegeben. Wenn fir die Konstanten-
spalte gilt s; = t; = 0 fir i € [1,k], dann folgt &_1 € pZ fiir Lésungen im Regulatorsystem.

Beweis. Aus s; =0 mit i € [1, k] folgt p3; — v; 1 = 0 und somit gilt v; | € pZ. Aust; =0
mit ¢ € [1, k| folgt & 1 — v; 1 = 0 und somit gilt insgesamt & | € pZ. O
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Lemma 6.5 Sei ein Koeffizientensystem fir S,, k, n gegeben. Wenn fir die Konstanten-
spalte gilt r; = t; = 0 fir i € [1,k|, dann folgt v; | € pZ fir Losungen im Regulatorsystem.

Beweis. Aus r; = 0 folgt pa; + &_1 + p& = 0 und somit gilt &_; € pZ. Aus t; = 0 mit
i € [1,k] folgt &_1 — v;_1 = 0 und somit gilt insgesamt v; | € pZ. O
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7 Reine Darstellung von H*

Die Reinheit einer Darstellung ist notwendig fiir die Bildung von Typen-Komplementen, mit
denen regulierende Untergruppen und der Regulator bestimmt werden kénnen. Die Reinheit
der Darstellung der Regulatorgruppe H* ist zu beweisen und somit ist die Reinheit aller in
der Darstellung von H* auftretenden darstellenden Summanden zu zeigen.

Proposition 7.1 Der unabhdingige Teil der Darstellung des Kerns mit Giirtel einer Regula-
torgruppe H* ist rein.

Beweis.

Es wird gezeigt, dass A;p' *a; fiir i € [0,k] reine Untergruppen von H* sind. Fiir die
Konstantenspalte gilt u.a. sy = ... = s = 0 und t; = ... = ¢, = 0. Nach Lemma 6.4 ist
& 1 € pZ fiir i € [0,k]. Also folgt durch Koeffizientenvergleich am Element p* *a;, dass
g=o;+p &1+ & €A +Z+ 7 = A;, so dass man insgesamt H* N Qa; = A;p'*a; erhilt.

Es wird gezeigt, dass B;p~*b; fiir i € [1, k] reine Untergruppen von H* sind. Fiir die Kon-
stantenspalte gilt v.a. ry = ... = r, = 0 und t; = ... = t, = 0. Nach Lemma 6.5 ist
v;_y € pZ fiir i € [1,k]. Also folgt durch Koeffizientenvergleich am Element p* *b;, dass
q=Bi+p v € B; +7Z = B;, so dass man insgesamt H* N Qb; = B;p' *b; erhilt. O

Proposition 7.2 Der abhingige Teil der Darstellung des Kerns mit Girtel einer Regulator-
gruppe H* ist rein.

Beweis. Es wird gezeigt, dass X;p"*(a; + a;j 11 + c;11) fiir i € [0, k — 1] reine Untergruppen
von H* sind. Ein Vergleich der Koeffizienten an den Elementen p*~*a;,, und p**¢;, liefert
fiir i € [0,k — 1], dass ¢ = pajp1 + & + p&iyr und ¢ = & — v;. Zusammen mit Lemma 4.2
folgt, dass v; € Z fiir i € [0,k — 1]. Also gilt fiir den Koeffizientenvergleich am Element
pFe;, dass ¢ = & +v; € X; +Z = X;, so dass man insgesamt H* N Q(a; + a;y1 + cip1) =
Xip=*(a; + a; 11 + ¢ipy) fiir @ € [0,k — 1] erhiilt.

Es wird gezeigt, dass Y;p* *(b;;1 — ;1) fiir i € [0, k— 1] reine Untergruppen von H* sind. Ein
Vergleich der Koeffizienten an den Elementen p* *b;,; und p' *c¢;; liefert fiir i € [0,k — 1],
dass ¢ = pBiy1 +v; und —q = & — v;. Zusammen mit Lemma 4.2 folgt, dass & € Z fiir
i € [0,k —1]. Also gilt fiir den Koeffizientenverleich am Element p*=%¢;,,, dass ¢ = & — v; €
Z+Y; =Yj, so dass man insgesamt H¥ NQ(bjy1 — cip1) = Yip"*(biy1 — ciyr) fiir i € [0,k — 1]
erhélt. O

Proposition 7.3 Der unabhingige Teil der Darstellung der Hiille einer Regulatorgruppe H*
18t rein.

Beweis. Fiir die Konstantenspalte gilt u.a. t;, = ... = t, = 0. Nach Lemma 6.3 sind
o5 -y &n—1 € Z und vy, ..., v, 1 € 2.

Es wird gezeigt, dass A;a; fiir i € [k + 1,n] reine Untergruppen von H* sind. Durch Koeffi-
zientenvergleich am Element a; folgt, dass ¢ = o; +& 1+ & € A, +Z +7Z = A;, so dass man
insgesamt H N Qa; = A;a; erhélt.
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Es wird gezeigt, dass B;b; fiir i € [k + 1, n] reine Untergruppen von H* sind. Durch Koeffi-
zientenvergleich am Element b; folgt, dass ¢ = §;,+v; 1 € B;+7Z = B;, so dass man insgesamt

Proposition 7.4 Der abhingige Teil der Darstellung der Hiille einer Regulatorgruppe H*
18t rein.

Beweis. Es wird gezeigt, dass X;(a; + a;11 + ¢;41) fiir i € [k,n — 1] reine Untergruppen
von H* sind. Ein Vergleich der Koeffizienten an den Elementen a;; und c¢;;; liefert fiir
i € lk,n—1],dass ¢ = a1 + & + &4 und ¢ = & — v;. Zusammen mit Lemma 4.2 folgt,
dass v; € Z fiir i € [k,n — 1]. Also gilt fiir den Koeffizientenvergleich am Element ¢;, dass
q=&+v; € X;+7Z = X;, so dass man insgesamt H*NQ(a; +a;q1+civ1) = X;(a;+a; 1 +ci1)
fiir i € [k, n — 1] erhilt.

Es wird gezeigt, dass Y;(biy1 — ¢;1) fiir i € [k,n — 1] reine Untergruppen von H* sind. Ein
Vergleich der Koeffizienten an den Elementen b;; und ¢;yq liefert fiir i € [k,n — 1], dass
q = Biyv1+v; und —¢ = & —v;. Zusammen mit Lemma 4.2 folgt, dass & € Z fir i € [k,n—1].
Also gilt fiir den Koeffizientenverleich am Element ¢; 1, dass ¢ = & —v; € Z+Y; =Y, so
dass man insgesamt H* N Q(b;jy1 — ¢iy1) = Yi(biy1 — ¢iy1) fiir i € [k, n — 1] erhilt. O

Aus den Propositionen 7.1, 7.2, 7.3 und 7.4, folgt sofort die Reinheit der Darstellung von H*.

Satz 7.5 Die Darstellung einer Regulatorgruppe H* ist rein.
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8 Fast vollstindig zerlegbare Untergruppen von H*

Bezeichnung 8.1

F = @pz kAa; @ @Aalea@pl Bib; ® @ B;b;

i=k+1 i=k+1
k—1 n—1
M = @p’ kAja; @ Ao ® @ X0 + a1 + i) & @ Xilas + aisr + civn)
=0 i=k+1 =0 i=k
n—1
N = @pz *Bib; @ @ B;b; EB@]DZ *Yi(bip1 — Cz+1)®@yé(bi+1 — Ciy1)
i=k+1 =k

Lemma 8.2 (a;,b; | )" ist fast vollstindig zerlegbar.

Beweis. Sei F' wie in Bezeichnung 8.1 gegeben. F ist vollstindig zerlegbar, und da F,/F
von endlichem Exponenten ist, ist F, fast vollstindig zerlegbar. O

Lemma 8.3 (a;, (a; + ajyy + 1) | V" ist fast vollstindig zerleghar.
Beweis. Sei M wie in Bezeichnung 8.1 gegeben. M ist vollstéindig zerlegbar, und da M, /M

von endlichem Exponenten ist, ist M, fast vollsténdig zerlegbar. O

Lemma 8.4 (b;, (biy1 — ciy) | V2" ist fast vollstindig zerlegbar.

*

Beweis. Sei N wie in Bezeichnung 8.1 gegeben. N ist vollsténdig zerlegbar, und da N, /N
von endlichem Exponenten ist, ist N, fast vollstindig zerlegbar. O
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9 Kritische Typenmenge von H*

Die Typenmenge einer Butlergruppe, die in Summendarstellung > © A; gegeben sind, sind nach
dem Theorem 4.7 iiber die reine Hiille eines beliebigen Elements, aber auch schon nach Butler
und Koehler [1, Theorem 1.7] enthalten in der Abschlussmenge der Typenmenge {t(4;) | i}
bzgl. Schnitt und Vereinigung.

Bemerkung 9.1 Der Typ ¢(Z) = 0 ist nicht kritisch, weil Hkﬂ(()) = HF = H*(0).

Lemma 9.2 Die Typen ta, mit i € [0,n] und tg, mit i € [1,n] sind kritisch in einer Regula-
torgruppe H*.

Beweis. Nach Lemma 8.2 ist (F)*Hlc fast vollstindig zerlegbar und folglich sind alle Ty-
pen t4, mit ¢ € [0,n] und tp, mit i € [1,n] kritisch in einer Regulatorgruppe H*. O

Lemma 9.3 Die Typen tx,, ty, mit i € [0,n — 1] sind kritisch in einer Regulatorgruppe H*.

Beweis. Nach Lemma 8.3 ist (M)*H’c fast vollstdndig zerlegbar und nach Lemma 8.4
ist (N)2* fast vollstiindig zerlegbar. Somit sind die Typen ty,, ty, mit i € [0,n — 1] kritisch
in einer Regulatorgruppe H*. O

Nun soll gezeigt werden, dass es keinen weiteren kritischen Typ gibt, also keinen versteckten
kritischen Typ. Genauer, die Typen, die durch Vereinigung und Schnitt durch Einbettung
in den Verband aller Typen hinzukommen, sind nicht kritisch.

Lemma 9.4 Die Schnitt- und Vereinigungstypen in der Typenmenge einer Regulatorgrup-
pe H* sind nicht kritisch in H*.

Beweis. Wegen H*(t4,) N F, = F.(ts,) und H*(tp,) N F, = F,(tg,) sind die Schnitt- und
Vereinigungstypen der Typen t4. mit i € [0,n] und ¢, mit ¢ € [1,n] nicht kritisch in H".
Analog folgt wegen H*(t,,) N M, = M,(t4,) und H*(tyx.) N M, = M,(ty,), dass die Schnitt-
und Vereinigungstypen der Typen ¢4, mit i € [0, n] und tx, mit i € [0,n — 1] nicht kritisch in
H* sind. Ebenso folgt wegen H*(tp.) N N, = N,(tp,) und H*(ty.) N N, = N,(ty,), dass die
Schnitt- und Vereinigungstypen der Typen ¢p, mit i € [1,n] und ¢y, mit i € [0,n — 1] nicht
kritisch in H* sind. O

Insbesondere ist der einzige echte Vereinigungstyp t(A, ) Ut(B,,) nicht realisiert, wihrend alle
Schnitttypen zwar realisiert sind aber nicht kritisch.

Lemma 9.5 Die beiden Typen von A, und B, einer Regulatorgruppe H* sind die einzigen
mazximalen und sind insbesondere kritisch.

Beweis. Nach Lemma 9.4 sind die Vereinigungstypen in der Typenmenge einer Regulator-
gruppe H* nicht kritisch in H* und folglich sind die beiden Typen von A,, und B, maximal.
0

Aus den Lemmas 9.2, 9.3, 9.4 und 9.5 folgt sofort die Méchtigkeit der kritischen Typenmenge
einer Regulatorgruppe.
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Proposition 9.6 FEine Regulatorgruppe hat eine kritische Typenmenge der Mdchtigkeit 4n—+1
bestehend aus den Typen der 4n + 1 paarweise nicht isomorphen rationalen Gruppen A;,
B;, X;, Y;, bzw. der zugehorigen Typen ta,, tp,, tx,, ty,, jeweils fir die entsprechenden
Indexmengen.
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10 Briickenbetrachtungen von H*

Die Briickenbetrachtungen sind notwendig fiir die Bestimmung der Typenuntergruppen. Eine
Regulatorgruppe besitzt genau k Briicken und zwar sind die Paare (A, B), (Ag_1, Br—1);---
(A1, By) jeweils genau einmal iiberbriickt.

Lemma 10.1 Seii € [1,k] beliebig aber fest. In einer Regulatorgruppe H* sind die Paare
(A;, B;) genau einmal iberbrickt.

Beweis. Aus p'~*"la;_; € H* und p"~* Y a;_y +a;+b;) = pF " (ai_1 +a; +¢) +pF (b —
¢;) € H* folgt p' *1(a;+b;) € H* und somit sind p* ¥ A; und p* *B; iiberbriickt. Mit Satz 4.8
folgt dann, dass p*~*A; und p'~*B; genau einmal iiberbriickt sind. O

Lemma 10.2 Seii € [k+1,n] beliebig aber fest. In einer Regulatorgruppe H* sind die Paare
(A;, B;) nicht iberbrickt.

Beweis. Nach Proposition 8.2 ist (F)" fast vollstindig zerlegbar und folglich sind die
Paare (A;, B;) fiir ¢ € [k + 1, n| nicht iiberbriickt. O
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11 Typenuntergruppen von H*

Zur spéiteren Darstellung der regulierenden Untergruppen werden die Typenuntergruppen
der Hiille mit Giirtel und des Kerns von H* gebraucht. Zuerst wenden wir uns dem ersten
Fall zu.

Proposition 11.1 Sei k + 1 < i < n. Fir eine Regulatorgruppe H* gilt Hkﬁ(t(Ai,l)) =
H¥ (4(B,_1)) = H¥ (1(X,1)) = H* (4(Yi1)) = 31 (A + Biby).

Beweis. In Lemma 10.2 wurde gezeigt, dass A; und B; fiir i € [k + 1, n] nicht iiber-

briickt sind. Deshalb gilt fiir die Typen ta, |, tp, ,, tx, , und ty, ,, dass Hkﬁ(t(Ai,l)) =

HY (4(B;_1)) = H¥ (((X,_y)) = B (1(ViLy)) = <Aiai, Bibi, Hk”(t(Ai))> = (A + Biby).
U

Weiter bestimmen wir die Typenuntergruppen des Kerns von HF.

Proposition 11.2 Seii < k. Fir eine Regulatorgruppe H" gilt Hkﬂ(t(Ai_l)) = Hkﬂ(t(Bi_l))
= H¥ (HXi1)) = HY (1(Yim1)) = S0 (0 A + 0 Biby) + 0, 075 (AN By (ag + by) +
Zfzkﬂ(fhm + Byby), wobei By nicht existiert.

Beweis. Fiiri € [1, k] sind 4; und B; nach Lemma 10.1 genau einmal iiberbriickt. Deshalb
gilt fiir die Typen t4, |, tp, ,, tx, , und ty, ,:

HY (1(A;_1)) = H¥ (1(Biy)) = H (1(Xi_1)) = H* (1(YiL1))
= (0" " Ajaz, p" " Biby, H" (t(45)))s

k
= P A+ pTFBibi + (ai + b + Y (07F A+ p T Biby)
I=it+1
k n
I Z PN AN B (g + b)) + Z (Aja; + Bby)
I=i+1 I=k+1
| k
= P N(AN Bi)(ai +bi),p i+ b)) + Y (0" F A + p'FBib)
=i

n

k
+ Z pl_k_l(Al N Bl)(al + bl) + Z (Alal -+ Blbl)

I=i+1 [=k+1
k k
Lemma 4. i—k— _ _ —k—
= 10 P k I(Al N B,)(az + bz) -+ Z (pl kAlal —i—pl kBlbl) + Z pl k I(Al N Bl)(al + bl)
=i [=i+1

+ Z (Alal + Blbl)

I=k+1
k k n
— Z (plikAlal + plikBlbl) + Zplikil(Al N Bl)(al + bl) + Z (Alal + Blbl) s
=i =i I=k+1

wobei By wegfillt. [
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Proposition 11.3 Hku(t(Az-)) mit i € [0,n — 1] und Hkn(t(Bi)) mit i € [1,n — 1] sind fast
vollstindig zerlegbare Gruppen.
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12 Typen-Komplemente von H*

Die Kenntnis der kritischen Typenmenge und Typuntergruppen ist notwendig zur Bestim-
mung der verschiedenen Typen-Komplemente HF fiir den kritischen Typ ¢. Zunéchst bestim-
men wir die Typen-Komplemente der Hiille mit Giirtel von H*.

Die Typen t(A,), t(B,) sind nach Lemma 9.5 maximal. Also sind die Typen-Komplemente
der maximalen kritischen Typen einer Regulatorgruppe H* genau

Hy sy = Anay und Hfjp = Byby.

Die Typen-Komplemente der nicht-maximalen kritischen Typen der Hiille mit Giirtel haben
nach Lemma 4.13, wobei sich die verwendeten Parameter noch einschrinken lassen, genau
die folgenden Formen. Fiir i € [k + 1, n] gilt:

HZC(Ai_l) = Aiq [%’—1 + Z(%Ai_lal + ﬂlAi‘lbl)],
I=i
- A A1 . Ai—1 A1 - .
wobei o, 7", 3, € Q mit 4;,_ ¢, C A; und A;_1 C B fiir jedes [ € [i, n].
n
Htk(Bifl) = Bi [bFl + Z(O‘ZBFIGZ + ﬂlBiilbl)] )
I=i
- Bi B;1 : Bi_1 B; 1 - .
wobei o, ", [, € Q mit B; ¢ C Ay und B; C B fiir jedes [ € [i, n].

Htk(Xi—l) = Xig [ai—l +a; + ¢+ Z(O‘lXi_lal + ﬁlXi_lbl)] )

I=t

wobei alXi‘l, ﬁlXi‘l € Q mit Xi_lalXi‘l C A; und Xi_lﬁlXi_l C B fiir jedes [ € [i, n].

iy = Yo Sl s ).

l=1

wobei Ozlyi’l, ﬂlyi’l € Q mit Yz-,lalyi’l C A; und Yi,lﬂlyi’l C B fiir jedes [ € [i, n].

Weiter bestimmen wir die Typen-Komplemente des Kerns von H*. Die Typen-Komplemente
der nicht-maximalen kritischen Typen des Kerns haben nach Lemma 4.13, wobei sich die
verwendeten Parameter noch einschrinken lassen, genau die folgenden Formen. Fiiri € [1, k]
gilt:

k
1—k— — A — Ai_ —k—1 A
Hf, ) = AH[p a4+ 0 e A p B ) + ) (w4 )
=t

+ 3 (o g,

I=k+1
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wobei o 1, B 5N € Qmit A0t € Ajund A; 3 € Byund A,y € ANB
fiir jedes [ € [i, n]. Fiir i € [2, k] gilt:

k k
HZC(Bi—l) _ qu[pi_k_lbiq—l-z I—k Bl Yo+ o kﬁl 1) o+ sz k— 1]lBl Y+ by)

=t

+ Z (o] a; + ﬁlBi‘lbl)],

I=k+1

wobei o Bi- l,ﬂl ' l € Q mit B;_ 1al "' C Byund B;_ lﬂl ' C Byund B;_4j, Bict = AnB,
fiir jedes [ € [, n]. Fiir i € [1, k] gilt:

k
Hiy = Xoalp ™ o voct o)+ 0o sy 407
l=1

k n
_|_Zpl k— llel l(al + bl) + Z (Olei_lal + /Bl)(i—lbl) ,
=t I=k+1

wobei a; 7', 571, j T € Q mit X0t € Xp und X, € Byund X ©
AN B fiir jedes [ € [i, n|. Fiir ¢ € [1, k] gilt:

k
i—k— Yz i
Hyy, ) = Yi—l[P F b =)+ > (0 e R )
I=i
k n
+Zpl - 1]ln Hag + b)) + Z (ozln’lal—l—ﬂln’lbl) :
I=i I=k+1

wobei )%, 817", 5/ € Qmit Y10t € Ajund Yi_i 87 € Byund Yi_y5, "t € AN B,
fiir jedes [ € [i, n].
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13 Regulierende Untergruppen von H*

Eine regulierende Untergruppe von H¥ ist die Summe von Komplementen zu Typen aus
dem Kern von H* und einer regulierenden Untergruppe der Hiille mit Giirtel von H*. Die
oben ermittelten Typen-Komplemente werden nun aufsummiert, um die regulierenden Un-
tergruppen zu erhalten. Die allgemeine Darstellung aller regulierenden Untergruppen von H*

ist
n n n—1 n—1
k k k k
> Hiwy+ D Hipy+ Y Hixy+ Y Hiy,,
i=0 i=1 i=0 =0
wobel fiir die Parameter
lljﬁlll’ At e Q mitie[l, n]und € [i, n),
zllaﬁl”,]l” € Q mitie€[2, njund € [i, n],
zX ;5;11, Yl e Q mitiell, n]und € i, nl
zl,/Blzl, Yl e Q, mitie[l, n]und € [i, n),

die folgenden Bedingungen erfiillt sein miissen

A 1alAl C A Ai_lﬁlAi_l C By, miti € [1, n] und [ € [i, n],
B 1« P oA, Bi,lﬂlBi_l C Bj, miti€[2, nJund ! € [i, n], 1
X; lalXI C A Xi,lﬁlxi’l C By, miti € [l, n] und [ € [i, n], (11)
Yi_ lalYZ C AL Yi_lﬁlyi’l C By, miti € [1, n] und [ € [i, n].

Zunichst bestimmen wir die regulierenden Gruppen der Hiille mit Giirtel von H*.

Proposition 13.1 Die allgemeine Darstellung der requlierenden Untergruppen der Hiille mit
Giirtel einer Regulatorgruppe H* ist

n n n—1 n—1
Z Aja; + Z B;b; + ZXi(ai + aip1 + Ciy1) + Z Yi(biy1 — ¢iv1),
i—k i—k i—k i—k

wobet By nicht existiert.

Beweis. Die Typen-Komplemente der beiden maximalen Typen von H* werden zunichst
zusammengefasst:

Hiy 4+ Higy = Anan+ Boby. (12)

Bevor man alle Typen-Komplemente addiert, ist es sinnvoll, zunéichst nur Teilsummen zu
bilden und diese jeweils mit Hilfe von Lemma 4.12 schrittweise zu vereinfachen. Diese Vor-
gehensweise wird nun erldutert. Berachtet man fiir ¢ = n den Summanden der Summe
Sor por Aic1 @iy +> z(O‘z oy —|—ﬂl lbl)], so erhilt man A,,_; [an,l +afn=1a, + BAn-1p,
Weiter gilt nach (11), dass An,lan" la, C A,a, und An,lﬂfl‘”*lbn C B,b,. Insgesamt folgt
mit Lemma 4.12, dass
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At anos + @it an + B=1b | + Anty + Bby = An 11 + Antn + Baby.
Analog folgt, dass

By [bay + 0=ty + 5810y | 4+ Awa + Buby = Buoibt + Anay + Bub,.
So verfahrt man weiter von : =n — 1 bis ¢t = k + 1.

Y Hiay+) Hiwy = D Hiu ,y+Hiay+ Y Hip )+ His,
i=k i=k 1= k-l—l i=k+1
- Z Az 1|:a7, 1 + Z i al +ﬂ[Al_lbl):| +Anan
= k+1
1= k+1
(1) Z Ay [ai_l + Z(alAi‘lal + ﬁf‘i—lbl)] + Apran_1 + Anay,
i=k+1 =1
+ Z Bi, [bl L+ Z P g+ BP0+ Bu b1+ Bab
i=k+1

1=k i=k

Weiter folgt

n n n—1 n n n
ZHIZC(AI') + ZHtkéBi) + ZHtk(Xi) - Z Htk(Ai) + ZHtkéBi) + Z Htk(Xifl)
A ] i=k i=k L i=k+1
ZAaZ+ZBb + Z Xi- 1[% 1+al+cl+z o Xis lal—i—ﬂl " lbl)]
1= k+1

Z Aja; + Z B;b; + Z Xi(az- + a1 + Ci+1)
i=k i=k i=k

und
n n n—1 n n n
ZHtk(AiﬁZHt]?Biﬁthk(m :ZHt]?AnJFZHtk(Bi) + > Hiy
i=k ' i=k ' i=k i=k—+1
ZAamLZBb + Z Vioa b= et () e+ 5]
i= k—l—l =i

Z Aiai + Z szz + Z )/i(bi—l—l - Ci+1).
1=k i=k 1=k
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Somit ist die allgemeine Darstellung der regulierenden Untergruppen der Hiille mit Giirtel

einer Regulatorgruppe H*

-1

n n n—1
> Hiiay+ D Hig, Z )+ Hiy
i=k 1=k 1=k

i=k
n—1 n—1
= ZA az—i-ZBb Z az+az+1+0z+1)+ZYi(bi+1_Ci+1)
i=k =k i=k

= Uk, O

Weiter bestimmen wir nun die allgemeine Darstellung aller regulierenden Untergruppen einer
Regulatorgruppe H*.

Proposition 13.2 Die allgemeine Darstellung aller requlierenden Untergruppen einer Regu-

latorgruppe H* mit k =0, ...,n ist

Uk

Uk(sfiﬂ SlBiﬂ SlXiﬂ SZYI)

k1
ZAi[ CLH‘ZPZ kSlA (a1 + by ] +ZAC%

+ZB [ i~k p, +Zpl EsBi (g + b ] +ZBib,~
i=k

k—1 n—1

+ ZX [ (@i + @iy + cip1) + ZP (al+1 + bl+1)] + ZXi(ai + aip1 + Cig1)
=i i=k
— k—1 n—1
+ Z Y; [Pl_k(biﬂ —cip) + 0 s (g + bl+1)] +> Yilbiyt — i)
i=0 I=i i=k

Insbesondere ist H° regulatorgleich.

Bewelis.

Bevor man alle Typen-Komplemente addiert, ist es sinnvoll, zunéchst nur Teil-

summen zu bilden und diese jeweils mit Hilfe von Lemma 4.12 schrittweise zu vereinfachen.
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Es gilt

k n n
Z HZC(Ai—l) + Z Hf(Ai) + Z Hf(Bi)
i=1 i=k i=k

k k k
_ Z Ai—l [pi—k—lai_l + Z(pl_leAi_lal + pl_kﬁlAi_lbl) + Zpl—k—ljlz‘\i—l (al + bl)
=1 =i

l=1

+ Z (Oézqiilal -+ ﬁlAiilbl)] + ZA,al + Zszz
i=k 1=k

I=k+1

k k—1 k
= Z Ai—l [pi—k—lai_l + Z(pl_leAi_lal + pl_kﬁlAi_lbl) + Zpl—k—ljlz‘\i—l (al + bl)
=1 =i

l=1
1=k 1=k
und

k n n
Z Hf(Bi—l) + Z Hf(Ai) + Z H;c(Bi)
i=2 i=k i=k

k k
_ Z B, [pi—k—lbi_l X Z(pz—kalBi_lal +plk Py Zpl—k—llei—l(al T hy)
1=2 I=t )
n

+ Z (O‘/ZBFIGZ + ﬂlBiilbl)] + ZAZCLZ + Z Blbz
i=k

I=k+1 i=k
k k—1
1 Z B, |:pz—k—1bi_1 X Z(pz—kalBi_lal +plk Py Zpl—k—llei—l(al T hy)
1=2 l=t )

1=k 1=k

Folglich gilt

k k n n
Z H'Zc(Ai—l) + Z H'Zc(Bi—l) + Z Hf(Ai) + Z ngf(Bi)
=1 =2 i=k i—=k
. k—1 k
_ Z Az‘—l |:plik7104;1 + Z(plfkaz‘h;lal + plfkﬂlz‘lifl bl) + Zplfkfljlz‘lifl (al + bl)]
=1 =i

=i
k k—1 k
+ Z Bi,l [pszflbiil + Z(plfkalBi—lal + plfk/BlBi—l bl) + Zplfkfllei—l (al + bl)]
=2 =i

I=1
i=k i=k

Man kann mit Lemma 4.12 die Summendarstellung intern #ndern, ohne die Gruppe zu
verdndern und man bezeichnet dann solche Summanden als tiberfliissig. Nun wird gezeigt,
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dass die mittleren Summanden z;:il(pl_kaf‘i_lal + p*3%") und SR ay +
pl_kﬂlBHbl) der Koeffizientengruppen von A; ; und B; ; iiberfliissig sind. Man betrachtet
den ersten Term und schreibt die Summanden fiir : = k und 7 = k — 1 extra.

k

k
ZAi—l[pi_ @i 1+Z D pTEE T ) + > p R 1(az+bz)]

=1 =t

k

k—2
ZAi—l[pi_ ;. 1+Z Ai a +pl kﬁlz lb) Zpl k— llez l(al"_bl)]
=1

[=1

- 1 A 1 pAk A
+ Ay 2 [p ap 2+ p ot Pap +p B b + Z P (a +bz)]
I=k—1

+A,1 [p’lakfl e (ag + bk)] :
Mit Lemma 4.12 fiir
A = Ay

k
_ 1 aA k1 A
a = p lako+p 1ﬂkf12bk71+ Z pF 1]; a4 br)
I=k—1
1 A
b = plogttag

_ 1Ay
S = Agalp lag+p ljkk l(ak+bk)]

folgt, dass der Summand b im Term bei der Koeffizientengruppe von A , iiberfliissig ist,
wenn der Koeffizient j:k‘l der Briicke aj + by entsprechend geéindert wird. So verfidhrt man
weiter fiir i = k — 2 bis i = 1 und erhilt, dass der Summand Y71 p'*a;""'a; iiberfliissig
ist. Betrachtet man die Koeffizientengruppe von B;_;, so kann man analog folgern, dass
der Summand Z;:ZI pl_kﬁlAi‘lbl in der Koeffizientengruppe von A; ; iiberfliissig ist. Weiter
kann man entsprechend fiir die Koeffizientengruppe von B; ; folgern, dass der Summand

(pl kal - lal+pl_kﬁl3 1) iiberfliissig ist. Zum Erhalt aller regulierenden Untergruppen
genugt es ausschliellich, die Briicken zur Modifikation zu verwenden. Die anderen Elemente,
d.h. die oberen a; und b; bedingen keine zusitzlichen regulierenden Untergruppen. Insgesamt

folgt
k k n n
Z Hf(Ai—l) + Z HZC(Bi—l) + Z Hf(Ai) + Z HIZC(Bi)
i=1 i=2 ; ;
k
> A [Pl_ ai—1 + Zpl s (a +bz)]
i=1

k

+ Z B;, [piikilbifl + Zpl ke ISZBZ ! al + bl)] + ZAZ(LZ + Z B;b;.
=i i=k i=k

=2
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Analog folgert man fiir die anderen Summen und erhélt
k k n n
Z Hf(Xi—l) + Z H;C(Yi—l) + Z H;C(Ai) T Z Hf(Bi)
, — , .

k
Zle[kalazl+az+cz +Z =k Ximlg, 4 plok gXim1p,)
1=1 l=1

k

—i—Zplk lelal—i-bl —|—Z Xi- Cll—i-ﬁlXiilbl)]

I=1 I=k+1
k k k

+ZY2—1[Pi7k71(bi—Ci)+Z(P oy T+ p A T ) + > P T (b

1=1 l=1 [=1

+ > (o) al+ﬁl”b]+ZAaz+ZBb
l=k+1 i=k
k

Z Xioi [pifkfl(aiq +a; +¢;) + ZPHASZXH (a; + bl)]
; =i

k

+ZY [ [ (— +Zplfk718lyi—1(al +bl)] +ZAz-ai +ZBibz’-
i=k i=k

=t

Somit gilt fiir die allgemeine Darstellung aller regulierenden Untergruppen

n n—1
SIS S RED BN SN
k k

k o~
Z t(Ai—1) + Z HtkéBifl) + Z HtkéXifl) + Z Htk(Yi—l) +U*
7,;1 =2 =1
>

Ai—l[ i~k al 1+ Zpl k= ISZ al + bl):|

(13)

i—1
+ZB1 1[Zk lbl 1+Zplk ISZ al—l—bl)]

k
+ZX, [ R al,l—l—ai—l—cz-)—l—Zpl*k ISZX’ 1(ameZ)]

=i
k
+ ZY;_I [pi_k_l(bi — Ci) + Z [=k= ISZ l(al + bl)] + &vk
i=1

=t
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Durch eine Indexverschiebung und mit Proposition 13.2 erhilt man fiir die allgemeine Dar-
stellung aller regulierenden Untergruppen

n n n—1 n—1
> Hiiay+ Z Hipy + Y Hiixy + ) Hiy,
i—0 ; i—0 i—0
k-1
= ZA7,|: CLH‘ZPZ ¥ al+1+bl+1]+ZAaz
) i—=k
+ZB [ i=kp, —i—Zpl EsBi (qypy + bis) ] +ZBb
i—=k
k—1 n—1
+ ZX [ (ai + aiy1 + cip1) + Zplfkszxi(alﬂ + b4 ] + Z Xi(a; + ap1 + ciy1)
=i 1=k
k—1 n—1
+ Z Y; [p%k(biﬂ — i) + Y0 s (a + bl+1)] + > Vilbiy1 — ci1)
i—0 I—=i i—k
= Uk(slAi, slBi, lei, sz/l) O

Proposition 13.3 Die Menge aller requlierenden Untergruppen einer Regulatorgruppe H*
ist {U"C | sf‘i,slBi,lei,lei € Z}.

Beweis. Sei U* = Uk(sl , 5{3, le, s, ) Fiir die entsprechende Indexmenge gilt: Genau
dann ist U* eine regulierende Untergruppe von H*, wenn die Bedingungen Alsl , stl ,
Xilei, Yislyi C Ay N By C Q, fiir slAi, slBi, lei, lei € Q erfiillt sind. Da die 1 in jeder

der rationalen Gruppen A;, B;, X;, Y; enthalten ist, folgt dann insbesondere slAi, slB", lei,
lei € Q,. Nach Lemma 4.14 lassen sich die Variablen slAi, 8{31', lei, lei dann weiter auf Z
A.

beschrénken, trotzdem sind alle regulierenden Untergruppen erfasst. Man erhélt fiir s;,
slB ‘ le i, sYi € Z auch ausschlieBlich regulierende Untergruppen von H*, da in diesem Fall
die Voraussetzungen AislAi, BislBi, Xilei, Yislyi C Ag N By gelten. Folglich beschreibt auch
{Uk | sfli, slBi, lei, lei € Z} die Menge aller regulierenden Untergruppen von H¥. O

Bemerkung: Krapf [7, Theorem 1.1] und Mader [7, Theorem 1.2] konnten zeigen, dass
Butlergruppen nur endlich viele verschiedene regulierende Untergruppen besitzen. Somit
lassen sich die Variablen slA ‘ slB ‘ le ‘ lei auf eine endliche Wertemenge einschrinken, wobei

alle regulierenden Untergruppen erfasst sind.
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14 Der Regulator R(H") von H*

Um den Regulator zu erhalten geniigt es ganz spezielle regulierende Untergruppen zu schnei-
den.

Bezeichnung: Sei V = U*(s", 5P, s, s)") mit s, s% = 0 fiir i > f. Die allgemeine
——
=0 fiir i>f

Darstellung der regulierenden Untergruppen wird zerlegt V' = A; [pf’kaf+2f;fl pl’kslAf (414

bl-i—l)] + SA mit

" k—1 n
Sa = Z [ Fa; + ZP ksz (ar41 + bl—l—l)] + Z A; [pi’kai] + ZAiai
i=0; 1> f i=k

=0;4i<f =051
k— k—1 n
Z [ i=kp, +Zpl ksBi(ay +bl+1)] + Y B [p’—’fbi] +)  Bib;
;i< f i=1;i>f i=k
k—1 k—1 n—1
+ Z Xz [pl_k(ai + a;4+1 + Ci+1) + Zpl_kslxi(alﬂ + bl+1)] + Z Xl(az + a;4+1 + Ci+1)
1=0 l=i i=k

k—1 n—1

+ Z Y; [piik(biJrl — Cip1) + ZPZ s (s + bz+1)] + > Yi(bip1 — cigr)-

1=0 l=1 i

Il
S

Lemma 14.1 Sei slAf“ == =0und s = . =5 =0 mit f €0,k —1] und

[ €[f k—1]. Fir alle slAf € Z gilt p’ *tla; € Ap [pf*kaf +Z§:f1 pl’ks;lf(alﬂ +bl+1)] +S4.
Beweis.  Mit Lemma 4.16 fiir a = p/~*a; und b = f:_fl pl_kslAf(alH + byyq) folgt die
Behauptung. O

Bemerkung: Nun wird exemplarisch der Schnitt 7’4 aller regulierenden Untergruppen iiber
alle s?f € Z bestimmt. Fiir eine spezielle Wahl der s erhilt man

(4] 5} (b =M 1] -5}t
= pfkarlAfaf + 5.

Nach Lemma 14.1 gilt p/~*+'a, € Ay [pf_kaf + Zf flpl ks (a[+1 + bl+1)] + S, und somit
folgt

TA:ﬂ{ [ af+Zp al+1+bl+1)]+SA} p T Aray 4+ Sa. O

A
f
5y €7

Ergebnis 14.2 Sei Ty der Schnitt aller regulierenden Untergruppen tber alle s?f € 7Z, dann
gilt Ty = p/ ¥ Asa; + Sa. Analog gilt Ty = p! *'Bsb; + Sp und Tx = p/ *1X;(a; +
(AN + Cf—i-l) + SX sowie Ty == pfkaFIYf(bf_H - Cf_|_1) + Sy.
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Bemerkung: Die obigen Schnitte werden nun mit Hilfe von Lemma 4.18 miteinander ge-
schnitten. Lemma 4.18 gilt fiir den Schnitt von zwei regulierenden Untergruppen. Den
Schnitt mehrerer regulierender Untergruppen erhélt man durch sukzessives Schneiden zweier
regulierender Untergruppen, wie z.B.:

jﬂ’D1 N TD2 N TD3 - (T'D1 N TDQ) N (ZWD2 N TD3)
Tp, NTp,NTp,NTp, = (ITp,NTp,NTp,) N (Tp, N Tp, NTp,)

Satz 14.3 Der Regulator von H* ist gleich H*™" fiir alle 0 < k <n mit n,k € Ny.

Beweis. Indem man die Schnitte von regulierenden Untergruppen von H* aus dem Ergeb-
nis 14.2 paarweise schneidet, erhélt man fiir D € {A, B, X, Y}, dass

T = (v
D
k—1 k—1 k—1
bemme L18 ZpkHlAiaz‘ + ZpkkJrlBibi + ZPFHIXz‘(ai + Qi1 + Cig1)

k—1 n

n n—1
+ Zpi_k-'_l}/i(bﬂ_l — Ci+1) + Z Aiai + Z Blbz + Z Xl(az + ai+1 + Ci+1)
=0 i=k i=k i=k

n—1
+ Z Yi(biy1 — ciy1)
i—k

= H' O
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15 Eine Regulatorkette der Linge n

Mit der Konstruktion einer Regulatorgruppe ist es moglich, fiir jede natiirliche Zahl eine
Butlergruppe mit genau dieser Regulatorkettenlinge anzugeben.

Lemma 15.1 Fiir eine Regulatorgruppe H* gilt p*aq € H* \ H*! und insbesondere gilt
HFY C HF.

Beweis. Nimmt man an, dass es eine Darstellung von p~*ay in H*~! gibt, so erhilt man,
durch Umsortieren nach Basiselementen, eine Darstellung der Form

k—1 k—1 k—1

p~rag = Zpi_k(l?%‘ + &1+ p&i)ai + Zpi_k(pﬁi + vi1)b; + Zpi_k(fi—l — V1)
i=0 i=1 i=1
n

+ Z(Oéi + &1+ &)a; + Z(ﬁz +vi1)b; + Z(gifl — Vi 1)¢

i=k i=k i=k
mit der hilfreichen Notation £_; = &, = 0, mit o; € A;, B; € B;, & € X;, v; € Y, jeweils
fiir die entsprechende Indexmenge. Ein Vergleich der Koeffizienten am Element c¢; liefert
mit Bemerkung 2.3 (1) und (4), dass 0 = & — vy und somit & € Z. Also gilt fiir den

Koeffizientenvergleich am Element ag, dass 1 = pag + p&y € pAg + pZ = pAyp, so dass man
einen Widerspruch zu Ay € Q, erhilt. Es gilt also p *ao € H*\ H*"' und H*"! C H*. O

Mit Proposition 13.2 gelangt man schlieBlich zu einer Regulatorkette H® C ... C H" der
genauen Linge n.

Satz 15.2 Flir eine Regulatorgruppe gilt R(H®) = H°. Insbesondere hat H" = H(S,,n,n)
die genaue Regulatorkettenlinge n, mit n € Ny.

Hauptsatz 15.3 Es gibt eine Butlergruppe H des Ranges 3n + 1 mit einer kritischen Ty-
penmenge der Mdchtigkeit 4n + 1, die eine Regulatorkette der genauen Ldange n, mit n > 0,
besitzt. Genauer,

n n n—1 n—1
H=Y p""Aia;+> p" "Bibi+ > p" " Xilai+ais1 +cin) + y_p "Yilbinn — cipn)
i=0 i1 i=0 i=0

mit einem p-Requlatorsystem als kritische Typenmenge, wie in Definition 6.1.

Beweis. Sei n > 0. Nach Definition 6.2 gilt fiir eine Regulatorgruppe
P zao P @b 2c) c H* ¢ P Q@ P (@b © Qi)
i=0 i=1 i=0 i=1

und somit hat diese Rang 3n + 1. Eine Regulatorgruppe H* hat nach Proposition 9.6 eine
kritische Typenmenge der Méchtigkeit 4n 4+ 1. Eine Regulatorgruppe H = H" besitzt nach
Satz 15.2 eine Regulatorkette der genauen Linge n, wie gewiinscht. [
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16 Minimalitidtsbetrachtung

Definition 16.1 Ein Hassediagramm der folgenden Form wird als V'-Konstellation bezeich-
net.

Lemma 16.2 Sei H eine Butlergruppe. Ist eine V-Konstellation im Hassediagramm der
kritischen Typenmenge von H, so ist der Rang von H mindestens drei.

Beweis. Seien a,b, ¢ € H mit den zugehorigen kritischen Typen t(a), t(b), t(c) € H. Die
relativen Inklusionen dieser seien durch die folgende V-Konstellation beschrieben.

b c

a

Angenommen, dass a, b, ¢ linear abhéngig sind, dann gilt ¢ = Aa+ pb und somit auch A, p # 0.
Aber a hat kritischen Typ t(a), d.h. H = Aa ® H*(t(a)) mit Bb ® Cc C H*(t(a)). Also
sind b und ¢ linear unabhéngig, wegen unvergleichbarer Typen, und offensichtlich ist a linear
unabhéngig von der Menge {b,c}. Somit folgt: Ist ein V' in der kritischen Typenmenge, so
hat diese einen Rang > 3. O

Lemma 16.3 Sei H eine Butlergruppe. Ist eine V-Konstellation tm Hassediagramm der
kritischen Typenmenge von H, so ist Rang 4 minimal fiir Ketten von requlierenden Unter-

gruppen.

Beweis. Butlergruppen des Ranges 3 mit einem V' in der kritischen Typenmenge sind fast
vollstindig zerlegbar. Alle regulierenden Untergruppen sind von der Form A(a + iw) & R
mit w € R, d.h. es existieren keine regulierenden Untergruppen, die ineinander liegen.
Seien a,b,c,d,e € H mit den zugehorigen kritischen Typen t(a), t(b), t(c), t(d), t(e) €
H. Die relativen Inklusionen dieser seien durch das folgende Hassediagramm beschrieben.
Sei t(a) der FuBpunkt der V-Konstellation. Also H = Aa & H*(t(a)) mit zum Beispiel
Bb+Cec+ Dd+ E(b+c) C H¥(t(a)). Butlergruppen des Ranges 4 und kritischer Typenmenge
der Méchtigkeit 5, mit einem V' in der kritischen Typenmenge, sind nicht fast vollstindig
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zerlegbar.

a

Insgesamt folgt also, dass Rang 4 minimal ist fiir Ketten von regulierenden Untergruppen
mit der gegebenen kritischen Typenmenge. [

Zusammenfassung: Um eine Butlergruppe mit echten regulierenden Untergruppen, die
ineinander liegen, zu erhalten, sind gewisse Bedingungen zu erfiillen. Butlergruppen vom
Rang 3, die im Hassediagramm eine V-Konstellation aufweisen, d.h. die eine kritische Ty-
penmenge haben, die ein V' enthilt, sind fast vollstindig zerlegbare Gruppen. Ebenso gilt
dies fiir Butlergruppen des Ranges 4, deren kritische Typenmenge die Méchtigkeit 4 oder
kleiner besitzt. Fast vollstindig zerlegbare Gruppen besitzen aber nicht die Eigenschaft,
echte regulierende Untergruppen zu haben, die ineinander liegen. Erst ab Rang 4 und einer
Michtigkeit der kritischen Typenmenge von 5 wird dies erreicht.
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17 Konkrete Anwendungen

17.1 Eine Regulatorkette der Linge 1

Situation 17.1 Fir eine Primzahl p seien Z C Ay, Ay, By, Xy, Yo C Q,. Die relativen
Inklusionen dieser rationalen Gruppen seien durch das folgende Hassediagramm beschrieben.

Z

Sei die Butlergruppe H(S,,1,1) definiert als

H(S,,1,1)
1 1 0 0
= Zpl_lAiai + Zpl_lBibi + Zpl_lXi(ai + Qi1 + Ciy1) + ZPZ_IYi(biH — Cit1)
i=0 i=1 i=0 i=0

= p~'Agag + Aray + Biby + p' Xo(ag +ay + 1) +p7 ' Yo(by — ¢1)
C Qap @ Qa; ® Qb; @ Qcy.

Bemerkung: Aus dem Hauptsatz 15.3 folgt direkt, dass die Butlergruppe H(S,, 1,1) eine
Regulatorkette der Linge 1 besitzt. H(S,,1,1) ist eine echte Butlergruppe und nicht fast
vollstdndig zerlegbar. Weiter ist sie gleich einer regulierenden Untergruppe und besitzt {iber-
einander liegende regulierende Untergruppen. Ferner hat diese Rang 4 und ist somit nach
Lemma 16.3 minimal. H(S,,1,1) besitzt eine kritische Typenmenge der Méchtigkeit 5.
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17.2 Eine Regulatorkette der Linge 2

Situation: Fiir eine Primzahl p seien Z C A;, B;, X;, Y; C Q,, jeweils fiir die entsprechenden
Indexmengen. Die relativen Inklusionen dieser rationalen Gruppen seien durch das folgende

Hassediagramm beschrieben.

A2 B2

Z

Sei die Butlergruppe H(S,,2,2) definiert als

H(S,,2,2)
2 2 1 1
= Zpl_QAiai + Zpl_QBibi + Zpl_QXi(ai + Qi1 + Ciy1) + ZPZ_QYi(bi—l—l — Cit1)
i=0 i=1 i=0 i=0

= p_2A0a0 + p_lAlal + A2a2 + p_lBlbl + ngg + p_QXo(ao “+ a; + Cl)

+p ' X1 (ar +as + c2) +p 2Yo(bi — 1) +p Yi(by — )
2

2
ZQCM ® Z (Qb; & Qc;) -
i=1

1=0

N

Bemerkung: Aus dem Hauptsatz 15.3 folgt direkt, dass die Butlergruppe H(S,, 1,2) eine
Regulatorkette der Lénge 2 besitzt. Weiter hat diese Rang 7 und eine kritische Typenmenge
der Méchtigkeit 9. Dies ist ein Beispiel dafiir, dass im Vergleich zur Arbeit von S. Lehr-
mann und O. Mutzbauer [5] eine Butlergruppe mit Kettenlinge 2 aber geringerem Rang
und geringerer Méchtigkeit der kritischen Typenmenge existiert. Die Butlergruppe aus der
Arbeit von S. Lehrmann und O. Mutzbauer [5] hat Rang 9 und eine kritische Typenmenge
der Méchtigkeit 15.
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17.3 Eine Regulatorkette der Linge 3

Situation: Fiir eine Primzahl p seien Z C A;, B;, X;, Y; C Q,, jeweils fiir die entsprechenden
Indexmengen. Die relativen Inklusionen dieser rationalen Gruppen seien durch das folgende

Hassediagramm beschrieben.

As Bs
\'l
X Y-
2 A2 Bs 2
<
X Y,
1 A B1 1
X Y
0 Ay 0
Z
Sei die Butlergruppe H(S,, 3, 3) definiert als
H(Sp, 3, 3)
3 3 2 2
= ZPZ_3AiCLi + ZPZ_3Bibi + ZPZ_3Xi(ai + @iy +Cip1) + Zpl_gyi(bi-i-l — Cit1)
i=0 i=1 i=0 i=0

= p?Apag +p 2Aiay +pt Asay + Asaz + p 2 Biby + p~ ' Byby + Bsbs
+p_3X0(a0 + a1 + Cl) +p_2X1 (a1 + a9 + 02) + p_lXQ(CLQ + as + 03) + p_?’YO(bl — Cl)
+p72Y1(52 —¢9) + p71Y2(b3 —c3)

3 3
C Y Quod (QieQuw).
=0 i=1

Bemerkung: Aus dem Hauptsatz 15.3 folgt direkt, dass die Butlergruppe H(S,, 3, 3) eine
Regulatorkette der Léange 3 besitzt. Weiter hat diese Rang 10 und eine kritische Typenmenge
der Michtigkeit 13. Dies ist das erste Beispiel einer Butlergruppe mit Regulatorkettenlinge 3.
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18 Beispiel fiir die Bildung reiner Hiillen

Im Satz 7.5 wurde gezeigt, dass die Darstellung einer Regulatorgruppe H* = H(S,, k, n) rein
ist. Daraus folgt insbesondere, dass die Darstellung einer Regulatorgruppe H(S,,1,1) rein
ist. Als Anwendungsméglichkeit des Theorems 4.7 wird in Proposition 18.7 ein eleganterer
Reinheitsbeweis fiir die Darstellung einer Regulatorgruppe H(S,,1,1), vgl. Situation 17.1,
angegeben. Die Reinheit der Darstellung der Regulatorgruppe H(S,,1,1) ist zu beweisen
und somit ist die Reinheit aller in der Darstellung von H(S,, 1, 1) auftretenden darstellenden
rationalen Summanden zu zeigen. Dies wird nun mit Hilfe des Theorems 4.7 gezeigt. Die
folgende Bemerkung erleichtert die Anwendung des Theorems 4.7.

Bemerkung: Sei {A; | i € I} eine Z-Kette rationaler Gruppen A; C Q,. Sei n; € Ny.
Dann gilt, dass (),.; p" A; = p™Z mit m = max{n,; | i € I} und dass ) _,_, p™Z = p°Z mit
s =min{n; | i € I}.

Zunichst ist es notig, den Koeffizientenbereich des Elementes ¢; zu bestimmen.

Lemma 18.1 Der Koeffizientenbereich von ¢, in einer Regulatorgruppe H(S,,1,1) ist Z.

Beweis.  Der Koeffizientenbereich von ¢; wird mit Hilfe von allen linear unabhéngigen
Darstellungen von ¢; bestimmt. Diese lassen sich wie folgt schreiben:

c1 = (a0+a1+cl) — Qp — ap

= —(b1 — 61) + bl.
Dann ergibt sich fiir die reine Hiille S¢; von ¢;:
S = (pilXU N pilAg N Al) + (pilyvl N Bl)
7+ 7
= Z.

Also ist Z der Koeffizientenbereich von ¢;. O

Lemma 18.2 Der darstellende rationale Summand Ayay ist rein in H(S,,1,1).

Beweis. Dies wird mit Hilfe des Lemmas 18.1 bewiesen. Der Koeffizientenbereich von a;
wird mit Hilfe von allen linear unabhéngigen Darstellungen von a; bestimmt. Diese lassen
sich wie folgt schreiben:

ap = a4
= (ap+a1+c)—ag—c
= (ag+a;+c)—ag+ (b —c1) — by
Dann ergibt sich fiir die reine Hiille Sa; von a;:
S = A+ (' Xonp tANZ)+ (p ' XoNp A Np YoN By)
= A +Z+Z
= A
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Also ist der darstellende rationale Summand A;a; rein in H(S,,1, 1). O

Lemma 18.3 Der darstellende rationale Summand p~" Agaqg ist rein in H(S,,1,1).

Beweis. Dies wird mit Hilfe des Lemmas 18.1 bewiesen. Der Koeffizientenbereich von a
wird mit Hilfe von allen linear unabhéingigen Darstellungen von ag bestimmt. Diese lassen
sich wie folgt schreiben:

ap = Qo
= (a0+a1+cl) —ap —C
= (a0+a1+cl) —a1+(b1—cl) —bl.
Dann ergibt sich fiir die reine Hiille Say von ay:
S = p A+ (' XoNAINZ)+ (p' XoNA NP Yo N BY)
= p A+ Z+TZ
= p_lAU.
Also ist der darstellende rationale Summand p~'Agap rein in H(S,, 1,1). O

Lemma 18.4 Der darstellende rationale Summand Byby ist rein in H(S,,1,1).

Beweis. Dies wird mit Hilfe des Lemmas 18.1 bewiesen. Der Koeffizientenbereich von by
wird mit Hilfe von allen linear unabhéngigen Darstellungen von b; bestimmt. Diese lassen
sich wie folgt schreiben:
b1 - b1
= (b1 — Cl) +c
= (b1 —cl)+(a0+a1—|—cl) — Qp — Q.

Dann ergibt sich fiir die reine Hiille Sb; von b;:
S = Bi+(p YonZ)+ (p Yonp ' XoNp tAyN A

= Bi+Z+ 174
- Bl.

Also ist der darstellende rationale Summand B;b; rein in H(S,,1,1). O

Lemma 18.5 Der darstellende rationale Summand p~' Xo(ag+ay+cy) ist rein in H(S,,1,1).

Beweis. Dies wird mit Hilfe des Lemmas 18.1 bewiesen. Der Koeffizientenbereich von
ap + a; + ¢; wird mit Hilfe von allen linear unabhéngigen Darstellungen von ay + a1 + ¢
bestimmt. Diese lassen sich wie folgt schreiben:

ag+ay +c = (a0+a1+01)
= qp+a;+c

= a0+al—(b1—01)+b1.
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Dann ergibt sich fiir die reine Hiille S(ag + a1 + ¢1) von ag + a; + ¢1:

S = pilXU —+ (pilAO N Al N Z) —+ (pilAg N Al ﬂpilyb N Bl)
= p Xy +Z+7Z
= pilXU.
Also ist der darstellende rationale Summand p~'X,(ag + a1 + ¢;) rein in H(S,,1,1). O

Lemma 18.6 Der darstellende Summand p~'Yy(by — ¢1) ist rein in H(S,,1,1).

Beweis.  Dies wird mit Hilfe des Lemmas 18.1 bewiesen. Der Koeffizientenbereich von
by — ¢; wird mit Hilfe von allen linear unabhéngigen Darstellungen von b; — ¢; bestimmt.
Diese lassen sich wie folgt schreiben:

by —c = (bl - Cl)
by — ¢
= b —(ap+a+c)+ag+ar.

Dann ergibt sich fiir die reine Hiille S(b; — ¢1) von by — ¢;:

S = p_IYE) + (Bl N Z) + (Bl ﬂp_lXo ﬂp_lAO N Al)
p Y+ ZATZ
= p 'Y,

Also ist p~'Yy(by — ¢;) rein in H(S,,1,1). O

Proposition 18.7 Die Darstellung einer Regulatorgruppe H(S,,1,1) ist rein.

Beweis. Aus den Lemmas 18.3, 18.4, 18.5 und 18.6 folgt, dass alle darstellenden rationalen
Summanden rein in H(S,,1,1) sind. Damit ist die Reinheit der Darstellung von H(S,,1,1)
gezeigt. O
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19 Ausblicke

Diese Ergebnisse beziehen sich nur auf Regulatorgruppen. Uber Butlerguppen im Allgemei-
nen ist diesbeziiglich noch keine Aussage moglich. Die Regulatorgruppe bestérkt aber die
Vermutung, dass Butlergruppen immer endliche Regulatorkettenldnge haben.

Gibt es eine Regulatorgruppe mit unendlicher Regulatorkettenlinge? Dazu betrachtet man
die Relation zwischen der Regulatorkettenlinge und dem Rang einer Regulatorgruppe. Eine
Regulatorgruppe, die eine Regulatorkette der Linge n, mit n € Ny, besitzt, hat Rang 3n + 1.
Der Rang kann somit nicht kleiner als die Regulatorkettenlinge sein. Daraus folgt, dass
Regulatorgruppen grundsitzlich endliche Regulatorketten besitzen.

Es existiert eine (nicht jede beliebige) regulierende Untergruppe, die es erlaubt, den Regula-
tor von H* durch Multiplikation des Kerns von H* mit p zu gewinnen. Bei Reglatorbildung
verschwindet genau die oberste Briicke, d.h. der Giirtel von H* ist nach der Reglatorbildung
nicht mehr {iberbriickt.
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