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Einleitung

Die Geschichte der Mathematik ist untrennbar verbunden mit der Geschichte ihrer
Reprisentationen. Hiufig war es sogar gerade die Art der Darstellung eines ma-
thematischen Problems, die dessen Losung und die folgende Weiterentwicklung der
mathematischen Theorie maf3geblich beeinflusste (vgl. Kaput, 1987b, S. 181). So
wire etwa der Bedeutungsgewinn der Arithmetik gegeniiber der Geometrie ohne
ein passendes Zahlsystem und dessen praktische Notation ebenso wenig moglich
gewesen wie die sukzessive Erweiterung des jeweils bekannten Zahlenraumes. Die
komplexen Zahlen wurden, obschon deren Bedeutung bereits frither erkannt wur-
de, erst durch die anschauliche Erkldrung durch C.F. Gaul und die Zahlenebene
von einer breiten Mehrheit anerkannt (Volkert, 1986, S. XVIII). R. Descartes leitete
durch die algebraische Beschreibung geometrischer Objekte einen Perspektivwech-
sel in der Mathematik ein, mit dem die Algebra gegeniiber der Geometrie an Geltung
gewann (Bediirftig & Murawski, 2012, S. 48). Auch fiir die wachsende Bedeutung
des Funktionsbegriffs leistete dessen analytische Beschreibung vor allem durch G.
W. Leibniz einen entscheidenden Beitrag (Volkert, 1986, S. 47ff). SchlieRlich ware
die heute iibliche Leibnizsche Notation in der Differentialrechnung ohne deren sug-
gestive Kraft, mit der sich etwa die Gleichung zum Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung:
1) gy~ f(a)
dx

scheinbar kaum komplexer als eine einfache Bruchrechnung ausnimmt, moglicher-
weise hinter der von Newton erfundenen physikalisch-anschaulicheren Formulie-
rung zuriickgeblieben. Leibniz selbst sprach dem Arbeiten mit und an Symbolen
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grofite Bedeutung zu und bemerkte sogar, dass er ,alle Entdeckungen auf dem Ge-
biet der Mathematik einer verbesserten Anwendung der Symbole verdank[e]“ (Cou-
turat (1901, S. 84-85), zitiert nach Bediirftig und Murawski (2012, S.55)).

Die Weiterentwicklung der Mathematik war und ist also auch gepréagt durch ei-
ne adiquate und héufig praktische Notation einerseits (wie bei Leibniz’ Differen-
tialrechnung) und der intuitiv verstdndlichen Veranschaulichung mathematischer
Objekte andererseits (wie bei der Gau3schen Zahlenebene). Die Entwicklung des
kollektiven mathematischen Wissens bedarf passender Reprasentationen, welche ih-
rerseits fiir die individuelle Wissensgenese ein entscheidender Faktor sind. So wie
Menschen Repréasentationen formen, so formt die Représentation auch das Denken.
Reprasentationen sind wichtige mentale Werkzeuge zum Losen mathematischer Pro-
bleme.

Folgerichtig sind auch in der Schule das Vermitteln von Représentationen und
das Erkennen ihrer Moglichkeiten beim mathematischen Arbeiten von zentraler Be-
deutung. In den Beschliissen der Kultusministerkonferenz (2003) wurde deshalb
der Umgang mit Reprédsentationen als eine von sechs allgemeinen mathematischen
Kompetenzen im Fach Mathematik hervorgehoben. Hier heil3t es, die Schiilerinnen
und Schiiler? sollten

e verschiedene Formen der Darstellung von mathematischen Objekten und Si-
tuationen anwenden, interpretieren und unterscheiden,

e Beziehungen zwischen Darstellungsformen erkennen,

e unterschiedliche Darstellungsformen je nach Situation und Zweck auswéh-
len und zwischen ihnen wechseln“ (Beschliisse der Kultusministerkonferenz,
2003, S. 8)

konnen. Auf das Erkennen der Vielfdltigkeit der Reprasentationsformen und die Be-
ziehung zwischen verschiedenen Darstellungen wird also ein besonderer Schwer-
punkt gelegt. Multiple Représentationen, also die gleichzeitige Darstellung verschie-
dener Représentationen, bieten sich hierfiir in besonderer Weise an.

Wie Représentationen besitzt auch das Beweisen eine herausragende Bedeutung
fiir die Mathematik: Sie ist eine ,beweisende Disziplin“ (Heintz, 2000). Im Mathe-
matikunterricht muss das Beweisen erlernt werden, wobei hinldnglich bekannt ist,
dass dies Lernenden groRe Schwierigkeiten bereitet (vgl. G. Wittmann, 2009, S. 46;
Weigand, 2013a). Die Bildungsstandards der KMK enthalten daher auch das Bewei-
sen als ein zentrales Ziel des Mathematikunterrichts, ordnen dieses jedoch in die all-
gemeine mathematische Kompetenz ,Mathematisch argumentieren® ein (Beschliisse
der Kultusministerkonferenz, 2003, S. 10). Das Beweisen ist hier im hochsten An-
forderungsbereich III zu finden, wéhrend in den Anforderungsbereichen I und II
der Begriff der weniger formalen , Argumentation“ Verwendung findet (Beschliisse

2 Im weiteren Verlauf der Arbeit wird auf die gleichzeitige Nennung weiblicher und ménnlicher Bezeich-

nungen verzichtet und stattdessen die ménnliche Form verwendet. Damit sollen die jeweiligen weib-
lichen Reprasentantinnen nicht ausgeschlossen, sondern es soll die Lesbarkeit verbessert werden. Es
handelt sich hierbei um eine Schwache der Représentation ,deutsche Sprache”, die vom Leser oder der
Leserin durch mentale Transformation in beide Genera iibersetzt werden moge (vgl. Abschnitt 1.2.1).

10
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der Kultusministerkonferenz, 2012, S. 15). Diese Abgrenzung des schulischen Argu-
mentierens vom formalen Beweisen hat in der mathematikdidaktischen Diskussion
eine lange Tradition (zum Beispiel Blum und Kirsch (1991) oder E. C. Wittmann
und Miiller (1988)). So wird in der 19. ICMI-Studie der Begriff , Argumentieren” so
verwendet, wie er auch dieser Arbeit zugrunde liegt.

»L-..] we regard argumentation as any written or oral discourse con-
ducted according to shared rules, and aiming at a mutually acceptable
conclusion about a statement, the content or the truth of which is under
debate. It thus includes proof as a special case.“

»L- .. ] wir verstehen Argumentation als jeglichen schriftlichen oder miind-
lichen Diskurs, welcher nach gemeinsamen Regeln durchgefiihrt wird
und auf einen gegenseitig akzeptablen Schluss beziiglich einer Aussa-
ge abzielt, deren Inhalt oder Wahrheit zur Debatte steht. Dies schliel3t
Beweise daher als Spezialfall mit ein.“

Durand-Guerrier, Boero, Douek, Epp und Tanguay (2012, S. 349,
Ubersetzung durch den Autor)

Diese Beschreibung schlie3t Beweise mit ein, bezeichnet aber auch weniger for-
male Aussagen als Argumentation. Unabhéingig von dieser Abgrenzung spielen Re-
préasentationen beim Beweisen und Argumentieren eine wichtige Rolle. Sie bilden
nicht nur die Grundlage fiir Entdeckungen, welche wiederum zur Formulierung von
Vermutungen und letztlich dem Finden einer Argumentation dienen, sondern sind
auch die Basis fiir die anschlieBende Kommunikation, in der die argumentativ be-
griindeten Entdeckungen anderen mitgeteilt werden. Die in den vergangenen Jahr-
zehnten zunehmende Verbreitung und vereinfachte Handhabung von Rechnern hat
dabei neue Potentiale zur Darstellung von Mathematik mit sich gebracht. Es konnen
jetzt nicht nur Reprisentationen mit Hilfe des Rechners schneller und genauer er-
stellt werden, sie konnen dariiber hinaus auch dynamisiert werden und lassen sich
(z.T. interaktiv) verdndern. Dies gibt insbesondere unter lernpsychologischen Ge-
sichtspunkten neue Moglichkeiten fiir die Wissensentwicklung und das Versténdnis,
formulierte doch schon Piaget, dass Denken verinnerlichtes Handeln darstellt (vgl.
Piaget & Inhelder, 1991). Reale Handlungen sind fiir das Lernen und die Begriffs-
bildung in der Mathematik von zentraler Bedeutung (vgl. Vollrath & Roth, 2012,
S. 86ff), insbesondere gilt dies fiir das Arbeiten mit Reprdsentationen (vgl. Kaput,
1987b, S. 162). Dabei hat sich durch Untersuchungen bestétigt, dass dynamische
Représentationen auch dynamisches Denken formen kénnen (Roth, 2005).

Ein derartiges kognitionspsychologisches Potential 1asst auch die Verbindung von
multiplen und dynamischen Reprisentationen erwarten, bei der Variationen in einer
Représentation sich unmittelbar auf die anderen auswirken. Es hat sich vielfach ge-
zeigt, dass gerade der Transfer zwischen Darstellungen, also das Ubertragen von
Informationen aus einer in eine andere Représentation, Schiiler vor grofse Schwie-
rigkeiten stellt (vgl. Ainsworth, 1999, S. 132; van der Meij & de Jong, 2006, S. 200).
Es besteht die Hoffnung, dass die simultane Verdnderung unterschiedlicher Repra-
sentationen, bei der die jeweils gemeinsam abgebildeten Informationen gleichzeitig

11
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variiert werden, die Verbindung zwischen diesen deutlicher hervorhebt und eine
Ubersetzung erleichtert (vgl. Kaput, 1989).

Fiir die Schule bietet der Rechner neue Moglichkeiten und Chancen, bekann-
te Probleme beim Umgang mit Reprisentationen zumindest teilweise zu l6sen. Mit
grofdem finanziellen Aufwand werden gegenwértig neue Gerite wie Laptops, in-
teraktive Smartboards oder Taschencomputer in der Schule eingefiihrt. Die For-
schungslage beziiglich der Wirksamkeit dieser neuen Reprasentationsformen ist je-
doch keineswegs eindeutig (vgl. Acevedo Nistal, Dooren, Clarebout, Elen & Verschaf-
fel, 2009). Insbesondere lasst sich die Frage, ob ein derartiger Einsatz von digitalen
Technologien im Unterricht nun positiv oder negativ wirkt, in dieser Allgemeinheit
nicht beantworten.

Die im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrte Untersuchung versucht daher einen
starker grundlagenorientierten Ansatz. Zum einen wurde mit einer quantitativen
Methode der Grad des Ausmafies der Beeinflussung der Lernenden durch die exter-
ne Reprasentationsform der Aufgabenstellung bestimmt, um festzustellen, ob sich
Lernende durch das Bereitstellen oder Anbieten bestimmter externer Reprédsentatio-
nen iiberhaupt bei der Wahl einer Représentation zur Problemlésung beeinflussen
lassen. Weiter wurde mit qualitativen Methoden erforscht, wie Lernende spezifische
Eigenschaften und Potentiale von Reprisentationen in bestimmten Problemsitua-
tionen einsetzen. Auf diese Weise konnten bestimmte Nutzungsweisen identifiziert
werden. Dariiber hinaus lassen sich aus den gewonnen Ergebnissen konkrete Vor-
schlédge ableiten, wie die genannten Reprasentationsformen in der Schule eingesetzt
werden sollten, um das Lernen von Argumentieren und Beweisen zu unterstiitzen.

Sowohl multiple als auch dynamische Reprasentationen bieten fiir das Argumen-
tieren besondere Moglichkeiten. Multiple Reprdsentationen konnen auf Grund der
unterschiedlichen Arten der Darstellung eines mathematischen Objekts mehr Infor-
mationen bereitstellen als es eine einzelne Reprasentation vermag. Dadurch wird
eine breitere Grundlage fiir Argumentationen geschaffen. Dynamische Reprdsentatio-
nen wiederum ermoglichen es ihren Benutzern, den Ausgangszustand des betrach-
teten Objektes in der Reprisentation zu variieren und so eine Vielzahl von Einzel-
fallen zu generieren, wodurch Zusammenhinge, Abhéingigkeiten und Invarianten
erschlossen werden konnen. Diese bilden dann die Basis fiir Argumentationen. Es
besteht daher die Hoffnung, dass sich diese beiden speziellen Reprasentationsfor-
men in besonderer Weise fiir das Argumentieren eignen.

Im ersten Kapitel wird zunéchst eine Anndherung an den Begriff der Repré-
sentation vorgenommen und dessen Relevanz fiir die Mathematik und die Mathe-
matikdidaktik beleuchtet. In diesem Zusammenhang wird auf die Cognitive Load
Theory und ihre Bedeutung fiir das Arbeiten mit und die Verwendung von Représen-
tationen eingegangen. Anschlielfend wird das Konzept der Reprdsentationensysteme
eingefiihrt, welches die Grundlage fiir die in dieser Arbeit verwendete Definition
multipler Reprdsentationen bildet, um zum Abschluss des Kapitels zu einer Taxono-
mie zu gelangen, welche Reprasentationen in vier Klassen einteilt, die dann als eine
tragende Séule der empirischen Untersuchung dienen (s. Kapitel 3).

Im zweiten Kapitel werden die theoretischen Grundlagen des Argumentierens
beschrieben. Nach einer Begriffsbestimmung sowie einer Einordnung gegeniiber

12
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dem klassisch-deduktiven Beweisen wird das in zahlreichen mathematikdidaktischen
Untersuchungen bewéhrte Argumentationsmodell von S. E. Toulmin beschrieben
(Toulmin, 2003). Mit dessen Hilfe werden die Argumente der untersuchten Schii-
lerdokumente analysiert, es stellt also die Grundlage der qualitativen Auswertung
der empirischen Untersuchung dar.

Im dritten Kapitel werden die zentralen Forschungsfragen sowie die empirische
Untersuchung mit ihrem Aufbau und den Testaufgaben beschrieben. Die Untersu-
chung versucht im Wesentlichen auf zwei Leitfragen Antworten zu geben:

1. Wie stark beeinflussen die in der Aufgabenstellung verwendeten Représenta-
tionen schriftliche Schiilerargumentationen in Bezug auf die ihnen zu Grunde
liegenden Représentationsarten?

2. Wie nutzen Schiiler multiple und/oder dynamische Reprasentationen in ihren
Argumentationen?

Um diese Fragen zu beantworten, wurden die Schiilerdokumente einerseits quan-
titativ untersucht, um den Grad des Einflusses gegebener multipler und/oder dyna-
mischer Reprédsentationen zu ergriinden. Andererseits wurden sie aber auch qualita-
tiv ausgewertet, um die Art und Weise zu erkennen und zu analysieren, mit der die
jeweiligen Reprasentationsarten in Argumenten genutzt wurden.

Das Kapitel 4 bietet schlieBlich eine Zusammenfassung der Ergebnisse der em-
pirischen Untersuchung, nimmt eine Einschitzung hinsichtlich deren Konsequenzen
fiir die Schule vor und gibt zuletzt einen Ausblick auf mégliche Anschlussforschun-
gen.

13






Kapitel 1

Reprasentationen

1.1 Was sind Reprasentationen?

Der Begriff der Reprasentation ist nicht eindeutig festzulegen, sondern héngt in sei-
ner Bedeutung vom kulturellen Umfeld und der jeweiligen Bezugsdisziplin ab. Die
héufig anzutreffende knappe Formulierung, dass ,,eine Reprasentation etwas ist, das
fiir etwas anderes steht“ (z.B. Duval, 2006, S. 103; Palmer, 1978, S. 262), greift aber
zu kurz, da sie die Bedeutung des ,Fiir-etwas-Stehens“ offen lasst. So hat die Fra-
ge, wie wir von einer sinnlichen Wahrnehmung auf das schliefen konnen, was das
Wahrgenommene bedeutet, Philosophen von Platon und Aristoteles iiber Descartes,
Leibniz und Kant bis in die heutige Zeit beschaftigt (s. Abschnitt 1.1.3).

CHARLES SANDERS PEIRCE (1839-1914) gilt als Begriinder der modernen Semio-
tik (Sebeok, 1979, S. 20). Zentrale Elemente der Peirceschen Theorien, wie seine
Erkldarung der Zeichen oder der Abduktion, haben auch auf die Mathematikdidak-
tik Einfluss genommen (vgl. zu Zeichen Kadunz, 2010; zur Abduktion Pedemonte
& Buchbinder, 2011). Deshalb werden die Grundlagen seiner Theorie zu den Zei-
chen im Folgenden dargestellt. Wegen des grol3en Umfangs seiner Werke muss sich
diese Arbeit auf das beschranken, was fiir die Mathematikdidaktik und diese Arbeit
wichtig ist.

1.1.1 Peirces Semiotik

Die Semiotik ist die Theorie von den Zeichen, wobei ein Zeichen ein Wort, ein Bild,
eine Geste oder ein Text sein kann. Mathematische Reprisentationen wie die in
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Abbildung 1.2 sind Zeichen, aber auch Gegenstdnde oder Ereignisse konnen als Zei-
chen dienen (vgl. Salomon, 1994, S. 29). Peirce beschreibt den Zusammenhang zwi-
schen Zeichen und Objekt nicht als direkt, sondern durch eine dreistellige Relation:

A sign [...] addresses somebody, that is, creates in the mind of that
person an equivalent sign, or perhaps a more developed sign. That sign
which it creates I call the interpretant of the first sign. The sign stands
for something, its object.“

,Ein Zeichen [...] richtet sich an jemanden, d.h. es erzeugt im Bewusst-
sein jener Person ein dquivalentes oder vielleicht ein weiter entwickeltes
Zeichen. Das Zeichen, welches es erzeugt, nenne ich den Interpretanten
des ersten Zeichens. Das Zeichen steht fiir etwas, sein Objekt.“

Peirce (1960, CP 2.228, S. 135,"Hervorhebungen im Original,
Ubersetzung durch den Autor)

Diese drei Elemente (Zeichen, Objekt, Interpretant)
bilden die triadische Zeichenrelation nach Peirce (s. Ab- Zeichen
bildung 1.1). Die vorangestellte kurze Begriffserlaute-
rung, dass eine Reprisentation ,etwas ist, das fiir etwas
steht”, muss nach Peirces Theorie also ergénzt werden,
weil eine Représentation nicht nur fiir etwas steht, son-
dern fiir etwas und fiir jemanden. Also ist ein Zeichen
»etwas, das fiir einen Geist fiir ein anderes Ding steht“ Objekt Interpretant
(Peirce, 2000, S. 188). Die Frage nach der Bedeutung
eines Zeichens erschopft sich also nicht im Benennen ei- Abbildung 1.1: Peirces
nes Objekts. Die Bedeutung eines Zeichens ist vielmehr Zeichentriade
stets abhédngig von dem Bewusstsein, welches das Zei-
chen aufnimmt und in dem ein Interpretant erzeugt wird. Die Bedeutung eines Zei-
chens und der Interpretant sind damit dquivalent (Peirce, 1998, CP 8.315, S. 213).
Insbesondere bedeutet dies aber auch, dass ein von einem Zeichen erzeugter Inter-
pretant keine absolute Grof3e ist, sondern er unterscheidet sich je nachdem, welches
Bewusstsein das Zeichen aufnimmt. Auch wenn sich der Zustand des aufnehmenden
Bewusstseins dndert, zum Beispiel wenn Neues gelernt oder bereits Gelerntes wieder
vergessen wurde, wird ein neuer Interpretant erzeugt. Peirce spricht in diesem Zu-
sammenhang von einem ,Dynamischen Interpretanten“ (,Dynamical Interpretant®)
(Peirce, 1998, CP 8.315, S. 212f).

So wird Abbildung 1.2a bei vielen mathematisch vorgebildeten Personen einen
Interpretanten erzeugen, der etwas mit einem kartesischen Koordinatensystem zu
tun hat, mit dem Ausschnitt eines Graphen, vielleicht einer kubischen Funktion. Der
Interpretant, der in einem Grundschiiler hervorgerufen wiirde, hétte diese Elemente
nicht, sondern beschriankte sich moglicherweise auf eine Perlenkette, eine Schlange
oder dergleichen, weil ihm die Konzepte ,Funktion® oder kartesisches Koordinaten-
system noch unbekannt sind. Besitzen wir jedoch die notwendigen Vorerfahrungen,
so erzeugt das Zeichen einen Interpretanten, bei dem nicht das Zeichen als kon-
kreter Gegenstand im Zentrum steht. Wir sehen gewissermaf3en durch das Zeichen
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hindurch auf das Objekt, welches es reprasentiert, zum Beispiel den Graphen einer
kubischen Funktion. Ein solches ,,inneres Zeichen* ist sehr viel umfangreicher als das
dulBerlich wahrgenommene. So wire der Graph beim inneren Zeichen moglicher-
weise kontinuierlich statt diskret, auflerdem gegeniiber dem sichtbaren Ausschnitt
erweitert auf ganz R, und komplexere Konzepte wie das Anderungsverhalten spiel-
ten eine Rolle.

o 1 0 1 f(z)=2%+3

(a) Graph (b) Funktionsgleichung
Abbildung 1.2: Beispiele fir Zeichen

Die zu einem bestimmten Zeitpunkt erfolgte Erzeugung eines Interpretanten ist
also ein hochst subjektiver Prozess. Dennoch sind wir subjektiv davon {iberzeugt,
dass es eine Art ,objektive Realitidt“ gibt, die wir intuitiv erkennen. Nach Peirce ist
die Erkenntnis einer solchen objektiven Realitét — und damit auch ihre Beschreibung
— zwar unmoglich (Peirce, 1998, CP 8.183, S. 183f), jedoch kénnen wir natiirlich
trotzdem miteinander iiber Zeichen kommunizieren. Auch wenn wir nie vollkom-
men sicher sein konnen, dass unser Gegeniiber das Gleiche mit dem Zeichen verbin-
det wie wir, ist Kommunikation moglich, so lange wir zumindest mit einer gewissen,
hinreichenden Genauigkeit davon ausgehen konnen, mit den produzierten Zeichen
dasselbe Objekt zu bezeichnen. Dass das nicht selbstverstdndlich und Kommunika-
tion stets fehlerbehaftet ist, wird spatestens beim Aufeinandertreffen von Menschen
augenfillig, die in verschiedenen Sprachen sprechen.

Peirces Sichtweise der Semiotik besitzt nicht nur eine grofSe historische Bedeu-
tung, sondern nimmt auch Einfluss auf eine Vielzahl von wissenschaftlichen Diszi-
plinen, insbesondere auch auf die Mathematikdidaktik, in der die Peircesche Zei-
chentriade zum Beispiel zur Analyse von SchiilerdufSerungen verwendet wird (z.B.
Meyer, 2010, S. 54). In Bezug auf diese Arbeit bildet Peirces Semiotik die Grundlage,
auf welcher die weiteren Betrachtungen zu Reprdsentationen aufbauen, auch wenn
sich diese nicht mehr direkt auf ihn beziehen mégen. Zunachst muss aber der Begriff
der Représentation noch genauer gefasst werden.

1.1.2 Dimensionen zur Beschreibung von Repréasentationen

Peirces Zeichentriade bildet das erkenntnistheoretische Fundament fiir die Untersu-
chung von Représentationen. Ist das Ziel jedoch eine prazise Betrachtung externer
Reprdsentationen, bietet sie keine Beschreibungsmerkmale, mit denen sich Repré-
sentationen analysieren liefen. Die von Palmer (1978) — allgemein und nicht nur
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fiir die Mathematikdidaktik — formulierten fiinf Dimensionen bieten hier eine Hilfe
an (vgl. Ainsworth, 2006). Eine Reprasentation ist demnach vollstdndig beschrieben
durch die Angabe

(1) der reprasentierten Welt,
(2) der reprasentierenden Welt,
(3) der Aspekte der reprasentierten Welt, welche abgebildet werden,

(4) der Aspekte der reprisentierenden Welt, welche das Abbilden iibernehmen,
sowie

(5) welche Verbindungen es zwischen den beiden Welten gibt (Palmer, 1978, S.
262).

Diese fiinf Dimensionen sind fiir die Beschreibung mathematischer Représenta-
tionen gleichzeitig hilfreich und problematisch. Dies l4sst sich an einem Beispiel
illustrieren, welches in Abbildung 1.3 zu sehen ist. Es handelt sich hierbei zwar um
eine wesentlich komplexere Reprasentation als die einfachen Beispiele, die Palmer
(1978, S. 263) zur Verdeutlichung gewéhlt hat, im Mathematikunterricht ist sie je-
doch nicht weiter ungewdohnlich.

\A
6 64

Abbildung 1.3: Beispiel einer Reprasentation mit représentierter Welt (links) und reprasen-
tierender Welt (rechts)

Wenn sich in der linken Hélfte der Abbildung der Punkt E auf der Strecke [AB]
bewegt, verdndert sich entsprechend das Rechteck C DEF. In der rechten Bildhélfte
wird der Zusammenhang zwischen z-Koordinate des Punktes £ und dem Flachen-
inhalt des Rechtecks dargestellt. Nun lassen sich die fiinf Dimensionen nach Palmer
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angeben: Die représentierte Welt (1) ist die geometrische Konstruktion links, die re-
prasentierende Welt (2) ist das Koordinatensystem mit Funktionsgraph rechts, die
abgebildeten Aspekte (3) sind die z-Koordinate des Punktes E und der Fldachenin-
halt des Rechtecks C DEF', der Funktionsgraph in der abbildenden Welt {ibernimmt
das Abbilden (4) und die Verbindung (5) besteht darin, dass zu jeder Stelle zwi-
schen 0 und 5 im Koordinatensystem rechts ein x-Wert von F und zu jedem y-Wert
des Funktionsgraphen ein Flacheninhalt des Rechtecks CDEF gehort.

Diese Beschreibung der Funktionen einzelner Bestandteile von Représentatio-
nen mag zundchst nur theoretisch interessant erscheinen. Es ist jedoch wichtig, sich
besonders im Hinblick auf multiple Reprdsentationen® klar zu machen, dass sich Re-
préasentationen von mathematischen Objekten nicht nur darin unterscheiden, wie sie
etwas darstellen (z.B. als Funktionsgleichung oder als -graph), sondern dass sie sich
stets auf bestimmte Eigenschaften oder Aspekte der reprasentierten Welt beziehen
und genau diese mit ihren spezifischen Moglichkeiten darstellen, wihrend andere
Eigenschaften ausgelassen werden.

In Bezug auf mathematische Reprisentationen werfen die fiinf Dimensionen von
oben jedoch Fragen auf, denn der Funktionsgraph rechts reprasentiert offenbar die
geometrische Konstruktion links. Aber er reprasentiert nicht die Zeichnung, so wie
wir sie mit unseren Augen wahrnehmen, denn die Zeichnung ist mit ihrer beschrank-
ten Darstellung z.B. der Geraden AB (die unendlich in beide Richtungen iiber A und
B hinaus weiter verlduft) augenféllig ihrerseits nur eine Représentation. Vielmehr
beziehen sich beide Reprisentationen auf eine gemeinsame, génzlich abstrakte und
damit unseren Sinnen entzogene Konstruktion. In Bezug auf die Mathematik of-
fenbaren die fiinf Dimensionen Palmers hier ihre Schwiche, denn eine endgiiltige
Angabe der ,reprédsentierten Welt“ ist nicht ohne Weiteres moglich.

Es ist eine charakteristische Eigenschaft der Mathematik, dass sich ihre Repra-
sentationen wiederum auf Représentationen beziehen und so weiter, ohne dass diese
einmal einen konkreten, nicht abstrakten , Anker* haben konnten, weil mathemati-
sche Objekte ihrerseits abstrakt sind (vgl. Kaput, 1987a, S. 162). Duval (2006) for-
muliert in diesem Zusammenhang ein , kognitives Paradoxon“ der Mathematik und
bezeichnet dieses als einen der Griinde, warum Mathematik von vielen Menschen
als so schwierig angesehen wird:

,How can the represented object be distinguished from the semiotic re-
presentation used when there is no access to mathematical objects apart
from semiotic representations?*

,Wie kann ein représentiertes Objekt von der benutzten semiotischen
Repréasentation unterschieden werden, wenn es aufler semiotischen Re-
prasentationen keinen Zugang zu mathematischen Objekten gibt?“

Duval (2006, S. 115), Ubersetzung durch den Autor

Letztlich fiihrt das Suchen nach der ,reprédsentierten Welt“ mathematischer Re-
prasentationen auf eine alte Frage, die Mathematiker und Philosophen gleicherma-

3 Tatséchlich zeigt Abbildung 1.3 eine solche multiple Représentation. Eine genauere Betrachtung dieser
Reprasentationenklasse wird aber erst in Abschnitt 1.3.2 vorgenommen.
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Ben schon seit Jahrtausenden beschiftigt: Wie und in welcher Form existieren ma-
thematische Objekte?

1.1.3 Zur Existenz mathematischer Objekte

Mathematiker sind im Allgemeinen davon {iberzeugt, dass mathematische Objek-
te existieren (Heintz, 2000, S. 40). Inwiefern lasst sich aber {iberhaupt von einer
,Existenz“ dieser Objekte sprechen, wenn sie von uns nicht wahrgenommen werden
konnen? Die Antwort auf diese Fragen hat Philosophen und Mathematiker seit fast
zweieinhalb Jahrtausenden beschéiftigt. Es ist ausgesprochen bemerkenswert, dass
sich die jeweiligen Ausgestaltungen zwar {iber die Zeit verdndert haben, die Grund-
positionen von PLATON (427-347 v. Chr.) und ARISTOTELES (384-222 v. Chr.) jedoch
bis in die heutige Zeit noch Relevanz besitzen (detailliert nachzulesen in Bediirftig &
Murawski, 2012). Im Wesentlichen geht es um die Frage: Existieren mathematische
Objekte unabhéngig von Menschen? Oder sind sie von den Menschen erschaffen?
Diese beiden Grundrichtungen werden bezeichnet als Universalismus auf der einen
und Physikalismus, Intuitionismus und Nominalismus auf der anderen Seite (Heintz,
2000, S. 37f).

Platon teilte alle Dinge, die existieren, in zwei Kategorien ein: immaterielle und
materielle Gegenstinde. Letztere kénnen wir mit unseren Sinnen wahrnehmen, ers-
tere nicht. Die hochste Ebene in Platons Ontologie ist die Welt der Ideen. Sie sind
yunverdnderlich, konstant” und existieren ,,unabhéngig von Zeit, Raum und [...] vom
menschlichen Erkennen“ (Bediirftig & Murawski, 2012, S. 33). Hier sind die mathe-
matischen Objekte einzuordnen. Insbesondere lassen sich mathematische Objekte
daher auch nicht ,erfinden“ — sie sind alle bereits in der Welt der Ideen vorhan-
den. Vielmehr erinnert sich der Mathematiker an sie, weil er sie ,in einem fritheren
Leben in der Welt der Ideen geschaut hat“ (Bediirftig & Murawski, 2012, S. 34f). Pla-
tons idealistische Position der realen und unabhéngig von menschlicher Erkenntnis
existierenden mathematischen Objekte ist im Kern auch spéter bei Mathematikern
und Philosophen haufig anzutreffen, an Stelle der Welt der Ideen tritt nun jedoch
z.B. Gott, von dem die mathematischen Objekte stammen. Auch heute werden die
meisten Mathematiker dem Platonismus zugeordnet (Davis, Hersh, Freudenthal &
Zehner, 1985, S. 338).

Fiir Aristoteles gab es diese fiir den Platonismus typischen, von der materiellen
Welt losgelosten Objekte, nicht. Dies gilt insbesondere fiir die mathematischen Ge-
genstidnde. Er sieht sie als ,Formen, die in den Dingen sind und im Denken erkannt
werden“ (Bediirftig & Murawski, 2012, S. 36). Sie werden bei der Betrachtung der
materiellen Welt durch eine Form der Abstraktion individuell erkannt und sind da-
her nicht unabhingig von menschlicher Existenz. Die Schwerpunkte in Aristoteles’
Philosophie liegen also — anders als bei Platon — einerseits in der Realitét, anderer-
seits im Menschen als Individuum. Auch diese Sichtweise war unter Mathematikern
und Philosophen weit verbreitet und wiirde heute als Physikalismus bezeichnet. Mit
ihm gemein haben der Intuitionismus (welcher mathematische Objekte auf men-
tale Konstruktionen zuriickfithrt) und der Nominalismus (welcher Mathematik als
Ergebnis sprachlicher Konventionen sieht), dass mathematische Objekte nur in Ab-
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héngigkeit von Menschen existieren (Heintz, 2000, S. 38). In Bezug zur Mathematik
sind hier die Strémungen des Konstruktivismus und des Formalismus einzuordnen.
Wiéhrend ersterer nur diejenigen mathematischen Objekte als existent anerkennt,
die durch eine endliche Konstruktion erzeugt werden konnen, negiert letzterer die
Existenz mathematischer Objekte rundweg und erklart die Mathematik zu einem
inhaltslosen Spiel mit Zahlen und Symbolen (Davis et al., 1985, S. 336).

Weil in dieser Arbeit mit dem Argumentieren ein kommunikativer und damit
im Kern sozialer Aspekt verbunden ist, sollte sich dies in der Position zur Existenz
mathematischer Objekte widerspiegeln. Wie Kaput beschreibt, existiert neben einer
individuell-subjektiven und einer materiellen Welt eine dritte Welt, welche er als
,consensual world“ bezeichnet (Kaput, 1991, S. 58). Es handelt sich um eine Welt
der ,Einvernehmlichkeit“ oder ,gegenseitigen Zustimmung®, in der fiir eine Gruppe
das existiert, {iber was deren Mitglieder iibereinstimmen, und von der sie eine ge-
meinsame Vorstellung haben. Diese Art der Gruppenbezogenheit korrespondiert mit
den fiir das Argumentieren geforderten ,,Argumentationsbasen®, welche argumen-
tative Grundlagen und Regeln fiir Argumentationen in einer bestimmten Gruppe
beschreiben (nach Fischer und Malle (1985, S. 180), vgl. S. 52 in dieser Arbeit) und
bietet sich daher fiir die Betrachtung von Reprasentationen und deren Nutzung in
Argumentationsprozessen an.

Interessanterweise ist es zum Betreiben von Mathematik jedoch iiberhaupt nicht
notwendig, sich fiir eine der beschriebenen Positionen zu entscheiden oder gar eine
gemeinsame Position fiir alle Mathematiker zu finden. Wie im vorherigen Abschnitt
beschrieben, ist es gerade die Besonderheit und die Kraft der Mathematik, dass ma-
thematische Représentationen auch ohne einen ontologischen Anker genutzt und
bearbeitet werden kénnen. Offenbar haben Mathematiker eine personliche, intuiti-
ve Vorstellung von der Existenz mathematischer Objekte, ohne diese jedoch wirklich
beschreiben zu kénnen (Heintz, 2000, S. 40f). So kursiert das Bonmot, dass prak-
tizierende Mathematiker an Werktagen Platonisten und an Sonntagen Formalisten
sind, weil sie bei ihrer Arbeit zwar das Gefiihl haben, eine existente Welt zu erkla-
ren und zu erforschen, sich am Sonntag einem Nichtmathematiker gegeniiber aber
lieber darauf zuriickziehen, dass sie eigentlich doch nicht an deren Existenz glauben
(zu finden z.B. bei Davis et al., 1985, S. 337).

1.1.4 Bedeutung von Repréasentationen in der Mathematik

Die Bedeutung von Reprasentationen in der Mathematik kann kaum zu hoch einge-
schitzt werden. Wie bereits erwéhnt, ist und war die Entwicklung der Mathematik
stets begleitet von zugehorigen zweckméRigen Reprédsentationen. Dies hat mehrere
Griinde.

Zum einen ist die Akzeptanz einer wissenschaftlichen Theorie, insbesondere also
auch einer mathematischen, stark davon abhéngig, dass sich Menschen die Gegen-
stinde der Theorie vorstellen konnen, also davon, dass die Begriffe eine sinnliche
Entsprechung erhalten. Fiir die vorliegende Arbeit ist dieser Aspekt der Bedeutung
von Représentationen fiir die Mathematik nicht entscheidend, daher wird auf die
entsprechende Diskussion bei Volkert (1986, S. 161ff) verwiesen. Zum anderen sind
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nahezu alle mathematischen Ergebnisse (im Sinne von Sétzen) reprasentationaler
Natur (Kaput, 1987a, S. 23ff): Das Quadrat der Hypotenuse wird im rechtwinkli-
gen Dreieck als Summe der Kathetenquadrate dargestellt, jede Gruppe ist nach dem
Satz von Cayley isomorph zu einer Untergruppe einer symmetrischen Gruppe und
der Wert eines Wegintegrales einer holomorphen Funktion lasst sich durch die um-
schlossenen Nullstellen und Pole ausdriicken. Letztlich wird bei diesen mathemati-
schen Aussagen stets ein mathematisches Objekt durch ein anderes dargestellt.

So grundlegend diese Erkenntnis ist, in der Praxis spielt sie eine eher unterge-
ordnete Rolle. Ein Grund hierfiir liegt in einer dritten, vielleicht noch wichtigeren
Bedeutung von Représentationen in der Mathematik: Die Mathematik erhélt ihre
Kraft gerade erst durch die Benutzung geeigneter Reprasentationen. Benutzung ist
hier im Sinne von ,,Handhabung® zu verstehen: Zeichen werden nicht nur dazu ein-
gesetzt, fiir — abstrakte — Objekte zu stehen, sondern um mit diesen zu arbeiten.
Abhingig von der Art der Aufgabe sind verschiedene Représentationsformen unter-
schiedlich effizient (s.u.). Eine wichtige Eigenschaft der Arbeit mit mathematischen
Représentationen ist es, dass die Manipulation dieser Zeichen durch ein geeignetes
Regelwerk (zum Beispiel dem Umformen einer Gleichung) méglich wird, auch oh-
ne dabei die reprasentierten Objekte im Geiste in gleicher Weise manipulieren zu
miissen:

,,The leading role of signs is not to stand for mathematical objects, but to
provide the capacity of substituting some signs for others.”

,Die entscheidende Rolle von Zeichen ist es nicht, fiir mathematische Ob-
jekte zu stehen, sondern die Moglichkeit zu bieten, gewisse Zeichen durch
andere zu ersetzen.“

Duval (2006, S. 106, Hervorhebungen im Original, Ubersetzung durch
den Autor)

Solche Manipulationen lassen sich zu einem Rechenkalkiil zusammenfassen, wel-
ches besonders bei grundlegenden Routineaufgaben unnétige geistige Anstrengun-
gen vermeidet, da diese gewissermalien automatisch und ohne den konzeptuellen
Hintergrund durchgefiihrt werden kénnen, zum Beispiel wenn mit den bekannten
Rechengesetzen der Bruchrechnung ein komplizierter Term zusammengefasst wird,
ohne dass dabei stdndig die Bedeutung des Zwischenergebnisses im realen Kontext
im Kopf behalten werden muss. Um nicht in sinnentleerte und mechanische Zah-
lenmanipulationen abzugleiten, muss jedoch die Wiederverkniipfung mit den hinter
den Zeichen stehenden Bedeutungen moglich sein (vgl. Skemp, 1973, S. 89). Im
obigen Beispiel miisste nach der Zusammenfassung des Bruchtermes also am En-
de die Frage stehen, was das errechnete Ergebnis nun fiir die bearbeitete Aufgabe
bedeutet.

Einige Représentationen sind fiir solche Rechenaufgaben geeigneter und ermog-
lichen durch ihre Beschaffenheit erst effiziente Rechenverfahren. Beispielsweise ist
die Multiplikation 68 - 10 mit romischen Ziffern (LXIIX - X) erheblich schwieriger.
Die Beschaffenheit des Dezimalsystems vereinfacht die Aufgabe gegeniiber dem r6-
mischen Zahlsystem und trégt so dazu bei, die notwendige kognitive Anstrengung
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zu verringern (Scaife & Rogers, 1996, S. 189). Geeignete Représentationen kon-
nen aufSerdem Informationen schneller und einfacher verfiigbar machen, wenn zum
Beispiel die Existenz einer Nullstelle einer Funktion an einem Graphen schnell ,ab-
gelesen” werden kann, wiahrend bei einer Gleichung zuerst eine Umformung durch-
gefiihrt werden muss. Diese beiden Eigenschaften werden bei Scaife und Rogers
(1996, S. 188f) als re-representing und computational offloading bezeichnet und stel-
len wichtige Aufgaben von Représentationen im Betreiben von Mathematik dar. Das
Auslagern mentaler Prozesse in eine externe Darstellung mit dem Ziel, kognitive
Last von Lernenden zu nehmen, wird zum Teil auch als Supplantation bezeichnet
(vgl. Vogel, 2006, S. 60).

1.2 Repréasentationen vom Standpunkt der
Mathematikdidaktik

1.2.1 Repréasentationen in der Lernpsychologie

Wir werden im Folgenden zwischen internen und externen Reprisentationen unter-
scheiden. Externe mathematische Reprasentationen sind solche, die wir mit unseren
Sinnen wahrnehmen, also beobachten kénnen, und die zu dem Zweck erstellt wur-
den, ein mathematisches Objekt darzustellen. In der Semiotik fallen diese unter den
Begriff des (dufderen) Zeichens, jedoch sind nicht alle Zeichen externe Représenta-
tionen nach obiger Definition.

Interne Reprisentationen sind dagegen nur subjektiv vorhanden und kénnen
nicht direkt beobachtet werden. In der kognitiven Psychologie werden diese meist
als ,mentale Reprasentationen“ (Wentura & Frings, 2013) oder ,Schemata“ (vgl.
Schnotz & Bannert, 1999, S. 222; Salomon, 1994, S. 46; Skemp, 1973, S. 39) be-
zeichnet. Interne Représentationen — im Sinne dieser Arbeit — beziehen sich ebenfalls
auf mathematische Objekte, umfassen aber {iber deren internalisierte externe Re-
prasentationsformen hinaus auch individuelle Einstellungen, Vorstellungen und As-
soziationen mit dem Objekt (vgl. Duval, 2006, S. 104; Weigand, 2013b, S. 301). Auf
eine interne Représentation zugreifen zu konnen kann ein Erinnern an eine bekann-
te externen Reprasentationsform und deren Betrachtung vor dem , geistigen Auge*
einschliel3en, was in der kognitionspsychologischen Literatur als ,,visual images“ in
Form von ,internal depictions” bei Schnotz und Bannert (2003, S. 148), als ,,bildhaf-
te Darstellung® bei Bruner und Juzi (1971, S. 21), ,innere Bilder” bei Piaget (Piaget
& Inhelder, 1991, S. 63) oder ,Vorstellungsbilder” bei Aebli (1981, S. 280) bezeich-
net wird.

Neben diesen internen Bildern wird Wissen zudem in Form von Propositionen im
Gehirn gespeichert. Diese stellen Relationen zwischen Objekten in Form von ,Pra-
dikaten“ her, welche kleine Informationseinheiten strukturieren (Schnotz, 2002a,
S. 67), z.B. ,SCHNEIDEN (agent: GERADE g, objekt: KREIS k)“. Diese Proposition
enthélt das Wissen, dass die Gerade g den Kreis k schneidet. Propositionen werden
als ,,deskriptionale Reprasentationen“ bezeichnet, deren Aufbau mit denen von den
bereits erwédhnten depiktionalen in einem engen Wechselspiel steht. Dieses wird in
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Schnotz und Bannert (1999) als integriertes Modell des Text- und Bildverstehens
ausfiihrlich beschrieben.

Interne mathematische Reprisentationen gehen weit iiber ein innerliches, bild-
haftes Betrachten hinaus, umfassen sie doch neben der jeweiligen externen Repra-
sentationsform das Wissen um die moglichen Operationen an der Représentation
ebenso wie die Einbettung des représentierten Objekts in ein mathematisches Be-
griffsnetz und dessen Beziehung zu anderen Objekten und deren Reprisentationen
(vgl. Schnotz & Bannert, 2003, S. 148). Sie sind, viel mehr als die Vorstellung einer
einzelnen Darstellung, eine geistige Struktur, welche die Organisation von neuen
Beobachtungen ermoglicht und als Werkzeug fiir das Losen von Problemen dient
(vgl. Kaput, 1991, S. 55; Marshall, 1995, S. 53f; Skemp, 1973, S. 39). In Peirces
Zeichentriade finden sich interne Reprasentationen als Interpretant, ndmlich als das
vom betrachteten Zeichen ,im Bewusstsein [erzeugte] dquivalente oder vielleicht
[...] weiter [entwickelte] Zeichen“ (Peirce, 1960, CP 2.228, S. 135). Das innere Zei-
chen wird nach Peirce also durch die Wahrnehmung eines duf3eren hervorgerufen.
In der Kognitionspsychologie hat sich aber schon mindestens seit den 1970er Jah-
ren die Uberzeugung durchgesetzt, interne Reprisentationen unabhingig von &du-
Reren Zeichen als existent anzunehmen (Aebli, 1981, S. 305f). Hier ist vor allem
JEROME BRUNER zu nennen, dessen Beschreibung des Ubergangs von externen zu
internen Wissensreprédsentationsformen grof3en Einfluss auf die Kognitionspsycholo-
gie hatte (Bruner, 1971). Wie dieses Wissen im Gehirn abgespeichert wird, ist immer
noch Gegenstand der Forschung, heute insbesondere der Neurowissenschaften. Man
geht jedoch davon aus, dass in einem Teil des Gedéchtnisses Wissen in einer seman-
tischen, netzartigen Struktur abgelegt wird (vgl. Marshall, 1995, S. 180; Gruber,
2011, S. 59), welches sich vor allem durch das Wahrnehmen von vielfiltigen Ver-
tretern einer anzulegenden Gegenstandskategorie (z.B. ,Ungleichung®, ,Dezimal-
bruch“, ,,Quadratische Funktion“) und durch Interaktion mit diesen ausbildet (Gru-
ber, 2011, S. 56ff; vgl. Weigand, 2012, S. 5). Diese Eigenschaft des Gedachtnisses
findet auch in Bezug auf das Lernen von Begriffen ihren Ausdruck in der Mathema-
tikdidaktik (vgl. Vollrath & Roth, 2012, S. 234f). Die dlteren, streng nach Ober- und
Unterkategorien ausgerichteten Gedéchtnismodelle gelten heute als iiberholt (vgl.
Schlaghecken, 1998, S. 62; Gruber, 2011, S. 56).

Auch wenn sie klar unterschieden werden miissen, diirfen interne und exter-
ne Représentationen nicht als vollstindig voneinander getrennt angesehen werden.
Einerseits haben wahrgenommene externe Reprasentationen eine ganz entscheiden-
de Wirkung auf die Entwicklung interner, wenn sie mit den vorhandenen mentalen
Modellen verglichen und in diese eingegliedert werden oder zu einer Umformung
existierender Schemata beitragen (vgl. Schnotz & Lowe, 2003, S. 118; Duval, 2000,
S. 60). Umgekehrt sind erstellte externe Repriasentationen entscheidend durch die
Vorstellungen und das Wissen der Person gepragt, welche sie produziert, da sie mit
zunehmender Vertrautheit mit den jeweiligen Reprédsentationen als Ausdrucksmittel
auch zunehmend in diesen Reprédsentationsformen denkt (vgl. Salomon, 1994, S.
114). Diese Art der Wechselwirkung wird in Abbildung 1.4 dargestellt.

Eine Unterscheidung zwischen internen und externen Représentationen ist von
besonderer Bedeutung, wenn man, wie hdufig in der Mathematikdidaktik, eigent-
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MENTAL OPERATIONS
(HYPOTHETICAL)

Deliberately Project

read (construct)

OR (write, speak,
Passively computer input, etc.)
have evoked

PHYSICAL OPERATIONS
(OBSERVABLE)

Abbildung 1.4: Wechselwirkung zwischen internen und externen Reprasentationen (nach
Kaput, 1991, S. 57)

lich an den internen Reprisentationen von Versuchspersonen interessiert ist, also
beispielsweise herausfinden mochte, welches mentale Modell ein Schiiler von einer
Funktion besitzt, jedoch vor der nicht zu iberwindenden Schwierigkeit steht, dass es
unmoglich ist, direkten Zugriff auf die internen Reprasentationen des Schiilers zu er-
halten, und als Forscher darauf angewiesen ist, dass der Schiiler kommuniziert, also
auf externe Représentationen zuriickgreift (vgl. Duval, 2006, S. 104). Diese Repri-
sentationen koénnen dabei jedoch nicht als exaktes Abbild dessen angesehen werden,
was in der Vorstellung des Schiilers existiert, sondern miissen interpretiert werden,
um so auf die mentalen Modelle des Schiilers riickschlie@en zu kénnen. Insbeson-
dere lassen sich die Wechselwirkungen zwischen externen und internen Repréisen-
tationen nicht direkt beobachten (vgl. Abbildung 1.5). Diese Schwierigkeit kann als
das Grundproblem der Psychologie bezeichnet werden (vgl. Prinz & Miisseler, 2008,
S. 4; Skemp, 1973, S. 68; Bruner & Juzi, 1971, S. 28).

) Beobachtete Externe

A > Reprasentati
4 Interaktionen eprasentationen

Abbildung 1.5: Schema zum grundlegenden Problem der Forschung an internen Repra-
sentationen, nach Kaput (1991)

25



Kapitel 1. Reprdsentationen

Fiir die spater beschriebene Untersuchung (Kapitel 3) hat dies unmittelbare Aus-
wirkungen. Einerseits ergibt sich in der Auswertung der produzierten externen Schii-
lerrepréasentationen die Notwendigkeit einer Interpretation im Sinne einer qualita-
tiven Inhaltsanalyse (vgl. Mayring, 2010). Andererseits stellt sich die Frage, wie
interne Représentationen iiberhaupt klassifiziert werden kdnnen, wenn sie nicht zu
beobachten sind. Je nach Art der Klassifikation sind unterschiedliche externe Repré-
sentationen hierfiir kein ausreichendes Indiz, wie im folgenden Abschnitt erlautert
werden soll.

1.2.2 Reprasentation und Codierung

Bei der Betrachtung von internen und externen Repréasentationen und ihren Manifes-
tationen in Form von produzierten Schiilerdokumenten spielen sowohl Lernpsycho-
logie als auch design science eine Rolle. Daher miissen relevante Begriffe aus diesen
Disziplinen in dieser Arbeit in Betracht gezogen werden. Schwierigkeiten entstehen,
wenn diese nicht einheitlich verwendet werden oder unterschiedliche Schwerpunkte
setzen. Dies betrifft insbesondere die Begriffe ,Modalitdt“, ,Medium®, ,,Codierung*
und ,,Reprasentation” (vgl. Ladel, 2009, S. 46; Aebli, 1981, S. 299). Fiir die ersten
drei bietet das in Tabelle 1.1 dargestellte Raster von Weidenmann (2002, S. 47) eine
hilfreiche Unterscheidung.

Mono- ...

Multi- . ..

Medium
Codierung

Sinnesmodalitat

Monomedial: Buch, Video-
anlage, PC mit Bildschirm
Monocodal: nur Text, nur Bil-
der, nur Zahlen

Monomodal: nur visuell
(Text, Bilder), nur auditiv
(Rede, Musik)

Multimedial: PC + CD- ROM-
Player, PC + Videorekorder
Multicodal: Text mit Bildern,
Grafik mit Beschriftung
Multimodal: audio- visuell
(Video, CBT- Programme mit
Ton)

Tabelle 1.1: Raster zur differenzierteren Beschreibung medialer Angebote (Weidenmann,
2002, S. 47)

Demnach ist ein Medium ein Gegenstand oder ein Gerit, mit dessen Hilfe et-
was dargestellt wird, zum Beispiel ein Bildschirm oder ein Buch. Die Codierung
bezeichnet die Art und Weise, wie die Information dargestellt wird, zum Beispiel als
Text oder Bild. Die (Sinnes-)Modalitét beschreibt, wie diese Information aufgenom-
men wird, ndmlich visuell oder auditiv. Diese Unterscheidung ist allerdings langst
nicht einheitlich. So bezeichnen etwa Psychologen, die sich auf Paivios ,,dual co-
ding“-Theorie (Paivio, 1986) beziehen, eine Darstellung als multimedial, wenn diese
Text und Bild gemeinsam darstellt (vgl. Mayer, 2005b; Fletcher & Sigmund, 2005;
und zahlreiche weitere Autoren in Mayer, 2005a), auch wenn beide z.B. in einem
Buch abgebildet sind (nach Weidenmanns Unterscheidung also multicodal, aber mo-
nomedial). Diese multimedialen Darstellungen werden dann zum Teil als ,multiple
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representations* bezeichnet (z.B. Horz & Schnotz, 2010; Fletcher & Sigmund, 2005).
Diese Konzentration auf Medien an Stelle von semiotischen Aspekten wurde zum
Teil kritisiert, weil sie zu kurz greife (vgl. Schnotz & Lowe, 2003, S. 117; Ainsworth,
2006, S. 183; Kaput, 1987b, S. 165). Eine zweite Unterscheidungsmoglichkeit stellt
heraus, dass Repréasentationen dann unterschiedlich sind, wenn sie verschieden co-
diert sind (Ladel, 2009, S. 47). Multiple Représentationen entsprechen damit den
multicodalen nach obigem Schema.

In dieser Arbeit soll jedoch eine andere Unterscheidung getroffen werden. Dazu
miissen zuerst die Begriffe ,,Codierung” und ,Reprisentation“ von einander abge-
grenzt werden. Betrachten wir als Beispiel eine Gerade in einem kartesischen Koor-
dinatensystem, die durch die Punkte A (0|2) und B (1|3) verlauft. In Abbildung
1.6 sind drei Moglichkeiten der Darstellung dieser Geraden zu sehen. Diese drei
Darstellungen beziehen sich auf das gleiche mathematische Objekt, sind jedoch un-
terschiedlich codiert: links in Form eines Bildes, in der Mitte als sprachliche Beschrei-
bung und rechts als Gleichung.

,Eine Gerade in einem Kkartesi- y=x+2
A schen Koordinatensystem, wel-
. che durch die Punkte A (0|2)
und B (1|3) verlauft.”
0
1 0 1 2
(a) Bildhaft-geometrisch (b) Sprachlich-geometrisch (c) Algebraisch

Abbildung 1.6: Drei Darstellungen einer Gerade

Fiir die sich auf Paivio beziehenden Autoren wéren die Abbildungen 1.6a und
1.6b zusammen genommen multimedial, also ,,multiple representations*, da sie Bild
und Text kombinieren. Fiir die Abbildungen 1.6b und 1.6c¢ gilt das jedoch nicht, da
sie nur aus Text bestehen. Nimmt man die Codierung als maf3geblich zur Unterschei-
dung, sind alle drei Abbildungen verschiedene Repréisentationen, also jede Kombina-
tion der drei eine multiple Reprasentation. In der vorliegenden Arbeit sollen jedoch
die Reprasentationen in 1.6a und 1.6b aus folgenden Griinden als d4quivalent angese-
hen werden. Wie oben erlautert sind fiir die in Kapitel 3 beschriebene Untersuchung
die internen Reprisentationen der Schiiler entscheidend, wobei auf deren AuRerun-
gen — in Form von externen Représentationen in Schiilerdokumenten - zuriickge-
griffen werden muss, um auf die internen riickschliefen zu kénnen. Von den beiden
externen Reprisentationen in 1.6a und 1.6b ausgehend lésst es sich jedoch nicht
rechtfertigen, auf unterschiedliche interne Reprédsentationen zu schlief3en, da beide
einen geometrischen Sachverhalt mit einer durch zwei Punkte verlaufenden Gera-
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den darstellen, lediglich die gewéhlte Art, sich auszudriicken, unterscheidet sich*.
Bei Abbildung 1.6¢ verhalt sich dies jedoch anders: Hier steht nicht die geometrische
Konstruktion im Vordergrund, sondern der funktionale Zusammenhang zwischen -
und y-Koordinate. Deshalb zeigt nur Abbildung 1.6c eine neue Représentation.

Weder Medium noch Codierung sollen in dieser Arbeit also die Grenzen zwischen
Représentationen markieren. Wie also lasst sich eine Unterscheidung von Représen-
tationen treffen, bei der die Unterscheidung zwischen externen Reprisentationen
konsistent ist mit ihren jeweiligen — vermuteten — internen? Hierzu soll der Begriff
des Reprdsentationensystems eingefiihrt werden, welcher die Unterscheidung nach
mathematischen Gesichtspunkten vornimmt und mit den ,semiotic registers” eng
verwandt ist, welche von Duval (2006, S. 108) unter Bezugnahme auf Descartes
(1954) als Begriff eingefiihrt wurden. Die Nutzung des Begriffs ,Registers” scheint
auch im Deutschen historisch wohlbegriindet, jedoch lasst sich kritisch einwenden,
dass Descartes damit eigentlich nur im Sinn hatte, geometrische und algebraische
Grofden jeweils in einer eigenen Liste (,,registre separé”) zu notieren, das heif3t, ihnen
unterschiedliche Bezeichnungen zu geben (Descartes, 1954, S. 8 (S. 300 im Origi-
nal))°. In dieser Arbeit soll der Begriff des ,Registers” nicht genutzt werden, da die
namentliche Nédhe — aber inhaltliche Ferne — zu den ,sensorischen Registern“ (vgl.
bspw. Schnotz, 2005, S. 55; Gruber, 2011, S. 23) der Kognitionspsychologie eine
unnotige Gefahr fiir Missverstdndnisse darstellt. Als inhaltlich ebenfalls verwand-
te Begriffe sind ,scheme” (Salomon, 1994, S. 29-32) oder ,symbol scheme* (Kaput,
1987b, S. 162) zu nennen, auf die wegen der namentlichen Ahnlichkeit zu den Sche-
mata der Kognitionspsychologie (vgl. Abschnitt 1.2.1) aber nur an geeigneter Stelle
verwiesen wird.

1.2.3 Reprasentationensysteme

Ein Reprasentationensystem ist die Menge aller Reprisentationen, welche die glei-
chen Operationen erlauben, die auf sie angewandt werden koénnen (vgl. Duval,
2006, S. 111; Kaput, 1987b, S. 162).

Beispiele®:

e Gleichungen. Operationen beinhalten z.B. Aquivalenzumformungen
nach den bekannten Rechenregeln sowie Einsetzungen.

e Graphen in einem kartesischen Koordinatensystem. Operationen beinhalten
z.B. das Vergrof3ern, Verkleinern oder Verschieben des sichtbaren Ausschnittes
des Koordinatensystems und Ablesen von Werten.

IS

Es lief3e sich einwenden, dass es sich bei der internen Représentation, welche Abbildung 1.6a zu Grun-
de liegt, um eine depiktionale handelt, wahrend Abbildung 1.6b auf eine deskriptionale hindeutet (vgl.
Abschnitt 1.2.1, S. 23). Dies ist nicht von der Hand zu weisen. Weil die Unterscheidung von (internen
wie externen) Reprisentationen in dieser Arbeit jedoch auf einer mathematischen statt auf einer ge-
déachtnispsychologischen Ebene stattfinden soll, spielt dieser Einwand hier keine entscheidende Rolle.
Deshalb iibersetzen auch die Autoren der 1925 erstmals erschienen Ubersetzung ins Englische, auf die
hier verwiesenen wird, die Wendung ,,registre separé“ mit ,seperate list“ (Descartes, 1954, S. 6).

Diese Beispiele dienen nur zur Illustration und erheben natiirlich keinen Anspruch auf Vollstandigkeit.
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e Wertetabellen. Operationen beinhalten z.B. das Einfiigen von Wertepaaren und
das Ablesen von Werten.

Jede Représentation gehort genau einem Reprasentationensystem an und besteht
aus einer Syntax, welche allen Reprédsentationen eines Systems gemeinsam ist, sowie
den abgebildeten Eigenschaften eines Bezugsobjekts (vgl. ,,symbol system“ bei Kaput,
1987b, S. 162):

e Die Syntax gibt an, wann ein Ausdruck innerhalb eines Reprasentationensys-
tems korrekt ist. Die Terme 2z + 3 oder 3y - x besitzen beispielsweise eine
korrekte Syntax, 5 + —x (zwei Rechenoperationszeichen hintereinander) oder
x(+3)) (fehlerhafte Klammersetzung) nicht. Die Syntax darf nicht mit der Co-
dierung verwechselt werden: So sind der Term 2z + 3 und die ausgeschriebe-
nen Worte ,Zwei X plus Drei“ die gleiche Reprasentation, da sie sich auf das
gleiche Objekt beziehen und die gleiche Syntax besitzen. Nur die Codierung
unterscheidet sich.

e Die abgebildeten Eigenschaften sind diejenigen Informationen des dargestell-
ten Objekts, welche sich aus der Reprisentation entnehmen lassen, z.B. die
y-Koordinate eines Punktes, die Lange einer Strecke oder die Lage eines Gra-
phen im Koordinatensystem (vgl. Palmer, 1978, S. 262).

Zwei mathematische Reprédsentationen sind also genau dann unterschiedlich,
wenn sie unterschiedlichen Représentationensystemen angehoren oder sich auf un-
terschiedliche Eigenschaften gleicher Objekte beziehungsweise unterschiedliche Ob-
jekte beziehen.

Beispiele:

e y =22 —1und y = 3z + 1 sind unterschiedliche Représentationen, da sie sich
auf verschiedene Objekte beziehen.

e In Abbildung 1.7 sind zwei Punkte im xz-y-z-Raum dargestellt. Die beiden
Teilabbildungen zeigen die z-z-Ebene und die y-z-Ebene, besitzen also einer-
seits die gleiche Syntax (jeweils zweidimensionale kartesische Koordinaten-
systeme) und beziehen sich auf das gleiche Objekt. Weil sie aber mit den x-
und z-Koordinaten bzw. y- und z-Koordinaten unterschiedliche Eigenschaften
darstellen, handelt es sich um unterschiedliche Repréasentationen.

e y = 22 — 1 und die um 1 in negativer y-Richtung verschobene Normalpa-
rabel in einem kartesischen Koordinatensystem sind unterschiedliche Repra-
sentationen, da sie verschiedenen Reprédsentationensystemen angehoren. Die
dargestellten Eigenschaften ihres Bezugsobjekts sind jedoch gleich. Die Um-
wandlung der einen Reprisentation in die andere, also das Wechseln des Re-
prasentationensystems bei Beibehaltung der dargestellten Eigenschaften, wird
von Duval als ,,conversion“ bezeichnet (Duval, 2006, S. 112).
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2 2
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B B
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(a) x-z-Ebene (b) y-z-Ebene

Abbildung 1.7: Gleiche Reprasentationensysteme und gleiches Bezugsobjekt, aber unter-
schiedliche dargestellte Eigenschaften machen (a) und (b) zu unterschiedlichen Reprasen-
tationen.

e y=2?—1undy = (z+1)(z—1) sind die gleichen Reprisentationen, da sie ein
Représentationensystem teilen und sich auf das gleiche Objekt beziehen. Die
eine lasst sich durch Operationen des Reprasentationensystems (Umformung)
in die andere iiberfiihren, wobei das Bezugsobjekt erhalten bleibt. Duval be-
zeichnet eine solche Umformung als ,treatment” (Duval, 2006, S. 111).

Diese Zusammenhénge zwischen Repréisentationen und Repréisentationensyste-
men sind in Abbildung 1.8 dargestellt. Die Représentationen Ry und R} (z.B. y =
22 —1und y = (z + 1)(z — 1), s.0.) sind dabei gleich, da sie durch Umformung
innerhalb eines Reprdsentationensystems ineinander {iberfiihrt werden kénnen. Die
Reprasentation R» (z.B. der Graph aus den obigen Beispielen) bezieht sich zwar
auf die gleichen Eigenschaften des Objekts O; wie Ry und R}, ndmlich auf den
Zusammenhang von z- und y-Werten, gehort aber zu einem anderen Reprasentatio-
nensystem. R; bzw. R} lassen sich also durch eine Umwandlung in R; iiberfiihren.
R3 bezieht sich auf ein anderes mathematisches Objekt O,, ist von R also verschie-
den, auch wenn diese dem selben Reprasentationensystem angehoren, zum Beispiel
der Graph einer linearen Funktion.

Warum wird hier diese Unterscheidung von Représentation und Représentatio-
nensystem getroffen? Die Bedeutung des realen Handelns fiir das Lernen ist heute
allgemein anerkannt und wurde unter anderem von Piaget (vgl. Piaget & Inhelder,
1991) und, darauf aufbauend, von Aebli (1981) immer wieder betont: Wissen ist der
,dauernde Niederschlag des Handelns, des Wahrnehmens und der kognitiven Pro-
zesse“ (Aebli, 1981, S. 193). Die Bedeutung realer Handlungen fiir das Lernen und
die Begriffsbildung gilt auch im Bereich der Mathematik (vgl. Vollrath & Roth, 2012,
S. 86ff), insbesondere fiir das Arbeiten mit Reprisentationen (vgl. Kaput, 1987b, S.
162). Es ist also sinnvoll, einen engen Bezug zwischen Reprisentationen und Hand-
lungen herzustellen, wenn es um das Lernen von Mathematik geht.

Die Verwendung der gemeinsam anwendbaren Operationen auf Reprisentatio-
nen zur Unterscheidung von Représentationensystemen hat gegeniiber anderen Un-
terscheidungen wie der Codierung oder dem Medium einen weiteren Vorteil: Wie
Studien immer wieder belegen konnten, ist es gerade die Umwandlung bzw. der
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Reprasentationensystem 1 Reprasentationensystem 2

Umwandlung /
conversion

/
Umformung / /
treatment
Rl /

N

Eigenschaften
mathematischer Obje};te

%
E()

Abbildung 1.8: Reprasentationensysteme und Reprasentationen

Transfer, die beim Ubergang von einem Reprisentationensystem in ein anderes durch-
gefithrt werden muss (s. Abb. 1.8), welche Schiilern die gro3ten Schwierigkeiten

bereitet (vgl. Ainsworth, 1999, S. 132; van der Meij & de Jong, 2006, S. 200). Eine

bloRe Recodierung von z.B. ,x < 0“ zu ,x ist kleiner als Null“ oder der Ubergang vom

Medium Buch zum Bildschirm erscheint in diesem Zusammenhang nicht geeignet,

die Probleme zu erklaren, die Reprédsentationsiibergénge fiir Schiiler darstellen (vgl.

Duval, 2006, S. 112).

Die Beschreibung des Reprdsentationensystems iiber die anwendbaren Operatio-
nen und der Reprdsentation durch dessen Reprasentationensystem und Bezugsobjekt
ist also im Hinblick auf die Ziele dieser Arbeit begriindet. Darauf baut die in den fol-
genden Abschnitten beschriebene Taxonomie von Reprasentationen auf.

1.3 Eine Taxonomie der Reprasentationen

Eine mogliche Einteilung der Reprédsentationen kann entlang der Dimensionen Dy-
namik und Multiplizitidt vorgenommen werden. Eine solche Aufteilung ist in Ab-
bildung 1.9 zu sehen. Multiplizitdt bezeichnet hierbei die gemeinsame Darstellung
verschiedener Reprasentationen, Dynamik bedeutet, dass sich eine Reprasentation
verandert. Im Detail wird dies in den Abschnitten 1.3.2 und 1.3.3 beschrieben.

Ist eine Reprasentation statisch und wird einzeln dargestellt, wird sie als iso-
lierte statische Reprdsentation (ISR) bezeichnet. Fiigt man weitere Reprdsentationen
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Abbildung 1.9: Eine Taxonomie der externen Reprasentationen nach den Dimensionen Dy-
namik und Multiplizitat

des gleichen mathematischen Objekts hinzu, wird sie zur multiplen statischen Reprd-
sentation (MSR). ISR und MSR bilden zusammen die Klasse der statischen externen
Reprdsentationen (SER).

Eine einzelne Représentation, die z.B. mit Hilfe eines Rechners dynamisiert wird,
wird zur isolierten dynamischen Reprdsentation (IDR). Zusammen mit den isolierten
statischen Représentationen bilden sie die Klasse der isolierten externen Reprdsenta-
tionen (IER).

Wird einer multiplen Reprédsentation Dynamik hinzugefiigt, handelt es sich um
eine multiple dynamische Reprdsentation (MDR, s. Abschnitt 1.3.4). Zusammen mit
den multiplen statischen Reprasentationen bilden sie die Klasse der multiplen exter-
nen Reprdsentationen (MER, s. Abschnitt 1.3.2).

Isolierte dynamische und multiple dynamische Reprédsentationen bilden zusam-
men die Klasse der dynamischen externen Reprdsentationen (DER, s. Abschnitt 1.3.3).

Damit ergibt sich eine vollstindige Einteilung der externen Reprisentationen. In
den folgenden Abschnitten sollen ihre jeweiligen spezifischen Eigenschaften genauer
untersucht werden. Im Abschnitt 3.1.2 wird dann beschrieben, wie die vorgestellten
Kategorien in der Untersuchung eingesetzt wurden.

1.3.1 Cognitive-Load-Theorie und Reprasentationen

Weil sie in der Bewertung der unten beschriebenen Représentationsklassen eine
wichtige Rolle spielt, soll zundchst die Theorie des ,Cognitive Load“ beschrieben
werden. Durch sie lassen sich einige der Anforderungen, welche insbesondere mul-
tiple und dynamische Représentationen an die Lernenden stellen, erklaren. De Jong
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fasst den zentralen Ausgangspunkt der Cognitive-Load-Theorie wie folgt zusammen:

,Basically, cognitive load theory asserts that learning is hampered when
working memory capacity is exceeded in a learning task.“

,Im Wesentlichen geht die Cognitive-Load-Theorie davon aus, dass das
Lernen behindert wird, wenn die Kapazitdt des Arbeitsgedédchtnisses bei
einer Lernaufgabe iiberschritten wird.“

de Jong (2010, S. 106, Ubersetzung durch den Autor)

Die urspriingliche auf Chandler und Sweller (1991) zuriickgehende Theorie hat
auf die Lernpsychologie, insbesondere im Bereich der Lernmittelgestaltung, grol3en
Einfluss genommen (de Jong, 2010, S. 106), so auch bei der Erforschung des Ler-
nens mit Repréasentationen (vgl. Ainsworth, 2006; Schnotz, 2002b; Renkl, Berthold,
Grosse & Schwonke, 2013; Bétrancourt, 2005).

Grundsétzlich werden drei verschiedene Arten von Cognitive Load (nachfolgend
meist kognitive Last oder Auslastung genannt) unterschieden (de Jong, 2010, S.
106):

e Intrinsic load (intrinsische Last) ist durch die (subjektiv erlebte) Komplexitit
des zu lernenden Materials bestimmt.

e Extraneous load (liberfliissige Last) ergibt sich aus der Gestaltung des Lernma-
terials und ist hinderlich fiir den Lernerfolg.

e Germane load (relevante oder bedeutungsvolle Last) wird durch die ablaufen-
den Lernprozesse selbst erzeugt, ist also eine ,gute” Art von Last.

Cognitive Load hat also zwei Seiten: Einerseits beschreibt der ,germane load“ eine
kognitive Last, welche nicht verhindert oder verringert werden sollte, da sie die Vor-
aussetzung fiir das Lernen darstellt. Andererseits wird besonders der mittlere Punkt
in den nachfolgenden Betrachtungen der Représentationsklassen immer wieder ei-
ne Rolle spielen, da verschiedene Arten von Représentationen eine unterschiedlich
hohe Last erzeugen, welche dem Lernerfolg im Wege stehen kann. Jedoch ergeben
sich gerade durch diese zusétzlichen, Last erzeugenden Charakteristika von Repra-
sentationen erst die Moglichkeiten fiir neue kognitive Prozesse und damit fiir einen
groBBeren Lernerfolg. Dieser Widerspruch ist eine Kritik, welche an die Cognitive-
Load-Theorie gerichtet wird (de Jong, 2010, S. 108). Zudem ist kognitive Last nicht
nur hochst subjektiv und hochgradig von den Vorlieben und Vorkenntnissen des Ler-
nenden abhéngig, sondern auch nur schwierig messbar (de Jong, 2010, S. 114ff),
weshalb die Theorie vor allem zum nachtréaglichen Erklaren oder Spekulieren {iber
einen nicht eingetretenen Lernerfolg genutzt wird (de Jong, 2010, S. 125).
Dennoch bietet sie eine Mdglichkeit, die héheren Anforderungen und die dar-
aus moglicherweise entstehenden Schwierigkeiten beim Lernen mit verschiedenen
Arten von Représentationen zu erklaren. In den nachfolgend beschriebenen Repré-
sentationsklassen, welche sich aus dem oben beschriebenen Schema ergeben, wird
daher auch auf die Implikationen der Cognitive-Load-Theorie Bezug genommen.
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Abbildung 1.10: Eine multiple Reprasentation einer Funktion durch Gleichung, Tabelle und
Graph

1.3.2 Multiple Reprasentationen

Eine multiple Reprédsentation (MER) liegt vor, wenn Représentationen gemeinsam
dargestellt werden, die zwar das gleiche Bezugsobjekt besitzen, dabei aber entwe-
der aus verschiedenen Représentationensystemen stammen oder unterschiedliche
Eigenschaften des Objekts darstellen. Jede dieser dargestellten Reprédsentationen ist
eine Teilreprésentation der multiplen Reprasentation. Ein typisches Beispiel einer
multiplen Reprasentation fiir eine Funktion ist ihre Darstellung in Form von Glei-
chung, Tabelle und Graph (z.B. Abbildung 1.10). Bereits hier wird deutlich, dass die
einzelnen Teilreprasentationen zwar nicht jeweils die gleichen Informationen ent-
halten miissen, aber kdnnen. Haufig teilen sich die Teilreprdsentationen bestimmte
dargestellte Informationen, sie konnen jedoch auch in den dargestellten Eigenschaf-
ten vollig disjunkt sein, solange sie sich auf das gleiche mathematische Objekt be-
ziehen. Die Details zu diesem Merkmal multipler Reprédsentationen werden in der
Theorie von Ainsworth (1999) ausfiihrlich dargestellt.

Die Rollen multipler Reprasentationen

Ainsworth (1999) unterscheidet drei Rollen (oder Funktionen) multipler Représen-
tationen. Diese sind nicht spezifisch fiir die Mathematik, sondern fiir alle Inhalte:

1. Sie konnen ergidnzende Rollen (complementary roles) einnehmen.

2. Sie konnen die Interpretationsmoglichkeiten von Représentationen einschran-
ken, um so Fehlinterpretationen vorzubeugen (constrain interpretation).

3. Sie konnen zu einem tieferen Verstdndnis der Représentationen fiihren (con-
struct deeper understanding).

Ainsworth (1999) differenziert diese Rollen multipler Reprédsentationen weiter
aus und nennt Voraussetzungen fiir die Verwendung der jeweiligen Rolle ebenso wie
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Functions of MERs
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Abbildung 1.11: Die Rollen multipler Reprasentationen (nach Ainsworth, 1999)

feinere Unterscheidungen innerhalb der Rollen. Das gesamte Schema ist in Abbil-
dung 1.11 dargestellt. Diese Rollen sind nicht exklusiv zu verstehen, d.h. eine mul-
tiple Reprasentation kann gleichzeitig sich ergédnzende Prozesse ermoglichen und
dabei zu einem vertieften Verstdndnis der Reprasentationen fiihren.

Multiple Représentationen fiihren zu einem tieferen Verstdndnis, wenn bereits
bekannte oder einfachere Reprasentationen dazu genutzt werden, unbekannte oder
komplexere Reprisentationen zu erkldren. Zum Beispiel ermoglicht in Abbildung
1.12 die linke Abbildung der aufgereihten Gummibérchen die ErschliefSung des Bal-
kendiagramms auf der rechten Seite, auch wenn diese Reprdsentation zuvor noch
nicht bekannt war.

Ein Beispiel fiir das Einschrédnken von Interpretationsmoglichkeiten wurde in Ab-
bildung 1.7 auf Seite 30 gezeigt. Hier lasst sich auf Grund der linken Teilabbildung
die Lage der Punkte nicht ablesen, die Abbildung ist also mehrdeutig. Der rechte Teil
schrankt diese Mehrdeutigkeit ein und ldsst nur noch eine Interpretation zu.

Fiir das Argumentieren und damit fiir diese Arbeit sind nur die ergdnzenden
Rollen multipler Reprédsentationen relevant. Zwar kdnnen beim Argumentieren mit
multiplen Représentationen auch die beiden anderen Rollen auftreten, insbesondere
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Abbildung 1.12: Abstraktion zum Erzeugen eines tieferen Verstandnisses
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Abbildung 1.13: Ergdnzende Rollen multipler Reprasentationen bei der Nullstellensuche
einer Funktion

beim Einarbeiten in die Fragestellung und dem Finden einer Vermutung. In dieser
Arbeit stehen jedoch die fertigen Argumentationen der Schiiler und ihre Verwen-
dung von multiplen Reprisentationen im Mittelpunkt. Deshalb sollen im Folgenden
nur die ergédnzenden Rollen genauer beschrieben werden.

Ergédnzende Rollen

Die ergénzende Rolle multipler Reprédsentationen besitzt zwei Aspekte: sich ergin-
zende Prozesse oder Vorgehensweisen (complementary processes) und sich ergénzen-
de Informationen (complementary information).

Erstere werden von Lernenden genutzt, wenn unterschiedliche Aufgaben dies
bedingen (task), wenn der Einsatz verschiedener Strategien einen Leistungsgewinn
verspricht (strategy) oder wenn es subjektive Vorlieben fiir die eine oder andere Vor-
gehensweise gibt (individual preferences). Als ein mathematisches Beispiel fiir sich
ergédnzende Prozesse eignet sich die Bestimmung von Nullstellen bei Funktionen:
Wiéhrend die Existenz einer Nullstelle am Graphen meist leicht zu erkennen ist, ist
deren Abszisse oft erst in einer Wertetabelle oder nach geeigneter Umformung der
Gleichung zu erkennen. Dies entspricht einem Einsatz verschiedener Strategien. Tat-
séchlich sind bei der Wahl der Reprasentation jedoch hiufig die Vorlieben bzw. Vor-
kenntnisse der Schiiler entscheidend (vgl. Acevedo Nistal et al., 2009, S. 630ff): So
konnten sie sich zum Beispiel lieber auf die Umformung der Gleichung konzentrie-
ren, als den Graphen zu untersuchen, weil dies in der Schule intensiv geiibt wurde.

Darstellungen kénnen sich zudem durch ihren jeweiligen Informationsgehalt er-
ganzen. Dazu konnen sich die dargestellten Informationen unterscheiden (different
information), z.B. wenn eine Nullstelle einer Funktion im betrachteten Graphen-
ausschnitt nicht zu sehen ist, diese jedoch in die Wertetabelle eingetragen ist (vgl.
Abbildung 1.13, wo die Nullstelle bei = 0 am Graphen nicht ablesbar ist).

Die Informationen konnen sich jedoch auch ergidnzen, indem sie in mehreren
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Teilreprasentationen abgebildet werden (shared information). Fiir gewohnlich sind
diese dann aber unterschiedlich dargestellt, zum Beispiel wenn in Abbildung 1.13
Nullstellen sowohl am Graphen als auch in der Wertetabelle ablesbar sind. Wie be-
reits erwdhnt bedingen diese unterschiedlichen Darstellungsweisen eventuell auch
unterschiedliche Vorgehensweisen beim Problemldsen, so dass héufig auch ergén-
zende Prozesse vorliegen. Die beiden ergdnzenden Rollen multipler Reprasentatio-
nen schliefen sich also nicht nur nicht aus, sondern bedingen sich mitunter sogar
gegenseitig.

Beim Argumentieren — und somit in der durchgefiihrten Untersuchung — spie-
len besonders diese Funktionen multipler Reprasentationen eine grofde Rolle, weil
zuséitzliche oder anders zugéngliche Informationen auch neue Moglichkeiten mit
sich bringen, in Argumenten Anwendung zu finden. Der genaue Zusammenhang
zwischen Argumenten und Représentationen wird im Abschnitt 2.3.2 im Detail be-
trachtet.

Schwierigkeiten multipler Reprasentationen

Wie im vorherigen Abschnitt dargestellt, bieten multiple Reprédsentationen ein viel-
faltiges Potential, beim Lernen von Nutzen zu sein. Tatsdchlich wurden in einer Rei-
he von Studien, insbesondere zum Lernen von naturwissenschaftlichen Inhalten,
Vorteile von multiplen gegeniiber isolierten Reprasentationen festgestellt (van der
Meij & de Jong, 2006; Kozma, Russell, Jones, Marx & Davis, 1996; Ainsworth,
Bibby & Wood, 1998; Mayer & Sims, 1994). Andererseits wurden ebenfalls Studien
veroffentlicht, in denen ein Vorteil von multiplen Reprédsentationen nicht nachge-
wiesen werden konnte oder sogar negative Effekte zu beobachten waren (Chandler
& Sweller, 1991; Ainsworth et al., 1998; van Someren, 1998). Haufig wird hierfiir
eine kognitive Uberlastung (cognitive overload, s.o. zur Cognitive-Load-Theorie) als
mogliche Ursache genannt. Aus diesem Grund steht in der Forschung zu multiplen
Représentationen mittlerweile nicht mehr die Frage im Vordergrund, ob MER beim
Lernen hilfreich sind, sondern wie sie das sein konnen (vgl. Ainsworth, 2006, S. 183;
Schnotz & Bannert, 2003, S. 118; Horz & Schnotz, 2010, S. 249). Insbesondere wird
dabei die Frage gestellt, wie die Lernenden bei den zu bewiéltigenden Anforderun-
gen beim Lernen mit multiplen Représentationen unterstiitzt werden kénnen (vgl.
Ainsworth et al., 1998, S. 123; van der Meij & de Jong, 2006, S. 200):

1. Bei jeder Teilreprdsentation zu verstehen, wie Informationen dargestellt wer-
den.

2. Bei jeder Teilreprasentation zu verstehen, welche Informationen dargestellt
werden.

3. Die dargestellten Reprasentationen auf einer oberfldchlichen Ebene in Verbin-
dung setzen zu konnen.

4. Informationen von einer Reprisentation in eine andere {ibertragen zu konnen.
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Gerade die beiden letzten Anforderungen, welche speziell beim Lernen mit multi-
plen Reprasentationen zu bewaltigen sind, bereiten Schiilern die grof3ten Probleme.
Die Losungsanséatze hierzu sind unterschiedlich. Viele beinhalten technische Kom-
ponenten, wie das Hinzufiigen einer dynamischen Verbindung zwischen den Repra-
sentationen (vgl. Ainsworth, 2006; Kaput, 1991), obwohl auch deren Wirksamkeit
nicht als nachgewiesen gelten kann und gegen deren Einsatz mit Hilfe der Cognitive-
Load-Theorie gute Argumente gefunden werden kénnen.

Ein weiterer Ansatz ist das Vermitteln von metakognitiven Fahigkeiten, mit wel-
chen Schwonke, Berthold und Renkl (2009) und Renkl et al. (2013) deutliche Leis-
tungssteigerungen beim Arbeiten mit multiplen Reprasentationen nachweisen konn-
ten. Diese Fahigkeiten miissen jedoch explizit gelehrt werden:

,The substantial instructional effects on learning outcomes [...] suggest
that representation-related knowledge is not automatically acquired with
domain knowledge, but that it has to be acquired explicitly. [...] Based
on our results, we would argue [...], that explicit teaching is crucial.“

,Die erheblichen Effekte auf den Lernerfolg [...] legen nahe, dass re-
prasentationsbezogenes Wissen nicht automatisch mit dem Fachwissen,
sondern gesondert erworben werden muss. [...] Auf Grundlage unserer
Ergebnisse wiirden wir behaupten [...], dass ein explizites Lehren ent-
scheidend ist.“

Schwonke et al. (2009, S. 1241, Ubersetzung durch den Autor)

Um klare Aussagen iiber die Wirksamkeit von multiplen Reprédsentationen (oder
die Bedingungen fiir deren Wirksamkeit) machen zu kénnen, sind sicherlich noch
weitere Forschungen notig. Diese Arbeit versucht, im innermathematischen Bereich
das Potential multipler Reprisentationen auszuloten.

1.3.3 Dynamische Repréasentationen

Eine dynamische Représentation (DER) liegt vor, wenn sich eine gezeigte Reprédsen-
tation wahrend der Betrachtung verdndert oder verdndern lasst. Dabei konnen sich
das Représentationensystem oder auch die Eigenschaften eines dargestellten ma-
thematischen Objekts dndern. Wird das Représentationensystem gewechselt oder
kommen neue Représentationensysteme hinzu, so handelt es sich um eine multiple
dynamische Représentation. Verdndern sich bestimmte Eigenschaften eines mathe-
matischen Objekts, so soll dies als Variation bezeichnet werden. Dynamische Repra-
sentationen konnen sowohl interaktiv (meist realisiert in Form von Software) als
auch selbstlaufend realisiert sein, die Verinderung stetig (bzw. quasi-stetig”) oder in
diskreten Schritten stattfinden.

7 Der Rechner als diskrete Maschine beherrscht keine echte Stetigkeit, 14sst Variation aber in ,,sehr klei-
nen“ Schritten zu, so dass fiir praktische Belange von einer stetigen Verdnderung gesprochen werden
kann.
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Nach dieser Begriffserklarung ist eine dynamische mathematische Représentati-
on ein Spezialfall der ,,Animation“ (z.B. Bétrancourt, 2005; Schnotz, 2002a; Ains-
worth & VanLabeke, 2004), welche in der Psychologie definiert ist als ,,Abfolge von
Einzelbildern, so dass jedes Einzelbild als Abwandlung des vorherigen erscheint,
und bei dem die Abfolge der Einzelbilder entweder durch den Ersteller oder den
Benutzer bestimmt wird“ (Bétrancourt & Tversky, 2000; zitiert nach Bétrancourt,
2005).

Der Ruf nach einer Dynamisierung der Mathematik, insbesondere der Geome-
trie, ist nicht neu. Wahrend fiir die antiken Mathematiker wie Euklid die Geometrie
und ihre Objekte statisch waren (Bediirftig & Murawski, 2012, S. 40), formulierte
Treutlein bereits 1911:

,Als einer der Hauptunterschiede altgriechischer und neuzeitlicher Geo-
metrie gilt das, dass in jener die Figuren samtlich als starr und fest gege-
ben angenommen werden, in dieser als beweglich und gewissermalen
flieRend, in stetem Ubergang von einer Gestaltung zu anderen begrif-
fen. Sollen unsere Schiiler in die heutige Form der Wissenschaft und gar
gelegentlich in deren Anwendung eingefiihrt werden, so miissen auch
sie beizeiten daran gewohnt werden, die Figuren als jeden Augenblick
veranderlich zu denken und dabei auf die gegenseitige Abhadngigkeit ih-
rer Stiicke zu achten, diese zu erraten, bald auch die dabei herrschende
Gesetzmaligkeit erfassen und beweisen zu kénnen.“

Treutlein (1985, S. 202, Hervorhebung im Original)

Zur damaligen Zeit wurden solche dynamischen Konstruktionen zum Beispiel
durch Gelenkvierecke realisiert, im Laufe der Zeit haben neu aufkommende Medi-
en Moglichkeiten geschaffen, alle Arten von mathematischen Objekten dynamisch
darzustellen. Wahrend dies frither vor allem durch Mathematikfilme erreicht wurde
(vgl. Kautschitsch & Metzler, 1982), bieten heute Computerprogramme in verschie-
densten Varianten die Moglichkeit einer interaktiven Dynamisierung. Typische Bei-
spiele fiir dynamische Reprédsentationen in der Schule sind in Form von dynamischer
Geometriesoftware (DGS) zu finden, bei der zum Beispiel Streckenldngen oder die
Lage von Punkten variiert werden, oder wenn Parametervariationen einer Funktion
betrachtet werden, bei denen die Auswirkungen einer Verdnderung der Parameter
auf den Funktionsgraphen beobachtet wird (vgl. Abbildung 1.14). Hierbei handelt
es sich um stetige Variationen. Aber auch das Variieren von Zelleninhalten in einem
Tabellenkalkulationsprogramm und dessen Auswirkung auf andere, abhéngige Zel-
len ist eine Form der dynamischen Représentation, nur dass hier die Variation in
diskreten Schritten verlduft.

Mégliche Vorteile dynamischer Reprasentationen

Ahnlich wie multiple bieten dynamische Reprisentationen dadurch Vorteile, dass
durch die Dynamik mehr Informationen dargestellt werden als in einem vergleich-
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(a) Dynamische Geometrie (b) Parametervariation bei Funktionen

Abbildung 1.14: Typische Anwendungen dynamischer Reprasentationen in der Schule

baren statischen Bild. Zur Nutzung dieser zusétzlichen Informationen unterscheidet
Schnotz (2002b, S. 8) zwei Funktionen:

e Die aktivierende Funktion (enabling function): Die zusitzlichen Informationen
der dynamischen Reprasentation erméglichen zusétzliche kognitive Prozesse.
Zum Beispiel ruft die in Abbildung 1.14b dargestellte Variation des Parame-
ters die Vermutung hervor, dass sich der Scheitel der abgebildeten Parabel bei
der Variation auf einer bestimmten Kurve bewegen konnte. Dies zu erkennen
ist ein zusatzlich ermoglichter kognitiver Prozess, der seinerseits wieder neue
Prozesse zur Begriindung des Gesehenen hevorrufen kann. Weil durch die zu-
satzlichen kognitiven Prozesse aber auch die kognitive Auslastung erhoht wird,
ist diese Funktion dynamischer Reprisentationen vor allem fiir leistungsstar-
kere Lernende vorteilhaft (Schnotz, 2002b, S. 5).

e Die vereinfachende Funktion (facilitating function): Durch die zusétzlichen In-
formationen, welche durch die dynamische Reprasentation dargeboten wer-
den, laufen kognitive Prozesse erleichtert ab. Zum Beispiel muss die Variation
des Punktes C (und damit auch der von C abhéngigen Quadrate {iber den Ka-
theten) in Abbildung 1.14a nicht mehr im Kopf vorgestellt werden, sondern
kann direkt an der Reprédsentation abgelesen werden. Dies korrespondiert mit
den allgemeinen Funktionen des re-representing und computational offloading,
welche allen Reprasentationen gemein ist (vgl. Abschnitt 1.1.4 auf S. 23). Weil
hierdurch die kognitive Last verringert wird, ist diese Funktion dynamischer
Représentationen einerseits vor allem fiir leistungsschwichere Lernende hilf-
reich, und andererseits, wenn es sich um eine sehr komplexe Reprisentation
handelt (Schnotz, 2002b, S. 6).

In Bezug auf die vereinfachende Funktion fiigt Schnotz jedoch hinzu, dass das
Wegfallen von kognitiven Prozessen durchaus auch negative Seiten hat (Schnotz,
2002b, S. 9): Wenn ein aktives Durchdenken der abgebildeten Représentation nicht
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notwendig ist, laufen die relevanten kognitiven Prozesse auch nicht ab, was zu ei-
nem flacheren mentalen Modell und einer ,Illusion des Verstehens“ (Bétrancourt,
2005, S. 293) fiihren kann. Schnotz bezeichnet dies als hemmende Funktion (inhi-
biting function) von dynamischen Reprasentationen. Ware zum Beispiel in der Ab-
bildung 1.14b der Scheitelpunkt der Parabeln farblich hervorgehoben und zeichnete
mit Hilfe des Spurmodus® bei der Variation seine Ortskurve, so lieRe sich die Pa-
rabelform der Kurve direkt ablesen. Zusitzliche kognitive Prozesse, die zu einem
tieferen Verstdndnis fithren konnten, miissten dabei nicht ablaufen. Wie in der Un-
tersuchung deutlich wurde, fiihrt dies insbesondere beim Argumentieren dazu, dass
eine weiterfiihrende Begriindung der Behauptung fiir iiberfliissig gehalten wurde:
,Man sieht es halt.“ war eine hiufig genannte Begriindung, die auf keine tieferen
kognitiven Prozesse schlief3en l&sst.

Speziell beim Argumentieren bzw. Beweisen spielen dynamische Représentatio-
nen eine besondere Rolle. Bender (1989) unterscheidet sieben mogliche Funktionen
von ,,stetigen Bewegungen bzw. Verformungen bei elementargeometrischen Bewei-
sen”, von denen im Folgenden lediglich die fiir diese Arbeit relevanten herausgegrif-
fen werden sollen:

o ,Sie liefern den Beweis selbst [...].

e Sie vertiefen den Glauben an den Beweis, indem sie ihn plausibel bzw. plausi-
bler machen [...].

e Sie unterstiitzen die Einsicht in die Allgemeingiiltigkeit einer Behauptung, in-
dem sie viele Fille zeigen, Sonderfélle in allgemeine Félle einbetten (und sie
so hervorheben) und {iberhaupt Ubergénge zwischen Féllen demonstrieren.

[...]
e Sie erzeugen Vermutungen, Sitze, Beweisideen [...].

e Sie stehen fiir Handlungen und machen die geometrischen Operationen da-
durch zuganglicher, plausibler.

e Sieregen eine allgemeine Sichtweise geometrischer Figuren als beweglich bzw.
verdnderlich an, die grundsétzlich geometrischen und auf3ergeometrischen
Denkweisen forderlich ist.“

Bender (1989, S. 129)

Zur Tllustration sei eine Aufgabe aus dem Aufgabenpaar ,Funktionenschar” der
Untersuchung genannt (s. Abbildung 1.15, die gesamte Aufgabe befindet sich auf
Seite 71). Hier war in der ersten Teilaufgabe gefragt, ob es Werte von h und k gibt,
so dass der Punkt ) auf der gezeigten Parabel liegt. Der erste von Bender genannte
Punkt wurde oben bei der Beschreibung der hemmenden Funktion von dynami-
schen Représentationen bereits erwdhnt: Die meisten Schiiler 16sten die Teilaufgabe

8 Ist diese Funktion des Programms GeoGebra fiir einen Punkt aktiviert, werden die bereits durchlaufe-
nen Orte des Punktes weiter in der Konstruktion angezeigt. Dadurch kénnen sich nicht nur Ortskurven
zeichnen lassen, sondern man kann gewissermafen auch beobachten, wie die Ortskurve entsteht.
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schnell durch Ausprobieren von Werten mit Hilfe der Schieberegler im gezeigten
GeoGebra-Applet. In der zweiten Aufgabe sollten sie jedoch angeben, ob dies fiir
weitere Parameterwerte gilt, und wenn ja, fiir wie viele. Wie Schiiler in den an-
schliellenden Reflexionsaufgaben angaben, probierten sie zunéchst einige willkiir-
liche Werte aus und erkannten, dass es zu jedem ausprobierten h ein k gibt (und
umgekehrt), so dass @ auf der Parabel liegt. Daraus schlossen sie, dass es unend-
lich viele Parameterwerte gibt, fiir welche die Aussage gilt, und begriindeten dies
(teilweise).

Abbildung 1.15: Abbildung der dynamischen Reprasentation aus dem Aufgabenpaar ,Funk-
tionenschar der Untersuchung

Wie von Bender beschrieben nutzten sie die dynamische Repréasentation also zu-
erst, um eine Idee zu erlangen und sich anschlieend von deren Allgemeingiiltigkeit
zu iiberzeugen (zur heuristischen Funktion von DGS vgl. auch Hanna, 2000). Hierin
lassen sich sowohl die aktivierende (Finden der Idee, welche ohne die dynamische
Représentation verborgen geblieben wire), wie auch die vereinfachende Funktion
(Plausibilitat der Allgemeingiiltigkeit, welche zu begriinden ohne Dynamik ungleich
schwerer gewesen wire) wiederfinden, wie sie von Schnotz (2002b) beschrieben
wurden. Allgemeingiiltigkeit mit statischen Représentationen iiberhaupt nur darzu-
stellen, ist nicht einfach. So berichtet Kaput (1987b, S. 191f) iiber die Schwierigkei-
ten von Schiilern, in einer statischen Reprasentation, welche Variablen wie eine mit
der Linge = versehenen Strecke enthélt, diese als variabel zu erkennen. Stattdessen
gehen sie davon aus, dass sie = explizit werden berechnen kénnen, dass x also nur
ein Platzhalter fiir einen bestimmten Wert darstellt. Dynamische Représentationen
kénnen dem vorbeugen, indem sie unter Beibehaltung der weiteren Eigenschaften
und Abhéngigkeiten in der Konstruktion z variabel darstellen.
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Der letzte von Bender genannte Punkt lésst sich {iber die Geometrie hinaus er-
weitern: Dynamische externe Représentation fiihren, wenn sie internalisiert werden,
zu dynamischen internen Reprédsentationen (vgl. Mayer & Anderson, 1992, S. 446;
Aebli, 1985, S. 5). Gerade hierin liegt der besondere Wert dynamischer Représenta-
tionen begriindet, denn wie Roth (2005) ausfiihrlich beschreibt, ist es genau diese
Art von ,beweglichem Denken“ (vgl. Roth, 2005, S. 74), welches erst mit Hilfe des
Computers erlernt und geiibt, dann aber auch ohne dessen Unterstiitzung mental
zur Verfligung stehen kann (Roth, 2005, S. 120). Der Begriff des beweglichen Den-
kens ist eng mit dem auf Piaget zuriickgehenden ,,operativen Prinzip“ verwandt (vgl.
Aebli, 1985), welches in der Mathematikdidaktik beim Lernen von Mathematik weit
iiber die Geometrie und das Beweisen hinaus eine anerkannte Rolle spielt (vgl. Voll-
rath & Roth, 2012, S. 91ff; Weigand & Weth, 2002, S. 84ff).

Schwierigkeiten beim Einsatz dynamischer Reprasentationen

Wie weiter oben bereits angedeutet, bieten dynamische Reprédsentationen jedoch
nicht nur Vorteile beim Lernen. Um die aktivierende Funktion der Reprasentation
nutzen zu konnen, ist es notwendig, alle Informationen, deren Zahl mit Hilfe der
Dynamik grof3er ist als bei einer vergleichbaren statischen Reprasentation, aufzu-
nehmen und, sollen die Informationen zur Erkenntnis genutzt werden, im Arbeits-
gedachtnis zu behalten. Besonders wenn Informationen nur zeitweise sichtbar sind,
aber spéter zum Arbeiten mit der Représentation benotigt werden, erhoht sich so die
kognitive Last. Sind die Reprasentationen nicht interaktiv und bieten keine Einfluss-
moglichkeit des Lernenden auf die Lerngeschwindigkeit und -reihenfolge, erh6hen
sich die kognitiven Anforderungen weiter (vgl. Ainsworth & VanLabeke, 2004, S.
242; Bétrancourt, 2005, S. 293).

Dies soll in Abbildung 1.16 veranschaulicht werden. Sie zeigt das Bildschirmfoto
eines GeoGebra-Applets, in dem eine Zahlenmauer interaktiv umgesetzt wurde. In
einer solchen werden jeweils zwei Werte aus unteren ,,Steinen“ addiert, um so den
Wert des dariiber liegenden Steins zu berechnen. Eine Frage lautete hier:

»2Addiere 1 zu einem der Werte aus der untersten Reihe hinzu. Wie wirkt
sich dies auf den Wert des obersten Steins aus? Ist das bei jedem Stein
gleich? Begriinde deine Beobachtungen.“

Wird eine Zahl aus der untersten Reihe variiert und der Knopf ,,Anwenden“ ge-
driickt, so aktualisieren sich automatisch die betroffenen Zahlen mit dem korrekten
Ergebnis, insbesondere also auch die oberste Zahl. Um das neue Ergebnis nun aber
mit dem alten vergleichen zu kénnen, muss dieses im Arbeitsgedédchtnis prasent
gehalten werden, was umso schwieriger wird, je hiufiger das Experiment fiir ver-
schiedene Steine aus der untersten Reihe durchgefiihrt wird. Dadurch erh6ht sich
die kognitive Auslastung und die Gefahr steigt, dass Ergebnisse vergessen werden
und die Aufgabe nicht mehr gelost wird.

Zudem ist Variation alleine fiir den Lernerfolg noch nicht forderlich. Gerade
Schiilern bereitet es grol3en Spaf3, dynamische mathematische Objekte einfach nur
zu verziehen, zu verschieben oder anderweitig zu bewegen. Dabei steht weniger
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Abbildung 1.16: Interaktive Zahlenmauer als dynamische Reprasentation

die Betrachtung mathematischer Eigenschaften im Vordergrund, als viel mehr die
Freude an den schnell wechselnden Formen und Darstellungen. Obwohl diese erste
Begegnung mit der dynamischen Représentation sich bereits dazu eignet, zu erken-
nen, welche variierbaren Eigenschaften sich auf welche abhédngigen Eigenschaften
des Objektes auswirken, wird sie erst durch eine planvolle Variation effizient genutzt,
also wenn die Frage ,Was passiert, wenn ich ...“ zum Leitmotiv wird (vgl. Vollrath
& Roth, 2012, S. 163; Weigand & Bichler, 2010). Ahnlich wie dies beim expliziten
Lernen metakognitiver Fahigkeiten zum effektiven Einsatz multipler Représentatio-
nen gefordert wird, pladiert Roth (2005) dafiir, auch die Verwendung dynamischer
Reprasentationen im Unterricht zu thematisieren:

,nsgesamt muss darauf hingearbeitet werden, dass die Schiilerinnen
und Schiiler sich beim Arbeiten mit dem Computer intensiv mit den
beobachtbaren Verdnderungen und Invarianten auseinander setzen und
auch beginnen ihr Vorgehen (Welche Verdnderungen sollten als néchstes
mit welchem Ziel untersucht werden?) zu planen.“

Roth (2005, S. 123)

Gerade beim Argumentieren sind solche planvollen Variationen entscheidend,
wenn bereits getroffene Vermutungen fiir weitere Falle {iberpriift werden sollen,
um so die Allgemeingiiltigkeit einer Aussage abzusichern, oder zumindest plausibler
machen. Ob diese Art von Plausibilitdt von Argumenten an Stelle des tatsichlichen,
allgemein giiltigen Beweises fiir den Schulunterricht ausreicht, ist zu diskutieren
(vgl. Abschnitt 2.1). Fiir Bender (1989) ist dies nicht der Fall. Er betont, ,dass [...]
der eigentliche Beweis verbal anhand statisch gesehener Zusammenhénge gefiihrt
wird“ (Bender, 1989, S. 129). Dies ist im Hinblick auf die durchgefiihrte Untersu-
chung von besonderer Bedeutung, da diese Uberzeugung méglicherweise auch bei
Schiilern vorhanden sein kénnte und so die Verwendung von Formulierungen, die
auf dynamische interne Reprédsentationen schliel3en lassen, hemmen konnte.
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Zuletzt sei noch darauf hingewiesen, dass dynamische Vorstellungen nicht im-
mer dem Verstehen mathematischer Inhalte férderlich sind. Wie Marx (2006) be-
schreibt, konnen diese bei der Betrachtung von Bruchzahl- bzw. Dezimalbruchdar-
stellung der gleichen Zahl im Wege stehen, wenn die Dezimalbruchdarstellung peri-
odisch ist. Wahrend % eindeutig als statisch erkannt wird, sehen Schiiler in 0, 3 eine
dynamische Komponente hinein (Marx, 2006, S. 92). Weil sich dies offensichtlich
ausschlief3t, erklaren sie sich den Widerspruch, indem sie die ,beiden“ Zahlen, die
zu der jeweiligen Reprasentation gehoren, als verschieden ansehen (Marx, 2006, S.
108). So lasst sich auch ihre Schwierigkeit mit dem vermeintlichen Paradoxon er-
klaren, dass einerseits % -3 = 1, andererseits aber 0,3 - 3 = 0,9 gilt, was fiir Schiiler
wiederum # 1 ist. Bemerkenswert ist hierbei, dass es sich bei 0,3 bzw. 0,9 zwar
um eine statische externe Reprisentation handelt, diese aber offenbar eine dynami-
sche interne Représentation hervorruft. Im Falle von 0, 3 liegt dies moglicherweise
an der ,Entstehung“ der Zahl durch den ,,unendlichen Divisionsprozess“ von 1 und
3, dem Annéhern an 0, 3 am Zahlenstrahl oder dem (vergeblichen) Versuch, die Zahl
aufzuschreiben: ,In den Augen der Schiiler {ibertrigt sich die Dynamik in den be-
schriebenen Prozessen unmittelbar auf die Zahl selber” (Marx, 2006, S. 92).

1.3.4 Multiple dynamische Reprasentationen

Nun soll noch auf die Klasse der multiplen dynamischen Reprisentationen einge-
gangen werden. Eine solche MDR liegt vor, wenn eine Reprédsentation sowohl eine
multiple als auch eine dynamische Représentation nach obigen Definitionen ist. Ein
Beispiel ist in Abbildung 1.17 zu sehen.

\A
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Abbildung 1.17: Beispiel fur eine multiple dynamische Représentation. Der Punkt E lasst
sich auf [AB] variieren und zeichnet so die Kurve des Flacheninhalts des Rechtecks CDEF
auf der rechten Seite.
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Diese Représentation ist zweigeteilt: Auf der linken Seite wird eine geometrische
Konstruktion gezeigt, in der rechten wird in einem kartesischen Koordinatensystem
eine Kurve mit Hilfe der Spur eines Punktes gezeichnet. Es handelt sich dabei also
um eine dynamische Reprasentation nach der Definition aus dem vorigen Abschnitt.
Zudem handelt es sich um eine multiple Reprasentation, da sich die beiden Teilre-
prasentationen links und rechts zwar auf das gleiche Objekt beziehen (ndmlich auf
das Rechteck CDEF), aber unterschiedlichen Représentationensystemen angehoren.

Charakteristisch fiir multiple dynamische Représentationen ist die Abhadngigkeit
der Variation der jeweiligen Teilreprasentationen voneinander, das hei3t die Variati-
on eines mathematischen Objekts, auf das sich Elemente beider Teilreprésentationen
beziehen, wirkt sich stets von einer Teilreprasentation auf alle anderen aus, so wie
in obigem Beispiel die Variation des Punktes E die Bewegung des Punktes auf der
rechten Seite bedingt, welcher den Fldcheninhalt von CDEF beschreibt. Fiir diese
dynamische Verbindung finden sich in der Literatur die Bezeichnungen ,hot-link“
(Kaput, 1992, S. 530) oder ,dyna-linking“ (Ainsworth, 1999, S. 133), die hier als
MDR bezeichnete Klasse wird von Ladel unter Hinweis auf Harrop (1999, S. 4)
LMELR® (multiple equivalent linked representations) genannt (Ladel, 2009, S. 86).

Mogliche Vorteile von MDR

Multiple dynamische Représentationen verbinden die Eigenschaften von multiplen
und dynamischen Représentationen. Was in den beiden vorherigen Abschnitten in
Bezug auf die Vorteile von multiplen oder dynamischen Représentationen gesagt
wurde, lasst sich auf MDR iibertragen, insbesondere was die Rollen der Multiplizitat
nach Ainsworth (1999) und die der Dynamik nach Schnotz (2002b) betrifft.

Multiple dynamische Représentationen sind jedoch mehr als die ,,Summe ihrer
Teile“. Wie oben bereits beschrieben, bietet der Wechsel zwischen Reprisentationen
die Moglichkeit, neue Informationen zu erhalten oder auf diese mit Hilfe von ande-
ren kognitiven Prozessen leichter Zugriff zu erlangen. Dazu miissen Lernende jedoch
iiberhaupt erst in der Lage sein, zwischen Représentationen zu wechseln oder eine
Verbindung zwischen diesen zu sehen. Der entscheidende Vorteil der dynamischen
Verbindung bei den MDR ist die automatische Ubersetzung zwischen den Repri-
sentationen, welche nicht durch den Schiiler im Kopf vorgenommen werden muss,
sondern vom Programm automatisch durchgefiihrt wird. Dies konnte die kognitive
Last bei den Lernenden verringern, wodurch sie die Kapazititen gewinnen kénnten,
um die Vorteile der Multiplizitdt der Reprasentation ausnutzen zu konnen (vgl. Ains-
worth, 1999, S. 133). In Bezug auf die Ubersetzung kann man auch hier von einer
vereinfachenden Funktion der Dynamik sprechen.

Auch die aktivierende Funktion findet sich speziell bei der Verbindung von Repra-
sentationen wieder. So konnte es vorkommen, dass Lernende eine Teilrepréasentation
variieren, ohne sich der Verbindung zu einer zweiten Teilreprasentation bewusst zu
sein. Durch die gleichzeitige, analoge Variation der zweiten Teilreprdsentation, be-
dingt durch die Variation der ersten, wird ihre Aufmerksamkeit iiberhaupt erst auf
die zweite gelenkt, die verbindenden Eigenschaften (im Sinne der Anforderungen
bei MER, s. S. 37) sind unmittelbar sichtbar, da sie sich gleichzeitig verdndern. Dies
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ermoglicht zuséitzliche kognitive Prozesse im Sinne der Rollen multipler Représen-
tationen.

Besonderes Potential erhalten multiple dynamische Reprasentation durch den
Umstand, dass dynamische Reprédsentationen Lernende mit der Fahigkeit versehen,
an mathematischen Objekten Handlungen (gemal$ ihres Reprasentationensystems)
vorzunehmen. Durch die den multiplen dynamischen Reprédsentationen eigene dy-
namische Verbindung wirken sich diese Handlungen unmittelbar auf alle weiteren
Teilreprasentationen der MDR aus, es werden also nicht nur die analogen Entspre-
chungen der abgebildeten Eigenschaften von einer Teilreprésentation zur anderen
iibertragen, sondern auch die Auswirkungen der Handlungen; in gewisser Hinsicht
wird also auch die Handlung in die zweite Reprisentation iibersetzt (vgl. Kaput,
1991, S. 64). Moglicherweise wird beim Schiiler dadurch nicht nur die Verbindung
zwischen den jeweiligen Teilreprasentationen gestérkt, sondern auch deren Verbin-
dung zum dargestellten mathematischen Objekt, weil deutlicher wird, dass die Va-
riation nicht (nur) die Reprasentation verdndert, sondern das Objekt, das hinter den
Reprasentationen steht (vgl. Duval, 2006, S. 115). Die Gleichsetzung eines mathe-
matischen Objektes mit dessen Représentationen konnte so vielleicht abgeschwicht
werden.

Schwierigkeiten beim Einsatz von MDR

Wie oben dargestellt, kombinieren multiple dynamische Représentationen die Vor-
teile von multiplen und dynamischen Représentationen und halten dariiber hinaus
in der vereinfachten Verbindung der Teilreprasentationen weiteres Potential fiir Ler-
nende bereit. Leider gilt dies jedoch auch fiir die bereits beschriebenen Nachteile der
jeweiligen Représentationen. Sowohl multiple als auch dynamische Représentatio-
nen konnen die kognitive Last fiir Lernende erhohen: erstere durch mehr Reprisen-
tationen, die gleichzeitig in Betracht gezogen werden miissen, zweitere durch die
Notwendigkeit, nicht mehr sichtbare Informationen weiter présent zu halten. Die
Kombination dieser beiden Schwierigkeiten kann dazu fithren, die kognitive Last
fiir Lernende noch weiter zu erh6hen, ungeachtet des oben genannten Ansatzes, sie
durch die dynamische Verbindung der Teilreprdsentationen verringern zu konnen.
Ebenso wie die multiplen statischen Reprasentationen bleiben die multiplen dynami-
schen daher ein Gegenstand weiterer Forschung, insbesondere wegen des Problems
der kognitiven Last fiir Lernende (vgl. de Jong, 2010, S. 126; Ainsworth, 2006, S.
195f; Horz & Schnotz, 2010, S. 249).

Damit ist die in Abbildung 1.9 auf Seite 32 zusammengefasste Taxonomie der
Représentationen mit ihren beiden Dimensionen Dynamik und Multiplizitéit voll-
stindig beschrieben. Dies geschah in Vorbereitung auf die spéter beschriebene Un-
tersuchung, in der einerseits die von Schiilern angebotenen Représentationen mit
Hilfe eines Antwortschemas (Abschnitt 3.1.2) daraufhin analysiert werden, auf wel-
che Art von interner Représentation ihre Argumentationsangebote schliel3en lassen,
andererseits auf welche Art die von ihnen produzierten externen Reprédsentationen
in ihren Argumenten verwendet werden. Dies fiihrt uns zum zweiten grof3en Teil
dieser Arbeit: der Argumentation und den Argumenten.
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Argumentation und Argumente

Das Beweisen ist moglicherweise die Tétigkeit, die fiir Mathematiker ihr Fachge-
biet am stirksten charakterisiert: Die Mathematik ist eine ,beweisende Disziplin“
(Heintz, 2000). Eng verwandt mit dem Beweis ist die Argumentation, deren Bedeu-
tung fiir das Lernen der Mathematik in der Schule durch die Auswahl des mathe-
matischen Argumentierens als eine der sechs allgemeinen mathematischen Kompe-
tenzen durch die Kultusministerkonferenz (Beschliisse der Kultusministerkonferenz,
2003) hervorgehoben wurde. Eine einheitliche Begriffsbestimmung, was unter einer
Argumentation zu verstehen ist, hat sich in der Mathematikdidaktik bisher jedoch
nicht durchgesetzt (vgl. Pedemonte, 2007, S. 26; Fetzer, 2011, S. 28).

In dieser Arbeit soll die in der 19. ICMI-Studie getroffene Bestimmung des Be-
griffes Argumentation verwendet werden:

»L...] we regard argumentation as any written or oral discourse con-
ducted according to shared rules, and aiming at a mutually acceptable
conclusion about a statement, the content or the truth of which is under
debate. It thus includes proof as a special case.“

»L- .. ] wir verstehen Argumentation als jeglichen schriftlichen oder miind-
lichen Diskurs, welcher nach gemeinsamen Regeln durchgefiihrt wird
und auf einen gegenseitig akzeptablen Schluss beziiglich einer Aussa-
ge abzielt, deren Inhalt oder Wahrheit zur Debatte steht. Dies schliel3t
Beweise daher als Spezialfall mit ein.“

Durand-Guerrier et al. (2012, S. 349, Ubersetzung durch den Autor)
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Eine solche Argumentation ist aus einzelnen Bausteinen, den Argumenten zusam-
mengesetzt (vgl. Douek, 2009, S. 143). Die genaue Struktur von Argumenten wird
in Abschnitt 2.2 beschrieben.

In den folgenden Abschnitten wird zunéchst ein Licht auf die Bedeutung des Be-
weisens in der Mathematik und fiir den Mathematikunterricht geworfen und aufge-
zeigt, in welchem Verhéltnis der Begriff des Argumentierens in Bezug zum klassisch-
deduktiven Beweis steht. Anschliefend wird mit dem Argumentationsmodell nach
Toulmin ein in der Mathematikdidaktik anerkanntes Werkzeug der Argumentations-
analyse beschrieben, um zuletzt die Rolle von Reprisentationen fiir das Argumen-
tieren zu beleuchten.

2.1 Argumentieren und Beweisen

2.1.1 Beweisen

Im Handbuch der Mathematikdidaktik bezeichnen Jahnke und Ufer einen mathe-
matischen Beweis als ,die deduktive Herleitung eines mathematischen Satzes aus
Axiomen und zuvor bereits bewiesenen Sitzen nach spezifizierten Schlussregeln®
(Jahnke & Ufer, 2015). Diese Begriffsbestimmung bezieht sich auf die ,klassischen®
Beweise, wie sie in der Mathematik als Fachwissenschaft vorherrschen und den
,Kern ihrer Identitat“ bilden (Heintz, 2000, S. 210). Beweisen wird die Eigenschaft
zugeschrieben, als das ultimative Mittel zur mathematischen Wissensgenerierung
und -sicherung die Mathematik in den Sonderstatus zu erheben, als einzige Wis-
senschaft absolut sichere Wahrheiten gewinnen zu koénnen (Heintz, 2000, S. 18).
Der Prozess des Beweisens dient dabei dazu, die eventuell bestehende Unsicherheit
einer Vermutung ebenso wie Elemente der Anschauung zu eliminieren, um anschlie-
Rend einen allgemein giiltigen, formalen mathematischen Satz zu erhalten (Jahnke
& Ufer, 2015; Pickert, 1957, S. 49).

So priagend Beweise in der Aullenwirkung fiir die Fachwissenschaft Mathematik
sind, besitzen im alltdglichen Arbeiten eines Mathematikers andere, weit weniger
strenge Formen des Arbeitens ebenfalls grof3e Bedeutung, insbesondere beim Fin-
den einer Vermutung und (Selbst-)Versicherung ihrer Plausibilitat (Heintz, 2000,
S. 144ff). Dariiber hinaus wird die Akzeptanz einer Behauptung weniger mit Hilfe
eines strengen Beweises gesichert, als vielmehr durch einen sozialen Prozess unter
Mathematikern (Hanna, 1983, S. 70; Heintz, 2000, S. 177ff). Ein formaler Beweis
stellt in diesem Prozess ein Mittel zu Kommunikation dar und besitzt als solches
zwar grof3en Einfluss und Bedeutung, ist aber nicht allein entscheidend, ob ein Satz
als wahr und bewiesen akzeptiert wird oder nicht. Bei den Funktionen des Bewei-
sens stellt die Verifikation daher auch nur eine von fiinf Aufgaben dar, die einem
Beweis zukommen (vgl. G. Wittmann, 2009, S. 37; Hanna, 2000, S. 8; Meyer &
Prediger, 2009, S. 3):

1. Verifizieren, dass eine Behauptung wabhr ist.

2. Erkldren, warum eine Behauptung wahr ist.
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3. Kommunigieren, um mathematisches Wissen mit anderen zu teilen.
4. Entdecken neuer Erkenntnisse.

5. Herstellen von Zusammenhdngen und Einordnung einer Aussage in die mathe-
matische Theorie.

Offenbar spielen soziale Aspekte des Beweisens eine grof3e Rolle: sie sind neben
dem Kommunizieren auch in den Funktionen des Erklarens (wenn es ein Erkldren
Hfir Andere“ ist) und des Systematisierens (wenn sich eine Aussage in das Gefii-
ge der mathematischen Erkenntnisse einer Gruppe von Mathematikern eingliedert)
zu erkennen. Unter diesen sozialen Gesichtspunkten ist es verstindlich, dass ein
Beweis, auch wenn er den Beweiskriterien der wissenschaftlichen Gemeinschaft ge-
niigt und damit als korrekt akzeptiert wird, nicht von jedem und fiir alle Zeiten als
solcher angesehen werden muss. Zum Beispiel wéren Sétze, die Ausnahmen ihrer
Giiltigkeit zulassen, heute inakzeptabel, im 18. und 19. Jahrhundert wurden diese
jedoch formuliert und akzeptiert (Jahnke, 2008, S. 366; vgl. Heintz, 2000, S. 222).

Auch ist der Grad der Explizitét eines Beweises, also wie weit jede Argumen-
tation auf die Axiome zuriickgefiihrt wird, stark abhéingig von seinem Adressaten
(E. C. Wittmann & Miiller, 1988, S. 240), was vom Standpunkt der Kommunikation
gesehen nur 0konomisch ist: Bestimmte Teile der Argumentation miissen ohne Be-
weis als wahr akzeptiert werden, auch wenn nicht explizit auf die entsprechenden
Axiome oder zuvor bewiesenen Sitze verwiesen wird, um den Beweis nicht in ab-
surde Langen zu ziehen, ihn letztlich unverstdndlich und damit zur Kommunikation
unbrauchbar zu machen (Hanna, 1983, S. 86).

Was bedeutet dies fiir das Beweisen im Mathematikunterricht? An Schiiler kon-
nen und sollen nicht die gleichen formalen Anforderungen gestellt werden wie an
praktizierende Mathematiker, gleichzeitig soll der Mathematikunterricht jedoch ,,au-
thentisch“ sein, das heif3t (auch) ein Bild vermitteln, was Mathematik als Wissen-
schaft wirklich ist (Vollrath & Roth, 2012, S. 25). Dabei ,besteht ein weitgehender
Konsens, dass sich ein axiomatisch-deduktives Vorgehen im allgemeinbildenden Ma-
thematikunterricht verbietet. Vom Beweisen bleibt dann der Anspruch {ibrig, dass
Aussagen auf Griinde zuriickgefiihrt werden sollen“ (Jahnke & Ufer, 2015).

Gerade wenn man die kommunikativen Aspekte des Beweisens bedenkt, muss
der Grad der Formalisierung eines solchen Begriindens von Aussagen jedoch not-
wendigerweise an den Leistungsstand der Schiiler angepasst werden (vgl. Steinweg,
2001, S. 56). Gleiches gilt fiir die Explizitét, also die Menge der als wahr anzuse-
henden Aussagen, auf der eine Argumentation fullen kann, welche im Unterschied
zu Axiomen aber weder minimal sein noch sich auf nicht zu beweisende Aussagen
beschrianken muss. Fischer und Malle (1985) sprechen in diesem Zusammenhang
von einer ,,Argumentationsbasis®, welche sich von Gruppe zu Gruppe unterscheidet:

,Eine Menge von Aussagen, die als richtig angesehen werden, soll zu-
sammen mit den Schlussweisen, die als zuldssig anerkannt werden, als
Argumentationsbasis bezeichnet werden. Eine Begriindung auf Grund ei-
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ner vorgegebenen Argumentationsbasis soll als ein Beweis beziiglich dieser
Argumentationsbasis bezeichnet werden.

Fischer und Malle (1985, S. 180, Unterstreichung im Original)

Eine viel diskutierte Frage ist dabei, welche Rolle der Anschauung zukommt (vgl.
Weigand, 2013a, S. 31). Ob Darstellungen selbst bereits Beweiskraft besitzen oder
sich nur zur Heuristik und damit zum Hinleiten auf einen formalen Beweis eignen,
ist umstritten (einen Uberblick geben Hanna & Sidoli, 2007). Eine Art Zwischenform
bilden die ,inhaltlich-anschaulichen” (E. C. Wittmann & Miiller, 1988) oder ,,préfor-
malen“ (Blum & Kirsch, 1991) Beweise, welche zwar ebenfalls aus einer Kette von
logischen Schliissen bestehen, diese miissen jedoch nicht unbedingt formal aufge-
schrieben werden und lassen insbesondere bei den Voraussetzungen auch intuiti-
ve, offensichtliche (,intuitively evident, [...] psychologically obvious“, Blum & Kirsch,
1991, S. 187) Elemente zu, welche sich haufig der Anschauung bedienen (ein Bei-
spiel aus dem Analysisunterricht ist in Blum & Kirsch, 1989, ab S. 203 zu finden).

2.1.2 Argumentieren

Um sich einer Klarung des Verhéltnisses von Beweis und Argumentieren anzuna-
hern, lohnt es sich, den Prozess des Beweisens ndher zu betrachten und ihn in Pha-
sen zu gliedern, die unterschiedliche Aktivititen des Beweisenden beinhalten. In
der Literatur zum Beweisen im Mathematikunterricht wird fiir gew6hnlich dezidiert
zwischen der Beweisfindung als Prozess und dem Beweis als Endprodukt unterschie-
den (vgl. G. Wittmann, 2009; Reiss & Hammer, 2013, S. 39f; Pedemonte, 2007, S.
53; Hanna, 2000). In Anlehnung an Douek (2009) gliedern Durand-Guerrier et al.
(2012, S. 355) diese zwei Phasen weiter in drei ,,Arbeitsmodi“ beim Beweisen:

e Heuristische Exploration,
e Argumentative Ordnung der Aussagen,

e Formulieren des deduktiven Beweises.

Betrachtet man die Adressaten der Argumentation in diesen drei Arbeitsmodi, so
fallt auf, dass die ersten beiden Modi noch nicht unter kommunikativen Gesichts-
punkten anzusehen sind, da sie nicht im Hinblick auf andere stattfinden. Der Bewei-
sende macht die Entdeckungen und fiihrt die absichernden Argumentationen zu-
néchst nur fiir sich selbst, um anschliefSend, im dritten Modus, einen fiir andere les-
und nachvollziehbaren mathematisch-argumentativen Text produzieren zu konnen.

In diesem Prozess der Beweisfindung unterscheidet Pedemonte (2007, S. 28)
zwei unterschiedliche Arten der Argumentation: einerseits kann Argumentation zu
neuen Vermutungen fiihren (bezeichnet als constructive argumentation, konstruktive
Argumentation). In diesem Fall findet die Argumentation also zeitlich vor dem For-
mulieren einer Aussage statt. Andererseits wird Argumentation auch dazu genutzt,
eine vorhandene Vermutung abzusichern und plausibel zu machen (bezeichnet als

52



2.1 Argumentieren und Beweisen

structurant argumentation, strukturierende Argumentation), in Vorbereitung auf die
Ordnung der Aussagen und der Formulierung des Beweises (zum zweiten Aspekt
vgl. Meyer, 2007, S. 28f).

Geht man vom klassischen Beweis als angestrebtes Endprodukt aus, hat das
Argumentieren damit eine Art vorbereitende Rolle inne, indem es Vermutungen
erzeugt oder deren Plausibilitdt unterstiitzt, an deren Ende aber ein mathemati-
scher Beweis steht (diese Ansicht vertreten z.B. Hanna (2000) oder Pedemonte
(2007)). Legt man jedoch die oben formulierte Beschreibung des Argumentierens
von Durand-Guerrier et al. (2012) zu Grunde, ist diese Unterordnung keineswegs
zwingend. So betonen andere Autoren die Notwendigkeit einer Unterscheidung zwi-
schen strengen, mathematischen Beweisen und dem weniger formalen Begriinden
und Argumentieren, wie es im Mathematikunterricht stattfindet (z.B. G. Wittmann
(2009), E. C. Wittmann und Miiller (1988) oder Meyer und Prediger (2009)). Sie
verstehen eine Argumentation nicht als Teil des Beweisprozesses, sondern als Alter-
native zum Endprodukt Beweis. Jahnke und Ufer (2015) bemerken hierzu:

,Letztlich handelt es sich hierbei um ein Problem der Bewertung, fiir
das nicht zwingend ein Konsens benoétigt wird. Dahinter steht aber auch
ein logisches Problem. Viele Forscher bezeichnen mit dem Begriff ,Ar-
gumentieren‘ eine Téatigkeit, die ausdriicklich nicht ,mathematisches Be-
weisen’ ist. Dann liegen die Begriffe ,Argumentieren‘ und ,Beweisen‘ lo-
gisch auf derselben Ebene. Andere Autoren, die meist die Kontinuitét
zwischen auflermathematischem und mathematischem Argumentieren
im Auge haben, sehen ,mathematisches Beweisen‘ eher als einen Spezi-
alfall des allgemeineren Begriffs ,Argumentieren‘. Dann liegt der Begriff
JArgumentieren‘ auf einer logisch hoheren Hierarchie-Ebene als der Be-

x4

griff mathematisches Beweisen".
Jahnke und Ufer (2015)

Im Jahr 2003 formulierte die Kultusministerkonferenz die ,Bildungsstandards
fir den mittleren Schulabschluss® fiir das Fach Mathematik und bestimmte , Mathe-
matisch Argumentieren“ zu einer von sechs allgemeinen mathematischen Kompe-
tenzen (Beschliisse der Kultusministerkonferenz, 2003, S. 7) und gab damit eine
offizielle Leitlinie zur Rolle des Argumentierens (zumindest in Deutschland) vor.
Die 2012 beschlossenen ,,Bildungsstandards im Fach Mathematik fiir die Allgemeine
Hochschulreife“ fithren dies auch fiir die Oberstufe des Gymnasiums fort:

,Zu dieser Kompetenz gehoren sowohl das Entwickeln eigensténdiger,
situationsangemessener mathematischer Argumentationen und Vermu-
tungen als auch das Verstehen und Bewerten gegebener mathematischer
Aussagen. Das Spektrum reicht dabei von einfachen Plausibilitdtsargu-
menten iiber inhaltlich-anschauliche Begriindungen bis zu formalen Be-
weisen. Typische Formulierungen, die auf die Kompetenz des Argumen-
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tierens hinweisen, sind beispielsweise ,Begriinden Sie!‘, ,Widerlegen Sie!‘,
,Gibt es?‘ oder ,Gilt das immer?‘.“

Beschliisse der Kultusministerkonferenz (2012, S. 15)

Das Beweisen ist hier — ebenso wie bei der fiir diese Arbeit maf3geblichen Be-
griffsbestimmung von Durand-Guerrier et al. (2012) — also ,nur noch“ ein Spezialfall
des Argumentierens.

Die formalen Anforderungen an ein Argument werden, in Ubereinstimmung mit
der Begriffsbestimmung zur Argumentation oben, in dieser Arbeit bewusst niedrig
angesetzt. Bei der Analyse der Schiilerargumentationen erfordert dies in fast jedem
Fall eine Interpretation der vorgebrachten Argumente, die nur selten der formalen
Struktur und Sprache geniigen, welche fiir die Fachsprache der Mathematik typisch
ist. Hierfiir steht jedoch mit dem im folgenden Abschnitt beschriebenen Argumen-
tationsmodell Toulmins ein probates Werkzeug bereit. Im Gegensatz zum formalen
Beweisen lédsst das Argumentieren und Begriinden, so wie es hier verstanden wer-
den soll, auch nicht-formale Argumente zu, die sich auf Zeichnungen oder andere
non-verbale Ausdrucksweisen stiitzen (vgl. G. Wittmann, 2009, S. 35; Fetzer, 2011,
S. 42ff). Dabei kénnen in ihrer Allgemeinheit und Uberzeugungskraft &uflerst unter-
schiedliche Arten von Argumenten beobachtet werden, die sich haufig der Anschau-
ung bedienen (Meyer & Prediger, 2009, S. 2).

Zum Teil wird es, insbesondere im Hinblick auf das Beweisen, als problematisch
angesehen, wenn beim Argumentieren die Giiltigkeit einer Aussage lediglich durch
eine empirische Uberpriifung von Einzelfillen oder einer Argumentation an einem
»generischen Beispiel“ (Meyer & Prediger, 2009, S. 2) verifiziert wird. In der hier ver-
wendeten weiteren Bedeutung des Begriffs ,,Argumentieren“ nach Durand-Guerrier
et al. (2012) sind jedoch auch solche, in ihrer Aussagekraft eingeschriankten Argu-
mente ein normaler Bestandteil einer Argumentation, so wie es auch non-verbale
oder unvollstindige Argumente sein konnen. Eine Bewertung der Argumente soll
explizit nicht erfolgen. Die Komponente des , Verifizierens“ einer Aussage tritt damit
hinter die kommunikativen, erkldrenden Aspekte zuriick, was im Allgemeinen eher
der Unterrichtsrealitdt entspricht (vgl. Fetzer, 2011, S. 45; Krummheuer, 2003, S.
254; Almeida, 2001, S. 59).

2.2 Toulmins Argumentationsmodell

Das von Stephen Edelston Toulmin 1958 erstmals ver6ffentlichte Argumentations-
modell (Toulmin, 2003) hat sich in der Mathematikdidaktik in zahlreichen Studien
als praktikables Werkzeug zur Analyse von Argumenten bewédhrt (vgl. Meyer, 2007;
Schwarzkopf, 2000; Krummheuer, 2003; Bezold, 2009; Fetzer, 2011, und zahl-
reiche weitere). Fiir die Mathematikdidaktik ist die als ,, Toulmin-Schema“ (auch be-
zeichnet als ,, Toulmin-Layout* oder , Toulmin-Modell“) bekannte Beschreibung der
Struktur von Argumenten besonders interessant. Demnach besitzen Argumente eine
weitgehend einheitliche Struktur und setzen sich aus verschiedenen Elementen zu-
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sammen, welchen im Argument jeweils unterschiedliche Funktionen oder Rollen zu-
kommen. In der nachtrédglichen Analyse beobachteter Argumentationsprozesse wer-
den die Aussagen der Argumentierenden diesen Rollen zugeordnet, die im Prozess
der Argumentation vorgebrachten Argumente werden also gemafd Toulmins Argu-
mentationsmodell rekonstruiert. Die Analyse von Argumentationen mittels Toulmin-
Schema wird daher als ,funktionale Argumentationsanalyse“ bezeichnet (Kopper-
schmidt, 1989, S. 123). Die Zuordnung von Schiileraussagen zu Rollen im Sinne des
Argumentationsmodells nach Toulmin ist dabei stets eine interpretative Tatigkeit
und somit nicht eindeutig bestimmt, was durch die hdufig nur gering ausgeprég-
ten Erkldrungen der Schiilerinnen und Schiiler erschwert wird (vgl. Jahnke & Ufer,
2015; Fetzer, 2011, S. 40).

An dieser Stelle ist es wichtig zu betonen, dass Toulmins Modell keinesfalls als
normativ zu verstehen ist, das heif3t, es war nicht Toulmins Ziel, zu beschreiben,
welche Form Argumente oder gar logische Schliisse besitzen miissen: er wollte le-
diglich beschreiben, dass nicht jedes aussagekréftige Argument formal deduktiv auf-
geschrieben werden konne. Von den Anwendungen seines Modells in anderen Diszi-
plinen erfuhr er erst viel spater, wie er im Vorwort zur aktualisierten Auflage schreibt
(Toulmin, 2003, S. vii).

Der Ausgangspunkt eines Argumentes ist nach Toulmin die Behauptung (B, engl.
»claim®). Sie beinhaltet eine Aussage, von der der Argumentierende sein Gegeniiber
iiberzeugen mochte®. Eine Behauptung alleine vorzubringen, wird in einem ratio-
nalen Diskurs jedoch kein Gegeniiber von dessen Richtigkeit {iberzeugen. Um die
Behauptung zu unterstiitzen, konnte der Argumentierende nun diejenige Informa-
tion anfiihren, auf deren Grundlage er die Behauptung aufgestellt hat. Sie wird als
,Datum“ (D) bezeichnet (engl. ,data“ Toulmin, 2003, S. 90). Diese beiden grundle-
genden Elemente konnen bereits einfache Argumente beschreiben: , Die Funktion f
mit f(x) = 2% + 1 hat keine Nullstellen (B), denn ihr Graph verlauft oberhalb der
z-Achse (D).“ Ein solches Argument ist in Abbildung 2.1 dargestellt.

Datum P Behauptung

Abbildung 2.1: Schematische Darstellung eines einfachen Arguments, bestehend aus Be-
hauptung und Datum

Damit ein Argument iiberzeugen kann, ist es notwendig, dass der Adressat das
Datum fiir korrekt und somit auch die Behauptung fiir plausibel befindet. Wird das
Datum seinerseits in Frage gestellt, kann es erforderlich werden, das Datum — nun
selbst eine Behauptung — durch ein weiteres Datum zu unterstiitzen: Es entsteht

9 In der mathematikdidaktischen Literatur wird diese zum Teil auch als ,Konklusion“ bezeichnet (z.B.
Meyer (2007) oder Fetzer (2011)). Um nicht der Tauschung zu erliegen, dgss es bei einem Argument
um einen logischen, deduktiven Schluss handelt, wurde in dieser Arbeit die Ubersetzung ,,Behauptung“
gewdhlt.
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ein mehrgliedriges Argument (Krummheuer, 2003, S. 248): ,Die Funktion f mit
f(x) = 2? + 1 hat keine Nullstellen (B), denn ihr Graph verlduft oberhalb der z-
Achse (D1), weil der Scheitel bei (0|1) liegt und die Parabel nach oben geoffnet ist
(D2).

Es konnte jedoch auch der Fall eintreten, dass zwar nicht das Datum selbst ange-
zweifelt wird, der Behauptung aber dennoch keinen Glauben geschenkt wird, weil
die Verbindung zwischen dem Datum und der Behauptung nicht nachvollzogen wer-
den kann. Nicht die Behauptung bedarf in diesem Fall also einer Unterstiitzung in
Form eines weiteren Datums, sondern der Schritt vom Datum zur Behauptung muss
gerechtfertigt werden (Toulmin, 2003, S. 91). Diese verbindenden Elemente wer-
den als ,,Schlussregel“ (SR) bezeichnet (engl. ,warrant“, im Deutschen auch ,,Ga-
rant” (z.B. Bezold, 2009) oder einfach , Regel“ (z.B. Meyer, 2007)). Im Beispiel: ,Die
Funktion f mit f(z) = 22+ 1 hat keine Nullstellen (B), denn ihr Graph verlduft ober-
halb der z-Achse (D) und Schnittstellen des Graphen mit der z-Achse entsprechen
Nullstellen der zugehoérigen Funktion (SR).“

Datum P Behauptung

Schlussregel

Abbildung 2.2: Schematische Darstellung eines Arguments, bestehend aus Behauptung,
Datum und Schlussregel

Auch die Schlussregel in Toulmins Modell darf nicht vor dem Hintergrund der
Logik wie ein deduktiver oder induktiver Schluss betrachtet werden. Ihre Aufgabe
ist es nicht, die Richtigkeit einer Aussage zu garantieren, sondern den Ubergang
vom Datum zur Behauptung zu rechtfertigen und so die Behauptung plausibler zu
machen.

Schlieflich kann nicht nur die Behauptung oder die Verbindung von Datum und
Behauptung angezweifelt werden. Es besteht auch die Moglichkeit, die generelle
Giiltigkeit der Schlussregel selbst zu bezweifeln, wodurch die Verbindung von Da-
tum und Behauptung und damit das gesamte Argument angezweifelt wird. Es kann
daher notig sein, die Giiltigkeit der Schlussregel abzusichern, und zwar nicht nur fiir
diesen speziellen Fall, sondern fiir alle moglichen Fille. Diese Art der Absicherung
wird als ,,Stlitzung“ (engl. ,,backing“) bezeichnet. Im Beispiel konnte eine Stiitzung
die folgende Form haben: ,An einer Schnittstelle eines Funktionsgraphen mit der
x-Achse gilt f(x) = 0, also hat f an dieser Stelle eine Nullstelle.“

Damit sind alle fiir die Analyse von mathematischen Argumentationen benétig-
ten Elemente vorhanden (s. Abbildung 2.3 und das Beispiel in Abbildung 2.4). Nicht
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Datum T P Behauptung

Schlussregel

]

Stlitzung

Abbildung 2.3: Grundstruktur von Argumenten nach Toulmin (2003, S. 93)

alle Elemente aus Toulmins Schema mdiissen jedoch notwendigerweise in jedem Ar-
gument enthalten sein. Vollig selbstversténdliche Aussagen, die keiner weiteren Be-
griindung bediirfen, konnten auch ohne Schlussregel oder Stiitzung vorgebracht und
vom Gegeniiber akzeptiert werden. Auch konnen Teile implizit bleiben oder durch
einen (auch nonverbalen) Verweis, beispielsweise auf Anschauungsmaterial, ersetzt
werden. Dies trifft insbesondere auf Schiilerargumente zu, wie auch in der in dieser
Arbeit durchgefiihrten Untersuchung deutlich wurde (vgl. Fetzer, 2011, S. 37-41;
Krummbheuer, 2003, S. 254; Jahnke & Ufer, 2015).

Toulmin beschrieb noch zwei weitere mogliche Elemente einer Argumentation:
einen Ausdruck der Sicherheit iiber eine Aussage (engl. ,qualifier) sowie eine Be-
schreibung von Ausnahmen, in der die Behauptung doch nicht gelte (engl. ,rebut-
tal®) (Toulmin, 2003, S. 93). Diese werden in den oben genannten mathematikdi-
daktischen Studien jedoch nicht in Betracht gezogen und sollen auch hier auf3er acht
gelassen werden, da sie in der Untersuchung nicht vorkommen und in der Analyse
somit keine Rolle spielen (eine kompakte Beschreibung des kompletten Schemas
und ein kritischer Kommentar zu dessen Reduktion findet sich in Jahnke, 2008, S.
370).

Anders als die Elemente des Schemas selbst, welche kontextunabhéngig fiir alle
Arten von Argumenten anwendbar sind, ist die Antwort auf die Frage, welche Art
von Auerung als Schlussregel oder Stiitzung akzeptiert wird, was entscheidend da-
von abhingt, wem gegeniiber das Argument vorgebracht wird. Wéhrend in obigem
Beispiel auch Schiiler die Korrektheit des Arguments anerkennen wiirden, kdnnten
mathematisch weniger Vorgebildete eine zuséitzliche oder andersartige Rechtferti-
gung verlangen. In diesem Fall miisste die als Stiitzung hervorgebrachte Aussage in
einem neuen Argument als Behauptung ihrerseits gerechtfertigt werden — ein mehr-
schichtiges Argument (Meyer, 2007, S. 90) entsteht. Die Bewertung von Argumenten
auf Richtigkeit ist also in hohem Malf3e abhéngig von der jeweiligen Gruppe, in der
argumentiert wird (vgl. das Zitat zu Argumentationsbasen von Fischer und Malle
auf S. 52).

Es ist bei der Interpretation einer Argumentanalyse nach obigem Schema hilf-
reich, sich die Reihenfolge der vorgebrachten Auferungen bzw. Elemente des Sche-
mas zu verdeutlichen, um nicht — auch bedingt durch die suggestive depiktionale
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Der Graph von f Die Funktion f mit
verlauft oberhalb P f(x) = x>+1 besitzt
der x-Achse. keine Nullstellen.

Schnittstellen des Graphen mit der x-
Achse entsprechen Nullstellen der
zugehdrigen Funktion.

*

An einer Schnittstelle eines
Funktionsgraphen mit der x-Achse
gilt f(x) = 0, also hat f an dieser
Stelle eine Nullstelle.

Abbildung 2.4: Beispielhafte Analyse eines mathematischen Argumentes

Darstellung des Schemas wie in Abbildung 2.4 — das Schema als Beschreibung eines
deduktiven Schlusses zu interpretieren, bei dem aus dem Datum notwendigerweise
die Behauptung folgt (vgl. Toulmin, 2003, S. 93)!°. In natiirliche Sprache (riick-
)iibersetzt konnte das Argument auf die Frage, ob f mit f(z) = 2 4+ 1 Nullstellen
besitzt, wie folgt aussehen: , Die Funktion f hat keine Nullstellen (B), denn ihr Graph
verlauft oberhalb der z-Achse (D) und Schnittstellen des Graphen mit der x-Achse
entsprechen Nullstellen der zugehorigen Funktion (SR), denn an einer Schnittstelle
eines Funktionsgraphen mit der z-Achse hat die Funktion den Wert 0 (S).“ Hier wird
also erst die Behauptung formuliert, dann das Datum, welches anzeigt, wie man auf
die Behauptung kommt, dann die Schlussregel, welche den Schluss rechtfertigen
soll und zuletzt deren Stiitzung. Das Toulmin-Schema wird zur Riickiibersetzung
also nicht notwendigerweise von ,links nach rechts“ gelesen.

2.3 Reprasentationen beim Argumentieren

Bedenkt man die herausragende Rolle, die Représentationen beim Arbeiten in der
Mathematik spielen, so iiberrascht es nicht, dass sich dies auch beim Argumentieren
widerspiegelt. Weil Reprédsentationen hierbei verschiedene Aufgaben iibernehmen
konnen, lohnt es sich, zundchst Argumentationen nach zwei Phasen zu unterschei-
den, welche Pedemonte (2007, S. 28) als konstruktives (engl. ,constructive) und
strukturierendes (engl. ,structurant®) Argumentieren bezeichnet. Diese unterschei-
den sich nicht nur im Zeitpunkt, zu dem die Argumentation stattfindet, sondern
auch in der Funktion, welche Représentationen zukommt.

10peduktive Schliisse konnen damit zwar auch beschrieben werden, stellen aber einen Spezialfall eines
Arguments dar.
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2.3.1 Reprasentationen beim konstruktiven Argumentieren

Konstruktives Argumentieren ist dadurch gekennzeichnet, dass es zur Konstruktion
einer Vermutung beitragt und daher vor deren Formulierung stattfindet (Pedemonte,
2007, S. 28). Es werden auf dem Weg zu einer Vermutung verschiedene Blickwin-
kel des Problems betrachtet, Beobachtungen gemacht und Schliisse gezogen. Diese
Phase wird zum Teil auch als , Exploration“ bezeichnet und von einer zum Beweis
hinfithrenden Argumentationsphase mehr oder weniger deutlich abgetrennt (vgl.
z.B. Reiss & Hammer, 2013). Allerdings werden auch hier bereits Argumente fiir die
Validierung von Entdeckungen formuliert. Es findet also eine Argumentation statt,
auch wenn diese nicht notwendigerweise bereits gedufSert wird. Im Zusammenhang
mit Entdeckungen ist die Schlussform der Abduktion von grof3er Bedeutung. Peirce
beschreibt die Abduktion mit folgendem Dreischritt:

,The surprising fact, C, ist observed,
But if A were true, C would be a matter of course,
Hence, there is reason to suspect that A is true.”

,Eine iiberraschende Tatsache, C, wird beobachtet,
Aber wenn A wahr wire, wire C eine Selbstverstandlichkeit,
Also gibt es Grund zu vermuten, dass A wahr ist.“

Peirce (1960, CP 5.189, S. 117, I"Jbersetzung durch den Autor)

Diese Formulierung lasst sich an einem Beispiel verdeutlichen:

e In dem Applet, welches in Abbildung 2.5 abgebildet ist, hat das Rechteck
CDEF den Flacheninhalt 0, wenn E auf A oder B liegt. Irgendwo dazwi-
schen hat es offenbar einen maximalen Flacheninhalt.

e Wenn die Anderung des Flacheninhalts mit einer quadratischen Funktion be-
schrieben wiirde, wére dies unmittelbar einsichtig.

e Also gibt es Grund zu vermuten, dass der Flicheninhalt mit einer quadrati-
schen Funktion beschrieben werden kann.

Damit ist eine Vermutung formuliert. Der Schluss auf die quadratische Funktion
ist in diesem Fall natiirlich alles andere als zwingend und muss weiter abgesichert
werden. Dieser Schritt wird als strukturierende Argumentation bezeichnet und wei-
ter unten beschrieben.

In Bezug auf das Argumentieren spielt die Abduktion damit eine entscheiden-
de Rolle, ndmlich bei der Formulierung einer Behauptung (vgl. Pedemonte, 2007,
S. 29), im Gegensatz zu den ,klassischen“ Schlussweisen der Deduktion und der
Induktion, welche dazu da sind, eine Behauptung zu begriinden (ausfiihrlich be-
trachtet in Meyer, 2007, S. 31ff). Dabei beeinflussen Reprasentationen von Anfang
an die Abduktion: Um in der Mathematik eine {iberraschende Tatsache iiberhaupt
beobachten zu kénnen, muss diese in Form einer externen Reprédsentation abge-
bildet sein. Um anschliefend aus dieser Beobachtung eine Hypothese generieren
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Abbildung 2.5: GeoGebra-Applet zur Aufgabe A2 (s. S. 72). In dem Applet lie3 sich der
Punkt E auf der Strecke [AB] bewegen, wodurch sich das einbeschriebene Rechteck vari-
ieren lief3.

zu konnen, ist die Art der Darstellung von Bedeutung. Sie hat nicht nur insofern
entscheidenden Einfluss auf die Argumentation, als dass ihr notwendige Informatio-
nen entnommen werden konnen, sondern auch, dass in bestimmten Représentatio-
nen einige Dinge ,offensichtlich sind, die in anderen eine argumentative Stiitzung
brauchten. Pedemonte (2007, S. 28) bezeichnet diese ,,offensichtlichen® Tatsachen
als ,facts“, Fakten, welche durch Beobachtung gewonnen und anschliefend in Ar-
gumentationen verwendet werden kénnen, ohne selbst argumentativ belegt zu wer-
den. In eine dhnliche Richtung geht Brown (2008, S. 33), der Bildern die Fahigkeit
zuschreibt, den ,Vorrat an intuitiven Wahrheiten“ (engl. ,,pool of intuitive truths“) zu
vegrof3ern. Beobachtungen liefern also das Fundament fiir Argumentationen, und
Beobachtungen sind in der Mathematik stets Informationen, die Reprasentationen
entnommen werden (vgl. Toulmin, 2003, S. 95). Multiple Reprédsentationen besitzen
hierfiir einen besonderen Wert, da sie mehr Informationen bereitstellen als isolierte
Représentationen oder diese auf verschiedene Arten entnommen werden konnen,
was wiederum zu neuen Beobachtungen und neuen Vermutungen fithren kann.
Dynamische Reprasentationen bieten beim Entdecken und konstruktiven Argu-
mentieren sogar noch grofere Vorteile. Nach Bruner stellt die Entdeckung einen
,Fall des Neuordnens oder Transformierens des Gegebenen“ dar (Bruner, 1981, S.
16). In der Mathematik entspricht diesem Neuordnen oder Transformieren das Ope-
rieren auf Reprisentationen und insbesondere die Variation mit Hilfe dynamischer
Représentationen. Diese konnen durch Umformung nicht nur neue , Fakten* zur Ver-
wendung in Argumentationen bereitstellen, sondern verbinden, indem sie zahlrei-
che Beispiele darstellen und so Invarianten und Unterschiede der Beispiele deut-
lich machen, den Einzelfall mit der zugrundeliegenden Struktur. Mittels abduktiven
Schlusses lassen sich so Vermutungen formulieren und diese anschlief3end, ebenfalls
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A B | cC
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Abbildung 2.6: Um die Existenz einer Losung der Gleichung z® + 22 + £ = 2% + 1 zu

begriinden, genligt ein Verweis auf den Schnittpunkt der beiden Graphen.

mit Hilfe der dynamischen Représentation, an weiteren Beispielen {iberpriifen (vgl.
Hanna, 2000, S. 13).

2.3.2 Reprasentationen beim strukturierenden Argumentieren

Im Unterschied zur konstruktiven Argumentation ist die Funktion der strukturieren-
den Argumentation nicht, neue Vermutungen zu finden, sondern diese nachtréglich
zu begriinden (vgl. Pedemonte, 2007, S. 28). Wahrend der Argumentierende seine
Vermutungen und Schliisse zuvor nur fiir sich selbst vornimmt, tritt nun der kommu-
nikative Aspekt des Begriindens und Beweisens in den Vordergrund (vgl. de Villiers,
1990, S. 18). Ziel dieser Art der Argumentation ist es, die Vermutungen und deren
Belege fiir ein wie auch immer geartetes Publikum nachzuvollziehen und {iberzeu-
gend darzustellen.

Auch in diesem Schritt spielen Reprasentationen eine wichtige Rolle. Zwar sind
in dieser Phase der Argumentation fiir den Argumentierenden keine neuen Beob-
achtungen mehr notwendig, jedoch bieten Reprisentationen die Moglichkeit, auf
die ihnen dargestellten Informationen in der Argumentation Bezug zu nehmen und
so die ,Fakten“, also die direkt aus der Représentation zu entnehmenden und daher
,offensichtlichen” Informationen, die keiner Begriindung bediirfen, als inhaltliche
Elemente der Argumentation zu verwenden. So muss fiir die Begriindung der Exis-
tenz einer Losung der Gleichung z3+22+ 2% = 2?+1 diese nicht umgeformt werden,
wenn zeitgleich Abbildung 2.6 zur Verfiigung steht. Ein Verweis auf die zugehorigen
Graphen und deren Schnittpunkt sind in diesem Fall ausreichend. Fiir einen Argu-
mentierenden, der seine Ideen darlegen will, bieten sich geeignete Reprisentationen
daher als niitzliches Werkzeug dar, um diese Gedanken zu transportieren.
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Welche Représentationen wie und in welchem Maf3e in der Argumentation ein-
gesetzt werden diirfen, hdngt jedoch von den jeweiligen Adressaten der Argumen-
tation ab. Neben den offensichtlichen Voraussetzungen, dass sie die Reprasentation
kennen und ihr die relevanten Informationen entnehmen konnen, sind Normen fiir
die Explizitat und Formalitit einer Begriindung entscheidend. Wahrend Begriindun-
gen mittels generischen Beispiels!! oder allgemeinen Bildern'? in der Schule akzep-
tiert und verbreitet sind (vgl. Meyer & Prediger, 2009, S. 3), miissen Begriindungen
auf Universitiatsniveau wesentlich formaler formuliert werden, was sich auch auf die
Verwendung von Représentationen bezieht. So gibt es in Bezug auf die Rolle, welche
depiktionale Reprisentationen in Beweisen spielen diirfen, durchaus unterschiedli-
che Meinungen (vgl. Hanna & Sidoli, 2007, S. 73).

Abbildung 2.7: Eine dynamische Reprasentation, deren Dynamik auch in der strukturieren-
den Argumentation genutzt werden kann

Multiple oder dynamische Reprédsentationen unterscheiden sich in Bezug auf ih-
re Rolle beim strukturierenden Argumentieren nicht wesentlich von anderen Repra-
sentationen, jedoch verfiigen sie iiber einen grof3eren Informationsgehalt, welcher
in der Argumentation verwendet werden kann. Durch die sich ergdnzenden Infor-
mationen und Prozesse, welche multiple Reprisentationen ermoglichen, bieten sie
einen differenzierteren Blick auf ein mathematisches Objekt, und halten somit — bei
allen bereits diskutierten Schwierigkeiten und Voraussetzungen — ein besonders rei-
ches Repertoire an ,Fakten“ zur Argumentation bereit. Auch dynamische Représen-
tationen enthalten mehr Informationen als statische. Wie oben beschrieben entfalten
sie ihre Wirkung besonders beim Entdecken und Formulieren von Vermutungen. In

1 Also Beispielen, deren Eigenschaften in Bezug auf die Begriindung sich nicht von anderen unterschei-
den, weshalb die Argumentation analog auch fiir andere Beispiele moglich ware.

12Bilder, die Variablen enthalten und deren Informationsgehalt so {iber das tatséchlich Dargestellte hin-
aus geht.
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2.3 Reprdsentationen beim Argumentieren

Bezug auf die strukturierende Argumentation bieten sie dann Vorteile, wenn die
Behauptung durch die Beschreibung des Entdeckungsprozesses gestiitzt wird, wie
beispielsweise in der Aufgabe zu Abbildung 2.7.

Das hier gestellte Problem war die Frage, fiir welche Parameter h und k der Punkt
Q) auf der Parabel liegt. Mit Hilfe der Schieberegler liefSen sich h und k variieren,
wodurch die Offnung der Parabel variiert bzw. die Parabel in y-Richtung verscho-
ben werden konnte. Durch Ausprobieren lasst sich nun erkennen, dass es zu jedem
h ein k gibt, so dass @ auf der Parabel liegt. Nun l&sst sich weiter argumentieren,
dass, da h und k beliebig € R gegeben sind, eine unendliche Anzahl von Losungen
existieren muss. Die Dynamik der gegebenen Reprisentation wird hier also in der
strukturierenden Argumentation genutzt, indem der Entdeckungsprozess beschrie-
ben wird. Auf diese Weise konnen dynamische Reprédsentationen also auch nach der
Formulierung der Behauptung dazu beitragen, diese argumentativ zu starken.

In der nachfolgend beschriebenen Untersuchung wurden die Endprodukte des
Argumentierens in Form von Schiilerdokumenten untersucht und nicht das Finden
und Formulieren von Vermutungen. Sie wird sich also auf das strukturierende Ar-
gumentieren beschrédnken und will dabei die Fragen beantworten, ob Schiiler beim
Argumentieren das Potential von multiplen und/oder dynamischen Représentatio-
nen nutzen und wie sich diese auf die einzelnen Argumente auswirken.
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Kapitel 3

Empirische Untersuchung

3.1  Zur Untersuchung

In diesem Kapitel soll, nach der theoretischen Betrachtung und Vorbereitung im vor-
herigen Kapitel, die durchgefiihrte Untersuchung beschrieben und deren Ergebnisse
diskutiert werden. Die vorgestellte Untersuchung soll insbesondere Antworten auf
zwei Fragen geben:

1. Wie stark beeinflussen die in der Aufgabenstellung verwendeten Représenta-
tionen schriftliche Schiilerargumentationen in Bezug auf die ihnen zu Grunde
liegenden Représentationsarten?

2. Wie nutzen Schiiler multiple und/oder dynamische Représentationen in ihren
Argumentationen?

Zunichst wird dazu die Durchfiithrung der Untersuchung beschrieben, um an-
schliefend auf die Vorgehensweise zu deren Auswertung einzugehen. Dabei wird
auch diskutiert, wie Schwierigkeiten umgangen oder abgemildert werden kdnnen,
die sich im Zusammenhang mit dem gewé&hlten Untersuchungsdesign ergeben. An-
schliefend werden die Ergebnisse der Untersuchung vorgestellt und interpretiert.

3.1.1  Zur Untersuchungsdurchfiihrung

Die Untersuchung wurde im Jahr 2011 in vier Klassen der 11. Jahrgangsstufe des
Gymnasiums in der Ndhe von Wiirzburg durchgefiihrt. Insgesamt nahmen 89 Schii-
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lerinnen und Schiiler an der Untersuchung teil. Die Auswahl der Klassen erfolgte
nach keinem speziellen Verfahren, sondern richtete sich nach der Verfiigbarkeit. Den
Probanden wurde zur Bearbeitung der Aufgaben 45 Minuten Zeit gegeben. Um fiir
die vier Aufgabenpaare (s. Abschnitt 3.1.3) genug Zeit zu haben, wurden fiir die Un-
tersuchung zwei Gruppen mit 44 bzw. 45 Probanden gebildet, die unterschiedliche
Aufgaben zur Bearbeitung erhielten. Diese werden im Folgenden mit Bogen A und
Bogen B bezeichnet.

In allen vier Klassen fand die Untersuchung im schuleigenen Rechnerraum statt.
Hier hatte jeder Proband einen eigenen Rechner zur Verfiigung, mit Ausnahme einer
Klasse, in der sich zwei Schiilerpaare jeweils einen Rechner teilen mussten, die Auf-
gaben jedoch alleine anfertigten. Wihrend der gesamten Dauer des Versuchs war
neben dem Autor auch die jeweilige Mathematiklehrkraft anwesend, die jedoch nur
technische, aber keine inhaltliche Unterstiitzung gab.

Die Aufgaben wurden iiber das Internet abgerufen und am Bildschirm angezeigt.
Bei Aufgaben, die eine dynamische Représentation enthielten, wurde eine in die
Webseite mit der Aufgabenstellung eingebettete GeoGebra-Anwendung gestartet,
welche den Probanden erlaubte, Schieberegler oder einzelne Punkte zu variieren.
Die Angebote solcher Variationen waren bewusst sehr einfach gehalten, um keine
zuséatzlichen Schwierigkeiten bei der Programmbenutzung zu erzeugen und auch
Schiilern ohne Vorwissen die Moglichkeit zur Nutzung der dynamischen Représen-
tationen zu ermoglichen. Der Freiheit der Variation war daher ein enger Rahmen
gesetzt, insbesondere waren eigene Konstruktionen nicht mdglich. Die Aufgaben
konnten iiber eine Navigationsleiste am oberen Webseitenrand ohne vorgegebene
Reihenfolge aufgerufen werden. Jedem Probanden wurde beim Aufrufen der Web-
seite eine eindeutige, zuféllig generierte Teilnehmernummer zugewiesen, welche
auf den Bearbeitungsbogen vermerkt werden sollte, um Bogen bei der Auswertung
eindeutig einem Probanden zuordnen zu koénnen. Die Bearbeitung der Aufgaben
erfolgte mit Stift und Papier. Hauptgrund fiir diese Vorgehensweise war es, keine
Programmfertigkeiten voraussetzen zu miissen, wie es bei einer Bearbeitung z.B. in
einer eigenen GeoGebra-Datei notig gewesen wire. Andererseits wurde von einer
elektronischen Erfassung der Antworten abgesehen, um den Probanden alle Arten
der Losungsdarstellung zu ermoglichen, also insbesondere auch die Erstellung von
Gleichungen (und deren Umformung), Skizzen und Wertetabellen.

3.1.2 Forschungsfragen und Vorgehen zur Auswertung

Um die beiden eingangs dieses Kapitels gestellten Fragen zu beantworten, wurden
die Schiilerdokumente nach den Regeln einer qualitativen Inhaltsanalyse (Mayring,
2010) ausgewertet. Fiir die Klarung der ersten Frage wurden den einzelnen Auf-
gabenbearbeitungen Kategorien zugewiesen. Diese richteten sich nach der Art der
internen Représentation, welche Grundlage fiir die jeweiligen schriftlichen argumen-
tativen Aussagen der Schiiler waren. Weil diese nicht direkt zugéinglich sind, war
zur Auswertung der Bearbeitungen also eine Interpretation notwendig, welche von
den produzierten externen Représentationen auf die dahinter liegenden internen
schloss.
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3.1 Zur Untersuchung

Diese Vorgehensweise liegt darin begriindet, dass die Probanden natiirlich keine
dynamischen Reprisentationen im Sinne der Definition in Abschnitt 1.3.3 produzie-
ren konnen, da ihnen nur die statischen Werkzeuge Papier und Stift zur Verfiigung
standen. Aullerdem werden Représentationen bei der Bearbeitung von mathemati-
schen Fragen nicht explizit genannt, sondern zur Beantwortung genutzt. Bei der Aus-
wertung mussten also verschiedene Reprasentationensysteme durch den Auswerter
identifiziert werden, um beispielsweise die Verwendung multipler Reprisentationen
zu erkennen. Die hierfiir benétigte Interpretation war durch die vorliegende Theo-
rie zur Unterscheidung von Reprisentationen aus Abschnitt 1.2.3 zwar grundsétz-
lich eindeutig, wurde in der Praxis aber durch sehr knappe Ausdrucksweisen oder
fehlerhafte Verwendung von Représentationen durch die Probanden erschwert (eine
eingehendere Diskussion dieser Schwierigkeiten findet sich in Abschnitt 3.5.1).

Die Kategorisierung der Argumentationen wurde analog zur Taxonomie von Re-
prasentationen aus Abschnitt 1.3 vorgenommen und mit deren Reprdsentationen
in Beziehung gesetzt. Es ergibt sich ein zweidimensionales Antwortschema, das in
Abbildung 3.1 zu sehen ist:

Isoliert Isoliert Multipel Multipel
statisch dynamisch statisch dynamisch der Arurente
ISR
IDR
MSR
MDR
Gegebene

Représentation
Abbildung 3.1: Antwortschema zur Klassifikation der Schilerargumentationen

Auf der horizontalen Achse finden sich dabei die Arten der Représentationen,
auf welche die Schiileraussagen schlief3en lief3en, auf der vertikalen Achse die Re-
prasentationsart, welche in der Aufgabenstellung dargeboten wurde. Jede in der
Untersuchung in einer Aufgabe vorgebrachte Argumentation lasst sich hier eindeu-
tig einer Zelle zuordnen.

Hierfiir ist es notwendig, in einem Auswertungsleitfaden eindeutig zu bestim-
men, welche Kategorien gezédhlt und woran diese erkannt werden kénnen (vgl. May-
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ring, 2010, S. 105). In Tabelle 3.1 ist ein solcher Leitfaden ausformuliert, welcher
deutlich machen soll, wann die Argumentationen in den Schiilerdokumenten als
isolierte, statische, dynamische oder multiple Reprasentation eingetragen wurden.
Die Ankerbeispiele sind typische, aus den Schiilerdokumenten entnommene Formu-
lierungen, welche die Einteilung illustrieren sollen. Weitere Beispiele sind in der
qualitativen Auswertung der Untersuchung ab Seite 90 zu finden.

Der Kiirze und der besseren Lesbarkeit halber soll fiir die weitere Betrachtung der
Untersuchung eine verkiirzte Schreibweise eingefiihrt werden: Argumentationen,
die auf eine isolierte/multiple bzw. statische/dynamische interne Représentation
schliel3en lassen, sollen entsprechend als isolierte/multiple bzw. statische/dynamische
Argumentationen bezeichnet werden. Zum Beispiel wird also eine Argumentation,
die auf eine multiple dynamische Reprasentation schlief3en lasst und als solche in
die Auswertung aufgenommen wurde, als ,,multiple dynamische Argumentation“ be-
zeichnet.

Bevor die beiden Leitfragen der Untersuchung beantwortet werden kénnen, be-
diirfen sie der Operationalisierung. Die erste Leitfrage wird dazu in die beiden fol-
genden Forschungsfragen aufgeteilt. Diese sollen mit Hilfe quantitativer Methoden
beantwortet werden.

Forschungsfrage 1: Sind die hinter schriftlichen Schiilerargumentationen ste-
henden Arten von Représentationen unabhéngig von den in der Aufgabenstellung
présentierten?

Forschungsfrage 2: Ist die Zahl der ,Wechsler", welche in ihrer Bearbeitung
beim Ubergang zwischen zwei Aufgaben eines Paares die verwendete Reprisentati-
onsform wechseln, signifikant?

Auch die zweite Leitfrage wird in zwei Forschungsfragen umformuliert. Bei die-
sen geht es um die Art und Weise, wie multiple und/oder dynamische Reprasenta-
tionen beim Argumentieren genutzt werden.

Forschungsfrage 3: In welchen Elementen des Argumentationsmodells nach
Toulmin werden die spezifischen Moglichkeiten von multiplen und/oder dynami-
schen Reprisentationen genutzt?

Forschungsfrage 4: Zu welchem Zweck werden multiple und/oder dynamische
Représentationen in den Argumenten genutzt?

3.1.3 Zur Anordnung der Aufgaben

Wie im vorhergehenden Abschnitt beschrieben, werden bei der Auswertung die den
Schiilerargumentationen zu Grunde liegenden Représentationen mit den in der Auf-
gabenstellung dargebotenen in Beziehung gesetzt. Eine Auswertung auf diese Weise
wirft jedoch Probleme auf:

e Konnte statt der dargebotenen Reprasentation nicht vielmehr eine individuelle
Préferenz des Probanden dafiir sorgen, dass eine bestimmte Représentations-
art gewahlt wird?

e Konnte es nicht die Art der Aufgabe bzw. die Aufgabenstellung sein, die durch
ihre mathematische Struktur eine bestimmte Représentationsart bedingt?
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Bogen A
Funktionenschar Al (ISR) Lnamik> A3 (IDR)
Flacheninhalt als Parabel A2 (IDR) M A4 (MDR)
Bogen B
Gleichungen Bl (ISR) - MWiPledt g3 (MSR)

+ Dynamik

Symmetrie am Graphen B2 (MSR) — B4 (MDR)

Tabelle 3.2: Darstellung der analogen Aufgaben als Aufgabenpaare

Diesen Problemen wurde begegnet, indem die Aufgaben der Untersuchung je-
weils paarweise einander als analoge Aufgaben zugeordnet waren, wie in Tabelle
3.2 zu sehen.

Wihrend beispielsweise beim Ubergang der ,,Funktionenschar“-Aufgaben von A1l
zu A3 (die vollstdndige Aufgabe findet sich unten im Abschnitt 3.2) die Struktur der
Aufgabe gleich blieb, dnderte sich die in der Aufgabenstellung angebotene Représen-
tation von einer isolierten statischen zu einer isolierten dynamischen Reprisentati-
on. So kann betrachtet werden, ob die hinzugekommene Dynamik den Probanden
dahingehend beeinflusst hat, dass er nun in seiner Argumentation ebenfalls dynami-
sche Reprasentationen einflief3en lief$ oder nicht.

Die Verwendung von analogen Aufgaben kann die oben genannten Schwierig-
keiten abmildern, jedoch nicht vollkommen beseitigen. Analoge Aufgaben sind zwar
strukturgleich, aber eben nicht gleich, was auch bei sorgféltiger Formulierung der
Aufgaben zur Folge haben kann, dass die leicht unterschiedlichen Aufgaben zu ei-
ner Beeinflussung des Ergebnisses fiihren konnen (fiir eine ausfiihrliche Diskussion
von analogen Aufgaben siehe Ruppert, 2014). Vollstandig gleiche Aufgaben wéren
in diesem Sinne zwar wiinschenswert, aber insofern natiirlich nicht zielfiihrend, als
dass die Probanden keinen Grund gesehen hitten, die gleiche Aufgabe zweimal zu
bearbeiten oder die gewahlte Strategie in der zweiten Bearbeitung anzupassen. Au-
Berdem konnte durch die Anordnung der Aufgaben ein Lerneffekt eintreten, so dass
die Probanden die in der ersten Aufgabe eines Paares verwendeten Argumente (und
die verwendeten Reprasentationen) auch in der zweiten benutzen, was das Ergebnis
ebenfalls beeinflussen wiirde. Inwiefern diese Schwierigkeiten in der Untersuchung
eine Rolle spielten und Einfluss auf das Ergebnis nahmen, wird in Abschnitt 3.4
diskutiert.

3.2 Die Aufgaben der Untersuchung

In diesem Abschnitt sollen die in der Untersuchung eingesetzten Aufgaben vorge-
stellt werden.
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3.2 Die Aufgaben der Untersuchung

3.2.1 Aufgabenpaar ,,Funktionenschar“

In dieser Aufgabe waren die Graphen einer Geradenschar mit zwei Parametern ge-
geben. Im ersten Aufgabenteil wurde gefragt, ob Parameter existieren, so dass ein
Représentant der Schar durch einen bestimmten Punkt verlauft. Im zweiten Aufga-
benteil wurde die Frage erweitert und gefragt, ob es weitere Parameter gibt, fiir die
dies der Fall ist.

Aufgabe A1: Isolierte statische Repréasentation

In der Abbildung rechts'? ist eine Schar von Geraden zu sehen. Dabei legt der Para-
meter a die Steigung der Geraden fest. Der Parameter b gibt den Schnittpunkt mit
der y-Achse an. ¢ und b sind beliebige reelle Zahlen.

Abbildung 3.2: Abbildung zur Aufgabe A1. Da es sich um eine isolierte statische Reprasen-
tation handeln sollte, wurde sie nur als Bild dargeboten, d.h. sie war nicht interaktiv variierbar.

a) Gibtesa,b € R, so dass P(1|2) auf einer Geraden liegt?
b) Begriinde deine Vermutung aus Teilaufgabe a). Wie hast du dies erkannt?

¢) Gibt es neben denen aus Aufgabenteil a) noch weitere Werte fiir a und b, so
dass P(1]2) auf der Geraden liegt? Wenn ja, wie viele, wenn nein, warum
nicht?

d) Begriinde deine Vermutung aus Teilaufgabe c). Wie hast du dies erkannt?

Aufgabe A3: Isolierte dynamische Reprasentation

In der Abbildung unten ist eine Parabel zu sehen. Der Parameter h variiert die Off-
nung der Parabel. Der Parameter k verschiebt die Parabel nach oben oder unten. &
und & konnen beliebige reelle Zahlen sein, nicht nur die, die mit dem Schieberegler
einstellbar sind.

13 Die Anordnung von Text und Abbildung hat sich gegeniiber der Darstellung auf der Webseite gedndert.
In den Aufgabenstellungen wird stets der urspriingliche Text von der Webseite verwendet.
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Abbildung 3.3: GeoGebra-Applet zur Aufgabe A3. Mit Hilfe der Schieberegler lieBen sich
h und k variieren, wodurch die Offnung der Parabel variiert bzw. die Parabel in y-Richtung
verschoben werden konnte.

a) Gibtes h,k € R, so dass Q(4]|4) auf der Parabel liegt?
b) Begriinde deine Vermutung aus Teilaufgabe a). Wie hast du dies erkannt?

¢) Gibt es neben denen aus Aufgabenteil a) noch weitere Werte fiir 4 und %, so
dass @ auf der Parabel liegt? Wenn ja, wie viele, wenn nein, warum nicht?

d) Begriinde deine Vermutung aus Teilaufgabe c). Beschreibe, wie du darauf ge-
kommen bist.

3.2.2 Aufgabenpaar ,,Flache als Parabel*

In dieser Aufgabe wurde ein geometrisches Objekt (ein Rechteck bzw. ein Dreieck)
in einen Graphen und die Koordinatenachsen einbeschrieben. Hierzu sollten Fra-
gen beantwortet werden, die auf der Stetigkeit der Flacheninhaltsfunktion beruhen:
an den Extrempunkten ,links und rechts“ ist der Flacheninhalt des geometrischen
Objekts Null, irgendwo in der Mitte ist er maximal. Dazwischen werden alle Werte
angenommen, und zwar genau zweimal.

Aufgabe A2: Isolierte dynamische Repréasentation

In der Abbildung siehst du die Gerade g, welche die y-Achse im Punkt A(0|6) und die
x-Achse im Punkt B(5|0) schneidet. Zwischen A und B bewegt sich der Punkt F auf
der Geraden g. Wir betrachten das Rechteck C DEF. Verschiebe in der Zeichnung F
entlang der Geraden und beantworte die folgenden Fragen:

a) Wie viele Rechtecke CDEF gibt es in Abhéngigkeit von F, die den Fldchenin-
halt 4 haben?
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Abbildung 3.4: GeoGebra-Applet zur Aufgabe A2. In dem Applet lie3 sich der Punkt E auf
der Strecke [AB] bewegen, wodurch sich das einbeschriebene Rechteck variieren lie3.

b) Begriinde deine Aussage aus Teilaufgabe a). Wie hast du das erkannt?

¢) Gibt es ein oder mehrere Rechtecke CDEF, welche den Flicheninhalt /5
haben?

d) Begriinde deine Aussage aus Teilaufgabe c). Wie bist du hier vorgegangen?

e) Gibt es eine Zahl A zwischen 1 und 7, zu welcher es kein Rechteck C DEF mit
Flacheninhalt A gibt?

f) Wie hast du das erkannt?

Aufgabe A4: Multiple dynamische Reprasentation

Wir betrachten die Funktion f mit f(z) = —22 + 6.

Der Punkt C liegt irgendwo auf dem Teil des Graphen von f, der oberhalb der x-
Achse verlduft. C hat also die Koordinaten (z¢|f(z¢)). Mit A(0|0) und B(6|0) bildet
C ein Dreieck. Dies ist in der linken Halfte des Applets unten rot zu sehen. Der Punkt
in der rechten Hilfte des Applets beschreibt den Flidcheninhalt von A ABC!*. Wenn
du die Lage des Punktes C variierst, kannst du auf der rechten Seite des Applets die
Verdnderung des Flacheninhalts beobachten.

Verschiebe C' auf der Parabel und beantworte die folgenden Fragen:

141n der Abbildung unten wurde C bereits bewegt, um so mit dem im Applet aktivierten Spurmodus die
Kurve erkennen zu kénnen.
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Abbildung 3.5: GeoGebra-Applet zu Aufgabe A4. In der linken Halfte lieB3 sich der Punkt C
auf der Parabel variieren, wodurch auf der rechten Seite der Punkt, welcher den Flachenin-
halt des Dreiecks beschreibt, mit Hilfe des Spurmodus eine Parabel beschreibt.

a) Wie viele Dreiecke ABC gibt es in Abhingigkeit von C, die den Flacheninhalt
10 haben?

b) Begriinde deine Aussage aus Teilaufgabe a). Wie hast du das erkannt?

¢) Gibt es ein oder mehrere Dreiecke ABC, welche den Flicheninhalt /47 ha-
ben?

d) Begriinde deine Aussage aus Teilaufgabe c). Wie bist du hier vorgegangen?

e) Gibt es eine Zahl A zwischen 1 und 25, zu welcher es kein Dreieck ABC mit
Flacheninhalt A gibt?

f) Wie hast du das erkannt?

3.2.3 Aufgabenpaar ,,Gleichungen®

Zu einer gegebenen Gleichung soll zunéchst die Anzahl der Losungen angegeben
werden, dann die Losung selbst. AnschlieBend wird ein Summand (B1) bzw. ein
Faktor (B3) ersetzt, und es wird erneut nach der Zahl der Losungen gefragt. Wah-
rend insbesondere der letzte Teil auch durch erneutes Losen der Gleichung moglich
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ist, fithrt das Interpretieren von linker und rechter Seite als Funktionen, deren Gra-

phenschnittpunkte Losungen der Gleichung darstellen, ohne Rechenaufwand zum
Ziel.

Aufgabe B1: Isolierte statische Repréasentation

Gegeben ist die Gleichung

3 11 19

a) Wie viele Losungen hat die Gleichung?

b) Woran hast du das erkannt?

¢) Gib die Losungen der Gleichung an.

d) Beschreibe, wie du in c¢) vorgegangen bist.

e) Wie viele Losungen hat die Gleichung, wenn man £ durch 24 ersetzt, also:

3 11
—1x2+zx+24:2x+5

f) Erklare, wie du in e) auf die Anzahl der Losungen gekommen bist.

Aufgabe B3: Multiple statische Repréasentation

Gegeben ist die Gleichung

< 98
3 2 2
a +J7 +77— X +1

Unterhalb siehst du die zugehorigen Graphen und eine Wertetabelle. Die linke Seite
der Gleichung ist blau dargestellt, die rechte Seite rot.

a) Wie viele Losungen hat die Gleichung?

b) Woran hast du das erkannt?

¢) Gib die Losungen der Gleichung an.

d) Beschreibe, wie du in c¢) vorgegangen bist.

e) Wie viele Losungen hat die Gleichung, wenn die rechte Seite durch 122 + 1
ersetzt wird, also
98 1
3 2 2
= _Z 1
T s T3v T

f) Erklare, wie du in e) auf die Anzahl der Lésungen gekommen bist.
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A B | c
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Abbildung 3.6: Abbildung zu Aufgabe B3. Da es sich um eine multiple statische Repréasen-
tation handeln sollte, wurde sie nur als Bild dargeboten, d.h. sie war nicht interaktiv variierbar.

3.2.4 Aufgabenpaar ,,Symmetrie am Graphen“

In diesem Aufgabenpaar werden Funktionsgraphen bzw. -graphenscharen betrach-
tet, die durch Parameter im Koordinatensystem verschoben werden kénnen. Die Fra-
ge zielt auf die Symmetrie der Graphen, welche fiir spezielle Parameterwerte leicht
erkennbar ist. Da die Graphen nur verschoben bzw. gestreckt (B4) sind, bleibt die
Symmetrie erhalten, wenngleich sie auch zu einem anderen Symmetriezentrum bzw.
einer anderen Achse vorliegt.

Aufgabe B2: Multiple statische Reprasentation

In der Abbildung 1 (anklicken zum Vergrdf3ern) siehst du einen Ausschnitt des Gra-
phen G der Funktion p(z),p : R — R und dessen Wertetabelle. In den weiteren
Abbildungen betrachten wir Graphen der Funktionen p(z + h) + k fiir verschiedene
Werte von h und k. h und k konnen jeden beliebigen Wert annehmen, nicht nur die
hier abgebildeten. Klicke die kleinen Abbildungen unten an, um eine vergréerte
Darstellung zu erhalten.

a) Betrachte zuerst die Abbildung 3. Handelt es sich dabei um einen symmetri-
schen Graphen? Wie hast du das erkannt?

b) Betrachte nun auch die anderen Graphen. Sind sie symmetrisch? Unabhingig
von h und k?
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Abbildung 3.7: Polynomgraphen mit Wertetabellen aus Aufgabe B2, welche zur VergréBe-
rung angeklickt werden konnten.

¢) Begriinde dein Aussage aus Teilaufgabe b).
d) Beschreibe, wie du in c¢) vorgegangen bist.

e) Gibt es Werte von h und k, so dass der zugehorige Graph nur zwei, einen oder
keinen Punkt mit der x-Achse gemeinsam hat?

f) Wieso gibt es diese Werte aus Teilaufgabe c), bzw. wieso nicht?

Aufgabe B4: Multiple dynamische Reprasentation

Im Applet unten siehst du einen Ausschnitt des Graphen G der Funktion f, f : R — R
mit
fx)=a-(x+Db)- sin(x+b)+c.

Du kannst den Graphen mit Hilfe der Schieberegler vertikal oder horizontal ver-
schieben sowie strecken oder stauchen, d.h. die Regler variieren die Parameter a, b
und c¢ aus der Funktionsgleichung.

a) Handelt es sich um achsen- oder punktsymmetrische Graphen? Unabhéngig
von a, b und c?

b) Beschreibe, wie du erkannt hast, ob die Graphen symmetrisch sind oder nicht.

c) Gibt es Werte fiir a, b und c, so dass f genau einen bzw. gar keinen Schnittpunkt
mit der x-Achse hat?

d) Wieso gibt es diese Werte aus Teilaufgabe ¢), bzw. wieso nicht?
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Abbildung 3.8: GeoGebra-Applet zu Aufgabe B4. Mit Hilfe der Schieberegler a, b und ¢ lie3
sich die Amplitude des Graphen variieren sowie ihn in x- bzw. y-Richtung verschieben. Die
Wertetabelle rechts aktualisierte sich ebenfalls entsprechend.

3.3 Ergebnisse der quantitativen Untersuchung

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse der Untersuchung vorgestellt. Dazu soll
zundchst versucht werden, die Forschungsfragen 1 und 2 aus Abschnitt 3.1.2 mit
quantitativen Methoden zu beantworten. Diese werden je Aufgabenpaar betrachtet,
eine Interpretation der Ergebnisse wird im Abschnitt 3.4 vorgenommen. Anschlie-
Rend folgt eine qualitative Analyse der Schiilerdokumente, um die Forschungsfragen
3 und 4 zu beantworten. Fiir die Analyse der Ergebnisse der einzelnen Aufgabenpaa-
re werden pro Paar jeweils zwei Nullhypothesen betrachtet:

1. Die in der zweiten Aufgabe eines Aufgabenpaares beobachteten Haufigkeiten
von Argumentationsarten unterscheiden sich nicht von denen der ersten Auf-
gabe.

2. Die Verteilung der Haufigkeiten des Wechselns der Argumentationsarten durch
die Probanden bei einem Repréisentationsarteniibergang zwischen den beiden
Aufgaben eines Paares analoger Aufgaben ist nicht signfikant.

Die erste Hypothese wird dabei mit Hilfe eines eindimensionalen y2-Test durch-
gefiihrt (Bortz & Schuster, 2010, S. 142). Dabei werden die erwarteten Haufigkeiten
der Argumentationsarten in der zweiten Aufgabe des Aufgabenpaares durch die be-
obachteten Haufigkeiten in der ersten Aufgabe berechnet, indem der jeweilige Anteil
der Argumentationsart der ersten Aufgabe mit der Gesamtzahl der Argumentationen
in der zweiten Aufgabe multipliziert wird.
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Die zweite Hypothese wiirde fiir gewohnlich mit Hilfe eines McNemar-x2-Tests
(,,test for significance of change“, Bortz & Schuster, 2010, S. 147) durchgefiihrt. Da die
erwarteten Haufigkeiten zum Teil jedoch kleiner als 5 sind, wurde dem McNemar-
Test ein Binomialtest vorgezogen, welcher auch bei kleineren erwarteten Haufigkei-
ten anwendbar ist (gemaf’ Bortz & Schuster, 2010, S. 147).

Pro Aufgabenpaar und pro Hypothese wird unten eine Tabelle angegeben, wel-
che die jeweiligen Héufigkeiten darstellen. Jede Tabelle ist wiederum zweigeteilt:
zum einen wird der Zusammenhang von Argumentations- und Représentationsart
yentlang“ des Reprasentationswechsels betrachtet, zum anderen ,,quer” zu diesem.
,Entlang®“ bedeutet dabei, dass sich die betrachteten Argumentationsarten in dem
gleichen Merkmal (isoliert/multipel bzw. statisch/dynamisch) unterscheiden wie die
Représentationsarten, betrachtet wird also zum Beispiel der Einfluss einer multiplen
Représentation auf die Multiplizitdt der Argumentation. ,,Quer“ bedeutet, dass die
betrachteten Merkmale jeweils verschieden sind, wenn beispielsweise der Einfluss
einer dynamischen Reprasentation auf die Multiplizitat der Argumentation betrach-
tet wird.

3.3.1 Aligemeine Ergebnisse

Bevor in den folgenden Abschnitten auf die Einzelergebnisse der Aufgabenpaare
eingegangen wird, sollen zunachst die gesamten Daten betrachtet werden. Wie im
Antwortschema auf S. 67 oben bereits beschrieben, wurde dafiir jede Bearbeitungen
pro Aufgabe einer Kategorie zugeordnet. Dies war auf Grund der Vollstindigkeit der
in Abschnitt 1.3 beschriebenen Taxonomie stets eindeutig moglich.

Isol. stat. Isol. dyn. Mult. stat. Mult. dyn.
Arg. Arg. Arg. Arg.
ISR 46 19 9 12
IDR 9 39 12 25
MSR 27 6 27 24
MDR 15 7 32 18

Tabelle 3.3: Bogen A und B, alle Aufgaben: Haufigkeiten der Argumentationsarten in Bezug
zu gegebener Représentation

Die beobachteten Haufigkeiten des Auftretens der jeweiligen Argumentationsart
in Bezug zu der in der betreffenden Aufgabe vorgegebenen Reprisentationsart ist in
Tabelle 3.3 dargestellt. Ohne weitere Voriiberlegung kénnte man bei der Verteilung
der Héufigkeiten zwei Vermutungen duf3ern:

e Die Probanden verwenden stets diejenige Reprédsentationsart, die ihnen ange-
boten wird. Dann ldgen die beobachteten Werte alle auf der Hauptdiagonalen
der Tabelle.
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Isol stat. Isol. dyn. Mult. stat. Mult. dyn.
Arg. Arg. Arg. Arg.

ISR

IDR

MSR

MDR

Abbildung 3.9: Grafische Darstellung der Tabelle 3.3: Haufigkeiten der Argumentationsar-
ten in Bezug zu gegebener Représentation. Dunklere Zellen entsprechen héheren Werten
in der entsprechenden Tabellenzelle.

e Die Probanden verwenden alle Représentationsarten gleich wahrscheinlich. In
diesem Fall verteilten sich die beobachteten Haufigkeiten gleichméfig auf alle
Zellen der Tabelle.

Letztere Vermutung lasst sich mit Tabelle 3.3 leicht entkréften. Wie in der Tabelle
zu erkennen ist, konzentrieren sich besonders bei den isolierten Représentationen im
linken oberen Viertel die Werte auf der Hauptdiagonalen und verteilen sich schwa-
cher auf die iibrigen Felder. Bei den multiplen Reprasentationen im rechten unteren
Viertel ist dieses Bild nicht zu erkennen, hier verteilen sich die Haufigkeiten auf al-
le vier Felder. Die Daten der Tabelle 3.3 sind zusitzlich in Abbildung 3.9 grafisch
dargestellt. Hier sind die Zellen des Antwortschemas dunkler eingeférbt, wenn die
entsprechende Zelle der Tabelle einen hohen Wert (d.h. viele Antworten in dieser
Kategorie) enthélt und werden heller, wenn die Zelle schwécher besetzt ist.

3.3.2 Aufgabenpaar ,,Funktionenschar*

Das Aufgabenpaar ,Funktionenschar” besteht aus der Aufgabe Al, in welcher eine
isolierte statische Reprasentation dargeboten wurde (s. S. 71), und der Aufgabe A3,
welche eine isolierte dynamische Reprasentation enthielt (s. S. 71). Von besonderem
Interesse bei der Auswertung war hier also die Auswirkung der hinzugekommenen
Dynamik.

Dazu wurden zunéchst in Tabelle 3.4 beidseitige, eindimensionale x2-Tests durch-
gefiihrt, welche priifen sollten, ob sich die Haufigkeitsverteilung in Aufgabe A3 von
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Stat. Arg. Dyn. x> Isol. Arg.  Mult. Arg. x>
Arg.
A1l (ISR) 13 30 25 18
Anteil 0.30 0.70 0.58 0.42
A3 (IDR) 3 39 4.48* 33 9 3.50
Erw. Hfgk. 12.70 29.30 24.42 17.58

*p < .05.

Tabelle 3.4: Bogen A, Aufgaben 1 und 3: Beidseitige, eindimensionale x2-Tests auf Unter-
schiede erwarteter und beobachteter Haufigkeiten der Argumentationsarten

der in Aufgabe A1 unterscheidet. Die Tabelle ist in zwei Teile aufgeteilt: links wurden
die Haufigkeiten von statischen bzw. dynamischen Argumentationen in den Aufga-
ben Al und A3 gezihlt, also ,entlang” des Reprasentationswechsels von isolierter
statischer zu isolierter dynamischer Repréasentation. Rechts sind die Haufigkeiten
von isolierten bzw. multiplen Argumentationen zu sehen, also ,,quer” zum Reprasen-
tationswechsel von Al zu A3. Die Zeile , Anteil“ beschreibt den Anteil der beobach-
teten Haufigkeiten in Aufgabe Al, es sind beispielsweise 13 statische Argumenta-
tionen, also ca. 30% der ingesamt 43 Beobachtungen. Die Zeile ,erwartete Héufig-
keiten“ errechnet sich als Produkt aus Gesamtzahl der Argumentationen in A3 und
dem Anteil der jeweiligen Argumentationsart in Aufgabe A1, hier also zum Beispiel
0.30 - 42 = 12.70 fiir die statischen Argumentationen'. Es ergibt sich, dass nur der
linke x2-Wert signifikant auf 5%-Niveau ist, die Hypothese, dass sich die in A3 ver-
wendeten Reprasentationen in Bezug auf ihre Multiplizitdt bzw. ihre Dynamik nicht
unterscheiden, lasst sich fiir die Betrachtung ,.entlang“ des Reprédsentationswechsels
also verwerfen, nicht jedoch im Fall ,,quer“ zum Wechsel.

A3 (IDR) A3 (IDR)
Stat. Dyn. Isol. Mult.
Arg. Arg. Arg. Arg.
Al Stat. Al Isol.
(ISR) Arg. ! 10 (ISR) Arg. 20 4
Dyn. Mult.
Arg. 2 28 Arg. 12 15
p < .05 p > .05

Tabelle 3.5: Bogen A, Aufgaben 1 und 3: Beidseitige Binomialtests, ob die Anzahl der
Wechsler in den Argumentationen ,entlang” (links) des bzw. ,quer” (rechts) zum Représen-
tationswechsels signifikant sind

1> Dargestellt sind jeweils auf zwei Nachkommastellen gerundete Werte, gerechnet wurde jedoch mit
hoherer Genauigkeit. Dadurch kénnen scheinbar ,,falsche“ Rechnungen wie im Beispiel entstehen.
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Isol. Arg. Mult. x> Stat. Arg.  Dyn. Arg. x>
Arg.
A2 (IDR) 15 28 17 26
Anteil 0.35 0.65 0.40 0.60
A4 (MDR) 4 27 2.99 22 9 6.12%*
Erw. Hfgk. 10.81 20.18 12.26 18.74

**p < .01.

Tabelle 3.6: Bogen A, Aufgaben 2 und 4: Beidseitige, eindimensionale x2-Tests auf Unter-
schiede erwarteter und beobachteter Haufigkeiten der Argumentationsarten

Im Weiteren soll iiberpriift werden, ob die Haufigkeit des Wechselns der Argu-
mentationsart eines Probanden innerhalb eines analogen Aufgabenpaares signifikant
ist. Wie zuvor bei Tabelle 3.4 ist in der Tabelle 3.5 links die Betrachtung ,entlang®
des Reprasentationswechsels dargestellt. Wie in der linken Hailfte der Tabelle zu
sehen, haben 28 Probanden, die in Aufgabe Al eine dynamische Argumentation
genutzt haben, auch in Aufgabe A3 dynamisch argumentiert. Ein Proband argumen-
tierte immer statisch, zwei wechselten von einer dynamischen Argumentation in Al
zu einer statischen in A3. Entscheidend sind die zehn Wechsler, die in ihren Argu-
mentationen von statischer zu dynamischer Art wechselten. Es ergibt sich ein p-Wert
von .04, die Hypothese, dass die Haufigkeit des Wechselns der Argumentationsart
beim I"Jbergang von Al (ISR) zu A3 (IDR) nicht signifikant ist, kann also auf 5%-
Signifikanzniveau verworfen werden.

Auf der rechten Seite bei der Betrachtung ,quer” zum Représentationswechsel
zeigt sich, dass zwolf Probanden, die in Aufgabe Al noch eine multiple Argumen-
tation vorbrachten, in A3 auf eine isolierte Reprasentation wechselten. Umgekehrt
wechselten vier von einem isolierten zu einem statischen Argument. Es ergibt sich
ein p-Wert von .08, wie zuvor in Tabelle 3.4 kann also die Hypothese, dass die Hau-
figkeit des Wechselns der Argumentationsart beim Ubergang von Al (ISR) zu A3
(IDR) nicht signifikant ist, im Fall ,,quer” zum Reprasentationswechsel nicht verwor-
fen werden.

3.3.3 Aufgabenpaar ,,Flache als Parabel*

Das Aufgabenpaar ,Fldche als Parabel“ besteht aus der Aufgabe A2, welche als iso-
lierte dynamische Représentation angeboten wurde (s. S. 72), sowie der Aufgabe
A4, welche als multiple dynamische Reprasentation vorlag (s. S. 73). Besonderes
Interesse lag also auf der hinzugekommenen Multiplizitdt in der Représentation.
Dazu wurden zunéchst in Tabelle 3.6 beidseitige, eindimensionale y2-Tests durch-
gefiihrt, welche priifen sollten, ob sich die Haufigkeitsverteilung in Aufgabe A4 von
der in Aufgabe A2 unterscheidet. Die Tabelle ist in zwei Teile aufgeteilt: links wur-
den die Haufigkeiten von isolierten bzw. multiplen Argumentationen in den Aufga-
ben A2 und A4 gezihlt, also ,entlang” des Représentationswechsels von isolierter
dynamischer zu multipler dynamischer Reprasentation. Rechts sind die Haufigkei-
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ten von statischen bzw. dynamischen Argumentationen zu sehen, also ,,quer” zum
Représentationswechsel von A2 zu A4.

Betrachtet man zuerst die Haufigkeiten ,entlang“ des Reprasentationswechsels
auf der linken Seite, so zeigt sich, dass die Hypothese nicht auf 5%-Signifikanzniveau
verworfen werden kann. Der Anteil der multiplen Argumentationen blieb mit 28
bzw. 27 beobachteten beinahe unveriandert, auch der relative Riickgang der isolier-
ten Argumentationen fiihrte zu keinem signifikanten Ergebnis.

Die Hypothese, dass sich die Argumentationsarten in Aufgabe A2 und Aufgabe
A4 nicht unterscheiden, kann bei der Betrachtung ,,quer” zum Reprasentationswech-
sel jedoch verworfen werden, wie auf der rechten Seite der Tabelle 3.6 zu sehen, ist
dies sogar auf 1%-Signifikanzniveau der Fall. Dieser Wert ergibt sich aus der Tatsa-
che, dass in Aufgabe A4 signifikant weniger Probanden dynamische Argumentatio-
nen hervorgebracht haben als in Aufgabe A2, ndmlich nur noch neun statt zuvor 26,
auch wenn sowohl in Aufgabe A2 als auch in Aufgabe A4 die dargebotenen Repra-
sentationen dynamischer Art waren.

A4 (MDR) A4 (MDR)
Isol. Mult. Stat. Dyn.
Arg. Arg. Arg. Arg.
A2 Isol. A2 Stat.
(IDR)  Arg. 2 12 (IDR) Arg. 12 1
Mult. Dyn.
Arg. 2 14 Arg. 10 8
p < .05 p < .05

Tabelle 3.7: Bogen A, Aufgaben 2 und 4: Beidseitige Binomialtests, ob die Anzahl der
Wechsler in den Argumentationen ,entlang” (links) des bzw. ,quer” (rechts) zum Reprasen-
tationswechsels signifikant sind

Nun soll {iberpriift werden, ob die Haufigkeit des Wechselns der Argumentations-
art eines Probanden innerhalb eines analogen Aufgabenpaares signifikant ist. Dazu
wird die Tabelle 3.7 betrachtet. Wie in der linken Hélfte zu sehen, haben zw6lf Pro-
banden, die in Aufgabe A2 eine isolierte Reprédsentation genutzt haben, auf eine
multiple Reprasentation in Aufgabe A4 gewechselt. Nur zwei Probanden wechsel-
ten von multipel zu isoliert. Hieraus ergibt sich ein p-Wert von knapp {iiber .01, die
Hypothese, dass die Haufigkeit des Wechselns der Argumentationsart beim Uber-
gang von A2 (IDR) zu A4 (MDR) nicht signifikant ist, kann also verworfen werden.
Auf der rechten Seite bei der Betrachtung ,,quer” zum Représentationswechsel zeigt
sich, dass zehn Probanden, die in Aufgabe A2 noch eine dynamische Argumentati-
on vorbrachten, in A4 auf eine statische Reprasentation zuriickgriffen. Umgekehrt
wechselte nur einer von einer statischen zu einer dyamischen Argumentation. Auch
aus diesen Zahlen ergibt sich ein p-Wert von knapp iiber .01, weshalb die Hypothese
auch in diesem Fall verworfen werden kann.
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3.3.4 Aufgabenpaar ,,Gleichungen®

Das Aufgabenpaar ,,Gleichungen“ besteht aus der Aufgabe B1, in welcher eine iso-
lierte statische Reprasentation dargeboten wurde (s. S. 75), und der Aufgabe B3,
welche eine isolierte dynamische Reprasentation enthielt (s. S. 75). Von besonderem
Interesse bei der Auswertung war hier also die Auswirkung der hinzugekommenen
Multiplizitat.

Isol. Arg. Mult. P Stat. Arg. Dyn. Arg. P
Arg.
B1 (ISR) 40 3 42 1
Anteil 0.93 0.07 0.97 0.02
B3 (MSR) 26 16 < .001 37 5 < .01
Erw. Hfgk. 39.07 2.93 41.02 0.98

Tabelle 3.8: Bogen B, Aufgaben 1 und 3: Beidseitige Binomialtests auf Unterschiede erwar-
teter und beobachteter Haufigkeiten der Argumentationsarten

Erneut ist die Tabelle in zwei Teile aufgeteilt: links wurden die Haufigkeiten von
isolierten bzw. multiplen Argumentationen in den Aufgaben B1 und B3 gezahlt, al-
so ,entlang” des Reprisentationswechsels von isolierter statischer zu multipler stati-
scher Représentation. Rechts sind die Haufigkeiten von statischen bzw. dynamischen
Argumentationen zu sehen, also ,,quer” zum Représentationswechsel von B1 zu B3.

Leider lasst sich in beiden Fillen der in der Auswertung der anderen Aufgaben-
paaren genutzte einseitige y2-Test nicht anwenden, da jeweils erwartete Hiufig-
keiten von weniger als 5 auftreten. Nach Bortz und Schuster (2010, S. 143) kann
stattdessen ein Multinomialtest herangezogen werden, der wegen der zwei Merk-
malskategorien zu einem Binomialtest wird. Betrachtet man zuerst die Haufigkeiten
sentlang® des Reprasentationswechsels auf der linken Seite und berechnet mit Hilfe
des Binomialtests die zugehorige Wahrscheinlichkeit, so zeigt sich, dass die Hypo-
these von der Unabhéngigkeit von dargebotener Reprédsentation und beobachteter
Argumentationsart auf 1%o-Signifikanzniveau verworfen werden kann. Gegentiiber
der isolierten Reprasentation in Aufgabe B1 mit nur drei multiplen Argumentatio-
nen wurden in Aufgabe B3 16 multiple Argumentationen beobachtet. Bei der Be-
trachtung ,,quer” zum Représentationswechsel auf der rechten Seite zeigt sich, dass
bei Aufgabe B3 etwas héufiger dynamische Argumentationen zu beobachten waren
als bei Aufgabe B1, weshalb sich hier ein p-Wert von < .01 ergibt. Wegen der ex-
trem asymmetrischen Verteilung ist dieser Wert jedoch mit Vorsicht zu geniel3en:
Wiéren nur zwei dynamische Argumentationen weniger beobachtet worden, wére
mit p > .07 bereits keine Signifikanz mehr vorhanden. Bei der Betrachtung entlang
des Représentationswechsels wiirden hierzu schon neun gednderte Werte benétigt.

Nun soll {iberpriift werden, ob die Haufigkeit des Wechselns der Argumentations-
art eines Probanden innerhalb eines analogen Aufgabenpaares signifikant ist. Dazu
wurden auch bei diesem Aufgabenpaar — siehe Tabelle 3.9 — Binomialtests ange-
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3.3 Ergebnisse der quantitativen Untersuchung

B3 (MSR) B3 (MSR)
Isol. Mult. Stat. Dyn.
Arg. Arg. Arg. Arg.
B1 Isol. B1 Stat.
(ISR) Arg. 26 13 (ISR) Arg. 36 >
Mult. Dyn.
Arg. 0 3 Arg. 1 0
p < .001 p > .10

Tabelle 3.9: Bogen B, Aufgaben 1 und 3: Beidseitige Binomialtests, ob die Anzahl der
Wechsler in den Argumentationen ,entlang” (links) des bzw. ,quer” (rechts) zum Reprasen-
tationswechsels signifikant sind

wandt, um die Signfikanz der Haufigkeit des Wechselns der Probanden beim Uber-
gang von Aufgabe B1 zu Aufgabe B3 zu iiberpriifen. Auf der linken Seite findet sich
die Uberpriifung ,entlang“ des Reprisentationswechsels von isolierter zu multipler
Représentation. Wie dort zu sehen ist, haben dreizehn Probanden, die in Aufgabe
B1 eine isolierte Argumentation vorgebracht haben, in Aufgabe B3 eine multiple
gezeigt. Umgekehrt wechselte keiner von einer multiplen zu einer isolierten Repra-
sentation, wodurch sich ein p-Wert von < .001 ergibt. Auf der rechten Seite, welche
die Haufigkeit des Wechselns ,,quer“ zum Représentationswechsel zeigt, sind fiinf
Probanden, die von einer statischen zu einer dynamischen Argumentation wech-
selten, sowie ein Proband, der in die umgekehrte Richtung wechselte. Dies ergibt
einen p-Wert von .22. Die Hypothese, dass die Haufigkeit des Wechselns der Proban-
den beim Ubergang von Aufgabe B1 zu Aufgabe B3 nicht signifikant ist, kann also
fiir die linke Seite der Tabelle verworfen werden, fiir die rechte Seite jedoch nicht.

3.3.5 Aufgabenpaar ,,Symmetrie am Graphen*

Das Aufgabenpaar ,Symmetrie am Graphen“ besteht aus der Aufgabe B2, in wel-
cher eine multiple statische Représentation dargeboten wurde (s. S. 76), und der
Aufgabe B4, welche eine multiple dynamische Représentation enthielt (s. S. 77).
Von besonderem Interesse bei der Auswertung war hier also die Auswirkung der
hinzugekommenen Multiplizitat.

Erneut betrachten wir die Haufigkeiten der aufgetretenen Argumentationsarten
mit Hilfe einer zweigeteilten Tabelle. In der linken Halfte wurden die Haufigkeiten
statischer bzw. dynamischer Argumentationen in den Aufgaben B2 und B4 einge-
tragen, also ,entlang“ des Reprédsentationswechsels von multipler statischer zu mul-
tipler dynamischer Représentation. Auf der rechten Seite wurden die Haufigkeiten
isolierter bzw. multipler Argumentationen gezahlt, also ,,quer“ zum Reprisentati-
onswechsel. Zur Uberpriifung der Hypothesen wurde ein beidseitiger y2-Test auf
Unabhéngigkeit benutzt.
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Stat. Arg. Dyn. x> Isol. Arg.  Mult. Arg. x>
Arg.
B2 (MSR) 17 25 7 35
Anteil 0.41 0.59 0.17 0.83
B4 (MDR) 24 16 3.05 16 24 4.35%
Erw. Hfgk. 16.19 23.81 6.67 33.33

*p < .05.

Tabelle 3.10: Bogen B, Aufgaben 2 und 4: Beidseitige, eindimensionale x2-Test auf Unter-
schiede erwarteter und beobachteter Haufigkeiten der Argumentationsarten

Betrachtet man zuerst die Haufigkeiten ,entlang“ des Reprasentationswechsels
auf der linken Seite, so lésst sich erkennen, dass die Hypothese von der Unabhin-
gigkeit von dargebotener Reprasentation und beobachteter Argumentationsart nicht
verworfen werden kann. Auf der rechten Seite der Tabelle zeigt sich jedoch, dass
bei der statischen Représentation in Aufgabe B2 35 multiple und sieben isolierte
Argumentationen gezdhlt wurden, wéhrend bei der dynamischen Reprisentation
in B4 16 isolierte und 24 multiple Argumentationen beobachtet wurden, weshalb
die Hypothese von der Unabhéngigkeit von dargebotener Reprasentation und beob-
achteter Argumentationsart auf 5%-Signifikanzniveau verworfen werden kann. Der
Ubergang von MSR zu MDR in der Aufgabenstellung wirkte sich also so aus, dass die
Probanden nun signifikant weniger multiple Argumentationen hervorbrachten. Die-
se {iberraschende Beobachtung wird in Abschnitt 3.4 noch eingehender diskutiert
werden.

B4 (MDR) B4 (MDR)
Stat. Dyn. Isol. Mult.
Arg. Arg. Arg. Arg.
B2 Stat. B2 Isol.
(MSR) Arg. 10 > (MSR) Arg. 3 4
Dyn. Mult.
Arg. 13 11 Arg. 13 19
p > .05 p < .05

Tabelle 3.11: Bogen B, Aufgaben 2 und 4: Beidseitige Binomialtests, ob die Anzahl der
Wechsler in den Argumentationen ,entlang” (links) des bzw. ,quer” (quer) zum Représenta-
tionswechsels signifikant sind

Nun soll {iberpriift werden, ob die Haufigkeit des Wechselns der Argumentations-
art eines Probanden innerhalb eines analogen Aufgabenpaares signifikant ist. Wie bei
den vorhergehenden Aufgabenpaaren wurden auf die in Tabelle 3.11 eingetragenen
Haufigkeiten Binomialtests angewandt, um die Signfikanz der Héufigkeit des Wech-
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selns der Probanden beim Ubergang von Aufgabe B2 zu Aufgabe B4 zu iiberpriifen.
In der linken Halfte der Tabelle sind die Haufigkeiten des Wechselns ,entlang“ des
Représentationswechsels von statisch zu dynamisch eingetragen. Wie dort zu erken-
nen ist, wechselten dreizehn Probanden, die in Aufgabe B2 noch eine dynamische
Argumentation anbrachten, in Aufgabe B4 in eine statische Argumentation. Umge-
kehrt wechselten nur fiinf von einer statischen zu einer dynamischen Argumentati-
on. Es ergibt sich ein p-Wert von knapp .10. Auf der rechten Seite sind die Wechsler
»,quer” zum Représentationswechsel eingetragen. Wie hier abzulesen ist, wechselten
dreizehn Probanden von einer multiplen Argumentation in Aufgabe B2 zu einer iso-
lierten in B4. Vier Probanden wechselten umgekehrt von einer isolierten zu einer
multiplen Argumentation. Daraus ergibt sich ein p-Wert von .049.

Somit wird die Hypothese, dass die Haufigkeit des Wechselns der Probanden
beim Ubergang von Aufgabe B2 zu Aufgabe B4 nicht signifikant ist, fiir den Fall ,.ent-
lang“ des Reprasentationswechsels auf 5%-Signfikanzniveau beibehalten, im Fall
»quer”“ zum Wechsel kann diese verworfen werden.

3.4 Zusammenfassung und Interpretation
der Ergebnisse

Die durchgefiihrte quantitative Untersuchung hatte das Ziel, auf der Ebene der Ar-
gumentation, also auf einer dem Argument {ibergeordneten Struktur, nach dem Ein-
fluss dargebotener externer Reprédsentationsarten auf Schiilerargumentationen zu
fragen. Als Gradmesser hierfiir wurde zum einen die globale Verteilung der jeweili-
gen Représentationsarten in allen Schiilerbearbeitungen untersucht, genauer wurde
hier die Verteilung in der ersten Aufgabe eines Aufgabenpaares mit der in der zwei-
ten verglichen. Zum anderen wurde betrachtet, wie sich einzelne Schiiler durch den
Wechsel der dargebotenen Représentation beeinflussen lassen, das Hauptaugenmerk
lag hier also auf der individuellen Ebene. Die Ergebnisse sind iiberblicksartig in Ta-
belle 3.12 dargestellt, die vollstindige Betrachtung findet sich im vorangegangenen
Abschnitt.

Zusammengefasst lasst sich sagen, dass externe Reprisentationen in der Tat
einen Einfluss auf die Reprasentationsformen haben, die in Schiilerbearbeitungen
genutzt werden. Auf globaler Ebene konnte fiir das Aufgabenpaar 1 ,Funktionen-
schar” eine signfikante Abweichung dahingehend gemessen werden, dass entspre-
chend dem Représentationswechsel von ISR zu IDR héufiger dynamischer argumen-
tiert wurde. Beim Aufgabenpaar 3 ,,Gleichungen“ liel3 sich sogar eine hoch signifi-
kante Verteilung entlang des Wechsels von ISR zu MSR feststellen. Moglicherweise
liegt der Grund fiir diesen besonders starken Effekt in dem beim Thema ,,Gleichun-
gen“ besonders stark ausgepragten Vor- und Metawissen in diesem in der Schule be-
sonders ausfiihrlich behandelten mathematischen Bereich (vgl. Renkl et al., 2013).

Auf der individuellen Ebene lieRen sich diese Effekte noch starker feststellen. Die
Anzahl der Schiiler, die im Aufgabenpaar 1 ,Funktionenschar” von einer statischen
zu einer dynamischen Argumentation wechselten, war ebenso signifikant wie die
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Zahl derer, die im Aufgabenpaar 2 ,Fldche als Parabel“ von einer isolierten zu einer
multiplen Argumentation libergingen, jeweils entlang des Reprédsentationswechsels
innerhalb des Aufgabenpaares. Die Zahl der Wechsler, die im Aufgabenpaar 3 ,,Glei-
chungen” entlang des Représentationswechsels der Aufgabenstellung von einer iso-
lierten zu einer multiplen Argumentation wechselten, war sogar héchst signfikant.

Verteilung Wechsler

S—-D I—-M S—D I—-M

,2Funktionenschar“

Al (ISR) — A3 (IDR)
,Flache als Parabel” e - «
A2 (IDR) — A4 (MDR)

,Gleichungen“

B1 (ISR) — B3 (MSR)

,2Symmetrie am Graphen“
B2 (MSR) — B4 (MDR)

* *

*
*

*k

%

JORON

*p < .05, **p < .01, ***p < .001.

Tabelle 3.12: Knappe Ubersicht der Ergebnisse der quantitativen Untersuchung. Signifikanz
entlang des Représentationswechsels ist fett gedruckt, ein hoch gestelltes ,-“ bedeutet dass
signifikant weniger dynamisch bzw. multipel argumentiert wurde.

Zieht man nur diese Zahlen in Betracht, scheint der Zusammenhang zwischen
gegebener und verwendeter Reprasentationsart sehr einfach zu beschreiben: was in
der Aufgabenstellung angeboten wird, wird auch in der Argumentation verwendet.
Wie die weiteren Daten zeigen, lasst sich der Einfluss jedoch keineswegs so einfach
beschreiben, sondern es sind , Nebenwirkungen“ festzustellen.

Beispielsweise war im Aufgabenpaar A2/A4 ,Flache als Parabel“ die Verteilung in
der Aufgabe A2 in Bezug auf Multiplizitit, also entlang des Représentationswechsels
in der Aufgabenstellung von IDR zu MDR, nicht signifikant unterschiedlich zu der
in Aufgabe A4, es wurde jedoch in Aufgabe A4 hoch signifikant weniger dynamisch
argumentiert als in Aufgabe Al. Obwohl sich also in Bezug auf die Dynamik der
angebotenen externen Reprasentation nichts gedndert hat, wurde deutlich seltener
dynamisch argumentiert, der Effekt tritt also ,quer” zum Représentationswechsel
der Aufgabenstellung auf. Dies schldgt sich auch auf der individuellen Ebene nieder,
hier wurde zwar signifikant mehr multipel, aber weniger dynamisch argumentiert.

Noch deutlicher ist dies beim Aufgabenpaar B2/B4 ,Symmetrie am Graphen“ zu
beobachten. Hier bieten sowohl Verteilung als auch Wechsler ,entlang“ des Repra-
sentationswechsels keine signifikanten Ergebnisse, es wurde also wegen des Uber-
gangs von MSR zu MDR nicht hiufiger dynamisch argumentiert. Bei der Betrach-
tung ,,quer” zum Représentationswechsel zeigen jedoch sowohl Verteilung als auch
die Zahl der Wechsler, dass in Aufgabe B4 weniger multipel argumentiert wurde als
in Aufgabe B2.
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Dargebotene externe Représentationen beeinflussen also Schiilerargumentatio-
nen. Zum Teil tun sie dies entsprechend der dargebotenen Représentationsart und
in beabsichtigter Weise, also dass mehr dynamisch beziehungsweise multipel argu-
mentiert wird, wie an den signifikanten Werten entlang des Représentationswech-
sels bei den Aufgabenpaaren A1/A3, A2/A4 und B1/B3 erkennbar ist. Andererseits
beeinflussen sie auch in nicht beabsichtigter Weise, indem weniger dynamisch bezie-
hungsweise multipel argumentiert wird, was jedoch nur quer zum Représentations-
wechsel in der Aufgabenstellung auftrat und sich in den signifikanten Werten bei
den Aufgabenpaaren A2/A4 und B2/B4 niederschlug.

Es ist auffallig, dass diese Nebenwirkungen nur bei denjenigen Aufgaben auftra-
ten, bei denen multiple dynamische Représentationen vorkamen. Es ist also moglich,
dass der Grund fiir die unvorhergesehenen Effekte bei den MDR zu finden sind. Es
existieren nur zwei Moglichkeiten, weshalb Schiiler im Aufgabenpaar A2/A4 weni-
ger dynamisch und in B2/B4 weniger multipel argumentiert haben: entweder sie
konnten, oder sie wollten es nicht.

Die erste Hypothese, dass die Schiiler das Potential multipler dynamischer Repra-
sentationen nicht vollstindig ausschopfen konnten, klingt plausibel, wenn man sie
mit Blick auf die Cognitive Load Theory (CLT) betrachtet. Wie weiter oben bereits
beschrieben, konnen sowohl multiple als auch dynamische Reprédsentationen den
Cognitive Load bei der Bearbeitung einer Aufgabe erhohen. Werden diese beiden
Représentationsarten kombiniert, addiert sich die kognitive Belastung (vgl. de Jong,
2010, S. 112). Dies kann entweder zur Folge haben, dass die Aufgabe gar nicht mehr
bearbeitet werden kann, weil die Fiille an verfiigbaren Informationen die Schiiler
vollig iiberfordert und so eine kognitive Uberlastung (cognitive overload) verursacht,
oder dass die Schiiler aus 6konomischen Griinden Teile der dargebotenen Infor-
mation schlicht ignorieren, um eine Uberlastung zu vermeiden, und sich daher bei
ihrer Aufgabenbearbeitung nur auf eine bestimmte Reprisentationsart stiitzen. Die
Vermutung, dass Cognitive Load fiir die beobachteten Nebenwirkungen von mul-
tiplen dynamischen Repréasentationen verantwortlich ist, erscheint damit plausibel,
bestatigen lasst sich diese Hypothese mit den vorliegenden Daten jedoch nicht. Hier-
fiir wére eine qualitative Untersuchung eine mogliche Erhebungsform, zum Beispiel
in Form von Schiilerbeobachtungen bei der Bearbeitung oder nachtraglichen Inter-
views. Diese waren jedoch nicht Teil der vorliegenden Arbeit.

Eine zweite Moglichkeit, warum die oben beschriebenen Nebenwirkungen bei
den Aufgabenpaaren mit MDR auftraten, besteht darin, dass die Schiiler bei der
Aufgabenbearbeitung es schlicht nicht fiir notwendig befunden haben, sdmtliche
dargebotenen Informationen ihrerseits in den eigenen Argumentationen zu verwen-
den. Moglicherweise konnten sie die MDR also durchaus verwenden, aber wollten
es nicht. Hierfiir kommen individuelle Griinde wie Schreibfaulheit oder Zeitnot in
Frage, interessanter sind jedoch diejenigen, die in den Informationsgehalten der
Reprisentationen selbst zu finden sind. Im Aufgabenpaar A2/A4 wurde bei einem
Ubergang von einer isolierten dynamischen zu einer multiplen dynamischen Repré-
sentation haufiger multipel argumentiert (diese Art der Beeinflussung entspricht den
Beobachtungen in A1/A3 und B1/B3), dafiir wurde jedoch auf die Nennung dynami-
scher Argumente verzichtet. Der Grund hierfiir konnte in der Tatsache liegen, dass
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die Informationen, welche in Aufgabe A2 mit Hilfe der Dynamik aus der Représen-
tation entnommen wurden, nun auch in der Multiplizitit der Darstellung enthalten
sind. Diese wurde héufiger eingesetzt, weshalb die Nutzung der Dynamik zuriick-
ging. Auf Grund der hier vorliegenden quantitativen Daten lasst sich diese Hypo-
these weder belegen noch verwerfen. Auch aus diesem Grund wird im n#chsten
Abschnitt eine qualitative Untersuchung der Schiilerbearbeitungen vorgenommen.

3.5 AQualitative Auswertung der Untersuchung

Im vorherigen Abschnitt wurden die Auswirkungen multipler und dynamischer Re-
prasentationen auf Schiilerargumentationen betrachtet. Im Folgenden soll der Blick
auf deren untergeordnete Strukturen gelenkt werden, ndmlich auf die Argumente,
aus denen sich Argumentationen zusammensetzen. Dabei wird nun nicht mehr die
Frage im Mittelpunkt stehen, ob sich solche in den Aufgabenstellungen gegebenen
externen Reprdsentationen in den Bearbeitungen der Schiiler niederschlagen, son-
dern wie dies der Fall ist.

Wie in den Kapiteln 1 und 2 beschrieben, besitzen sowohl multiple als auch dy-
namische Représentationen spezifische Informationsgehalte und bestimmte Rollen,
nach denen diese genutzt werden kénnen. Mit Hilfe des Toulminschen Argumen-
tationsmodells aus Abschnitt 2.2 kann die Art und Weise beschrieben werden, an
welcher Stelle im Argument diese reprédsentations-spezifischen Eigenschaften ein-
gesetzt werden, um so eine Beschreibung der Nutzung von multiplen und dynami-
schen Représentationen in Bezug auf die Formulierung von Argumenten zu erhal-
ten. Im Folgenden wird zunéchst das Problem der Explizitdt von Schiilerargumenten
betrachtet, um anschlief3end die aufgetretenen Félle zu untersuchen, wie multiple
und/oder dynamische Représentationen in Argumenten eingesetzt wurden.

3.5.1 Explizitat von Schillerargumenten

Die kompakte, griffige Form des Toulminschemas mit seinen vier Grundbestand-
teilen Behauptung, Datum, Schlussregel und Stiitzung (s. Abbildung 3.10) konnte
zu dem Eindruck verleiten, dass alle oder zumindest die meisten Argumente eine
solche abgeschlossene Form besitzen. Das trifft allerdings insbesondere fiir Schii-
lerargumente nicht zu (vgl. Jahnke & Ufer, 2015; Fetzer, 2011, S. 40). Auch in
der Auswertung dieser Untersuchung wurde deutlich, dass Schiiler sehr hiufig Be-
standteile weglassen, sogar so weit, dass es kaum noch moglich ist, iiberhaupt ein
Argument zu identifizieren.

Sicherlich spielen hierbei die in der Klasse vorherrschenden Normen, wie weit
ein Argument expliziert werden muss, eine grole Rolle. Was ohnehin , klar“ ist (oder
zumindest als klar angesehen wird), muss auch nicht weiter erklart werden — dass
das Urteil dariiber ein sehr subjektives oder zumindest gruppenbezogenes ist, lassen
die Schiiler dabei héufig aufler Acht. Es ist hdufig unékonomisch, lange Erklarun-
gen anzufiihren, die niemand benétigt, da in einer Schulklasse eine gemeinsame
Argumentationsbasis besteht. Problematisch wird es aber, wenn sich die Normen
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Datum T P Behauptung

Schlussregel

]

Stlitzung

Abbildung 3.10: Vollstandiges Argument nach Toulmin (2003, S. 93)

der Gruppe dndern, wenn zum Beispiel die Mathematiklehrkraft wechselt und nun
andere Standards an die Explizitdt von Argumenten gestellt werden. Dies gilt ins-
besondere beim Ubertritt an die Universitit, wo im Mathematikstudium zur Schule
verschiedene Sprach- und Argumentationsweisen anfangs grof3e Hiirden darstellen
(vgl. Selden, 2012).

In Bezug auf das Argumentationsmodell Toulmins l&sst sich fiir diese Untersu-
chung festhalten, dass in keinem der von den Probanden angefiihrten Argumente
eine Stiitzung vorkam. Dieser Befund mag auf den ersten Blick {iberraschen. Da ei-
ne Stiitzung aber nur dann angefiihrt wird, wenn die Giiltigkeit einer Schlussregel
generell angezweifelt wird (vgl. Toulmin, 2003, S. 95), setzt deren Nennung ein
Infragestellen des Gegebenen beziehungsweise Erkannten in einer Tiefe voraus, wie
man es von Schiilern noch nicht erwarten kann. Das generelle Fehlen einer Stiitzung
in den Schiilerbearbeitungen ist also einfach zu erklaren.

D“, th . & A b X ik oo Biglodon,
%Aﬂ;lk.

Abbildung 3.11: Beispiel fir ein Schiilerargument, in dem Datum und Behauptung vorhan-
den sind

Die meisten beobachteten Argumente hatten die Form ,Behauptung, weil Da-
tum®“, das heifdt, es wurde, nachdem es in der Aufgabenstellung auch explizit gefor-
dert war, fiir die Behauptung eine Begriindung angegeben. In Abbildung 3.11 ist ein
solches Argument zu sehen. In der betreffenden Aufgabe war nach der Anzahl der
Lésungen der Gleichung —32% + 11z + 1 = 21 + 5 gefragt. Die Antwort des Schii-
lers lautet hier ,Die Gleichung hat 2 Lésungen” und es wird weiter erlautert: ,Das
seh [ich] am z? also am z mit dem héchsten Grad.“ Zur Behauptung, die Gleichung
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habe zwei Losungen, wird als Begriindung also der Grund angegeben, an dem der
Schiiler zu erkennen glaubt, warum dies so ist, namlich dass 22 in der Gleichung
vorkommt. Dies entspricht dem Datum des Arguments. Die beiden Elemente des
Arguments sind dabei allenfalls durch ihre ,,radumliche Ndhe“ verbunden, eine argu-
mentative Verkniipfung fehlt, wahrscheinlich weil es fiir den betreffenden Schiiler
Jklar“ ist, warum ein 22 in der Gleichung zwei Losungen bedingt®.

B, Die. QECTY oy eipe LESONG,

h ke es QN & den Q [aphen
oNendronter ubc,uf e . DA \_\mtmc\w

cer L@?@% & Qlaghen st die LQQU\S

Abbildung 3.12: Beispiel fir ein Schilerargument, in dem eine Schlussregel angegeben
wurde

Zum Vergleich ist in Abbildung 3.12 ein Argument abgebildet, bei dem die Schluss-
regel angegeben wurde. Es handelt sich hierbei um die Aufgabe BS in welcher, dhn-
lich zum Beispiel oben, die Anzahl der Lésungen der Gleichung z%+2?+ -2 = 2% +1
gesucht war. Zusatzlich war unterhalb der Gleichung ein Koordinatensystem gezeigt,
welches die beiden Seiten der Gleichung als Graphen darstellte (s. S. 75). Die Be-
hauptung lautet also: ,,Die Gleichung hat eine Losung.“, als Datum wird ,Ich habe
es an den 2 Graphen untendrunter abgelesen.“ angegeben. Zu diesem Punkt wire
analog zum Beispiel oben noch unklar, inwiefern Graphen und Lésungen in einem
Zusammenhang stehen. Die nachfolgende Schlussregel gibt dariiber Auskunft: , Der
Schnittpunkt der Graphen ist die Losung.“ Solche Argumente mit Behauptung, Da-
tum und Schlussregel waren die ausfiihrlichste Form von Argumenten, die in der
Untersuchung vorgefunden wurden, sie waren jedoch nur selten zu beobachten.

Hiufiger wurde neben der Schlussregel auch das Datum weggelassen. Diese Au-
Berungen koénnen zwar ebenfalls mit dem Toulmin-Schema eingeordnet werden,
weil jedoch der begriindende Aspekt schlicht fehlt, handelt es sich eher im weiteren
Sinne um Argumente. Abbildung 3.13 zeigt ein solches Argument. Es handelt sich
wieder um die Aufgabe B1, in der die Gleichung zu —322 + o + 24 = 22 +5
abgewandelt wurde, der konstante Summand auf der linken Selte wurde also von
12—9 auf 24 gedndert. Das Schiilerargument beinhaltet lediglich die Behauptung, es
gebe ,[ilmmer noch die gleiche Anzahl an Losungen®, ohne dass der Schiiler angibt,
warum dies so ist.

16 Die Qualitit des Arguments in Bezug auf die mathematische Korrektheit soll in dieser Untersuchung
aufder Acht gelassen werden.

92



3.5 Qualitative Auswertung der Untersuchung
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Abbildung 3.13: Beispiel fir ein Schilerargument, in dem ausschlieBlich eine Behauptung
getroffen wird

3.5.2 Multiple Reprasentationen in Argumenten

Multiple Reprasentationen kénnen in verschiedener Weise genutzt werden. Ains-
worth (1999) beschreibt drei wesentliche Rollen: ergdnzende Rollen, die Einschrdn-
kung der Interpretationsmaoglichkeiten und das Schaffen eines tieferen Verstdndnisses
(s. S. 34). Besonders die beiden Letztgenannten sind klar lern- bzw. arbeitsprozess-
bezogen und werden deshalb im Rahmen dieser Untersuchung, welche ausschlie(3-
lich Schiilerdokumente als Produkte betrachtet, nicht in Betracht gezogen. Die er-
gianzenden Rollen dagegen richten das Hauptaugenmerk auf die Unterschiede der
Représentationen in Bezug auf ihren Informationsgehalt und deren Ablese- und Ver-
arbeitungsmoglichkeiten. Sie konnen auch in nachtrédglich ausgewerteten Schiiler-
dokumenten festgestellt werden.

Bei der Analyse der Schiilerargumente steht nun die Frage im Vordergrund,
wie multiple Représentationen eingesetzt wurden, um Argumente zu formulieren.
Hierbei wird das Toulmin-Schema eine entscheidende Rolle spielen, da einzelne
argumentative AufRerungen nicht nur bestimmte Rollen in einem Argument besit-
zen, sondern auch stets in Bezug auf ein bestimmtes Reprédsentationensystem geté-
tigt werden. Indem aufgezeigt wird, zwischen welchen Elementen eines Arguments
ein Représentationswechsel stattfindet, kann beschrieben werden, in welcher Weise
multiple Repréasentationen beim Argumentieren von Nutzen sein konnen.

Die ergénzenden Rollen gliedern sich geméaf} Ainsworth (1999) weiter in ergdn-
zende Prozesse (complementary processes) und ergdnzende Informationen (complemen-
tary information). Erstere bezeichnen die Eigenschaft multipler Reprisentationen,
Informationen auf verschiedene Art und Weise ablesen und anschlie3end verarbei-
ten zu kénnen, was bei geeignet gewahlten Reprisentationen einen Leistungs- oder
Effizienzgewinn verspricht (Ainsworth, 1999, S. 135). Diese Art der Nutzung von
multiplen Reprasentationen kam in der Untersuchung haufig vor.

In Abbildung 3.14 ist ein solcher Fall zu sehen. Wahrend die Existenz und die
Eindeutigkeit der Losung der Gleichung aus Aufgabe B3 mit Hilfe des Graphen be-
griindet wird, wird die Losung selbst durch Umformen der Gleichung erhalten. Es
wurden hier also spezifische Eigenschaften der jeweiligen Repriasentationensysteme
ausgenutzt: An Graphen konnen Schnittpunkte (und damit Losungen der Gleichung)
schnell abgelesen werden, das heif3t, sie sind effizient im Feststellen der Existenz
von Losungen. Ist dagegen der exakte Wert der Losung gefragt, sind Graphen meist
zu ungenau; hier kann ein Wechsel auf das Représentationensystem der Gleichung
vorgenommen werden, indem mit Hilfe bekannter Losungsalgorithmen eine exakte
Losung erhalten werden kann.
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Abbildung 3.14: Beispiel fir complementary processes in der Aufgabe B3. Die Existenz
und Eindeutigkeit der Lésung wird am Graphen abgelesen, die Losung selbst aber durch
Umformen der Gleichung errechnet.

Die zweite Unterrolle innerhalb der ergdnzenden Rollen wird als die der ergdn-
zenden Informationen (complementary information) bezeichnet. Sie gliedert sich wei-
ter auf in gemeinsame Informationen (shared information) und unterschiedliche Infor-
mationen (different information). Die Nutzung ergdnzender Informationen ist eng
verkniipft mit den ergdnzenden Prozessen. So lésst sich einerseits die Information
iiber die Existenz einer Losung wie im Beispiel nicht nur aus dem Graphen ablesen,
sondern kénnte auch direkt durch das Umformen der Gleichung gewonnen werden.
Andererseits stellt auch ein Graph die Lage des Schnittpunktes und damit die Loésung
der Gleichung dar. Die beiden Représentationen bieten also in Bezug auf die Losung
von Gleichungssystemen tatséchlich den gleichen Informationsgehalt, dieser wird
jedoch unter Umstdnden, wie oben beschrieben und in Abbildung 3.14 illustriert,
unterschiedlich entnommen.

Reprasentationswechsel bei zwei Daten

In Bezug auf das Argumentieren bieten solche gemeinsamen Informationen die Mog-
lichkeit, neue ,Fakten“ abzulesen und in Argumenten zu verwenden (vgl. Abschnitt
2.3). Mit Hilfe dieser Fakten lassen sich Argumente plausibler und iiberzeugender
darstellen, indem sie ein weiteres Datum liefern, welches die Behauptung stiitzt
(vgl. Toulmin, 2003, S. 95). Abbildung 3.15 zeigt hierfiir ein Beispiel aus der Un-
tersuchung, bei der in Aufgabe B2 die Symmetrie eines Graphen begriindet werden
sollte (s. S. 76).

Wird dieses Argument gemil} dem Toulmin-Schema rekonstruiert, so ist ,ja der
Graph ist symmetrisch, punktsymmetrisch zum Ursprung® die Behauptung, ,,ich ha-
be das erstens am Graphen selber gesehn“ das erste Datum und ,,und mich dann an
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Abbildung 3.15: Beispiel fir ein zweites Datum, welches die Behauptung zusatzlich unter-
stitzt. Hier werden gemeinsame Informationen der multiplen Représentation genutzt.

den Punkten der Wertetabelle orientiert und das dann bestatigt* das zweite Datum.
Das zweite Datum dient also der zuséatzlichen Starkung der Behauptung, der Repra-
sentationswechsel ermoglicht dabei das Ablesen (und anschlielende Verwenden)
der zusétzlichen Information.

Dieses Argument ist schematisch in Abbildung 3.16 dargestellt. Der Wechsel zwi-
schen den Reprisentationensystemen und damit der Punkt, an dem multiple Repra-
sentationen genutzt wurden (in diesem Fall in der Rolle der ergénzenden Infor-
mationen und ergdnzenden Prozesse), findet also zwischen den Daten statt. Diese
Argumentstruktur bildet den ersten Fall, welcher in der Untersuchung beobachtet
wurde, in dem das spezifische Potential multipler Reprasentationen zur Anwendung
kam.

© -1 Datum 1

8 P> Behauptung

= M Datum2

3 Ich habe es am -

@ Graphen gesehen. Der Graph ist punkt-

O P symmetrisch zum

%’ : Ich habe es an der Ursprung.
Wertetabelle erkannt.

Abbildung 3.16: Schematische Darstellung und Beispiel fiir einen Reprasentationswechsel
zwischen zwei Daten

Reprasentationswechsel zwischen Datum und Behauptung

Die weitaus meisten beobachteten Schiilerargumente waren von der einfachen Form
,Datum — Behauptung“. Dies schlégt sich auch in Bezug auf die Nutzung multipler
Représentationen nieder. So war der am haufigsten beobachtete Fall eines Wechsels
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zwischen Représentationensystemen der zwischen einem Datum und der zugehori-
gen Behauptung. Abbildung 3.17 zeigt hierfiir ein Beispiel. Es handelt sich um ein
Argument, welches bei der Bearbeitung der Aufgabe A4 vorgebracht wurde. Hier
sollte mit Hilfe eines Graphen, welcher den Flacheninhalt eines Dreiecks in Abhan-
gigkeit zur Lage eines seiner Eckpunkte darstellt, argumentiert werden, wie viele
Dreiecke den Fliacheninhalt 10 haben (s. S. 73).
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Abbildung 3.17: Beispiel fir ein Argument, in dem der Représentationswechsel zwischen
Datum und Behauptung stattfindet

Die Behauptung lautet hier also ,es gibt 2 Dreiecke ABC mit Flacheninhalt 10%,
welche durch das Datum ,Im rechten Applet gibt es zwei z-Werte mit dem y-Wert
10.“ gestiitzt wird. Weil keine Schlussregel angegeben wurde, ist der Zusammen-
hang zwar nicht vollkommen eindeutig, in Bezug auf die Verwendung multipler Re-
préasentationen wird jedoch deutlich, dass die Behauptung in einem geometrischen
Représentationensystem getroffen wurde, wiahrend das Datum im Reprasentationen-
system eines Funktionsgraphen verortet ist. Auch hier werden also die Funktionen
der ergdnzenden Prozesse und ergdnzenden Informationen angewandt, um das Ar-
gument zu formulieren. Anders als im ersten Fall dient der Wechsel jedoch nicht der
zusétzlichen Stdrkung der Behauptung, sondern erméglicht iiberhaupt erst deren Be-
griindung mit einem Datum. Abbildung 3.18 zeigt das zugehérige Toulmin-Schema.

Wechsel
_‘~
Datum 1 P> Behauptung
Wechsel
: «
Im rechten Applet gibt Es gibt zwei
es zwei x-Werte mit P Dreiecke mit dem
dem y-Wert 10. Flacheninhalt 10.

Abbildung 3.18: Schematische Darstellung und Beispiel fiir einen Reprasentationswechsel
zwischen Datum und Behauptung
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Repréasentationswechsel iber die Schlussregel

Der dritte beobachtete Fall ist dhnlich wie der zuvor beschriebene, da auch hier
ein Reprasentationswechsel zwischen dem Datum und der Behauptung stattfindet.
Der entscheidende Unterschied liegt jedoch darin, dass nun, anders als oben, eine
Schlussregel angegeben wurde.

Abbildung 3.19 zeigt ein Beispiel fiir ein solches Argument. Es bezieht sich auf
die Aufgabe B3, in der die Anzahl der Losungen einer Gleichung angegeben wer-
den sollte, was zum Beispiel durch Umformen der Gleichung oder Ablesen an dem
darunter abgebildeten Graphen erreicht werden konnte (s. S. 75).

In der Rekonstruktion mittels des Toulmin-Modells ergibt sich ,eine [Losung]“
als Behauptung, ,,an den beiden Graphen!“ entspricht dem Datum!’. Es folgt eine
erklirende Auerung, wie Behauptung und Datum zusammenhingen: ,.Die Losung
ist ndmlich der Schnittpunkt (bzw. die Schnittpunkte) der beiden Graphen und dort
ist nur einer zu sehen bzw. gibt es halt nur einen“. Es handelt sich hierbei also um
eine Schlussregel.
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Abbildung 3.19: Beispiel fir ein Argument, in dem der Reprasentationswechsel tber die
Schlussregel stattfindet

Es lohnt sich, diesen Fall ndher zu betrachten. Abbildung 3.20 zeigt das etwas
starker explizierte Argument in der schematischen Darstellung. Wie fiir Schlussre-
geln charakteristisch, besitzt die hier vorliegende eine verbindende Funktion, ndm-
lich zwischen dem Datum und der Behauptung, welche sich mit einer Gleichung
beziehungsweise einem Graphen auf verschiedene Représentationensysteme bezie-
hen. Die Schlussregel verbindet nun aber nicht nur Datum und Behauptung durch
das Aufdecken ihrer Verbindung zu einer argumentativen Einheit, sondern zeigt
dariiber hinaus auch die Verbindung der beiden Reprisentationensysteme auf: ein
Schnittpunkt der Graphen entspricht einer Losung der Gleichung'®.

Die gemeinsam dargestellten Informationen werden also nicht nur fiir die Argu-
mentation genutzt, um wie oben mit neuen ,Fakten“ die Behauptung iiberzeugender
zu gestalten, sondern es wird dariiber hinaus mittels Schlussregel offengelegt, wie
diese Informationen gemeinsam dargestellt werden. Der Wechsel zwischen den Re-
prasentationensystemen erfolgt gleichsam in der Schlussregel, im Beispiel mit dem
einfachen ,ist“ in dem Satz ,Die Losung ist ndmlich der Schnittpunkt“. In Abbildung
3.20 iibernimmt das Wort ,entsprechen® dieselbe Funktion.

17 Diese fiir ein Datum etwas ungewdhnliche Formulierung ergibt sich aus der Frage ,Woran hast du das
erkannt?“, die Funktion der AuBBerung ist aber die eines Datums.
18 Genauer: die z-Koordinate des Schnittpunktes.
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Die Graphen haben > Die Gleichung hat
einen Schnittpunkt. eine Losung.

A

Schnittpunkte der
Graphen entsprechen
Lésungen der
Gleichung.

Abbildung 3.20: Schema eines Beispiels flr ein Argument, in dem der Reprasentations-
wechsel Uber die Schlussregel stattfindet

In Abbildung 3.21 ist ein weiteres Beispiel fiir einen Wechsel des Représenta-
tionensystems {iber die Schlussregel hinweg zu sehen. Die Bearbeitung bezieht sich
auf Aufgabe A4 (s. S. 77). In Teilaufgabe a) und b) wird noch keine Schlussregel
angegeben. Auf die Behauptung ,Genau 2 Dreiecke” folgt unverbunden das Datum
mit ,,Die Parabel, die den Flacheninhalt angibt hat genau 2 mal den y-Wert 10“. Im
Unterschied hierzu wird im ndchsten Argument die Schlussregel genannt. Die Be-
hauptung ,,auch genau 2 Stiick” (gemeint sind wie oben zwei Dreiecke, diesmal mit
Flacheninhalt /47) wird durch das Datum ,Parabel hat 2 mal den y-Wert /47 un-
termauert. Wie im ersten Beispiel folgt eine Erkldrung, wie Datum und Behauptung
zusammenhangen: ,,— 2 verschiedene Werte — 2 verschiedene C“.
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Abbildung 3.21: Zweites Beispiel fiir ein Argument, in dem der Reprasentationswechsel
Uber die Schlussregel stattfindet. In den Teilaufgaben a) und b) wird das Argument noch
ohne Schlussregel hervorgebracht, in Teilaufgabe d) wird diese dann angegeben.
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Auch hier verbindet die Schlussregel nicht nur Datum und Behauptung, sondern
auch die beiden Reprasentationensysteme, da ,,2 verschiedene Werte“ sich auf die
rechte Hiélfte der Abbildung mit dem Funktionsgraphen bezieht, wahrend ,,2 ver-
schiedene C* das links abgebildete Dreieck mit den verschiedenen Positionen von
C meint. Es ist durchaus bemerkenswert, dass eine solche Verbindung der Theorien
der Argumente und der multiplen Reprisentationen existiert und diese von Schiilern
aktiv genutzt wird. Weil diese auch fiir den Unterricht Bedeutung hat, soll in Kapitel
4 noch einmal niher darauf eingegangen werden.

3.5.3 Dynamische Reprasentationen in Argumenten

Analog zur oben durchgefiihrten Analyse kann auch fiir dynamische Représentatio-
nen untersucht werden, in welchen Elementen eines Arguments diese verwendet
wurden. Bei der Auswertung der Untersuchung fiel auf, dass in keiner Schiilerbear-
beitung in einer Behauptung auf eine dynamische Reprasentation verwiesen wurde.
Die Griinde hierfiir lassen sich aus den Schiilerdokumenten zwar nicht zweifelsfrei
feststellen, es liegt jedoch die Vermutung nahe, dass sie in der Aufgabenstellung zu
finden sind. Diese wurde namlich stets ,statisch“ formuliert, zum Beispiel ,,Wie viele
Losungen hat die Gleichung ...?%, ,Sind die Graphen symmetrisch?“ und so weiter
(s. Abschnitt 3.2). Auf eine solche statische Frage wird auch statisch geantwortet, al-
so ,.Die Gleichung hat zwei Losungen.“ oder , Die Graphen sind symmetrisch.“, eine
Formulierung, die auf eine dynamische Représentation schlief3en 14sst, ist hier nicht
zu erwarten. Das Fehlen von dynamischen Argumentteilen in der Behauptung lasst
sich damit also erkléren.

Dynamische Reprasentationen im Datum

Einer der grof3en Vorteile von dynamischen Reprisentationen ist ihre Eigenschaft,
zusitzliche Informationen bereitzustellen, die fiir das Argumentieren in Form von
neuen ,Fakten“ genutzt werden konnen, analog zu den sich ergdnzenden Informa-
tionen bei den multiplen Représentationen. Entsprechend war das am héufigsten
anzutreffende Element, bei dem dynamische Reprasentationen genutzt wurden, das
Datum. In Abbildung 3.22 ist ein Beispiel fiir ein solches Argument zu sehen. Es
bezieht sich auf die Aufgabe A2 der Untersuchung, bei der die Symmetrie von Gra-
phen begriindet werden sollte, welche ein jeweils um bestimmte Werte verschobenes
Polynom dritten Grades darstellten (s. S. 72).
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Abbildung 3.22: Beispiel fur ein Argument, bei dem im Datum auf eine dynamische Repra-
sentation verwiesen wird
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Die Behauptung ist hier ,,der Graph ist immer Symmetrisch®, das Datum findet
sich in der AuRerung ,,da es immer der Gleiche, nur verschobene, Graph ist“. In die
statischen Abbildungen wurde hier also die Bewegung der Verschiebung hineingese-
hen, was wiederum zu dem Argument fiihrte, dass es sich um die gleichen Graphen
handeln muss. Weil auf diese Dynamik der internen Représentation im Argument
verwiesen wurde, handelt es sich um ein dynamisches Argument nach obiger Defi-
nition. Die Dynamik wurde dabei genutzt, um die Behauptung zu stérken, also im
Datum des Arguments. In Abbildung 3.23 ist das zugehorige Toulmin-Schema zu
sehen.

Es ist immer der
gleiche, nur
verschobene Graph.

> Der Graph ist
immer symmetrisch.

Abbildung 3.23: Toulmin-Schema des obigen Beispiels fir ein Argument, in dem im Datum
auf eine dynamische Reprasentation verwiesen wird

Dynamische Reprasentationen in der Schlussregel

Auch in der Schlussregel wurden dynamische Reprédsentationen genutzt. Das Bei-
spiel in Abbildung 3.24 zeigt einen solchen Fall. Es stammt aus einer Bearbeitung der
Aufgabe A3 aus dem Aufgabenpaar ,Funktionenschar, bei dem begriindet werden
sollte, ob es Werte fiir die Parameter h und k gibt, so dass der Graph einer Parabel
durch einen Punkt @ verlduft. Wie in einem Applet experimentell herausgefunden
werden konnte, verschoben die Parameter die Parabel in y-Richtung beziehungswei-
se verinderten ihre Offnung.
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Abbildung 3.24: Beispiel fiir ein Argument, in dem in der Schlussregel auf eine dynamische
Représentation verwiesen wird

In der Rekonstruktion des Arguments gema dem Toulmin-Schema ist ,,Es gibt
fiir h und k unendlich viele Werte“ die Behauptung. Diese wird unterstiitzt durch das
Datum ,,Wenn man k verschiebt, ergibt sich fiir h ein neuer Wert“. Weil nun noch
nicht Kklar ist, inwiefern dies die unendlich vielen Werte der Behauptung bedingt,
wird eine Schlussregel hinzugefiigt: ,Man kann k beliebig weit nach oben und unten
verschieben®, das heil3t fiir ,beliebige” k& (und daraus resultierend unendlich viele,
auch wenn dies nicht explizit gesagt wird) findet sich ein h, so dass die Parabel durch
Q@ geht. Abbildung 3.25 zeigt das Argument schematisch.
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Wenn man k ver- Es gibt fir h und
schiebt, ergibt sich P k unendlich viele
fir h ein neuer Wert. Werte.

Man kann k beliebig
weit nach oben und
unten verschieben.

Abbildung 3.25: Schema des obigen Beispiels fiir ein Argument, in dem in der Schlussregel
auf eine dynamische Reprasentation verwiesen wird

Die Schlussregel verbindet auch hier Datum und Behauptung. In dem vorliegen-
den Beispiel verbindet sie zudem das dynamische Element (Datum) mit dem stati-
schen Element (Behauptung), indem es von den dynamisch erzeugten ,sehr vielen“
Einzelféllen mit dem Wort ,beliebig* auf die nun statischen ,unendlich vielen“ Félle
iiberleitet. Bender (1989) beschreibt das Potential dynamischer Reprédsentationen,
,die Einsicht in die Allgemeingiiltigkeit einer Behauptung“ zu unterstiitzen (Ben-
der, 1989, S. 129). Dem kann man in Bezug auf Argumente hinzufiigen, dass es die
Verwendung von dynamischen Représentationen in einer Schlussregel ermoglicht,
diese Einsicht auch in einem Argument artikulieren zu konnen.

Dynamische Reprasentationen und Allgemeingiiltigkeit

Unabhéngig von der Struktur der Argumente stellt sich die Frage, welche der fiir dy-
namische Reprisentationen spezifischen Informationen und Eigenschaften genutzt
wurden, um Argumente zu formulieren. Die von Bender (1989, S. 129) beschriebe-
nen Funktionen dynamischer Représentationen (s. S. 41) geben einen Hinweis auf
deren Potential, nicht alle traten jedoch in dieser Untersuchung auf. Dies ist nicht
weiter verwunderlich, da ein durch dynamische Reprisentationen hervorgerufener
vertiefter Glaube an den Beweis oder seine Plausibilitdt nicht in Begriindungen ge-
duflert wiirde.

Auffallend haufig wurden jedoch dynamische Représentationen genutzt, um im
Aufgabenpaar ,,Funktionenschar“ die unendliche Anzahl von Loésungen zu begriin-
den, sei es nun wie im Beispiel oben mit Hilfe einer expliziten Schlussregel oder,
wie zumeist, wenn die Schlussregel implizit bleibt. Das Erkennen der Allgemein-
giiltigkeit einer Aussage und der Existenz unendlich vieler Losungen sind insofern
vergleichbar, als dass bei beiden mit Hilfe eines induktiven Schlusses von einer be-
grenzten Anzahl von Fallen auf eine unendliche Zahl von Féllen geschlossen wird.
Dynamische externe Représentationen stellen diese Einzelfélle schnell und in grof3er
Zahl bereit und unterstiitzen dadurch bei der Argumentation in Bezug auf unendlich
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viele Félle. Die in Aufgabe A3 (,,Funktionenschar®, s. S. 71) vorliegende DER stellte
die Moglichkeit bereit, mit Hilfe von Schiebereglern die Parameter » und % zu va-
riieren, um so die Lage der Parabel anzupassen. Die Schiiler konnten so erkennen,
dass fiir mehrere h und k der Punkt @) auf der Parabel liegt. Abbildung 3.26 zeigt
ein Beispiel fiir ein solches Argument, in welchem die DER offenbar zum Uberprii-
fen von Einzelféllen genutzt wurde, um anschlief3end auf die unendliche Anzahl der
Loésungen zu schlief3en.

Abbildung 3.26: Beispiel fir ein Argument, das die dynamische Reprasentation zum Schlie-
Ben auf die unendliche Zahl der Lésungen nutzt

Dynamische externe Reprisentationen kénnen jedoch nicht nur mit Hilfe ihres
Informationsgehaltes das Argumentieren in Bezug auf Allgemeingiiltigkeit bzw. un-
endlich viele Lésungen unterstiitzen, sondern kénnen dariiber hinaus ,Ubergénge
zwischen Fillen demonstrieren“ (Bender, 1989, S. 129). Mit interaktiven DER wie
der in Aufgabe A3 kénnen diese Uberginge jedoch nicht nur demonstriert, sondern
aktiv von den Benutzern der Représentation nachvollzogen werden. Aus der DER
lasst sich also nicht nur ablesen, dass es unendlich viele Losungen gibt, sondern so-
gar, wie sich diese Losungen erzeugen lassen: die Grundlage fiir eine konstruktive
Argumentation ist damit gelegt. Abbildung 3.26 zeigt ein typisches Beispiel fiir ei-
ne solche Argumentation, welche eine Beschreibung enthalt, wie sich die Losungen
konstruieren lassen, wodurch sich dann auf ihre unendliche Anzahl schlief3en l4sst:
,Fr jede Verschiebung von k € R gibt es genau eine passende Einstellung von h, so
dass die Parabel @) schneidet. Da k eine unendlich grof3e oder kleine Zahl sein kann,
sind die Méglichkeiten unbegrenzt.“

Hemmende Wirkung dynamischer externer Reprasentationen

An dieser Stelle lohnt es sich, auf eine weitere Eigenschaft dynamischer externer
Repriasentationen nach Bender (1989) einzugehen. Demnach konnen diese den Be-
weis fiir die Behauptung selbst liefern, wenn die gegebene Reprasentation mit Hilfe
interaktiver Variationsmoglichkeiten entsprechend umgeformt wird. Dies gilt ins-
besondere fiir Existenzbeweise (vgl. Bender, 1989, S. 129). Auch in den Aufgaben
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Abbildung 3.27: Beispiel fiir ein Argument, das die dynamische Reprasentation zum Kon-
struieren der Lésung nutzt

dieser Untersuchung war dies durchaus moglich, zumindest fiir die grundlegenden
Fragen der jeweiligen Aufgabe. So konnten beispielsweise in Aufgabe A3 die Para-
meter h und k im Applet so variiert werden, dass der Punkt () auf der Parabel lag,
was sofort die Antwort auf die Frage der Teilaufgabe a) lieferte. In Abbildung 3.28
ist ein Beispiel hierfiir zu sehen.

Diese Art des direkten Ablesens einer Losung birgt jedoch auch Gefahren: Wenn
die Losung direkt aus der externen Reprdsentation ablesbar erscheint, wird eine
tiefergehende Auseinandersetzung mit der Aufgabe erschwert oder verhindert. Dies
ist immer dann ein Problem, wenn der Informationsgehalt der Reprasentation {iber
das hinausgeht, was direkt aus ihr ablesbar ist. Ein Beispiel hierfiir ist in Abbildung
3.29 zu sehen.

Diese Bearbeitung bezieht sich wieder auf die Aufgabe A3, in der in den Teilauf-
gaben a) und b) gefragt war, ob es Werte fiir die Parameter 4 und k gibt, so dass der
Punkt QQ(4]4) auf einer in einem Applet gegebenen Parabel liegt (s. S. 71). In den Tei-
laufgaben c) und d) sollte dann angegeben und begriindet werden, ob es noch wei-
tere Werte gibt, fiir die dies gilt. Wahrend die Losung der ersten Teilaufgaben vom
Schiiler direkt aus dem Applet abgelesen wurde, indem die Parameter mittels Schie-
beregler und Beobachtung der Parabel auf passende Werte gesetzt wurden, misslang
dies offenbar in den beiden folgenden Teilaufgaben. Die Schieberegler konnten in
Schritten von 0,01 Einheiten bewegt werden, was dazu fithren kann, dass bei der
Variation der Offnung der betrachtete Parabelast {iber den Punkt ) ,hinwegspringt*.
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Abbildung 3.28: Beispiel fiir ein Argument, in dem die dynamische Reprasentation direkt

die Begrindung der Behauptung liefert
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Abbildung 3.29: Beispiel fiir ein Argument, in dem technische Beschrédnkungen der dyna-
mischen Reprasentation ein weitergehendes Argumentieren verhindern

Obwohl in der Aufgabenstellung die Parameter h, k als reelle Zahlen angegeben wa-
ren, wurden nur diejenigen Werte fiir eine Losung in Betracht gezogen, die durch
das Applet einstellbar waren. Die (technischen) Beschrankungen der dynamischen
externen Représentation verhinderten hier also die weitergehende Argumentation,
dass es unendlich viele Wertepaare fiir 4 und k& gibt, so dass @ auf der Parabel liegt.

In Abbildung 3.30 ist ein zweites Beispiel fiir diese in Bezug auf die Argumen-
tation hemmende Wirkung von dynamischen externen Reprisentationen zu sehen.
Die Bearbeitung bezieht sich auf die Teilaufgabe d) der Aufgabe B4 (s. S. 77), in
der mit Hilfe eines interaktiven Applets die Frage beantwortet werden sollte, ob fiir
bestimmte Parameterwerte a,b, ¢ € R der Graph der Funktion f(z) = a - (z + ) -
sin(z + b) + ¢ nur zwei, einen oder keinen Punkt mit der z-Achse gemeinsam hat.
Nur fiir @ = 0 und ¢ # 0 hat der Graph keinen Punkt mit der z-Achse gemein, in
allen anderen Fillen sind es unendlich viele, da die Amplitude des Graphen wegen
des Faktors (x + b) mit betragsméfRig steigendem x immer groBer wird.

Im vorliegenden Argument wird jedoch behauptet, man konne solche a, b, ¢ fin-
den, ndmlich ,Wenn man den Graph weit genug nach oben schiebt (¢) und das
Verhiltnis zu a stimmt“. Offenbar wurde auch hier mit den Schiebereglern der dy-
namischen externen Reprisentation so lange experimentiert, bis ,,passende* Werte
fiir @ und ¢ gefunden wurden, das heif3t, bis im Applet der Graph die z-Achse nur
zweimal, einmal oder gar nicht schneidet. Dabei wurde jedoch aufer acht gelassen,
dass die vorliegende Représentation natiirlich nur einen kleinen Teil des Graphen
darstellt, der in positive wie negative z-Richtung unendlich weiter geht. Dass dyna-
mische externe Reprédsentationen einen (vermeintlichen) Beweis oder eine Beweis-
idee plausibler und iiberzeugender darstellen (vgl. Bender, 1989, S. 129), erweist
sich hier also als nachteilig, weil unter Umstdnden nicht mehr iiber die dynamische
Représentation hinausgedacht wird.

Die Gefahr, dass dynamische externe Reprisentationen die tiefergehende Be-
schéftigung mit einer Aufgabe verhindern (vgl. Schnotz, 2002b, S. 9), hat sich also
auch in dieser Untersuchung gezeigt. Die ,Illusion des Verstehens“ (Bétrancourt,
2005, S. 293), welches sich auf das Ablesen aus der Reprisentation beschrankt, hat
in diesen Féllen das Losen der Aufgaben verhindert.
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Abbildung 3.30: Zweites Beispiel fiir ein Argument, in dem die dynamische Reprasentation
ein weitergehendes Argumentieren verhindert

3.5.4 Multiple dynamische Reprasentationen in Argumenten

Prinzipiell bieten multiple dynamische Reprédsentationen in Argumentationen ei-
ne Kombination der Potentiale von einerseits multiplen Reprdsentationen, also die
Kombination und den Wechsel zwischen Reprasentationssystemen zum Erhalt neuer
Informationen (etwa um diese besser ablesen und verarbeiten zu kénnen). Anderer-
seits ermdglichen dynamische Représentationen das Erzeugen neuer Informationen
durch Variation der gegebenen Reprisentation.

In der Untersuchung konnte jedoch nur sehr selten die Verwendung einer multi-
plen dynamischen Représentation innerhalb eines Argumentes beobachtet werden.
Dies hat nachvollziehbare Griinde, die sich aus den Eigenschaften der MDR selbst
ergeben. Zum einen stellen, wie in Abschnitt 1.3 ausfiihrlich dargestellt, Représen-
tationen stets Anforderungen an ihre Benutzer. Im Falle von multiplen dynamischen
Représentationen sind diese besonders hoch, da sie nicht nur die Potentiale, son-
dern auch die Erfordernisse von multiplen und dynamischen Reprisentationen in
sich vereinen und dadurch eine besonders hohe kognitive Last erzeugen (vgl. Ab-
schnitt 1.3.1).

AulRerdem gibt es fiir das seltene Auftreten von multiplen dynamischen Repra-
sentationen innerhalb einzelner Argumente auch einen eher praktischen Grund: Um
eine MDR in nur einem Argument nutzen zu kénnen, bedarf es einerseits (im Sin-
ne der Explizitit) einer ausfiihrlichen, andererseits (im Sinne der Anzahl der Sitze
oder Satzelemente) einer sehr kompakten Formulierung des Arguments. Ein derar-
tiger Schreibstil ist eher bei Experten zu finden, die das mathematische Problem so
verstehen, dass sie die Losung in komprimierter Form zu Papier bringen konnen.
Von Schiilern, die von den Problemen stiarker gefordert werden und wegen der herr-
schenden Zeitbeschrankung zudem auf eine elegante Formulierung ihrer Argumente
verzichten, ist eine solche Ausdrucksweise nicht durchgéngig zu erwarten.

Wenn in der Untersuchung eine multiple dynamische Représentation genutzt
wurde, dann stets in der Art, dass einerseits zwischen dem Datum und der Behaup-
tung ein Représentationswechsel stattfand und zusitzlich im Datum die Dynamik
genutzt wurde, um neue ,Fakten“ als Basis des Arguments zu erhalten. Abbildung
3.31 zeigt ein Beispiel fiir ein solches Argument.

Die Bearbeitung bezieht sich auf die Aufgabe A4 (,,Flache als Parabel®, s. S. 73).
In dieser soll angegeben und begriindet werden, wie viele Dreiecke ABC' es gibt,
die den Flacheninhalt 10 besitzen. Der Punkt C ist dabei beweglich auf einer Para-
bel, welche die Schnittpunkte mit der z-Achse in A und B hat (s. Abb. 3.5). Neben
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Abbildung 3.31: Beispiel fir die Verwendung einer multiplen dynamischen Représentation
in einem Argument

dieser Konstruktion ist in der gegebenen Reprisentation ein Punkt gegeben, welcher
in einem Koordinatensystem mittels Spurmodus den Graphen zeichnet, der den Fla-
cheninhalt des Dreiecks beschreibt. Auf die Frage, wie viele solcher gesuchter Dreie-
cke es gibt, lautet hier die Antwort ,,2 Dreiecke”, und die Begriindung lautet: ,Da der
Flacheninhalt des Dreiecks durch Verschieben des Punktes C' selbst eine Parabelform
bildet. Das Maximum des Flacheninhalts liegt bei « = 3 und y etwa 27. Daher gibt
es links und rechts vom Scheitel der Parabel jeweils einen Punkt*.

Wechsel
«
Der Flacheninhalt des Es gibt links und rechts vom
Dreiecks bildet durch > Scheitel jeweils einen Punkt
Verschieben des Punktes und daher zwei Dreiecke mit
C selbst eine Parabel. Flacheninhalt 10.

Abbildung 3.32: Schema des obigen Beispiels fiir die Verwendung einer multiplen dynami-
schen Repréasentation in einem Argument

Wie auch im Schema in Abbildung 3.32 dargestellt ist, findet zwischen dem
Datum, welches sich auf den Funktionsgraphen bezieht, der auf der rechten Sei-
te der Représentation den Flidcheninhalt des Dreiecks beschreibt, und der Behaup-
tung, welche sich auf die geometrische Konstruktion auf der linken Seite bezieht, ein
Wechsel zwischen zwei Représentationensystemen statt. Aullerdem wird im Datum
die Moglichkeit dynamischer Reprasentationen genutzt, durch Variation zusétzliche
Informationen darzustellen, in diesem Fall ndmlich die Parabelform des Graphen
durch Verschieben des Punktes C.
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Hemmen sich Multiplizitdt und Dynamik gegenseitig?

Wie oben beschrieben ergaben sich in der quantitativen Untersuchung bei der Aus-
wertung der Aufgaben, welche multiple dynamische externe Reprisentationen ent-
hielten, zum Teil unerwartete Ergebnisse (s. S. 88). So wurden beim Aufgabenpaar
A2/A4 (,Flache als Parabel“) in der Aufgabe A4 bei einem Représentationswechsel
in der Aufgabenstellung von IDR zu MDR signifikant weniger dynamische Argumen-
te vorgebracht. Ahnlich verhielt es sich beim Aufgabenpaar B2/B4 (,Symmetrie am
Graphen®) bei einem Représentationswechsel von MSR zu MDR beziiglich der Mul-
tiplizitat. So wurde in Aufgabe B4 signifikant weniger multipel argumentiert als bei
Aufgabe B2. Aus den vorliegenden Daten und der Versuchsanordnung lassen sich
diese Nebenwirkungen ,quer” zum Représentationswechsel der gegebenen Repra-
sentation zwar nicht erklaren, jedoch lassen sich Vermutungen formulieren. In dem
nachfolgenden Erklarungsversuch wurde dafiir das Hauptaugenmerk wieder auf die
spezifischen Informationsgehalte der auftretenden Représentationen gerichtet.

In Aufgabe A2 (s. S. 72) ist nur eine geometrische Konstruktion gegeben, aus der
geschlossen werden sollte, dass es zwei Rechtecke mit Fldcheninhalt 4 gibt. Eine Lo6-
sung der Aufgabe besteht darin, zu erkennen, dass der Flacheninhalt des Rechtecks
in den Extrempositionen, also wenn E auf A oder B liegt, den Flacheninhalt O hat,
wahrend es irgendwo dazwischen einen Flacheninhalt > 4 besitzt (abzulesen an
den Koordinaten von E). Nun lasst sich mit Hilfe der Stetigkeit (und des Zwischen-
wertsatzes) und der Symmetrie des funktionalen Zusammenhangs argumentieren,
dass zwei Positionen von FE existieren, so dass der Flacheninhalt des Rechtecks 4
ist. Wie aus dieser beispielhaften Argumentation zu erkennen ist, fiihren die Ar-
gumente letztlich auf einen funktionalen Zusammenhang hin, dessen Graph durch
das Verschieben des Punktes E zumindest qualitativ in Bezug auf die Extrempunkte
und seiner Symmetrie mental konstruiert werden kann. Um die Argumentation nun
aufzuschreiben, muss dieser konstruierende Teil, in der die Dynamik der Représen-
tation, also das Verschieben des Punktes F, eine entscheidende Rolle spielt, in die
Niederschrift, also die strukturierende Argumentation, einflie3en.

In Aufgabe A4 (s. S. 73) wurde eine multiple dynamische Représentation gege-
ben. Anders als in A2 wird im rechten Teil der gegebenen externen Reprisentation
der Graph, welcher den Fldcheninhalt des betrachteten Dreiecks beschreibt, bei Va-
riation des freien Eckpunktes C' mit Hilfe des Spurmodus sichtbar gemacht. Um
die Aufgabe zu losen, ist im Wesentlichen die gleiche Argumentation moglich wie
oben: der Fldcheninhalt des Dreiecks wird 0, wenn C' auf A oder B liegt, und da-
zwischen gibt es eine Dreieck mit Fldcheninhalt > 10. Wie oben kann der Graph des
funktionalen Zusammenhangs durch die Variation von C' mental konstruiert wer-
den, was durch die Erzeugung desselben auf der rechten Seite unterstiitzt wird. Im
Unterschied zur Aufgabe A2 kann, wenn der Graph erst einmal gezeichnet ist, nun
aber auch derjenige Schiiler, der sich diesen zuvor nicht vorstellen konnte, in sei-
nen Argumentationen auf ihn zugreifen und damit die entscheidenden Argumente
Stetigkeit und Symmetrie ablesen. Weil diese aber sofort aus dem Graphen entnom-
men werden kénnen, wird in der schriftlichen Argumentation nur noch auf ihn als
fertige Reprédsentation Bezug genommen — das Aufschreiben seiner Erzeugung aus

107



Kapitel 3. Empirische Untersuchung

der dynamischen Représentation heraus ist nicht mehr notwendig, weil sie bei be-
stehendem Graphen keine zusétzliche Information zur Argumentation hinzufiigt.
Informational gesehen ist der Graph damit eine Art , gefrorene Dynamik®, weil er
auf einen Schlag alle Wertepaare zeigt, welche sich bei Variation des z-Wertes (oder
hier des Punktes C) ergeben.

In der quantitativen Untersuchung wurde eine solche Argumentation als statisch
codiert, weil die definierten Schliisselworter fiir eine dynamische Argumentation
nicht vorliegen. Trotzdem wurde die Dynamik genutzt; ndmlich zum Zeichnen des
Graphen auf der rechten Seite mit Hilfe des Spurmodus. In der konstruierenden Ar-
gumentation spielt die Dynamik also eine Rolle, nicht jedoch in der strukturierenden
(vgl. Abschnitt 2.3). Dies ist schon daran sichtbar, dass sich viele statische Argumen-
tationen auf einen Graphen beziehen, dieser aber gar nicht sichtbar wére, wenn die
Dynamik vorher nicht zu dessen Zeichnung genutzt worden wire. Weil die quantita-
tive Untersuchung jedoch Argumentationen als fertige Produkte untersuchen wollte,
wird diese Art der Nutzung nicht erfasst und fiihrt so zu dem scheinbar erstaunli-
chen Zusammenhang, dass eine in der gegebenen externen Reprisentation hinzu-
kommende Multiplizitit zu einer geringeren Nutzung von Dynamik fiihrt.

Neben diesem reprasentationalen Grund konnte auch die oben bereits angedeu-
tete Schwierigkeit eine Rolle gespielt haben, multiple und dynamische Reprasenta-
tionen {iberhaupt gemeinsam in einem Argument zu nutzen, insbesondere wenn die
Argumentation knapp und wegen Zeitdrucks schnell aufgeschrieben werden soll.
Auch Letzterer konnte insofern eine Rolle gespielt haben, als Aufgaben, in denen
multiple dynamische externe Reprédsentationen gegeben waren, am Ende des Tests
standen. Moglicherweise ist den Schiilern bei der Bearbeitung zusatzlich zu den obi-
gen Uberlegungen noch die Bearbeitungszeit nicht ausgereicht.

Es gibt also durchaus Erkldrungsmoglichkeiten fiir die iiberraschenden Ergebnis-
se bei der Betrachtung ,,quer“ zum Reprasentationswechsel der Aufgabenstellung bei
den Aufgabenpaaren A2/A4 und B2/B4. Welche davon nun der tatsichliche Grund
fiir diese Beobachtungen sind, kann diese Untersuchung jedoch nicht klaren. Not-
wendig wiren weitere Untersuchungen, etwa in Form von Schiilerbeobachtungen
oder -interviews, welche den Losungs- und Argumentationsprozess untersuchen.

3.6 Zusammenfassung der qualitativen Ergebnisse

Im qualitativen Auswertungsteil wurden die von Schiilern schriftlich in Form von
Schiilerdokumenten vorgebrachten Argumente im Hinblick auf die Verwendung von
Dynamik und/oder Multiplizitdt analysiert. Dabei spielte das Argumentationsmo-
dell von Toulmin eine entscheidende Rolle. Mit dessen Hilfe konnten sowohl fiir
dynamische als auch fiir multiple Reprédsentationen spezifische Verwendungsweisen
identifiziert und diese in verschiedene Fille kategorisiert werden.

Multiple Repréasentationen

Bei multiplen Reprasentationen ist entscheidend, zwischen welchen Elementen des
Toulminschen Argumentationsmodells der Wechsel zwischen den Représentationen-
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systemen stattfindet und zu welchem Zweck dieser im Argument vorgenommen
wird. Drei verschiedene Félle traten in der empirischen Untersuchung auf:

1. Wechsel zwischen zwei Daten: Zur zusatzlichen Stdrkung der Behauptung wird
ein zweites Datum angefiihrt. Dieses bezieht sich auf ein anderes Représenta-
tionensystem als das erste Datum und die Behauptung.

2. Wechsel vom Datum zur Behauptung: Der Wechsel findet zwischen Datum und
Behauptung statt und ermdglicht damit erst die Begriindung der Behauptung.

3. Wechsel iiber die Schlussregel: Der Wechsel findet zwischen Datum und Be-
hauptung statt und wird dabei durch die Schlussregel verbunden. Damit ver-
bindet sie nicht nur Datum und Behauptung, sondern auch deren unterschied-
liche Reprasentationensysteme, indem sie deren Verbindung aufzeigt.

Die ersten beiden Fiélle entsprechen der in Abschnitt 2.3 beschriebenen Funktion
von Représentationen, ,Fakten“ fiir die Argumentation zu liefern, also ,offensicht-
liche Tatsachen®, die keiner weiteren Begriindung bediirfen, weil sie direkt aus der
Représentation ablesbar sind. Multiple Reprasentationen sind dazu in besonderer
Weise in der Lage, da mit ihrer Hilfe eine Behauptung begriindet oder zusatzlich
gestarkt werden kann. Im dritten beschriebenen Fall werden multiple Reprasenta-
tionen zwar wie in Fall 2 dazu verwendet, eine Behauptung zu begriinden, jedoch
wird zusétzlich eine Schlussregel angegeben.

Diese stellt eine argumentative Verbindung zwischen Datum und Behauptung
her, indem sie darlegt, inwiefern es plausibel ist, das angegebene Datum als eine
Begriindung der Behauptung zu akzeptieren. Zusétzlich jedoch verbindet sie auch
die beiden Représentationensysteme des Datums und der Behauptung, indem sie
deren Verbindung, also welche Informationen in beiden Reprisentationensystemen
gemeinsam dargestellt werden, beschreibt.

Dynamische Reprasentationen

Dynamische Reprasentationen wurden in den Schiilerbearbeitungen in erster Linie
dazu eingesetzt, durch Variation neue ,Fakten“ zu erhalten, die anschlieend in den
Argumenten verwendet werden konnten. Sie wurden daher zumeist im Datum des
Arguments verwendet, spielten aber auch beim Finden einer Vermutung und dem
Formulieren des Arguments eine grofse Rolle.

Seltener wurden sie in der Schlussregel eingesetzt. Hier wurde die Dynamik zum
Teil dahingehend genutzt, dass sie einen argumentativen Ubergang von den ,vie-
len Féallen“, welche in der dynamischen Reprasentation beobachtet wurden, zu den
in der Behauptung auftretenden unendlich vielen Losungen schuf. Besonders das Vi-
sualisieren der Ubergénge zwischen Fillen erméglichte einigen Probanden eine kon-
struktive Argumentation, welche zunéchst den Ubergang zwischen speziellen Féllen
beschrieb, um anschliefend mittels eines induktiven Schlusses zu argumentieren,
dass dies auch fiir unendlich viele Falle gelten miisse.

Wie sich in der Untersuchung gezeigt hat, bergen dynamische Représentationen
jedoch auch Gefahren. Zumeist wird es als Vorteil angesehen, dass Beobachtungen,
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die in dynamischen externen Représentationen gemacht werden, besonders {iber-
zeugend wirken (vgl. Bender, 1989, S. 129). Wie alle externen Reprisentationen
unterliegen aber auch DER gewissen Einschrdnkungen, welche bei der Argumentati-
on beriicksichtigt werden miissen oder sonst zu Schwierigkeiten und Fehlern fiihren
konnen. Ein solcher Fehler kann technische Griinde haben: wenn zum Beispiel die
Parameter eines Funktionsgraphen mit Hilfe eines Schiebereglers nur in Schritten
von 0,01 variiert werden kénnen, obwohl die Parameter beliebige reelle Zahlen sein
koénnten. Der Graph ,,springt” dann unter Umstdnden genau iiber die Werte hinweg,
die eine Losung darstellen, was beim Schiiler féalschlicherweise zu dem Eindruck fiih-
ren konnte, dass es keine Losung gibt. Eine weitere mogliche Fehlerquelle liegt in der
beschrankten Abbildungsmoglichkeit von externen Représentationen, zum Beispiel
kann ein Funktionsgraph nur in einem bestimmten Ausschnitt abgebildet werden.
In beiden Fillen wirkt eine dynamische externe Reprasentation iiberzeugender als
eine statische und verhindert so das Weiterdenken {iber die Darstellung hinaus und
damit auch eine weitergehende Argumentation.

Multiple dynamische Repréasentationen

Generell bieten multiple dynamische Reprisentationen die gleichen Moglichkeiten,
welche auch multiple bzw. dynamische Représentationen auszeichnen. Sie kénnen
also einerseits durch zusatzliche Reprasentationen, andererseits durch Variation zu-
sétzliche ,Fakten“ anbieten und als Grundlage fiir Argumentationen dienen. Jedoch
sind MDR schwierig zu nutzen, da sie auch die Anforderungen von multiplen und dy-
namischen Représentationen in sich vereinen, was zu einer hohen kognitiven Auslas-
tung des Anwenders fiihren kann, welche die Bearbeitung einer Aufgabe erschwert
bzw. erschweren kann. Multiple dynamische Reprasentationen innerhalb eines Ar-
guments sind in der Untersuchung daher selten aufgetreten. Wenn sie genutzt wur-
den, dann fand der Représentationswechsel vom Datum zur Behauptung statt, wo-
bei gleichzeitig im Datum mit Hilfe der Dynamik die gegebene Représentation so
variiert wurde, dass sie eine Begriindung fiir die Behauptung bot.

In der quantitativen Auswertung der Untersuchung in Abschnitt 3.3 hatte sich die
iiberraschende Beobachtung angedeutet, dass sich die Verwendung von Multiplizitat
oder Dynamik in Argumenten moglicherweise gegenseitig hemmen kénnten. Diese
Frage konnte in der qualitativen Auswertung zwar nicht abschliel3end geklért wer-
den, jedoch konnte aus den Dokumenten die Vermutung gezogen werden, dass es
sich lediglich um eine Folge der Betrachtung von Argumentation als Endprodukt im
Gegensatz zum Argumentationsprozess handelt, da beispielsweise Dynamik beson-
ders beim Formulieren von Vermutungen und Finden von Argumenten eingesetzt
wird, aber anschlie3end nicht notwendigerweise schriftlich in der Argumentation
festgehalten wird. Zuséatzliche Untersuchungen wie Schiilerbeobachtungen oder -
interviews konnten diese Frage wahrscheinlich besser klaren.
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Zusammenfassung und Ausblick

Die in der vorliegenden Arbeit beschriebene Untersuchung wurde mit dem Ziel
durchgefiihrt, herauszufinden, ob multiple und/oder dynamische externe Représen-
tationen sich auf die Argumentationen von Schiilern in schriftlichen Bearbeitungen
von Aufgaben im Themenbereich ,,Funktionen“ auswirken und wenn ja, wie sie die-
se beeinflussen. Im nachfolgenden Abschnitt werden die Ergebnisse der Untersu-
chung zusammengefasst und eingeordnet. In dem darauf folgenden Abschnitt wird
ein Ausblick gegeben, der mogliche Anwendungen einiger Resultate in Bezug auf
verschiedene Gebiete zur Anschlussforschung vorstellt.

4.1 Einfluss externer Reprasentationen auf das
Argumentieren

Die empirische Untersuchung wurde sowohl mit quantitativen als auch mit qualita-
tiven Methoden ausgewertet. Dadurch lasst sich einerseits der Grad des Einflusses
externer Reprasentationen auf die von Schiilern in Argumentationen verwendeten
beschreiben, andererseits die Art und Weise analysieren, wie sie externe Représen-
tationen in ihren Argumenten nutzen.



Kapitel 4. Zusammenfassung und Ausblick

4.1.1 Grad des Einflusses externer Reprasentationen

Der quantitative Auswertungsteil dieser Arbeit sollte feststellen, ob in der Aufgaben-
stellung gegebene Reprasentationen Einfluss auf die Représentationsarten besitzen,
die von Schiilern in ihren schriftlichen Argumentationen verwendet werden. Hierzu
wurden Paare von analogen Aufgaben gestellt, die sich inhaltlich nur oberflachlich
unterschieden, jedoch in unterschiedlichen Représentationsformen dargestellt wa-
ren, zum Beispiel mit einer isolierten statischen Reprasentation in der ersten Auf-
gabe des Paares und einer isolierten dynamischen in der zweiten. Die Probanden
sollten diese beiden Aufgaben nun nacheinander 16sen. Anschliefsend wurden zwei
Aspekte betrachtet:

1. Gibt es in Bezug auf die Verteilung der verwendeten Reprisentationsformen
einen Unterschied zwischen den beiden Aufgaben eines Paares? Wurde zum
Beispiel in der ersten Aufgabe eines Paares, welche mit einer isolierten stati-
schen Reprisentation dargestellt wurde, weniger Argumentationen mit multi-
plen Représentationen als in der zweiten, die mit einer multiplen statischen
Représentation dargestellt wurde?

2. Ist die Zahl der Schiiler, welche beim Argumentieren die Reprdsentationsform
zwischen den Aufgaben wechselte, signifikant? Wie viele Probanden lief3en
sich also zum Beispiel durch die Angabe dahingehend beeinflussen, in der
zweiten Aufgabe auf eine multiple Reprédsentation Bezug zu nehmen, weil die-
se auch in der Aufgabenstellung verwendet wurde?

Insgesamt sind die beiden obigen Fragen mit ,Ja“ zu beantworten: Sowohl die
Unterschiede in Bezug auf die globale Verteilung als auch der Einfluss auf individu-
eller Ebene sind signifikant. Besonders deutlich zeigte sich dies bei den ,,Wechslern®,
deren Zahl bei drei von vier Aufgabenpaaren signifikant war. Dies sind diejenigen
Probanden, die bei der Bearbeitung der ersten Aufgabe eines Aufgabenpaares ei-
ne andere Reprasentationsform benutzten als in der zweiten Aufgabe. Bei der glo-
bal betrachteten Verteilung (welche sich im Gegensatz zu den ,,Wechslern“ nicht
auf einen bestimmten Probanden bezieht, sondern auf alle Aufgabenbearbeitungen)
lief3 sich bei der Hélfte der Aufgabenpaare Signifikanz nachweisen. Besonderes stark
ausgepragt stellte sich der Einfluss der externen Représentationsform bei dem Auf-
gabenpaar ,,Gleichungen® dar, bei der sowohl die Verteilung als auch die Zahl der
Wechsler entlang des Reprasentationswechsels in der Angabe hochst signifikant war.
Eine mogliche Erklarung ist in dem Umfang des Vorwissens zu finden, welches bei
den in der Schule intensiv behandelten Gleichungen moglicherweise grof3er ist als
bei den anderen Aufgaben.

Zunéchst konnte man hier den simplen Zusammenhang vermuten, dass sich die
Schiiler meist einfach an diejenige Reprisentationsform halten und in ihren Argu-
mentationen verwenden, die bereits in der Problemstellung gegeben war. Doch so
einfach sind die Zusammenhénge nicht. Dies zeigt sich einerseits in den zum Teil
nicht signifikanten Ergebnissen, insbesondere bei der Betrachtung der Verteilung der
in Argumentationen genutzten Reprasentationsarten in Bezug zu den in der Aufga-
benstellung gegebenen. Andererseits wurden zudem auch Nebenwirkungen ,,quer®
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zum Wechsel der Reprisentationsart beobachtet. So wurde beispielsweise in einem
der Aufgabenpaare, welches einen Wechsel der Reprédsentationsart von einer multi-
plen statischen zu einer multiplen dynamischen Reprisentation beinhaltete, in der
zweiten Aufgabe signifikant weniger multipel argumentiert, obwohl beide Aufgaben
multiple Reprasentationen enthielten und sich nur in Bezug auf die Dynamik unter-
schieden.

Uber die Griinde kénnen nur Vermutungen angestellt werden, es fillt jedoch
auf, dass derlei Nebenwirkungen vor allem im Zusammenhang mit multiplen dyna-
mischen Reprisentationen auftraten. Eine Erkldrung konnte hierfiir sein, dass die
Menge an Informationen, die in einer multiplen dynamischen Représentation ange-
boten wird, so grol$ ist, dass der Schiiler diese entweder nicht nutzen kann, weil er
iiberfordert ist, oder dies nicht gar nicht will, weil bereits die Nutzung von Multipli-
zitdt oder Dynamik ausreichend ist, um die Problemlésung darzustellen.

4.1.2 Einfluss der Reprasentationsform auf Argumente

Der qualitative Auswertungsteil sollte, nach der quantitativen Auswertung, einen ge-
naueren Blick auf die Bausteine einer Argumentation richten, auf deren Argumente.
Mit Hilfe des Argumentationsmodells von Toulmin wurde hierzu untersucht, wo die
spezifischen Potentiale multipler und/oder dynamischer Reprédsentationen genutzt
wurden und zu welchem Zweck dies geschah. In Abbildung 4.1 ist der relevante Teil
des Modells schematisch dargestellt. Rechts steht die Behauptung, also die Aussage,
die einer Begriindung bedarf. Diese wird auf Grund des Datums getroffen, welches
angibt, wieso die Behauptung gilt. Die Schlussregel verbindet diese beiden Elemente.
Sie gibt an, inwiefern es plausibel ist, von dem angefiihrten Datum auf die Behaup-
tung zu schlieRen.

Datum P Behauptung

Schlussregel

Abbildung 4.1: Schematische Darstellung eines Arguments, bestehend aus Behauptung,
Datum und Schlussregel

Multiple Reprasentationen

Multiple Reprasentationen bieten durch zuséatzlich dargestellte Informationen ein
groReres Repertoire an ,Fakten“, also Beobachtungen, die als Datum zur Begriin-
dung von Behauptungen dienen. Dariiber hinaus lassen sich diese Informationen, je
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nach vorliegender Reprisentation, nicht nur unterschiedlich ablesen — was je nach
Aufgabe einen Effizienzgewinn mit sich bringen kann — sondern auch, gemal} den
jeweiligen mathematischen Regeln, umformen und neu anordnen. So lasst sich bei-
spielsweise die Existenz einer Losung fiir eine Gleichung leicht ablesen, wenn die
Terme auf der linken und rechten Seite der Gleichung als Funktionsgraphen in einem
Koordinatensystem dargestellt sind. Hier entsprechen die z-Koordinaten der Schnitt-
punkte den Losungen. Sollen die Werte der Losung jedoch exakt bestimmt werden,
ist der Graph zu ungenau und eine Gleichungsumformung effizienter. Dieses Po-
tential wurde von den Schiilern haufig genutzt. Multiple Reprisentationen wurden
dabei einerseits als zweites Datum zur zuséatzlichen Starkung des Arguments genutzt,
indem die Beobachtungen aus einer Reprisentation durch damit iibereinstimmende
in einer anderen Reprasentation argumentativ unterstiitzt wurden. Andererseits be-
fahigten die zuséatzlich verfiigbaren Informationen haufig auch iiberhaupt erst zur
Formulierung eines Arguments, wenn Schiiler die notwendigen Beobachtungen zur
Begriindung einer Behauptung nur mit Hilfe einer zweiten Représentation fanden.

Besonders hervorzuheben ist die Art und Weise, wie die Schlussregel im Zusam-
menhang mit multiplen Représentationen eingesetzt wurde. In Toulmins Argumen-
tationsmodell kommt der Schlussregel die Aufgabe zu, zu begriinden, inwiefern es
plausibel ist, vom Datum auf die Behauptung zu schlief3en. Einige Schiiler nutzten
sie jedoch bei multiplen Reprédsentationen noch in anderer Weise. Sie stellten mit
Hilfe der Schlussregel nicht nur eine argumentative Verbindung zwischen Behaup-
tung und Datum her, sondern verbanden auch die in Behauptung und Datum ver-
wendeten unterschiedlichen Représentationen, indem sie die Verbindung der beiden
Représentationen offenlegten. Zum Beispiel wurde von einem Schiiler die Existenz
der Losung einer Gleichung durch den Hinweis auf einen Schnittpunkt der beiden
zugehorigen Graphen begriindet. Zuséitzlich wurde angegeben, dass der Schnitt-
punkt der Graphen der Losung der Gleichung entspricht. Auf diese Weise wurde
durch die Schlussregel nicht nur das Argument gestarkt, sondern auch dargelegt,
welche fiir die Problemlésung relevanten Informationen in beiden Reprisentationen
wie dargestellt sind. Wegen dieser offenkundig vorhandenen Méglichkeit, durch das
Angeben der Schlussregel also nicht nur das Argumentieren, sondern auch die Ver-
wendung von multiplen Reprisentationen zu férdern, soll dies weiter unten noch
genauer betrachtet werden.

Dynamische Reprasentationen

Dynamische Représentationen wurden vor allem fiir das Generieren neuer ,Fakten®
genutzt, das heifdt, durch Variation der gegebenen Reprasentation wurden neue In-
formationen erzeugt, die wiederum als Grundlage fiir Argumente dienen konnten.
Die Nutzung dynamischer Reprasentationen durch Schiiler und deren Verwendung
in schriftlichen Argumentationen entspricht also den aus der Literatur entnomme-
nen Vermutungen. Hervorzuheben ist jedoch die Verwendung dynamischer Repra-
sentationen in der Schlussregel, wo diese in einigen Fallen dazu genutzt wurden,
von der Beobachtung ,vieler Einzelfdlle“ durch einen induktiven Schluss auf die
Giiltigkeit der Behauptung in unendlich vielen Fillen zu schlieBen. Wie bei den
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multiplen Reprisentationen, bei denen die Schlussregel nicht nur Datum und Be-
hauptung, sondern unterschiedliche Repréasentationen verbinden kann, vermag das
Angeben einer Schlussregel in einem Argument also als Briicke dienen, um von ei-
ner notwendigerweise endlichen Zahl an Beobachtungen auf eine fiir unendlich viele
Félle geltende Behauptung zu schlielfen. Der Schlussregel kam also auch hier eine
besondere Bedeutung zu.

Dariiber hinaus konnte auch eine in der Literatur gedullerte Gefahr beobachtet
werden, welche mit der Nutzung dynamischer Reprédsentationen einhergeht. Dy-
namische Reprisentationen besitzen eine besonders grof3e sugges- tive Kraft. Zum
Teil lassen sich Behauptungen allein durch das Variieren der Ausgangsdarstellung
belegen. Dies gilt insbesondere bei Existenzbeweisen. Wenn die gegebene externe
Reprisentation — per se eine unvollkommene Abbildung des dargestellten Objekts —
aber entweder aus technischen Griinden (zum Beispiel durch die Schrittweite eines
Schiebereglers) oder durch den gewahlten Ausschnitt der Darstellung ein direktes
Ablesen der Losung verhindert, kann dies dazu fithren, dass Schiiler féalschlicherwei-
se die Uberzeugung gewinnen, dass es tatsichlich keine Losung gébe. Auch in den
untersuchten Schiilerdokumenten traten solche Fille auf, bei denen ein weiterge-
hendes Argumentieren durch die Uberzeugungskraft der dynamischen Darstellung
verhindert wurde.

Multiple dynamische Repréasentationen

Multiple dynamische Reprasentationen kombinieren die Potentiale von multiplen
und dynamischen Représentationen, jedoch miissen zu deren Nutzung auch die An-
forderungen, die beide Reprasentationsformen an den Nutzer stellen, beachtet wer-
den, was zu einer besonders hohen kognitiven Auslastung fithren kann. Die Ver-
wendung von multiplen dynamischen Représentationen stellt fiir Schiiler also ei-
ne im Vergleich zu anderen Reprasentationsformen besonders grofse Schwierigkeit
dar. Dariiber hinaus stellen multiple und dynamische Reprasentationen zum Teil die
gleichen Informationen bereit, was die gleichzeitige Nutzung innerhalb eines Argu-
mentes unter Umstdnden redundant werden lasst. Aus diesen Griinden wurden nur
wenige Argumente mit multiplen dynamischen Représentationen in den Schiilerdo-
kumenten gefunden. Wo diese auftraten, entsprach die Nutzungsweise der Kombi-
nation aus dynamischen und multiplen Représentationen: Die Dynamik der Repra-
sentation wurde in Form von Variationen zum Erzeugen neuer ,Fakten“ genutzt, die
nach einem Représentationswechsel als Begriindung fiir eine Behauptung eingesetzt
werden konnten.

4.2 Konsequenzen

4.2.1 Potential und Risiken komplexer Reprasentationen

Welche Folgerungen lassen sich aus den oben beschriebenen Feststellungen ziehen,
insbesondere in Bezug auf den Einsatz von multiplen und/oder dynamischen Re-
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prasentationen in der Schule? Zunichst ist festzuhalten, dass Schiiler das Potential
derartiger Reprasentationen durchaus zu nutzen verstanden und die aus ihnen gezo-
genen Informationen gewinnbringend in ihren Argumentationen verwendet haben.
Ein Einsatz derartiger Darstellungen in der Schule, insbesondere im Zusammenhang
mit Technologien wie Taschencomputern, Tablets oder anderen Rechnern, bietet sich
natiirlich unmittelbar an.

Es muss in diesem Zusammenhang jedoch betont werden, dass die Verwendung
von Représentationen, insbesondere von multiplen und/oder dynamischen, stets ei-
ne Herausforderung darstellt, die umso grof3er wird, je komplexer die Darstellung
und je grofler die Menge der angebotenen Informationen ist. Die Kraft solcher Re-
prasentationsformen bedingt gleichzeitig auch ihre Schwierigkeit. Dies zeigt insbe-
sondere, was mittlerweile hinldnglich bekannt ist, dass alleine das Verwenden di-
gitaler Technologien Schiiler die Inhalte noch lange nicht besser verstehen lésst.
Beim Einsatz von multiplen und/oder dynamischen Représentationen miissen die
Moglichkeiten der jeweiligen Représentationsform und die daraus entstehenden An-
forderungen genau bedacht werden. Dies impliziert auch die Notwendigkeit einer
Anpassung der verwendeten Darstellungen an die jeweilige Zielgruppe, und zwar
einerseits in Bezug auf das vorhandene Vorwissen sowie andererseits im Hinblick
auf deren kognitive Leistungsfahigkeit.

Die Wahl der addquaten Reprisentationsform im Zusammenhang mit der Pro-
blemstellung ist also eine zentrale Aufgabe. Um die Moglichkeiten der jeweiligen
Représentation adéquat oder gar optimal nutzen zu kénnen, kann deren Verwen-
dung nicht nur gewissermalfen ,nebenbei“ im Rahmen der normalen mathemati-
schen Lehrinhalten in der Schule mitgelernt werden, sondern es muss explizit das
Arbeiten mit dynamischen und multiplen Reprédsentationen mit Hilfe addquater Pro-
blemstellungen, insbesondere in Verbindung mit neuen Technologien, zu themati-
siert werden. Dartiber hinaus lasst sich dies mit der Forderung der Argumentations-
kompetenz verbinden, wobei der Schlussregel eine besondere Bedeutung zukommt.

4.2.2 Schlussregel mit Schliisselrolle?

Von den vier Elementen aus Toulmins Argumentationsmodell — Behauptung, Da-
tum, Schlussregel und Stiitzung — nimmt die Schlussregel eine besondere Stellung
ein. Dies gilt insbesondere fiir die Mathematik. Wie im Folgenden dargestellt wird,
kann das Schaffen eines Bewusstseins fiir die Bedeutung der Schlussregel, auch und
besonders in der Schule, nicht nur fiir das Lehren und Lernen des Argumentierens,
sondern auch in Bezug auf das Arbeiten mit multiplen Reprasentationen forderlich
sein.

Verbindung multipler Reprasentationen

Die Schlussregel besitzt in Toulmins Argumentationsmodell die Funktion, Datum
und Behauptung argumentativ zu verbinden. Anders als das Datum — welches ei-
ne Starkung der Behauptung darstellt, indem die Grundlage angegeben wird, auf-
grund derer die Behauptung getroffen wird — gibt die Schlussregel an, inwiefern der
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Schluss vom Datum zur Behauptung {iberhaupt moéglich ist (Toulmin, 2003, S. 91).

Wie die qualitative Auswertung der Untersuchung zeigt, besitzt die Schlussregel
jedoch noch eine weitere Fahigkeit. Sie verbindet nicht nur Datum und Behauptung,
sondern kann auch die Verbindung zwischen multiplen Reprédsentationen verdeutli-
chen, wenn Datum und Behauptung auf verschiedene Reprisentationensysteme Be-
zug nehmen. Abbildung 4.2 zeigt das Toulmin-Schema fiir einen solchen Fall, wie er
in der Untersuchung aufgetreten ist. Hier wird in der Schlussregel auf beide Repré-
sentationensysteme Bezug genommen, ndmlich auf die Graphen und ihren Schnitt-
punkt im Datum sowie die Gleichung und deren Lésung in der Behauptung. Die Ver-
bindung wird hergestellt, indem offengelegt wird, welche relevanten Informationen
in beiden Reprisentationensystemen auf welche Weise dargestellt werden: So ent-
spricht beispielsweise der Schnittpunkt der Graphen (genauer dessen z-Koordinate)
der Losung der Gleichung (und umgekehrt).

Die Graphen haben - Die Gleichung hat
einen Schnittpunkt. eine Lésung.

2o

Schnittpunkte der
Graphen entsprechen
Lésungen der
Gleichung.

Abbildung 4.2: Schema eines Beispiels fir ein Argument, in dem der Reprasentationswech-
sel Uber die Schlussregel stattfindet

Diese Beobachtung ist interessant, weil die Verbindung und der Wechsel zwi-
schen Reprisentationensystemen Anforderungen an die Schiiler stellt, die weit iiber
das Verstidndnis beider Systeme hinaus gehen. Es wurde daher gefordert, ihre Ver-
bindung explizit in der Schule zu lehren und zu lernen (s. Schwonke et al., 2009, S.
1241). Eine Mafnahme in dieser Hinsicht konnte es sein, beim Argumentieren mit
multiplen Représentationen darauf zu achten, stets eine Schlussregel in der oben be-
schriebenen Form anzugeben. Das obige Beispiel ist namlich durchaus typisch fiir die
Schule, in der Eigenschaften eines Objekts (insbesondere beim Thema Funktionen)
in stetem Wechsel zwischen graphischen und symbolischen Reprisentationsformen
betrachtet werden. Dabei werden Beobachtungen aus der einen Reprisentation zur
Begriindung von Aussagen {iber die andere verwendet. Das Angeben von Schluss-
regeln in derartigen Argumentationen konnte ein Baustein eines solchen expliziten
Lernens der Verbindung von Représentationen sein.
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Lésungsdokumentation mit CAS

Eine Neuerung im Mathematikunterricht der vergangenen Jahre war das Einbezie-
hen von Computeralgebrasystemen, auch in Abiturpriifungen. Diese kénnen von
Termumformungen {iber das Losen von Gleichungen bis zur Integration oder Grenz-
wertberechnung auf Knopfdruck alle kalkiilhaften Aspekte der Algebra bereitstellen.
Dariiber hinaus lassen sich mit den meisten CAS, wie etwa GeoGebra oder dem TI-
Nspire, auch Funktionsgraphen zeichnen oder Tabellenkalkulation betreiben. In Be-
zug auf die Dokumentation der Losungen stellen CAS jedoch neue Anforderungen
an Lehrkrifte und Lernende. Beispielsweise besteht beim Gleichunglésen mit Papier
und Stift der gréRte Teil einer Schiilerbearbeitung aus dem Darstellen der Aqui-
valenzumformungen, die letztendlich zum Finden der Losung fiihrten. Wenn die
kalkiilhaften Berechnungen nun aber weitgehend oder gar vollstdndig an ein CAS
ausgelagert werden, dann ergibt sich die Frage wie dann eine Losungsdokumenta-
tion aussehen muss? Einen Vorschlag, welche Elemente eine solche Dokumentation
enthalten sollte, machen Ball und Stacey (2003). Eine Weiterentwicklung zu einem
auf Losungsstruktur und -inhalt basierenden Dokumentationsraster wird derzeit von
Beck erarbeitet (vgl. Beck, 2014).

Auch auf dieses Problem lasst sich das Toulminsche Argumentationsmodell an-
wenden. Betrachten wir als Beispiel die folgende Aufgabe:

Sei f(x) = a® + 2x. Besitzt der Graph der Funktion in einem Punkt eine
Tangente, die parallel zu y = x ist?

Eine typische Schiilerbearbeitung!® mit CAS kénnte wie folgt lauten:

Gegeben f(z) = 23 + 2.
= f'(x) = 32?4+ 2
y CAS
fl(x) =1 —=— z = false
Es gibt also keine Tangente.

Aus der gegebenen Funktionsgleichung wird also die Ableitung der Funktion ge-
bildet, diese anschlie3end gleich 1 gesetzt und die Gleichung mit Hilfe des CAS ge-
16st. Dieses gibt ,,x = false“ zuriick, woraus geschlossen wird, dass es keine solche
Tangente gibt. Das Ergebnis wird in einem abschlief3enden Antwortsatz mitgeteilt.
Analysiert man diese Bearbeitung mit Hilfe des Toulminschen Argumentationsmo-
dells, so stellt der Antwortsatz die Behauptung dar, die vorherige Rechnung das
Datum. Es handelt sich hierbei also um die auch in dieser Untersuchung haufig an-
getroffene Argumentform , Datum — Behauptung“. Dabei ist es fiir den Adressaten —
zum Beispiel fiir die korrigierende Lehrkraft — keineswegs einsichtig, inwiefern das
Datum mit der Behauptung zusammenhéngt, sofern er nicht schon weil3, auf was
die Aufgabenbearbeitung hinauslauft.

Leicht umformuliert kénnte die Bearbeitung wie folgt lauten:

19 Basierend auf Erfahrungen aus der Auswertung des bayerischen Mathematikabiturs von 2014, in dem
CAS als Hilfsmittel zugelassen war.
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Gegeben f(z) = 23 + 2.

= f/(z) = 322 + 2

/ hat eine parallele Tangente zur Geraden mit y = x, wenn ihre Steigung
mit der von y = x iibereinstimmt, also:

flx)=1 CAS, = false

Es gibt also keine Tangente.

Hier wurde also in der Mitte der Bearbeitung ein Satz eingefiigt. Wie im ersten
Beispiel entspricht der Antwortsatz im Argument der Behauptung und die Rech-
nung dem zugrunde liegenden Datum. Der eingeschobene Satz jedoch entspricht der
Schlussregel, da er darlegt, inwiefern vom Datum auf die Behauptung geschlossen
werden kann, in diesem Fall also, wieso die vorgenommene Rechnung zu dem ange-
gebenen Antwortsatz berechtigt. Auch hier erméglicht das Angeben einer Schussre-
gel also ein einfacheres Nachvollziehen der Argumentation.

Damit I&sst sich der Vorschlag formulieren, dass zu jedem Antwortsatz ein weite-
rer Satz gehoren sollte, welcher angibt, inwiefern die vorhergehende Rechnung zu
dem Antwortsatz passt. Natiirlich wére dies auch schon fiir Aufgaben wiinschens-
wert, die ohne CAS bearbeitet werden. Weil eine genauere Begriindung der einzel-
nen Schritte und damit eine besser nachvollziehbare Argumentationsfithrung jedoch
Zeit und zusétzlichen Arbeitsaufwand erfordert, wird von einer solchen haufig ab-
gesehen. Es konnte sich als lohnend erweisen, die durch die Entlastung vom Kal-
kiil frei werdenden Kapazitdten im Sinne einer Férderung der Argumentations- und
Kommunikationsfahigkeit auf die oben beschriebene Weise neu zu investieren.

Heranflihren an Universitatsmathematik

In der Schule wird das Argumentieren und Beweisen als ein Zuriickfiihren von Aus-
sagen auf Griinde charakterisiert (Jahnke & Ufer, 2015). Wie nicht nur in der vor-
liegenden Untersuchung zu sehen ist, wird diesem Anspruch seitens der Schiiler,
wenn {iberhaupt, zumeist durch die Angabe eines Datums nachgekommen. Haufig
geschieht dies auch in einer anderen Form als der natiirlichen Sprache, zum Beispiel
durch Angeben einer Rechnung wie in Abbildung 4.3:

L= - Cx4b) -Sin(xt b)4g
C-x)= o C-a+b) S0 G-xe)te

Abbildung 4.3: Beispiel flr eine Behauptung, die durch eine Rechnung gestitzt wird. Eine
Schlussregel wird nicht gegeben.

Je nach vereinbarter Argumentationskultur kann diese knappe Begriindung aus-
reichen. Weil die argumentativen Spriinge zwischen Behauptung und Datum jedoch
recht weit sein konnen und man, wie im obigen Beispiel, zum Teil schon vorher
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wissen muss, auf was der Argumentierende hinaus will, besitzt diese Art der Ar-
gumentation jedoch noch Verbesserungspotential. Das Angeben einer Schlussregel
kann eine solche Briicke zwischen Datum und Behauptung sein, welche die Argu-
mentation transparenter und damit leichter nachvollziehbar gestaltet. Das Beispiel
aus Abbildung 4.3 konnte mit einer eingefiigten Schlussregel beispielsweise lauten:

Es gilt
f@)=a-(z+Db)- sin(x+b)+c

f(=x)=a-(—x+Db)- sin(—z+b)+ec

Weil die Voraussetzung fiir Achsensymmetrie zur y-Achse wegen f(x) #
20

f(—x) nicht erfillt ist, liegt keine Symmetrie vor=°.

Vor dem Hintergrund der oft konstatierten Schwierigkeiten, welche der Wechsel von
der Schul- zur Universitdtsmathematik fiir die Studienanfinger mit sich bringt, ist
zu bemerken, dass die Aufnahme der Schlussregel in die Argumentationskultur der
Schulen auch deshalb einen Vorteil bringt, da das Angeben einer Schlussregel in der
universitdren Argumentationskultur sehr hiufig erfolgt. Im folgenden Beispiel eines
Beweises des Nullstellensatzes von Bolzano fiir stetige Funktionen aus einem Lehr-
buch der Analysis wurden nach dem jeweiligen Element die Kiirzel fiir Behauptung
(B), Datum (D) und Schlussregel (SR) eingefiigt. Weil es sich um ein mehrschrittiges
Argument handelt, wurden die Kiirzel zudem mit Nummern versehen, wobei (DX)
zu (BX) und (SRX) gehort (mit X € {1,2,3}):

»[...]1 Die Menge A := {z € [a,b] : f(z) < 0} ist nichtleer und beschrénkt
(D1), so dass sie ein (endliches) Supremum ¢ besitzt; ¢ liegt offenbar in
[a,b] (B1/D2). Nach A 22.8 (SR2) gibt es eine Folge (z,,) in A, die — &
strebt (B2/D3). Wegen der Stetigkeit von f (SR3) muss dann f(x,) —
f(€) konvergieren (B3) [...].“

Heuser (1998, S. 223)

Fiir zwei von drei Aussagen wurde hier also eine Schlussregel angegeben, um Datum
und Behauptung zu verbinden. Ein Element des Heranfiihrens von Schiilern an die
universitire Mathematik konnte daher das konsequente Einbeziehen von Schlussre-
geln in mathematischen Argumentationen an Schulen sein.

4.3 Ausblick

Zum Abschluss dieser Arbeit sollen einige Fragen gestellt werden, die sich fiir An-
schlussarbeiten anbieten. Die vorliegende Arbeit konnte Themenbereiche herausar-
beiten, an die sich weitere Studien anschliefen konnten. Im Hinblick auf den Einsatz

20 Natiirlich ist das inhaltlich nicht richtig, schlieRlich ist der Graph von f achsensymmetrisch zur Paral-
lelen zur y-Achse mit der Gleichung x = —b. Es sollte aber die Aussage des urspriinglichen Arguments
erhalten bleiben.
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4.3 Ausblick

von multiplen und/oder dynamischen Représentationen betrifft dies insbesondere
die Frage nach den Folgen des erhéhten Cognitive Loads dieser Repréasentationsfor-
men:

e Sind multiple dynamische Reprasentationen wegen des erhohten Cognitive
Loads fiir das mathematische Problemlésen weniger effizient als multiple sta-
tische Reprasentationen?

e Wie miissen multiple und/oder dynamische Reprédsentationen konzipiert und
in den Unterricht eingebunden werden, damit sie trotz des erhéhten Cognitive
Loads von Schiilern genutzt werden und lernférderlich wirken?

Auch in Bezug auf das Argumentieren ergeben sich Ankniipfungspunkte fiir weitere
Forschung. Es wurde durch die Analyse von Schiilerdokumenten erkannt, dass das
Explizieren von Argumenten — insbesondere das Verbinden und Begriinden von Ar-
gumentationsschritten mit Hilfe einer Schlussregel — in mehreren Bereichen positive
Auswirkungen haben kann, die sich sehr gut fiir das Entwickeln einer allgemeinen
Argumentationskompetenz eignen. Die Frage, wie ein solcher Mathematikunterricht
konzipiert sein miisste, der sich dieses Potential der Schlussregel erschliel3t, ist je-
doch noch offen. Insbesondere stellen sich die folgenden Fragen:

e Wie kann im Mathematikunterricht mit Hilfe des konsequenten Angebens ei-
ner Schlussregel im Rahmen des Arbeitens mit multiplen Reprédsentationen
sowohl die Qualitdt des Argumentierens als auch das Verstidndnis der Bezie-
hungen von Représentationen geférdert werden?

e Wie sollten schriftliche Dokumentationen von Losungswegen bei Verwendung
eines Computeralgebrasystems durch das Angeben einer Schlussregel darge-
stellt werden? Wie miisste ein Mathematikunterricht gestaltet sein, in dem
Schiiler diese Arbeitsweise erlernen?

e Kann die Verwendung der Schlussregel bei Argumentationen in der Schule auf
die spezifischen Argumentationsweisen der Universitditsmathematik im Hin-
blick auf das Begriinden und Beweisen (besser) vor- bereiten?

Es bleibt weiteren Forschungsarbeiten {iberlassen, auf diese offenen Fragen Antwor-
ten zu finden.
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Kaum eine mathematische Tatigkeit bestimmt das Wesen
der Mathematik so sehr wie das Argumentieren. Dies gilt
gleichermaf3en fiir den Mathematikunterricht in der Sekun-
darstufe. Wer argumentiert, benétigt jedoch Informationen,
um Aussagen formulieren zu kénnen. Diese werden in der
Mathematik durch Reprdsentationen mathematischer Ob-
jekte bereitgestellt. Durch den Einzug des Rechners in den
Mathematikunterricht wurden hierzu neue Madglichkeiten
geschaffen: Multiple und dynamische Reprdsentationen, die
iber Darstellungsgrenzen hinweg verschiedene Blickwinkel
auf das gleiche Objekt verkniipfen, koénnen heute miihelos
erzeugt und interaktiv variiert werden. Mit Hilfe bestehender
Theorien zu Reprdsentationen und dem Argumentieren be-
antwortet die Arbeit die Frage, welchen Einfluss diese neuar-
tigen Reprdsentationen auf die Argumentationen von Schii-
lerinnen und Schiilern besitzen und leistet so einen Beitrag
zur Diskussion iiber den Einsatz von digitalen Technologien
im Mathematikunterricht.
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