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1 Einleitung

Origami oder Papierfalten (jap. oru — falten, kami — Papier)
begegnet uns in vielen alltdglichen Situationen: Als Briefkou-
vert, Weihnachtssterne und dergleichen mehr. Auch Mathema-
tik begegnet uns vielfach in der Umwelt: In Form von Zahlen,
geometrischen Formen wie Spielwiirfel, bogenférmige Gewdlbe,
Briicken, usw. Selbst, wenn wir sie nicht wahrnehmen, ist Ma-
thematik da — zum Beispiel bei der Ampelsteuerung, GPS und
digitalen Verschliisselungen.

Seltener sehen wir eine Kombination von Mathematik und
Papierfalten: etwa diverse DIN-A-Formen, die halbiert wieder
eine DIN-A-Form haben, gefaltete Papiereinkaufstiiten, ideenrei-
che Versandpakete. Papierfalten spielt im Mathematikunterricht
jedoch iblicherweise nur insofern eine Rolle, als man schéne
Formen (Wiirfel, Sterne) oder Visualisierungen bekannter Sitze
(Pythagoras, Schnittpunkt der Winkelhalbierenden im Dreieck,
Papierstreifenknoten) vorfaltet. Dariiber hinaus birgt Papierfal-
ten allerdings ein hohes mathematisches Potenzial, so dass es
schade ist, es lediglich als ein Visualisierungswerkzeug zu benut-
zen. Wir wollen in dieser Arbeit aufzeigen, wie man Papierfalten
auf einem hohen mathematischen Niveau betreiben und eine
mathematische Theorie mit eigenen Hianden erschaffen kann.

Es gibt bereits viele Arbeiten, die Papierfalten mathematisch be-
trachten. Gezeigt wurde u.a. wie Losungen von Gleichungen
dritten Grades mittels Papierfalten konstruiert werden kénnen,
vgl. [Hul12, pp. 78-79] oder wie man besondere geometrische
Objekte (wie Polyeder oder Vielecke) faltet, vgl. [Mon09]. Ganze
Sammlungen von vollstandig ausgearbeiteten Arbeitsblattern fur
einen Einsatz im Unterricht zu ganz verschiedenen Themenberei-
chen sind bereits erschienen, vgl. [SHH13], [Hul12].

Eine sehr schone Theorie des mathematischen Papierfaltens
ist aus unserer Sicht die Theorie der Flachfaltbarkeit. Diese Theo-
rie geht der folgenden Frage auf den Grund: Kann ein gegebenes
Faltmuster zu einer flachen Figur gefaltet werden (denken Sie et-
wa an einen gefalteten Kranich und sein Faltmuster)? Es scheint
nur wenige deutschsprachige Quellen wie [Hun13] zu geben,
die sich mit dieser Theorie beschéaftigen. Im deutschsprachigen
Raum schrieb unseres Wissens noch niemand dariiber, wie man
diese Beschiftigung sinnvoll in der (Hoch)schulmathematik ein-
setzen kann. Jedoch gibt es ein herausragendes englisches Buch
[Hul12] zu diesem Thema von Thomas Hull': »Project Origami«,
an dem sich auch unsere Arbeit mafigeblich orientiert. Wir wol-
len die Theorie der Flachfaltbarkeit im deutschsprachigen Raum
bekannter machen. In dieser Arbeit stellen wir Einsatzmdglich-
keiten fiir den Schulunterricht dar, diskutieren Probleme bei der
Umsetzung und schlagen mégliche Lésungen vor.

2 Eine Unterrichtssequenz

2.1 Vorbereitungen

Es stellt sich zuerst die Frage, ob sich die Beschaftigung mit
Papier und der Flachfaltbarkeit tiberhaupt an Inhalte und Ziele
eines schulischen Curriculums ankniipfen lasst.

Einerseits soll diese Beschiftigung kein Ersatz und keine Al-
ternative fir den tiblichen Schulunterricht werden. Andererseits
konnen Schiilerinnen und Schiiler bei dieser Beschiftigung Ma-
thematik so betreiben, wie es Mathematikerinnen und Mathema-
tikern zu eigen ist. Damit ist gemeint, dass Schiilerinnen und
Schiiler Vermutungen aufstellen, Beispiele und Gegenbeispiele
dafiir suchen und schliefflich mathematische Beweise fithren.
Dabei werden vor allem die Leitidee Raum und Form sowie die
Kompetenzen kommunizieren und argumentieren angesprochen,
vgl. [KMK12] und Abschnitt 4.

!Tom Hull ist auch einer der fithrenden Forscher der Theorie der Flachfaltbarkeit.



Aus unserer sich Sicht eignet sich daher diese Unterrichtsse-
quenz besonders fir Projektarbeiten, wissenschaftspropadeuti-
sche Seminare oder vergleichbare Konzepte.

Dauer

Um eine offene und schiilerzentrierte Arbeitsweise zu ermogli-
chen, gehen wir von etwa drei Sitzungen a 90 Minuten aus. Alter-
nativ lasst sich diese Aktivitdt auch in weniger Zeit durchfiihren.
Dazu ist es aber notig, den Grad der Offenheit zu reduzieren und
die Beschaftigung starker zu strukturieren; aus unserer Sicht hat
diese Option den Nachteil, dass man damit Schiilerinnen und
Schiilern die Gelegenheit nimmt, selbststéindig alle Entdeckun-
gen zu machen. Auch wenn wir der Meinung sind, dass die
erste, offenere Variante bevorzugt werden sollte, geben wir in
Abschnitt 3.2 einige Ideen fiir eine mégliche Vorstrukturierung
des Entdeckens.

Material

Als Material brauchen Sie lediglich eine grofle Tafel und
viel Papier. Gut eignen sich schlichte Notizzettel der Grofie
10cmx 10cm fiir die Klasse und grofere Papiere fir Sie, ca.
20 cm X 20 cm, vorzugsweise zweifarbig, damit die Klasse Threm

Falten leichter folgen kann.

Klasse

Bei einer Gruppengrofie von ca. 8—12 Schiilerinnen und Schiilern
kann noch idealerweise auf jede Meinung, jede Behauptung und
jede Faltung eingegangen werden. Bei einer grofieren Klasse
konnte man sie entweder in Gruppen arbeiten lassen oder als
Moderator dafiir sorgen, dass méglichst alle gleichermafien ein-

gebunden werden.

2.2 Hinfithrung zum Thema

Beginnen Sie damit, dass Sie ein bereits gefaltetes Modell vor-
stellen, zum Beispiel ein Tetraeder vgl. [Mon09, pp. 65-66] oder
einen Wiirfel, vgl. [Mon09, pp. 87-88], oder einen Kranich, vgl.
[Hul12, pp. 210-211]. Falten Sie dieses Objekt auseinander und
zeigen Sie der Klasse das Faltmuster, die Menge der Falze. Die
klassische Frage des Origami, die man sich in diesem Zusam-
menhang stellen kann ist: Wie kann man ein bestimmtes Objekt
(eben Kraniche oder Tetraeder) falten, das heifit, wie sieht das
Faltmuster dazu aus? Wir stellen uns jedoch hier eine umgekehr-
te Frage: Kann man entscheiden, ob ein vorliegendes Faltmuster
gefaltet werden kann, so dass das Ergebnis flach auf dem Tisch
liegt? Anschaulich gesprochen: Ist es moglich, dieses Objekt in
ein Buch zu legen, ohne dass neue Falze entstehen? Insbesondere
mochte man dies entscheiden, ohne tatsachlich falten zu miissen.
Diese Frage kann daher so formuliert werden: Kann ein Compu-
ter allein durch die Angabe des Faltmusters erkennen, ob dieses
flachfaltbar ist?

Wir beschreiben nun, wie eine Unterrichtssequenz aus diesen
Fragen entstehen kann.

2.3 Erste Schritte

Nehmen Sie ein quadratisches Stiick Papier in die Hand, markie-
ren Sie einen Punkt in der Mitte und zeichnen Sie Strecken vom
Punkt zum Rand ein. Vergleichen Sie das Bild 1(a).

(a) (b)

Bild 1: Ein willkiirliches Faltmuster links ist nicht flachfaltbar; erst
ein gut platzierter sechster Falz (rechts, rot) erlaubt es, das Faltmus-
ter flachzufalten.

Ist dieses Faltmuster flachfaltbar? Versuchen wir dieses Faltmus-
ter tatsachlich flachzufalten, so wird es nicht gelingen, ohne wei-
tere Falze hinzuzufiigen. Warum ist das so? Fiigt man allerdings
geschickt Falze ein wie im Bild 1(b), so gibt es eine Moglichkeit,
das neue Faltmuster flachzufalten. Probieren Sie es aus!

Wie kann man das verstehen? Gibt es allgemeine Aussagen
hierzu? Hier kann man Schillerinnen und Schiilern vorschlagen,
mehrere Beispiele auszuprobieren und Vermutungen aufzustel-
len, unter welchen Bedingungen ein solches Beispiel flachfalt-
bar sein wird oder nicht. Ein schones Eingangsbeispiel ist im
Bild 2(a) zu sehen.

(@) (b)

Bild 2: Versuchen wir das Faltmuster links zu falten, so dass der
gestrichelte Falz in die andere Richtung als die vier weiteren Falze
schaut, dann erhalten wir eine so genannte Ecke (rechts).

Ein solcher Anfang ist nicht ganz unproblematisch. Erstens, die
Klasse sollte in der Lage sein, mit einem solch offenen Vorgehen
zurecht zu kommen, mit selbststindigem Arbeiten oder Arbeiten
in Gruppen vertraut sein. Zweitens: Ist das Niveau der Klasse
zu niedrig, so kann es passieren, dass nur schwer und wenige
Vermutungen aufgestellt werden.

Wird jedoch diese Form der Fragestellung angenommen, so
kann das fir ein Gefihl der Selbststindigkeit und Eigenverant-
wortung im mathematischen Unterricht sorgen.

Gelingt dieses zugegebenermafien sehr offene Vorgehen nicht,
so kann man zunéchst Faltmuster mit drei-vier Falzen studieren.

Wir geben beispielhaft einige Schiilerduflerungen an, die man

zu Beginn horen kann:

a) »Mit drei Falzen gehts nicht!« An dieser Stelle kann man
fragen, was diese Aussage genau bedeutet: Gemeint ist
wahrscheinlich, dass kein Faltmuster mit genau drei Falzen
je flachfaltbar sein kann. Das ist zwar richtig, aber es ist
nicht zu empfehlen, direkt nach einem Beweis zu suchen.

Allerdings

kann man die Klasse fragen, ob jemand doch ein solches

Sammeln Sie erstmal weitere Vermutungen.



Faltmuster flachfalten kann. Sollte es jemandem gelingen
(das geht nicht!), dann ist folgender Trick von ungeheurer
Wirkung: Bitten Sie die Schiilerin oder den Schiiler das
gefaltete Modell Anderen zum Uberpriifen zu geben. Es
wird sich sehr schnell herausstellen, dass das Faltmuster
nicht genau drei Falze besitzt.

b) »Muss der Punkt genau in der Mitte liegen?« Sie kénnen sich
und Thre Klasse davon iiberzeugen, dass die Position des
Punktes keine mathematische Relevanz hat; dies ist ledig-
lich eine faltpraktische Festlegung.

¢) »Muss das ein Punkt sein? Kann ich auch mehrere Punkte
einzeichnen?« Diese Frage muss geschickt nach hinten ge-
stellt werden, da sie deutlich komplizierter ist. Erkldren Sie
der Klasse, dass zuerst »kleinere Brotchen gebacken werden
sollten und fiir den Anfang reicht es, sich auf lediglich einen
Punkt zu konzentrieren.

d) »Spielt das eine Rolle in welche Richtung ich die Falze falte?«
Das spielt eine sehr grofie Rolle, wie wir im Folgenden
sehen werden. An dieser Stelle bietet es sich an, die beiden
Begriffe einzufiihren: Berg- und Talfalz.

Links ist ein Bergfalz, rechts ein Talfalz angedeutet.

Wenn man so will, ist diese Unterscheidung eine Firbung
der Falze des Faltmusters — Berge sind eine Farbe, Taler eine
andere. Eine Farbung ist lediglich eine weitere Eigenschaft
der Falze des Faltmusters. Zu sagen, ein Faltmuster sei
flachfaltbar bedeutet also eine Farbung der Falze zu finden
(in Berge und Taler), mit der man tatséchlich (genau dieser
Farbung folgend) das Muster zu einem flachen Objekt falten
kann. Welche Beobachtungen lassen sich tiber Berge und

Téler in einem Faltmuster machen?

Nachdem nun die anfénglichen Fragen und Missverstindnisse
geklart wurden, konnen sich Schiilerinnen und Schiiler auf das
Ausprobieren konzentrieren. Sie haben genug Papier vor sich
liegen und sollen méglichst frei nach Beispielen fir flachfaltbare
aber auch nicht flachfaltbare Muster suchen. Dabei entstehen
(zweifellos!) verschiedene Beobachtungen, die man auch fest-
halten sollte. Wir empfehlen, eine gedauflerte Behauptung eines
Schiilers an die Tafel samt seinem Namen zu schreiben, etwa:
»Tina: Es gibt Beispiele fiir nicht flachfaltbare Muster mit genau
vier Falzen.« Es ist nicht zu erwarten, dass Tina dies genau
so gesagt hat. Stattdessen wohl eher: »Ich habe ein Beispiel
gefunden mit vier Falzen, wo es nicht flach wird.« Damit die
geduflerten Behauptungen tafelgerecht  aufgeschrieben werden
konnen, bietet sich es an, die Schiiler zu fragen, ob sie ihre
AuBerungen pragnanter formulieren kénnten (damit férdern Sie
ein weiteres Reflektieren des Gesagten). Nur, wenn Tina keine

Eine AuBerung ist tafelgerecht, wenn sie eine eindeutige Aussage ist, die in
eine Zeile der Tafelebene passt. Ist eine AuBerung nicht tafelgerecht, dann
wollen wir sie so abandern, dass sie tafelgerecht wird, und méglichst nah an
der Originalduflerung bleibt.

pragnante Formulierung findet, sollte die Lehrperson eine For-
mulierung vorschlagen; dabei sollte man Tina fragen, ob diese
Umformulierung ihre Behauptung richtig wiedergibt.

Es ist durchaus schwierig, Vermutungen zu finden, sie in Wor-
te zu fassen und sich zu trauen, diese der ganzen Klasse zur
Diskussion zu stellen. Daher empfehlen wir, unmotivierte oder
bis zu diesem Zeitpunkt nicht ins Geschehen einbezogene Schii-
lerinnen und Schiiler so einzubinden, dass man sie bittet, ihre
Meinung bzw. Einschatzung zu bisher festgehaltenen Vermutun-
gen zu aulern. Keinesfalls sollte man jedoch neue Behauptungen
erzwingen.

Erfahrungsgeméaf erhélt man nach einer Weile folgende Ver-

mutungen in ungefahr dieser Form:

* Ali: »4 Falze und flachfaltbar, dann genau ein
Falz anderer Farbe.

Umformuliert von »Bei 4 Falzen gibt es 3 Berge und ein Tal.«

* Regina: »Gerade Anzahl an Falzen = flach-
faltbar.«

Diese Aussage ist nicht richtig und es ist zu erwarten, dass
sofort Gegenbeispiele folgen. Nehmen Sie trotzdem diese
Aussage auf, kritisieren Sie sie nicht und bitten Sie Regina
ein von ihren Mitschiilern gefundenes Gegenbeispiel zu un-
tersuchen. Sobald sie dieses als solches einsieht, kann man
die Aussage durchstreichen (aber nicht wegwischen).

* Peter: »Bei 4 Falzen zwei gegeniiberliegende
Winkel in der Summe 180° = flachfaltbar«.

* Anna: »Wenn alle Winkel gleich grof3 sind,
dann ist das Faltmuster flachfaltbar.«

Nun kénnen wir beobachten, dass die gesammelten Behauptun-
gen drei Richtungen ansprechen, die bisher in keinem Zusam-
menhang stehen®: Anzahl der Falze, Farbung der Falze, Winkel
zwischen den Falzen. Diese drei Richtungen sollen nun unter-
sucht werden.

2.4 Anzahlen und Farben

Nachdem wir nun drei Richtungen ausgemacht haben, die wir
untersuchen sollten, lassen wir die Klasse entscheiden, welche
davon wir uns zunéchst vornehmen wollen. Tatséchlich ist es
aber leichter, anfangs tiber Farben der Falze nachzudenken und
wir versuchen, die Schiilerinnen und Schiiler in diese Richtung
zu lenken. Richtig ist, dass in einem flachfaltbaren Faltmuster die
Falze nicht beliebige Farben haben konnen, so sind zum Beispiel
Faltmuster mit nur vier Bergen oder Faltmuster mit exakt sechs
Bergen und zwei Télern nicht flachfaltbar. Wir sehen es als
sehr bereichernd an, die Schiilerinnen und Schiiler viele Beispiele
falten und analysieren zu lassen - sie entdecken wichtige Zusam-
menhénge und stoflen womdglich auf weitere Beobachtungen.
An dieser Stelle wollen wir begreifen, was iiber einen Zusam-
menhang zwischen Bergen und Télern in einem flachfaltbaren
Faltmuster ausgesagt werden kann. Wir sehen zwei vielverspre-
chende Richtungen, wie Sie diese Frage in der Klasse angehen
konnen.

3 An dieser Stelle bietet es sich an, bisher wenig aktive Schiilerinnen und Schiiler
ins Gesprich einzubinden.



Sind Sie gewillt und ist die Klasse in der Lage, offen zu arbeiten,
so konnen Sie fragen, welche Beobachtungen tiber die Anzahlen
von Bergen und Télern gemacht werden konnen.

Entscheiden Sie sich dagegen fiir ein starker moderiertes Vor-
gehen, so schlagen wir vor, eine Tabelle anzufertigen, in der
Anzahlen von Bergen und Télern in flachgefalteten Mustern der
Klasse festgehalten werden. Eine solche Tabelle kénnte wie folgt
aussehen:

n B T
4 3 1
4 1 3
6 4 2
8 5 3
14 8 6

Dabei sei n die Summe von Bergen, B, und Téalern, T. Bei
diesem Vorgehen erscheint es leichter, die richtige Behauptung
aufzustellen, dass die Anzahlen verschiedener Farben sich um
2 unterscheiden. Hier ist interessant zu bemerken, dass mit
steigendem n die Tatsache |B — T'| = 2 immer weniger intuitiv
wird: Warum soll es denn nicht moglich sein, bei 34 Falzen genau
20 Berge und 14 Téler zu haben? Diese Beobachtung konnte
eine interessante Diskussion ergeben und vielleicht zum ersten
Mal bei dieser Beschaftigung aufzeigen, dass die Theorie hinter
der Flachfaltbarkeit reichhaltiger sein kann, als man woméglich
angenommen hat.

An dieser Stelle empfehlen wir, der Klasse nochmal klar zu
machen, dass einige Beispiele keinen Beweis ersetzen. Vielmehr
konnen Sie fragen, wer glaubt, dass diese erstaunliche Formel
|B —T| = 2 im Allgemein richtig ist. Wenn sich die Mehrheit
fir die Richtigkeit ausspricht, kann man der Klasse vorschla-
gen, nach einem Beweis zu suchen. In der Tat stammt der hier
angefithrte Beweis von einem Schiiler [Hul12, p.223]. Es gilt
abzuschitzen, wie schwer sich die Klasse mit dem Beweis tun
wird. Wir skizzieren, wie eine Beweisfithrung ablaufen konnte.

Zuerst muss man betonen, dass, um die Verhétnisse im ge-
falteten Zustand besser erkennen zu konnen, es sich empfiehlt,
die Lage der einzelnen Schichten des Papiers anzusehen, vgl.
Bild 3. Es empfiehlt sich ferner, eine Umgebung der Spitze ab-
zuschneiden, um eine bessere Sicht zu bekommen. Was kann
man am Querschnitt beobachten? Skizzieren Sie den Querschnitt
und machen Sie deutlich, dass die Eckpunkte des entstehenden
Vielecks Enden der Falze sind.

Bild 3: Querschnitt eines flachfaltbaren (in einem beinahe gefalte-
ten Zustand) Faltmusters. Griine Punkte reprdsentieren Tdler, rote
Punkte reprdsentieren Berge. Im gefalteten Zustand ist das Vieleck
entartet.

* Lehrerin: Welche Figur ergibt sich als Quer-
schnitt?

* Werner: Das ist ein Vieleck.

* Lehrerin: Richtig. Was kann man tiber dieses
Vieleck sagen?

* Peter: Zu Bergen gehoren grofie Winkel, zu
Télern gehoren kleine Winkel.

Das kann man durch Auf- und Zusammenfalten deutlich
demonstrieren. Dreht man das Papier jedoch um, so sind
grofle Winkel bei Talern und kleine bei Bergen.

* Sonja: Naja, genau genommen, wenn das Blatt
flach gefaltet ist, dann entsprechen Bergen
Winkel von 360° und Talern 0°.

Esist eine gute Idee, sich die Winkelsumme des Vielecks aus zwei
verschiedenen Perspektiven anzuschauen. Einerseits wurde ge-
rade implizit gesagt, dass sie 360°B + 0°-T betragt. Andererseits
versuchen wir jetzt, das Wissen tiber Winkelsummen im Vieleck
zu aktivieren. Damit holen wir eventuell Schiilerinnen und Schii-
ler zuriick ins Boot, die sich in dem Thema noch nicht zurecht-
finden; hier konnen sie ihr Wissen aus der Schule anwenden.
»Was weify man tiber die Innenwinkelsumme eines n-Ecks?«
Man kann vielleicht erwarten, dass die Antwort (n — 2) - 180°
bekannt ist. Wenn nicht, dann ist das eine gute Moglichkeit, den
Beweis anhand einer passenden Triangulierung wie im Bild 4(b)
zu besprechen. Die einzige Voraussetzung, die bereits klar sein

@) )

Bild 4: Ein Polygon und eine mogliche Triangulierung.

muss, ist, dass die Innenwinkelsumme eines Dreiecks 180° be-
tragt. Einigt man sich darauf, dass n = B + T gilt, so folgt leicht
(siehe dazu auch Kapitel 5) B —T = —2.

An dieser Stelle bieten sich folgende zwei Fortsetzungen an.
Erstens, »lassen sich irgendwelche der Aussagen, die wir an
der Tafel stehen haben, bereits mit dem eben bewiesenen Satz
folgern?« Ja. Némlich, dass eine ungerade Anzahl der Falze im
Faltmuster unweigerlich dazu fihrt, dass es nicht flachgefaltet

werden kann!

Sonja: Naja, wenn die Differenz zweier Zahlen
gerade ist, dann auch die Summe. Damit folgt
dann, dass ein flachfaltbares Muster auf jeden
Fall aus einer geraden Anzahl an Falzen besteht.

Das ist sehr schon und die Frage, ob drei Falze zu etwas Flachem
fithren konnen, ist hiermit negativ beantwortet.

Zweitens, kann man fragen, ob die umgekehrte Richtung gilt:
Folgt aus der Formel |B — T'| = 2 bereits, dass das Faltmuster
flachgefaltet werden kann? Das ist nicht richtig und es ist zu er-
warten, dass schnell Gegenbeispiele gefunden werden. Es reicht



sogar, ein Muster mit drei Bergen und einem Tal anzuschauen,
wie in Bild 5. Hier sind drei Berge und ein Tal so eingezeichnet,
dass man zuerst die Diagonale falten kann und einsieht, dass die
beiden anderen Falze nicht zusammen passen.

Bild 5: Platzieren wir den vierten (gestrichtelten) Falz ungiinstig,
dann kann man schnell sehen, dass das Faltmuster nicht flach wird.

Woran liegt das? Was fehlt noch, um eine hinreichende Bedin-
gung zu finden? An dem Beispiel von eben sehen wir, dass
die Winkel zwischen den Falzen eine entscheidene Rolle spielen,
denn lige der Talfalz auf der Diagonale von links oben nach
rechts unten, so liefle sich das Muster ohne Miihe flachfalten.

Hier kann man (sollte eine Pause oder eine Hausaufgabe eingelegt werden) eine
kleine Aufgabe stellen: Ist der 4. Falz eindeutig, wenn drei bereits vorgegeben sind
und das Muster flach werden soll? Oder gibt es weitere Moglichkeiten? Wenn ja,
wie viele? Die Antwort ist recht simpel, aber vielleicht hilft sie Schiilerinnen und
Schiiler im nichsten Schritt.

* Ist ein Winkel grofier als 180°, so muss dieser auf eine eindeutige Weise geteilt
werden.

* Ist kein Winkel grofier als 180°, so kann jeder Winkel auf genau eine Art geteilt
werden. Das ergibt drei Méglichkeiten.

2.5 Winkel und ihre Charakterisierung

Bevor man die Rolle der Winkel fiir die Flachfaltbarkeit charak-
terisiert, bietet es sich an, kurz tiber die gesammelten Vermu-
tung zu reflektieren: Geklarte Vermutungen werden abgehakt
oder durchgestrichen (je nach dem, ob sie stimmen oder nicht
stimmen) und die entsprechenden Schiilerinnen und Schiiler fiir
ihren Beitrag zur Klirung gelobt.*

Der Einstieg in die Untersuchung der Rolle der Winkel fiir die
Flachfaltbarkeit konnte folgendermaflen verlaufen:

* Lehrerin: Peter, kannst du deine Behauptung
klaren?

* Peter: Naja, wie man in Threm Beispiel mit
vier Falzen sieht, kann es nur dann flachfaltbar
sein, wenn gegeniiberliegende Winkel 180° in
der Summe ergeben.

Richtig ist sogar eine wesentlich allgemeinere Aussage, nimlich
dass die alternierende Winkelsumme eines flachfaltbaren Falt-
musters Null ergibt. Wir sehen hier zwei gute Moglichkeiten,
um fortzufahren:

Induktiv: Den Fall mit vier Falzen und der Winkelbedingung,
wie von Peter vorgeschlagen, genau zu studieren; dann
den Fall mit sechs Falzen anzuschauen und dort nach einer
passenden Winkelbedingung zu suchen und dann eventuell
den allgemeinen Fall zu untersuchen.

#Wenn sich eine Vermutung als falsch herausstellt, dann sollten wir die betref-
fende Person vorsichtig fragen, ob sie die Argumentation einsieht und es daher
akzeptiert, dass ihre Vermutung durchgestrichen wird. Falsche Vermutungen
sollten lediglich durchgestrichen, aber nicht weggewischt werden.

Deduktiv: Eine andere Moglichkeit wire, die von Peter vorge-
schlagene Winkelbedingung zu verallgemeinern (sofern es
geht) und erst dann den allgemeinen Beweis zu fithren.

Wir gehen nach der ersten Variante vor, weil sie aus unserer Sicht
greifbarer ist, betonen aber, dass sich alle wesentlichen Argu-
mentationsschritte auf den allgemeinen Fall iibertragen lassen.

Wir haben vier Falze fi,..., f, und daher’ vier aufeinander
folgende Winkel a, ..., a,.

fa®

150° ® 1

Wie kann man die Behauptung »Wenn dieses Muster flachfaltbar
ist, dann gilt a; + a; = 180°« beweisen? Wenn wir uns eine
kleine Ameise vorstellen, die sich im Kreis um den Schnittpunkt
der vier Falze bewegt, dann ist es sofort klar, dass sie am selben
Punkt ankommt, wenn sie einmal im Kreis gelaufen ist. Wenn
diese Ameise ganz klein ist, dann kénnen wir das Papier flach-
falten, ohne dass sie davon Kenntnis nimmt — und lauft immer
weiter im Kreis. Angenommen, wir beobachten die Bewegung
der Ameise ab dem Moment, wenn sie auf dem Falz f| ist.
Wenn wir nun, wie in der Argumentation zu |B—T| = 2, den
Querschnitt des Papiers anschauen, dann merken wir, dass ihre

Bild 6: Querschnitt eines beinahe flachgefalteten Faltmusters.

Auslenkung von f, zu f,, f3, f, auf ihrem Laufkreis folgender-
maflen beschreibbar ist:

Position Auslenkung

fi O

P @,

f3 @~

f4 a — o t+a
fi=1Ts O = +a;— oy

daher folgern wir 0 = a; — @, + @; — a,. Gleichzeitig gilt in
unserem Faltmuster die Gleichung 360° = a; + @, + a3 + a,,
woraus sich durch Addition der beiden Gleichungen sofort das
Behauptete, a; + a; = 180°, ergibt. Dies gibt Peter recht.

Bei Betrachtung der Argumentation fallt auf, dass n = 4 kein
entscheidender Einflussfaktor ist. Die Formeln lassen sich fir
jede beliebige gerade Anzahl der Falze in einem flachfaltbaren
Faltmuster aufstellen. Wiirden wir also n Falze haben (n gerade),

SEin Faltmuster ist durch die Lage der Falze oder die Grofle der aufeinander
folgenden Winkel festgelegt.



dann wiirde die obige Uberlegung auf die Formel fithren®:
O=a—a,+a;F... —a,.

Nun wiirden wir gern die Frage stellen, ob jetzt genau gesagt wer-
den kann, wann ein Faltmuster flachfaltbar ist und wann nicht.
Aufmerksame Schiilerinnen und Schiiler kommen vielleicht auf
die Idee, dass die alternierende Winkelsumme aus dem vorigen
Absatz eigentlich verrit, wie man vorgehen konnte.

Genauer wollen wir fragen: Angenommen, wir haben ein
Faltmuster mit gerader Anzahl an Falzen (weil das Faltmuster
mit ungerader Anzahl an Falzen keine Chance hat, flachfaltbar
zu werden, wie wir bereits wissen), konnen wir unter Beriick-
sichtigung der Formel | B —T'| = 2 diese Falze so einfarben, dass
man das Faltmuster flachfalten kann?

Wir erkldren, wie die Farbung fir den Fall B+ T = 6 zu wih-
len ist. Das dabei verwendete Verfahren lasst sich in natiirlicher
Weise auf B + T = n fiir gerade n tibertragen (eine alternative
Argumentation ist in Kapitel 5 angegeben).

Lassen Sie Schiilerinnen und Schiiler ein Faltmuster mit sechs
Falzen erstellen, so dass die alternierende Winkelsumme gleich
0° ist.” Dann schneiden Sie das Faltmuster an einem der sechs
Falze, sagen wir f}, bis zum Schnittpunkt der Falze ein und falten

Sie nun die anderen Falze alternierend als Berge und Téler.

(a) Das klappt so

Kﬁ

(c) Aber so klappt es

) Das klappt so nicht

Bild 7: Die drei Grafiken entstehen als Querschnitte eines Faltmus-
ters definiert durch die Winkel a; = 40°, a, = 30° a3 = 70°,
ay = 15° a5 = 70°, ag = 135°. In Bild 7(a) wurde das Faltmuster
zwischen o und a; aufgeschnitten, im Bild 7(b) dagegen zwischen
a, und a,. Erst, wenn ein Falz wie in Bild 7(c) umgefirbt wird,
ergibt sich eine passende Fiarbung.

Zwei Varianten konnen eintreten. Erstens, Sie bekommen eine
Situation wie in Bild 7(a), dann kleben Sie f, wieder zusammen
und erhalten ein flachgefaltetes Faltmuster. Sie miissen even-
tuell erkldren, warum man nun das gleiche Faltmuster mit der
gefundenen Farbung auch ohne Aufschneiden flachfalten kann.
Zweitens, es konnte die unangenehme Situation wie in Bild 7(b)
eintreten, dass die beiden Schnittkanten durch einige Papier-
schichten getrennt sind und Sie konnen sie nicht ohne Weiteres
zusammenkleben. In dem Fall war unsere Farbung nicht gut
gewihlt. Aber wir konnen die Situation retten, indem wir einen
einzigen Falz umfarben, zum Beispiel einen, der moglichst weit
links liegt, 7(c).

“Sollte Peter oder Sie die Behauptung so formulieren: »Flachfaltbar mit vier
Falzen = gegeniiberliegende Winkel summerieren sich zu 180°«, dann muss
nun bei mehreren Falzen geklirt werden, dass die allgemeine Situation von
alternierenden Winkeln spricht: Was ist »der gegeniiberliegende Winkel« eines
Winkels in einem Faltmuster mit 6 Winkeln?

"Wenn Sie die Situation stirker kontrollieren wollen, konnen Sie Winkel genau
vorgeben, etwa a; = 40°, &y = 30°, a3 = 70°, ay = 15°, a5 = 70°, ag = 135°.

Analysieren wir die Konstruktion, dann merken wir schnell, dass
sie ohne Weiteres auf Faltmuster mit beliebiger (jedoch gerader)
Anzahl an Falzen iibertragbar ist.

Somit haben wir einen Héhepunkt der Theorie erreicht, da wir
nun definitiv einem uns vorliegenden Faltmuster ansehen kén-
nen, ob es flachfaltbar ist oder nicht, und zwar ohne es tatsiachlich
zu falten!

Hauptsatz Ein durch die aufeinander folgenden Winkeln «,
bis @, gegebenes Faltmuster ist genau dann flachfaltbar, wenn
—a, =0gilt.

n gerade istund a; —a, + a5 F ...

2.6 Globale Flachfaltbarkeit

* Anna: Aber wie ist es mit mehreren Punkten?
Geht das, wenn ich aufs Papier nicht nur einen,
sondern mehrere Punkte draufmale und von
ihnen Strecken ziehe?

* Lehrerin: Zeichnet euch doch mal einige sol-
che Faltmuster aufs Papier! Koénnt ihr dann
etwas tiber die Flachfaltbarkeit des ganzen Falt-
musters aussagen?

* Ali: Hm, jede der Punkte an sich muss schon
flachfaltbar sein.

* Lehrerin: Sehr schon! Reicht das schon dafir,
dass das ganze Muster flachfaltbar wird?

Das reicht nicht und ein Beispiel zu finden ist nicht ganz
einfach. Wenn die Klasse stark genug ist, kann man sie eine
Weile suchen lassen, aber vermutlich wird man ein Beispiel
liefern miissen. AuBBerdem wir bei mehreren Punkten vieles
komplizierter: Zum Beispiel kann man nicht ohne Weiteres
die Formel |B — T'| = 2 ubertragen. Allerdings lasst sich
diese Formel etwas umstandlich verallgemeinern, s. [Hul94,
Proposition 4.1].

Ein sehr schones und einfaches Beispiel (von Thomas Hull) ist im
folgenden Bild zu sehen:

Bild 8: In diesem Faltmuster sind alle Winkel, die wie 90°-Winkel
aussehen, tatsdchlich auch 90°-Winkel. Dieses Faltmuster ist lokal,
aber nicht global flachfaltbar, siehe Satz 1.

In diesem Beispiel ist keine Farbung der Falze vorgegeben; viel-
mehr ist das Spannende bei diesem Beispiel, nachzuweisen, dass
Jjede Farbung der Falze unter der Annahme der Flachfaltbarkeit
zu einem Widerspruch fithrt. Wie begriindet man das? Es ist
durchaus zu erwarten, dass Schiilerinnen und Schiiler selbst auf
die richtige Idee kommen. Diese Idee kann man zu einem Satz zu-
sammenfassen und wir erlauben uns, in diesem Abschnitt einen

Satz mit Beweis anzufiithren.



Satz 1 (Uber eingeschlossene Winkel). Seien  «a;_;,a;, a;,,
drei aufeinander folgende Winkel um einen Punkt eines
Faltmusters. Ferner gelte a;_; > a; < ;. Gibt es eine Farbung
des Faltmusters, so dass es flach wird, dann sind die beiden den

Winkel a; begrenzenden Schenkel verschieden gefarbt.

Beweis: Wiren die jeweiligen Falze gleich gefarbt, so wiirde
sich das Papier unweigerlich selbst im Weg stehen, bevor man
es flachfalten konnte, wie im Bild 9. O

Xty Ay

Bild 9: Wir betrachten wieder einen Querschnitt von vorn: Die zwei
Punkte sollen die erwihnten Schenkel von a; andeuten, die Strecken
reprasentieren die Kreissektoren bestimmt durch die drei Winkel.
Der rote Kreis deutet die Selbstiiberschneidung des Papiers an.

Nun wollen wir die Unterrichtssequenz langsam zu einem Ende
bringen. Es fehlt noch ein positiver Abschluss, ein erstaunliches,
notwendiges Kriterium fiir globale Flachfaltbarkeit. Wir betrach-
ten zuerst ein weiteres spannendes Beispiel, welches fiir unse-
re Zwecke vielversprechend und gleichzeitig interessant (wenn

auch etwas anspruchsvoll) zu falten ist.

Bild 10: Der sogenannte Square-Twist’: Links das Faltmuster und
rechts das flachgefaltete Modell. Gestrichelte griine Falze sind Tler,
durchgezogene dicke graue Falze Berge. Der Buchstabe A deutet an,
was die Faltung bewirkt.

Hier kann man auf die Idee kommen, die funf der neun von
den Falzen des Square-Twists begrenzte Gebiete, welche im ge-
falteten Zustand nach oben weisen, mit einer Farbe, und die
restlichen vier Gebiete, die nach unten weisen, mit einer zwei-

ten Farbe einzufirben (dies nennen wir 2-farben). Faltet man

die Figur wieder auf, dann bemerkt man, dass diese Gebiete 2-
gefarbt wurden. Nun kann man auf die Idee kommen, dass es
ein gutes Kriterium fiir globale Flachfaltbarkeit ist. Allerdings
zeigt man sofort mit Bild 8, dass dieses Kriterium zumindest nicht

8Der Square-Twist eroffnet ein weites Feld mathematisch interessanter Objekte:
Tessellationen oder Mosaiken, siehe [Gje08].

hinreichend ist. Jedoch zeigen wir im Kapitel 5 Satz 9, dass dieses
Kriterium tatsichlich notwendig ist!

Es wire schon, die Unterrichtssequenz mit einer interessanten
Faltung abzuschliefBen. Das erledigen wir mit der sog. Miura-Ori,
benannt nach ihrem Erfinder Koryo Miura, einem der fithrenden
Origamiwissenschaftler weltweit. Diese Faltung demonstriert
eindringlich, wie man einen Stadtplan so falten kann, dass es
moglich ist, ihn mit einer einzigen Bewegung auf- und zusam-
menzufalten.

[]

VA

Bild 11: Eine Variante der Miura-Karte (Miura-Ori). Verschiedene
Farben reprdsentieren verschiedene Ausrichtungen der Falze: Berge
oder Tdler. Links das Faltmuster, in der Mitte etwas angefaltet,
rechts die fast flachgefaltete (und vergriferte) Karte.

3 Hinweise und Bemerkungen

In diesem Abschnitt wollen wir noch einige Bemerkungen zur
Durchfithrung, die bisher unerwahnt geblieben sind, ausfithren
sowie alternative Methoden aufzeigen.

3.1 Hinweise zur Durchfiihrung

* Sie sollten sich nur als einen Moderator ansehen und versu-
chen, die Behauptungen méglichst unverindert aufzuschrei-
ben. Um gedufBerte Formulierungen straffer zu gestalten, lohnt
sich der Trick, nachzufragen, wie diejenige Person das Gesagte
meint, weil man es aus diversen Griinden (z.B. akustisch) nicht
verstanden hat. Damit erwirkt man eventuell ein weiteres

Nachdenken und eine tafelgeeignetere Formulierung.

*x Wenn Sie eine Vermutung oder Beobachtung an die Tafel
schreiben wollen, dann sollten Sie die Namen der Schiilerinnen
und Schiiler vor die Vermutung schreiben, z.B. »Regina: Mit
drei Falzen gehts nicht!« Wir glauben, dass dadurch die Uber-
legungen der Schiilerinnen und Schiiler wertgeschitzt und sie
personlich in die Arbeit eingebunden werden. Auflerdem ist
damit klargestellt, dass Vermutungen den Schiilerinnen und
Schiilern gehéren und nicht vom Lehrer kommen. Wir haben
mit dieser Methode nur positive Erfahrungen gemacht.

* Folgende Hinweise kénnen wir geben, um Schiilerinnen und
Schiiler zur Arbeit zu motivieren, wenn die Unterrichtsse-
quenz nicht flissig l4uft oder Schiilerinnen und Schiiler grofie-
re Probleme haben:

o Geben Sie konkrete Arbeitsanweisungen, vgl. Abschnitt 3.2,
besprechen Sie ein konkretes vorbereitetes Faltmuster.

o Zeigen Sie viele Beispiele mit verschiedenen Faltmustern,
wenn die Klasse selbst keine guten Beispiele findet.



o Fragen Sie Schiilerinnen und Schiiler nach ihrer Meinungen:
»Was meinst du: Stimmt diese Behauptungen an der Tafel?«,
»In welche Richtung, denkst du, sollen wir uns bewegen?«

o Erzwingen Sie jedoch niemals Vermutungen (»Sonja, du hast
noch nichts gesagt: Stellt doch mal auch eine Vermutung
auf'«), das wirkt demotivierend.

* Nehmen Sie niemals das Modell Threr Schiilerinnen bzw. Schii-
ler aus deren Hand, um die Faltung zu Ende zu bringen oder
gar neu zu falten, vgl. [GJ09]! Falten und erkliren Sie immer
anhand Ihres eigenen Modells. Wir glauben, dass eines der we-
sentlichen Vorteile des Papierfaltens die Erschaffung eigener
Strukturen, eigener Mathematik ist; nehmen Sie das Modell
in Thre Hande und beseitigen die Probleme auf eine eventuell
unverstidndliche Weise (sonst gébe es diese Probleme vielleicht
nicht), so geht, aus unserer Sicht, dieses Gefiihl eigener Krea-
tion verloren.

* Sie konnen sich tiberlegen, wie Sie Schiilerinnen und Schiilern
Beispiele vorfalten. Aus unserer Erfahrung eignet sich die
bewahrte Methode des Faltens in der Tafelebene, das heif3t
Sie legen ein grofies Blatt Papier auf die Tafel und falten so,
als ob Sie am Tisch arbeiten wiirden. Alternativ konnen Sie
spiegelverkehrt in der Luft falten, jedoch erfordert das ein sehr
sicheres Beherrschen der Faltung. Sie konnen auch an eine Do-
kumentenkamera denken, um im Sitzen falten und bei Bedarf
die Modelle vergroflern oder aufnehmen zu kénnen, jedoch
hat sich diese Methode in unserer Erfahrung nicht bewahrt —
Schiilerinnen und Schiiler sind gezwungen, einer Projektion
an der Wand zu folgen und Thnen zuzuhoéren, was eventuell
zur Verwirrung fithren kann.

3.2 Alternativen

Hier stellen wir einige Abweichungen von unserem Vorgehen
vor, die Sie aus unserer Sicht gut einsetzen kénnen, wenn Sie
etwa wenig Zeit haben, die Klasse nicht stark ist oder Sie sich in
diesem Thema noch etwas unsicher fiihlen.

* Es ist denkbar, die Unterrichtssequenz so einzuleiten: Sie be-
ginnen mit zwei gefalteten Modellen, das eine ist flachgefaltet
(z.B. ein Kranich) und das andere ist ein dreidimensionales
Objekt, welches sich nicht flachfalten lasst. Sie kénnen dann
diese Modelle auffalten und mit Schiilerinnen und Schiilern die
beiden Faltmuster betrachten und fragen, ob es denn moglich
ist, einem Faltmuster direkt anzusehen, ob das Modell ein fla-
ches wird oder nicht. Ein Vorteil dieses Anfangs ist, dass Sie
mit einer sehr anschaulichen intuitiven Frage beginnen. Eine
Gefahr ist, dass Schiilerinnen und Schiiler sich méglicherweise
in der Komplexitit des Faltmusters verlieren. Schiilerinnen
und Schiiler sollten aus unserer Sicht zuerst Flachfaltbarkeit
lokal (um einen Punkt herum) klaren.

x Der Ablauf kann von sehr offenem bis zu stark strukturiertem
Arbeiten variieren:

o Im strukturierten Ablauf empfiehlt sich eine Tabelle, in der

gefundene Erkenntnisse gesammelt werden, etwa so:

Anzahl der Falze 2 3 4 6
Flachfaltbar?
Gegenbeispiel?
Farben der Falze
Winkel

Eventuell fithrt dieses tabellarische Vorgehen schneller und strukturierter zu
Behauptungen; ein solches Vorgehen ist sinnvoll bei knapper Zeit oder bei
Unsicherheiten auf der Seite der Lehrkraft.

o Sie konnten auch Vermutungen auf Karten statt an die Tafel
schreiben. Die Karten werden dann an die Tafel geklebt
oder gepinnt. Das ermdglicht leichteres Ordnen und Sortie-
ren der Aussagen; verworfene Vermutungen kénnen leichter
entfernt werden; leichteres Zusammenfassen und Wieder-
aufgreifen in den Folgestunden der Aussagen ist moglich.

¢ Bei einem offenen Vorgehen, wenn die Klasse moglichst ei-
genstdndig arbeitet, empfehlen wir eine gewohnliche Krei-
detafel oder alternativ ein Smartboard.

Sie konnen sich iiberlegen, wie Sie mit der Menge der geduf3er-

ten Aussagen umgehen. Sie konnen:

o erst alle Vermutungen aufstellen lassen und sammeln, dann
beweisen (lassen).

o oder erst ein paar Vermutungen sammeln, ausgewahlte so-
fort beweisen, dann wieder Vermutungen sammeln usw.

Wir wissen nicht, welche der beiden Option »die bessere« ist,
nach unserer Erfahrung ergibt sich oft ein Mix aus den beiden.

Es ist durchaus denkbar, die ganze Unterrichtssequenz mit
der Miura-Ori anzufangen. Das bringt viele Vorteile: Es ist
eine faszinierende Faltung, die durchaus einen Realititsbezug
aufweist — als eine Stadtplankarte oder als ein faltbares (der
Flache nach reduziertes) Solarpaneel, vgl. [Hul12, p.307] —, mit
einem flachfaltbaren Faltmuster, bei dem in jedem Punkt vier
Falze zusammentreffen (oder inzidieren in der Fachsprache).
Andererseits kann man diese schéne Faltung auch fiir den
Schluss autheben. Jedenfalls sorgt diese tolle Konstruktion fiir
Heiterkeit und Freude in der Klasse und ist zudem ein guter
Abschluss der Theorie!

Im Block »globale Flachfaltbarkeit« kénnen Sie an mehreren
Stellen die Sequenz beenden, je nach Klasse, Zeit und Interes-
se. Unsere Empfehlung ist, mindestens das Beispiel aus dem
Bild 8 zu besprechen (besser in Gruppenarbeit klaren lassen)
und dann zu erkléren, dass globale Flachfaltbarkeit wesentlich
komplizierter ist als lokale. Alternativ konnen Sie sowohl nach
dem Square-Twist, Bild 10, als auch nach Miura-Ori authoren;
das sind aus unserer Sicht allesamt gute Schlusspunkte. Sollten
Sie jedoch besonders viel Zeit oder eine starke Gruppe haben,
konnen Sie noch weiter gehen und Beispiele aufzeigen, wie
in Bild 12, die nahelegen, worin die Komplexitat der globalen
Flachfaltbarkeit liegt. Spatestens an dieser Stelle sind Sie da
angekommen, wo die Forschung derzeit auch steht.

4 Ziele der Flachfalterei in der Schule

Im Folgenden beschreiben wir die Ziele, die bei der Beschaf-
tigung mit der Flachfaltbarkeit verfolgt werden kénnen. Das



Bild 12: Dieses Beispiel aus [Hul12, p.236] zeigt ein Faltmuster mit
zwei Punkten, welches lokal, aber nicht global flachfaltbar ist. Der
Nachweis der Nichtflachfaltbarkeit ist nicht ganz einfach.

Hauptziel und die grofite Stirke sind, dass Schiilerinnen und
Schiiler den Entstehungsprozess einer mathematischen Theorie
selbst erleben und mitgestalten kénnen. Sie arbeiten dabei auf
eine ahnliche Weise wie Mathematikerinnen und Mathematiker.
Entsprechend den Bildungsstandards umfasst dies die prozess-
bezogenen Kompetenzen: argumentieren, Probleme 16sen, kom-
munizieren, mathematische Darstellungen verwenden, mit sym-
bolischen, formalen und technischen Elementen der Mathematik
umgehen und modellieren, vgl. [KMK12].

Bei der Beschiftigung mit der Flachfaltbarkeit kénnen aus
unserer Sicht vor allem drei Kompetenzen besonders angespro-
chen werden. Erstens mathematisches Kommunizieren, vor al-
lem beim Diskutieren von Beispielen und Vermutungen. Dabei
muss das eigene Vorgehen beschrieben werden, damit es Andere
nachvollziehen konnen, vgl. [BDH12, p.48-50]. Zweitens wird
mathematisches Argumentieren gefordert. Wie wir gezeigt haben,
entwickeln Schiilerinnen und Schiiler ihre eigene Theorie und
sollen auch die darin enthaltenen Argumentationsschritte und
Beweise moglichst eigenstindig entwickeln. Drittens bietet die
Beschiftigung mit den Fragen nach der Flachfaltbarkeit von Falt-
mustern viele Anldsse, um auf Probleme zu stof3en, diese selbst
zu bearbeiten und schliefilich mit mathematischen Mitteln zu
l6sen. Schiilerinnen und Schiiler wenden folglich verschiedene
Heurismen an, etwa das Zerlegen eines Problems in Teilprobleme
(z.B. Fallunterscheidungen entsprechend der Anzahl der Falze)
oder das Umstrukturieren der Situation (etwa Betrachtung der
abgeschnittenen Spitze), vgl. [Pol10, p.157].

Neben diesen kompetenzbezogenen Zielen ist unsere Hoff-
nung, dass Schiilerinnen und Schiiler Mathematik als eine fiir

sie spannende und lehrreiche Beschiftigung empfinden werden.

5 Mathematischer Blick auf Flachfaltbarkeit

In diesem Abschnitt wollen wir die Theorie der Flachfaltbarkeit
etwas stiarker mathematisch orientiert vorstellen.

Definition 2. Sei {P,, ..., P,} eine Partition des Einheitsquad-
rats [0, 1] C R? in n Vielecke, n € N. Als Knoten bezeichnen
wir diejenigen Punkte in (0, 1)?, die entweder Ecken von P, oder
endlich viele weitere Punkte auf den Seiten von P, sind. Ein
Faltmuster F = (V, E) der Partition P,, ..., P, bestehe aus der
Menge der Knoten V' und der Menge E aller (Teil-)Kanten in
(0, 1)?> der Vielecke P, die bis auf Knoten disjunkt sind. Jedes

Element von E nennen wir Falz.

Diese Definition formalisiert das Einzeichnen der Punkte und
Strecken auf das Papier. Man kann etwas mithsam Begriffe Fal-
tung, Flachfaltbarkeit, Papier prazise formulieren, doch das wird

fiir diese Arbeit etwas zu technisch. Wir verweisen dafiir zum
Beispiel auf [Pom09].

Definition 3. Als ein I-fach-Faltmuster bezeichnen wir ein Falt-
muster mit einem einzigen Knoten (|V'| = 1). Diesen Knoten
bezeichnen wir mit Mittelpunkt.

Definition 4. Fir ein Faltmuster E mit der Falzmenge E nen-

nen wir eine Funktion ¢ : E — {b,t} Firbung des Faltmusters.

Diese Definition formalisiert die Vorstellung, dass einige Falze
Berge, b, und einige Téler, ¢, sind.

Satz 5 (Maekawa 1986, Justin 1984). In einem flachfaltbaren
1-fach-Faltmuster mit B Bergen und T Talern gilt die Gleichung

|B-T|=2.

Beweis (Jan Siwanowicz 1993, [Hul12]): Falten wir das
Muster flach und schneiden eine kleine Umgebung der Spitze
ab, so ist der Querschnitt ein ausgeartetes Polygon mit inneren
Winkeln von 0° und 360°, siehe Bild 3. Dabei haben alle Falze
gleicher Farbe denselben Winkelgrad. Die Anzahl der Falze
n := B+T ist die Anzahl der Ecken im Polygon. In einem n-Eck
ist jedoch die Summe der Innenwinkeln gleich (n — 2) - 180°.
Betrachten wir nun Taler als Falze, die zu den 0°-Winkeln
gehoren, Berge als Falze, die zu den 360°-Winkeln gehoren, so

folgt auf einmal:
(B+T—=2)-180° = (n—2)-180° = 0°-T+360°-B => B—T = —2.

Schauen wir auf das Faltmuster von der anderen Seite, so folgt
B — T = +2 und insgesamt also die Behauptung. ]

Beim Beweis des obigen Satzes ist Vorsicht geboten. Fiir ge-
wohnlich wiirden Studierende so argumentieren: Ein Faltmus-
ter mit genau 2 Falzen ist genau dann flachfaltbar, wenn beide
Falze gleiche Farbe haben (und kollinear sind), das heifit, es gilt
|B — T| = 2; dann argumentieren sie, dass wenn nun weitere
Falze produziert werden, verdndert sich diese Gleichheit nicht.
Das ist kein Beweis, da keineswegs klar ist, warum alle flachfalt-
baren Muster so entstehen sollten (und offensichtlich tun sie es
auch nicht - es gibt flachfaltbare Faltmuster, in denen z.B. keine
zwei Falze kollinear sind).

Aus dem obigen Satz lasst sich sofort eine erstaunliche Konse-
quenz ableiten.

Korollar 6. Ist die Anzahl der Falze in einem 1-fach-Faltmuster
ungerade, so lasst sich das Faltmuster nicht flachfalten.

Beweis: Die Anzahl der Falze lasst sich als Summe der Berg-
und Talfalzen auffassen, also B +T. Mit dem Satz von Maekawa-
Justin folgt dann B+ T =B+ B+2=2(B + 1). O

Der folgende Satz charakterisiert die Flachfaltbarkeit eines 1-
fach-Faltmusters.

Satz 7 (Kawasaki 1989, Justin 1984). Sei n die Anzahl der
Falze in einem 1-fach-Faltmuster und sei n gerade. Seien

a,,®,, ..., a, aufeinander folgende positive Winkeln zwischen



den Falzen. Dann und nur dann ist das 1-fach-Faltmuster flach-
faltbar, wenn gilt

=0.

-+ F.o—aq,

Beweis: Wir gehen anfangs genau so vor wie im Beweis des
Satzes von Maekawa-Justin und betrachten einen Querschnitt
einer Umgebung des Mittelpunktes M. Nun stellen wir uns vor,
dass wir diesen Querschnitt wie einen Weg (in der Literatur stellt
man sich eine kleine Ameise vor) von einem Punkt P aus einmal
ablaufen.

Bild 13: Im Bild ist ein Querschnitt um die Spitze M zu sehen, graue
Flichen deuten eine Seite des Papiers, weifSe die andere. Lauft X
auf dem Rand des Querschnitts, so beschreibt 6 = APMX die
Auslenkung des Punktes X von P beziiglich M im Bogenmaf3.

Betrachten wir die Auslenkung 6 von P zu einem Punkt X auf
dem Querschnitt, dann stellen wir folgendes fest: Wenn X den
Querschnitt einmal ablduft, dann variiert @ wie im Bild: 0 = a; —
o, + ... — a,. Andererseits, da X nach diesem Ablaufen wieder
in P landet, ist die Auslenkung 6 = 0.

Die andere Richtung beweist man algorithmisch, das heift,
in dem man eine Farbung angibt, mit der man das Faltmuster
flachfalten kann. Den Algorithmus haben wir auf Seite 6 und im
Bild 7 dargelegt. Die Behauptung folgt. O

Korollar 8. Genau dann ist ein 1-fach-Faltmuster flachfaltbar

mit den Voraussetzungen und Winkeln wie im Satz 7, wenn gilt
a+a,+ ... +a, =180

Beweis: Die Gleichung a; + ... + a, = 360° und die Gleichung
o, —a, +...—a, = 0 aus Satz 7 liefern sofort die Behauptung. J
Mit diesen Séitzen haben wir nun vollstdndig die Flachfaltbarkeit
eines 1-fach-Faltmusters beschrieben. Natiirlich kann man hier
noch weitere Fragen stellen, wie etwa: Hat ein flachfaltbares
Faltmuster eine einzige Farbung oder gibt es mehrere? Wenn
es mehrere gibt, liefern sie alle dasselbe Modell? Kann man die
Anzahl der Farbungen bestimmen? (siehe [Hul02, Theorem 4.1]).
Oder kann man den Prozess des Faltens mathematisch beschrei-
ben? Konnen wir etwa jederzeit eine mathematische Moment-
aufnahme des Prozesses des Faltens erstellen, vgl. [BH02]?

Die Theorie der globalen Flachfaltbarkeit ist deutlich kompli-
zierter als die der 1-fach-Flachfaltbarkeit und bis heute gibt es
keinen einfachen Algorithmus, der einem Faltmuster schnell’

’Technischer ausgedriickt: Entscheiden der Flachfaltbarkeit allgemeiner Faltmus-
ter ist NP-schwer, vgl. [BH96].
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ansieht, ob es flachfaltbar sein wird. Wir wollen nicht zu sehr
ins Detail gehen, machen lediglich einige Bemerkungen.

Offensichtlich liasst sich unschwer erkennen, dass die Flach-
faltbarkeit eines Faltmusters nur dann moglich ist, wenn jeder
einzelne Knoten des Musters an sich (also lokal) flachfaltbar ist.
Die Umkehrung ist leider falsch wie beispielsweise Bild 8 zeigt.

Was kann man dann tiberhaupt im Allgemeinen iiber globale
Flachfaltbarkeit sagen? Wie Bild 10 und die Uberlegungen in
Abschnitt 2.6 nahelegen, lassen sich die Flichen' eines global
flachfaltbaren Faltmusters mit zwei Farben farben. Wir wollen
hier einen graphentheoretischen Beweis dieser bemerkenswer-
ten Eigenschaft skizzieren.

Satz 9. Gegeben sei ein global flachfaltbares Faltmuster (V, E)
zur Partition P, ..., P,, vgl. Definition 2. Dann kann man die
Vielecke P, so in zwei Farben farben!!, dass benachbarte Vielecke

verschiedene Farben haben.

Bild 14: Ein Beispiel fiir ein flichen-2-fdarbbares Faltmuster (global
nicht flachfaltbar).

Beweisskizze: Fir den Beweis definieren wir einen Graphen
G =W UX,EUY),wobei X aus den Ecken von P, besteht, die
auf dem Rand des Einheitsquadrats liegen, und Y sei die Menge
der Kanten von P, ohne E. Das heifit G ist im Wesentlichen das
Faltmuster (V, E) mit zusétzlichen Ecken und Kanten.

Wegen der Flachfaltbarkeit in jedem Knoten des Faltmusters
(V, E) besagt der Satz von Maekawa-Justin, dass in G hochstens
Knoten aus X ungerade Valenzen haben. Verbinden wir diese
Knoten mit einem Knoten x aufierhalb des Einheitsquadrats'?, so
besitzt G U {x} nur gerade Valenzen und ist somit eulersch. Das
wiederum zeigt, dass der duale Graph von GU{x} bipartit ist und
wir konnen somit seine Knoten in zwei Farben farben, so dass
keine Knoten gleicher Farbe benachbart sind. Da diese Knoten
den Flichen in G U {x} entsprechen, haben wir die Flichen von
G U {x} 2-gefarbt. Aber damit sind auch die Flachen von G 2-

gefarbt und wir sind fertig. O

Bemerkung 10. Das besonders Bemerkenswerte an Satz 9 ist,
dass man im Allgemeinen nicht weniger als vier Farben braucht,
um »Landkarten«, die aus einem planaren Graphen entstehen,
einzufarben, siehe Bild 15.
Die globale Flachfaltbarkeit stellt wohl eine wesentliche Ein-
schriankung an das Faltmuster und seine »Lénder«.

Mit Satz 9 kénnen wir also vielen lokal flachfaltbaren Faltmus-
tern ohne grof3e Miihe ansehen, dass sie nicht global flachfaltbar
sind - es reicht eben nachzuweisen, dass sich »die Lander« in

dem Faltmuster nicht mit zwei Farben einfarben lassen. #

Das sind die Vielecke P, aus Definition 2, wenn man so will.

" Also etwa eine Funktion f : {P,..., P,} = Z, angeben.

2Wir kénnen die neuen Kanten so wihlen ~ sie miissen nicht geradlinig sein -
dass auch G U {x} ein ebener Graph bleibt.
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Bild 15: Das Standardbeispiel eines ebenen Graphen, der flichen-4-
farbbar, aber nicht flichen-3-farbbar ist.

In dieser Arbeit gehen wir nicht tiefer in die Problematik und
Mathematik der globalen Flachfaltbarkeit.
hauptsichlich technische wie zeitliche Bedenken — die Aussagen

Grund dafir sind

werden komplizierter (insbesondere fiir das Schulniveau) und
wir glauben nicht, dass es in der Schule méglich sein wird, so
viel zu besprechen. Ein Blick in die Materie lohnt sich jedoch
auf jeden Fall und wir empfehlen, Originalarbeiten wie [Hul94],
[Hul02], [Hul12], [Pomo09], [BH96] oder [Huz90] zur Hand zu
nehmen.

6 Schlussbemerkungen

In dieser Arbeit haben wir versucht, die Theorie der Flachfaltbar-
keit didaktisch aufzuarbeiten und fiir den Schulunterricht nutz-
bar zu machen.

Bisher haben wir diese Beschaftigung hauptsichlich an der
Universitdt Wiirzburg im Rahmen mehrerer Seminare sowie
Schiilerprojekttage und einiger Workshops durchgefiihrt.

Natiirlich gilt es, diese Unterrichtssequenz in der Schulpraxis
einzusetzen, zu evaluieren, auf Wirksamkeit zu tiberpriifen und
sie dann hoffentlich als eine wertvolle Ergédnzung des Unterrichts
zu etablieren.
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