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Zusammenfassung

Das Ziel dieser Arbeit ist eine umfassende numerische und experimentelle Charak-
terisierung des Warmetransports in oxidkeramischen Faserisolationen im Hochtem-
peraturbereich. Zugleich sollen neue Konzepte fiir eine optimierte technische Aus-
legung von Faserisolationen erarbeitet werden. Oxidkeramiken zeigen im Infra-
rotbereich ein semitransparentes Verhalten. Das bedeutet, ein Teil der Strahlung
gelangt durch die Probe, ohne gestreut oder absorbiert zu werden. Durch die
Ausgestaltung als disperses Medium mit Abmessungen der Fasern im pm Bereich
wird jedoch eine starke Wechselwirkung mit infraroter Lichtstrahlung erzeugt.
Man befindet sich im optischen Resonanzbereich. Technisch relevante Faseriso-
lationen besitzen eine Rohdichte zwischen 50kg/m? und 700kg/m? und kénnen
als optisch dichtes Medium betrachtet werden. Eine Optimierung hinsichtlich der
Dammwirkung gegen Warmestrahlung bedeutet eine massenspezifische Maximie-
rung des Lichtstreuvermogens im relevanten Wellenldngenbereich. Hierzu werden
in einer numerischen Studie keramische Hohlfaserisolationen mit konventionellen
Fasern verglichen. Diese Abhandlung unter Beriicksichtigung anwendungsnaher
Aspekte gelangt zu der Schlussfolgerung, dass die Strahlungswirmestromdichte
in Hohlfaserisolationen, im Vergleich zu konventionellen Isolationen, signifikant
erniedrigt wird. Hinsichtlich der Gesamtwérmeleitfahigkeit ist eine Reduzierung
um den Faktor zwei zu erwarten.

Trotz moderner Rechner ist die Anwendung der vollen Maxwellschen Streutheo-
rie, insbesondere im Rahmen von Optimierungsaufgaben mehrschichtiger Streu-
korper, ein zeitaufwendiges Unterfangen. Um sinnvolle Parameterkonfigurationen
bereichsweise eingrenzen zu konnen, wird eine Naherungsmethode fiir die Licht-
streuung an mehrschichtigen Zylindern weiterentwickelt und mit der vollstdndigen
Maxwellschen Streutheorie verglichen. Es zeigt sich, dass das Modell fiir kleine bis
moderate Brechungsindizes sehr gute Vorhersagekraft besitzt und auch zur néhe-
rungsweisen Berechnung der Streueffizienzen fiir rdumlich isotrop angeordnete
Zylinder herangezogen werden kann.

Neben den numerischen Studien wird im experimentellen Teil dieser Arbeit eine
kommerzielle Faserisolierung aus Aluminiumoxid hinsichtlich ihrer Warmetrans-
porteigenschaften charakterisiert. Die optischen Transportparameter Albedo und
Extinktion werden mittels etablierter Messmethoden bestimmt. Bei bekannter
Faserdurchmesserverteilung kénnen diese Messwerte dann mit den theoretischen
Vorhersagen der Maxwellschen Streutheorie verglichen werden.

Um technische Optimierungsmaffnahmen experimentell zu verifizieren, besteht
die Notwendigkeit, die Temperaturleitfahigkeit bzw. die Warmeleitfahigkeit auch
bei hohen Temperaturen oberhalb von 1000°C zuverlassig bestimmen zu kon-
nen. Zu diesem Zweck wird ein Versuchsaufbau realisiert, um in diesem Tempe-
raturbereich erstmals die sogenannte Thermal-Wave-Analyse anzuwenden. Durch
Abgleich mit einem gekoppelten Wirmetransportmodell und einem etablierten
Messverfahren wird die besondere Eignung der Thermal-Wave-Analyse fiir be-
rithrungsfreie Hochtemperaturmessungen gezeigt.



Abstract

The objective of the present thesis is a comprehensive numerical and experimen-
tal characterization of the heat transfer properties in thermal insulation materials
made of ceramic fibers at high temperatures. At the same time, new concepts
for further improvement of fibrous insulation materials are developed. In gene-
ral, ceramic oxides appear semitransparent in the infrared range, meaning that
a part of the thermal radiation is transmitted through a sample without being
scattered or absorbed. However, in a dispersed medium containing fibers with
diameters in the micrometer range a strong interaction with infrared radiation
occurs. Since typical fibrous insulation materials of technical relevance show raw
densities between 50kg/m? and 700kg/m? they could be considered as optically
dense. The optimization of the insulation effect involves the maximization of the
mass specific scattering coefficient in the wavelength range of substantial thermal
radiation. Therefore, the heat transfer properties of hollow-fiber insulation mate-
rials are compared to conventional insulations made of solid fibers by means of a
numerical study. This treatise concludes that thermal insulations made of hollow
fibers can provide a significant reduction of heat losses in wide ranges of practi-
cal interest. In particular, by application of hollow fiber insulations the effective
thermal conductivity could be lowered by a factor of two.

However, in connection with optimization problems of stratified scattering objects
the application of the full Maxwell-scattering theory is a time consuming task. In
order to locate reasonable parameter configurations in layered cylindrical media
an enhanced version of the so-called anomalous diffraction approximation is pre-
sented. By comparison with the results of the exact Maxwell-scattering formulas it
is shown that within the limit of moderate refractive indices the simplified theory
delivers good agreement in a broad size parameter range. Even the extinction ef-
ficiency of randomly oriented stratified cylinders is reproduced astonishingly well.
Apart from numerical investigations the heat transfer properties of a commer-
cial fibrous insulation material are characterized experimentally. Therefore, the
optical transport parameters extinction and albedo are determined by establis-
hed methods. With knowledge of the fiber diameter distribution the experimental
results could be compared to the theoretical predictions of light scattering at
infinite fibers. The verification of optimization measures, requires also an ade-
quate experimental determination of thermal diffusivity or thermal conductivity,
respectively. For this purpose the potential of measuring thermal diffusivity of
heterogeneous materials in a temperature range above 1000°C by thermal wave
analysis is investigated for the first time. By comparison with a coupled numeri-
cal heat transfer model and an established measurement method the feasibility of
measuring thermal diffusivity at high temperatures by thermal wave analysis is
demonstrated.
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Kapitel 1

Vorwort und Einleitung

Die vorliegende Arbeit entstand im Rahmen des vom Freistaat Bayern finan-
zierten Projekts EnerTHERM am Zentrum fiir Hochtemperatur Leichtbau, ei-
ner Kostenstelle des Fraunhofer-Instituts fiir Silicatforschung. Die Intention war,
anhand wissenschaftlicher Methoden, Grundlagen fiir eine Steigerung der Ener-
gieeffizienz in Hochtemperaturprozessen zu erarbeiten. Angesichts der politischen
Zielsetzung der Bundesregierung, die Treibhausgasemissionen bis 2020 um 40%
gegeniiber den aus dem Jahr 1990 verursachten Emissionen abzusenken und der
Tatsache, dass der Primérenergiebedarf der Bundesrepublik allein iiber die Sub-
stitution konventioneller Energiequellen durch COsz-neutrale regenerative Quellen
nicht gedeckt werden kann, besteht die Notwendigkeit technischer Fortschritte,
um den Energiebedarf selbst zu senken (BMWi und BMU, 2012). Etwa 30 Pro-
zent des Endenergiebedarfs entfallen in der Bundesrepublik auf den Bereich der
Industrie (Arbeitsgemeinschaft Energiebilanzen e. V., 2016). Davon werden nach
ISI, 2013 zwei Drittel fiir Prozesswéarme in Warmebehandlungsverfahren verwen-
det, wobei der jeweilige Energiebedarf thermischer Verfahren mit Prozesstempe-
raturen oberhalb und unterhalb von 1000°C &hnlich hoch ausfallt (Frisch u.a.,
2010). Ein Anteil von etwa zehn Prozent des bundesweiten Endenergiebedarfs
kann demnach den oberhalb von 1000°C in entsprechenden Industriedfen ablau-
fenden Hochtemperaturprozessen zugeordnet werden. Verlustwéarmestrome iiber
die Ofenwand betragen hier je nach Betriebsart und Ofentyp etwa 10-20% der
aufgewendeten Energie (Ernst, 2013, Eisenmann Anlagenbau GmbH Co. & KG,
2015 und Dog, 2004). Zur Verringerung der Wandverluste wird seit den 1950er
Jahren Hochtemperaturwolle aus keramischen Fasern als Dammmaterial in In-
dustriedfen eingesetzt (Wimmer, 2004). Diese Faserisolationen sind bis zu Tem-
peraturen von 1700°C im Dauerbetrieb einsetzbar, zeigen hervorragende Tem-
peraturwechselbesténdigkeit, geringe Warmekapazitdten und Wéarmeleitfahigkei-
ten und werden auch direkt an der dem Brenngut zugewandten Ofeninnenseite
platziert (vgl. Routschka, 2007 und Cheremisinoff und Cheremisinoff, 1995). Bei
warmetechnischen Vorgéngen werden nach Schuster, 1955, ab einer Temperatur
von etwa 800°C die durch Wéarmestrahlung und Festkorperwérmeleitung ausge-
tauschten Energien quantitativ vergleichbar. Bei hoheren Temperaturen dominiert
die Warmestrahlung. Hochtemperatur-Wéarmeisolationen miissen also neben einer
geringen Festkorperwérmeleitfahigkeit die zusédtzliche Eigenschaft besitzen, den
Durchgang von Wéarmestrahlung effektiv zu unterdriicken. Der Energietransport
durch Warmestrahlung kann iiber zwei Mechanismen reduziert werden: Durch
Strahlungsabsorption und durch Streuprozesse. Allerdings zeigen Oxidkeramiken
bei hohen Temperaturen im relevanten Wellenldngenbereich, also in dem Bereich
maximaler Leistungsdichte der thermischen Strahlung, nur geringe Absorption
(Gryvnak und Burch, 1965, Cabannes und Billard, 1987). Exemplarisch sei dies
in Abb. 1.1 am Beispiel von Aluminiumoxid gezeigt, wobei die Werte fiir den
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Abbildung 1.1: Die spektrale Intensitdt ié und der spektrale Absorptions-
koeffizient ag‘bs von AloOg fiir unterschiedliche Temperaturen. Die Daten fiir

den Absorptionskoeffizienten entsprechen den Angaben von Lingart, Petrov
und Tikhonova, 1982.

Absorptionskoeffizienten o,,s den Angaben von Lingart, Petrov und Tikhono-
va, 1982 entsprechen. Bei einer Temperatur von 2100K entfallen 83% der ab-
gestrahlten Leistung eines schwarzen Korpers auf den Wellenldngenbereich zwi-
schen 0.5 ym und 3.5 um. In diesem Spektralbereich besitzt Aluminiumoxid ein
geringes Absorptionsvermogen. Eine Erh6éhung des Absorptionsgrads kann nach
Park u.a., 2008 und Caps u.a., 1984 durch Beigabe von Triibungsmitteln er-
folgen. Weiterhin beschéftigen sich verschiedene Studien Wang und Tien, 1983,
Hass u.a., 1997 und Rétzer-Scheibe, Schulz und Krell, 2006 mit geeigneten Fa-
serbeschichtungen, um den Strahlungstransport zu minimieren. Sieht man von
der Beimengung von absorbierenden Partikeln oder der Beschichtung der Fasern
ab, so muss der Durchgang von Warmestrahlung in diesem Spektralbereich zu-
vorderst durch Streuprozesse behindert werden. Eine Optimierung oxidkerami-
scher Hochtemperatur-Warmeisolationen muss demnach das Ziel verfolgen, den
Gesamt-Wirkungsquerschnitt der Lichtstreuung im relevanten Lichtwellenléngen-
bereich zu maximieren. Mit der Zielsetzung, keramische Faserisolationen weiter
zu optimieren, wird im Rahmen einer numerischen Vergleichsstudie ein geometri-
scher Ansatz gewahlt, indem konventionelle Fasern durch Hohlfasern substituiert
werden. Die Charakteristik der Wechselwirkung von Licht mit einzelnen Fasern
wird hierfiir mit der Maxwellschen Streutheorie fiir unendlich lange Zylinder bzw.
unendlich lange Hohlzylinder modelliert.

Trotz leistungsstarker Rechner sind Parameterstudien auf Grundlage der Maxwell-
schen Streutheorie zeitlich aufwendig. Dies gilt insbesondere fiir die Untersuchung
mehrfach beschichteter Fasern. Hier steigen die Matrixeintrige des zu losenden
linearen Gleichungssystems quadratisch mit der Anzahl der Schichten einer Faser.
In einer weiteren numerischen Studie wird deshalb mit der ,,Anomalous Diffraction
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Approximation” eine, fiir einfache Zylinder bereits existierende Naherungsmetho-
de fiir Lichtstreueffekte, weiterentwickelt und auf ihre Eignung an mehrlagigen
Zylindern untersucht.

Letztendlich muss es aber gelingen, theoretisch erarbeitete Konzepte zur Optimie-
rung von Faserisolationen auch messtechnisch zu verifizieren. Mithilfe infrarot-
optischer Charakterisierungsmethoden werden die effektiven Streugrofen Albe-
do und Extinktion an einer kommerziellen Faserisolation aus Aluminiumoxid bei
Raumtemperatur und bei einer Temperatur von 1000 °C experimentell bestimmt.
Zusatzlich wird mittels REM-Analyse eine Faserdurchmesserverteilung des Isola-
tionsmaterials erstellt. Aus dieser Verteilung kénnen die effektiven Streugréfen
mithilfe der Maxwellschen Streutheorie fiir den unendlichen Zylinder berechnet
und mit den experimentellen Werten abgeglichen werden. Um Aussagen iiber den
Gesamtwarmetransport zu erhalten, soll die Temperaturleitfahigkeit des Isolati-
onsmaterials von 1000 °C bis zur maximalen Anwendungstemperatur von 1600 °C
experimentell bestimmt werden. Wie aus der Dissertation von Wulf, 2009 her-
vorgeht, bedeutet die Messung der Temperaturleitfahigkeit von schwach Wiér-
me leitenden, heterogenen Proben bei diesen hohen Temperaturen bis dato eine
messtechnische Herausforderung und die etablierten Messmethoden stofen dabei
an ihre Grenzen. Zur experimentellen Untersuchung poroser keramischer Isola-
tionen werden insbesondere die Guarded-Hot-Plate Methode wie bei Kamiuto
u.a., 1982 und Tong und Tien, 1983b oder wie in den Arbeiten von Jackson,
Adams und Millar, 1978 und Davis, 1978 das sogenannte Heifsdrahtverfahren ein-
gesetzt. Oberhalb einer Temperatur von 1000°C kann jedoch nurmehr das Heifs-
drahtverfahren angewendet werden. Ein entscheidender Nachteil der Heifsdraht-
methode ist der enorme Aufwand, der mit der Probenvorbereitung einhergeht.
Entscheidend fiir die Qualitdt der Messergebnisse ist nach Blumm, 2013 und Da-
vis, 1978 ein ausreichender thermischer Kontakt zwischen Probe und Heifsdraht,
welcher auch bei hohen Messtemperaturen erhalten bleiben muss. Dabei ist nach
Blumm, 2013 und Jackson, Adams und Millar, 1978 sicherzustellen, dass kei-
ne chemischen Reaktionen zwischen Heifsdraht und Probe stattfinden. Um Mes-
sunsicherheiten aufgrund thermischer Kontaktprobleme zu minimieren, wird im
Rahmen dieser Arbeit mit der Temperatur-Wellen-Analyse (TWA), eine weniger
weit verbreitete Messmethode auf ihre Eignung hin untersucht. Die TWA ist in
der Literatur auch als Methode von Angstrom, 1861 bekannt. Ihr grundlegendes
Prinzip bildet die Applikation einer periodisch schwingenden Temperaturrandbe-
dingung an einer der Probenbegrenzungen. Wie in den experimentellen Arbei-
ten von Abeles, Cody und Beers, 1960, Tomokiyo und Okada, 1968, Hashimoto
u. a., 1990 und Bhattacharya u. a., 2006 gezeigt, kann durch Detektion von Ampli-
tude und Phasenverschiebung der Temperaturschwingung im Probeninneren die
Temperaturleitfahigkeit des Probenmaterials ermittelt werden. In vorangegangen
wissenschaftlichen Publikationen wurde die TWA bis hin zu Temperaturen von
1000°C angewendet, wobei die Temperaturrandbedingung grundsétzlich an einer
der Stirnflachen einer lang gezogenen Probe realisiert wurde. Die Detektion der
Probenantwort erfolgte dann an der gegeniiberliegenden Stirnfliche. Besonders im
Hochtemperaturbereich wirkt sich diese Vorgehensweise aufgrund der Verlustwér-
mestrome iiber die Probenmantelfliche nachteilig auf die Qualitdt der Messergeb-
nisse aus. In der Regel werden zu geringe Temperaturleitfahigkeiten gemessen. In
dieser Arbeit dagegen wird die oszillierende Temperaturrandbedingung parallel
zur Mantelfliche einer lang gezogenen zylindrischen Probe aus Faserisolationsma-
terial vorgegeben. Die an den Stirnflichen auftretenden Verlustwéirmestrome kon-
nen dann bei hinreichender Probenldnge vernachléssigt werden. Dariiber hinaus
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werden die Temperaturleitfahigkeiten der Proben in einem erhéhten Temperatur-
bereich zwischen 1000°C und 1600°C untersucht.

Im zweiten Kapitel dieser Arbeit werden zunéchst die in dieser Arbeit verwendeten
theoretischen Modelle vorgestellt und beschrieben. Das dritte Kapitel erlautert die
verwendeten experimentellen Methoden. Im vierten Kapitel folgt dann die Ver-
gleichsstudie zwischen Hohlfasern und konventionellen Fasern als Basis einer ke-
ramischen Hochtemperaturisolation. In Kapitel 5 werden die numerischen Resul-
tate der modifizierten Naherungsmethode zur Lichtstreuung vorgestellt und den
Ergebnissen des Maxwell-Modells gegeniibergestellt. Schlieflich werden im sechs-
ten Kapitel die experimentellen Resultate der Hochtemperatur-Charakterisierung
gezeigt und mit theoretischen Vorhersagen verglichen. In einer abschlieffenden Be-
trachtung werden die relevanten Ergebnisse dieser Dissertation zusammengefasst,
ergdnzende Arbeiten vorgeschlagen und ein Zukunftsausblick gegeben. Ein aus-
fithrlicher Anhang liefert Informationen zur Ableitung der verwendeten Gleichun-
gen sowie die Belege fiir die technisch korrekte Implementierung der numerischen
Modelle.
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Theoretische Grundlagen

In diesem Abschnitt werden die Warmetransportmechanismen und die zugeho-
rigen physikalischen Gesetzméfigkeiten, die im Zusammenhang mit dem Wér-
metransport in Faserddmmstoffen stehen, aufgefiihrt und erldautert. Die korrekte
Implementierung der theoretischen Zusammenhénge in Computercode wird im
Anhang durch Abgleich mit Literaturangaben belegt.

2.1 Warmetransport in Faserisolationen

Festkorper- und Gaswéarmeleitung, Konvektion und Wérmeiibertragung durch
Strahlung bilden die Warmetransportmechanismen bei hohen Temperaturen. In
Faserddmmungen mit Rohdichten grofter 20 % kann fiir kleine Temperaturgradi-
enten innerhalb der Isolation die Warmeiibertragung durch Konvektion vernach-
lassigt werden (Stark, 1991, Bhattacharyya, 1980, Raed, 2013). Die verbleiben-
den drei Warmetransportkomponenten sind in der Regel durch Wechselwirkun-
gen miteinander gekoppelt und die effektive Gesamtwarmeleitfahigkeit fciopar ist
folglich eine komplizierte, zusammengesetzte Funktion der den einzelnen Wérme-
transportmechanismen zugeordneten Warmeleitfahigkeiten:

tctotal = f(tcgv tcSa tcrad) ) (21)

wobei tcg die Wérmeleitfahigkeit der gasformigen Komponente bezeichnet, tcg die
Festkorperwarmeleitfahigkeit reprasentiert und der Beitrag der Warmestrahlung
durch tcpaq symbolisiert wird. Die durch die Funktion f ausgedriickten Kopplungs-
effekte bewirken, dass die Gesamtwarmeleitfahigkeit tciotar in der Regel grofser
ausfillt, als die Summe der Beitrédge der einzelnen Warmetransportkomponenten.

2.2 Hohlraumstrahlung und das Plancksche Strahlungs-
gesetz

Die spektrale Intensitét ié eines schwarzen Korpers ldasst sich nach dem Planck-
schen Strahlungsgesetz beschreiben. Fiir die Abstrahlung in ein optisch dichtes
Medium mit dem Brechungsindex n > 1 gilt nach Siegel und Howell, 1992:
)2 2
2h
NT) = (7”;5) T (2.2)
exp (185%) —1

Dabei bezeichnet A die Wellenldnge, co die Vakuumlichtgeschwindigkeit, hj, das
Plancksche Wirkungsquantum und kg die Boltzmann-Konstante. Das Maximum
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I Z | Beobachtungs-
fp richtun
S i
Anderung der Intensitat /
durch

- Streuung

- Absorption

- Emission
0

w=cosg

Abbildung 2.1: Illustration zur Bedeutung von Gl. (2.5) zur Beschreibung
des Strahlungstransportes in partizipierenden Medien. Der Ausdruck p = cos &
entspricht dabei dem Richtungskosinus.

der spektralen Intensitit wird nach dem Wienschen Verschiebungsgesetz mit zu-
nehmender Temperatur zu hoheren Frequenzen verschoben (vgl. Abb. 1.1):

K ien . _
AmaxT = 0 it Kyyien = 2.8978 - 10 m - K. (2.3)

max
nr

Fiir einen konstanten Brechungsindex fiihrt die Integration von Gl. (2.2) {iber alle
Wellenlédngen auf das Stefan-Boltzmann Gesetz fiir die integrale Intensitdt eines
schwarzen Korpers:

; (2.4)

op bezeichnet die Stefan-Boltzmann Konstante.

2.3 Strahlungstransport in partizipierenden Medien

Der Strahlungstransport in partizipierenden, also streuenden und absorbierenden
Medien, wird durch die Strahlungstransportgleichung beschrieben (Chandrasek-
har, 1960). In der eindimensionalen Formulierung fiir planparallele Medien mit
azimutaler Symmetrie (vgl. Abb. 2.1) gilt fiir die Anderung der spektralen Inten-
sitdt in Beobachtungsrichtung:

4+ L1 s,p) =

A
Uext
A 1
w, .
~Ms,p) 0/ du'p (!, ) I (s, 1) + (1 - wA) in(T(s));
——— 2 J4
Abnahme Zunahmg durch Zunahme (2.5)
durch Einstreuung in durch

Extinktion Beobachtungsrichtung Emission
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mit dem Richtungskosinus p = cos§ und s = z/u sowie der Definition der spek-
tralen Albedo wp:

o

wy = 22 (2.6)
Oext

Da fiir den Extinktionskoeffizienten o2, gilt:

A A A
Oext = Osca + Oabs (27)

entspricht der Ausdruck oy (1 —w() dem Absorptionskoeffizienten o} .. Die Pha-
senfunktion p* (i, i) gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass am Ort s aus der Rich-
tung &' einfallende Strahlung der Intensitit I*(s, ') in Richtung é gestreut wird.
Aus I A(s, u) kann die Strahlungswirmestromdichte Graq = ¢raqé abgeleitet wer-
den, es gilt formal (Kaviany, 1991):

0o 1
Grad(s,t) = / dA 2%/ dp I (s, 1, 1) (2.8)
0 —1

und fiir die Divergenz der Strahlungswérmestromdichte folgt nach Kaviany, 1991:

1
divipma(s,1) = [ dNod, [4mid(T(s,1)) — 2m / dul (s, 1, 1)] -
— -1 (2.9)

Emission Absorption

Die Divergenz der Strahlungswérmestromdichte verschwindet somit fiir og‘bs =0.

2.4 Losung der Strahlungstransportgleichung

Fiir die allgemeine Integro-Differentialgleichung Gl. (2.5) sind keine geschlossenen
analytischen Losungen bekannt. Deshalb muss Gl. (2.5) mithilfe spezieller Néhe-
rungsverfahren approximativ gelést werden.

2.4.1 Diskrete Ordinaten-Methode

Bei der sogenannten diskreten Ordinaten-Methode wird das in GI. (2.5) auftre-
tende Integral in eine endliche Summe umgewandelt, d.h., man betrachtet nur
Strahlung die aus verschiedenen diskreten Richtungen auf ein Streuzentrum trifft
und in Beobachtungsrichtung gestreut wird. Fiir isotrope Streuung p*(u/, u) = 1
und den Gewichtungsfaktoren wy fithrt das zu:

1
/_1 dp/ T (s, 1) — delé\(s) : (2.10)

d

Drei-Fluss Naherung der Strahlungstransportgleichung

Fiir die Herleitung und die explizite Darstellung der Drei-Fluss Naherung d €
[—1,0,+41] sei auf die Abhandlungen von Manara, 2001 und Hahn u. a., 1997 ver-
wiesen. Wichtig fiir das Versténdnis der Zusammenhénge in dieser Arbeit ist le-
diglich die mathematische Behandlung anisotroper Streuung. Unter der formalen
Annahme p*(p/, ) = 1 (isotrope Streuung) kann der Ubergang zur anisotropen
Streuung mithilfe des Skalierungskonzeptes aus McKellar und Box, 1981 vollzogen
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werden. Dabei wird die Phasenfunktion p* durch einen Anisotropiefaktor g* er-
setzt und Effektivwerte (hochgestelltes ,,*”) fiir den Extinktionskoeffizienten und
die Albedo eingefiihrt:

1
oh=odal— ) it = LT gl it =05 [ ). (21

Die Strahlungstransportgleichung ist invariant gegen diese Skalierung. Der Ani-
sotropiefaktor ¢ liegt nach Definition zwischen —1 und 1. Ein Wert von g* = —1
wiirde bedeuten, dass die gesamte einfallende Intensitét zuriick gestreut wird und
fiir einen Wert von ¢* = 0 liegt isotrope Streuung vor.

Um die Genauigkeit der Drei-Fluss Naherung abschétzen zu kénnen, wurden in
Manara, 2001 Vergleichsstudien mit Monte-Carlo Simulationen durchgefiihrt. Da-
bei zeigte die Drei-Fluss Naherung Abweichungen zwischen 5 und 10 %.

Zwei-Fluss Niaherung der Strahlungstransportgleichung

Betrachtet wird ein partizipierendes Medium der Lange l¢,, welches zwischen zwei
planparallelen Begrenzungsflichen mit unterschiedlichen, aber jeweils zeitlich kon-
stanten Temperaturen angeordnet ist. Die Temperaturen der Begrenzungsflachen
sind Tiow und Thign mit Thigh > Tlow. Um die sich zwischen den Begrenzungsfla-
chen ausbildende Warmestromdichte berechnen zu kénnen, wird die Transport-
gleichung (2.5) mithilfe der Zwei-Fluss Néherung gelost. In der Zwei-Fluss Nahe-
rung werden im Integral Gl. (2.5) nur zwei entgegengesetzte Richtungen beriick-
sichtigt. Mit der riickwirts gerichteten Intensitéit /2, und der vorwirts gerichteten
Intensitét I il lautet die Matrixgleichung der Intensitéaten:

d (I},\ _( -Ki K I 1 A
#dz< = Ky —K, I, T | ) Tabstp (2.12)

mit den Matrix-Eintragen

Ky = o), + B o), und Ky = grol, . (2.13)
Wie bei Lee, 1988 bezeichnet 5 den Anteil des zuriickgestreuten Lichts bei dif-
fuser Einstrahlung. Zur weiteren Vereinfachung wird den Grenzflachen bei z = 0
und z = lg, der Emissionsgrad eins (Schwarzkorperstrahlung) zugeordnet. Inte-
griert man die Matrixgleichung (2.12) iiber den oberen und unteren Halbraum, so
findet man fiir die Strahlungswirmestromdichte g.,q den Ausdruck (Lee, 1988):

(2.14)

¢ /Asup Zé(Thigh) - .)\(z_iOW)
rad —
At LHlep ( Tobs T 252 sca)

Ober- und Untergrenze der spektralen Integration werden dabei mit A\jpe und Agyp
bezeichnet.

2.4.2 Diffusionsapproximation in zylindersymmetrischen Medien

Gegenstand der Betrachtung ist ein lang gezogenes partizipierendes Medium mit
Zylindersymmetrie und Radius R. In optisch dichten Medien kann die spektrale
Strahlungswérmestromdichte q;\ad nach Azad, 1985 und Modest und Azad, 1980
durch eine Diffusionsgleichung angenihert werden. Im Sinne der Diffusionsna-
herung kann ein Medium dann als optisch dicht betrachtet werden, wenn seine
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optische Dicke 7 = Roeyt einen Wert von mindestens eins annimmt. Physikalisch
bedeutet dies, dass die mittlere freie Weglénge eines Photons wesentlich kleiner
ausfillt als die Abmessung des Mediums R. Eine skalierte Diffusionsndherung fiir
zylindersymmetrische Geometrien kann aus der unskalierten Gleichung fiir aniso-
trope Streuung von Azad und Modest, 1981 abgeleitet werden (Brendel, Seifert
und Raether, 2017b):

d2
dr*A? E

ad (7)) + o qu\ad(T ) — [3 (1 - Wo/\) + 7_*>\2:| Gaa(T)

= 4r(1 — W) NT(T). (2.15)

Fiir die effektive optische Dicke 7** = ro’), und die effektive Albedo wi® gelten
dabei die folgenden Definitionen:

)
A A As) o _ A (1—3%/3)
T =7"1—-w 3), wy' =w .

( 09" /3) 0 Ol—w[’)\g/\/3

(2.16)
Nach Azad und Modest, 1981 bezeichnet §* den sogenannten Anisotropiepara-
meter und nach Kaviany, 1991 entspricht ¢ = §*/3 dem Anisotropiefaktor aus
Gl. (2.11). Somit sind die Skalierungsvorschriften aus Gl. (2.16) fiir die effekti-
ven optischen Kenngrofen der Diffusionsapproximation identisch zu jenen aus
Gl. (2.11) fir die Drei-Fluss Ndherung.

Zur Losung von Gl. (2.15) werden noch zwei Randbedingungen benotigt. Aus
Symmetriegriinden muss die Warmestromdichte g.,q an der Stelle » = 0 zu null
werden. Die Formulierung der Randbedingung an der Stelle r = R gestaltet sich
analog zu Azad und Modest, 1981. Mit den Transformationen aus Gl. (2.11) findet
man (Brendel, Seifert und Raether, 2017b):

1 1 d N 22—\
1— CUS)\ TT/\dT*)‘ (T* Qrad):|7*)\ +2 <6)‘ Qrad(T}*% ) (217)
R

=4 [y (m) (1)

mit der effektiven totalen optische Dicke T]*{\ und dem spektralen Emissionsgrad
der Zylinderumgebung €. Die Randbedingung GI. (2.17) impliziert einen Tem-
peratursprung (jump boundary condition) zwischen Zylinderoberfliche und Um-
gebung (Alonso, 1976). Ein Beleg fiir die Giiltigkeit und die korrekte numerische
Implementierung der Gleichungen (2.15) und (2.17) in Verbindung mit Gl. (2.16)
findet sich im Anhang. Um aus dem Ausdruck Gl. (2.15) fiir die spektrale Warme-
stromdichte q;\ad die Gesamt-Wiarmestromdichte zu erhalten, ist die Integration
iiber alle Wellenléngen durchzufithren. Aus numerischen Griinden wird hierfiir
die kontinuierliche Variable A\ durch diskrete spektrale Bander m = [Ay, Am1]
ersetzt. Damit wird die Planck-Funktion in Gl (2.15) zu (Siegel und Howell, 1992):

Amit - 2hyco? 1
im = (nm)Z/ dA ;’g‘) : . (2.18)
o
" exp ()J?BT> -1
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Der Brechungsindex n]", wie auch die Albedo und die Extinktion, werden dann
konsequenterweise als Planck-gemittelte Grofen definiert:

X [ (exp (1) —1)] -
oo o (5) 1)

wobei der Platzhalter X stellvertretend fiir die Extinktion, die Albedo oder den
Brechungsindex steht. Die Festlegung der Wellenléngenintervalle erfolgt tempera-
turabhéngig nach der Regel i)' = zg“Ll Fiir jedes Wellenldngenband m ergeben
sich demnach identische Werte fiir die abgestrahlte Leistung. Numerische Berech-
nungen mit Gl. (2.15) erfolgen dann mittels eines Finite-Differenz-Schemas (vgl.

Anhang C).

m

: (2.19)

2.4.3 Strahlungswarmeleitfihigkeit

Die Strahlungswarmeleitfahigkeit in optisch dichten Medien tc.,q wird héufig mit
dem sogenannten Rosseland-Diffusionsmodell berechnet. Als Beispiele seien die
Arbeiten von Stark, 1991, Reiss und Ziegenbein, 1985, Lee und Cunnington, 2000
und Daryabeigi u. a., 2011 genannt. Nach Siegel und Howell, 1992 entspricht die
Rosseland-Diffusionsgleichung auf formale Weise dem Fourier-Gesetz der statio-
niren Warmeleitung. In Analogie zur Festkorper-Wiarmeleitfahigkeit findet man
fiir die Strahlungswéarmeleitfahigkeit den Ausdruck (Siegel und Howell, 1992):

dA. (2.20)

16n,205T° Asup ] GiS(T)
tcrad i
A

3 inf F)\ 8IP(T)
I ist dabei ein efge}{tlver Extinktionskoeffizient. Ferner ist die Rosseland-Ge-
wichtungsfunktion 57 ET; definiert als die partielle Ableitung der von einem schwar-
zen Strahler abgestrahlten spektralen Intensitat, nach der bei gleicher Temperatur
abgestrahlten Gesamtintensitét (Siegel und Howell, 1992):

. hpco
alg(T) — Ehp2003 1 oxp (kBp)‘T) (2 21)
oI,(T 2 Aok > c 2 '
»(T) B OB [GXP(IZ;AOT) 4}

2.4.4 Gekoppelter Gas-Festkorper Warmetransport

Das in dieser Arbeit genutzte Grundmodell zur Bestimmung des gekoppelten Gas-
Festkorper Warmetransports beruht auf der Arbeit von Fricke, 1924 und wurde
von Bhattacharyya, 1980 und Stark, 1991 unter folgenden Annahmen fiir die
Bestimmung der Warmeleitfahigkeit in Faserisolationen weiterentwickelt:

e Gas und Fasern bilden ein homogenes Medium, welchem eine Gesamtwér-
meleitfahigkeit tcgy zugeordnet werden kann.

e Die Wechselwirkung von Fasern und Gas kann iiber eine Einheitszelle ge-
mittelt werden.

e Die Fasern sind als lang gezogene Sphéroide beschreibbar.



2.4. Losung der Strahlungstransportgleichung 11

Abbildung 2.2: Schaltbild der Wairmeleitwiderstinde des Grundmodells
As_g1 (vgl. GI.2.22), des Kontakt-Wirmeleitwiderstands AL' und des Gas-

Wirmeleitwiderstands AL .

Nach Stark, 1991 findet man fiir tcse den Ausdruck:

C—1
e ) , 2.22
tesg tcblk( +1+Vr(1+Z(Cr—1)/(Cr+1))> 222

und C; = tcg/tepuk bezeichnet das Verhéltnis der Warmeleitfahigkeiten des Fa-
sermaterials und des Gases. Vi = pg,/ (pbulk — prp) ist das Verhéltnis aus dem
Volumen der Fasern und des Gases. Der Parameter Z représentiert den Anteil
der Fasern, welche senkrecht zum &duferen makroskopischen Warmestrom orien-
tiert sind. Fiir rdumlich isotrop orientierte Fasern gilt Z = 0.66. Im Grundmodell
Gl. (2.22) werden die Fasern als unendlich lang angenommen. Dies bedeutet fiir
einen vorliegenden Temperaturgradienten, dass jede Faser eine Verbindung von
der warmen zur kalten Seite herstellt. Dies ist in realistischen Faserisolationen so
nicht der Fall, sondern die Verbindung von der warmen zur kalten Seite entsteht
iiber Kontaktstellen zwischen den Fasern mit der Kontaktflache A.. Um diese
Kontaktwérmetibertragung zu beriicksichtigen, schlagt Stark, 1991 eine Modifi-
kation des Modells dahingehend vor, dass dem Warmeleitwiderstand des Grund-
modells As_g1 eine Parallelschaltung von Kontakt-Wirmeleitwiderstand A_' und
Cas-Wirmeleitwiderstand A_' in Reihe geschaltet wird (vgl. Abb. 2.2). Nach
Stark, 1991 erhélt man durch Einbeziehung der Faserkontakte flir die Wérmeleit-
fahigkeit tcgg1, den Ausdruck:

Of ofe + 1 1 -1
teset, = (O + 1 <g+ g ) , 2.23
58 ( & ) tesg Ofg  tcg + tepukCsb ( )
mit dem Kopplungsparameter Cg,
4rqt A
Oy, = Ll (2.24)
OtgTar

Der Anschlussfaktor Ay betrachtet die verschiedenen Moglichkeiten der Faserori-
entierung innerhalb einer Faser-Gas-Einheitszelle mit Faserradius r; und nimmt
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Richtung des Warmestroms
Kontakt : .

2164y Faser+Gas

% _________________ 4 Zelle

2:r4 Gas
1

Faser

<Act Ofg'Act

Abbildung 2.3: Illustration zur Faser-Gas-Finheitszelle. r1 entspricht dem
Auflenradius der Faser.

nach Stark, 1991 im Mittel den Wert 0.611 an. Weiterhin beschreibt a, den rela-
tiven Kontaktradius (Stark, 1991):

1/3
a =05 310 1= Vi | . (2.25)
(pouie/prp)” ES

Hier bezeichnet py den externen Druck und E{ﬂﬁﬁ sowie nglllk reprisentieren den
Elastizitdtsmodul und die Poissonzahl des Fasermaterials. Die entsprechenden
Gleichungen aus Stark, 1991 zusammengefasst, ergibt sich fiir die Héhe der Faser-
Gas-Zelle 0¢gy (vgl. Abb.2.3):

1 T Pbutke €08 0\ /2
S +1=— , (2.26)
sin g 2pip

und fiir die Breite oy der Faser-Gas-Zelle findet man entsprechend (Stark, 1991):

1/3
op +1 = ( Poulk/ Pp ) (2.27)
g - . 2 ’ ’
COS o SN Yo [1-5” (1 - Ugslkygﬁlk) po/E{f{ﬁﬂ]

Mit ¢ wird der mittlere Faserorientierungswinkel bezeichnet. Fiir rdumlich iso-
trope Fasern gilt geméf den Ausfiihrungen von Stark, 1991: cos(pg) = 0.54.
2.4.5 Gekoppelter Gesamtwarmetransport

Im transienten Fall wird die zeitabhingige Entwicklung des Temperaturprofils
nach der inhomogenen Fourier-Gleichung beschrieben:

0 .
PtpCp éT(a:i, t) - tcsgb ALaplT(l’i, t) = —dlvqmd (:ci, t) N (2.28)

wobei x; stellvertretend fiir die Koordinaten eines geeigneten Koordinatensys-
tems steht. Die Gl. (2.28) muss im allgemeinen iterativ gelost werden. Anhand
von GI. (2.9) sieht man, dass die Stérke der Kopplung von Strahlungswirmetrans-
port und Gas-Festkorperwéirmetransport vom Absorptionskoeffizienten bestimmt
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Zylinder

Schnitt

Abbildung 2.4: Geometrische Verhiltnisse fiir die Lichtstreuung an einem
einzelnen (mehrschichtigen) Zylinder.

wird. Bei hinreichend kleiner Absorption kénnen die gekoppelte Gas-Festkorper
Warmeleitfahigkeit Gl. (2.23) und die Strahlungswérmeleitfahigkeit durch Addi-
tion zur effektiven Gesamtwirmeleitfahigkeit berechnet werden (vgl. Reiss und
Ziegenbein, 1985).

2.5 Maxwell-Modell der Lichtstreuung an Fasern

Wie in den vorangegangen Arbeiten von McKay, 1984, Wang, Kumar und Tien,
1987, Tong und Tien, 1983a, Tong und Tien, 1983b und von Lee und Cunnington,
2000 wird die Streutheorie fiir einen in der Lénge unendlich ausgedehnten geraden
Zylinder auf die Einzelfaser eines Faserisolationsmaterials angewendet. Man geht
also davon aus, dass die Langen und die Kriimmungsradien der Fasern wesentlich
grofer, sind als der Faseraufienradius r; und die Lichtwellenlénge A.

2.5.1 Lichtstreuung an einzelnen Fasern

Bei der Modellbildung geht man von einem dispersen Medium aus, welches sich
aus lang gezogenen, diinnen und zylinderférmigen Strukturen zusammensetzt. Die
Annahme unabhéngiger Streuung, also die Vernachléssigung elektromagnetischer
Wechselwirkungen wie Interferenz und Vielfachstreuung, ist dann gerechtfertigt,
wenn die Dichte des Mediums ausreichend niedrig und damit der Abstand zwi-
schen den Streukorpern geniigend grofs ausfillt. Die Streuvorgénge an individu-
ellen Zylindern konnen dann als isoliert von ihrer Umgebung betrachtet werden.
Damit gilt fiir die Wirkungsquerschnitte von Streuung und Extinktion das Super-
positionsprinzip und die Gesamt-Wirkungsquerschnitte des betrachteten Mediums
werden aus der Summe der Wirkungsquerschnitte der einzelnen Streukorper ge-
bildet. Die unabhéngige Streuung bedeutet somit eine wesentliche theoretische
Vereinfachung bei der Behandlung von Streuphdnomenen.

Die Abb. 2.4 veranschaulicht die Streuung am unendlichen, homogenen oder mehr-
schichtigen Zylinder bei schridgem Lichteinfall. In Form einer ebenen Lichtwelle
breitet sich die einfallende Strahlung in Richtung éi,. aus, wobei der Vektor é;,.
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in der durch die Richtungsvektoren der Koordinatenachsen x¢ und z; aufgespann-
ten Ebene liegt. Der Winkel zwischen der Koordinatenachse x¢ und éj,. sei als
Einfallswinkel ¢ definiert. Wie in Abb. 2.4 dargestellt, liegt der Richtungswinkel
der gestreuten Lichtwelle auf einem Kegelmantel, dessen Offnungswinkel durch
den zum Einfallswinkel ¢ komplementaren Winkel ¢, festgelegt ist. Ferner schlie-
Ren die Richtungswinkel der einfallenden Welle é;,,. und der gestreuten Welle €y,
den sogenannten Streuwinkel £ ein. Der Beobachtungswinkel wird mit 6 bezeich-
net und die Polarisation der einfallenden Lichtwelle sei in einem Fall transver-
sal magnetisch (TM,I) und im anderen Fall transversal elektrisch (TE,II). Das
Streu-Problem einer ebenen Welle am unendlichen Zylinder ist bereits durch die
Arbeiten von Wait, 1955 bzw. Lind und Greenberg, 1966 analytisch gelost. Auch
fiir die analoge Problemstellung zweier konzentrischer Zylinder Shah, 1970 bzw.
Farone und Querfeld, 1966 und ebenso fiir den allgemeinen Fall beliebig vieler
konzentrischer Zylinder, Barabas, 1987 existieren die analytischen Losungen. In
dieser Arbeit wird die Lichtstreuung an mehrschichtigen Zylindern mit bis zu
drei Lagen untersucht. Wesentliche Teile des in Barabas, 1987 vorgestellten For-
malismus mussten deshalb numerisch implementiert werden. Aufgrund mehrerer
Druckfehler sind die Darstellungen von Barabas, 1987 (vgl. Anhang A.1.1) aber
nicht direkt verwendbar. Deshalb wird die Losung des Streuproblems aus den
Maxwellgleichungen an dieser Stelle umfassender dargestellt, wobei sich die Ab-
handlung an den Ausfiihrungen von Barabéas, 1987, Kerker, 1969 und van de Hulst,
1981 orientiert.

Kann die Zeitabhéngigkeit der elektrischen und magnetischen Feldgrofen durch
exp(iwt) ausgedriickt werden, so kénnen die Maxwellgleichungen in folgende Form
gebracht werden (vgl. Jackson, 1999 bzw. van de Hulst, 1981):

rot H = ikm?2E

rot B = —ikH
divH =0
div <m2E> —0, (2.29)

wobei k = 2w/ der Wellenzahl entspricht und ein nichtmagnetisches Medium
(uy = 1) vorausgesetzt wird. Mit m wird der komplexe Brechungsindex bezeichnet.

Fiir diesen gilt:

9 Ao
m-=e —1 .

> (2.30)

In GIl.(2.30) bedeuten ¢, die dielektrische Suszeptibilitdt und e die elektrische
Leitfahigkeit des betrachteten Mediums. Um eine Losung der Gleichungen (2.29)
darzustellen, miissen sich die Feldgrofsen F und H nach van de Hulst, 1981 durch
die Hertz-Vektoren @ und v ausdriicken lassen:

E =" rotroti + rotd (2.31)
mk
H = —m rot i+ %rot rot . (2.32)

Dabei miissen @ und ¢ auch gleichzeitig die Helmholtzgleichung erfiillen (van de
Hulst, 1981):

>

[Apapl + m?E?] ( ) =0. (2.33)

>
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Das Symbol Apap in Gl (2.33) représentiert den Laplace-Operator in Zylinder-
koordinaten. Nach van de Hulst, 1981 ldsst sich ferner zeigen, dass fiir den ma-
gnetischen Hertz-Vektor @ und fiir den elektrischen Hertz-Vektor ¢ nur die zur
Zylinderachse parallelen z-Komponenten von null verschieden sind:

@ =(0,0,u) und v = (0,0,v). (2.34)

Damit reprasentiert u die TM-polarisierte Komponente und v die TE-polarisierte
Komponente der Feldgrofsen.

Auferhalb des Zylinders wird das Gesamtfeld durch eine Superposition der ein-
fallenden Welle mit der gestreuten Lichtwelle gebildet (van de Hulst, 1981):

utotal uinc uSc@
( Utotal = ,Uinc + pSca : (235)
Die Randbedingungen sind durch die Stetigkeitsbedingung fiir die Tangentialkom-
ponenten des elektrischen und des magnetischen Feldes an den Ubergéngen in ein
anderes Medium festgelegt.

Die einfallende ebene Welle kann in Zylinderkoordinaten geschrieben werden als
(Barabas, 1987):

uine Upol . .
e | = exp [—ik (x cos ¢ + zsin¢)] , (2.36)
v Vol
wobei Upol, Vool den Polarisationsgrad gewichten und Upol, Voot € [0, 1] sowie
Upoll® + [Vool|> = 1 gilt. Zum Beispiel ist fiir Voo = 0 und Uy = 1 die ein-
fallende Welle vollstéandig TM polarisiert.

Fiir die Anpassung an die Randbedingungen ist es vorteilhaft, die einfallende Wel-
le nach Bessel-Funktionen, in sogenannte Partialwellen zu entwickeln (Barabas,
1987):

o0

uinc B Upol .
< pine ) - ( Vpol ) Z Fn,hinc (0,2) In (llnCT) : (237)

n=—oo

Dabei bezeichnet J,, die Bessel-Funktion erster Art und fiir F,, (6, 2), hinc und
linc gelten die Zusammenhange:

Fn’hinc (97 Z) = (_Z)n eXp I:_/L (hincZ + ne)] (238)
Rine = ksin ¢ (2.39)
linc = (kQ - hi2nc) 12 . (240)

Die Intensitit der einfallenden Lichtwelle I, lésst sich mit den Gleichungen
(2.31), (2.32) und (2.36) sowie dem Ausdruck fiir den zeitgemittelten Poynting-
Vektor:

<S> - 80—0Re (E x 131“) (2.41)

s

schreiben als (Barabas, 1987):

Iine = ‘<‘§>‘ = %kz C052 QZ) (Up012 + Vp012) . (242)

Zur Bestimmung der Hertz-Potentiale v und v und der daraus resultierenden elek-
tromagnetischen Feldgrofen der gestreuten Lichtwelle werden die Losungen der
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Helmbholtzgleichung (2.33) verwendet. Diese sind von der Form (Barabas, 1987):

() () ()
u ; B ;
o = no g, (09 & no)y,a0)

Dabei kennzeichnet Y,, die Neumann-Funktion der Ordnung n. Der Index j €
[0,1,2,..., L] durchlduft die einzelnen Zylinderschichten (5 > 0) mit den zugeho-
rigen Brechungsindizes m;, wobei sich der Index j = 0 auf den Aufenbereich des
Zylinders mit dem Brechungsindex mg bezieht. Die Kennzahlen n indizieren die
Partialwellen und [; gehorcht dem Ausdruck (Barabas, 1987):

Foh,. (0,2) . (2.43)

;= [(mik)? — h2.]"* . (2.44)

mc
Nach Gl. (2.35) werden die u9) und v\9), welche die Gesamtfeldgrofen im Zylin-
derinneren und die der gestreuten Lichtwelle (j = 0) definieren, aus der Superpo-

sition der einzelnen Partialwellen v’ und v’ gebildet (Barabéas, 1987):

() 0 ()

u u

) ): Z ( ) ) (2.45)
( v n=—o00 U”J

Die Partialwellen ugf ) und vr(lj ) mit j €10,1,2,..., L] werden durch die Beziehun-
gen aus Gl. (2.43) beschrieben. Die Partialwellen auferhalb des Zylinders u? und
v (fiir j = 0) definieren zusammen mit den ™™ und v'*° die Partialwellenkoeffi-

zienten des dufkeren Gesamtfelds, welches sich nach Gl. (2.35) aus den Feldern der
einfallenden und der gestreuten Welle zusammensetzt:

U%Otal ug U o
(i )= () (0 ) e 020 ). 219

n
Die Koeflizienten der Partialwellen b$§ ), By(Lj ) , b${ ), By(Lj ) miissen derart gewahlt wer-
den, dass folgende drei Bedingungen erfiillt sind (Barabés, 1987):

1. ugj ) und vr(lj ) nehmen global endliche Werte an.

2. Im Fernfeld gehen die gestreuten Partialwellen asymptotisch in die Form
einer abklingenden Zylinderwelle iiber. Der von der Radialkoordinate r ab-
héngige Teil der Partialwelle muss demzufolge proportional zum Ausdruck
exp (—ilor) / (lor)1/2 sein.

3. Die Tangentialkomponenten der elektrischen Felder E, und der Magnetfel-
der H,, sind an den Ubergiingen in ein Medium geéinderter optischer Dichte
stetig.

Fiir r — 0 gilt Y;,, — oo und Bedingung (1) fordert demzufolge:

B = AF) =9, (2.47)

n n

Die einzige Linearkombination aus J,, und Y;,, welche Bedingung (2) erfiillt, fithrt
auf die sogenannte Hankel-Funktion zweiter Art:

Hn(l()?“) = Jn(loT‘) — iYn(lo’l“) y (2.48)
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und dies fithrt unmittelbar zu:
b0 — B0
0) = —;40) (2.49)

anp,

Driickt man die Gl (2.31) und (2.32) in Zylinderkoordinaten aus, so findet man
nach Kerker, 1969 beziiglich der einzelnen Partialwellen fiir die Komponenten von
E, und H,:

~ h 0 n
G) - _=~> ~. "
En mOkor™ 7"
() inhinc 0
E = - : n — 5 Un
on m(ﬂ)k‘ru 87“U
19
o —
zn m(])k
. inm(J) hio O
(j) - mm- finc O
Hyn r Un + k arU”
G _ 9, ihine
Hg, =m 87“un kr "
A il
HY) = —~Un (2.50)

Bedingung (3) ist dann erfiillt, wenn die Komponenten Ey,, Hy,, E., und H,,
an den Materialiibergingen (Index b) stetig sind:

By Y (ry,0,2) = By (1,0, 2)
H(gi_l)(rb, 0,z) = HQ(Z) (rp, 0, 2)
ES;L_D (rbv 07 Z) - E,gl:l) (T’b, 9; Z)
HE VD (ry,0,2) = HE (ry, 0, 2), (2.51)

wobei b € [1,2,...,L] und n = £1,£2,... Mit den Gleichungen (2.43), (2.46)
und (2.50) fithren die Stetigkeitsbedingungen aus Gl. (2.51) auf ein lineares Glei-
chungssystem mit 4L Gleichungen fiir die 4L unbekannten Koeffizienten einer
jeden Partialwelle n (Barabas, 1987):

2

Fall1: X, - P, =Dy,
Fall IT: X, P, = Dii - (2.52)

Fall I bezieht sich auf eine einfallende Lichtwelle mit TM-Polarisation und Fall II
entsprechend auf eine TE-polarisierte einfallende Lichtwelle. Die gesuchten Felder
der gestreuten Welle sind vollsténdig durch die Koeffizienten b%og , aﬁz, bﬁ])n und

(0)

ayy,, bestimmt. Da im weiteren Verlauf dieser Arbeit nur noch diese Koeffizienten
beﬁétigt werden, bleibt die Indizierung durch ,,(0)” fortan unterdriickt. Auferdem
kann die Reihenfolge der 4L Gleichungen derart gewahlt werden, dass die Koeffi-
zienten der gestreuten Welle in den Vektoren der unbekannten Koeffizienten ]51771
und Py, die ersten beiden Eintréige darstellen (vgl. Gl (2.51) fiir aufsteigenden



18 Kapitel 2. Theoretische Grundlagen

Index b):

A

PI,I’;l = [bl?n, aLn...]
Pff,n = [brin, A1) - (2.53)

Vermoge der Cramerschen Regel lassen sich die Koeffizienten der gestreuten Welle
formal ausdriicken durch:

det(OZhD
In = "% —
det X,
det 5n
ar, = g ; (2.54)
det X,

wobei OnI durch Substltutlon der ersten Spalte von X mit Dnl geblldet wird
und analog geht On 1 aus der Substitution der zweiten Spalte von X durch
Dn 11 hervor. Erganzend werden im Anhang die Vektoren DI n und DH . sowie die

4L x 4L Matrix X fir L € [1,2, 3] explizit aufgefiihrt.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit sind nur die Grofen des Fernfeldes (r >> X)
von Interesse. Fiir r/A — oo geht die Hankel-Funktion aus Gl. (2.48) asymptotisch
gegen den Ausdruck (Watson, 1966):

Hy(lor) = <7rl20r>1/2 exp [—z’ (lor - 2": 17r>] . (2.55)

Mit dieser Fernfeldndherung findet man fiir die Partialwellenkoeffizienten der ge-
streuten Lichtwelle aufierhalb des Zylinders:

(0) 2 T T
u A 11 412
< o ) ~\ wlor eXp[ (lorJrthz 4” ( Ty Tho > ’ (2.56)

mit der sogenannten Amplituden-Streumatrix 7Tj,,, deren Komponenten nach
Bohren und Huffman, 1983 wie folgt definiert sind :

T11(0) = Z brn, exp (—ind) = bro + 2 Z br , cos (nd)

n=—oo n=1
T12(0 Z bir,n exp (—ind) = —2i Z bir, sin (n0)
n=—oo
T51(0 Z ar, exp (—ind) —QZZaInsm (n0)
n=-—00
o
T2 (0) = Z ary, exp (—ind) = ao + 2 Z ari,, cos (nd)
n=-—o00 n=1

(2.57)

Wobei die ag, und by, die jeweiligen Koeffizienten fiir eine einfallende TM-
polarisierte Welle darstellen und die ayr, und by, entsprechende Losungen fiir
eine Welle mit TE-Polarisation bezeichnen.
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Im Fernfeld gilt nach van de Hulst, 1981 fiir die Komponenten des Extinktions-
querschnitts:

4
Coaim(®) = 7 Re{Tim(0 = 0,9)} , (2.58)
und fiir den entsprechenden Streuquerschnitt:
A 2 2w )
Cleatm(®) = — | [Tim(6, 9)|"d6 . (2.59)
T Jo

An dieser Stelle wurde die spektrale Eigenschaft der Wirkungsquerschnitte durch
das hochgestellte A hervorgehoben. Aufserdem erscheint die funktionale Abhén-
gigkeit der Wirkungsquerschnitte vom Einfallswinkel ¢ explizit.

Fiir eine einfallende unpolarisierte ebene Welle findet man fiir den Gesamt-Ex-
tinktionsquerschnitt (Kerker, 1969 bzw. van de Hulst, 1981):

\ 0
Cé\xt(¢) = ; Re Z (bI,n + aILn) ) (260)

n=—oo

und weiterhin gilt fiir den Gesamt-Streuquerschnitt C2,(¢):

A o0
Cs/\ca<¢) = ; ‘b1,0’2 + ‘CL1170|2 + 2 Z (‘bl,n‘2 + ‘GII,n‘Q + 2‘[)117”’2) . (2~61)
n=1
Fiir die Herleitung der Gesamt-Wirkungsquerschnitte wurde die Beziehung ay,, =
—brr,, von Kerker u.a., 1966 genutzt. Fiir den Absorptionsquerschnitt C;\bs(¢)

muss schliefslich gelten:

Cabs(9) = Cl(9) — Cltal9) (2.62)

Wie aus der Herleitung hervorgeht, sind die mit a, und b,, bezeichneten Koeffizi-
enten der Partialwellen sowohl Funktionen des Einfallswinkels, des Grofenpara-
meters a = 2771 /A als auch der komplexen Brechungsindizes des Zylindermedi-
ums. Man beachte, dass im Gegensatz zu Streukérpern mit endlicher Ausdehnung
die Wirkungsquerschnitte (Gleichungen (2.60) bis (2.62)) des unendlich langen
Zylinders nicht die Dimension einer Fléche, sondern einer Lénge aufweisen. Die
Wirkungsquerschnitte des unendlichen Zylinders sind daher als Grofe pro Léan-
geneinheit aufzufassen (vgl. Bohren und Huffman, 1983).

Im Fernfeld findet man fiir die von den Winkeln 6 und ¢ abhéngige Verteilung
der gestreuten Intensitét den Ausdruck (Kerker, 1969 bzw. van de Hulst, 1981):

[|b1,o + ZZbLn cos(nd)|? (2.63)
n=1

o0 o0
+ larro + 2 arn cos(n)[? + 4 [bir, sin(nd)|?| .

n=1 n=1

1
- T

a0, 0)

Die Gleichungen (2.60) bis (2.63) zeigen den zweidimensionalen Charakter der
Lichtstreuung am unendlichen Zylinder. Im Gegensatz zur Mie-Streuung, also der
Streuung elektromagnetischer Wellen an kugelférmigen Objekten, sind die Wir-
kungsquerschnitte und die Intensitéatsverteilung vom Einfallswinkel ¢ abhéngig.
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Mittlere Wirkungsquerschnitte

Bei rdumlich isotroper Ausrichtung der Fasern erhélt man die mittleren Wirkungs-
querschnitte von Extinktion und Streuung durch Mittelung {iber alle Einfallswin-

kel:
e - " {0(0), )} cos s (2.64)

Die Streu- und Extinktionskoeflizienten oeyt, 0sca sind definiert als das Produkt
aus der Anzahl der Fasern pro Volumeneinheit N und dem entsprechenden Wir-
kungsquerschnitt Ceyxt bzw. Csea. In realen Faserisolationen erwartet man anstelle
monodisperser Fasern vielmehr eine Verteilung an Faserdurchmessern. Unter der
vereinfachten Annahme einer diskreten Durchmesserverteilung entsprechen die je-
weiligen Gesamtgrofen des Streu- und Extinktionskoeffizienten dann der Summe,
der mit ihrem Eigenvolumenanteil v, gewichteten Einzelgrofen, des Streu- bzw.
des Extinktionskoeffizienten (Lee und Cunnington, 1998).

{ Ooxty O, } lﬁbZN{ ext,g» scag}‘ (2-65)

Dabei wird angenommen, dass alle Fasergattungen eine identische Lange lgp, auf-
weisen. Die Grofe Ny = fyvg/ (Aglay) entspricht dann der Anzahl an Fasern pro
Volumen einer bestimmten Fasergattung g. Mit A, wird dabei die Querschnitts-
flache der jeweiligen Fasergattung bezeichnet. Im Falle einer Hohlfaser berechnet
sich die Querschnittsfliche zu Ay = 7 (r? —r3).

2.5.2 Phasenfunktion fiir raumlich isotrop orientierte Fasern

Die Phasenfunktion p* liefert die Information iiber die winkelabhéingige Ver-
teilung der gestreuten Intensitdt und ist allgemein definiert als der durch den
Gesamt-Streuquerschnitt normierte differentielle Streuquerschnitt. Den Gleichun-
gen (2.61) und (2.63) zufolge gilt dann fiir eine einzelne Faser (Lee, 1990b):

A ZbCa(9 ¢)
™ Ca(9)

Im allgemeinen Fall einer Vielzahl von Fasern mit beliebiger Anordnung ist nach
Lee, 1990b die resultierende Phasenfunktion p* eine Funktion des Azimutwinkels
# und des Polarwinkels £ der gestreuten Lichtwelle und zudem eine Funktion des
Einfallswinkels ¢ der eintreffenden Lichtwelle. Eine Ausnahme bildet in diesem
Zusammenhang die rdumlich isotrope Faseranordnung. Hier ist die Phasenfunk-
tion unabhangig vom Einfallbwinkel und besitzt azimutale Symmetrie. Demzufol-
ge ist die Phasenfunktion p; lediglich eine Funktion des polaren Streuwinkels €.
Der tiefgestellte Index ,r” dient hier der Kennzeichnung einer raumlich isotropen
Faseranordnung. Die Ableitung der Phasenfunktion p(¢) geschieht nach der in
McKay, 1984 vorgestellten Methode unter Verwendung der Beziehung zwischen
dem Streuwinkel &, dem Beobachtungswinkel 8 und dem Komplementérwinkel ¢.:

N0, ¢) = (2.66)

cos & = cos fsin ¢ + cos? ¢ . (2.67)

Dabei werden zunichst die Verteilungen der gestreuten Intensitit i}, (6, ¢) fiir
samtliche Einfallswinkel zwischen 0 und 7/2 nach Gl. (2.63) berechnet. Dann wird
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das Intervall (0,7) fiir den Streuwinkel £ in Ny, dquidistante Subintervalle un-
terteilt. Fiir zwei Streuwinkel & und &», welche jeweils kleiner als der zweifache
Komplementarwinkel ¢. sind, liefert die Beziehung Gl. (2.67) die zugehérigen Win-
kel f; und 6,. Die gestreute Intensitit i*(0, ¢) im Intervall zwischen #; und 6
wird dann dem Intervall zwischen £; und &3 zugeordnet. Diese Schritte werden fiir
sdmtliche Subintervalle ausgefiihrt.

Schlieflich muss die abgeleitete Phasenfunktion p} (£) noch der folgenden Normie-
rungsbedingung geniigen:

/ " pM(E)sing'de = 2. (2.68)
0

In Anhang A.1.3 wird gezeigt, dass der fiir diese Arbeit entwickelte Algorith-
mus zu identischen Werten wie in der Literatur fithrt. Man beachte, dass obige
Herleitung der Phasenfunktion fiir rdumlich isotrop angeordnete Fasern von der
in Wang, Kumar und Tien, 1987 dargestellten Formulierung abweicht. Analog
zur Berechnung der Extinktions- und Streuquerschnitte, wird in Wang, Kumar
und Tien, 1987 die Phasenfunktion p)(¢) aus der Mittelung der Streuintensité-
ten 2., (0, ¢) iiber alle Einfallswinkel gebildet. Dadurch bleibt etwa der Umstand
unberiicksichtigt, dass ein um mehr als 45 Grad zur Einfallsrichtung geneigter Zy-
linder keine Riickwértsstreuung zeigt, also im Bereich zwischen 90 und 180 Grad
des Streuwinkels £ keinen Beitrag zur Phasenfunktion liefert.

Aus der Phasenfunktion p(¢) kann ein Anisotropiefaktor g* abgeleitet werden
(Modest, 2013):

1
9= 0.5/ PR (€) cos Edcos € . (2.69)
1

2.5.3 Wirkungsquerschnitte der Riickstreuung

Mit dem Anisotropiefaktor aus Gl. (2.69) konnen mittels Gl. (2.11) effektive Wir-
kungsquerschnitte bzw. effektive Streu- und Extinktionskoeflizienten fiir unidirek-
tionalen Strahlungseinfall berechnet werden. Im praktischen Einsatz sind Warme-
isolationen aber weitestgehend diffuser Einstrahlung ausgesetzt, wobei die Fasern
innerhalb der thermischen Isolation verschieden zur rdumlich isotropen Anord-
nung orientiert sein kénnen. Nach Lee, 1993 empfiehlt es sich, diesen Gesichts-
punkt im theoretischen Modell zu beriicksichtigen und effektive Wirkungsquer-
schnitte {iber den Anteil der riickwérts gestreuten Strahlung bei diffuser Ein-
strahlung zu definieren. Mit der parallelen und der rdumlich isotropen Faser-
orientierung werden im Rahmen dieser Arbeit nur zwei technologisch relevante
Faseranordnungen in thermischen Isolationen betrachtet. In Lee, 1988, Lee, 1989
und Lee, 1990b wurde bereits der allgemeine Fall beliebiger Faserorientierungen
untersucht. Lee geht in seiner Darstellung von den Phasenfunktionen individueller
Fasern aus, welche eine beliebige Orientierung relativ zur einfallenden Strahlung
aufweisen konnen. Der diesbeziigliche Formalismus erscheint dadurch komplex
und ist aufgrund einer Vielzahl an benétigten Fallunterscheidungen fiir eine nu-
merische Implementierung wenig geeignet. In der vorliegenden Arbeit wird deshalb
eine alternative Herleitung der speziellen Riickstreu-Parameter fiir die parallele
und rédumlich isotrope Faserorientierung unternommen, wobei die Darstellung in-
tuitiv aus geometrischen Betrachtungen folgt. Unter der Annahme einer diffus
emittierenden ebenen Quelle versteht man unter der Riickstreuung 8 den An-
teil des (gestreuten) Lichts, welcher in den unteren Halbraum (vgl. Abb. 2.5)
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oberer
Halbraum

unterer
Halbraum

diffus emittierende Ebene (1)

Abbildung 2.5: Geometrische Veranschaulichung zur Herleitung des Wir-
kungsquerschnitts der riickwirtsgerichteten Streuung B im Falle riumlich
1sotrop angeordneter Fasern unter diffuser Finstrahlung.

zuriickgestreut wird. Zunéchst wird der Fall rdumlich isotrop angeordneter Fa-
sern untersucht. Wie in Abb. 2.5 veranschaulicht, werden der obere und untere
Halbraum durch eine parallel zur Einfallsebene gedachte Hilfsebene unterteilt.
Der Richtungsvektor éin. (Abb. 2.5) symbolisiert die Richtung des eingestrahlten
Lichts und definiert zugleich die Drehachse des Azimutwinkels . Den Anteil der
Strahlung, der unter einem bestimmten Einfallswinkel in den unteren Halbraum
zuriickgestreut wird, erhélt man demzufolge durch Integration der Phasenfunkti-
on iiber die Streu- und Azimutwinkel £ und #. Wie man Abb. 2.5 entnimmt, sind
die Integrationsgrenzen fiir den Azimutwinkel 6., Funktionen des Streuwinkels &
und des Einfallswinkels 1. Mit einer notwendigen, den Streuwinkel £ betreffenden
Fallunterscheidung, ergibt sich fiir 6 (Brendel, Seifert und Raether, 2016):

cos(¥gt) = (W)’ T2-p<ES5HY (2.70)
Ocrit = 2 7T/2+'¢<€§7r-

Unter Beriicksichtigung sdmtlicher Einfallsrichtungen findet man schlieflich fiir
den Anteil der Riickstreuung /5, den Ausdruck (Brendel, Seifert und Raether,
2016):

N . o
Br - 47[_/(; /71—/2_1/) chlt(§;w>pr (5) SlH€Slnwd§dw_ (271)

Mit p(€) wird die in Abschnitt 2.5.2 definierte Phasenfunktion fiir rdumlich iso-
trop angeordnete Fasern bezeichnet. Aus Gl. (2.71) folgt schlieflich unmittelbar
die Definition des Wirkungsquerschnitts der Riickstreuung B}

wobei éica durch Gl. (2.64) definiert ist. Man beachte, dass der in dieser Arbeit
abgeleitete Ausdruck in Gl.(2.71) von der in Lee, 1989 gezeigten Formulierung
abweicht. Wahrend in Lee, 1989 der Integrationskern zur Berechnung von (5, von
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Faser—__ " Ebene (2)

Halbraum /

unterer

diffus emittierende

Ebene (1) @
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Abbildung 2.6: Geometrische Veranschaulichung zur Herleitung des Wir-
kungsquerschnitts der rickwdrtsgerichteten Streuung By, im Falle parallel an-
geordneter Fasern unter diffuser Finstrahlung.

der Streuverteilung (0, ¢) aus Gl (2.63) gebildet wird, basiert der Ausdruck in
Gl. (2.71) auf der direkten Integration der Phasenfunktion p)(¢). Es sei aber dar-
auf hingewiesen, dass die Formulierung in GI. (2.71) eine vom Einfallswinkel ¢
unabhéingige Phasenfunktion voraussetzt und daher lediglich eingeschrénkte Giil-
tigkeit besitzt. Die Herleitung des Wirkungsquerschnittes der Riickstreuung B,
fiir eine parallele Faseranordnung (tiefgestellter Index ,p”) erfordert eine andere
Herangehensweise. Wie in Abb. 2.6 veranschaulicht, miissen zur Herleitung von
By, zwei diffuse Einfallswinkel ¢ und 1 beriicksichtigt werden. Die Integration der
Streuverteilung 2., (6, ¢) der GI.(2.63), iiber ¢, 1 und den Azimutwinkel 6 im
gesamten unteren Halbraum ergibt den Anteil der Riickstreuung ﬁﬁ\' Bei der In-
tegration muss beachtet werden, dass die Integrationsgrenzen des Azimutwinkels

6 vom Einfallswinkel ¢ abhéngig sind (Brendel, Seifert und Raether, 2016):

3
™ ™ ST .\

fo 2 0 /2 7r2 2— Zsca(07 ¢) COS ¢d9 dyy do
o = i (2.73)

T2 2N (0, ¢) cos ¢ dO do

Bei diffuser Einstrahlung berechnen sich die gemittelten Wirkungsquerschnitte
der parallelen Faseranordnung identisch zu GI. (2.64). Somit findet man fiir den
Wirkungsquerschnitt der Riickstreuung B;‘ den Ausdruck:

A AAA
Bp = 5pCsca. (2.74)

Die an dieser Stelle abgeleiteten Formulierungen Gl. (2.73) und Gl. (2.74) bilden im
Vergleich zu den Ausfithrungen in Lee, 1988 und Lee, 1990b hinsichtlich der Dar-
stellung und der numerischen Implementierung eine Vereinfachung, gelten aber
nur in dem dargestellten Spezialfall der diffusen Einstrahlung in eine parallele
Faseranordnung.
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Abbildung 2.7: Geometrische Veranschaulichung der abhdngigen Lichtstreu-
ung an einer Vielzahl von parallelen (mehrschichtigen) Zylindern nach Lee,
1992.

2.5.4 Abhingige Streuung am Zylinder Ensemble

Die Annahme voneinander unabhéngig streuender Korper lasst sich im Falle sehr
dicht gepackter Streukorper nicht aufrechterhalten. Nach Lee, 1990a und Lee, 1992
miissen die Wechselwirkungen zwischen den Streukorpern in Form von Vielfach-
streuung und Interferenzerscheinungen beriicksichtigt werden. Eine exakte ana-
lytische Losung fiir den schriagen Lichteinfall (¢ >= 0) existiert nur fiir ein En-
semble von parallel angeordneten Zylindern. Die diesbeziiglichen geometrischen
Verhéltnisméahigkeiten werden in Abb. 2.7 gezeigt. Die skizzierte Problemstellung
wird mithilfe der Randelementmethode gel6st, wobei sich nach Lee, 1992 zeigen
lasst, dass die Koeffizienten der Partialwellen der abhingigen Streuung aus den
entsprechenden Koeffizienten der Einzel-Streuung konstruiert werden kénnen:

ﬁ/ ﬁ/ bde;; bin%
Vit Wia ey | =9 ( aIi’rfd ) : (2.75)
War Waa Ay s Ljn

Die Untermatrizen Wiy, Wi, Wo; und Was lauten in ausgeschriebener Form:

Wit = 6jk0ns + (1 — 8) GIb, (2.76)
Wan = 8jk0ns + (1 — 853,) Giralid,, (2.77)
Wig = —Wa = — (1 — 6,3 Gi’;a'}gdn. (2.78)

Man beachte, dass in Lee, 1992 ein Druckfehler in den Indizierungen der Parti-
alwellenkoeflizienten der abhéngigen Streuung vorliegt. In den vorhergehenden
Ausdriicken Gl. (2.76) bis Gl (2.78) bedeutet § das Kroneckersymbol und der
hochstehende Index ,,ind” kennzeichnet die Koeflizienten der Partialwellen bei
unabhéngiger Streuung. Weiterhin bezeichnen die Indizes I(TM) und II(TE) die
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Polarisation der einfallenden Welle und ©; reprasentiert die jeweilige Phasenver-
schiebung von der einfallenden Welle zu den einzelnen Zylindern (Lee, 1992):

©; =exp [—zkmj\ cos ¢ cos (2 + '}’j)] . (2.79)

Q bezeichnet dabei den azimutalen Einfallswinkel der einfallenden ebenen Licht-
welle und Rj symbolisiert den Abstand des j-ten Zylinders vom Koordinatenur-
sprung (vgl. Abb. 2.7). Die Kopplungsfunktion G{CZ“ in GL (2.76) bis Gl. (2.78)
beschreibt die elektromagnetische Wechselwirkung zweier Zylinder j und k. Die
zugehorigen Partialwellen-Koeffizienten der Zylinder j und k sind durch s bzw. n
indiziert (Lee, 1992 und Lee, 1990a):

G = (=) H o (lo| Rag ) exp [i (= + ) ] (2.80)

Mit H wird wiederum die Hankel-Funktion zweiter Art bezeichnet. Im Argument
der Hankel-Funktion bedeutet Iy = k cos ¢ mit dem Brechungsindex der Zylinder-
umgebungen mg = 1. Weiterhin ist ]:?,kj der Abstandsvektor und ~;; der Winkel
zwischen dem j-ten und dem k-ten Zylinder (vgl. Abb. 2.7). Vertauscht man in
den Gleichungen (2.75) bis (2.78) die Indizierungen I und II sowie die Koeffizienten
a und b, so erhélt man unmittelbar die entsprechende Losung fiir eine einfallende
TE-polarisierte Welle (Lee, 1992). Fiir senkrechten Einfall (¢ = 0) verschwinden

die Nicht-Diagonalelemente Wi und Way; der Koeffizientenmatrix in GI. (2.75).
Aus den Partialwellenkoeffizienten der abhéngigen Streuung lassen sich die Wir-
kungsquerschnitte von Extinktion und Streuung im Fernfeld berechnen. Fiir eine

einfallende TM-polarisierte Welle findet man fiir die Amplituden-Streumatrix den
Ausdruck (Lee, 1992):

N oo
(depﬁ 13 ) =57 S exp{ikcos 6R; [cos (15 — 7)—cos (75 + )]}

j=1ln=-o00

(2.81)

2 2 bmd
-exp[mwm)](g“ g) (o )
21 22 sJT

Fiir die Ausdriicke der Extinktionsquerschnitte ergibt sich (Lee, 1992):
Codn(0. ) _ 20 & S~ o= [ W Wi | (b
Eae ) By 3 (W) () e
Cext12(0, ) @ Tinm—eo \ W21 W ar;
und fiir die Streuquerschnitte findet man nach Lee, 1992:

€ € >\
{Cain (@) O} = 5 | T ()R T . (2.83)

Analog dazu ergeben sich die Ausdriicke fiir T2dle P und TQdQe P Cgfg 21> C’ng 99 bezie-

hungsweise Csczpﬂ, ngjm durch Vertauschen von I und IT im Ausdruck fiir die

Partialwellenkoeffizienten der unabhéngigen Streuung.



26 Kapitel 2. Theoretische Grundlagen

2.5.5 Numerische Bestimmung der Partialwellenkoeffizienten

Die Berechnung der Bessel-Funktionen erfolgt {iber die in der Numerik-Software
Scilab implementierten Routinen. Als Abbruchkriterium fiir die Reihenentwick-
lung in Gl. (2.45) dient das Kriterium von Bohren und Huffman, 1983, welches
nach Schéfer, 2011 auch fiir die Berechnung der Wirkungsquerschnitte bei abhén-
giger Streuung verwendet werden kann:

Nerit = Pm +4(kr)3 + 2] . (2.84)

Das lineare Gleichungssystem fiir die 4L unbekannten Koeffizienten einer jeden

Partialwelle a,, und b,, wird mit der Methode der LU-Zerlegung gelost (vgl. z. B.

Bérwolff, 2015).

Die Winkelauflssung bei der Berechnung der zuriickgestreuten Anteile 3 bzw.
r); betragt fiir den Einfallswinkel ¢ stets ein Grad und fiir den Winkel der Beob-

achtungsrichtung 6 grundsétzlich ein halbes Grad. Hohere Auflésungen fiihren zu

keiner relevanten Anderung in den Ergebnissen.

2.6 Naherungslosung der Zylinderstreuung

In diesem Abschnitt wird die zur ndherungsweisen Berechnung der wellenldngen-
abhéngigen Extinktion genutzte Anomalous-Diffraction-Approximation (ADA)
vorgestellt. Als Maf fiir die Strahlungswechselwirkung wird in diesem Zusam-
menhang die sogenannte Extinktionseffizienz eingefiihrt:

C)\

ext (2.85)

Que =
ext T 9
Ageo

mit dem geometrischen Querschnitt Age, des Streukorpers. Zur Illustration der
geometrischen Verhéltnisse dient Abb.2.8. Eine unter dem Winkel ¢ einfallende
ebene Lichtwelle der Intensitat I;,. mit der Amplitude 1 fallt auf einen mehrschich-
tigen Zylinder, wobei die Aufsenradien der einzelnen Zylinderschichten mit 71, ro
und r3 bezeichnet sind. In der ADA wird nun angenommen, dass der Weg der
ebenen Lichtwelle innerhalb und aufterhalb des Zylinders geradlinig verlauft. Wei-
terhin wird die Fresnelsche Reflexion an den Grenzflachen vernachléssigt. Somit
erfahrt die Lichtwelle beim Durchlaufen des zylindrischen Objekts keine Verdnde-
rung der Amplitude, sondern lediglich eine Phasenverschiebung. Diese Idealisie-
rungen entsprechen den Ausfithrungen von van de Hulst, 1981 fiir die ndherungs-
weise Behandlung der Lichtstreuung an Zylindern und Kugeln und reduzieren
das Streuproblem prinzipiell auf ein reines Interferenzphidnomen. Die Phasenver-
schiebung 5/§D A(2) zwischen der Intensitdt der einfallenden Lichtwelle [in. und
der Intensitdt innerhalb des Zylinders Iy gehorcht dem Ausdruck (van de Hulst,
1981):

OApa (@) = 2k(m1 — Dy (2), (2.86)

wobei die geometrische Weglénge y; (x) definiert ist durch:

yi(z) = (2.87)

In GI. (2.87) wird eine schrig einfallende Lichtwelle durch Division mit cos ¢ be-
riicksichtigt. Wie in Abb. 2.8 dargestellt, wird der Einfallswinkel ¢ dabei durch die
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Abbildung 2.8: Darstellung der geometrischen Verhdltnisse zur Berechnung
der Phasenverschiebung 6Ap, (7).

Oberflaichennormale des Zylinders und die Richtung der einfallenden Lichtwelle
vorgegeben. Bei der Betrachtung mehrlagiger Zylinder sind zur Berechnung von
(5/’§D A () zusétzlich Fallunterscheidungen notwendig. Fiir das in Abb. 2.8 gezeigte
Beispiel eines aus drei Schichten aufgebauten Zylinders setzt sich, abhéngig von
der Koordinate z, die geometrische Weglénge aus Abschnitten mit unterschiedli-
chen optischen Eigenschaften zusammen. Somit gilt fiir die Phasenverschiebung
62pa (@) (Brendel, Seifert und Raether, 2017a):

Falll: =z > 0 & z < r3

Fall2: =z > r3 & o < 1ro (2.88)

Fall3: =z > rm & = < n
Fall 1: 03pa(2) = oy [(ms — D)ys + (m2 — 1) Aysz + (mq — 1) Ayai]
Fall 2: 6ipa(z) = % [(m2 — D)ya + (m1 — 1) Aya]
Fall 3: 0}pa(z) = %@) [(m1 = D)yi]

(2.89)

mit den nachfolgenden Definitionen:

ys= /3 —a% =113 —a% oy =] - (2.90)

Ayso = yo —y3; Ayo1 = y1 — Yo.

Nach van de Hulst, 1981 nimmt das Feld der einfallenden Welle im gesamten
Raum den Wert 1 an und wird nur innerhalb des Zylinders durch exp [—i63p ()]
ersetzt. Zur Intensitit I\, = 1 der einfallenden Welle wird demnach (innerhalb
der Zylinderfliche) die Intensitéit exp [—i6Ap, ()] — 1 addiert. Diese addierte
Intensitédt beschreibt dann nach van de Hulst, 1981 die Intensitdt der gestreuten
Welle. Die spektrale Extinktionseffizienz Q2. selbst, wird durch Integration iiber

die Zylinderschnittflache berechnet (van de Hulst, 1981):

QA = ZRe /07‘1 {1 — exp [—iéngA(ac)} } dx . (2.91)
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Das Babinetsche Prinzip fordert, dass fiir grofe Werte des Grokenparameters a
die Extinktionseffizienz gegen einen asymptotischen Grenzwert von zwei konver-
giert (Born und Wolf, 1970). Man kann analytisch zeigen, dass in Verbindung mit
Gl. (2.86) und demnach fiir einen homogenen Zylinder, diese Bedingung durch
Gl. (2.91) erfiillt wird (vgl. Anhang C). Numerische Analysen ergaben zudem, dass
auch im Falle schichtweise aufgebauter Zylinder das Babinetsche Prinzip durch
Gl. (2.91) erfiillt wird. Ein entsprechendes Beispiel wird im Anhang C.2 gezeigt.
Aus Griinden der Vollstandigkeit sei noch erwihnt, dass fiir reale Brechungsindi-
zes, Streueffizienz Q2., und Extinktionseffizienz Qext identisch sind.

Der aus der Maxwellschen Streutheorie resultierende Ausdruck fiir die Extink-
tionseffizienz wird nach Cohen und Alpert, 1979 aus dem Extinktionsquerschnitt
Gl (2.60) durch Division mit dem geometrischen Querschnitt Ageq = 21 cos(¢)
berechnet:

1

krqicos ¢

Qo () = Re Z (brn + a11n) - (2.92)

—0o0
Die Extinktionseffizienz zuféllig angeordneter bzw. raumlich isotrop orientierter
Fasern wird analog zu den Wirkungsquerschnitten aus Gl. (2.64) durch Mittelung
tiber alle Einfallswinkel ¢gup, = 7/2 bestimmt:

_ ¢sup
Qs = [ Q@) cosoio. (2.93)

Zur Losung von Gl. (2.91) wird die Scilab-Integrationsroutine verwendet. Scilab
verwendet dabei eine 21-Punkt-Gauk-Kronrod-Quadratur (vgl. z. B. Uberhuber,
2013).

2.7 Mie-Streuung

Analog zur Streutheorie fiir den unendlichen Zylinder lassen sich dquivalente Aus-
driicke fir die spektralen Wirkungsquerschnitte von Streuung und Extinktion fiir
sphérische Streukorper formulieren. Im Fernfeld gilt nach Kerker, 1969:

sph )‘72 - . sph sph
Coxt = o Z (27 +1)Re (aj +b; >

+ bSPh‘Q} . (2.94)
J

Die Kennzeichnung als spektrale Grofie mit dem hochgestellten Index A entfallt

hier aus Griinden der Ubersichtlichkeit. Die Partialwellenkoeffizienten aj-ph und

bj-ph lassen sich mithilfe der sogenannten Ricatti-Bessel-Funktionen berechnen
(Kerker, 1969). Diese werden im Anhang explizit aufgefiihrt. Weiterhin existiert
nach Hottel und Sarofim, 1967 ein analytischer Ausdruck fiir den Anisotropiefak-
tor ¢*Ph:

J + 2 sph sph sph [ ;sph ¢
wCSph Z{ j+1 [a“j (aj-i-l) + b (bj—i—l) ]

ext j=1

e () 29
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Kapitel 3

Probenmaterial, experimentelle
Methoden und Apparaturen

Zuerst wird das zu charakterisierende Probenmaterial beschrieben. Im Anschluss
werden die Methoden und Apparaturen vorgestellt, die bei der Untersuchung des
Probenmaterials Anwendung finden. Aukerdem werden das jeweilige Messprinzip
und die Vorgehensweise der Probencharakterisierung erlautert.

3.1 Das Probenmaterial

Als Probenmaterial wurde das kommerziell erhéltliche Faser-Isolationsprodukt
UltraBoard A99 der Firma M. E. SCHUPP Industriekeramik GmbH & Co. KG
gewahlt UltraBoard A99 - High Temperature Insulation Board containing 99%
Alumina up to 1600°C 2015. Den Angaben des Herstellers zufolge werden die
polykristallinen Fasern aus AlsO3 mit einem Reinheitsgrad von 99 % angefertigt.
Die Durchmesser der Fasern liegen dabei zwischen 3 — 5um. Vor der Probenfer-
tigung wurde das Isolationsmaterial bei der maximalen Anwendungstemperatur
von 1600°C getempert. Dadurch soll vermieden werden, dass wihrend der eigent-
lichen Experimente eine zu starke Schwindung der Proben erfolgt.

3.2 Infrarot optische Charakterisierung

Die infrarot-optische Charakterisierung beinhaltet die Messung der effektiven op-
tischen Transportparameter Albedo und Extinktion aus Gl. (2.11). Fiir die Mes-
sung bei Raumtemperatur und bei hohen Temperaturen werden zwei verschiedene
Apparaturen verwendet. Als Proben wurden flache Scheiben mit einem Aufsen-
durchmesser von 20.0040.15 mm und einer Dicke von 1.004+0.15 mm bereitgestellt.
Um planparallele Probenstirnflachen zu gewéhrleisten, wurden die Scheiben auf
einer konventionellen Drehbank abgestochen.

3.2.1 Raumtemperaturmessung mit der Ulbrichtkugel

Die Ulbrichtkugel erméglicht die spektrale Messung des gerichtet-hemispharischen
Reflexions- und Transmissionsgrades (Rgn und Ty ). Der schematische Aufbau ist
in Abb. 3.1 gezeigt. Die Innenfléche der Ulbrichtkugel weist eine hochreflektierende
Beschichtung auf, um ein moglichst isotropes Strahlungsfeld im Innern der Kugel
zu erzeugen. An der Ober- und Unterseite der Ulbrichtkugel befindet sich jeweils
eine Offnung. Vor einer dieser Offnungen wird die Probe angeordnet. Im Falle der
Reflexionsmessung (Abb. 3.1a) bleibt die Ulbrichtkugel auch gegeniiberliegend of-
fen und gerichtete Infrarotstrahlung trifft auf die der Kugelinnenfliche zugewandte
Stirnfliche der Probe. Zur Transmissionsmessung (b) hingegen wird auch die der
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Abbildung 3.1: Reflexionsmessung (a) und Transmissionsmessung (b) mit

der Ulbrichtkugel.

Probe gegeniiberliegende Offnung mittels eines Reflexionsstandards verschlossen.
Die gerichtete Infrarotstrahlung fallt auf die der Ulbrichtkugel abgewandten Sei-
te der Probe. In beiden Verfahren wird das Strahlungsfeld in der Ulbrichtkugel
von einem Spektrometer erfasst. Im kurzwelligen Spektralbereich von 0.4 um bis
2 pm wird ein Gitterspektrometer (Lambda 950 der Firma Perkin Elmer) und
im langwelligen Bereich zwischen 2 ym und 8 pm ein Fourier-Transformations-
Spektrometer Vertex 70v mit externer Ulbrichtkugel der Firma Bruker eingesetzt.
Zur Kalibrierung der Messanordnung dient ein Reflexionsstandard. Aus den expe-
rimentell ermittelten spektralen Reflexions- und Transmissionsgraden (Rg, und
Ten) werden mittels der Drei-Fluss Naherung der Strahlungstransportgleichung
(2.5) der effektive spektrale Extinktionskoeffizient o, und die effektive Albe-
do wg aus GIl. (2.11) bestimmt (Manara, 2001). Der Standardfehler bei der Mes-
sung des gerichtet-hemisphérischen spektralen Transmissions- und Reflexionsgra-
des betragt geméf Manara u.a., 2000 etwa 0.01. Nach den Ausfithrungen von
Manara, 2001 ist bei der Fehlerbetrachtung auch die Auswertung der effektiven
optischen Transportparameter mittels der Drei-Fluss Naherung zu beriicksichtigen
(vgl. Kap. 2.4.1). Eine detaillierte Darstellung des Versuchsaufbaus, des Messprin-
zips und der Auswertemethode findet man in Manara, 2001.

Die experimentellen Untersuchungen an den bereitgestellten Proben sowie die Be-
rechnung der effektiven optischen Transportparameter wurden vom Bayerischen
Zentrum fiir angewandte Energieforschung e. V. in Wiirzburg durchgefiihrt.

3.2.2 Messung mit der Black-Body-Boundary Conditions Me-
thode bei hoher Temperatur

Mit der Black-Body-Boundary Conditions Anlage (BBC) konnen folgende spek-
trale Grofen normal zur Probenoberfliche gemessen werden:

e gerichteter Emissionsgrad
e gerichtet-hemispharischer Transmissionsgrad
e gerichtet-hemisphérischer Reflexionsgrad

Das grundlegende Messprinzip bildet die Variation der Probenumgebung bzw.
deren Randbedingungen. Die Probenumgebung wird dabei aus einem zweiteili-
gen schwarzen Korper gebildet, welcher die Probe vorder- und riickseitig umgibt.
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Abbildung 3.2: Schema der Black-Body-Boundary-Conditions-Methode zur
Bestimmung der spektralen Gréfien: Gerichteter Emissionsgrad, gerichtet-
hemisphdrischer Transmissionsgrad und gerichtet-hemisphdrischer Reflexi-
onsgrad.

Die Temperatur des schwarzen Korpers kann nun vor und hinter der Probe auf
unterschiedlichen Temperaturen (73, und T}, mit 73, < T3,) festgehalten werden.
Vier mogliche Konfigurationen durch Variation der Temperatur sind in Abb. 3.2
dargestellt. Die Probe selbst wird in einem separaten Ofen auf eine Temperatur
T > Ty, gebracht und anschliefsend im Strahlengang der BBC-Anlage positioniert.
Fiir den in Abb. 3.2a gezeigten Fall setzt sich die gemessene Intensitit wie folgt
zusammen (Manara u. a., 2008):

(T, Th) = (T)MT) + [RA(T) + Tgh(T)} iNTy), (3.1)

exp p
mit dem gerichteten Emissionsgrad eé\ (T):

Ie)\xp (T7 Tb) - 7’;\ (Tb)
) = =5 - )

(3.2)

Aus der in Abb. 3.2d gezeigten Anordnung erhélt man fiir die gemessene Intensitét
(Manara u. a., 2008) :

I (T, Tw) = X(T)iM(T) + Rgh(T)—i—Tg’\h(T)} AN, (3.3)

exp p 1%
mit dem gerichteten Emissionsgrad eg‘ (T') (Manara u. a., 2008):

13 (Ta Tu) - Zg(Tb)

exT) = e"%(T) mPYG (3.4)

Die in Abb. 3.2b und Abb. 3.2¢ abgebildeten Konfigurationen erlauben schlief-
lich die Messung der spektralen Transmissions- und Reflexionsgrade. Fiir den in
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Abb. 3.2b gezeigten Fall gilt fiir die gemessene Intensitét:

LT, Ty, Ty) = g (T)in(T) + Ry (T)in(Th) + T (T)in(Tu),  (3.5)

und fiir Messanordnung Abb. 3.2¢ folgt analog (Manara u. a., 2008):

Lo (T, Ty, Ty) = eg(T)in(T) + Ry, (T)ig(Tw) + Ty (T)in(Ty) . (3.6)

exp

Die gesuchten Ausdriicke fiir den gerichtet-hemisphérischen Reflexions- und Trans-
missionsgrad findet man nach Manara u. a., 2008 durch Subtraktion von Gl. (3.5)
und GI. (3.1) bzw. Subtraktion von Gl. (3.6) und Gl. (3.3):

(T, ) — 15, (T, Ty, Ty

) = = XP (3.7)
gh in(Th) — ip(Tw)

R)\ _ Ig\xp(Tv Ty, Tb) - Ie)\xp(Tv TH) (3 8)
gh NTy) — iM(Tw)

Aus den gemessenen spektralen gerichtet-hemisphérischen Reflexions- und Trans-
missionsgraden wird mittels einer speziellen Losung der Strahlungstransportglei-
chung (Drei-Fluss Ndherung) der effektive spektrale Extinktionskoeffizient und die
effektive spektrale Albedo berechnet (Manara u. a., 2008). Bei der BBC-Methode
betragt der Standardfehler bei der Messung des gerichtet-hemisphérischen spek-
tralen Transmissions- und Reflexionsgrades nach den Angaben von Manara, 2001
etwa 0.04. Eine detaillierte Darstellung des Versuchsaufbaus, des Messprinzips
und der Auswertemethode der BBC-Methode findet man in Manara, 2001 und
Manara, 1997. Die experimentellen Untersuchungen an den bereitgestellten Pro-
ben bei 1000°C' und die Berechnung der effektiven optischen Transportparameter
(vgl. Manara, 2001), wurden ebenfalls vom Bayerischen Zentrum fiir angewandte
Energieforschung e. V. in Wiirzburg durchgefiihrt.

3.3 Laser-Flash Analyse

Die Laser-Flash Analyse bezeichnet ein transientes Messverfahren zur Bestim-
mung der Temperaturleitfihigkeit. Grundlegende Forschungsarbeiten beziiglich
der Entwicklung dieser Messtechnik gehen in die 1960er Jahre zuriick Parker u. a.,
1961, Cape und Lehman, 1963 und Larson und Koyama, 1968. Der Ablauf des
Messverfahrens besteht darin, dass eine Seite einer planparallelen Probe durch
einen kurzen Laserpuls erhitzt wird. Um die Temperaturleitfadhigkeit auch unter
hoheren Temperaturen bestimmen zu kénnen, wird die Probe in einem Ofen er-
warmt (vgl. Abb. 3.3). Aus der zeitlichen Entwicklung des Temperaturprofils der
Gegenseite kann die Temperaturleitfahigkeit der Probe bestimmt werden. Am ein-
fachsten gelingt dies iiber die Anstiegszeit ¢ /5 - der Zeitspanne von der Anregung
bis zum Erreichen des halben Maximalwerts der Temperaturmesskurve:

2

!
k=138 —2_ (3.9)
12

Die Bezeichnung lg, reprasentiert hier die Probendicke. Gewohnlich werden zur
Auswertung aber wesentlich komplexere Methoden genutzt. Diese basieren auf der
Greenschen Funktion des Randwertproblems der eindimensionalen zeitabhéngigen
Fouriergleichung mit formal konvektiver Warmeiibertragung an den Stirnflachen
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Abbildung 3.3: Das Prinzip des Laser-Flash Verfahrens.

(Carslaw und Jaeger, 1959). Als Apparatur wurde das kommerzielle System LFA
457 der Firma Netzsch benutzt. Das Gerédt nutzt fiir die thermische Anregung
einen ND:YAG-Laser mit einer Laserwellenldnge von 1.064 um. Die Absorption
von Aluminiumoxid bei dieser Wellenlidnge ist sehr gering (vgl. Abb.1.1) und die
Proben miissen notwendig mit einer Graphitschicht an den Stirnflichen versehen
werden. Die zylindrischen LFA-Proben mit einer Dicke zwischen 2.5 und 3.0 mm
wurden ebenfalls auf einer konventionellen Drehbank hergestellt.

3.4 REM-Mikroskopie

Fiir die Ermittlung einer Fasergrofsenverteilung der Warmeisolation wurde ein
Rasterelektronenmikroskop (REM) der Firma Zeiss vom Typ Supra 25 verwen-
det. Eine Beschreibung der prinzipiellen Funktionsweise eines REM findet sich
beispielsweise in Schmidt, 2012. Die Faserproben wurden zunéchst in einem Ach-
atmorser zerkleinert und anschliefend in einem zylindrischen Gefaf fiir ca. 30
Minuten durch Rotation homogenisiert. Etwa 5 mm?® Probenmaterial wurden auf
einem leitfihigen Kohlenstoffklebestreifen mit einer Fliche von 5cm? verteilt.
Die Beschleunigungsspannung betrug 10kV bei einem Arbeitsabstand von 8 mm
- auf eine leitfdhige Beschichtung der Probe wurde verzichtet. Fiir die Bildge-
bung wurden ausschlieflich Sekundérelektronen gerastert, wobei die Auswahl der
Bildausschnitte zuféllig erfolgte. In jedem Bildausschnitt mussten mindestens drei
verschiedene Einzelfasern mit gleicher Tiefenschéarfe erkennbar sein. Die Durch-
messer wurden geometrisch aus der Normalen von parallelen Faserabschnitten bei
einem Vergroferungsfaktor von 6000 bestimmt.

3.5 Thermal-Wave Analyse

Wie in der Einleitung bereits erwahnt, bildet eine oszillierende Temperaturrand-
bedingung die Grundlage der TWA-Methode zur Bestimmung der Temperatur-
leitfdhigkeit. Anhand der Verdnderung der Temperaturschwingung innerhalb der
Probe hinsichtlich Phase und Amplitude kann auf die Temperaturleitfahigkeit ge-
schlossen werden. Im Folgenden werden die theoretischen Zusammenhéange, der
realisierte experimentelle Aufbau und der Ablauf der Messungen erlautert.
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Abbildung 3.4: Prinzipskizze des periodisch beheizten Zylinders.

3.5.1 Theorie des periodisch erwarmten Zylinders

Vorausgesetzt wird ein axial unendlich ausgedehnter Zylinder mit Radius R, wel-
cher zum Zeitpunkt ¢t = 0 auf konstantem Temperaturniveau Ty, liegt und fiir
t > 0 von einer harmonischen Temperaturschwingung aufierhalb des Zylinders
konvektiv angeregt wird. Die Anregung soll dabei homogen iiber den Umfang des
Zylinders erfolgen (vgl. Abb. 3.4).

Die zu losende Grundgleichung dieser Problemstellung ist die homogene Fourier-
gleichung in Zylinderkoordinaten:

0 0?2 10
pcp&T(r, t) —tc [87“2 + rar] T(r,t)=0. (3.10)

Fiir Ty, = 0 gilt an der Stelle R die Randbedingung:

0
ET(T, t)|r=r + hraT(R,t) =0, (3.11)
wobei hyq einen relativen Warmeiibergangskoeffizienten bezeichnet. Als Antwort-
funktion T'(r,t) auf einen Temperatursprung T,y der Umgebung (des Zylinders)
zum Zeitpunkt ¢ = 0 findet man (Carslaw und Jaeger, 1959):

Jo(XnT)
R (Xn + hre]) JO()ZHR) ’

T(r,t) = — 2hpe Zexp Xn/ft (3.12)

mit den Bezeichnungen r fiir die Radialkoordinate und x fiir die Temperaturleit-
fahigkeit. Nach Carslaw und Jaeger, 1959 lassen sich die X, aus den Nullstellen
der folgenden Gleichung bestimmen:

XJ1(XR) = hyaJo(XR) - (3.13)

Die J1 und Jy représentieren dabei Bessel-Funktionen erster Art von der Ordnung
null bzw. eins. Fiir eine kosinusférmige Anregung ist formal das Faltungsintegral
aus der Impulsantwort, also der zeitlichen Ableitung von GI. (3.12) und der anre-
genden Kosinusfunktion mit der Winkelgeschwindigkeit w zu 16sen (vgl. Anhang
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B). Man findet (Brendel, Seifert und Raether, 2017b):

T(r,t) = Re { icaTexJo(c167/ R) exp (iwt) }

V2icyJi(e16) +dcaJo(c1s)

— Jo(xnr/R) exp(—xawt/c})
+ \/§C2Texz (X%/Czll T 1) (X% + %C%) JO(Xn) ) (314)

n=1

mit den Bezeichnungen ¢; = R(w/ /{)%: dimensionsloser Parameter; ¢o = v/2Rhyel:
dimensionsloser Parameter; Tey: Amplitude der thermischen Anregung;

¢ = exp(3im/4): komplexe Grofe. Aukerdem gilt x, = xnR. Der linke Term in
Gl. (3.14) beschreibt den stationéren Zustand der periodischen Schwingung, wo-
gegen das Einschwingverhalten durch den zweiten Term in Gl. (3.14) abgebildet
wird. Die Beitriage dieses Terms gehen aufgrund des negativen Exponenten in der
Exponentialfunktion mit zunehmender Zeit gegen null.

In den Gleichungen (3.12) und (3.14) kann eine homogene Anfangstemperatur
T > 0 durch einfache Addition derselben berticksichtigt werden. Fiur Ty, >
1000°C wird der Warmeiibergang zwischen Zylinderoberfliche und Umgebung im
Wesentlichen durch den Austausch von Warmestrahlung erfolgen. Sind die Tempe-
raturunterschiede zwischen Zylinderwand und Umgebung sehr klein im Vergleich
zur mittleren Zylindertemperatur Ti,, so kann der Strahlungsaustausch durch
einen Konvektionsterm beschrieben werden und der Warmeiibergangskoeffizient

hrel wird zu:
heel = 4T3 ope” tc. (3.15)

Der effektive Emissionsgrad ist dabei definiert als:

e = (1/egp + ua (1/ey — 1)1, (3.16)

Ry
wobei e, und €, die spektral integrierten Emissionsgrade der Zylindermantelfla-
che und einer den Zylinder umgebenden virtuellen zylindrischen Wand bezeichnen.
Wenn nur das stationdre Temperaturprofil als Funktion der Radialkoordinate
r von Interesse ist, so ldsst sich der linke Term in Gl. (3.14) in folgender Form

darstellen:
T(r,t) = Texn(r) cos(wt — v(r)), (3.17)

wobei 7(r) den sogenannten Amplitudenverlustfaktor und v(r) die Phasenver-
schiebung als Funktion der Radialkoordinate r repréasentieren. Mit den folgenden
Abkiirzungen:

Gi(er, e2) = % [Re(J1(c16)) — Im(J1(e1s))] — Im(Jo(eis)) (3.18)
Gler,e2) = [Re( i (ex6)) + Im(a(exs))] + Re(ofers), (3.19)
C3(r,c1) = Re(Jo(c1s7/R)) (3.20)
Ca(r,c1) = Im(Jo(cisr/R)), (3.21)

sowie GG+ GG
Ty = o a (3.22)
I'p= G16a — GGz (3.23)

G+
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lasst sich die Phasenverschiebung am Orte r schreiben als:

Ta

tanv(r) = ) (3.24)
I'p
und der Ausdruck fiir den Amplitudenverlustfaktor n(r) wird zu:
n(r)? =T%+T%. (3.25)

Auf der Zylinderachse r = 0, vereinfachen sich die GI. (3.24) und GI. (3.25) zu:

tanl/:—g; r=20 (3.26)
©)
1n* =G +¢; r=0. (3.27)

Die Gleichungen (3.24) und (3.25) bzw. die Gleichungen (3.26) und (3.27) driicken
aus, dass die in den Zylinder eindringenden thermischen Schwingungen auch in-
nerhalb des Zylinders harmonisch bleiben, sich jedoch zeitlich um die Phasenver-
schiebung v(r) verzogern und in der Amplitude um den Faktor n(r) geddmpft
werden. Es sei darauf hingewiesen, dass die Gleichungen (3.18) bis (3.27) in Ver-
bindung mit GI. (3.17) bereits von Grober, 1928 formuliert wurden. Allerdings
sind in Grober, 1928 die Parameter ¢; und cs im Gegensatz zur hier vorliegenden
Abhandlung verschieden definiert. Die Bezeichnungen in dieser Arbeit sind der
messtechnischen Aufgabe geschuldet, denn 61_2 ist nun proportional zur Messgro-
fe der Temperaturleitfahigkeit, wohingegen in cy die Temperaturleitfahigkeit s
nicht mehr erscheint. Phase und Amplitude kénnen also allein durch die zwei Pa-
rameter ¢; und co beschrieben werden und lassen sich in einem Liniendiagramm
darstellen. Mit CIQ als Kontrollparameter sind in Abb. 3.5 entsprechende Kur-
venscharen fiir Phase und Amplitude am Ort r = 0 gezeigt. Vom experimentellen
Standpunkt aus bilden Phasenverschiebung und Amplitude die Messgrofen, aus
welchen die zu bestimmende Temperaturleitfihigkeit via die Gleichungen (3.18)
bis (3.27) extrahiert wird. Insofern gibt Abb. 3.5 Anleitung zur Auslegung bzw.
Parametrisierung des TWA-Experiments. Beziiglich des messtechnischen Auflo-
sungsvermogens muss darauf geachtet werden, dass die Phasenverschiebung v
ausreichend hoch und der Wert des Amplitudenverlustfaktors n geniigend klein
ausfallt, um sich in dem steil verlaufenden Bereich der Kurvenscharen zu befinden.
Beeinflussbar ist dies vorrangig iiber den Probenradius R und die Frequenz w der
Temperaturschwingung. Vom praktischen Gesichtspunkt aus stehen der optima-
len Parametrisierung des Versuchsaufbaus die Begrenzung des Probenvolumens,
die maximale Heiz- bzw. Kiihlrate und aus regelungstechnischer Sicht die Qualitét
der Nachbildung der Temperaturschwingungskurve entgegen.

3.5.2 Experimenteller Aufbau

Wie in Abb. 3.6 dargestellt, wird eine zylindrische Probe mittels einer zentrie-
renden Halterung in einer zylindrischen Muffel angeordnet. Halterung und Probe
bestehen aus identischem Faserisolationsmaterial und die keramische Muffel selbst
ist aus Aluminiumoxid mit einem Reinheitsgrad von 99.7 % gefertigt. Der gesamte
Aufbau wird mittig in einem hauseigenen oxidischen Laborofen TOM _air posi-
tioniert. Eine Furothorm-Nanotac PID-Regelungseinheit dient zur Temperatur-
regelung des Ofens. Die jeweiligen Temperaturen werden mit Thermoelementen
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Abbildung 3.5: Amplitudenverlustfaktor n und Phasenverschiebung v am
Ort r = 0 als Funktion des Kontrollparameters CIQ fiir verschiedene Werte
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Abbildung 3.6: Der experimentelle Aufbau zur Bestimmung der Tempera-
turleitfahigkeit k einer zylindrischen Probe mittels der TWA-Methode.
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vom Typ B (Pt30Rh/Pt6Rh) mit einem Aufendurchmesser von 0.75 mm gemes-
sen. Die Thermoelemente werden hierfiir auf Stof geschweiftt. Abbildung 3.6 zeigt
dabei die jeweilige Position der Thermoelemente innerhalb der Probe (Position
A und B) und innerhalb der Muffelwand (Position C und D). Fiir die Befesti-
gung der Thermoelemente entlang der Muffelaufenwand wurde ein keramischer
Hochtemperaturkleber (Ceramobond 552) verwendet.

Die Messung und Aufzeichnung der Thermospannung erfolgte mit der Eurotherm-
Nanotac Reglereinheit und einem zusétzlichen externen Spannungsmessgerit. Um
zu garantieren, dass die Aufzeichnungen synchron verlaufen, wurde die Tempe-
ratur am Fiihrungs-Thermoelement simultan von der Regelungseinheit und vom
externen Spannungsmessgerét erfasst. Die Aufzeichnung erfolgte jeweils mit einer
Abtastrate von 1Hz; Fiir die Temperaturregelung war es notwendig die Signale
mit einer Zeitkonstante von 1.6 zu glatten. Zur Erzeugung der kosinusformigen
Wandtemperatur wurde ein Skript zur Berechnung der zeitabhidngigen Tempe-
ratur erstellt und die Sollwerte mit einer Aktualisierungsrate von 2Hz an die
Regelungseinheit iibermittelt. Fiir eine akkurate Nachbildung der Temperatur-
kurve war es zudem notwendig, die Parametrisierung der Reglereinheit frequenz-
und temperaturabhéngig zu optimieren. Die Ermittlung geeigneter Proportional-,
Integral- und Differentialanteile zur Berechnung der Stellgrofen erfolgte dabei im
Vorfeld der eigentlichen Messungen mit einer der Probe dhnlichen thermischen
Last innerhalb des Ofens.

3.5.3 Probenherstellung

Die Proben zur Bestimmung der Temperaturleitfdhigkeit besitzen einen Durch-
messer von 26.0 + 0.2mm und eine Lange von 95.0 mm =+ 0.5, wobei die zylin-
drische Probenform auf einer konventionellen Drehbank realisiert wurde, um eine
im Rahmen der Messgenauigkeit exakte zylindrische Form zu gewéhrleisten. Das
Radien-Langenverhéltnis der Proben von 0.14 kann fiir die Annahme eines un-
endlich langen Zylinders als ausreichend betrachtet werden (vgl. Anhang B.2).
Fiir die Positionierung der Thermoelemente werden die Proben mit zwei paral-
lel zur Langsachse verlaufenden Bohrungen mit einem Durchmesser von 1 mm
versehen. Wobei eine Bohrung konzentrisch auf der Langsachse und eine Bohrung
exzentrisch verlduft, mit einem Achsenabstand von 8.0+£0.5mm . Die Bohrung auf
der Achse wird auf der Drehbank nach Erzeugung der Aukengeometrie in gleicher
Aufspannung realisiert. Die Herstellung der exzentrisch angeordneten Bohrung er-
folgte an einer S&dulenbohrmaschine mittels einer speziellen Vorrichtung, um den
parallelen Verlauf der beiden Bohrungsachsen sicherzustellen.

3.5.4 Temperaturhomogenitat und maximale Anregungsfrequenz

Um die Homogenitédt des Temperaturprofils entlang der Muffelinnenwand wah-
rend der periodischen Beheizung bewerten zu kénnen, wurde die Temperatur an
sechs unterschiedlichen Positionen abgegriffen. Dabei wurde die Muffel nach ei-
nem durchlaufenen Messzyklus gedreht, derart, dass die Position des Thermoele-
ments bei Position C (vgl. Abb. 3.6) die vorherige Position des Thermoelements
D einnahm. Vergleicht man die ermittelten Phasenunterschiede bei einer Anre-
gungsfrequenz von f, = 0.025/min und einer Temperatur von 1000°C, so findet
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man eine maximale Abweichung von 0.15rad zwischen den einzelnen Thermoele-
mentpositionen, wogegen bei einer Temperatur von 1580°C eine geringere maxi-
male Abweichung von 0.012 rad gefunden wurde. Unabhéngig von der Temperatur
konnte fiir die Beziehung Anregungsfrequenz und maximale Phasenabweichung in
guter Naherung ein linearer Zusammenhang festgestellt werden. Das bedeutet,
eine Verdoppelung der Anregungsfrequenz fithrt auf einen etwa zweifach erhéhten
Wert fiir die maximale, durch Temperaturinhomogenitidten verursachte Phasen-
differenz. Das mit steigender Temperatur zunehmend homogener erscheinende
Temperaturprofil der Muffel wird auf Fehlstellen (Risse) und die Spalte in der
Ofenauskleidung zuriickgefiihrt. Aufgrund der thermischen Ausdehnung der Iso-
lation schlieften sich diese Spalten und Risse mit steigender Temperatur.

Bei vorgegebener Amplitude (Tpx = 10K) ist die maximal zugéngliche Anre-
gungsfrequenz aus drei Griinden nach oben begrenzt. Zum einen muss der Ofen
bei der jeweiligen Messtemperatur bei Wegnahme der Heizleistung iiber eine aus-
reichend hohe Eigenkiihlrate verfiigen, um dem vorgegebenen Temperaturverlauf
folgen zu konnen. Dieser Aspekt wirkt insbesondere bei Temperaturen unter-
halb von 1000°C stark limitierend. Zum anderen muss bei hohen Frequenzen
auch ausreichend Heizleistung bereitgestellt werden kénnen, was zuvorderst bei
Temperaturen oberhalb von 1400°C einschréinkend wirkt. Die bereits erdrterte
Temperatur-Homogenitét bildet ebenso ein Kriterium fiir die héchste noch sinn-
volle Anregungsfrequenz. Letztendlich wurde fiir den vorliegenden Versuchsauf-
bau bei 1000°C eine maximale Frequenz von fi, = 0.05/min gefunden. Ab einer
Temperatur von 1200°C ist das Frequenzlimit dann bei fy, = 0.15/min.

3.5.5 Bestimmung von Phase, Amplitude und Temperaturleitfa-
higkeit

Abbildung 3.7 zeigt die Temperaturantwort an Position A innerhalb der Faserpro-
be bei einer Anregungsfrequenz von 0.05/min bei 1000°C (dicke Volllinie). Um
die Phasenverschiebung vg, und die Amplitude Tf, bzw. den Amplitudenverlust-
faktor n zu bestimmen, wird das stationdre Temperaturprofil mit nachfolgender
Gleichung gefittet:

T(t) = Ay sinwt + Ag coswt + A3 + Ayt . (3.28)

Dabei bezeichnet w = 27 f die (feste) Winkelgeschwindigkeit. Der Fitparameter
Az wird der mittleren Temperatur zugeordnet und der Parameter A, dient zur
Anpassung an eine lineare Drift in der Ofentemperatur wéihrend der Zeitdauer
einer Messung. Phase und Amplitude werden durch Anpassung an die Fitpara-
meter A; und A, ermittelt. Dabei gilt Ty, = /AT + A3 und tanvg, = As/A;.
Zusétzliche Details zur Trennung von transienter und stationdrer Kurve finden
sich in Brendel, Seifert und Raether, 2017b sowie in Anhang B.3. Wie anhand des
vergrokerten Bildausschnitts auf der rechten Seite der Abb. 3.7 verdeutlicht wird,
zeigt auch das Temperaturprofil der Muffel, bedingt durch die regelungstechnische
Verzogerung, eine Verschiebung der Phase beziiglich der Temperaturvorgabe bzw.
der Temperatursollwerte. Die tatsdchliche Phasenverschiebung der Probe relativ
zur Muffeltemperatur erhélt man demnach durch Subtraktion der Phasenverschie-
bung der Muffeltemperatur von der Phasenverschiebung der Probe. Deshalb wer-
den auch Phase ve; und Amplitude Tey des anregenden Temperaturprofils via
Gl. (3.28) gefittet. Aus den ermittelten Amplituden kann dann letztendlich der
Amplitudenverlustfaktor n = Tf, /Tex bestimmt werden. Es sei an dieser Stelle
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Abbildung 3.7: FExperimentell ermittelte Temperaturkurven der Anrequng
(diinne Volllinie) und der Probe an Messposition A (dicke Volllinie) bei
1000°C' und einer Anregungsfrequenz von fu, = 0.05/min. Die Sollwertkur-
ve ist als gepunktete Linie eingezeichnet (vgl. Bildausschnitt rechts unten).
Der Fit der stationdren Probenantwort mit Gl. (3.28) erscheint als eine mit
Kreuzen unterlegte gestrichelte Linie.

angemerkt, dass die Bestimmung von Phase und Amplitude auch iiber eine Fast-
Fourier-Transformation (FFT) wie in Bhattacharya u. a., 2006 erfolgen kann. Die
Ermittlung von Phase und Amplitude mittels FFT oder iiber Gl.(3.28) fiihrte
auf identische Werte. Damit wurde auch sichergestellt, dass bei der Auswertung
lediglich der stationédre Anteil der Temperaturschwingung beriicksichtigt wurde.
Die FFT wurde mittels des programmeigenen Algorithmus der Scilab-Software
umgesetzt.

Zur Bestimmung der Temperaturleitfahigkeit aus Phasenverschiebung und Am-
plitudenverlustfaktor miissen zunéchst die nichtlinearen Gleichungen (3.18) bis
(3.27) nach den unbekannten Parametern c¢; und co aufgelost werden. Dies er-
folgt mittels des in Scilab implementierten Losungsalgorithmus fiir nichtlineare
Gleichungen. Scilab verwendet hierfiir die Powell-Hybrid-Methode (Powell, 1970).
Uber den Zusammenhang ¢; = R(w/ m)% ergibt sich dann die gesuchte Tempera-
turleitfahigkeit .

3.5.6 Experimenteller Ablauf

Zu Beginn wird der Aufbau mit einer linearen Heizrate von 5°C/min auf Messtem-
peratur geheizt. Im Anschluss wird eine Haltezeit von etwa 30 Minuten abgewar-
tet, damit sich im Ofen ein thermisches Gleichgewicht einstellt. Das Kriterium
fiir das thermische Gleichgewicht lieferte ein in der Ofenisolation mittig ange-
ordnetes Thermoelement. Alsdann erfolgen die Messungen fiir unterschiedliche
Anregungsfrequenzen. Die Messtemperaturen betragen 1000°C, 1200°C, 1400°C
sowie 1580°C. Fiir sdmtliche Messungen wird eine Soll-Amplitude der Muffel von
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10K vorgegeben. Bei 1000°C betragen die Frequenzen fy, = 0.025/min und
fiz = 0.05/min. Im Falle der hoheren Temperaturen werden die Temperatur-
profile fiir Frequenzen von fi, = 0.05/min, fy, = 0.1/min und fy, = 0.15/min
aufgezeichnet. Die Zeitdauer der Aufzeichnung der Temperaturprofile wird durch
ein bestimmtes Abbruchkriterium festgelegt. Das Abbruchkriterium stellt sicher,
dass der durch die endliche Messdauer bedingte Fehler in der Temperaturleitfa-
higkeit hochstens 1.5 % betragt. In der Praxis war hierfiir die Aufnahme von zwei
bis drei stationdren Schwingungsperioden notwendig. Die Reproduzierbarkeit der
Messungen, verbunden mit dem Abbruchkriterium, wurde bei der jeweiligen An-
wendungstemperatur durch Wiederholung der Messung nach einer Haltezeit von
wiederum 30 Minuten iiberpriift. Die vorher und nachher ermittelten Temperatur-
leitfahigkeiten zeigten dabei stets weniger als zwei Prozent Abweichung. Das oben
genannte Abbruchkriterium wird in Brendel, Seifert und Raether, 2017b erldutert
und ausfiihrlich in Anhang B.4 beschrieben.
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Kapitel 4

Vorteile von Hohlfasern als
Bestandteil einer thermischen
Hochtemperaturisolation

In diesem Kapitel werden die Warmetransport-Eigenschaften von Hohlfaserisola-
tionen und konventionellen Faserdimmmaterialien unter Beachtung praxisnaher
Aspekte in einer numerischen Studie gegeniibergestellt und bewertet.

4.1 Motivation und einfiihrendes Beispiel

Die friiheren theoretischen und experimentellen Arbeiten von McKay, 1984, Wang,
Kumar und Tien, 1987 und Lee, 1993 setzen sich bereits mit der Anwendung von
Hohlfasern in thermischen Isolationen auseinander. In der theoretischen Modell-
bildung von McKay, 1984 bleibt die Aushohlung der experimentell untersuchten
Faser jedoch unbeachtet. Die numerische Studie von Wang, Kumar und Tien, 1987
konzentriert sich auf die Anwendung im Temperaturbereich zwischen —20°C und
150°C. Weiterhin sei im Zusammenhang mit den Ausfiihrungen von Wang, Kumar
und Tien, 1987 bemerkt, dass die theoretischen Modelle der Arbeit von Tong und
Tien, 1983a entnommen sind. Die theoretischen Vorhersagen aus Tong und Tien,
1983a erbrachten aber selbst bei niedrigen Temperaturen nur qualitative Uberein-
stimmung mit nachfolgenden experimentellen Studien von Tong und Tien, 1983h.
Die Wérmetransportmodelle der hier vorliegenden Abhandlung orientieren sich
deshalb an den theoretischen Abhandlungen von Lee (Lee, 1988, Lee, 1989, Lee,
1990b, Lee, 1990a und Lee, 1992). Die Giiltigkeit von Lees Modellen wurde durch
experimentelle Studien von Cunnington und Lee, 1996 und Lee und Cunnington,
2000 belegt. Dartiber hinaus veroffentlichte Lee, 1993 eine numerische Studie wel-
che Warmeisolationen aus Hohlfasern, beschichteten Fasern und konventionellen
Fasern vergleicht. Lee, 1993 kommt dabei zu dem Ergebnis, dass thermische Isola-
tionen aus Hohlfasern weniger geeignet seien als solche aus konventionellen Fasern.
In der hier vorliegenden Arbeit wird jedoch gezeigt, dass diese Schlussfolgerung im
Allgemeinen nicht haltbar ist. Beispielsweise ist in den Studien von Lee, 1993 die
Hohlfasergeometrie angesichts des betrachteten Wellenldngenbereichs ungiinstig
gewahlt. Dariiber hinaus vergleicht Lee, 1993 die Warmetransport-Eigenschaften
einzelner Fasern. Diese Vorgehensweise iibersieht aber den Umstand, dass grund-
legende thermische Eigenschaften eines Dammstoffes wie Warmekapazitat und
Festkérperwarmeleitfahigkeit von seiner Rohdichte pg, bzw. seinem Feststoffvolu-
menanteil bestimmt werden. Speziell in diskontinuierlichen Ofen wird die Energie-
effizienz makgeblich von der Warmekapazitit pg,c, der Wérmeisolation geprégt.
Weiterhin erfordern Warmebehandlungsprozesse verfahrensbedingt haufig hohe
Heiz- oder Kiihlraten und das Warmespeichervermégen der Ofenisolation sollte
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Hochtemperaturisolation
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Abbildung 4.1: Vergleich der Streuquerschnitte Cyen einer Hohlfaser (Voll-
linie) und einer konventionellen Faser (gestrichelt) mit identischem Aufenra-
dius 11 = 3 um bei senkrechtem Lichteinfall (¢ = 0). Der Innenradius ro der
Hohlfaser betrdgt 2 pm und der Brechungsindex des Fasermaterials zeigt einen
Wert von 1.3. Die (sichtbare) gepunktete Linie entspricht dem 1.8-fachen Wir-
kungsquerschnitt der Hohlfaser fiir konstanten Feststoffvolumenanteil fv .

entsprechend gering sein. Auch in der vom Leichtbau dominierten Branche der
Luft- und Raumfahrt ist die Rohdichte pg, ein entscheidendes Kriterium fiir die
Eignung eines Warmedammstoffes. Eine technologisch relevante Vergleichsstudie
sollte demnach auf Basis eines konstanten Feststoffvolumenanteils und nicht auf
Basis konstanter Faserzahl durchgefiihrt werden. Bei gegebener Rohdichte darf in
einer Hohlfaser-Isolation eine groftere Anzahl an Fasern der Lange lg, enthalten
sein, als in einer aus konventionellen Fasern (der Lénge lg1,) bestehenden Isolation.
Dieser Umstand sollte demnach bei der Frage nach der Eignung von Hohlfaser-
Warmedammstoffen beriicksichtigt werden.

Anhand eines einfachen Beispiels soll diese Argumentation verdeutlicht werden.
Mithilfe, der in Abschnitt 2.5.1 beschriebenen Streutheorie des unendlichen Zy-
linders, werden anhand von GI. (2.61) die Streuquerschnitte Csc, einer Hohlfaser
mit Aufenradius 1 = 3 pm und Innenradius r9 = 2 ym und einer konventionellen
Faser mit identischem Aufsenradius als Funktion der Wellenlinge A berechnet.
Das Fasermaterial soll dabei einen Brechungsindex von 1.3 aufweisen. Das Re-
sultat wird in Abb.4.1 gezeigt. Augenscheinlich verschiebt sich das Maximum
des Streuquerschnitts der Hohlfaser (Volllinie) zu hoheren Frequenzen und die
spektrale Bandbreite des Streuquerschnitts wird schmaler. Geht man nun vom
Vergleich einzelner Fasern iiber zu einem Vergleich bei konstantem Feststoffvolu-
menanteil, so ist zu beriicksichtigen, dass das Volumen der Hohlfaser VH um den
Faktor 1.8 geringer ausfillt, als das Volumen VS der konventionellen Faser. Der
hochgestellte Index S kennzeichnet dabei stets eine Eigenschaft konventioneller
Fasern und der Index H kennzeichnet die entsprechende Grofse der Hohlfasern.
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In Faserisolationen mit jeweils identischem Feststoffvolumenanteil f{,{ = f\s, an
Fasermaterial iibersteigt die Anzahl der Hohlfasern die Zahl der konventionellen
Fasern folglich um das 1.8-fache. Beriicksichtigt man dies in der Gegeniiberstel-
lung der beiden Fasergattungen, so muss der Streuquerschnitt der Hohlfaser mit
dem Faktor V5 /VH multipliziert werden (gepunktete Kurve in Abb. 4.1). Aus die-
sem einfachen Vergleich kann man bereits die ersten Schlussfolgerungen fiir die
praktische Anwendung ableiten. Der Streuquerschnitt verhélt sich bei zunehmen-
der Aushohlung der Faser qualitativ dhnlich, wie die spektrale Intensitét if)‘ eines
schwarzen Korpers Gl.(2.2) fiir zunehmende Temperaturen. Mit zunehmendem
Innendurchmesser verschiebt sich der maximale Streuquerschnitt zu groferen Fre-
quenzen, sein maximaler Wert nimmt zu und seine spektrale Bandbreite nimmt
ab. Analog dazu verhilt sich die Planck-Kurve fiir zunehmende Temperaturen,
wenn sich nach dem Wienschen Gesetz Gl.(2.3) das Maximum der Strahlungs-
energiedichte zu groferen Frequenzen verschiebt, sich der Maximalwert der Strah-
lungsenergiedichte erhoht und die Energiedichte eine engere Verteilung um das
Maximum zeigt. Durch Variation des Innendurchmessers kann also eine Anpas-
sung an die Einsatztemperatur erfolgen. Im Falle konventioneller Fasern gelingt
diese ,Justierung” nur durch Variation des Aufiendurchmessers. Dies fiihrt bei er-
hohten Temperaturen, d. h. fiir kleinere Wellenléngen des Planck-Maximums zu
sehr diinn ausgefiihrten Fasern mit einer Vielzahl von praktischen Nachteilen. Fiir
Hohlfasern jedoch kénnen die Maxima von Planck-Kurve und Streuquerschnitt
zusétzlich durch Variation des Innendurchmessers aufeinander abgestimmt und
dabei grofere Aufendurchmesser beibehalten werden.

4.2 Methodik der erweiterten Vergleichsstudie

In dem einfachen Beispiel des vorherigen Abschnitts wurden lediglich die Ab-
solutgrofen der Streuquerschnitte gegeniibergestellt und dariiber hinaus nur der
unidirektionale senkrechte Einfall einer Lichtwelle auf eine einzelne Faser bertick-
sichtigt. Fiir tiefer gehende Untersuchungen sollen nun neben den Ausdriicken fiir
die Wirkungsquerschnitte Gl. (2.60) und Gl. (2.61), die in den Abschnitten 2.5.1
bis 2.5.4 hergeleiteten Zusammenhange genutzt werden. Vergleichsrechnungen
erfolgen dabei grundsétzlich unter der Annahme identischer Aufendurchmesser
ril = r{ sowie einem konstanten Feststoffvolumenanteil fif = fo. Wie bereits im
Eingangsbeispiel gezeigt, muss berticksichtigt werden, dass die Anzahl der Hohl-
fasern aufgrund ihrer geringeren Masse bzw. Dichte grofer ist als die Zahl an
konventionellen Fasern. Deshalb ist es sinnvoll ein Volumenverhaltnis fiir einzelne
Hohl- bzw. konventionelle Fasern zu definieren:

VS_ r% - 1

Vrel _
- - - )
VE =g 1= aia?

(4.1)

mit gia als Bezeichnung fiir das Durchmesserverhéltnis 7o /r1. Da das Verhéltnis
aus der Anzahl der Fasern in einer Hohlfaserisolation und einer Isolation aus kon-
ventionellen Fasern gerade dem Volumenverhiltnis V' aus Gl. (4.1) entspricht,
werden die Verhiltnisgrofen der Lichtstreuung X! der beiden unterschiedlichen
thermischen Isolationen wie folgt definiert:

X7

1 _
xrel — yyre =5 -

(4.2)
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Abbildung 4.2: Das Verhiltnis der Riickstreukoeffizienten B als Funktion
des Durchmesserverhdltnisses yqia flir verschiedene Griffenparameter o fiir
m = 1.75 und der Bedingung fv = const.

Dabei steht X entweder stellvertretend fiir die Wirkungsquerschnitte der Riickstreu-
ung nach Gl (2.72) bzw. Gl (2.74), den durch Gl. (2.60) beschriebenen Extinkti-
onsquerschnitt C2, oder den Streuquerschnitt C2., nach GI. (2.61).

4.3 Diskussion und Ergebnisse

Im ersten Abschnitt erfolgt eine allgemeine Bewertung der reinen Riickstreu-
FEigenschaften fiir einen spektral konstanten und realen Brechungsindex. Im Fol-
geabschnitt bezieht sich die Vergleichsstudie auf den konkreten Fall von Al,O3 als
Fasermaterial. Die Gegeniiberstellung erfolgt hier im Temperaturbereich zwischen
1000°C und 2000°C mit Literaturwerten aus Lingart, Petrov und Tikhonova, 1982
fiir die entsprechenden temperaturabhéngigen komplexwertigen Brechungsindizes.
Die Annahme voneinander unabhéngig streuender Fasern wird im darauf folgen-
den Teilabschnitt aufgehoben und die Untersuchung erweitert sich um den Einfluss
abhéngiger Streuphénomene an einem Zylinder Ensemble aus parallelen Fasern.
Schlieflich wird der Gesamtwarmetransport durch Berticksichtigung des zusatzli-
chen Beitrags der Festkorperwérmeleitfahigkeit fiir Fasern aus AloOs behandelt.
Dabei werden die Gesamtwéarmeleitfahigkeiten beider Isolationsarten als Funktion
des Feststoffvolumenanteils fy fiir unterschiedliche Finsatztemperaturen vergli-
chen.

4.3.1 Vergleich der Wirkungsquerschnitte der Riickstreuung

Anders als in Abschnitt 4.1 werden nun die strahlungsddmmenden Eigenschaften
von Hohlfasern und konventionellen Fasern auf Basis der Wirkungsquerschnitte
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der Riickstreuung bewertet. Es ist naheliegend das durch Gl. (2.72) bzw. Gl. (2.74)
und GI. (4.2) definierte Verhéltnis der Riickstreuung B als Vergleichsgrofe zu
wihlen. B! ist unter den genannten Voraussetzungen vollstindig durch den Gro-
flenparameter « und das Durchmesserverhéltnis ~q;, festgelegt. Abbildung 4.2
zeigt den relativen Wirkungsquerschnitt der Riickstreuung B in Abhéingigkeit
vom Durchmesserverhéltnis vg;, fiir jeweils verschiedene Grofsenparameter a.. Der
konstante Brechungsindex entspricht mit einem Wert von 1.75 ndherungsweise
dem von Aluminiumoxid. Die Faserorientierung wird als rdumlich isotrop ange-
nommen. Die Kurven fiir B konnen dann wie folgt interpretiert werden: Der
Grokenparameter o bestimmt das Verhéltnis von Aufendurchmesser zur Wellen-
linge der einfallenden Strahlung (z. B. Ahax); ein steigender Wert fiir vq;, bedingt
eine Zunahme des Innendurchmessers der Hohlzylinder. Durch Gl. (4.2) ist klar,
dass fiir Werte B! gréfer 1, Hohlfasern das grokere Riickstreuvermogen aufwei-
sen und demzufolge als Grundbestandteile einer Wérmeisolation im Vorteil sind.
Fiir niedrige Werte des Grofenparameters «, d.h. kleine Durchmesser und/oder
grofse Wellenlédngen zeigen Hohlfasern eine geringere Riickstreuung als konven-
tionelle Fasern. Man vergleiche hierzu die gestrichelte Kurve B fiir a = 1 in
Abb. 4.2. Unabhéingig von vgi. zeigt der Riickstreuparameter Werte kleiner oder
gleich eins. Dagegen zeigen die Kurven fiir erh6hte Werte von « ein eindeutiges
globales Maximum des relativen Wirkungsquerschnittes Bfel, wobei diese Maxima
von B fiir steigende a in ihrem Wert wiederum zunehmen. Fiir eine Optimierung
in der Anwendung bedeutet dies, dass bei bekannter Einsatztemperatur mittels
des Wienschen Verschiebungsgesetzes GI. (2.3) die Wellenlinge AL, .
malen Strahlungsenergiedichte berechnet wird. Den Aufsenradius der Faser wird
man folgerichtig so auswéhlen, dass das Riickstreuvermoégen maximiert wird. Wie
bereits erwdhnt, wiirde dies im Hochtemperaturbereich bei Verwendung konven-
tioneller Fasern zu sehr kleinen Durchmessern fiihren. In der technischen Anwen-
dung kann dies jedoch mit erheblichen Nachteilen verbunden sein. Dies betrifft
nicht nur Aspekte der Herstellung, sondern auch Kriterien fiir den Umgang mit
gesundheitsgefahrdenden Substanzen. Nach Harrison u.a., 2015 und DIN, 1998
sind Faserfragmente mit einem Durchmesser kleiner 3 ym lungengéngig und wer-
den als potentiell krebserregend betrachtet. Eine konventionelle Faser hinsichtlich
ihres Riickstreuvermégens auch bei hohen Temperaturen optimal auszulegen, ist
daher im Unterschied zu Hohlfasern problematisch.

Andererseits zeigt Abb. 4.2, dass die Position der Maxima des relativen Riick-
streukoeffizienten fiir grofte «, bei Werten fiir v4;, nahe einem Wert von eins
liegen und folglich geringe Zylinderwandstérken implizieren. Eine Optimierung
der Hohlfasergeometrie bedeutet demnach einen Kompromiss zwischen optima-
ler thermischer Isolation, ausreichender mechanischer Stabilitdt und technischer
Realisierbarkeit. Recherchen zum letztgenannten Aspekt der Darstellbarkeit er-
gaben, dass keramische Hohlfasern mit diinnen Wandstédrken kommerziell nicht
vertrieben werden. Die Patentschrift Rennebeck, 2001 beansprucht jedoch ein
Herstellungsverfahren fiir Hohlfasern mit geringen Wandstéarken bis zu 0.01 pm
und Aufendurchmessern zwischen 0.5 ym und 35 pum. Im Speziellen beschreibt
Rennebeck, 2001 die Herstellung von Hohlfasern aus Aluminiumoxid mit 6 pm
AuRendurchmesser und 4.2 ym Innendurchmesser (yqi, = 0.7). Die Frage hinsicht-
lich der mechanischen Stabilitdt von diinnen keramischen Hohlzylindern als Funk-
tion des Innendurchmessers bzw. der Wandstérke ist aufterordentlich komplex.
Typischerweise ist die Streuung der Messwerte fiir die kritische Druck- oder Zug-
spannung beim Faserbruch aufgrund der geringen Duktilitdt keramischer Werk-
stoffe sehr grofs. Die kritischen mechanischen Parameter sind daher statistische

der maxi-
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Abbildung 4.3: Das Verhiltnis der Riickstreukoeffizienten B als Funkti-

on des Grofenparameters o fiir verschiedene relative Biegesteifigkeiten M™e
wobei m = 1.75 und fy = const.

Grofen und unterliegen der sogenannten Weibull-Statistik (Zhu, Blumenthal und
Zhou, 1995). Die Statistik macht dabei eine Aussage tiber die Wahrscheinlichkeit
des Vorhandenseins eines kritischen Defekts in der keramischen Struktur, welcher
dann die Nennbelastung definiert. Fiir eine Hohlfaser wire demnach, aufgrund
ihres niedrigeren Eigenvolumens die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten eines
kritischen Volumendefekts geringer als bei der konventionellen Faser. Andererseits
gilt aber auch die Aussage, dass die Oberflache der Hohlfaser gegeniiber der einer
konventionellen Faser nahezu bis zum zweifachen Wert erhoht sein kann und da-
mit auch die Wahrscheinlichkeit der Existenz eines kritischen Oberflachendefekts
bei der Hohlfaser entsprechend hoher ausfillt. Ein einfacher, in dieser Abhandlung
préasentabler Zusammenhang zwischen der Existenz von Rissen oder Gefiigedefek-
ten und kritischer Bruchspannung konnte nicht recherchiert werden. Um dennoch
ein Kriterium fiir ein vom mechanischen Standpunkt aus betrachtetes, sinnvolles
Durchmesserverhéltnis zu finden, wird von einer statistischen Problembehandlung
abgesehen und stattdessen die Biegesteifigkeit M als Vergleichsparameter heran-
gezogen. Nach Landau und Lifschitz, 1991 ist die Biegesteifigkeit eines Zylinders
(konventionelle Faser) oder eines Rohres (Hohlfaser) proportional zu seinem Trég-
heitsmoment. Fiir identische Elastizitdtsmoduli und gleiche Langen lgp, findet man
fiir das Verhiltnis der Biegesteifigkeiten M der beiden Fasertypen durch einfa-
che Rechnung den Ausdruck:

M™ =1 =, (4.3)

Die weitere Vorgehensweise in der Vergleichsstudie impliziert die folgenden Schrit-
te: Die Untergrenze fiir die relative Biegesteifigkeit wird festgelegt; ebenso wird die
Anwendungstemperatur und damit AP definiert; damit ist nach Gl. (4.3) auch

max
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der Wert fiir das Durchmesserverhéaltnis eindeutig bestimmt; nun kann der relative
Riickstreukoeffizient als Funktion des Grofenparameters v = 27r1 /AL | berech-
net und der optimale Aufenradius 1 anhand der Position des Maximalwerts des
relativen Riickstreukoeffizienten ermittelt werden. Ergebnisse sind in Abb. 4.3 fiir
drei unterschiedliche Werte des Parameters M aufgefiihrt. Zur Berechnung wur-
de wiederum ein konstanter Brechungsindex von 1.75 gewéhlt sowie eine raumlich
isotrope Faserverteilung vorausgesetzt. Zudem sei explizit darauf hingewiesen,
dass bei der Bildung von M = M /M3 - anders als bei den optischen Kenngro-
fen Gl. (4.2) - das Massenverhéltnis py, unberiicksichtigt bleibt. Der Grund hierfiir
ist darin zu sehen, dass die Biegesteifigkeit durchaus als Grofse des Faserwerkstoffs
selbst begriffen werden kann und im Falle untereinander verbundener Fasern die
Gesamtbiegesteifigkeit eines Fasernetzwerkes letztendlich wiederum von der An-
zahl der Fasern abhéngig ist. Setzt man voraus, dass die Zahl der Verbindungsstel-
len pro Faser konstant ist, so besitzen Hohlfasernetzwerke aufgrund der erhéhten
Anzahl an Fasern auch eine héhere Anzahl an Faser-Faser Bindungen und damit
hohere mechanische Festigkeits- bzw. Steifigkeitswerte. Die Beriicksichtigung von
Faser-Faser-Bindungen setzt Kenntnisse {iber deren Art und Ausprigung voraus.
Recherchen zufolge existieren aber keine allgemeingiiltigen Zusammenhénge oder
Modelle, die im Rahmen dieser Abhandlung implementiert werden kénnten. Am
sinnvollsten erschien demnach die gewéhlte, auf eine einzelne Faser bezogene Defi-
nition von M mit der Konsequenz, dass die Vergleichsstudie Hohlfaserisolatio-
nen bei vorliegenden Faser-Faser Bindungen tendenziell benachteiligt. Die numeri-
schen Resultate fiir das Verhéaltnis der Riickstreukoeffizienten fiir unterschiedliche
Werte von M sind in Abb. 4.3 dargestellt. Aufgrund der Definition von M gilt
auch an dieser Stelle, dass fiir Werte von Bllfe1 kleiner eins, konventionelle Fasern
hohere Werte fiir die Riickstreuung zeigen. Dies trifft insbesondere fiir kleine Werte
von « zu. Im Falle mittelgroffer o erkennt man allerdings einen deutlichen Anstieg
des Riickstreuvermdogens fiir hohl ausgefiihrte Fasern. Diese Tendenz wird fiir ab-
nehmende Werte von M"™ weiter verstirkt. In der vorliegenden Parameterstudie
aus Abb. 4.3 nehmen die relativen Riickstreukoeffizienten B fiir o > 10 und
Ml = 0.25 ihre grofiten Werte an. Der Vorteil, welcher sich aus der Verwendung
von Hohlfasern ergibt, scheint also vorwiegend durch deren Herstellbarkeit und
die benétigte mechanische Stabilitédt limitiert zu werden. An dieser Stelle sei noch
darauf hingewiesen, dass die sogenannte Kriechbestandigkeit ein wichtiges Krite-
rium beim Einsatz lasttragender keramischer Bauteile iiber ldngere Betriebszeiten
bei hohen Temperaturen darstellt (Kuntz und Grathwohl, 2004). Die erarbeiteten
Zusammenhénge aus Abb. 4.3 gelten aufgrund der elastisch-viskoelastischen Ana-
logie aber auch fiir den Fall linear-viskoelastischer Materialien unter einachsiger
Beanspruchung (Gross und Seelig, 2001 und Ziegler, 1992).

4.3.2 Vergleich der Strahlungswirmestromdichten

In diesem Abschnitt bildet das Zwei-Fluss Modell Gl. (2.14) mit den Riickstreu-
Parametern 3} fiir rdumlich isotrop orientierte Fasern und Bg‘ fiir parallel orien-
tierte Fasern in Verbindung mit den entsprechenden Wirkungsquerschnitten Ei‘ca
und Ei‘bs die Grundlage der numerischen Berechnungen. Die bislang vorgestellten
numerischen Ergebnisse entstanden unter der Annahme eines von der Wellenlan-
ge unabhangigen realen Brechungsindizes m = 1.75. Diese Beschrankung wird
in diesem Abschnitt aufgehoben - stattdessen werden die von Temperatur- und

Wellenlange abhingigen optischen Kenngrofen fiir AloO3 aus Lingart, Petrov und



50

Kapitel 4.

Vorteile von Hohlfasern als Bestandteil einer thermischen

Hochtemperaturisolation

03
[EEN
(o0}
(=}

(N

=
\l

=
o

o

o

—1227°C

-~

-~ - 1627°C 7
Lsol - 2027°C )
——1227°C
- - 1627°C
14y . 2027°¢

komplexer Brechungsindex m von Al
o
o
=

.
aanmed sansedd asseeed ssseend ssamed aaamed oo

4 5 6 7
Wellenldnge | (mm)
Abbildung 4.4: Realteil n, und Imagindrteil k, des spektralen komplexen

Brechungsindex m von AlyOg fiir verschiedene Temperaturen (Lingart, Petrov
und Tikhonova, 1982).

Tikhonova, 1982 verwendet. Aus den angegebenen Absorptionskoeffizienten o,
wird vermoge des Zusammenhangs k, = o,psA\/(47) der Imaginérteil des komple-
xen Brechungsindex k; abgeleitet. An dieser Stelle soll darauf verwiesen werden,
dass die Angaben aus der russischsprachigen Publikation von Lingart, Petrov und
Tikhonova, 1982 auch in dem englischsprachigen Fachbuch von Dobrovinskaya,
Lytvynov und Pishchik, 2009 zur Verfiigung gestellt werden. Ein Auszug der Da-
ten ist in Abb. 4.4 dargestellt. Aufgrund der Tatsache, dass die spektrale Band-
breite nach oben auf 7um beschrankt ist, werden nur Temperaturen ab 800°C
berticksichtigt. Dadurch konnen in den folgenden Berechnungen mindestens 85 %
der durch das Stefan-Boltzmann Gesetz Gl. (2.4) gegebenen Gesamtstrahlung ei-
nes schwarzen Korpers im Transportmodell Gl. (2.14) beriicksichtigt werden. Fiir
das Durchmesserverhéltnis v4;, der Hohlfaser wird ein Wert von 0.85 festgelegt,
woraus sich eine ungefdhre Halbierung der Biegesteifigkeit im Vergleich zur kon-
ventionellen Faser ergibt. Es sei an dieser Stelle an Rennebeck, 2001 und den
bereits technisch realisierten Wert von v4;, = 0.7 erinnert. Ein vg;,-Wert von 0.85
beruht somit durchaus auf einer realitdtsnahen Annahme. Als Vergleichsgrofe
wird an dieser Stelle die relative Strahlungswiarmestromdichte eingefiihrt:

rel

Grad (44)

_ H S
- qrad/qrad )

wobei die temperaturabhéangigen Strahlungswarmestromdichten qu und qrsad der
beiden Fasertypen nach Gl. (2.14) berechnet werden. Die spektralen Integrations-
grenzen in Gl. (2.14) werden dabei nach folgendem Schema bestimmt: Die un-
tere Integrationsgrenze Aj s bei einer bestimmten Temperatur wird als diejenige
Wellenlénge definiert, bei der die integrierte spektrale Intensitét eines schwarzen
Korpers Gl. (2.2) 1% seiner Gesamtstrahlung Gl. (2.4) ergibt; die obere Integrati-
onsgrenze Ag,p bei dieser Temperatur entspricht derjenigen Wellenldnge, bei der
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Abbildung 4.5: Das Verhdltnis der Strahlungswdirmestromdichten qr.y von
thermischen Isolationen aus Hohlfasern (yqia = 0.85) und konventionellen
Fasern als Funktion der Temperatur fir unterschiedliche Faseraufendurch-
messer r1 unter der Bedingung fyv = const.

die integrierte spektrale Intensitéit eines schwarzen Korpers 85 % seiner Gesamt-
strahlung betrégt; die Integrationsgrenzen sind demnach selbst eine Funktion der
Temperatur, derart, dass stets ein identischer prozentualer Anteil der Gesamt-
strahlung berticksichtigt wird. Fiir die spektrale Integration in Gl. (2.14) wird
das Wellenlangenintervall zwischen Ajys und Agyp in 50 dquidistante Abschnitte
unterteilt (Brendel, Seifert und Raether, 2016). Das Resultat fiir die relativen
Warmestromdichten als Funktion der Temperatur fiir verschiedene Aufenradien
r1 wird in Abb. 4.5 gezeigt. Die Aufenradien nehmen jeweils Werte von 1um,
2pum und 3pm an. Fir Fasern mit 1ym nimmt die relative Warmestromdichte
monoton mit steigender Temperatur ab. Im Temperaturbereich zwischen 800°C
und 1000°C zeigt die relative Warmestromdichte Werte grofer eins, mit der Folge,
dass konventionelle Fasern den Durchgang von Wiarmestrahlung an dieser Stelle
starker behindern. Fiir Temperaturen oberhalb von 1000°C kehrt sich der Sach-
verhalt um und bei einer Temperatur von 2000°C zeigen Hohlfaser-Isolationen
einen etwa dreifach verringerten Wert fiir die Wérmestromdichte. Fiir die bei-
den Aufenradien 2pm und 3pm fithren die Hohlfaser-Isolationen unabhéngig von
der betrachteten Temperatur stets auf geringere Warmestromdichten. Auffallig
im Zusammenhang mit einem Aufenradius von 2um ist die Ausbildung eines
Minimums in der relativen Warmestromdichte qﬁgld bei 1200°C. Dagegen zeigen
die Berechnungen fiir den Aufsenradius von 3um kaum temperaturabhéngige Va-
riationen von qigld - die Wiarmestromdichte in der Hohlfaserisolierung zeigt im
gesamten Temperaturbereich zwischen 800°C und 2000°C einen etwa zweiein-
halbfach geringeren Wert im Vergleich zur konventionellen Faser. Die aufferdem
aus der Betrachtung von Abb. 4.5 erwachsende Erkenntnis, dass parallel angeord-
nete Fasern im Vergleich zur rdumlich isotropen Faserorientierung eine geringere
Strahlungswérmestromdichte zulassen, ist nicht neu, sondern wird bereits in der
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Abbildung 4.6: Der FEinfluss von Polydispersitdt und erhohter Absorption
auf das Verhdltnis der Strahlungswdrmestromdichten qigh
Isolationen aus Hohlfasern (yqia = 0.85) und konventionellen Fasern als
Funktion der Temperatur. Beide Fasergattungen weisen einen mittleren Au-
Bendurchmesser r1 von 2 pm auf und sind rdumlich isotrop orientiert. Die
Halbwertsbreite (FWHM) der Verteilung um den Mittelwert von ry betrigt
0.18 pm fiir polydisperse Fasern.

von thermischen

theoretischen Studie von Lee, 1988 postuliert. Der Umstand dagegen, dass ein
Wechsel von der rdumlich isotropen zur parallelen Anordnung die Isolationswir-
kung der Hohlfasern stérker begiinstigt als die der konventionellen Fasern, geht
iiber den bisherigen Wissensstand hinaus. Allerdings ist letztgenannter Effekt eher
von geringer Auspriagung. Bisher wurden nur monodisperse Faserisolationen dis-
kutiert. In der Realitét zeigen faserhaltige Ddmmstoffe jedoch eine Verteilung an
Faserdurchmessern. Dariiber hinaus bewirken darstellungs- bzw. prozessbedingte
Materialverunreinigungen in der Regel einen Anstieg der Absorption in bestimm-
ten Wellenlangenbereichen (Lee und Cunnington, 2000). Die Wirkung beider Phé-
nomene, Polydispersitdt der Fasern und verstirkte Absorption sollen deshalb im
néchsten Abschnitt erértert werden.

Fiir die Abbildung einer polydispersen Faserisolation wird eine Gaufs-Verteilung
der Faserdurchmesser angenommen. Der mittlere Faserdurchmesser soll dabei
einen Wert von 2um annehmen und die Halbwertsbreite (FWHM) der Verteilung
um diesen Mittelwert betrédgt 0.18 pm. Fiir die Untersuchung der Auswirkung er-
hohter Absorption wird anstelle der in Abb. 4.4 dargestellten Werte ein iiber alle
Wellenlédngen konstant gehaltener Imaginérteil des Brechungsindizes von &k, = 0.1
gesetzt. Ferner wird das bisherige Durchmesserverhéltnis ~4;, von 0.85 ebenso
beibehalten, wie die Annahme eines fiir Hohlfasern und konventionelle Fasern
identischen und konstanten Feststoffvolumenanteils. Die Untersuchungen bleiben
dabei auf rdumlich isotrop verteilte Fasern beschrankt.

Die unter diesen Voraussetzungen berechneten relativen Warmestromdichten wer-
den in Abb. 4.6 gezeigt. Offensichtlich fiihrt die Verteilung an Faserdurchmessern
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einfallende
Strahlung

Abbildung 4.7: Die Streuung einer senkrecht einfallenden ebenen Welle an
einem Ensemble aus sieben dquidistanten Hohlfasern bzw. konventionellen Fa-
sern. Die Orientierung der Fasern relativ zur Finfallsrichtung wird durch den
Azimutwinkel Q0 beschrieben.

um den Mittelwert 2um zu nahezu identischen Resultaten wie im Falle der mon-
odispersen Fasern mit 2um Aufsendurchmesser. Im Unterschied dazu mindert eine
erhdhte Absorption die vorteilhafte Isolationswirkung der Hohlfasern. Dennoch
darf konstatiert werden, dass die Strahlungswéarmestromdichte in Hohlfaserisola-
tionen nach wie vor deutlich unter derjenigen in konventionellen Faserisolationen
liegt.

4.3.3 Der Einfluss unterschiedlicher mittlerer Faserabstande

Mit steigendem Feststoffvolumenanteil nehmen die Absténde zwischen den Fa-
sern ab (Abb. 4.7). Bei konstantem Feststoffvolumenanteil werden die Abstdnde
in einem Hohlfasergebilde im Mittel geringer ausfallen, als in einem aus kon-
ventionellen Fasern zusammengesetzten Medium. Um dieses Phdnomen in der
Vergleichsstudie zu beriicksichtigen, muss die Wechselwirkung mit benachbarten
Fasern bei der Berechnung der Streugréfen einbezogen werden. Hierfiir wird mit-
tels der theoretischen Grundlagen aus Abschnitt 2.5.4 fiir abhéngige Streuung am
parallelen Zylinder Ensemble ein Ndherungsansatz gewéhlt, der sich auf die Ein-
beziehung der unmittelbaren Nachbarn einer Faser beschréankt (Brendel, Seifert
und Raether, 2016). Der geometrische Sachverhalt wird in Abb. 4.7 vorgestellt.
Die Anordnung zeigt sieben dquidistante Zylinder im Abstand ¢;, welche an den
Eckpunkten und in der Mitte eines Sechsecks angeordnet sind. Durch Variation
von ¢t wird eine Verdichtung oder Verdiinnung der Faserkonzentration bewirkt.
Die Konfiguration besitzt mit der azimutalen Ausrichtung des Zylinder Ensemble
relativ zur einfallenden Lichtwelle einen zuséatzlichen Freiheitsgrad 2 und zeigt
Rotationssymmetrie sechster Ordnung; die Wirkungsquerschnitte von Streuung
und Extinktion sind also abhéngig vom azimutalen Einfallswinkel 2. Um diesen
Umstand aufzuheben und dem Zylinder Ensemble fiir gegebenes ¢t einen eindeuti-
gen Wirkungsquerschnitt zuordnen zu kénnen, erfolgt eine Mittelwertbildung der
Wirkungsquerschnitte fiir die Einfallswinkel Q zwischen 0 und 30 Grad. Dabei
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wird lediglich der senkrechte Einfall (¢ = 0°) beriicksichtigt. Die Division dieser
Mittelwerte durch die Zylinderanzahl ergibt schlieflich die entsprechenden Gro-
fsen pro Zylinder éffjf und €§f§ , wobei der Uberstrich zur Hervorhebung der Mit-
telwertbildung dient. Diese mittleren Wirkungsquerschnitte pro Zylinder werden
dann als Funktion des Feststoffvolumenanteils fy berechnet, indem der Abstand
¢ variiert wird. Anschliefend werden die Wirkungsquerschnitte der Streuung und
der Extinktion fiir unabhéngige Streuung mit jenen der abhéngigen Streuung (pro
Zylinder) ins Verhaltnis gesetzt. Die gewonnenen Relationen dienen dann zur Ska-
lierung der im Vorfeld unter der Annahme unabhéngiger Streuung berechneten
Streu- und Extinktionskoeffizienten fiir die rdumlich isotrope bzw. parallele Fa-
seranordnung (Brendel, Seifert und Raether, 2016):

CoP (= 0)_ing
maem . (4.5)

ext

Oext (Cf) =

Der Ausdruck fiir G, (cf) ist Aquivalent definiert. Der Index ,ind” deutet auf eine
Grofse, welche unter der Annahme unabhéngiger Streuung berechnet wurde.
Den Ausgangspunkt fiir die spezielle Parametrisierung bildet ein dispersionsfreier
und nicht absorbierender Faserwerkstoff mit m = 1.75. Fiir die Auffendurchmesser
soll weiterhin gelten r; = 2um und der Innendurchmesser der Hohlfasern wird
erneut durch ~g;, = 0.85 festgelegt. Der betrachtete Wellenldngenbereich wird
auf das Intervall zwischen 0.5um und 5.3pum beschréankt und die berticksichtigten
Feststoffvolumenanteile fy liegen zwischen null (unabhéngige Streuung) und 0.15.
Fiir den Zusammenhang zwischen fy und ¢; findet man den Ausdruck:

r(rf —rd) _ 2mri(1—1%,)

v= Abex B V3 (cf + 21”1)2 '

(4.6)

Um die Interpretation der Resultate zu erleichtern, wird aufgrund der ausge-
pragten spektralen Modulation der abhangigen Wirkungsquerschnitte zusétzlich
eine spektrale Mittelung vorgenommen. Diese erfolgt sowohl fiir den Gesamtwel-
lenlangenbereich zwischen 0.5pm und 5.3um, als auch tber drei spektrale Ban-
der: Einem kurzwelligen Spektralband, einem Band der mittleren Wellenléngen
und einem langwelligen Spektralband. Die exakten Zahlenwerte fiir die Integra-
tionsgrenzen Aips und Agyp der Sub-Intervalle sind in Tab. 4.1 zusammengefasst.
Durch Bildung des relativen Extinktionsquerschnitts anhand von Gl. (4.2) erhélt

man dann die Vergleichsgrofe <C$(1t>, wobei der hochgestellte Index ,dep” fiir
abhéngige Streuung formal unterdriickt wird. Der obere Querstrich indiziert die
Mittelung {iber den azimutalen Orientierungswinkel 2 und die Klammerbildung
kennzeichnet die spektrale Mittelwertbildung. Abbildung 4.8 zeigt die nach der
beschriebenen Vorgehensweise berechneten abhéngigen Extinktionsquerschnitte.
Die entsprechenden Kurven beginnen beim virtuellen Grenzfall der Einzelstreuung
flir hoch verdiinnte Medien d.h. ¢ — oo bzw. fyy — 0 und enden bei Feststoff-
volumenanteilen von fy = 0.15. Bei der Betrachtung der bandgemittelten Werte
zeigt sich, dass die zugehorigen relativen Extinktionsquerschnitte eine unterein-
ander kontrdre Abhéngigkeit vom Feststoffvolumenanteil zeigen. Der iiber das

kurzwellige Band gemittelte relative Extinktionsquerschnitt <€£ilt>1ow fallt, der

iiber das langwellige Band gemittelte Wirkungsquerschnitt <62ilt)high wéchst mit
zunehmendem Feststoffvolumenanteil. Im mittleren Wellenldngenband bleibt der

relative Wirkungsquerschnitt dagegen nahezu unbeeinflusst von fyy. Auch fiir den
. . . . —rel .
gemittelten relativen Gesamt-Wirkungsquerschnitt (C.,,)iotal €rkennt man einen
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Tabelle 4.1:

. —rel
nisses (Coxt

Symbol Ainf (pm) — Agup (pm) AN (pm)
<5th>1 0.5 2.1 0.08
ow
<6§§‘ft> 2.1 3.7 0.08
med
5.3 0.08

—rel
o > 3.7
< ext high

Tabelle zur Berechnung des bandgemittelten Extinktionsverhdlt-

). Die spektrale Mittelung wird tiber ein kurzwelliges Band (Index

Llow”), ein Band mittlerer Wellenlingen (Index ,med”) und ein langwelliges

Band (Index ,high”) durchgefiihrt.

rel
ext

C

gemitteltes Extinktionsverhaltnis <
N

= N w

o

Feststoffvolumenanteil f,,

—Hi—
O\O\O\O l\._.\.\.
— \O\O\O A A
YTYS0=0"g_
—A—A—
_A A—a—a—4 -
_A—A— _ ~rel
/A/A/A © <Cext >Iow
A/A —m— <§rel >
A ext 'med 4
_a__ [mrel
A <Cext >high
—~rel
<Cext>total ]
0.00 0.03 0.06 0.09 0.12 0.15

Abbildung 4.8: Bandgemitteltes Extinktionsverhdaltnis <6Zilt) als Funktion
des Feststoffvolumenanteils fv. Die spektrale Mittelung wird diber ein kurz-
welliges Band (Index ,low”), ein Band mittlerer Wellenlingen (Index ,,med”)
und ein langwelliges Spektralband (Index ,high”) durchgefiihrt. Ferner ist die

Gesamtmittelung (Index ,total”) von 0.5 bis 5.5 um dargestellt.
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naherungsweise konstanten, vom Feststoffvolumenanteil also nahezu unabhéngi-
gen Verlauf. Mit einem Wert von etwa drei deutet dieser an, dass auch unter
Einbeziehung abhéngiger Streueffekte, Hohlfasern ihre iiberlegene Ddmmwirkung
bewahren. Der qualitativ unterschiedliche Verlauf der einzelnen bandgemittelten
relativen Wirkungsquerschnitte als Funktion des Feststoffvolumenanteils weist al-
lerdings darauf hin, dass die diagnostizierte iiberlegene Dammwirkung der Hohl-
fasern von der Anwendungstemperatur abhéngen muss. Von der Richtigkeit dieser
Feststellung kann man sich {iberzeugen, wenn man nochmals die Strahlungsener-
giedichte bei 2100°K aus Abb. 1.1 rekapituliert. Nahezu die gesamte Strahlungs-
energie wird im Wellenldngenbereich des kurzwelligen und des mittleren Inter-
valls abgegeben. Demzufolge muss der mit der Strahlungsenergiedichte bei dieser
Temperatur gewichtete relative Wirkungsquerschnitt mit zunehmendem Feststoff-
volumenanteil fy abnehmen. Daraus ldsst sich schlussfolgern, dass mit steigen-
der Anwendungstemperatur und steigendem Feststoffvolumenanteil der durch den
FEinsatz von Hohlfasern entstehende Vorteil in der Démmwirkung abnimmt.

4.3.4 Vergleich der Gesamtwarmeleitfihigkeiten

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels wird die Diskussion um einen weiteren pra-
xisrelevanten Aspekt erweitert, indem der Beitrag der konduktiven Warmeleit-
fahigkeit zum Gesamtwarmetransport beriicksichtigt wird. Dabei wird ein Isola-
tionskorper aus monodispersen, raumlich isotrop orientierten Fasern mit einem
Aufsenradius von r1 = 2um betrachtet, wobei im Falle der Hohlfaserisolation der
Innendurchmesser erneut durch ~4;, = 0.85 festgelegt wird.
Das methodische Vorgehen gliedert sich geméaf Brendel, Seifert und Raether, 2016
in die folgenden Schritte: Zundchst werden die Extinktionsquerschnitte fiir unab-
héngige und abhéngige Streuung mithilfe der optischen Kenndaten aus Abb. 4.4
berechnet; anschlieffend wird der Riickstreukoeffizient B; fiir rdumlich isotrop an-
geordnete Fasern anhand der Gleichungen (2.65), (2.71) und (2.72) bestimmt;
im néchsten Schritt wird die Summe aus dem Riickstreukoeffizienten und dem
Absorptionskoeffizienten unter Verwendung der Gl. (4.5) skaliert, um eine Na-
herungslosung fiir dichtere Faseranordnungen zu erhalten. Diese skalierte Grofe
dient zur Berechnung des Beitrages der Warmestrahlung zur gesamten Warmeleit-
fahigkeit mithilfe des Rosseland-Modells Gl. (2.20), wobei bei der Bestimmung des
effektiven Extinktionskoeffizienten I'* der Anteil der Riickstreuung beriicksichtigt
wird:

FA = E;\bs + /31%\5)\ (47)

sca *

Fiir die spektrale Integration in Gl. (2.20) wird das Wellenléngenintervall zwischen
Ainf und Agyp wiederum in 50 dquidistante Abschnitte unterteilt. Die Bestimmung
der oberen und unteren spektralen Integrationsgrenze Aiys und Agyp erfolgt da-
bei analog zu den Berechnungen der Strahlungswirmestromdichten in Abschnitt
4.3.2. Als Modell fiir die Festkorperwiarmeleitung als Funktion des Feststoffvo-
lumenanteils wird das Modell aus Gl. (2.22) verwendet. Zur Vereinfachung wird
angenommen, die Faserisolation sei evakuiert und demzufolge C. = 0. Damit wird
Gl. (2.22) zu:

Vi(1-2)

TVa-2) (48)

tcs = tepulk



4.3. Diskussion und Ergebnisse o7

-
an

v —o— Hohlfasern 1227°C

' --a-- Hohlfasern 1427°C .
--v-- Hohlfasern 1627°C
—e—konv. Fasern 1227°C

=
o
T

s

total (W/m K)
>

o
[3,]
}:. -
’4
«
4
4
<
<
3

o [ e\~ -- a-- konv. Fasern 1427°C
=0 | v-- konv. Fasern 1627°C
'_g A. A V‘Vvva'vvv %—%ﬁ
ig TAAia-a- A ’6'% —%
S oA VWV. o~-/'”OfA 09
:g AAAAAAA 0©”
= o O'O
O~Q-O

©
=

002 004 006 008 010 012 014
Feststoffvolumenanteil f,,

Abbildung 4.9: Gesamtwdirmeleitfihigkeit tciota einer Hohlfaserisolation

und einer Isolation aus konventionellen Fasern als Funktion des Feststoff-

volumenanteils fv fir unterschiedliche Temperaturen. Beide Fuasergattungen

weisen einen Aufendurchmesser r1 von 2 pm auf und das Durchmesserver-
héltnis vqia fir die Hohlfaser betrdgt 0.85.

wobei fiir V; in diesem Fall gilt:

fv
1-fv'

Der Orientierungsparameter Z wird, einer rdumlich isotropen Faserorientierung
entsprechend, auf den Wert 0.66 gesetzt. Die notwendigen temperaturabhéngi-
gen Werte fiir die Warmeleitfahigkeit von AlsOg entsprechen den Angaben aus
Kingery, 1955. Die Gesamtwérmeleitfihigkeit wird wie in Brendel, Seifert und
Raether, 2016 durch einfache Addition der konduktiven Warmeleitfahigkeit tcg
und der Strahlungswarmeleitfahigkeit fc.,q ermittelt:

Ve = (1.9)

tCiotal = tCrad + lCs - (410)

Diese Vereinfachung durch Vernachléssigung der Kopplungseffekte zwischen Strah-
lungswarmetransport und konduktivem Warmetransport wird zum einen motiva-
tionsbezogen gerechtfertigt, da diese Studie gegeniiberstellend ausgelegt ist und
nicht das Ziel verfolgt, exakte quantitative Werte zu ermitteln. Zum anderen wur-
de in den Abschnitten 2.3 und 2.4.4 gezeigt, dass der Einfluss der Kopplungsef-
fekte vom Absorptionsvermoégen des betrachteten Mediums bestimmt wird. Den
Angaben aus Abb. 1.1 zufolge, zeigt der zugrunde liegende Faserwerkstoff Alumi-
niumoxid aber lediglich geringe Absorption im betrachteten Wellenl&ngenbereich.
Der zu erwartende qualitative Verlauf der Gesamtwarmeleitfadhigkeit kann bereits
anhand der Form der Gleichungen (2.20) und (4.8) vorhergesagt werden. Auf-
grund der Tatsache, dass mit steigendem Feststoffvolumenanteil fy die Anzahl der
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Streukorper innerhalb des betrachteten Volumens zunimmt, impliziert Gl. (2.20)
einen stetig abnehmenden Beitrag der Strahlungswirmeleitfahigkeit mit steigen-
dem Feststoffvolumenanteil. Andererseits erkennt man anhand von GI. (4.8) un-
mittelbar, dass der konduktive Beitrag zur Gesamtwéarmeleitfahigkeit mit zuneh-
mendem Feststoffvolumenanteil ansteigen muss. Demzufolge nimmt die Gesamt-
warmeleitfahigkeit bei einem bestimmten Feststoffvolumenanteil einen Minimal-
wert an, wie durch die numerischen Resultate in Abb. 4.9 bestétigt wird. Obschon
unterschiedlich ausgeprégt, zeigt jede Kurve in Abb. 4.9 den erwarteten Verlauf
und die Minima stellen sich bezogen auf das betrachtete Intervall des Faservolu-
menanteils bei mittleren Werten fiir fy ein. Die exakten Positionen der minimalen
Gesamtwirmeleitfihigkeit sind dann letztendlich von der jeweiligen Einsatztem-
peratur abhéngig. Bei identischen Einsatztemperaturen zeigen Hohlfasern fiir alle
betrachteten Werte fy grundsétzlich die geringere Gesamtwérmeleitfahigkeit. Die-
ser Effekt erfihrt mit steigendem Faservolumenanteil eine geringere Auspriagung,
da der Beitrag der konduktiven Warmeleitung die Gesamtwarmeleitfahigkeit zu-
nehmend dominiert. Im Bereich der Minima der Gesamtwéarmeleitfahigkeit gilt
jedoch die Aussage, dass eine Hohlfaserisolation, verglichen mit einer Wéarmeiso-
lation aus konventionellen Fasern, betrichtlich geringere (minimale) Gesamtwér-
meleitfahigkeiten zeigt und dies bereits bei deutlich niedrigeren Feststoffvolumen-
anteilen fy .

4.4 Zusammenfassung und Schlussfolgerung

In dieser numerischen Studie wurden die Hochtemperatur-Wérmetransporteigen-
schaften von Isolationskorpern bestehend aus Hohlfasern und konventionellen Fa-
sern vergleichend gegeniibergestellt. Grundlage der Abhandlung bildet die aus den
Maxwellgleichungen entwickelte analytische Streutheorie am unendlichen Zylin-
der. Fiir identischen Aufiendurchmesser mit der Bedingung r; >= lum lassen
Hohlfaserisolationen, bei Einsatztemperaturen oberhalb von 1000°C, eine signifi-
kant geringere Strahlungswérmestromdichte zu. Uber eine methodisch neuartige
Néherungsmethode kénnen zudem abhéngige Streueffekte, welche in dichter ge-
packten Streukorpern auftreten, in der Vergleichsstudie beriicksichtigt werden,
mit dem Ergebnis, dass Hohlfasern auch im Falle hoher Feststoffvolumenanteile
ihre vorteilhaften Eigenschaften bewahren. Beriicksichtigt man neben der Wir-
mestrahlung den konduktiven Warmetransport, so zeigen Hohlfaserisolationen die
Minima in der Gesamtwérmeleitfihigkeit bereits bei Feststoffvolumenanteilen fy
von etwa 0.03. Die Werte dieser Minima unterbieten diejenigen konventioneller
Faserisolationen in etwa um einen Faktor von zwei. Bei erhohtem Faseranteil
schwindet der Vorteil der Hohlfasern, da die Gesamtwirmeleitfahigkeit von der
konduktiven Warmeleitung zunehmend dominiert wird.
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Kapitel 5

Naherungsweise Berechnung der
Extinktionseflizienz zylindrischer
Streukorper

Im vorangegangenen Kapitel {iber den Vergleich der Streueigenschaften von Hohl-
fasern und konventionellen Fasern wurden zur Abbildung des Strahlungstrans-
ports die exakten analytischen Losungen der Maxwellgleichungen fiir das Streu-
problem einer ebenen Lichtwelle an einem unendlichen Zylinder verwendet. Im
Falle der Hohlfasern wurden im Prinzip die Losungen fir einen zweischichtigen
Zylinder herangezogen. Die Berechnungen sind trotz moderner Rechner (Intel
Core i7-6700k) zeitaufwendig, speziell, wenn Parameterstudien an mehrschich-
tigen Zylindern durchgefiihrt werden. Wird zudem die Orientierung der Fasern
relativ zur einfallenden Lichtwelle beriicksichtigt, sind fiir die Abbildung raum-
lich isotrop angeordneter Zylinder die Losungen fiir Einfallswinkel von 0 bis 7/2
in hoher Auflésung zu berechnen. Dieses Kapitel setzt sich deshalb mit der Eig-
nung der in Abschnitt 2.6 vorgestellten ,Anomalous Diffraction Approximation”
(ADA) zur Losung von Streuproblemen auseinander. Konkret wird die von van
de Hulst, 1981 erstmals fiir kugel- und zylinderférmige Streuobjekte formulierte
Theorie verallgemeinert und auf mehrschichtige Zylinder angewendet. Nach van
de Hulst, 1981 ist die ADA-Methode nur unter der Voraussetzung m — 1 << 1
giiltig. Dies bedeutet, dass nur geringe Unterschiede in den Brechungsindizes zwi-
schen dem Streukorper und seiner Umgebung, welcher in dieser Diskussion durch-
gehend der Wert eins zugewiesen wird, zugelassen sind. Sharma, 1992 konnte
jedoch formal zeigen, dass auch fiir mittlere Werte von m noch brauchbare N&-
herungslosungen gelingen. Historisch wurde die ADA bereits von Stevens, 1984
und Cross und Latimer, 1970 auf homogene Zylinder bei schragem Lichteinfall
angewendet. Dariiber hinaus untersuchte Stevens, 1984 den Fall rdumlich isotrop
angeordneter homogener Zylinder. Die Ausfithrungen zeigen aber Unstimmigkei-
ten bei der Untersuchung schrig einfallender Lichtstrahlung (vgl. Anhang C). Die
Anwendung der ADA auf Hohlzylinder war bereits Bestandteil einer wissenschaft-
lichen Abhandlung von Evans, Chen und Churchill, 1964. Wobei Evans, Chen und
Churchill, 1964 die fiir den homogenen Zylinder formulierten Ausfiihrungen von
van de Hulst, 1981 direkt auf Hohlzylinder anwendeten - jedoch mit unbefriedi-
gendem Ergebnis. In Brendel, Seifert und Raether, 2016 konnte gezeigt werden,
dass eine aus geometrischen Betrachtungen unmittelbar folgende Modifikation der
ADA auch die Beschreibung von Hohlzylindern zulésst. In Brendel, Seifert und
Raether, 2017a wurde das Konzept aus Brendel, Seifert und Raether, 2017b noch-
mals erweitert. Uber die bisherigen Arbeiten von van de Hulst, 1981, Cross und
Latimer, 1970 und Stevens, 1984 hinaus, werden Streuprobleme an aus bis zu drei
Schichten aufgebauten Zylindern behandelt, wobei auch der schréige Lichteinfall
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Abbildung 5.1: Die Extinktionseffizienz Qext eines dreischichtigen Zylin-
ders als Funktion des Gréfienparameters o fiir Brechungsindizes nahe 1 unter
schrigem Lichteinfall. Der Finfallswinkel betrdgt ¢ = 25°.

Berticksichtigung erfahrt. Schlieflich wird in Brendel, Seifert und Raether, 2017a
die ADA an rdumlich isotrop angeordneten, mehrschichtigen Zylindern erprobt.

5.1 Diskussion der Ergebnisse

Wie in Brendel, Seifert und Raether, 2017a, werden in diesem Abschnitt die Re-
sultate der ADA unter Anwendung von Gl. (2.91) mit den Losungen aus Gl. (2.60)
- der Maxwellschen-Streutheorie (MSC) - verglichen. Im Fall homogener kugelfor-
miger oder zylindrischer Streukorper (senkrechter Einfall mit ¢ = 0) mit Bre-
chungsindizes nahe eins fiithrt die Naherungslosung der ADA zu identischen Er-
gebnissen wie die MSC-Theorie (van de Hulst, 1981, Sharma, 1992). Wie aus dem
Berechnungsbeispiel in Abb. 5.1 hervorgeht, trifft dies offensichtlich auch fiir den
allgemeineren Fall eines dreischichtigen Zylinders mit komplexen Brechungsindi-
zes unter schrigem Lichteinfall zu. Die Abweichungen zwischen N&herung und
exakter Berechnung in diesem Fallbeispiel ist von der Ordnung 1073.

Im weiteren Verlauf soll die Eignung der ADA fiir eine Zuweisung realitdtsnaher
mittelgrofer Brechungsindizes untersucht werden. Soweit nicht explizit anders an-
gegeben, wird dabei von einem verschwindenden Imaginérteil des Brechungsindex
kr = 0 ausgegangen. Zur besseren Orientierung werden die Naherungswerte der
ADA fortan grundsétzlich als gestrichelte Linie dargestellt und die Ergebnisse
der MSC erscheinen stets als durchgezogene Linie. Es sei an dieser Stelle darauf
hingewiesen, dass sich sdmtliche Vergleiche auf die Streuung von unpolarisiertem
Licht beziehen. Eroffnet wird die Diskussion mit den in Abb. 5.2 gezeigten Fall-
beispielen konzentrischer Zylinder, deren Geometrie und Materialkombinationen
variiert werden. Fiir den Einfallswinkel gilt dabei ¢ = 0. Bildabschnitt a) zeigt
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Abbildung 5.2: Die Extinktionseffizienz konzentrischer Zylinder Qext un-
terschiedlicher Materialpaarung und Geometrie als Funktion des Griflenpa-
rameters a fiir unpolarisiertes Licht. Fiir den Finfallswinkel gilt dabei ¢ = 0°.

die Extinktionseffizienz als Funktion des Grofenparameters « fiir einen konzentri-
schen Zylinder mit diinnem Kern und dickem Mantel, wobei dem Kern der grofsere
Brechungsindex zugewiesen wird. Bis hin zu Werten des Gréfsenparameters von
a = 50 zeigen Naherung (ADA) und exakte Rechnung (MSC) maximale Abwei-
chungen von weniger als 10%. In Abb.5.2b) wurden die Brechungsindizes von
Mantel und Kern vertauscht. Auch hier weichen Néherung und exakte Rechnung
nur geringfiigig ab. Der maximale Unterschied betriagt 12 %. Die Abbildungen
5.2¢) und 5.2d) zeigen die analogen Vergleichsrechnungen fiir einen dicken Zy-
linderkern. In Abb. 5.2¢) weist die Beschichtung den geringeren Brechungsindex
auf; in Abb.5.2d) dagegen besteht die Beschichtung aus dem optisch dichteren
Material. Ahnlich wie in den vorher gezeigten Beispielen werden die exakten Kur-
ven der MSC durch die ADA zufriedenstellend angenéhert. Im Falle der stirker
brechenden Beschichtung in Abb. 5.2d) zeigt sich ab Werten fiir den Gréfkenpa-
rameter von etwa 30 eine leicht erhohte Abweichung von maximal etwa 15 %.
Zusammenfassend kann man jedoch folgern, dass in den erorterten Féllen Néa-
herung (ADA) und exakte Berechnung (MSC) in quantitativer und qualitativer
Hinsicht gute Ubereinstimmung zeigen. Insbesondere die spektralen Positionen
der Maxima und Minima der Extinktionseffizienzen werden durch die ADA sehr
gut reproduziert. Im néchsten Schritt erfolgt der Vergleich fiir weiter erhohte Wer-
te der reellen Brechungsindizes, indem Werte von 1.5 und 1.25 in ihrer Zuweisung
variiert werden. Die geometrische Dimensionierung von Mantel und Kern erfolgt
dabei analog zu den in Abb. 5.2 vorgestellten Beispielen. Wiederum zeigt das Fall-
beispiel mit dem optisch diinneren Material im dicken Zylinderkern die gréfsten
Unterschiede zwischen Naherung und exakter Rechnung. Bei genauer Betrachtung
der exakten Berechnungsergebnisse in Abb. 5.3 erkennt man entlang der langsa-
mer variierenden Grobstruktur der Extinktionseffizienz bereits die Ausbildung
einer schneller oszillierenden, feinen Struktur. Die Maxima dieser Struktur wer-
den in der Fachliteratur auch als ,morphology dependent resonances” oder kurz
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Abbildung 5.3: Die Extinktionseffizienz der konzentrischen Zylinder aus Ab-
bildung 5.2 jedoch mit héheren Werten in den Brechungsindizes als Funktion
des Groflenparameters «. Fir den Finfallswinkel gilt weiterhin ¢ = 0°.

als MDRs terminiert (Hill und Benner, 1988). Diese MDRs sind in Abb. 5.2 noch
nicht zu erkennen. Im Falle der kleineren Brechungsindizes wird also die Extink-
tionseffizienz allein von einer langsam oszillierenden groben Struktur dominiert.
Deren breite Maxima ergeben sich aus der Interferenz der direkt transmittierten
Strahlung und der beim Durchgang durch das optisch dichtere Medium phasen-
verschobenen Strahlung. Dieser Sachverhalt bildet nach Gl. (2.91) offensichtlich
auch die Grundlage der ADA. Die Ausbildung der MDRs in Abb. 5.3 kann mit-
tels der ADA nicht beschrieben werden, da diese nach Bohren und Huffman, 1983
aus den Polstellen der Partialwellenkoeffizienten in Gl. (2.60) entstehen. Nach Hill
und Benner, 1988 konnen die MDRs einzelnen Partialwellenkoeffizienten zugewie-
sen werden, wohingegen die langsam oszillierende Grobstruktur als Kollektiveffekt
einer Vielzahl von Partialwellen verstanden werden muss.

Die bisherige Beschrankung der Diskussion auf nicht absorbierende Materialien
k: = 0 wird in diesem Abschnitt aufgehoben. Endliche Werte fiir k; bewirken
nach Abb. 5.4 offensichtlich eine Minderung der Maximalwerte der Extinktionsef-
fizienz - die oszillierenden Kurven wirken geddmpft. Besonders deutlich wird dies
beim Vergleich von Abb. 5.4b mit Abb. 5.3d. Beide Fille unterscheiden sich da-
durch, dass in Abb. 5.4b der Brechungsindex m, = 1.50 durch einen Imaginérteil
ky = 0.10 ergdnzt wurde. Bezogen auf die Absolutwerte zeigen im Falle absor-
bierender Medien Niherung und exakte Berechnung bessere Ubereinstimmung.
Diese Beobachtung betrifft vor allem den Bereich mittelgroffer Grofsenparame-
ter zwischen 15 und 35. Mit der schrittweisen Erhchung des Groflenparameters
geht allerdings die Kohérenz der Vergleichsspektren aus ADA und MSC zuneh-
mend verloren. Dies wird bereits am Beispiel der Kurven aus Abb. 5.4a deutlich.
Nach dem Durchlaufen des zweiten Minimums erscheint die Naherungskurve zur
exakten Kurve phasenverschoben. Verstéarkt kommt der Kohdrenzverlust dann in
Abb. 5.4¢ zum Ausdruck - selbst die Position des ersten Maximums kann durch die
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Abbildung 5.4: Die Extinktionseffizienz des konzentrischen Zylinders aus
Abb. 5.3d mit ro = 0.8r1 als Funktion des Griffenparameters a fiir nicht ver-
schwindende Absorption k, > 0 bei senkrechtem Lichteinfall (¢ =0).

ADA nicht mehr reproduziert werden. Aufféllig ist zudem, dass fiir sehr stark ab-
sorbierende Medien (Abb. 5.4d) die Lésung der ADA schneller gegen den asympto-
tischen Grenzwert von 2 konvergiert als das korrespondierende MSC-Spektrum.

Nachdem bisher Problemstellungen doppelt geschichteter konzentrischer Zylinder
behandelt wurden, erfolgt eine Ausweitung der Diskussion auf dreilagige Zylin-
der. Ausgehend von den Radienverhéltnissen ro = r1/2 und rg3 = r1/3 erfolgt die
schichtweise Zuordnung der nun wieder rein reellen Brechungsindizes, zum Ersten
von aufsen nach innen ansteigend (Abb. 5.5a) und zum Zweiten von aufen nach
innen absteigend (Abb. 5.5b). Dariiber hinaus sind in Abb. 5.5¢) und Abb. 5.5d)
zwei Fille mit jeweils gasformiger Zwischenschicht mga = 1.00 gezeigt. Offensicht-
lich werden in diesen vier Fallstudien erneut gute Naherungskurven generiert. Die
maximalen Abweichungen zur exakten Berechnung belaufen sich auf etwa 10 %.
In den vorherigen Beispielen war stets zu beobachten, dass die Hohe der Maxi-
ma der Grobstruktur mit steigendem Grofenparameter monoton abfallt. Fiir die
Parametrisierungen der Abbildungen 5.5b) und 5.5¢) ist dies nun nicht mehr zu-
treffend.

Anders als bei van de Hulst, 1981, wo nur der senkrechte Einfall einer ebenen
Lichtwelle auf einen homogenen Zylinder betrachtet wird, diskutieren Cross und
Latimer, 1970 und Stevens, 1984 auch den schriagen Lichteinfall (¢ > 0°). Es ist
daher naheliegend, Problemstellungen mit ¢ > 0° auch an mehrlagigen Zylindern
zu analysieren. Gegenstand der Untersuchung bildet ein zweischichtiger Zylinder
mit diinnem Kern (r2/r1 =0.20), wobei der Kern aus dem optisch dichteren Ma-
terial besteht. Fiir die Zahlenwerte Brechungsindizes gilt dabei m; = 1.15 und
meo = 1.30. Ausgehend vom Fall ¢ = 0°, wird der Einfallswinkel sukzessive erhéht
und die Naherung mit der exakten Berechnung verglichen. Betrachtet man den in
Abb. 5.6a) gezeigten Fall fiir ¢ = 0° mit der Darstellung aus Bildabschnitt b) fiir
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Abbildung 5.5: Extinktionseffizienz dreilagiger Zylinder mit ro = r1/2 und
rs = 11/3 als Funktion des Griflenparameters o bei senkrechtem Lichteinfall

(¢ =0°).
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Abbildung 5.6: Die Extinktionseffizienzen zweilagiger Zylinder (ro/r1 =

0.20) unter schragem Lichteinfall. Fir die Brechungsindizes gilt m; = 1.15
und mo = 1.30.
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¢ = 20°, so erkennt man eine Verschiebung der Extinktionseffizienz hin zu grofse-
ren Wellenldngen bzw. kleineren Werten des Grofenparameters im Falle schrager
Inzidenz. Dieser Effekt kann durch den Ubergang von einer kreisformigen (fiir
¢ = 0°) zu einer elliptischen Zylinderschnittgeometrie (wenn ¢ > 0°) erklart wer-
den. Die entlang der groffen Halbachse zentral verlaufende Intensitét erfahrt eine
erhohte Phasenverschiebung. Bei genauer Betrachtung von Abb. 5.6b) gewinnt
man den Eindruck, dass die beobachtete Verschiebung der Extinktionseffizienz
durch die ADA-Methode leicht iiberbetont wird. Deutlicher wird die iiberhoh-
te Verschiebung dann fiir einen Einfallswinkel von 45° wie in Bildabschnitt c)
gezeigt wird. Filir a > 12 liefern N&herung und exakte Berechnung bereits in-
kohédrente Losungen. Schliefslich fiihrt eine weitere Erhéhung des Einfallswinkels
(Abb. 5.6d) zur vollstandigen Ungiiltigkeit der ADA-Methode. Weitere, an dieser
Stelle nicht mehr gezeigte Berechnungen, legen den Schluss nahe, dass die ADA
fiir mittlere Brechungsindizes bis hin zu Einfallswinkeln von etwa 15° bis 20° Grad
brauchbare Naherungen liefert. Fiir grofere Einfallswinkel muss die Annahme ge-
radlinig verlaufender Lichtstrahlen weiter abseits von der Mittellinie des Zylinder-
querschnitts verworfen werden. An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass in
Cross und Latimer, 1970 die Implementierung eines Korrekturterms in Gl. (2.91)
vorgeschlagen wird, um die Qualitdt der Naherung bei grokeren Einfallswinkeln
zu verbessern.

Im Zusammenhang mit dem hier diskutierten schrigen Lichteinfall sei betont,
dass die fiir den zweilagigen Zylinder gefundenen Ergebnisse vollstandig konsistent
mit den Ausfiihrungen von Cross und Latimer, 1970 fiir homogene Zylinder sind.
Fiir die Ergebnisse in Stevens, 1984 trifft dieser Sachverhalt allerdings nicht zu.
Wahrend die fiir schrégen Einfall berechneten Extinktionseflizienzen in Cross und
Latimer, 1970 und in der hier vorliegenden Abhandlung in Ubereinstimmung mit
dem Babinetschen Prinzip im Grenzfall « — oo gegen den Wert 2 konvergieren,
berechnet Stevens, 1984 einen wesentlich kleineren asymptotischen Grenzwert.
Dieser Sachverhalt fiihrt zum Widerspruch zwischen den theoretischen Grundla-
gen und den gezeigten Ergebnissen in Stevens, 1984 im Falle schriger Inzidenz.
In Anhang C.1 wird darauf im Detail eingegangen.

Schliefklich soll die Anwendbarkeit der ADA-Methode auch fiir rAumlich isotrop
angeordnete zylindrische Streukorper untersucht werden. Grundlage der Berech-
nung bildet dabei Gl. (2.93), nach welcher die vom Einfallswinkel abhéngigen Er-
gebnisse der ADA GI.(2.91) und der exakten Rechnung GI. (2.92) aufintegriert
werden. Die Winkelauflosung fiir den Einfallswinkel ¢ betragt dabei 1 Grad. Ho-
here Auflésungen fithren zu keiner signifikanten Verbesserung der Genauigkeit.
Eine Fallstudie fiir rdumlich isotrop orientierte homogene Zylinder wurde be-
reits in Stevens, 1984 durchgefiihrt. Aufgrund der inkonsistenten Abhandlung des
schriagen Lichteinfalls in Stevens, 1984 wird fiir dessen gezeigte Studie eine er-
neute Berechnung durchgefiihrt. Die resultierenden Ergebnisse fiir den Fall eines
analog zu Stevens, 1984 parametrisierten homogenen Zylinders und dariiber hin-
aus fiir zweifach und dreifach geschichtete Zylinder werden in Abb. 5.7 vorgestellt.
Wenn auch die Abweichungen zwischen ADA und MSC im Vergleich zu Stevens,
1984 hoher ausfallen, so zeigen die Ergebnisse hinsichtlich der Absolutwerte und
des spektralen Verlaufs gute Kompatibilitdt. Offenkundig kann die Giiltigkeit die-
ser Feststellung auch auf die zwei- und dreifach geschichteten Zylinder iibertragen
werden. Eine intuitive Begriindung fiir die erneute Phasenkohérenz zwischen ADA
und MSC-Theorie im Falle rdumlich isotrop angeordneter Zylinder kann an dieser
Stelle nicht gegeben werden. Allerdings sicht man in Abb. 5.8 fiir das Beispiel aus
Abb. 5.7¢c, dass die spektrale Position der Extinktionsmaxima unabhéngig von der
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Abbildung 5.7: Die Extinktionseffizienzen fiir rdumlich isotrop angeordnete
homogene und mehrschichtige Zylinder.
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Abbildung 5.8: Die gemittelte Extinktionseffizienz fiir verschiedene obere
Integrationsgrenzen in Gl. (2.93). Die Linien der ADA-Ndherung und der
MSC-Theorie sind itm Falle einer oberen Integrationsgrenze von ¢gp = /8
mit Dreiecken markiert. Fir die Integration bis ¢sup = 7/4 und ¢sup = 7/2
dient zur Kennzeichnung ein Kreis bzw. ein Quadrat.
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Abbildung 5.9: Die relative Berechnungszeit tﬁ/?écc /tffllfA als Funktion des

Griofienparameters a fiir homogene, zweischichtige und dreischichtige Zylin-
der.

oberen Integrationsgrenze in Gl. (2.93) stabil bleibt. Die Mittelwertbildung erfolgt
dabei tiber ¢gup = /8 , dsup = 7/4 und Pgup = /2.

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels erfolgt ein Vergleich der Berechnungszeiten
von ndherungsweiser und exakter Berechnung. In Abb.5.9 werden die relativen
Berechnungszeiten tﬁgc /tf{"]l)cA als Funktion des Grofsenparameters « fiir einen
homogenen, einen zwei- und einen dreilagigen Zylinder gezeigt. Fiir den homo-
genen Zylinder zeigen die Berechnungszeiten beider Theorien keine signifikanten
Unterschiede. Vergleicht man den zeitlichen Aufwand im Falle des zweischichtigen
Zylinders, so werden abhingig vom Groéfsenparameter um den Faktor 12 bis 15
geringere Berechnungszeiten bei der Anwendung der ADA benétigt. Noch deut-
licher fallt die Zeitersparnis fiir Berechnungen am dreilagigen Zylinder aus. Hier
iibersteigt die benétigte Zeit fiir MSC-Anwendungen die Berechnungsdauer der
Né&herung um einen Faktor zwischen 30 und 50.

5.2 Zusammenfassung und Schlussfolgerung

Sicherlich ersetzt die ADA in vielen Féllen keine exakten Berechnungen. Insbe-
sondere, wenn die winkelaufgeloste Streuverteilung, also der differentielle Wir-
kungsquerschnitt, Teil der Problemstellung ist. Auch sinkt die Qualitdt der Né-
herung mit steigendem Brechungsindex oder im Falle mehrlagiger Zylinder mit
grofsen Unterschieden in den Brechungsindizes der einzelnen Schichten. Fiir mode-
rate Absolutwerte bzw. Unterschiede der Brechungsindizes jedoch reproduziert die
ADA die Extinktionseffizienz auf angemessene Weise. Wenn man sich weiterhin
klarmacht, dass Berechnungen nach der ADA fiir die in dieser Arbeit implemen-
tierten Algorithmen bis um den Faktor 50 kiirzere Berechnungszeiten erfordern als
exakte Rechnungen, so ermdglicht die ADA auch das Abtasten sehr grofer und
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mehrdimensionaler Parameterrdume, die bei der Optimierung von schichtweise
aufgebauten Streukorpern zwangsldufig auftreten. So zeigen die hier vorgestell-
ten Beispiele, dass abgesehen vom schréigen Einfall unter groffen Einfallswinkeln,
die spektrale Position der Extinktionsmaxima sehr gut reproduziert wird. Exakte
Berechnungen mit der MSC lassen sich dann gezielt auf Parameterbereiche von
besonderem Interesse beschrinken. Ein weiterer Aspekt betrifft die Implemen-
tierung der Maxwellschen Streutheorie in Computercode. Aufgrund der hohen
Komplexitat der MSC (vgl. Kap. 2.5) ist dieses Unterfangen potentiell fehlerbe-
haftet. Zudem sind die linearen Gleichungssysteme zur Bestimmung der Partial-
wellenkoeflizienten im Falle geschichteter Zylinder a priori schlecht konditioniert
und erfordern anspruchsvolle Losungsalgorithmen. Die Realisierung eines Berech-
nungsprogramms fiir die ADA ist dagegen weitaus weniger anspruchsvoll, und wie
Abb. 5.1 dariiber hinaus verdeutlicht, fiihrt die Anwendung von MSC und ADA
zu nahezu identischen Ergebnissen, wenn die Brechungsindizes sehr klein gewahlt
werden. Gerade deshalb eignet sich die ADA hervorragend fiir die Verifikation der
in Verbindung mit der MSC geforderten komplexeren Berechnungsalgorithmen.
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Kapitel 6

Experimentelle Ergebnisse

Dieses Kapitel widmet sich der experimentellen Charakterisierung des in Kap. 3.1
beschriebenen kommerziell verfiigharen Faserisolationsmaterials aus Aluminiu-
moxid. Wo moglich, werden die experimentellen Resultate mit Vorhersagen der
theoretischen Modelle verglichen. Zunéchst wurde eine Durchmesserverteilung
mittels REM-Bildauswertung erstellt. Bei bekannter Durchmesserverteilung kon-
nen unter der Annahme raumlich isotrop angeordneter Fasern die Wirkungsquer-
schnitte und daraus die spezifischen effektiven Streu- und Extinktionskoeffizien-
ten Guct sca = Toxtsca/ Pip des Probenmaterials berechnet werden. Mittels der in
Abschnitt 3.2 vorgestellten infrarot-optischen Charakterisierung bei Raumtempe-
ratur mit der Ulbrichtkugel erhélt man zum Vergleich experimentelle Werte fiir
die spezifischen effektiven Streu- und Extinktionskoeffizienten.

Parallel zur experimentellen Bestimmung der Temperaturleitfahigkeit durch die in
Kap. 3.5 beschriebenen TWA-Methode wird ein gekoppeltes numerisches Modell
vorgestellt, anhand dessen die Phasenverschiebung und der Amplitudenverlust im
Probeninnern theoretisch vorhergesagt werden kénnen.

6.1 Infrarotoptische Charakterisierung der Faserisola-
tion

Die Verteilung der Faserdurchmesser Abb.6.1 wurde mittels zahlreicher REM-
Aufnahmen und der Vermessung von insgesamt 193 Fasern erstellt. Aufgrund der
rechtsschiefen Verteilung liegt es nahe, die Verteilung durch eine logarithmische
Normalverteilung zu approximieren, deren Wahrscheinlichkeitsdichte wiog, gege-
ben ist durch:

Wiogn () _[ln{d) = In(dw)] ) . (6.1)

1
= —€X
V2mospd p( 208p

Die logarithmische Normalverteilung ist normiert, d. h. die Integration der Wahr-
scheinlichkeitsdichte wlogn(d) iiber alle Durchmesser d ergibt den Wert eins. Fiir
die Fitkurve in Abb.6.1 ergeben sich als Anpassungsparameter ein Erwartungs-
wert von dp, = 3.85 um und eine Standardabweichung von ogp = 0.29 um. Nach
Herstellerangaben Paraknewitz, 2016 liegen die Faserdurchmesser d in einem Be-
reich zwischen 3 pm und 5 pum. Diese Angabe deckt sich sehr gut mit der mess-
technisch ermittelten bzw. der approximierten Verteilung aus Abb.6.1. Der ef-
fektive spezifische Extinktionskoeffizient 6% = 0 /psp und die effektive Albedo
wg wurden bei Raumtemperatur mit dem in Abschnitt 3.2.1 geschilderten Ver-
fahren der integrierenden Kugel mit anschliefsender Auswertung der Reflexions-
und Transmissionsdaten iiber die Dreifluss-Néherung der Strahlungstransportglei-
chung (2.5) im Wellenlédngenbereich von 0.4 ym bis 8 um bestimmt. Bis zu einer
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Abbildung 6.1: Gemessene Faserdurchmesserverteilung wexp (Balken) und
der zugehdrige Fit mit einer logarithmischen Normalverteilung wiogn (Vollli-
nie).
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Abbildung 6.2: Bei Raumtemperatur experimentell ermittelter effektiver
spezifischer Extinktionskoeffizient 6% (dicke Volllinie) und die effektive Al-
bedo wg (diinne Volllinie).
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Wellenldnge von 4 uym zeigen die Messresultate aus Abb. 6.2 einen Wert fiir die
Albedo von nahezu eins. Aufgrund des ansteigenden Absorptionskoeffizienten von
Aluminiumoxid (vgl. Abb. 1.1) nimmt die Albedo dann zu gréferen Wellenlangen
hin ab und erreicht einen Wert von etwa 0.5 bei einer Wellenldnge von 8 ym. Der
gemessene Extinktionskoeffizient nimmt mit zunehmender Wellenlénge stetig ab.
Bei bekannter Grofenverteilung der Faserdurchmesser und unter der Annahme ei-
ner rdumlich-isotropen Faseranordnung kénnen, geméfs der in in Abschnitt 2.5.1
vorgestellten Theorie der Streuung am unendlichen Zylinder, auch theoretische
Werte fiir den effektiven spezifischen Streukoeffizienten berechnet werden. Dabei
wird ndherungsweise angenommen, dass alle Fasern, unabhéngig von ihrem Durch-
messer, eine identische Lange lg, aufweisen. Der betrachtete Wellenldngenbereich
beschrankt sich dabei auf das Intervall von 0.5 —7um, also den Bereich der verfiig-
baren Literaturdaten aus Lingart, Petrov und Tikhonova, 1982. Mittels Gl. (2.64)
werden zuerst die spektralen Wirkungsquerschnitte einzelner Fasern mit Durch-
messer d; berechnet. Geht man von Fasern mit identischer Lénge g}, aus, so ergibt
sich bei der betrachteten j-ten Wellenlénge fiir den spezifischen Streukoeffizienten
der Ausdruck:

5'sca,j = Nnormlsib Z wexp(dl) Csca,j (dl) ) (6-2)

l

mit der Normierungskonstanten

-1
™
Nnorm = (Pbulk > 4lﬁbdz2’wexp(dl)> ; (6.3)
l

wobei ppuk = 3950 % der Dichte von Aluminiumoxid entspricht (Auerkari, 1996).
Der Index [ durchlduft alle ermittelten Durchmesser der Fasern d; aus Abb. 6.1.
Unter Verwendung der Gleichungen (2.69) und (2.11) kann aus dem spezifischen
Streukoeffizienten (Gl.6.2) der effektive spezifische Streukoeffizient &% berech-
net werden. Beim Vergleich des experimentell ermittelten effektiven spezifischen
Streukoeffizienten 6., = wjoi, (Volllinie) mit den theoretisch errechneten Wer-
ten (gestrichelte Kurve) in Abb. 6.3 wird deutlich, dass die berechneten Werte im
langwelligen Spektralbereich oberhalb und bei kleineren Wellenldngen deutlich un-
terhalb der experimentellen Kurve liegen. Die Abweichung fiir groke Wellenlédngen
lasst sich noch mit dem nicht exakt bekannten Absorptionskoeffizienten des Fa-
sermaterials und/oder Messfehlern bei der infrarot-optischen Charakterisierung
bzw. bei der Ermittlung der Faserdurchmesserverteilung erkldaren. Wohingegen
im kurzwelligen Bereich die Abweichungen zwischen Theorie und Experiment in
qualitativer und quantitativer Hinsicht zu groff ausfallen. Experimentell wéchst
der Streukoeffizient zu hoéheren Frequenzen stetig an, wihrend theoretisch ein
monotoner Abfall fiir Wellenldngen kleiner 4 pym vorhergesagt wird. Im Bereich
der Wellenldngen um 0.5 ym sind die theoretischen Streukoeffizienten um mehr
als den Faktor zwei geringer, als die korrespondierenden experimentellen Werte.
Durch die Abhandlungen in Kap. 5 wurde anschaulich klar, dass die spektrale Po-
sition der Streuresonanzen im Wesentlichen durch die optischen Weglangen des
Streukorpers und die daraus resultierenden Phasenverschiebungen der gestreuten
Lichtwelle relativ zur einfallenden Lichtwelle bestimmt werden. Bei gegebenem
Brechungsindex fiihren kleinere Abmessungen des Streukorpers demnach zu ver-
starkter Streuung im kurzwelligeren Spektralbereich. Beim Blick auf die exempla-
rische REM-Aufnahme in Abb. 6.4 fallt auf, dass durchaus Partikelstrukturen mit
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Abbildung 6.3: Gemessener (Volllinie) und theoretisch ermittelter effekti-
ver spezifischer Streukoeffizient ¢%,,. Die gestrichelte Linie bezieht sich auf
reine Zylinderstreuung fir die Verteilung aus Abb. 6.1. Fiir die Berechnung
der gepunkteten Linie wurde neben den zylindrischen Streuern ein Anteil an
sphérischen Streukérpern angenommen.

Abbildung 6.4: REM-Aufnahme der Faserprobe. Deutlich zu erkennen ist
die kornige Struktur der polykristallinen Fasern. Neben den zylinderférmigen
Fasern findet man zudem AlsOgs-Mikropartikel.
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sehr kleinen Abmessungen in der Faserisolierung vorzufinden sind. Auch die po-
lykristallinen Fasern selbst zeigen keine glatte Oberflache, sondern erscheinen aus
Kornern zusammengesetzt. Um abschitzen zu kénnen in welchem geometrischen
Grofenbereich und in welcher anteiligen Menge feinere Partikel bzw. Strukturen
vorhanden sein miissen, um die experimentelle Kurve des effektiven Streukoef-
fizienten besser nachbilden zu kénnen, wird angenommen, dass sich neben den
zylindrischen Streuern ein Anteil sphérischer Streukorper aus Aluminiumoxid be-
findet. Die Durchmesserverteilung der sphérischen Streuer soll dabei einer loga-
rithmischen Normalverteilung wie in Gl. (6.1) mit dem Erwartungswert &P und
der Standardabweichung O‘;%h gehorchen. Zur Unterscheidung werden die Eigen-
schaften der sphérischen Streukorper mit dem hochgestellten Index ,sph” verse-
hen. Die Streuquerschnitte werden dabei nach der Mie-Theorie (Gleichung (2.94)
bis (2.95)) fiir spharische Streuer berechnet Analog wird 5:5; ; aus einer Durch-

: h o
messerverteilung wlsfgn sphérischer Streuer berechnet:

~Sph o Nsph

sca,j norm

Z wsph sph Csph_ (dskph) 7 (64)

logn sca,j

mit der entsprechenden Normierungskonstanten

-1
h3 sph , sph
N3P, = (Pbulkz —d> w4 )) : (6.5)

Der Index k durchlduft die betrachteten Kugeldurchmesser d*PM . Die drei An-

passungsparameter sind dann fsPh 4P und 0 . Die korrespondierenden effek-

h
Iy i Werden iiber die Zusammenhénge aus

tiven spezifischen Streukoeffizienten &,
Gl. (2.11) abgeleitet.

Das zu lésende Anpassungsproblem zur Minimierung der relativen quadratischen
Abweichung Y2, zwischen den experimentellen und den theoretischen Werten,

wird fiir die betrachteten Wellenldngen j wie folgt formuliert:

~*k€Xp _ ~xth 2
2 z : Usca,j Usca,j 6.6
Xerr — &*exp ) ( . )

j sca,j
mit dem zusammengesetzten theoretischen spezifischen Effektivwert:

Grmy = JPGDS 4 (L= PGy (6.7)
wobei f*P! den Massenanteil der sphérischen Streuer bezeichnet und formal Werte
zwischen null und eins annehmen kann. Die Berechnung von asca der Verteilung
der Faserdurchmesser wey, erfolgt erneut nach Gl. (6.2) und GL (6 3).

Der Fit erfolgt mittels eines least-squares-Verfahrens. Fiir die Parametrisie-
rung mit der geringsten Abweichung x?2,, findet man PP = 0.588 pm und O';%h =
0.358 um sowie einen Massenanteil der sphérischen Streuer von 0.034. Die zuge-
horigen Werte fiir den gemischten theoretischen Streukoeffizienten U:tg finden
sich als gepunktete Linie in Abb. 6.3 wieder. Man erkennt, dass durch den ge-
ringen Anteil kleiner sphérischer Streuer die theoretischen Streukoeffizienten im
kurzwelligen Spektralbereich eine wesentlich bessere Ubereinstimmung mit den
experimentellen Werten zeigen. Auf den langwelligen Bereich dagegen hat die
Beimengung der sphérischen Streukorper nahezu keinen Einfluss.
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Abbildung 6.5: Gemessene (Volllinie) und theoretisch (Punkte bzw. Stri-
che) ermittelte effektive Albedo w(. Die gestrichelte Linie bezieht sich auf
reine Zylinderstreuung fir die Verteilung aus Abb. 6.1. Fiir die Berechnung
der gepunkteten Linie wurde neben den zylindrischen Streuern ein Anteil an
sphdrischen Streukdérpern angenommen.

Schliefslich sollen noch die experimentellen und theoretischen Resultate fiir die ef-
fektive Albedo gegeniibergestellt werden (Abb. 6.5). Bis zu einer Wellenlédnge von
4pm verlaufen die theoretischen und experimentellen Kurven gleich. Zu grofieren
Wellenldngen hin werden dagegen deutliche Abweichungen erkennbar. Die theore-
tischen Werte mit und ohne Zugabe von sphérischen Streuern unterscheiden sich
dagegen nicht. Der Einbruch der experimentell ermittelten Albedo im Bereich von
2.5 — 3.6pm ist auf die Luftfeuchtigkeit der Umgebung und die Adsorption von
Wasser zurtickzufithren (Fenn u.a., 1985 bzw. Marcussen, 1970).

6.2 Bestimmung der Temperaturleitfihigkeit

In diesem Abschnitt werden die numerischen und experimentellen Resultate zur
Bestimmung der Temperaturleitfahigkeit der Faserproben erortert.

6.2.1 Festlegung und Bestimmung der Eingangsparameter fiir
das numerische Modell

Um die thermische Anregung der zylindrischen Probe durch Warmestrahlung be-
rechnen zu kénnen, ist es notwendig, Strahlungstransport und Festkorperwirme-
transport innerhalb der Probe zu koppeln. Die zeitliche Entwicklung des Tempe-
raturprofils in der Probe wird dann durch eine inhomogene Diffusionsgleichung in
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Zylinderkoordinaten beschrieben (vgl. Gl. (2.28)):

0 02 10 .
pprPaT(T, t) — tesgh [87"2 + rc?r] T(r,t) = —divgraq(r, t) (6.8)

wobei die Divergenz der Strahlungswarmestromdichte

Ai¥Geaa(r, 1) = 0 (Fraa(r 1) (6.9)
als Quellterm auf der rechten Seite erscheint. Die Strahlungswarmestromdich-
te wird dabei durch die in Abschnitt 2.4.2 vorgestellte Diffusionsapproximation
der Strahlungstransportgleichung (2.15) ermittelt. Beide Gleichungen, (6.8) und
(2.15), werden jeweils mit einem Finite-Differenz-Schema gelost. Nach jedem Zeit-
schritt erfolgt eine Aktualisierung der Randbedingung aus Gl. (2.17) bei r = R,
indem der kosinusférmig schwingenden Umgebungstemperatur die korrespondie-
rende Strahlungsenergie zugeordnet wird.

(QZTA)Z <1 (6.10)
Die Zeitschritte werden dquidistant gewéahlt, derart, dass das Neumannsche Sta-
bilitatskriterium aus Gl. (6.10) in jedem Fall erfiillt wird. Zur Losung der Nicht-
linearitét in der inhomogenen Diffusionsgleichung in Gl. (6.8) wird der iterative
Ansatz aus Hahn u. a., 1997 bzw. Siegel und Howell, 1992 gewéahlt (vgl. Anhang
C). Das Temperaturprofil zum Zeitpunkt ¢ wird dann als konvergiert betrachtet,
wenn der maximale Temperaturunterschied zwischen dem vorhergehenden und
dem aktuellen Zeitschritt fiir alle Koordinaten r kleiner 107K ausfillt.
Fiir die Berechnungen miissen aber zunédchst noch eine Reihe von Materialkenn-
grofken bereitgestellt werden. Der temperaturabhingige spektrale Emissionsgrad
€} zur Applikation der Randbedingung Gl. (2.17) entspricht den Literaturwerten
von Whitson, 1975. Die verwendeten Werte sind in Anhang C gegeben. Effektive
Albedo und Extinktion werden experimentell mit der BBC Methode ermittelt.
Bei der Betrachtung poroser Medien, wie im Fall einer Faserisolation, wird in der
Planck-Funktion ig der reelle Brechungsindex n, eines porosen Materials durch
einen Effektivwert n} ersetzt. Nach Caren, 1969 und Daryabeigi u. a., 2011 hangt
n* stark von der Porositét oder - im Falle einer Faserisolation - vom Feststoffvo-
lumenanteil ab. In dieser Arbeit wird fiir die Berechnung von n} die Beziehung
zwischen dem Brechungsindex von Aluminiumoxid n; und dem Feststoffvolumen-
anteil fy durch das Modell von Caren, 1969 hergestellt. Die Temperaturabhén-
gigkeit der Brechungsindizes ergibt sich dabei durch die Verwendung der entspre-
chenden Kenndaten aus Abb. 4.4.
In der Diffusionsgleichung (6.8) miissen zudem Wérmekapazitiat, Warmeleitfa-
higkeit und Dichte festgelegt werden. Fiir die Warmekapazitiat von Aluminiu-
moxid finden die Werte aus Touloukian und Buyco, 1970 Verwendung und die
Rohdichte der zylindrischen Probenkérper pg, wird aus deren gemessener Geo-
metrie und deren gemessener Masse bestimmt. Die gekoppelte Gas-Festkorper
Warmeleitfahigkeit tcggp wird durch Gl (2.23) aus Abschnitt 2.4.4 beschrieben,
wobei der Kopplungsparameter Cy, experimentell ermittelt wird. Wie in Kap. 4
wird die temperaturabhéngige Festkorperwarmeleitfahigkeit von Aluminiumoxid
durch die Literaturwerte aus Kingery, 1955 vorgegeben. Ferner entsprechen die
thermischen Gaseigenschaften von trockener Umgebungsluft den Angaben von
Kadoya, Matsunaga und Nagashima, 1985. Samtliche verwendeten thermischen
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Kenndaten von Aluminiumoxid und Umgebungsluft sind in Tab. C.1 in Anhang
C zusammengefasst.

Experimentelle Bestimmung des Kopplungsparameters Cg,

In GI.(2.23) ist fiir die hier verwendete Faserisolation der Grokenparameter ogg

von der Ordnung 10~ und demzufolge gilt in guter Niherung Of(f:rl ~ 1. Der
Grofkenparameter gz ist durch den Orientierungsparameter, die Digchte des Fa-
serwerkstoffes und die Rohdichte der Faserisolation eindeutig bestimmt. Somit
kann durch Messung der Warmeleitfahigkeit tcggy, der Kopplungsparameter Cyy,
aus Gl. (2.23) berechnet werden. Um verfilschende Effekte durch Luftfeuchtig-
keit (Adsorption von Wasser) auszuschliefen, wird die Wérmeleitfahigkeit tcggr,
bei einer Temperatur von 200°C mit dem Laser-Flash-Verfahren (Netzsch LFA
457) ermittelt. Der Einfluss der Wéarmestrahlung kann bei dieser Probentempera-
tur als vernachlédssighar betrachtet werden. Aus der experimentellen Temperatur-
leitfahigkeit wird mittels der gemessenen Rohdichte des Fasermaterials und dem
Literaturwert fiir die Warmekapazitdt von Aluminiumoxid aus Touloukian und
Buyco, 1970 die Warmeleitfahigkeit der Proben bestimmt. Fiir die Festlegung
der noch verbleibenden Materialparameter des Faserwerkstoffes werden ebenfalls
Literaturangaben genutzt. Der Wert der Warmeleitfihigkeit von Aluminiumoxid
bei 200°C' entspricht den Angaben von Kingery, 1955. Der Elastizitdtsmodul und
die Dichte von Aluminiumoxid werden aus Auerkari, 1996 {ibernommen. Verméoge
der verwendeten Literaturdaten und der experimentell bestimmten Temperatur-
leitfahigkeit kann GI. (2.23) nach dem Kopplungsparameter Cy, aufgeldst werden.
Als Ergebnis findet man schlieflich den Wert Cg, = 0.00391 mit einer Stan-
dardabweichung von 0.00030. Sdmtliche thermischen Literaturdaten, welche zur
Bestimmung des Kopplungsparameters herangezogen wurden, sind im Anhang in
Tabelle C.1 zusammengefasst.

Bestimmung von Albedo und Extinktion bei hohen Temperaturen

Die effektiven Transportgrofien Albedo und Extinktion wurden bei einer Tempe-
ratur von 1000°C mit der BBC-Methode (vgl. Abschnitt 3.2.2) im Intervall von
2pum bis 8um bestimmt. In Abb. 6.6 und Abb. 6.7 werden die Ergebnisse gezeigt.
Dabei wurde die Extinktion &\ = 0%, /pgp wiederum als effektive spezifische
Grofse dargestellt. Aus technischen Griinden kann mit der BBC-Methode unter-
halb von 2um nicht gemessen werden, die eingezeichneten Messwerte zwischen
0.5um und 2um entsprechen denen der Raumtemperaturmessung. Wie bereits
in Abschnitt 2.4.2 erwéhnt, erfolgt die spektrale Integration der Strahlungswér-
mestromdichte aus Gl. (2.15) iiber eine Summierung von bandgemittelten Wer-
ten. Die iiber Gl. (2.19) gemittelte effektive Albedo und Extinktion erscheinen in
Abb. 6.7 als Balken. Da mit der BBC-Methode Messungen oberhalb der Tem-
peratur von 1000°C nicht moglich sind, werden die experimentellen Grofen aus
Abb. 6.6 und Abb. 6.7 auch fiir die Berechnungen bei hoheren Temperaturen ver-
wendet.

Bestimmung der Probendichte

Die Gesamtprobendichte der zylindrischen Proben wurde geometrisch ermittelt
und betriigt 616 kg/m?3 mit einer Standardabweichung von 43 kg/m3. Um Dichte-
schwankungen innerhalb einer Probe zu analysieren, wurden von einem Zylinder
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Abbildung 6.7: Die effektive Albedo @ (Volllinie) und deren Mittelung
tiber Spektralbdnder (gepunktete Linie). Im Bereich kleiner Wellenlingen bis
(2 pm) erfolgte die Bestimmung bei Raumtemperatur und fir groffere Wellen-

langen bei 1000° C.
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Abbildung 6.8: Das numerische berechnete Temperaturprofil (Punkte) und
der zugehorige Fit (Volllinie) mit Gl. (3.1/). Die Soll-Amplitude der anre-
genden Temperaturschwingung betrigt 10 K, bei einer Anregungsfrequenz von
fuz = 0.1/min. Die mittlere Temperatur Ty, liegt bei 1000°C. Der Bildaus-
schnitt links oben zeigt den Anfangsbereich in Vergréfierung.

schmale Scheiben mit einer Dicke von (1-3mm) abgestochen und deren mittlere
Dichte zu 636 kg/m? mit einer Standardabweichung von 77 kg/m? bestimmt.

6.2.2 Rechtfertigung des konduktiven Modells fiir partizipier-
ende Medien

Mit den gesammelten Eingangsgrofien lasst sich die Kurve der Temperaturschwin-
gung numerisch berechnen. Die Approximation der numerischen berechneten Kur-
ve des gekoppelten Gesamtwirmetransportes erfolgt iiber einen least-squares Fit-
algorithmus wobei in der Summe in Gl. (3.14) 65 Terme berticksichtigt werden. Die
Xn = Xn/R aus Gl. (3.13) zur Berechnung der Summanden in Gl. (3.14) werden
iiber den in der Scilab Software implementierten Losungsalgorithmus fiir nicht-
lineare Gleichungen berechnet. Aus dem in Abb. 6.8 gezeigten Ergebnis erkennt
man unmittelbar, dass der gekoppelte Gesamtwarmetransport in der betrachte-
ten Substanz durch ein konduktives Warmeiibertragungsverhalten nach Gl. (3.14)
beschrieben werden kann. Selbst im Anfangsbereich des Einschwingvorganges ge-
lingt die Anpassung ohne erkennbare Abweichung zur numerischen Kurve. Durch
dieses Resultat wird auch die verwendete Auswertetechnik aus Abschnitt 3.5.5
mittels der analytischen Gleichungen (3.17) bis (3.27) gerechtfertigt.

6.2.3 Die berechneten und experimentell ermittelten Tempera-
turleitfahigkeiten

Abbildung 6.9 zeigt reprisentativ einen Ausschnitt des experimentellen und des
numerisch berechneten Temperaturprofils bei einer mittleren Temperatur von
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Abbildung 6.9: Ausschnitt des gemessenen (dicke Volllinie) und des nu-
merisch berechneten Temperaturprofils (gestrichelte Volllinie) bei 1580° C mit
einer Anregungsfrequenz von fu, = 0.05/min und einer Soll-Amplitude von
10 K. Die diinne und weifS unterlegte Volllinie zeigt die mit Gl. (3.28) gefittete
stationdare Temperaturschwingung des Fxperiments.

1580°C und einer Anregungsfrequenz von fy, = 0.05/min. Die Messwerte sind
als dicke Volllinie und der numerisch iiber Gl. (6.8) berechnete Temperaturver-
lauf als gestrichelte Linie gezeichnet. Die diinne Volllinie zeigt die mit Gl. (3.28)
gefittete stationdre Temperaturschwingung des Experiments. Zwar liegen die ex-
perimentelle und die theoretische Kurve relativ dicht beieinander, sind aber nicht
identisch. Wendet man den Algorithmus zur Ermittlung von Phasenverschiebung
und Amplitudenverlustfaktor auch auf die numerische Kurve an, so findet man fiir
die Phasenverschiebung einen Wert v = 0.86rad und fiir den korrespondieren-
den Amplitudenverlustfaktor n'" = 0.82. Demgegeniiber zeigt das Experiment die
Werte v®*P = (0.82rad und n°*P = 0.83 fiir Phasenverschiebung und Amplituden-
verlustfaktor. Uber die simultane Lésung der nichtlinearen Gleichungen (3.26) und
(3.27) ergibt sich eine theoretische Temperaturleitfihigkeit ™ = 0.35-1076m? /s,
wohingegen experimentell mit P = 0.39 - 107 m? /s ein um etwa 10% hoherer
Wert ermittelt wird.

Die Temperaturkurven aus Abb. 6.9 und die daraus abgeleiteten Temperaturleit-
fahigkeiten anhand der Gleichungen (3.26) und (3.27) gelten fiir die Messung auf
der Symmetrieachse der Probe - also Position A in Abb.3.6. Uber den Tempera-
turabgriff an der exzentrischen Messposition B und die Losung der allgemeinen
Gleichungen (3.24) und (3.25) konnen weitere Werte fiir die Temperaturleitfahig-
keit gewonnen werden. Sdmtliche an zentrischer und exzentrischer Position be-
stimmten Temperaturleitfahigkeiten sind in Tabelle 6.1 zusammengefasst, wobei
als Fehler die Standardabweichung des Mittelwerts angegeben wird. Die Werte
in Tabelle 6.1 deuten an, dass die iiber Position B ermittelten Temperaturleit-
fahigkeiten kp grundsitzlich um etwa 10% bis 15 % geringer ausfallen, als die
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KB KA
Tin°C 10%m?/s  10~%m?/s
1000 0.27+0.03 0.314+0.05
1200 0.32£0.04 0.35£0.02
1400 0.34£0.04 0.39£0.02
1580 0.38+0.04 0.43+£0.05

Tabelle 6.1: Die aus dem Temperaturabgriff an den zwei unterschiedlichen
Messpositionen A und B gewonnenen Messwerte der Temperaturleitfihigkei-
ten.

Temperaturleitfahigkeiten xa, welche aus der an konzentrischer Position ermit-
telten Temperaturkurve abgeleitet werden. Die Abweichungen liegen zwar noch
innerhalb der allgemeinen Messunsicherheit, allerdings ist eine hohere Genauig-
keit der Messmethode anzustreben. Hinweise, wie dieses Ziel erreicht werden kann,
entnimmt man Abb. 3.5, in welcher Phase und Amplitude als Funktion des Kon-
trollparameters cf2 fiir feste Werte des Parameters co abgebildet werden. In der
derzeitigen Messkonfiguration liefert die Auswertung fiir alle Temperaturen und
Frequenzen Werte zwischen 3 und 5 fiir den Parameter co und die Werte des
Kontrollparameters 01_2 liegen naherungsweise zwischen 0.15 und 0.45. Innerhalb
dieses Wertebereichs aber verlaufen die Kurven fiir Phase und Amplitude aus
Abb. 3.5 relativ flach. Demzufolge fithren bereits kleine Fehler bei der Bestim-
mung von Phase und Amplitude zu verhaltnisméfig grofen Fehlern fiir die abge-
leitete Temperaturleitfahigkeit. Erstrebenswert wire deshalb eine Erhéhung des
Probendurchmessers und/oder eine Steigerung der Anregungsfrequenz, um Phase
und Amplitudenverlust in Wertebereiche zu verschieben, welche mit den steiler
verlaufenden Abschnitten der Kurven in Abb. 3.5 korrespondieren. Im Rahmen
der hier vorliegenden Studie waren derartige Modifikationen aufgrund technischer
Einschrankungen nicht realisierbar.

Samtliche berechneten und experimentell ermittelten Werte fiir die Temperatur-
leitfahigkeit der Faserisolation sind in Abb. 6.10 gegeniibergestellt. Die dargestell-
ten experimentellen Werte entsprechen den Mittelwerten der Temperaturleitfahig-
keiten aus Tabelle 6.1. Offensichtlich liegen die theoretisch vorhergesagten Tempe-
raturleitfahigkeiten grundsétzlich unterhalb der experimentell ermittelten Werte.
Weiterhin erkennt man, dass fiir Temperaturen oberhalb von 1000°C die nume-
risch ermittelten Temperaturleitfihigkeiten auferhalb des Fehlerbereichs der ex-
perimentellen Werte liegt. Als mogliche Ursachen fiir die Abweichungen zwischen
Theorie und Experiment kommen mehrere Aspekte in Betracht. Die Bestimmung
des Kopplungsparameters Cg, erfolgt experimentell bei 200°C. Zudem wird Cy,
als Eingangsparameter im numerischen Modell vereinfacht als temperaturunab-
héngige Groke aufgefasst. Im Prinzip wird demnach der konduktive Beitrag zur
Temperaturleitfahigkeit im numerischen Transportmodell bei 200°C kalibriert und
angenommen, dass sich bei der Extrapolation auf hohere Temperaturen die tem-
peraturabhéngigen Stoffeigenschaften von Aluminiumoxid und Luft identisch zu
den Literaturwerten aus Touloukian und Buyco, 1970, Kingery, 1955 und Kadoya,
Matsunaga und Nagashima, 1985 verhalten. Weiterhin erfolgten die numerischen
Rechnungen fiir die gemessene Probendichte einer Gesamtprobe. Deshalb bilden
die ausgeprigten Dichtefluktuationen (vgl. Abschnitt 3.5.3) einen zusétzlichen
Unsicherheitsfaktor. Ein weiterer Aspekt betrifft die infrarot-optischen Trans-
portparameter. Die bei Raumtemperatur und 1000°C gemessenen Effektivwerte
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Abbildung 6.10: Die berechneten und experimentell ermittelten Tempera-
turleitfahigkeiten als Funktion der Temperatur.

der Albedo und der Extinktion wurden ebenso fiir die theoretischen Berechnun-
gen bei dariiber liegenden Temperaturen verwendet. Dieses Vorgehen impliziert
die Annahme eines temperaturunabhéngigen Absorptionskoeffizienten. Durch die
Arbeiten von Lingart, Petrov und Tikhonova, 1982, Gryvnak und Burch, 1965,
Cabannes und Billard, 1987 sowie Whitson, 1975 ist aber bekannt, dass der
Absorptionskoeffizient von Aluminiumoxid mit steigender Temperatur deutlich
zunimmt. Ein hoherer Absorptionskoeffizient bewirkt aber nach den Ausfiithrun-
gen in Abschnitt 2.3 bzw. Abschnitt 2.4.5 einen erhéhten Strahlungsbeitrag zur
Gesamtwarmeleitfahigkeit bzw. Gesamttemperaturleitfahigkeit. Insbesondere der
Umstand, dass die numerischen Werte der Temperaturleitfahigkeit ab einer Tem-
peratur von 1200°C unterhalb des Fehlerbereichs der Messwerte liegen, ldsst sich
mit letztgenanntem Argument gut erkldren.

Abschliefsend sollen die mit der TWA-Methode erzielten Messergebnisse mit den
Angaben des Herstellers verglichen werden. Letztere wurden unter Verwendung
der Heilkdrahtmethode fiir Temperaturen von 1000°C und 1200°C ermittelt. Mit
der Heifsdrahtmethode werden grundséatzlich Warmeleitfahigkeiten gemessen, des-
halb werden aus den Temperaturleitfahigkeiten der TWA-Experimente und des
numerischen Modells mithilfe der gemessenen Probendichten und den Literatur-
angaben fiir die spezifische Wéarmekapazitiat von Aluminiumoxid (Tabelle C.1) die
entsprechenden Warmeleitfahigkeiten berechnet. Die Resultate werden in Tabel-
le 6.2 vorgestellt und man erkennt, dass die mit der Heifsdrahtmethode ermittelten
Warmeleitfahigkeiten mit den Ergebnissen der TWA-Methode konsistent sind.
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Wiérmeleitfahigkeit tc in W/(mK)
T in °C Hersteller TWA Theorie
1000 0.24 0.22 0.21
1200 0.26 0.26 0.23

Tabelle 6.2: Vergleich der experimentellen und theoretischen Wirmeleitfd-
higkeiten.

6.3 Zusammenfassung und Schlussfolgerungen

In Abschnitt 6.1 wurde deutlich, dass die experimentell ermittelten effektiven
Streugroften, durch die auf Basis der gemessenen Durchmesserverteilung theo-
retisch berechneten Gréfien, nur unzureichend nachgebildet werden kénnen. Be-
sonders im kurzwelligen Infrarotbereich zeigen sich grofse Abweichungen. REM-
Aufnahmen offenbaren jedoch, dass sich neben den Fasern auch andere geometri-
sche Strukturen, z. B. Agglomerate aus Mikropartikeln, mit kleineren Abmessun-
gen befinden. Léisst man nur kleine Anteile an sphérischen Mie-Streuern im theore-
tischen Modell zu, dann kann der experimentell gefundene Anstieg der effektiven
Extinktion zu hohen Frequenzen zufriedenstellend modelliert werden. Die Ab-
weichungen im langwelligen Infrarotbereich lassen sich zuvorderst mit dem nicht
exakt bekannten Absorptionsverhalten des Fasermaterials begriinden.

In einer experimentellen Studie wurde die Eignung der TWA-Methode fiir die
Bestimmung der Temperaturleitfihigkeit von Faserisolationen bei hohen Tempe-
raturen bis 1580°C' demonstriert. Parallel zu den experimentellen Untersuchun-
gen wurde ein gekoppeltes Warmetransportmodell fiir zylindrische Proben entwi-
ckelt, welches eine quantitative Vorhersage der Temperaturleitfihigkeit erlaubt.
Fiir die numerischen Rechnungen wurden dabei experimentell ermittelte optische
Transportparameter bereitgestellt. Der Vergleich zwischen den experimentell be-
stimmten und den numerisch ermittelten Werten fiir die temperaturabhingige
Temperaturleitfihigkeit liefert eine zufriedenstellende Ubereinstimmung. Weiter-
hin findet man gute Ubereinstimmung zwischen den Herstellerangaben und den
durchgefiihrten TWA-Experimenten in Bezug auf die vom Hersteller spezifizierte
Warmeleitfahigkeit bei Temperaturen von 1000°C und 1200°C.
Zusammengefasst 1asst sich schlussfolgern, dass mit der TWA-Technik potentiell
eine vielversprechende, hinreichend genaue Messmethode existiert, um die der-
zeitig etablierten Messtechniken wie die Guarded-hot-plate- oder die Heifsdraht-
Methoden insbesondere bei Hochtemperaturmessungen zu ergianzen.
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Abschliefiende Betrachtung

Abschliefsend folgen noch einige Anmerkungen zur weiteren Vervollstdndigung der
im Rahmen dieser Arbeit gefundenen Ergebnisse. Die vielversprechenden Resulta-
te der numerischen Studie {iber die Eignung von Hohlfasern als Basis einer thermi-
schen Hochtemperaturisolation erfordern notwendig eine experimentelle Verifika-
tion. Die Bereitstellung geeigneter Hohlfaserproben kénnte beispielsweise tiber die
in Rennebeck, 2001 genannten Herstellungsverfahren realisiert werden. Als expe-
rimentelle Methoden zur Charakterisierung der Streueigenschaften im Infrarotbe-
reich eignen sich beispielsweise Transmissions- und/oder Reflexionsmessungen wie
bei Lee und Cunnington, 2000 oder die Methoden zur infrarot-optischen Charak-
terisierung aus Manara, 2001 (vgl. Abschnitt 3.2). Letztendlich sollte dann auch
die Gesamtwarmeleitfahigkeit bzw. die Temperaturleitfahigkeit bei hohen Tem-
peraturen gemessen werden, um auftretende Einfliisse von Gasatmosphére und
Faserkontakten zu beriicksichtigen. Aufgrund der zufriedenstellenden Ergebnisse
in Abschnitt 6.2.3 erscheint fiir diese Messaufgabe die in Kap. 3.5 erorterte TWA-
Technik prinzipiell als geeignet. Vor der weiteren Anwendung der Methode ist aber
die Durchfiihrung geeigneter Optimierungsmafsnahmen empfehlenswert. Insbeson-
dere wire ein der Methode entsprechend angepasster Ofen notwendig. Dieser sollte
die Vermessung groferer Probenvolumina bei héheren Anregungsfrequenzen er-
lauben. Wiinschenswert wire zudem eine Steigerung der Temperaturhomogenitét
entlang der Ofeninnenwand. Technisch koénnte dieser optimierte Ofen beispiels-
weise als vertikaler Rohrofen ausgefiihrt sein. Die Beheizung erfolgt dabei iiber
Heizelemente, welche entlang der Innenwand symmetrisch und in dichter Folge
angeordnet sind. Die Innenwand sollte dabei aus einem Material mit hoher War-
meleitfahigkeit wie zum Beispiel Aluminiumoxid bestehen. Weiterhin muss die
thermische Isolation des Rohrofens beziiglich seiner dufseren Umgebung derart
bemessen sein, dass die Ofeninnentemperatur der oszillierenden Solltemperatur
noch folgen kann. Anzustreben wére dies insbesondere fiir Temperaturen unter-
halb von 1000°C, also der Temperaturuntergrenze des derzeitigen Aufbaus.






85

Anhang A

Erganzungen zu Kapitel 2

Dieser Teil des Anhangs liefert Erginzungen zu den Ausfiilhrungen in Kapitel
2. Den Schwerpunkt bildet dabei ein Abgleich der implementierten numerischen
Algorithmen mit verfligbaren Literaturdaten. Um Verwechslungen vorzubeugen,
werden bei dem Verweis auf Abbildungen, Gleichungen, Tabellen etc. in Referen-
zen, die entsprechenden Begriffe Abbildungen, Gleichungen usw. ausgeschrieben.
Dies gilt {ibergreifend fiir den gesamten Anhang.

A.1 Erganzungen zur Theorie der Zylinderstreuung

A.1.1 Anmerkung zu Barabas, 1987

In Abbildung 2 von Barabas, 1987 wird das lineare Gleichungssystem zur Be-
stimmung der Partialwellenkoeffizienten explizit angegeben. Der Eintrag in Zeile
9 und Spalte 4 ist jedoch fehlerhaft. Anstelle von ps muss durch py dividiert
werden. Auch im ersten Spaltenvektor der Inhomogenitdt (Vorfaktor ) befindet
sich im vorletzten Eintrag ein Druckfehler. Hier muss das negative Vorzeichen
verschwinden. Neben Abbildung 2 liefert Barabés, 1987 einen Algorithmus zur
Aufstellung des linearen Gleichungssystems zur Bestimmung der Partialwellenko-
effizienten fiir unterschiedliche Anzahl der Zylinderschichten L. Leider kann auch
dieser Algorithmus aufgrund zweier Druckfehler nicht direkt iibernommen wer-
den. In den Gleichungen (33) und (34) von Barabas, 1987 sind die Vorfaktoren
der Zylinderfunktionen vertauscht. Der Vorfaktor von Gleichung (33) gehort zu
Gleichung (34) und umgekehrt. Dies hat zur Folge, dass auch in Gleichung (39)
von Barabas, 1987 der Nenner im ersten Faktor inkorrekt dargestellt wird. Anstel-
le von ,u% muss durch n,pu, dividiert werden. Weder das in Barabés, 1987 explizit
angegebene lineare Gleichungssystem noch der Algorithmus zur Aufstellung des-
selben konnen also direkt ibernommen werden.

A.1.2 Die Komponenten des linearen Gleichungssystems zur Be-
stimmung der Partialwellenkoeffizienten

Die Komponenten des in Abschnitt 2.5 dargestellten Gleichungssystems (2.52) zur
Bestimmung der Partialwellenkoeffizienten werden im Folgenden explizit aufge-
fithrt. Die ersten vier Eintrage in den Vektoren D, 1 und D,, 11 lauten:

inh

mok‘rl

. , lp?
Dl = [— Jn(lort), moloJ,, (lor1), mO—OJn(lorl), 0] (A1)

~ ’ l’l’Lh
DlZ,n = [—ZOJH (lor1), —1{71,]” (lor1) ,0,10% T, (lorl)] (A.2)
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wobei das hochgebtellte T die transponierten Vektoren bezeichnet. Die Vektoren
Dn 1 und Dn 11 konnen aus den Dln 1 und Dln 11 durch die Ergénzung von 4(L—1)
Nullen erzeugt werden.

In der vorliegenden Arbeit setzt sich die 4L x 4L Matrix )?n aus den Teilmatrizen
XY zusammen:

mit ¢,j € [1...L] und L als Anzahl der Schichten des Zylinders. Beispielsweise ist
im Falle eines homogenen Zylinders (L = 1) die Matrix X, identisch zu X 1 Die

einzelnen Komponenten X lauten ausgeschrieben wie folgt:

%H?(lom) 4 loH;L(l()T'l) ;:Zlhé‘;ij (117“1> '_lljy;(llrl)
)2_11 _ —m02l0Hn(lo?”1) mkh%Hn(loTl) m12l1J (l17"1) —”Z;ilnc Jn(lﬂ"l)
" —%Hn(lo’ﬁ) 0 %Jn(h’rl) 0
0 —l02Hn(l0T1) 0 l12<]n(l1’l“1)
0 0 —%Yn(lln) .—l1Y7;(l17’1)
)2_12 _ 0 0 mlllyn(lﬂ'l) _%Yn(hrl)
" 00 LV, () 0
0 0 0 l12Yn(l1T1)
)213 -0
0 0 ;:Zlhlgr‘;‘] (117’2) ' llj;l(llrg)
)221 _ 0 0 —mlllJ (llT'Q) %Jn(llm)
" 0 0 —LiJ,(iim) 0
0 0 0 —112Jn(l17'2)
::2}1];2;‘] (127“2) .—ZQJ,;.L(ZQTQ) ::f’é;‘éy (ll’r‘Q) A llyyi(ll7"2)
%22 _ malaJ,(larg)  —%ne I (lry)  —mily Y, (lirg) ey, (Iyry)
n — 2 2
%Jn(lng) 0 —i,le (l17‘2) 0
0 19° Jn (la72) 0 —1%Yy(lyra)
0 0 ;’:;LQ}L’;’;;Y (ZQTQ) .—12Y7;(l27“2)
X23 _ 0 0 m2l2Y (Iar2) —7”,2};;“ Yo (lars)
" 0 0 %Yn(lg’r'g) 0
0 0 0 lQZYn(lg’l“Q)
X3l
;LTZLZ}L]:ZI’I]‘;J (lg?“g) ‘ZQJT;(ZQT?,) 0 0
529 —mglgj <12T3) ZTZf;i;c Jn(ZQT’g) 0 0
" —in—QJ (Iors) 0 00
0 —l22Jn(l2r3) 0 0
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Abbildung A.1: Vergleich der Phasenfunktion eines einzelnen Zylinders mit
Radius r1 = 1 um nach Gl. (2.66) fiir verschiedene Einfallswinkel ¢ mit den
Angaben aus Abbildung 4 in Lee, 1990b. Die Berechnungen wurden fiir eine
Wellenlinge A = 1 um und einem reellen Brechungsindexr my = 1.507 durch-
gefiihrt.
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A.1.3 Abgleich mit Literaturdaten

Die fiir diese Arbeit entwickelten numerischen Berechnungsalgorithmen fiir die
Streuung am unendlichen Zylinder (vgl. Abschnitt 2.5) wurden mit recherchier-
ten Literaturdaten abgeglichen. Zur Verifikation des Algorithmus zur Berechnung
der in Abschnitt 2.5 {iber Gl. (2.66) definierten Phasenfunktion eines einzelnen Zy-
linders dienen die Ergebnisse aus Lee, 1990b. Den Berechnungen zugrunde liegt
ein Zylinder mit Radius r; = 1 um, wobei verschiedene Einfallswinkel ¢ bertick-
sichtigt werden. Lee, 1988 unterscheidet in seinen Ausfithrungen zwei Fille: Ein
nicht absorbierendes Medium mit m; = 1.507 bei der Wellenldnge A = 1 ym und
ein stark absorbierendes Medium mit m; = 1.05 — ¢ - 1.08 bei einer Wellenldnge
von A = 9.18 um. Abbildung A.1 zeigt die Resultate der Abgleichsrechnung fiir
A = 1lpum. Die entsprechenden Werte fiir die Wellenléinge A = 9.18 um sind in
Abb. A.2 dargestellt.

Im weiteren Verlauf wird der analog zu McKay, 1984 gestaltete Algorithmus
(Kap. 2.5.2) zur Berechnung der Phasenfunktion rdumlich isotrop orientierter Zy-
linder mit Literaturdaten aus Lee, 1990b abgeglichen. Die graphische Darstellung
erfolgt in Abb. A.3.

Fiir die Bewertung der Streueigenschaften konventioneller und hohl ausgefiihrter
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Abbildung A.2: Vergleich der Phasenfunktion eines einzelnen Zylinders mit

Radius m1 = 1 um nach Gl. (2.66) fir verschiedene Finfallswinkel ¢ mit den

Angaben aus Abbildung 5 in Lee, 1990b. Die Berechnungen wurden fiir eine

Wellenldinge A = 9.18 ym und einem Brechungsindex von mi = 1.05 —4-1.08
durchgefiihrt.

Fasern wird der Wirkungsquerschnitt der Riickstreuung bei diffuser Einstrahlung
herangezogen. Die Herleitung erfolgte in Abschnitt 2.5.3 fiir parallel und rdumlich
isotrop angeordnete konventionelle Fasern. Diesbeziigliche numerische Resultate
findet man in der Literatur bei Lee, 1988 fiir parallel angeordnete Fasern und in
Lee, 1989 fiir rdumlich isotrop orientierte Fasern. Wie bereits in Abschnitt 2.5.3
erlautert, unterscheidet sich das Berechnungsschema Lees in formaler Hinsicht von
dem eigens entwickelten Algorithmus mit den Integralen Gl. (2.71) und Gl. (2.74).
Die Gegeniiberstellung beider Verfahren erfolgt in Abb. A.4. Kreise représentie-
ren dabei die Ergebnisse aus Lee, 1988 (parallele Fasern) und die Resultate aus
der Anwendung von Gl. (2.64) und GI. (2.73) sowie Gl.(2.74) werden als Kreu-
ze (x) gezeigt. Als Dreiecke markiert, findet man die Ergebnisse aus Lee, 1989
fiir die rdumlich isotrope Anordnung. Die korrespondierenden Ergebnisse unter
Verwendung von Gl. (2.64) mit Gl. (2.71) und GI. (2.72) sowie der Fallunterschei-
dung Gl. (2.70) sind als Kreuze (+) gekennzeichnet. Beide Berechnungsverfahren
fiihren demnach auf iibereinstimmende Ergebnisse. Wie in Lee, 1988 und Lee,
1989 wurde fiir die durchgefiihrten Rechnungen ein komplexer Brechungsindex
von my; = 4 — i - 4.0 verwendet.

Auch fiir mehrschichtige Zylinder wurden Abgleiche mit Literaturdaten unter-
nommen. Fiir einen konzentrischen Zylinder mit den Brechungsindizes der dufse-
ren Schicht von 1.41 — 4 - 0.1 und des Kerns von 1.6 — ¢ - 0.05 zeigt Shah, 1970
fiir verschiedene Werte des Grofenparameters und des Einfallswinkels numerisch
berechnete Werte der Extinktionseffizienz Gl. (2.85). Verschieden zu den Ausfiih-
rungen von Cohen und Alpert, 1979 und der vorliegenden Arbeit, in welchen der
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Abbildung A.3: Vergleich der Phasenfunktion raumlich isotrop angeordneter
Zylinder mit Radius r1 = 1 um mit den Angaben aus Abbildung 12 in Lee,
19900 fiir die Wellenlingen und Brechungsindizes aus Abb. A.1 bzw. Abb. A.2.
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Abbildung A.5: Vergleich der berechneten normierten Intensitdtsverteilung
nach Gl. (2.63) mit Abbildung 5b aus Barabds, 1987 fiir einen dreischichtigen
Zylinder.

geometrische Querschnitt durch 2rj cos(¢) definiert wird, bleibt in Shah, 1970
die Abhéngigkeit des geometrischen Querschnitts vom Kosinus des Einfallswin-
kels unberiicksichtigt. Abgesehen davon fiihrt der fiir diese Arbeit implementierte
numerische Berechnungsalgorithmus aber auf identische Werte fiir die Extinkti-
onseffizienzen wie in Tabelle II von Shah, 1970.

Fiir einen aus drei Schichten zusammengesetzten Zylinder prasentiert Barabés,
1987 numerische Werte fiir die Intensitatsverteilung Gl. (2.63). In der Darstellung
von Barabas, 1987 wird dabei die Verteilung auf einen Anfangswert von 1 bei
f = 0 normiert. Den Abgleich zeigt Abb. A.5 fiir die Brechungsindizes ms = 1.62,
mg = 1.505, m; = 1.56 und die Radien r3 = 5.6 um, 9 = 6.3 um, 1 = 7 pm bei
senkrechtem Lichteinfall (A = 0.633 um). Die Resultate aus Barabas, 1987 sind
als diinne und weifse Volllinie und die eigens berechneten Werte als dicke schwarze
Volllinie dargestellt.

Die Publikation von Cohen und Alpert, 1979 liefert fiir den Fall rdumlich isotrop
angeordneter Zylinder mit einem Brechungsindex von 1.6 numerische Werte fiir
die Extinktionseffizienz als Funktion des Grofenparameters. Die eigens berechne-
ten Werte werden in Abb. A.6 als Volllinie den Ergebnissen von Cohen und Alpert,
1979 (Kreise) gegeniibergestellt. Auch die Algorithmen zur abhéngigen Streuung
aus Kap. 2.5.4 wurden mit Literaturangaben abgeglichen. Vergleichswerte liefert
Lee, 1992 fiir zwei mit Silizium beschichtete Quarzfasern im Abstand ¢; bei senk-
rechtem Lichteinfall. Die Extinktionsquerschnitte wurden dabei fiir verschiedene

azimutale Orientierungen ) des Faserpaares relativ zur einfallenden Lichtwelle
berechnet (vgl. Abb. A.7).
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4 — Gl. (2.92) und GlI. (2.93) mitfsu =p/2
i o Abbildung 6 in Cohen und Alpert, 1979
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Abbildung A.6: Vergleich der eigens berechneten Extinktionseffizienzen, ge-
mafs Gl. (2.92) und Gl. (2.93), mit den Angaben aus Abbildung 6 von Cohen
und Alpert, 1979 fiir rdumlich isotrop angeordneter Zylinder. Den Berechnun-

gen liegt ein Brechungsindex von 1.6 zugrunde.
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Abbildung A.7: Vergleichsrechnung zur abhdngigen Streuung fir ein Paar
von beschichteten Fasern mit festem Abstand c; und variierender azimutaler
Orientierung relativ zur einfallenden ebenen Lichtwelle. Eigene Ergebnisse
sind als Kreuze abgebildet und die Resultate aus Abbildung 4 in Lee, 1992

erscheinen als Kreise.
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0'7_- o Abbildung 10 in Azad und Modest, 1981 l
skaliert mit g = +1
0.6} = J
| ---- skaliert mit 5 =0 0~ 0'95_
o5k —°— skaliert mit 5 = -1 T, = Tfp = const ]
«— I 8 AbbiIdLEJng 6 in Azad und Modest, 1981 4
. 04k tR =5,9=0, Wy =0.5, Tfp(r) see text g
< ®
SN
. 03 -
I o
0.2} e
o1} . ®
3 :B
0.0b—
0.0 0.2

Abbildung A.8: Vergleich der berechneten Strahlungswdrmestromdichien
unter Benutzung von Gl. (2.11), Gl. (2.15) und GI. (2.17) mit den Resulta-
ten aus (Abbildung 6) und (Abbildung 10) aus Azad und Modest, 1981.

A.2 Erganzungen zur Diffusionsapproximation der
Strahlungstransportgleichung

In Abschnitt 2.4.2 wurde mit der Diffusionsapproximation eine Methode zur né-
herungsweisen Losung der Strahlungstransportgleichung vorgestellt. In dem ab-
gehandelten Spezialfall fiir ein zylindersymmetrisches Medium gibt Gl. (2.15) die
entsprechende Differentialgleichung fiir Effektivwerte der Albedo und der Extink-
tion an. Die Skalierungsregeln zur Berechnung der Effektivwerte sind iiber die
Gln. (2.11) gegeben. Diese sind wegen g = ¢/3 identisch zu den Skalierungsre-
geln der Gln. (2.16). In der Arbeit von Azad und Modest, 1981 werden mit der
unskalierten Form von GI. (2.15) numerisch berechnete Kurven aufgefiihrt. Azad
und Modest, 1981 setzt hierfiir die folgende Parametrisierung an: g = (—1,0,1),
wo = 0.95, 7p = 1/(1 —wo), €w = 1 und T(r) = Ty = const. Wenn man die
skalierte Albedo und die skalierte optische Dicke iiber Gl. (2.16) fiir die gegebenen
Anisotropiefaktoren g bestimmt und mittels Gl. (2.15) und Gl. (2.17) die Strah-
lungswérmestromdichte fiir die gegebene Parametrisierung berechnet, so miissen
die erhaltenen Resultate den Ergebnissen aus Abbildung 10 in Azad und Modest,
1981 entsprechen. Dass dies erfiillt ist, zeigen die Ergebnisse aus Abb. A 8.

Ein weiterer Abgleich erfolgt mittels Gegeniiberstellung der Resultate aus Abbil-
dung 6 (Kurve C) in Azad und Modest, 1981. Die vorgegeben Parameter sind nun
§=0,wo=05 1 =5 e =1 und Th(r) = Ty + (Th(0) — T) [1 - (r/R)ﬂ
mit dem Temperaturverhéltnis T%,(0)/T\ = 5. Die Ergebnisse sind ebenfalls in
Abb. A.8 enthalten. Im Rahmen, der aus der Digitalisierung der Graphen entste-
henden Ungenauigkeiten sind, die Ergebnisse aus Azad und Modest, 1981 identisch

zu den eigens berechneten Werten und belegen die Giiltigkeit von Gl. (2.15) und
Gl. (2.17) in Verbindung mit den Gleichungen (2.11) bzw. den Gleichungen (2.16).
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A.3 Erginzungen zur Mie-Streuung
Die Partialwellenkoeffizienten o**" und bj.ph der Mie-Streuung an sphérischen
Streukoérpern (Radius 71, Brechungsindex m) lassen sich mithilfe der sogenannten
Ricatti-Bessel-Funktionen berechnen (van de Hulst, 1981):

sph :\IJ;(mla)\Ifj(a) - mlllfj(a)\llj(mla)

J \IJ;(mla)Hj(oz) - mlﬂ;(a)\lfj(mla)

o T a) T (a) — ()W (mya)

on 1Y, ; , A

J m1 W (mia)llj(a) — 1L (a) ¥ (mia) (4-3)

mit dem Grofenparameter o = 27r;/\. Fiir den Brechungsindex der Umgebung
soll gelten: mg = 1. Die Ricatti-Bessel-Funktionen ¥; und II; aus Gl. (A.3) lassen
sich nach van de Hulst, 1981 durch die sphérischen Bessel-Funktionen und die
sphérischen Hankel-Funktionen (2. Art) ausdriicken:

U = (F) )

(z) = (%)% Y (2); (A4)

mit z wird dabei eine komplexe Grofe bezeichnet.
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Anhang B

Anlagen zum Kapitel 3

Dieser Teil des Anhangs liefert zusétzliche Informationen im Zusammenhang mit
den TWA-Experimenten. Zuerst wird die Herleitung der Gl. (3.14) aus Kap. 3.5 ge-
zeigt und deren Giiltigkeit belegt. Im folgenden Teil wird auf die Dimensionierung
des zylindrischen Probenkorpers eingegangen. Schlieklich werden Zusatzaspekte
in Bezug auf die Durchfiihrung und Auswertung der Experimente dargestellt.

B.1 Anmerkungen zu Gleichung (3.14) - Herleitung und
Verifikation

Die Gleichung (3.10) wird, zusammen mit der Randbedingung (3.11), durch fol-
genden Ansatz gelost (Carslaw und Jaeger, 1959):

oo
T(r,t) = > DnJo(Xnr) exp (—X2rt) (B.1)

n=1
Wobei die x,, aus den Nullstellen der Gl. (3.13) berechnet werden. Fiir die Antwort
auf einen Temperatursprung von Ty, zur Zeit ¢ = 0 findet man nach Carslaw und

Jaeger, 1959 den Ausdruck (3.12). Die zeitliche Ableitung der Sprungfunktion
Gl. (3.12) ergibt die Impulsfunktion oder Responsefunktion Giesp:

92721‘]0()2717”)
R (X2 +hZ,) Jo(XnR)

rel

0
Gresp (T, t) = 2T exkhyel Z eXp(_j&%K‘t)

n=1

(B.2)

Es wird angenommen, dass Probe und Umgebung zum Zeitpunkt ¢t = 0 die Tem-
peratur null aufweisen. Um die Probenantwort T'(r,t) auf eine kosinusformige
Anregung zu erhalten, ist im Rahmen der linearen Antworttheorie das folgende
Faltungsintegral zu l6sen:

t
T(r,t) = Tex/ (coswt — 1) Gyesp(r, t — t)dt’ (B.3)
0

Das Faltungsintegral Gl.(B.3) kann analytisch integriert werden. Eine andere
Moglichkeit besteht darin, das Faltungsintegral durch seine Laplace-Transformierte
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zu ersetzen. Anstelle des Integrals steht dann ein Produkt:

T(Ta plp)/Tex =

( Plp 1 ) hrelf(})m(\/%r)

2 2 o
Pip T L, Be 1P(\ /22 R) + ha I (/22 R)
Laplace Laplace Laplace
Transf. Transf. Transf.
coswt Einheitssprung Impulsfunktion

(B.4)
mit dem Laplace-Parameter py, (Dimension 1/s) und der Laplace-Transformierten
der Stufenfunktion 1/py, und der Kosinusfunktion py,/ (p12p + w?). Der Ausdruck
rechts stellt die Laplace-Transformierte der Impulsfunktion Gl. (B.2) dar (vgl.
Carslaw und Jaeger, 1959). Dabei bezeichnen die 155! und IP* modifizierte Bessel-
Funktionen der ersten Art von der Ordnung null bzw. eins. Die Riicktransforma-
tion in den Zeitbereich fiir ¢ > 0 geschieht {iber die Losung des nach T.J. A.
Bromwich- und K. W. Wagner benannten Integrals (Poschl, 1956):

1 'Yc+i00 _
F(rt) / exp (—pipt) F (7, pip) dpip, (B.5)
¥

211 —ico

wobei 7. dabei so groff gewihlt wird, dass alle Singularitéten von F'(r,py,) links
der Kontur (7. — i00,7. + i00) liegen. Zunichst erfolgt die Riicktransformation
des Ausdrucks:

'Yc+i00
1 Piphraly™ (1) 52 7)

ex t
p(plp)(2 +w2) [ /22 B( /22 R) + hea B (/22 R)
P, = 11 P reldq p

211
Ye—100

} dpip,

(B.6)
also die Multiplikation des zweiten Terms in der linken Klammer von Gl. (B.4)
mit der Laplace Transformierten der Impulsfunktion. Der Integrand von Gl. (B.6)
besitzt zwei Polstellen 1. Ordnung bei p;, = +iw und unendlich viele Pole 1.
Ordnung fiir den Fall, dass im Nenner der Ausdruck in den eckigen Klammern
fiir pi, = —kX2 zu Null wird (vgl. Carslaw und Jaeger, 1959).
Nach Doetsch, 1950, Poschl, 1956 und Carslaw und Jaeger, 1959 kann Gl. (B.6)
fiir t > 0 nach folgender Regel ausgewertet werden:

Yetioco 0
L(z) exp (zt)dz = Z Res L(zy) exp (znt) (B.7)

n=1

1
F(t) = —
(*) 271

Ye—100

mit den Polstellen z, und wobei fiir die Residuen gilt:

nz:l Res L(zy,) exp (znt) = nZ:l W, (B.8)

mit den Definitionen L(z) = g(z)/h(z) und h'(z,) = %|2n. Zusammen mit der
n-ten Polstelle py, = —/@Zi bedeutet das fiir den Nenner des n-ten Summanden
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in Gl (B.8):
(v, +2) iy [V P BB + e R)] -
RIG(XR) (¥ +w?) (W2 + 33 (283R) "
und somit ergibt die Riicktransformation des Ausdrucks (B.6) insgesamt:
— 2Ny RT i exp (—rx2t) X2 Jo(xr) (B.10)

n=l Jo(XR) (Xan? +w?) (R + R2X7)
Dabei wurde zur Berechnung die Gl. (3.13) sowie die Beziehung IF!(iz) = Jo(z)

aus Watson, 1966 verwendet. Fiir pj, = +iw findet man auf analoge Weise den
Ausdruck:

hrelTexI(])gSl(\/%T) exp (iwt)

VLI R) + ha RIF (/%)

Das Ergebnis ist identisch zu dem in Carslaw und Jaeger, 1959 gefundenen Resul-
tat fiir den Fall einer sinusféormigen und um die Phase vey verschobenen Anregung,
wenn man in Carslaw und Jaeger, 1959 vex = 7/2 setzt.

Nun ist noch der erste Ausdruck in der Klammer von Gl. (B.4) mit der Impuls-
funktion zu multiplizieren und die entsprechende Riicktransformation auszufiih-
ren. Nach Carslaw und Jaeger, 1959 fiihrt dies gerade auf die mit —1 multiplizierte
Sprungantwort:

Re

(B.11)

> v 2hrelJ0(5€r)
—Tex | 1 — — Qt— B.12
( e (B.12)

Die Summe der Ausdriicke (B.10) bis (B.12) ergibt dann das gesuchte Resultat
fiir die Probentemperatur T'(r,t):

hrelTexI(])BSI(\/%’f') exp (iwt)
VEIPG2R) + healf (2B

o0
4 2T oxhreal R Z exp (—/f)vgflt)

n=1

T(r,t) = Re

w2 Jy (xr)
Jo(XR) (X% + w?) (R2h?

rel

+R*3)
(B.13)

Dabei wurde die Konstante —Tex in Gl. (B.12) bei der Summierung nicht bertick-
sichtigt. Mithilfe der Identititen IP(Viz) = Jo(v/x exp [3im/4]) und 1P (Viz) =
—iJ1(y/x exp [3im/4]) sowie den Definitionen fiir ¢; und c¢o und mit x, = RYyp
findet man durch elementare Umformungen von Gl. (B.13) den Ausdruck aus
Gl (3.14) in Kap. 3.5.

Die analytische Integration von Gl. (B.3) fiithrt auf einen zeitunabhéngigen Anteil:

Teonst = — »_ f(r) (Xar” + w?) (B.14)
n=1
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einen zeitlich periodischen Anteil:
o0
Tperiod (T, 1) Z f(r 412 cos (wt) 4 X2 kw sin (wt)] (B.15)
n=1

und einen zeitlich exponentiell abklingenden Term, welcher das Einschwingver-
halten beschreibt:

Ttrans ’I” t = Z f w exp )u(gzﬁt)v (B16)
n=1
wobei b T (%
f(T’) _ relL ex O(an) (Bl?)

RJo(XnR) (¥n'k2 + w?) (X2 + h2)

Und somit folgt fiir den Temperaturverlauf insgesamt:
T(r,t) = Tperiod (7, t) + Tirans(7, t) . (B.18)

Man kann analytisch zeigen, dass Gl. (B.14) fiir n — oo asymptotisch gegen den
Wert —Tex konvergiert (vgl. Asmar, 2016). Deshalb bleibt der konstante Term
Teonst in Gl. (B.18) wiederum unberiicksichtigt. Wie man sieht, ist der Ausdruck
(B.16) identisch zum rechten Term in Gl. (B.13). Numerische Berechnungen erge-
ben zudem, dass der Ausdruck (B.15) fiir sehr grofe n gegen den Ausdruck (B.11)
konvergiert. Die Giiltigkeit der gefundenen Ergebnisse kann durch Einsetzen in
Gl. (3.10) und GI. (3.11) tiiberpriift werden.

Zusétzlich wird die Giiltigkeit von Gl. (3.14) bzw. Gl. (B.18) (fiir n = 65) und
Gl. (3.17) in Verbindung mit Gl. (3.26) und Gl. (3.27) durch einen Abgleich mit
den Resultaten eines Finite-Elemente (FE) Modells sichergestellt. Die Erzeu-
gung des FE-Modells erfolgte mit der kommerziellen Ansys 15 Software. Grund-
lagen der FE-Methode und Anleitung fiir den speziellen Umgang mit Ansys fin-
den sich beispielsweise in Groth und Miiller, 2009 bzw. Miiller und Groth, 2007
oder Madenci und Guven, 2006. Das FE-Modell besteht aus einer eindimensio-
nalen und radialsymmetrischen Geometrie mit einer periodischen Neumannschen-
Randbedingung zur Abbildung des konvektiven Warmeiibergangs nach Gl. (3.15).
Die Eingangsparameter fiir das FE-Modell und die analytischen Gleichungen
fiir den periodisch beheizten Zylinder sind: T, = 1190°C, T, = 10°C, " =
0.12, fi1, = 0.15/min, p = 593kg/m3, k = 0.52 - 107°m? /s und R = 0.013m. Die
Ergebnisse und eine Kurzbeschreibung des FE-Modells finden sich in Abb. (B.1).
Man findet Ubereinstimmung zwischen den analytischen Ergebnissen durch An-
wendung von Gl. (3.14) (Volllinie) und den mit Ansys berechneten Werten (Kreu-
ze). Nach etwa einer Schwingungsperiode fallen auch die Resultate der stationéren
analytischen Rechnungen Gl. (3.17) mit den transienten Kurven zusammen.

B.2 Dimensionierung des zylindrischen Probenkorpers

Mit einem zweiten FE-Modell wird gezeigt, dass fiir die Dimensionierung des
zylindrischen Probenkdrpers ein Durchmesser- zu Langenverhéaltnis von 0.14 aus-
reicht, um den Probenkorper als von unendlicher Lange betrachten zu kénnen.
Das FE-Modell ist nun geometrisch zweidimensional und enthélt eine zusétzli-
che konvektive Randbedingung mit dem relativen Wéarmeiibergangskoeffizienten
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Abbildung B.1: Validierung der GI. (3.14) bzw. (B.18) sowie der Gleichun-
gen (5.17) bis (3.27) durch Abgleich mit FE-Berechnungen.

hes, an den Stirnflichen (vgl. Abb.B.2). Fiir diese wird im Falle des endlichen
Zylinders (Lange L) der Emissionsgrad aus Gl. (3.15) auf €* = 0.15 gesetzt. Der
unendlich lange Zylinder wird dagegen durch hSS, = 0 abgebildet. In beiden Fal-
len gilt fiir den relativen Wérmeiibergangskoeffizienten h™ an der Zylinderaufen-
wand €" = 0.12. Die Berechnung der Warmeiibergangskoeffizienten erfolgt geméaf
Gl (3.15). Alle weiteren Parameter sind identisch zum vorhergehenden eindimen-
sionalen Modell. Die FE-Ergebnisse fiir die jeweiligen transienten Temperatur-
profile sind in Abb. B.3) gezeigt. Die beiden Kurven verlaufen nahezu identisch.
Die Auswertung der (scheinbaren) Temperaturleitfahigkeiten fithrt auf eine ver-
nachléssighbare Erhohung im Falle des endlichen Zylinders. Die Anwendbarkeit der
Gleichungen (3.17) bis (3.27) zur Bestimmung der Temperaturleitfihigkeit ist den
FE-Ergebnissen zufolge gegeben.

B.3 Trennung von transienter und stationarer Tempe-
raturkurve

Die Trennung von transienter und stationdr schwingender Temperatur erfolgt
durch einen Vergleich der Temperaturleitfahigkeiten, die aus der Auswertung ein-
zelner (aufeinanderfolgender) Schwingungsperioden resultieren. Das Schwingungs-
verhalten wird dann als stationér betrachtet, wenn sich die ermittelten Tempe-
raturleitfahigkeiten um weniger als 1.5 % unterscheiden. Die Auswertung erfolgt
erst 0.25 Schwingungsperioden danach. In Abb. B.4 ist der transiente Bereich aus
Abb. 3.7 gezeigt. Die Volllinie beschreibt die gemessene Probenamplitude und die
(extrapolierte) gefittete stationdre Temperaturkurve erscheint wie in Abb. 3.7
als eine mit Kreuzen unterlegte gestrichelte Linie. Fiir den Fit wurden die Tem-
peraturdaten zwischen Periode (P) 0.95 und Periode 3.2 ausgewertet. Aus der
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Konvektion.
lZ dT(I’,Z,t) _ { O, firL — oo
dz |, [hS(Tyt) -T(L/2,2,t)), sonst
L/2 A
mit T(t) = T+ Tex cOs ot
Symmetrie: I
% =0— <« Konvektion:
r= dT(r,z,t m
0 érrz ) = ho (Tu(t) -T(R,z.1))
Symmetrie: R r
dT(r,z,t) -0
dz

z=0

Abbildung B.2: FE-Modell fir die Berechnung des Temperaturprofils an

der Stelle T(r = 0,z = 0,t) fir einen endlichen Zylinder der Linge L und
einen unendlichen Zylinder L — oo.
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Abbildung B.3: FE-Berechnung des Temperaturprofils an der Stelle des
Zylinderschwerpunktes (T (r = 0,z = 0,t)) fir einen unendlich langen Zylin-

der (Volllinie) und einen Zylinder der Linge L (Strichlinie). Das zugehirige
FE-Modell ist in Abb. B.2 gezeigt.
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o --X--- stat. Fit GI. (3.28)
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Abbildung B.J4: Der transiente Einschwingvorgang der in Abb. 3.7 gezeigten
Temperaturkurve mittig auf der Probenachse. Die Volllinie beschreibt die ge-
messene Probenamplitude und die (extrapolierte) gefittete stationdre Tempera-
turkurve erscheint als eine mit Kreuzen unterlegte gestrichelte Linie. Aus der
Subtraktion ergibt sich der transiente Temperaturanteil (Strich-Punkt-Linie).

Subtraktion der gemessenen Temperatur (Volllinie) mit der stationdren Tempe-
ratur ergibt sich der transiente Temperaturanteil (Strich-Punkt-Linie) wihrend
des Einschwingvorganges. Man erkennt unmittelbar, dass dieser transiente Anteil
nach etwa einer halben Periode nahezu abgeklungen ist.

B.4 Abbruchkriterium fiir die Messung der stationaren
Temperaturkurven

Um die Temperaturleitfahigkeiten mit hinreichender Genauigkeit ermittelten zu
konnen, ist es notwendig, dass die Messungen iiber einen geniigend langen Zeit-
raum erfolgen. Ein sinnvolles Kriterium fiir den Abbruch einer Messung liefert
die im folgenden erlduterte Methode. Dabei wird die Temperaturleitfahigkeit als
Funktion der Messdauer bzw. als Funktion der Menge an ausgewerteten Daten-
sitzen ermittelt. Die Auswertung erfolgt die kumulativ in zwei Richtungen: vom
Beginn des detektierten Bereichs nach grofieren Zeiten und beginnend vom zuletzt
erfassten Datensatz in Richtung abnehmender Zeit. Die Menge der ausgewerteten
Datensétze zur Ermittlung der Temperaturleitfahigkeit wird dabei sukzessive er-
hoht. Dann werden die Relativwerte gebildet, indem die Temperaturleitfahigkeiten
als Funktion der Datenmenge durch die zuletzt ermittelte Temperaturleitfahigkeit
dividiert werden. Die nachfolgende Analyse bezieht sich dann auf das Intervall der
jeweils zweiten Datenhélfte der ermittelten relativen Temperaturleitfahigkeit. Der
Wert fiir die Temperaturleitfahigkeit gilt dann als konvergiert, wenn die relativen
Temperaturleitfahigkeiten in diesen Intervallen um weniger als 4+ 0.75% variieren.
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Abbildung B.5: Abbildung zum Abbruchkriterium am Beispiel der Tempe-
raturkurven aus Abb. 3.7 bzw. Abb. B.4. Die Temperaturleitfihigkeit wird hier
als Funktion der ausgewerteten Schwingungsperioden gezeigt. Die Auswertung
erfolgt einmal in Vorwartsrichtung (Volllinie) und einmal rickwdrts gerichtet

(Punkte).

Zusétzlich muss die Abweichung zwischen Mittelwert und Startwert in beiden In-
tervallen kleiner als + 0.5% ausfallen. Sind diese Bedingungen erfiillt, dann kénnen
die Messungen abgebrochen werden. Die Mindest-Messdauer betrégt aber grund-
sitzlich zwei Perioden. Abbildung B.5 demonstriert die geschilderte Methodik fiir
die Messung aus Abb.3.7. Die Auswertung erfolgte dabei von Periode 0.95 bis
Periode 3.2 und umgekehrt. Zur Konsistenzpriifung mit der Detektionsmethode
fiir den stationdren Schwingungsanteil wurde, bei der riickwérts gerichteten Aus-
wertung, der transiente Bereich der Temperaturschwingung mit einbezogen. Der
Beginn des transienten Bereichs ist dadurch gekennzeichnet, dass der Wert der er-
mittelten Temperaturleitfahigkeiten rapide abnimmt. Demnach wird der Bereich
der stationdren Temperaturschwingung korrekt erfasst.
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Anlagen zu den Kapiteln 5 und 6

Dieser Teil des Anhangs liefert Anmerkungen zur Publikation von Stevens, 1984
im Zusammenhang mit den Ausfiihrungen zur ADA-N&dherung in Kapitel 5. Im
Anschluss wird der Algorithmus zur Losung der nichtlinearen Transportgleichung
(6.8) in Kapitel 6 vorgestellt und schlielich erfolgt eine Auflistung weiterer Ma-
terialkennwerte, welche in Kapitel 6 verwendet wurden.

C.1 Anmerkungen zur Publikation von Stevens, 1984

Bei der Diskussion des schriagen Lichteinfalls in Kapitel 5 wurde auf Inkonsis-
tenzen in den Ausfiihrungen von Stevens, 1984 hingewiesen. Dies soll nun ndher
erlautert und begriindet werden. Fiir die Berechnung der Extinktionseffizienzen
aus der MSC-Theorie bleibt in Stevens, 1984, analog zu den Ausfithrungen in
Lind und Greenberg, 1966, die Division durch den Kosinus des Einfallswinkels in
Gl. (2.92) unberiicksichtigt. Fiir Einfallswinkel ¢ grofer Null konnte Cohen und
Alpert, 1979 jedoch zeigen, dass dadurch das Babinetsche Prinzip (Qext — 2 fiir
a — oo) verletzt wird. Wie in Cohen und Alpert, 1979 anschaulich dargestellt,
fithrt ein Fehlen des Terms cos¢ im Nenner von Gl. (2.92) zu asymptotischen
Grenzwerten kleiner als zwei fiir &« — oo. Dieses Verhalten zeigen konsequenter-
weise auch die Resultate der MSC-Theorie in Stevens, 1984. Allerdings fithren
die ADA Resultate ebenso asymptotischen Grenzwerte kleiner als zwei, was im
Widerspruch zu den theoretischen Voraussetzungen in Stevens, 1984 steht.

In Analogie zu van de Hulst, 1981 und den Publikationen von Cross und Latimer,
1970 und Evans, Chen und Churchill, 1964 beschreibt auch Stevens, 1984 den
Integralausdruck Gl. (2.91) fiir homogene Zylinder mit reellen Brechungsindizes
mq durch die sogenannte Struve-Funktion erster Ordnung S; (Struve, 1882, van
de Hulst, 1981):

QL.(P —Qfﬂ/Q {1—cos q)cosﬁ)}cosﬁdﬁ
=2 fo sin (® cos ) sin? 9 dv (C.1)
=7S1(P)

mit & = 2a(my — 1) /cos(¢) und der Winkel ¢ ist in Abb. 2.8 abgebildet. Wie
aber aus Abramowitz, 1964 bekannt, konvergiert 751 (®) gegen zwei, wenn & — oo
und dies steht im Widerspruch zu den Ergebnissen in Abbildung 4 von Stevens,
1984. Durch diese Tatsache konnen auch die Abweichungen zwischen den Ergeb-
nissen fiir rdumlich isotrope homogene Zylinder mit m; = 1.33 in Abb. 5.7a und
Abbildung 6 von Stevens, 1984 begriindet werden.
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Abbildung C.1: Die Extinktionseffizienz Qext als Funktion des Grifienpa-
rameters a nach Gl. (2.91). Fiir o — oo strebt die Extinktionseffizienz gegen
zwet.

C.2 Asymptotischer Grenzwert der Extinktionseffizi-
enz im Falle inhomogener Zylinder (ADA-Modell)

Anders als fiir homogene Zylinder konnte fiir mehrschichtige Zylinder, aufgrund
der auftretenden Fallunterschiedungen bei der Bestimmung der Phasenverschie-
bung dapa, kein analytischer Ausdruck fiir die Losung des Integrals aus Gl. (2.91)
gefunden werden. Dennoch liegt es nahe, dass auch fiir inhomogene Zylinder ein
asymptotischer Grenzwert von 2 fiir a — oo fiir die Extinktionseffizienz gilt, wie
das in Abb. C.1 gezeigte Fallbeispiel eines Hohlzylinders mit m; = 1.5 — i - 1073
zeigt. Eine anschauliche Erklarung liefert die Tatsache, dass mit steigendem Gro-
fenparameter die Phasenverschiebung dopa innerhalb der Integrationsgrenzen zu-
nehmend stérker variiert und die Beitrage der Exponentialfunktion in Gl. (2.91)
sich demzufolge gegenseitig in zunehmendem Mafse aufheben.

C.3 Losung der nichtlinearen Transportgleichung (6.8)

Zunéchst wird der Algorithmus zur Losung der nichtlinearen Transportgleichung
(6.8) in Verbindung mit GI.(2.15) vorgestellt. Der Ablauf orientiert sich dabei
an den Ausfiihrungen von Hahn u. a., 1997. Innerhalb eines Spektralbandes m =
[Am, Am+1] wird die korrespondierende Fraktion der spektralen Intensitét iy’ (7))
in GL (2.15) und Gl. (2.17) wie folgt ausgedriickt:

i(T) = 2 (Foor, 41 (T) = Foo,, (1) T (C2)
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A1203 Air
Cp tChulk teg
Tin°C J/(kgK) W/(mK) W/(mK)

200 1022 22.38 0.038
1000 1261 6.04 0.082
1200 1295 5.70 0.092
1400 1317 5.72 0.101
1580 1341 6.13 0.110

Tabelle C.1: Literaturwerte aus Touloukian und Buyco, 1970, Touloukian
u. a., 1971 sowie Kadoya, Matsunaga und Nagashima, 1985 welche fir die
numerischen Berechnungen in Kap. 6.2 verwendet wurden.

wobei die Fy_»(T) nach Siegel und Howell, 1992 durch eine Reihenentwicklung
approximiert werden konnen. Vermoge der Néherung fiir kleine Temperaturun-
terschiede innerhalb des betrachteten Mediums T* ~ ATT3 — 3T* findet man mit
der abkiirzenden Schreibweise T := T'(r;,;):

i ()~ i (T 1) = 22 Ry (1) = Foon, (B)) (417017 = 3T,7)

()
Fiir die Berechnung der Temperatur zum nachfolgenden Zeitpunkt TijJrl wird
T; = Tl-j als Ausgangswert angenommen; im ersten Iterationsschritt wird die Tem-
peratur T} iiber Gl. (6.8) bestimmt und T} durch T} substituiert. Die Iterationen
werden solange wiederholt, bis das Konvergenzkriterium maxﬂi — Tl| < 107%K
fiir die vorhergehenden und nachfolgenden Temperaturen erfiillt ist. Schlieflich
wird 77 1 oauf Ti, gesetzt.

C.4 DMaterialkenndaten fiir das numerische Transport-
modell

Es folgen die Materialdaten, welche im gekoppelten numerischen Transportmo-
dell Gl (6.8) und GI.(2.15) verwendet wurden. Tabelle C.1 zeigt die tempera-
turabhéngigen Eigenschaften von Aluminiumoxid und trockener Umgebungsluft.
In Abb. C.2 wird weiterhin der spektrale Emissionsgrad von Aluminiumoxid fiir
verschiedene Temperaturen gezeigt.
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