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Abstract

Industrial X-ray computed tomography (CT) can be applied to a large variety of different
specimens. The result of a CT measurement is a three-dimensional image containing
the position-dependent attenuation coefficient of the specimen. For an optimal imaging
CT-measurement parameters depend on both the properties of the CT-System and the
specimen. To predict such an optimal parameterization both the physical interactions
with X-rays of the CT-System and the specimen, must be taken into account. This thesis
sets out to address the modelling of the interactions as well as the automatization of
the parameter finding. The latter is based on a figure of merit for CT-measurements.
Aim is a simulation-based, automatic parameter optimization method which includes the
object-dependency on distinct specimens.
The currently existing X-ray simulation methods are enhanced with respect to accuracy
and efficiency. Therefore a method for the calibration of the simulation to a real CT-system
is presented. Additionally, a model for second order X-ray scattering is developed in order
to calculate the specimen-scattered radiation. This is done using an analytical ansatz and
no Monte-Carlo method has to be applied.
So far, no universal definition of a figure of merit for CT-results has been given in literature.
Using Shannon’s information theory such a definition is developed.
The improvements of the simulation method and the application of the figure of merit
for simulation-based parameter optimization are used in examples or are validated using
reference methods.



Zusammenfassung

Röntgencomputertomographie (CT) hat in ihrer industriellen Anwendung ein sehr breites
Spektrum möglicher Prüfobjekte. Ziel einer CT-Messung sind dreidimensionale Abbilder der
Verteilung des Schwächungskoeffizienten der Objekte mit möglichst großer Genauigkeit. Die
Parametrierung eines CT-Systems für ein optimales Messergebnis hängt stark vom zu un-
tersuchenden Objekt ab. Eine Vorhersage der optimalen Parameter muss die physikalischen
Wechselwirkungen mit Röntgenstrahlung des Objektes und des CT-Systems berücksichtigen.
Die vorliegende Arbeit befasst sich damit, diese Wechselwirkungen zu modellieren und mit
der Möglichkeit den Prozess zur Parametrierung anhand von Gütemaßen zu automatisieren.
Ziel ist eine simulationsgetriebene, automatische Parameteroptimierungsmethode, welche
die Objektabhängigkeit berücksichtigt.
Hinsichtlich der Genauigkeit und der Effizienz wird die bestehende Röntgensimulations-
methodik erweitert. Es wird ein Ansatz verfolgt, der es ermöglicht, die Simulation eines
CT-Systems auf reale Systeme zu kalibrieren. Darüber hinaus wird ein Modell vorgestellt,
welches zur Berechnung der zweiten Ordnung der Streustrahlung im Objekt dient. Wegen
des analytischen Ansatzes kann dabei auf eine Monte-Carlo Methode verzichtet werden.
Es gibt in der Literatur bisher keine eindeutige Definition für die Güte eines CT-Messer-
gebnisses. Eine solche Definition wird, basierend auf der Informationstheorie von Shannon,
entwickelt.
Die Verbesserungen der Simulationsmethodik sowie die Anwendung des Gütemaßes zur
simulationsgetriebenen Parameteroptimierung werden in Beispielen erfolgreich angewendet
beziehungsweise mittels Referenzmethoden validiert.
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2.1.4 Streuung von Röntgenstrahlung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.1.5 Paarbildung und Annihilationsstrahlung . . . . . . . . . . . . . . . . 19
2.1.6 Detektion und Bilderzeugung in Kegelstrahlgeometrie . . . . . . . . 21

2.2 Tomographische Rekonstruktion und Signalverarbeitung . . . . . . . . . . . 24
2.2.1 Tomographische Aufnahme- und Rekonstruktionsverfahren . . . . . 25
2.2.2 Artefakte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
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1. Einführung und Motivation

Röntgencomputertomographie (CT) ist ein fester Bestandteil des Methodenapparates
zur zerstörungsfreien dreidimensionalen Bildgebung. Die dreidimensionale, also tiefen-
aufgelöste Information wird in zwei Schritten gewonnen. Im ersten Schritt wird die
Röntgentransmission eines Prüfobjektes aus verschiedenen Richtungen gemessen. Im zwei-
ten Schritt wird mittels numerischer Verfahren das dreidimensionale Abbild des Prüflings
errechnet. Diesen Schritt nennt man Rekonstruktion. Ergebnis der Rekonstruktion und
damit Messgröße der CT ist der Röntgenschwächungskoeffizient als Funktion des Ortes.

Bei der Messung der Röntgentransmissionen und im Zusammenspiel zwischen Transmis-
sionsmessung und Rekonstruktion ergeben sich einige physikalische Unzulänglichkeiten,
welche zu fehlerhaften Rekonstruktionen führen. Allgemein gilt, dass die Bildqualität der
CT sowohl von der Messapparatur bzw. deren Parametrierung als auch von den Eigen-
schaften des Prüflings selbst abhängt. Der letztgenannte Umstand ist in der Nichtlinearität
der Röntgentransmission als Funktion der Energie und Prüflingsdicke begründet. Hinzu
kommt, dass CT auf Kegelstrahlgeometrie angewiesen ist, wenn die Dauer einer Messung
kurz gehalten werden soll. In dieser Geometrie kann die Streuung der Röntgenphotonen
einen weiteren, vom Prüfling abhängigen Fehler in der Messung der Röntgentransmission
induzieren, der sich negativ auf die CT-Ergebnisse auswirkt.

In Summe führen diese Eigenschaften der CT dazu, dass eine Minimierung der Fehler
nur dann gelingen kann, wenn die Parameter der Messapparatur als Funktion des Objektes
optimiert werden. Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich damit, die nötigen Bestandteile
für eine Parameteroptimierung der CT zur Verfügung zu stellen und bezüglich ihrer Güte
zu untersuchen. Eine solche Parameteroptimierung bezüglich eines bestimmten Prüflings
wird im Folgenden als Aufnahmeplanung bezeichnet. Mittels einer realitätsnahen und
hinreichend schnellen Computersimulation kann der Parameterraum der CT abgetastet
werden. Mit der sogenannten analytischen Simulationsmethode gibt es bereits ein Verfahren,
welches mit relativ geringem numerischen Aufwand CT-Aufnahmen simulieren kann (siehe
die Ref. [36, 55] und die Ausführungen in Kapitel 2).
Im Rahmen der vorliegenden Arbeit erweitere ich dieses Verfahren um zwei Funktionalitäten.
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Zum einen zeige ich eine Methode, mit der die Simulation auf eine reale Messapparatur kali-
briert werden kann. Dazu bediene ich mich der Methode der sogenannten Spektrenschätzung.
Zum anderen erweitere ich die Simulationsmethode um ein Streumodell, das Rayleigh- und
Comptonstreuung bis zur zweiten Ordnung berücksichtigt. Dazu greife ich ein bestehendes
Modell der ersten Ordnung auf und verbessere es algorithmisch. Mit ähnlichem Ansatz konn-
te ich daraus ein neuartiges analytisches Modell für die zweite Ordnung Röntgenstreuung
entwickeln.

Damit eine Aufnahmeplanung funktionieren kann bedarf es einer Quantifizierung der
CT-Bildgüte. Bisher fehlt sowohl eine klare Abgrenzung des Begriffes Aufnahmeplanung als
auch eine klare Definition von CT-Bildgüte. Beide Begrifflichkeiten definiere ich in dieser
Arbeit und stelle sie in den Kontext der vorhandenen Literatur, welche interdisziplinär
geprägt und deshalb vielfältig ist. Aus der Definition für die Bildgüte leite ich Vorschläge
für Bildgütemaße ab und untersuche deren Eignung als Optimalitätskriterium. Dazu stütze
ich mich auf einen informationstheoretischen Ansatz und empfehle Maße, die auf der
Shannon-Entropie (SE) basieren. Die Zusammenfassung der Simulationsmethode mit den
SE-basierten Maßen garantiert schließlich, dass mindestens ein Brute-Force-Verfahren
(Exhaustionsmethode) zur Optimierung möglich wird. Damit ist eine neuartige Methode
für eine simulationsgestützte, automatisierbare Aufnahmeplanung gefunden.

Die Relevanz dieser Arbeit ergibt sich im Besonderen, wenn die Prüflinge vielfältig
sind, also dann, wenn die objektabhängigkeit der CT-Bildqualität zu tragen kommt. Dies
ist besonders dann der Fall, wenn CT im industriellen Umfeld betrieben wird. Der Be-
griff industrielle CT wird im folgenden Abschnitt eingehend beschrieben und von der
medizinischen CT abgegrenzt.

1.1. Industrielle Röntgencomputertomographie

Neben der medizinischen Anwendung der CT zur Diagnostik gibt es ein breites Spektrum
von nichtmedizinischen Anwendungen. Dieses reicht von der Materialcharakterisierung,
etwa die Strukturuntersuchung von Metallschäumen, Faserverbundwerkstoffen oder der
Analyse von Naturwerkstoffen wie z.B. Holz, bis hin zur Messtechnik, also der Prüfung
industriell gefertigter Objekte auf Maßhaltigkeit. Einen allgemeinen Überblick über An-
wendungen der CT außerhalb der Medizintechnik erhält man in Ref. [17]. Es gibt auch
viele Anwendungen, welche noch näher an der Forschung und Entwicklung liegen, z.B. die
Untersuchung von Pflanzenwurzeln im Substrat [75] oder die Analyse von geologischen
Proben [20]. Die industrielle stellt CT eine wichtige Methode zur zerstörungsfreien Prüfung
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bzw. zum zerstörungsfreien Überwachen von industriellen Erzeugnissen dar1, auch in der
Serienfertigung [76].

Für die Zwecke dieser Arbeit soll der Begriff industrielle CT dadurch abgegrenzt sein,
dass es sich dabei um sämtliche CT-Verfahren handelt, die mit laborfähigen Röntgenquellen
durchgeführt werden können und keine Menschen oder lebenden Tiere als Untersuchungs-
gegenstand haben.

Um den Kontext für diese Arbeit bereits an dieser Stelle zu setzen, seien folgende Begriffe
definiert:

Röntgenquelle bezeichnet das Gerät, welches Röntgenstrahlen erzeugt. Im Allgemeinen
eine Röntgenröhre oder eine Quelle, die auf einem Linearbeschleuniger (LINAC)
basiert2; also Röntgenquellen, die durch Elektronenbeschuss eines Targetmaterials
funktionieren. Synchrotrone3 und freie Elektronenlaser werden nicht betrachtet. Diese
Arbeit beschäftigt sich also mit polychromatischen Röntgenquellen deren Spektrum
aus einem Bremsspektrum und der charakteristischen Strahlung des Targetmaterials
besteht.

Detektor bezeichnet das Gerät, welches Röntgenstrahlung in ein digitales Signal wandelt,
sodass es computernumerisch weiterverarbeitet werden kann. Soweit nicht explizit dar-
auf hingewiesen wird, werden indirekt konvertierende Flächendetektoren angewendet.
Näheres findet sich in Kap. 2.1.6.

Objekt, Prüfling, Phantom bezeichnet den Gegenstand, welcher untersucht werden soll.
Es kann auch nur ein Ausschnitt des Phantoms untersucht werden. Die Objekte
werden im Regelfall, im industriellen Kontext, aus wenigen verschiedenen homogenen
Materialien bestehen. Das bedeutet, dass die Objekte, im Rahmen einer vorab
definierten Ortsauflösung, durch scharf abgegrenzte Volumina modelliert werden
können.4

Trajektorie bezeichnet die Abfolge von Quellpunkt- und Detektormittelpunktpositionen
während einer CT-Aufnahme. Die am häufigsten angewendete Trajektorie ist die
Standard Kreistrajektorie, bei der sich Quellpunkt und Detektormittelpunkt im

1 Ebenfalls zerstörungsfreie Verfahren (mit Tiefenauflösung) sind beispielsweise Thermographie und
Ultraschall.

2 Solche Quellen können auch im Labor Röntgenenergien im MeV-Regime erzeugen.
3 Röntgenstrahlung wird dort in periodischen Magnetstrukturen (Undulatoren) oder Ablenkmagneten

erzeugt.
4 Insbesondere betrachte ich keine Fälle bei denen ein Gradient im Schwächungskoeffizient zu modellieren

ist.
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Ruhekoordinatensystem des Objektes auf Kreisbahnen bewegen. Sofern nicht explizit
angegeben, soll diese Trajektorie der Standardfall sein.

Gegenstand dieser Arbeit ist die Parameteroptimierung der industriellen CT. Der An-
satz, den ich gewählt habe, basiert auf Computersimulationen, weshalb die analytische
Simulationsmethode einen wesentlichen Bestandteil dieser Arbeit darstellt. Die Methoden
dieser Arbeit werden mit Blickwinkel auf die hier abgegrenzten Fälle diskutiert, obgleich
die Methoden teilweise ein noch breiteres Anwendungsfeld zulassen.

1.2. Aktuelle Herausforderungen der industriellen CT

Die Motivation zu dieser Arbeit lässt sich aus der großen Vielfalt der Aufgabenstellungen
für die industrielle CT herleiten. Dazu wird hier zunächst ein knapper Überblick über
die Aufgabenstellungen verschafft. Aus diesem lässt sich ableiten, dass die Vielfalt in den
Aufgabenstellungen zu einer ähnlichen großen Vielfalt an experimentellen Bedingungen
führt, die nötig sind, um den Aufgabenstellungen gerecht zu werden. Daraus und aus der
Tatsache, dass es bislang keinen generischen Ansatz gibt, die experimentellen Bedingungen
festzulegen ergibt sich die Relevanz für die Methoden, die mit dieser Arbeit bereitgestellt
werden.

Die Computertomographie kennt außerhalb der Medizin durch ihre Anwendung als
zerstörungsfreies Mess- und Prüfverfahren eine sehr große Bandbreite verschiedener Prüflinge.
Eine knappe Zusammenstellung von industriell gefertigten Objekten, die mittels CT un-
tersucht werden können, dient dazu diese Bandbreite zu verdeutlichen. Als Grenze der
kleinsten Objekte mit höchster Anforderung an Ortsauflösung, sei die Anwendung Mate-
rialcharakterisierung von Legierungen genannt wie in Ref. [46] beschrieben. Die Grenze
derzeitig verfügbarer CT Systeme für besonders große Prüfobjekte liegt bei Prüflingen wie
z.B. endmontierte Automobile.

Um die Menge relevanter Objekte physikalisch grob zu klassifizieren, kann man die
Eigenschaften maximale Ausdehnung, maximal durchstrahlte Weglänge und das Material
bezüglich dessen Röntgenschwächung auftritt betrachten. Demgegenüber sind die Anforde-
rungen an eine Röntgenprüfung gestellt: nötige Ortsauflösung sowie nötige Röntgenenergie
zur Durchstrahlung. In Tabelle 1.1 sind diese Eigenschaften für einige industriell relevante
Objekte zusammengetragen und werden den entsprechenden Eigenschaften des menschlichen
Körpers gegenüber gestellt. In Abb. 1.1 sind die Daten aus Tabelle 1.1 graphisch dargestellt.
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öß

te
Lä
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Abb. 1.1.: In den Graphen sind die Daten aus Tab. 1.1 dargestellt. Oberhalb der gestri-
chelten Linie sind, zum Vergleich mit den industriellen Objekten, die Daten
für medizinische Anwendungen dargestellt. Die für industrielle Fragestellungen
interessanten Objekte decken in fast allen hier dargestellten Kategorien ein
wesentlich breiteres Spektrum ab. Diese Variabilität der Objekte spiegelt sich
in den Anforderungen an CT-Anlagen wieder.
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Aus den Daten von Tabelle 1.1 kann man einige grundsätzliche physikalische Eigenschaf-
ten ablesen, denen man Rechnung tragen muss, wenn man CT-Messungen durchführen
möchte.
Zunächst eine Bemerkung zu den Röntgenenergien, welche für 10 % Transmission berechnet
sind: 10 % Transmission ist hier beispielhaft zu verstehen5. Diese Wahl dient ausschließlich
dazu, eine Vergleichsbasis zu schaffen, um verschiedenen Materialien und Objektdicken
Röntgenenergien zuzuordnen. In der technischen Anwendung werden oftmals deutlich
kleinere Transmissionen verwendet, weil die entsprechenden Röntgenenergien, insbesondere
bei Röntgenquellen mit einem Bremsspektrum, nicht erreichbar sind. Für die medizinische
CT werden polychromatische Röntgenspektren mit Maximalenergien zwischen 30 keV und
140 keV eingesetzt6.

Die industrielle Anwendung der CT erstreckt sich bezogen auf die Größe der zu unter-
suchenden Objekte verglichen mit der maximal erreichbaren Strukturauflösung über acht
Größenordnungen. Dabei ist selbstverständlich, dass eine CT-Apparatur, welche in der Lage
ist ein vollständiges Automobil zu durchstrahlen völlig anders aufgebaut und parametriert
sein muss, als ein so genanntes Röntgenmikroskop, welches sich zur Materialcharakterisie-
rung eignet. Auf Seite der Röntgenquelle besteht ein Unterschied von drei Größenordnungen
bzgl. der Energie der Röntgenphotonen und ein Unterschied von drei Größenordnungen
bezogen auf den Durchmesser des Brennflecks, welcher maßgeblichen Einfluss auf die
Ortsauflösung eines CT-Systems hat. Die verwendete Bandbreite an Röntgenenergien
hat einen weitreichenden Einfluss auf die Ergebnisse, welche mittels CT erreicht werden
können. Während bei Röntgenenergien bis 50 keV der Photoeffekt der dominierende Effekt
zur Abschwächung der Röntgenstrahlung ist, so gewinnt mit zunehmender Energie der
Comptoneffekt an Einfluss. Spätestens bei Röntgenenergien über 450 keV kann man davon
ausgehen, dass der Comptoneffekt die dominierende Art der Wechselwirkung ist. Unter
Verwendung von Energien im MeV-Regime sind schließlich die Schwächungskoeffizienten
der Materialien untereinander nicht mehr so stark von der Atomzahl abhängig. Das wirkt
sich entsprechend auf die Kontrastverhältnisse in den CT-Aufnahmen aus.

Zu diesen Aspekten tritt die Beobachtung, dass das Untersuchungsobjekt selbst einen
Einfluss auf die Qualität der Ergebnisse hat. Diese Beobachtung ist bereits Gegenstand
von Richtlinien zur Anwendung der CT wie beispielsweise Ref. [100].
Die Objektabhängigkeit der CT-Messungen führt dazu, dass die Wahl der Parameter für

5 Die Festlegung 10 % ist mit der Norm EN 16016-2:2011 [30] motiviert. Weiteres findet sich in Kap. 3.2.
6 In der medizinischen Anwendung steht das Gebot minimaler Dosis im Vordergrund aller Optimierungs-

bemühungen.
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eine optimale CT-Messung ebenfalls objektabhängig erfolgen muss.

Die große industrielle Anwendungsbandbreite, welche von zusätzlichen Anforderungen wie
höherer Ortsauflösung und kürzeren Messzeiten begleitet wird, steht der Objektabhängigkeit,
welche technologisch bedingt ist, gegenüber. Es müssen also Ansätze gefunden, die CT-
Parameter objektspezifisch zu optimieren.



2. Röntgenphysik, Mathematik und
Simulation der Computertomographie

2.1. Röntgenphysik

Im Rahmen dieser Arbeit wird auf verschiedene Aspekte der Röntgenphysik zurückgegriffen.
Im Folgenden werden nur jene Teile der Röntgenphysik betrachtet, die zum Verständnis der
angewandten Methoden notwendig sind. Der Teil der Röntgenphysik, den ich im Folgenden
darstelle, ist in verschiedener Ausführlichkeit in diversen Lehrbüchern dargestellt. Es sei
auf die Referenzen [11, 71] für die Beschreibung der allgemeinen Röntgenphysik verwiesen.
Darüber hinaus verwende ich die spezifischeren und näher am Anwendungsgebiet dieser
Arbeit liegenden Lehrbücher [10, 15, 49]. Letztgenannte Referenzen sind aus dem Blickwin-
kel der Radiologie beziehungsweise der medizinischen CT geschrieben.

2.1.1. Entstehung von Röntgenstrahlung in Röntgenröhren

Unter der Röntgenintensität oder Intensität einer Röntgenquelle versteht man allgemein
eine physikalische Größe, die die Menge der Röntgenstrahlung quantifiziert. Je nach Kontext
findet man verschiedene konkrete Definitionen dieser Größe. Hier soll die Röntgenintensität
mit der Dimension Energie versehen werden. Man definiert, ähnlich wie Blochin in Ref. [11]:
Die Röntgenintensität ist diejenige Energiemenge, die in einem Röntgenstrahl pro Zeit-
einheit durch eine Flächeneinheit hindurchtritt. Es sei an dieser Stelle explizit darauf
hingewiesen, dass in der Literatur oftmals Größen, die proportional zu dieser sind, als In-
tensität bezeichnet werden. Das gilt insbesondere bei der Betrachtung von Detektorbildern,
wobei man davon ausgeht, dass ein Pixelwert proportional zur Intensität ist. Dann wird
die Intensität meist als dimensionslose Größe behandelt.

Röntgenintensitäten werden mit dem Buchstaben I bezeichnet. Für den Fall, dass I nur
bei einer bestimmten Energie E betrachtet wird bzw. die Abhängigkeit von der Energie
explizit untersucht werden soll, schreibt man I(E) und spricht auch von einem Spektrum
oder Röntgenspektrum. Wenn von ”dem Spektrum“ einer Röntgenquelle die Rede ist, ist
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die energieabhängige Intensität gemeint, welche die Quelle pro Zeiteinheit emittiert. Die
(Gesamt-)Intensität einer Quelle ist

I =
∫ ∞

0
I(E) dE. (2.1)

Aus praktischen Gründen sei noch eine weitere Größe definiert, welche die Photonenzahl in
einem Röntgenstrahl betrachtet: Für die Anzahl der Röntgenquanten n, die pro Zeiteinheit
dT durch eine Flächeneinheit dA hindurchtreten, schreibt man den (Photonenzahl-) Fluss

Φ = d2n

dAdT
. (2.2)

Für den Fluss sei ebenfalls die energieabhängige Variante Φ(E) definiert; Φ(E) betrachtet
entsprechend der obigen Definition für die Intensität nur die Zahl der Photonen einer
bestimmten Energie E. Man nennt den so definierten spektralen Fluss Φ(E) auch spektrale
Photonendichte. Für die Herleitung der Röntgensimulationsmodelle wird häufig Gebrauch
von isotrop strahlenden, punktförmigen Röntgenquellen gemacht. Für den Fluss, den diese
in einem Abstand r erzeugen, gilt das quadratische Abstandsgesetz

Φ(r) = r2
0

r2 Φ0, (2.3)

wobei Φ0 der Fluss im Abstand r0 ist. Entsprechendes gilt für I. Des Weiteren gilt der
Zusammenhang

I(E) = Φ(E) · E. (2.4)

In der industriellen CT sind fast ausschließlich Röntgenröhren als primäre Röntgenquellen
in Verwendung, also Quellen, bei denen ein Elektronenstrahl auf ein Targetmaterial geschos-
sen wird. Deshalb wird auf die Diskussion anderer Röntgenquellen, wie z.B. radioaktiver
Isotope, Undulatoren und Wiggler sowie laserbasierter Verfahren verzichtet. In Abb. 2.1
sind die beiden wichtigsten Röntgenröhrentypen schematisch dargestellt. Der Unterschied
ergibt sich im Wesentlichen durch die verwendete Targetdicke: In Transmissionsgeometrie
ist das Target ein dünner Metallfilm, während in Reflexionsgeometrie ein ”unendlich“ dickes
Target Verwendung findet. Wolfram ist ein häufig eingesetztes Material für Röntgentargets.
Mittels eines Transmissionstargets lassen sich kleinere Brennflecke, so nennt man das
Raumgebiet, dem die Röntgenstrahlung entspringt, erreichen. Im Gegenzug können auf
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Abb. 2.1.: Schematische Darstellung einer Röntgenröhre in Transmissionsgeometrie (links)
und in Reflexionsgeometrie (rechts). Ein Elektronenstrahl wird entlang der
Beschleunigungsstrecke auf die Energie Emax gebracht und trifft auf ein
Röntgentarget. Die Elektronen werden in aller Regel in einem Glühdraht
freigesetzt und auf ihrer Beschleunigungsstrecke durch eine Elektronenoptik
auf das Target fokussiert.

Reflexionstargets höhere Röhrenleistungen appliziert werden, weil diese besser gekühlt
werden können. Als Röhrenleistung wird das Produkt aus der Beschleunigungsspannung
Umax und dem Elektronenstrom bezeichnet (auch Targetstrom oder Anodenstrom genannt).

Es gibt zwei Wechselwirkungseffekte zwischen den Elektronen und dem Targetmaterial,
die zur Entstehung von Röntgenstrahlung beitragen: Stoßionisation und Bremsung im
Coulombfeld. Davon leitet sich auch die Bezeichnung der enstehenden Strahlung ab:

Charakteristische Strahlung Die Elektronen des Kathodenstrahls können die Elektronen
der inneren Schalen der Targetatome ausschlagen. Die entstandenen Lücken werden
durch Elektronen aus höheren Schalen gefüllt. Dabei entstehen Röntgenphotonen mit
einer Energie, die gerade der Energiedifferenz der beteiligten Schalen entspricht.

Bremsstrahlung Die Elektronen werden im Coulombfeld der Targetatomkerne gebremst.
Dabei emittieren sie Röntgenstrahlung. Die Energie der entstehenden Röntgenphotonen
ist kontinuierlich verteilt. Die größte auftretende Röntgenenergie ist gerade die Ma-
ximalenergie der Elektronen Emax = eUmax. Nachdem die Röntgenstrahlung nicht
nur direkt an der Oberfläche des Targets entsteht, wird diese bereits im Target-
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material wieder geschwächt. Dies und die Verteilung des Stoßparameters (zwischen
Elektron und Atomkern) sind ursächlich für die Form des kontinuierlichen Anteils
des Röhrenspektrums. Beispiele für typische Röhrenspektren finden sich in Kap. 4.

Um ein Röntgenspekrtum einer konkreten Röntgenröhre korrekt berechnen zu können,
müssen einige Parameter berücksichtigt werden. Zu nennen sind, das Targetmaterial und
die Geometrie des Targets, der Auftreffwinkel der Elektronen, der Winkel unter dem die
Strahlung das Target verlässt und die Energie der Elektronen. Für Röntgensimulationen,
haben sich zwei Wege etabliert, um zu einem Röhrenspektrum zu gelangen7. Zum einen eine
Monte-Carlo (MC)-Simulation (mit einer hohen Modellierungstiefe, vor allem bezüglich
der Geometrie). Zum anderen analytische bzw. teilweise empirische Modelle. Hierzu sei
besonders das Modell von Tucker et al. genannt (Ref. [98]). Dieses Modell hat für die
Erzeugung von Spektren für Röntgensimulationen Verbreitung gefunden. Es handelt sich
um ein teilweise empirisches Modell für Röntgenröhren mit Wolfram als Targetmaterial.
Es wird im Folgenden als TBC-Modell bezeichnet werden. Die Implementierung, welche
für diese Arbeit Anwendung findet, stammt aus der Software Scorpius XLab® [103].

2.1.2. Extinktion von Röntgenstrahlung

Als Extinktion oder Schwächung von Röntgenstrahlung wird die Summe aller Prozesse
verstanden, welche die Photonenzahl in einem Röntgenstrahl mindern. Dazu zählen so-
wohl die im nächsten Abschnitt besprochenen Streueffekte, als auch die Absorption von
Röntgenphotonen. Die Herleitung sei hier in knapper Form nachvollzogen, um notwendige
Begriffe und Formelsymbole einzuführen.

Man geht von einem Experiment aus, bei dem ein Nadelstrahl mit monochromatischer
Röntgenstrahlung der Energie E auf einen Detektor trifft, sodass dieser die ungeschwächte
Intensität I0 bestimmt. Setzt man anschließend ein röntgenschwächendes Material mit
der Dicke dt zwischen die Quelle und den Detektor, so stellt man am Detektor eine
verminderte Intensität fest. Die Intensitätsänderung sei mit −dI bezeichnet8. Fügt man
dem Experiment weitere ”Scheibchen“ aus demselben Material und derselben Dicke hinzu,
so kann man beobachten bzw. aus den Intensitäten am Detektor rückschließen, dass je-
des Scheibchen dt anteilig dieselbe Zahl an Röntgenphotonen aus dem Strahl entnimmt
(bezogen auf die Intensität, die auf das betreffende Scheibchen einfällt). Anders ausge-
drückt: Die Intensitätsänderung ist proportional zur Scheibchendicke9. Es ergibt sich die

7 Ausserdem kann natürlich auch ein gemessenes Spektrum verwendet werden.
8 Das negative Vorzeichen ist Konvention.
9 Ein Stapel dünner Scheibchen oder ein dickeres Scheibchen sind in diesem Experiment ununterscheidbar.
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Differentialgleichung

−dI = µdt. (2.5)

Nach Integration und Umformen erhält man das Lambert-Beersche Gesetz (dabei tritt
die ungeschwächte Intensität als Integrationskonstante auf)

I(t) = I0 exp(−µt). (2.6)

Die Größe

T = I

I0
= exp(−µt) (2.7)

wird als Transmission bezeichnet. Die Proportionalitätskonstante µ wird als Schwächungs-
koeffizient bezeichnet. Gleichung 2.6 und ihre Herleitung gilt auch, wenn man die ver-
schiedenen, zur Schwächung beitragenden, Effekte einzeln betrachtet. Es gibt also für die
Absorption ein µPhoto, für den Comptoneffekt ein µC sowie für den Rayleigheffekt ein µR

(ferner sei noch die Paarbildung µPaar erwähnt). Die Koeffizienten verhalten sich additiv

µ = µPhotoeffekt + µComptonstreuung + µRayleighstreuung + µPaarbildung. (2.8)

Führt man das oben beschriebene Experiment bei verschiedenen E durch, stellt man
fest, dass der Schwächungskoeffzient stark energieabhängig ist. Allgemein gilt

µ = µ(E). (2.9)

Die Energieabhängigkeit des Schwächungskoeffizienten ergibt sich aus der Energieabhängigkeit
seiner Komponenten.

Bezüglich der Atomzahl Z des schwächenden Materials besteht ebenfalls eine Abhängigkeit
der Schwächungskoeffizienten (siehe dazu die Abschnitte 2.1.3 und 2.1.4).

Der Schwächungskoeffizient ist eine Eigenschaft des Materials. Nachdem er linear von der
Dichte ρ des Materials abhängt (egal in welchem Aggregatzustand), wird oft der sogenannte
Massenschwächungskoeffizient angegeben

µρ = µ

ρ
. (2.10)

Dadurch ist eine besser vergleichbare Größe definiert. In Abb. 2.2 ist am Beispiel von Eisen
der Verlauf des Massenschwächungskoeffizienten und seiner Zusammensetzung dargestellt.
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Abb. 2.2.: Energieabhängigkeit des Massenschwächungskoeffizienten am Beispiel von
Eisen, doppellogarithmisch aufgetragen.

Wird ein Röntgenstrahl durch mehrere hintereinander liegende Absorber aus verschiede-
nem Material geschwächt bzw. ist der Schwächungskoeffizient ortsabhängig, so gilt für die
Transmission

T (E) = I(E)
I0(E) = exp

(
−
∫

s
µ(E, t) dt

)
. (2.11)

Dazu wird das Integral entlang des Weges s (eine Strecke, die im Quellpunkt beginnt und
an dem Ort, an dem die Röntgenstrahlung gemessen wird, endet) ausgeführt.

2.1.3. Absorption von Röntgenstrahlung

Die Absorption von Röntgenstrahlung geschieht durch den Photoeffekt. Die Energie- und
Ornungszahlabhängigkeit des Photoabsorptionskoeffizienten ergibt sich nach Ref. [63] zu

µPhotoeffekt ∝
Zn

E3 für n ∈ [3; 3, 5]. (2.12)

Dabei ist n für leichtere Elemente bei 3, 5 und für schwerere bei 3 zu erwarten. Die Formel
gilt näherungsweise für E < 511 keV.

2.1.4. Streuung von Röntgenstrahlung

Im Folgenden will ich auf die beiden, für die in dieser Arbeit betrachteten Experimente,
wichtigsten Streuprozesse von Röntgenphotonen in Materie eingehen. Dazu sollen noch
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einige Begriffe eingeführt werden. Als Streuprozesse will ich alle Prozesse bezeichnen, bei
denen ein (Röntgen-)Photon seine Ausbreitungsrichtung ändert. In diesem Zusammenhang
sei auch der Begriff der Streustrahlung als die Menge der Photonen bezeichnet, die bereits
mindestens einmal seit ihrer Entstehung in der Röntgenquelle ihre Ausbreitungsrichtung
geändert haben10.
Strahlung, die direkt von der Röntgenquelle, ohne Richtungsänderung, stammt, wird als
Primärstrahlung bezeichnet. Mit der n-ten Ordnung der Streustrahlung soll die Zahl der
Richtungsänderungen (= Zahl der Streuereignisse bzw. Streuprozesse in der Historie des be-
trachteten Photons), die ein entsprechendes Photon oder eine Menge von Photonen erfährt,
bezeichnet werden. Streustrahlung 1. Ordnung bezeichnet demnach eine Richtungsänderung
und entsprechendes gilt für höhere Ordnungen11. Die Strahlung, die ein Röntgendetektor
misst, setzt sich aus verschiedenen Anteilen von Streustrahlung und Primärstrahlung
zusammen und kann experimentell nicht einfach12 aufgetrennt werden. Nachdem ich im
Rahmen dieser Arbeit auf die Simulation von Röntgenstreustrahlung eingehen will, sei
der Begriff der Röntgenprojektion entsprechend erweitert: Eine Primärstrahlprojektion
enthält demnach ausschließlich Primärstrahlung und eine Streustrahlprojektion bzw. eine
Projektion der n-ten Ordnung ausschließlich Streustrahlung bzw. Streustrahlung aus der
entsprechenden Ordnung. Wird ein bestimmter Streueffekt betrachtet wird, so wird er
ebenfalls in der Bezeichnung geführt.

Bei einer CT-Messung kommt Streustrahlung in allen Komponenten des CT-Systems vor,
welche vom Primärstrahlkegel erfasst werden. Einfluss auf die Qualität einer CT-Messung
nimmt die Streustrahlung nur dann, wenn sie auch detektiert wird. Dann trägt sie zum
Messsignal bei und ist für eine Transmissionsmessung ein Störsignal. Besonders relevant
sind dabei zwei Anteile:
Zum einen die Streustrahlung innerhalb des Röntgendetektors. Das meint innerhalb des
Szintillators sowie der umgebenden Teile, wie das Strahleintrittsfenster der Elektronik oder
des Detektorgehäuses. Dieser Anteil wirkt sich auf die Ortsauflösung des Detektors aus.
Zum anderen die Streustrahlung, welche vom Objekt ausgeht. Je nachdem, an welchem Ort
dieser Anteil detektiert wird, verfälscht er die Transmissionsmessungen. Dadurch werden
abhängig von der Objektform, Artefakte im Tomogramm hervorgerufen (in Ref. [77] wird
dies beispielsweise im Kontext medizinischer CT diskutiert). Eine Möglichkeit, den Einfluss

10 Dabei ist es nicht wichtig, ob man einen Streuprozess als Vernichtung eines Photons und Entstehung
eines neuen am selben Ort auffassen muss, solange zeitliche und räumliche Unmittelbarkeit angenommen
werden darf.

11 Ich werde die Primärstrahlung trotz dieser Definition nicht als Streustrahlung 0. Ordnung bezeichnen.
12

”Nicht einfach“ in dem Sinne, als selbst mit zusätzlichem apparativen Aufwand, etwa Abschattung
durch Kollimation, keine vollständige Trennung der einzelnen Anteile erfolgen kann.
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von Objektstreustrahlung zu mindern, besteht darin, den Objekt-zu-Detektorabstand zu
vergrößern. Nachdem der ”Quellort“ dieser Streustrahlung das Objekt selbst ist und auch
für diese Strahlung das quadratische Abstandsgesetz gilt13, ist dies möglich, sofern die
geometrischen Rahmenbedingungen des CT-Systems dies zulassen.

Als Streuwinkel ω wird im Folgenden der Winkel zwischen der Bewegungsrichtung des Pho-
tons vor und nach dem Streuereignis bezeichnet. Die Richtung ω = 0 sei als Vorwärtsrichtung
und entsprechend ω = 180° als Rückwärtsrichtung bezeichnet (Vorwärtsstreuung und
Rückstreuung).

Comptonstreuung

Als Comptonstreuung wird die inelastische Streuung eines Röntgenphotons an einem freien
oder quasi-freien Elektron bezeichnet. Bei der Comptonstreuung verliert das Primärphoton
einen Teil seiner Energie. Der Comptoneffekt findet für alle in dieser Arbeit betrachteten
Fälle in Materie statt, also an Elektronen, welche in einem Atom gebunden sind.

Die Energie des Photons nach der Streuung berechnet sich nach

E′(E, ω) = E

1 + κ(1− cos(ω)) mit κ = E

mec2 . (2.13)

Der differenzielle Wirkungsquerschnitt wird für den Zweck der Röntgensimulation in
Näherung mittels inkohärenter Streufunktion S(E, ω, Z) (ISF, incoherent scattering functi-
on) verwendet. Für das freie Elektron gilt der Klein-Nishina Wirkungsquerschnitt

dσKlein-Nishina
dΩ = re

2

(
E′

E

)2 (E′

E
+ E

E′ − sin2 ω

)
. (2.14)

Dieser wird durch die ISF korrigiert, zu

dσCompton
dΩ = dσKlein-Nishina

dΩ · S(E, ω, Z). (2.15)

Die ISF ist aus Tabellenwerken zu erhalten, z.B. ”EPDL97“ [24]. In Abb. 2.3 ist der differen-
zielle Wirkungsquerschnitt für den Comptoneffekt bei verschiedenen Energien aufgetragen.
Der Einfluss der ISF manifestiert sich vor allem dadurch, dass in Vorwärtsrichtung keine
Comptonstreuung stattfinden kann.

13 Punktweise für jeden Ort an dem Streustrahlung entsteht.
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Abb. 2.3.: Polardiagramm des differenziellen Streuquerschnittes für den Comptoneffekt
bei verschiedenen Energien (für Aluminium; Z = 13). Zusätzlich sind die
Richtungen mit dem Maximalwert des Streuquerschnittes ”Wahrscheinlichster
Streuwinkel“, sowie der ”Mittlere Streuwinkel“ eingetragen. Die Werte sind
jeweils zwischen 0° und 180° berechnet. Der mittlere Streuwinkel ist das arith-
metische Mittel. Für den Rayleigheffekt gibt es eine entsprechende Abbildung
in Anhang B.2, Abb. B.1.
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Rayleighstreuung

Als Rayleigheffekt wird die elastische Streuung eines Röntgenphotons an einem Atom
bezeichnet. Es findet kein Energieübertrag statt. Das Photon ändert lediglich seine Ausbrei-
tungsrichtung. Die Abhängigkeit des totalen Streuquerschnittes ergibt sich nach Ref. [63]
näherungsweise zu:

σRayleigh ∝
Z1,5

E2 (2.16)

Der differenzielle Wirkungsquerschnitt ergibt sich in der sogenannten Formfaktor-Näherung
zu [36]:

dσRayleigh
dΩ = r2

e

1 + cos2 ω

2 (f(q, Z))2 mit q = 2E

c
sin
(

ω

2

)
(2.17)

Dabei wird der materialabhängige Teil durch den sogenannten atomaren Formfaktor
f(q, Z) beschrieben. Dieser ist in Tabellenwerken verfügbar, z.B. ”EPDL97“ [24]. Der
materialunabhängige Restterm ist der Thompson-Wirkungsquerschnitt.

Mehrfachstreuung

Die a priori Wahrscheinlichkeit eines Röntgenphotons dafür, dass in seiner Historie zwei
oder mehr Streuprozesse stattgefunden haben, hängt von der Energie des Primärphotons,
sowie von der Abfolge der Streuwinkel ab. Nachdem in Kap. 5 ein Streumodell für die
Simulation der Streustrahlung zweiter Ordnung entwickelt wird, soll an dieser Stelle die
Streuwahrscheinlichkeit dafür als Funktion der beiden Streuwinkel ω1 bzw. ω2 betrachtet
werden.
Für diese Betrachtung sei eine etwaige Propagationsstrecke, auf der beispielsweise eine
Absorption des betrachteten Photons stattfinden kann, zwischen dem ersten und zweiten
Streuprozess ignoriert (vergleiche dazu auch Abb. 5.4 in Kap. 5.4). Das heißt, es soll nur die
Wahrscheinlichkeit betrachtet werden, dass in der Historie eines Photons zwei Streuprozesse
vorgekommen sind, ohne Rücksicht auf andere Wechselwirkungspfade. Es werden nur der
Rayleigheffekt (R) und der Comptoneffekt (C) betrachtet. Die Möglichen Abfolgen von
Streuprozessen zweiter Ordnung sind dann: RR, CC, RC und CR.

Die Wahrscheinlichkeit für einfache Streuung um den Winkel ω1 ist proportional zum
differenziellen Wirkungsquerschnitt dσ

dΩ(ω1), also ist die Wahrscheinlichkeit für zwei nachein-
ander auftretende Streuereignisse proportional zu dem Produkt der einzelnen differenziellen
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Wirkungsquerschnitte

dσ

dΩdE
(ω1, E) · dσ

dΩdE′ (ω2, E′). (2.18)

Dabei gilt für den Rayleigheffekt E = E′ und Formel 2.13 für den Comptoneffekt. Für
die vergleichende Betrachtung der Streuwahrscheinlichkeit für die zweite Ordnung ist es
nicht nötig die Proportionalitätskonstanten aufzuführen, weshalb die Größe 2.18 in der
ungewöhnlichen Einheit b2 (Barn zum Quadrat) betrachtet wird.
Diese Größe ist in Abb. 2.4 in Abhängigkeit der beiden Streuwinkel aufgetragen (und als

”doppelter Wikrungsquerschnitt“ bezeichnet). Dazu ist exemplarisch als streuendes Materi-
al Aluminium verwendet worden, jeweils für die Primärenergie 90 keV und 400 keV. Die
numerischen Werte, die in Abb. 2.4 aufgetragen sind, sind mit Hilfe der Python-Bibliothek

”xRaylib“ erzeugt worden. Siehe Ref. [87] für eine Beschreibung der zugrundeliegenden
Datenbanken sowie der verwendeten Interpolation.

Man liest aus Abb. 2.4 für die zweite Streuordnung ab,

• dass der Rayleigheffekt stark in Vorwärtsrichtung konzentriert ist. Es ist also unwahr-
scheinlich ein Photon zu beobachten, welches zweimal elastisch gestreut wurde und
dabei seine ursprüngliche Bewegungsrichtung wesentlich verlassen hat. Dies gilt umso
mehr, je größer die Primärenergie wird und geht damit einher, dass der Rayleigheffekt
im dargestellten Energiebereich ohnehin nicht der dominierende Wechselwirkungsef-
fekt ist.

• dass der Comptoneffekt mit steigender Primärenergie stärker in Vorwärtsrichtung
konzentriert ist. Dabei ist allerdings, anders als beim Rayleigheffekt, die exakte
Vorwärtsrichtung (ω1 = ω2 = 0°) verboten.

Diese Beobachtungen legen nahe, dass man im Rahmen einer Abschätzung der Streu-
strahlungsintensität für die zweite Ordnung große Winkelbereiche vernachlässigen kann
(umso mehr, je größer die Primärenergie ist). Insofern dient die Darstellung in Abb. 2.4 als
eine Landkarte, mit deren Hilfe man solche Ausschlussbereiche identifizieren kann. Dieses
Ergebnis kann dazu verwendet werden, die Simulationsdauern für die Streustrahlungssimu-
lation, welche Gegenstand von Kap. 5 ist zu reduzieren, indem man sich bei der Ausführung
von Algorithmus 2 (Kap. 5.5) auf die relevanten Winkelkombinationen beschränkt.

2.1.5. Paarbildung und Annihilationsstrahlung

Überschreitet die Röntgenphotonenenergie die doppelte Ruhemasse des Elektrons (E >

1022 keV), so kann es im Coulombfeld eines Atomkerns zur Paarbildung kommen. Da-
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Abb. 2.4.: Zur Untersuchung der Streuwahrscheinlichkeit für zwei aneinander gereihte
Streuereignisse. Dargestellt ist die Größe 2.18 als farblich markierte Fläche zu
den auf den Achsen aufgetragenen Winkeln. Jeweils am Beispiel Aluminium als
streuendes Material. Die gemischten Streueffektabfolgen (Rayleigh-Compton
und umgekehrt) sind im Anhang in Abb. B.2 dargestellt.
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bei entsteht ein Elektron-Positron Paar. Das Positron annihiliert nach Abbremsung im
umgebenden Material mit einem der dort vorhandenen Elektronen unter Aussendung
zweier Photonen mit je 511 keV. Insofern ist dieser Effekt ebenfalls als Streueffekt zu
betrachten. Für den Energiebereich, der in dieser Arbeit betrachtet wird (E < 10 MeV), ist
die Annihilationsstrahlung nur relevant, wenn sie im Szintillationsmaterial des Detektors
entsteht. Der Anteil, welcher im Objekt entsteht, ist gegenüber der Comptonstreustrahlung
vernachlässigbar [95].

2.1.6. Detektion und Bilderzeugung in Kegelstrahlgeometrie

Moderne industrielle CT-Systeme arbeiten überwiegend in sogenannter Kegelstrahlgeome-
trie. Dazu wird ein Flächendetektor gegenüber einer Röntgenröhre aufgestellt. Dazwischen
befindet sich eine Manipulationseinheit, die dazu dient, das zu untersuchende Objekt zu
tragen und zu bewegen, sodass aus verschiedenen Richtungen Radiographien aufgenommen
werden können. Abbildung 2.5 zeigt schematisch ein CT-System in Kegelstrahlgeometrie.

Das Koordinatensystem sei, wie eingezeichnet, festgelegt. Die einzelnen röntgensensitiven
Flächen des Detektors werden als Pixel bezeichnet. Der Ort der Röntgenquelle wird mit Q,
der Mittelpunkt des Detektors mit D bezeichnet (sofern nur ein einzelner Pixel betrachtet
wird, wird dessen Mittelpunkt der Einfachheit halber auch mit D bezeichnet).
In Kegelstrahlgeometrie ergibt sich, eine vergrößerte Abbildung des Objektes (Schatten-
wurfgeometrie). Man definiert den Brennfleck-zu-Objekt-Abstand (FOD, focus to object
distance) und den Brennfleck-zu-Detektor-Abstand (FDD, focus to detector distance).
Daraus berechnet sich der geometrische Vergrößerungsfaktor

m = FDD
FOD .

Durch Variation dieses Abstandsverhältnisses lassen sich verschieden hohe Ortsauflösungen
in der CT realisieren. Man nennt deshalb die z-Achse des CT-Systems auch Vergrößerungsachse.

Als Prüfraum wird das Volumen des CT- Systems bezeichnet, in dem sich das zu tomo-
graphierende Objekt befinden kann. Es ist also das Volumen, für das aus verschiedenen
Richtungen Transmissionsmessungen durchgeführt werden, die anschließend im Rekon-
struktionsschritt verarbeitet werden.

In Kegelstrahlgeometrie spielt der schräge Einfall der Röntgenphotonen auf die Pixel eine
Rolle. Um die Intensität, welche ein Detektorpixel integriert, zu berechnen, muss sowohl
der Abstand des Pixels zur Röntgenquelle r als auch seine effektive Fläche berücksichtigt
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Abb. 2.5.: Schematische Darstellung eines CT-Systems in Kegelstrahlgeometrie. Der
Quellort der Röntgenphotonen ist mit Q bezeichnet. Der Mittelpunkt des
Flächendetektors ist mit D bezeichnet. Die Strecke DQ bildet die optische
Achse des Systems. Auf dem Drehteller kann ein Objekt platziert und um die
eingezeichnete Achse rotiert werden, um eine CT-Aufnahme mittels einer Stan-
dard Kreistrajektorie zu realisieren. Hier und im Folgenden wird das Laborko-
ordinatensystem so gewählt wie es eingezeichnet ist: Der Koordinatenursprung
ist durch den Schnittpunkt von optischer Achse und Rotationsachse gegeben.
Als z-Achse wird die Achse bezeichnet, die orthogonal zur Detektorfläche ist,
der Quellpunkt liegt in positiver z-Richtung. Die y-Achse entspricht der Ro-
tationsachse. Die x-Achse ist so gewählt, dass ein orthogonales Rechtssystem
entsteht; die Kanten des Detektors liegen damit parallel zu der x- bzw. y-Achse.
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werden. Für die Simulationsmodelle muss die Intensität des Pixels dementsprechend

Ieff = I0r2
0

cos β

r2 (2.19)

berechnet werden. Dabei ist β der Winkel zwischen der Pixelnormale und dem Röntgenstrahl.
Geht man davon aus, dass die Intensität über die gesamte Pixelfläche APixel konstant ist,
lässt sich die Energie, welche durch die Pixelfläche pro Zeiteinheit ds hindurch tritt,
berechnen

EPixel
ds

=
∫

APixel
dxdy Ieff(x, y) = IeffAPixel. (2.20)

Detektorentechnik

Röntgendetektoren dienen dazu ortsabhängig die Intensität der Röngtenstrahlung zu mes-
sen und in ein digitales Signal zu wandeln. Dazu kommen im Wesentlichen zwei Typen von
Detektoren zum Einsatz. Seltener die sogenannten Direktkonverter. Diese bestehen aus
einem Halbleiter. Einfallende Röntgenstrahlung löst im Halbleitermaterial freie Ladungs-
träger aus, sodass mittels Strommessung ein Signal erzeugt wird.

Die im Rahmen dieser Arbeit wichtigere Klasse von Detektoren sind die sogenannten
indirekt konvertierenden Detektoren. Diese basieren auf einem Szintillator, welcher einfal-
lende Röntgenintensität in optische Photonen wandelt. Dahinter befinden sich Photodioden,
welche die Intensität des optischen Lichts messen und als Signal ausgeben.
Die Signalhöhe von indirekt konvertierenden Detektoren hängt von der Photonenenergie
ab. Die vom Detektor gemessene Intensität ist proportional zur Energie der Photonen und
zur Absorption der Photonen im Szintillationsmaterial [10]:

I ∝ R(E) = E (1− exp(µ(E)t)) (2.21)

Die rechte Seite beschreibt das spektrale Antwortverhalten R(E) eines szintillatorbasierten
Detektors (Dicke der Szintillatorschicht t). Die fehlenden Proportionalitätskonstanten
beschreiben alle Prozessschritte bzw. deren Effizienzen nach der Erzeugung der optischen
Photonen (Effizienz der Photodioden, Effizienz der Verstärkerelektronik etc.). In Abb. 2.6
ist ein Beispiel dazu gezeigt.

An dieser Stelle seien noch drei Begriffe präzisiert, die bisher ohne Einführung verwendet
wurden: Unter einer Radiographie wird das ”Bild“ verstanden, welches man von einem
Röntgendetektor erhält. Eine Radiographie ist also das Ergebnis einer ortsaufgelösten
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Abb. 2.6.: Spektrale Detektorantwort R(E) nach Glg. 2.21 für einen CsI-Szinitllator
mit 200 µm Dicke. Die Dichte des CsI ist mit 4,51 g cm−3 angenommen. Die
Schwächungskoeffizienten für CsI wurden mit Hilfe der Software aus Ref. [87]
berechnet. Die Kurve ist auf ihr Maximum normiert.

Messung der Röntgenintensität. Der Begriff (Röntgen-)Projektion ist synonym dazu. Er wird
allerdings im Kontext von Simulationen bevorzugt verwendet. Eine Transmissionsmessung
(also die experimetelle Bestimmung von Glg. 2.11) erhält man, indem man das Verhältnis
von geschwächter zu ungeschwächter Intensität bildet. Für CT-Messungen geschieht dies
oft, indem eine Radiographie (alle Pixel dieser) durch den ungeschwächten Intensitätswert
dividiert. Dabei wird dieser in einem Bildbereich derselben Radiographie abgelesen, in dem
kein Objekt im Strahlengang war14. Insofern kann man auch von einem Transmissionsbild
sprechen, wenn viele Transmissionsmessungen zu einem Bild zusammengefügt sind.

2.2. Tomographische Rekonstruktion und Signalverarbeitung

Eine CT-Messung läuft vereinfacht dargestellt wie folgt ab. Es wird eine Menge von
Röntgenprojektionen des zu messenden Objektes aus möglichst vielen verschiedenen Rich-
tungen aufgenommen. Diese Projektionen werden möglicherweise korrigiert, um etwaige
messtechnische Unzulänglichkeiten auszugleichen oder auch um später auftretenden Ar-
tefakten entgegenzuwirken. Anschließend folgt die sogenannte Rekonstruktion. In diesem
Schritt wird mittels eines numerischen Verfahrens aus der Menge der Röntgenprojektionen
die dreidimensionale Verteilung des Schwächungskoeffizienten berechnet. In diesem Ab-

14 Oft ist neben bzw. über dem Objekt ”Luft“ abgebildet.
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schnitt wird skizziert, wie die beiden gängigen tomographischen Rekonstruktionsverfahren
funktionieren.

2.2.1. Tomographische Aufnahme- und Rekonstruktionsverfahren

Das Ergebnis einer tomographischen Rekonstruktion sind die Schnittbilder des untersuchten
Objektes. Die Schnittbilder werden Tomogramme genannt. In dieser Arbeit werde ich, etwas
ungenauer auch dann von einem Tomogramm sprechen, wenn es sich um eine Menge bzw.
einen Stapel von Schnittbildern handelt. Eine formale Definition des Begriffs Tomogramm
folgt in Kap. 3.
Um aus einer Menge von Röntgenprojektionen ein Tomogramm zu berechnen, benötigt
man ein mathematisches Verfahren, welches im Folgenden Rekonstruktionsalgorithmus
genannt wird. Gegenstand dieses Abschnitts ist es, in knapper Form die gängigen Rekon-
struktionsalgortihmen zu beschreiben. Nachdem im Rahmen dieser Arbeit die verwendete
Rekonstruktionsalgorithmik nicht auf ihre Parametrierung hin untersucht wird, soll ei-
ne reine Beschreibung der Rekonstruktionsalgorithmen, ohne ausgeführte Herleitungen,
genügen. Man findet sie in Ref. [15]. Gleichzeitig will ich einige Bezeichnungen der Aufnah-
megeometrie einführen.

Die tomomographische Rekonstruktion ist die Inversion der sogenannten Radon-Trans-
formation. Tatsächlich handelt es sich meist um eine Näherung der inversen Radon-
Transformation. Die Radon-Transformation ist definiert über das Linienintegral

Rf =
∫

g
f(x, z)ds, (2.22)

welches entlang aller Geraden g der (x, z)-Ebene ausgeführt wird. Dabei ist f : R2 → R eine
Funktion, die außerhalb eines Kreises in der Ebene mit endlichem Radius verschwindet [15].
Wenn man sich die Gerade g dadurch definiert denkt, dass sie durch den Quellpunkt einer
Röntgenquelle und durch die Mitte eines Detektorpixels läuft, erschließt sich der Zusam-
menhang zur Röntgentransmissionsmessung. Zum Vergleich schreibt man den Logarithmus
von Gleichung 2.11

M(g) = ln(T ) = −
∫

g
µ(x, z)ds (2.23)

und stellt fest, dass es sich um eine Radontransformation bezüglich aller möglichen Strahl-
wege, die ein Röntgenstrahl in einer Ebene eines absorbierenden Objekts haben kann,
handelt.
An dieser Stelle muss der Begriff der Projektion nochmals verfeinert bzw. abgegrenzt



26

werden. Es wird von einer Röntgenprojektion gesprochen, wenn eine Radiographie, also
ein zweidimensionales ”Röntgenbild“, gemeint ist. Der Begriff Projektion wird in diesem
Kapitel, also im Kontext der Rekonstruktionsalgorithmik, für M(g) verwendet. Nachdem
diese Abgrenzung nur eine Rolle spielt, wenn explizit über Rekonstruktion gesprochen wird,
wird die Bezeichnung für M(g) nur in diesem Kapitel verwendet.
Es sei angemerkt, dass die M(g) aus Transmissionsmessungen, wie oben beschrieben,
mit einem polychromatischen Röntgenstrahl stammen. Das heißt, es ist bereits hier im
Ansatz der Rekonstruktionsalgorithmik die Energieabhängigkeit von µ vernachlässigt15.
Das führt zu dem Strahlaufhärtungsartefakt. Man muss sich also bewusst sein, dass das
Ergebnis der Rekonstruktion kein linearer Schwächungskoeffizient bei einer bestimmen
Energie ist, sondern ein Effektivwert. Die Funktion f stellt also die 2D-Ortsverteilung der
Schwächungskoeffizienten in einer Schnittebene eines Objekts dar f(x, z) ≡ µ(x, z). Wenn
man der Umgebungsluft eines Objektes den Schwächungskoeffizienten Null zuordnet und
davon ausgeht, dass das untersuchte Objekt eine endliche Ausdehnung besitzt, so wird klar,
dass auch obige Bedingung für die Funktion f erfüllt ist.

Wenn eine CT-Messung bezüglich einer Schnittebene des Objektes mittels der gemessenen
Strahlsummen für alle möglichen g durchgeführt wurde, so hat man die Radontransformation
der Objektfunktion f vorliegen16. Unabhängig davon, ob nur eine einzelne Schnittebene
oder das gesamte Objektvolumen tomographiert werden soll, kann praktisch immer nur
eine endliche Menge von Linienintegralen ”gemessen“ werden. Die Menge der realisierten g

wird durch alle Orte, an denen sich die Röntgenquelle befinden kann, und alle Orte, an
denen sich ein Detektorpixel befinden kann, definiert. Es gibt bezüglich dieser (diskreten)
Abtastung des Raumes einige Standardvorgehen, deren Bezeichnungen hier eingeführt
seien. Man nennt eine Abfolge von Detektorpositionen (ein Detektor sei hier eine konkrete
Anordnung von Pixeln) und Quellpunktpositionen Trajektorie17.

Parallelstrahlgeometrie Es gibt einen Quellpunkt, von dem ein kollimierter Nadelstrahl
ausgeht, welcher ein einzelnes Pixel trifft. Diese Anordnug wird senkrecht zur Strahl-
richtung in der zu tomographierenden Ebene verschoben, um das Objekt abzutas-
ten. Für jede Position wird die Objekttransmission bestimmt. Anschließend wird
die Strahlrichtung um den Normalenvektor der Ebene gedreht und wieder mittels
Parallelverschiebung abgetastet. Dieses Prozedere wird solange wiederholt, bis um
mindestens 180° rotiert wurde. Dies ist die Trajektorie der Computertomographen
erster Generation.

15 Es gibt auch Ansätze das Spektrum mit zu berücksichtigen, siehe [26]
16 Für die entsprechende Schnittebene.
17 Ich gehe an dieser Stelle nicht darauf ein, inwiefern diese Trajektorien vollständig im Sinne der Tuy-

Smith-Bedingung sind.
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Fächerstrahlgeometrie Es gibt eine Röntgenquelle, von der ein in einer Richtung kollimier-
ter Strahl ausgeht. Dieser trifft auf einen Detektor in Form einer Zeile aus aneinander
gereihten Pixeln. Mittels der Detektorzeile wird simultan die Transmission des Ob-
jektes an allen Stellen gemessen, die im Strahlengang stehen. Anschließend wird die
Anordnung um den Normalenvektor der Strahlebene gedreht (Drehzentrum ist die
Objektmitte). Dieses Prozedere wird wiederholt, bis die Anordnung um mindestens
180° plus dem Öffnungswinkel des Fächers rotiert wurde. Diese Trajektorie ist an
Computertomographen der zweiten Generation realisiert.

Kegelstrahlgeometrie mit Standard Kreistrajektorie Es gibt eine Röntgenquelle und einen
(rechteckigen) Flächendetektor, dessen Normalenvektor auf den Quellpunkt zeigt.
Verbindet man den Quellpunkt mit den Ecken des Detektors, ergibt sich ein Strahlke-
gel in dem das Objekt für die Transmissionsmessung positioniert wird. Anschließend
wird die Anordnung, um einen Vektor, der parallel zu einer der Detektorkanten ist,
rotiert und wieder eine Transmissionsmessung durchgeführt. Dieses Prozedere wird
typischerweise wiederholt, bis 360° Drehung erreicht ist. Diese Trajektorie ist die
wohl am häufigsten angewendete im Bereich der industriellen Computertomographie.

Kegelstrahlgeometrie mit Helix-Trajektorie Das Vorgehen ist wie bei der Standard Kreis-
trajektorie, wobei das Objekt zusätzlich entlang des Rotationsvektors verschoben
wird und es kann mehr als eine Umdrehung geben. Aus Sicht des Objektes bewegen
sich Quell- und Detektormittelpunkt auf einer Helix. Diese Trajektorie findet bei
Objekten Anwendung, die in einer Dimension besonders ausgedehnt sind.

Kegelstrahlgeometrie mit beliebiger Trajektorie Man stellt sich ein Objekt vor, welches
in einer Kegelstrahlgeometrie um beliebige Winkel gedreht werden kann. Es kann
auch beliebig verschoben werden, dabei muss es auch nicht immer vollständig vom
Kegelstrahl erfasst werden. Solche Trajektorien (die letztlich erst noch objekts-
pezifisch definiert werden müssen) können beispielsweise realisiert werden, indem
Röntgendetektor und -quelle jeweils von einem industriellen Roboter gehaltert werden
und dadurch beliebig im Raum um das Objekt herum positioniert werden können.

Gesucht wird die Objektfunktion f(x, z) bzw. f(x, y, z) für den 3D Fall. Zunächst muss
der Zusammenhang zwischen f und M hergestellt werden. Nachdem f nur diskretisiert
gespeichert und berechnet werden kann18, stellt man sich f als Treppenfunktion vor. f hat
also in kleinen, abgeschlossenen Raumabschnitten (z.B. Quadrate in 2D oder Würfel in 3D),
den sogenannten Voxeln v, einen konstanten Wert. Die Koordinate eines Voxels v ist durch
dessen Mittelpunkt gegeben. Die Voxel v können allerdings auch durch einen Zählindex
18 Das liegt auch daran, dass der Raum nur diskret durch die Geraden g abgetastet wird.
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(i, j, k) adressiert werden. Dazu sei eine eindeutige Transformation in das kartesische
Koordinatensystem gegeben19. Man stellt sich vor, dass ein ”Strahl“ g den Objektraum
schneidet und entlang seines Weges eine Reihe von Voxeln trifft {vi,j,k|g ∩ vi,j,k}. Damit
kann der Projektionswert (hier Strahlsumme) in diskreter Form aufgeschrieben werden

M(g) =
∑

{vi,j,k|g∩vi,j,k}
ti,j,kvi,j,k. (2.24)

Dabei sind die ti,j,k die Schnittlängen, die ein Strahl mit dem entsprechenden Voxel hat.
Hat man nun eine Menge von Projektionen (für viele verschiedene Richtungen g) vorliegen,
so lässt sich ein lineares Gleichungssystem aufstellen:

M = Av (2.25)

Dazu wurden alle, durch Messung erhaltenen, Projektionen im Vektor M zusammengefügt
und alle Voxel, also die Unbekannten, im Vektor v. Die Systemmatrix A beschreibt den
Zusammenhang der Voxel und der Messwerte. Sie ergibt sich aus der Menge der ver-
wendeten (vorhandenen) g. Gleichung 4.4 ist eine Aneinanderreihung von Gleichung 2.24
bezüglich aller g, die in der zur Messung verwendeten Trajektorie vorkamen. Anstatt, wie
hier beschrieben, die Einträge von A aus den Schnittlängen ti,j,k zu bilden, kann man
auch von ausgedehnten Strahlen ausgehen und den Projektionswert korrekterweise als
Flächenintegral auffassen (z.B. Ausdehnung gleich Breite eines Detektorpixels). Dann wird
in A der Flächenanteil, den der Strahl mit dem Voxel einschließt gesetzt [15].
Systemmatrizen sind sehr groß und im Allgemeinen nicht quadratisch. Es handelt sich um
schlecht gestellte inverse Probleme und durch Rauschen der Messdaten und Überbestimmtheit
ist meist keine Eindeutigkeit der Lösung zu erwarten. Nachdem direkte Inversion der System-
matrix A des linearen Gleichungssystems nicht möglich ist, gibt es verschiedene Verfahren
zur näherungsweisen Lösung.
Ein bekannter Vertreter ist das iterative Rekonstruktionsverfahren vom Typ ART (algebraic
reconstruction technique). Es läuft nach folgendem Schema ab (aus [15]):

1. Setze eine initiale Schätzung für die Unbekannten (z.B. alle Voxel auf Null setzen
vn=0 = 0).

19 Nachdem man typischerweise Würfel als Voxel verwendet, genügt es also einen Nullpunkt, die Kan-
tenlänge und die drei Richtungsvektoren zu speichern.
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2. Aktualisiere die gegenwärtige Lösung (dazu wird eine zufällige Zeile i des Gleichungs-
systems gewählt)

vn+1 = vn − Aivn −Mi

AiA⊤
i

A⊤
i . (2.26)

Hierbei ist n der Zählindex der Iteration.

3. Wiederhole Schritt ab 2, bis sich Konvergenz der Lösung eingestellt hat.

Die zweite wichtige Klasse von Rekonstruktionsverfahren sind die Verfahren vom Typ
gefilterte Rückprojektion (FBP, engl. filtered back projection ). Diese Rekonstruktionsver-
fahren sind besonders wichtig, da sie deutlich weniger Rechenaufwand erfordern und damit
schneller sind als ART-Verfahren.

Die FBP-Verfahren basieren auf dem sogenannten Fourier-Scheiben-Theorem (fourier slice
theorem). Dieses besagt20, dass ein Schnitt durch den Ursprung der 2D Fouriertransformier-
ten der Objektfunktion f(x, z) gleich der 1D Fouriertransformierten des Projektionssignals
ist. Das 1D Projektionssignal kommt zustande, indem man die Parallelstrahlgeometrie
anwendet. Projektionssignal ist also die Menge aller M(g) für alle zueinander parallelen
g. Das nennt man auch die Radontransformation in Parallelstrahlgeometrie. Es ist das
Ergebnis einer Transmissionsmessung mit einem Zeilendetektor in Parallelstrahlgeome-
trie. Hat man sehr viele dieser Projektionssignale aus verschiedenen Richtungen vorliegen,
kann man also die Ebene der Fouriertransformierten von f(x, z) ”füllen“. Nach inversem
fouriertransformieren erhält man die Objektfunktion. Damit ist also eine einfache Rekon-
struktionsvorschrift gegeben.
Eine Rekonstruktionsvorschrift, die das Fourier-Scheiben-Theorem anwendet, ist die soge-
nannte gefilterte Rückprojektion. Bei dieser wird, zusätzlich zu dem eben beschriebenen
Vorgehen, ein Hochpassfilter auf das Projektionssignal angewendet, um der speziellen
Abtastgeometrie Rechnung zu tragen (man entgenet dem sogenannten regridding-Problem).
Besonders hervorzuheben ist der Algorithmus von Feldkamp, Davis und Kress [32]. Dieser
ist ein verbreitetes Rekonstruktionsverfahren vom Typ FBP für den Kegelstrahlfall, also
eine Erweiterung des eben beschriebenen für den Fall mit Flächendetektoren. Sofern nichts
Gegenteiliges vermerkt ist, wird im Folgenden eine Implementierung dieses Verfahrens
verwendet, wenn von ”der Rekonstuktion“ bzw. von dem FBP-Verfahren die Rede ist.

2.2.2. Artefakte

Als Artefakte bezeichnet man Strukturen im Tomogramm, welche nicht dem abgebildeten
Objekt entspringen. Es handelt sich also um Abbildungsfehler. In Kap.3 werden sie allge-
20 Hier ohne jede Herleitung in 2D beschrieben, man findet sie in Ref. [15]
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mein, als Fehler der Messung des Schwächungskoeffizienten behandelt.
Der Einfluss von Artefakten auf das Ergebnis einer Messdatenauswertung (z.B. dimensio-
nelles Messen mittels CT) ist vielfältig und Gegenstand zahlreicher Untersuchungen. Im
industriellen Kontext oft im Hinblick auf Artefaktreduktion und deren Auswirkung auf
nachgelagerte Datenprozessierung, z.B. Ref. [51, 59].

Für häufig auftretende Artefakttypen haben sich feststehende Bezeichnungen etabliert.
Es haben sich in der Literatur, je nach fachlicher Spezialisierung der Autoren21, ver-
schiedene Blickwinkel auf dieselben Artefakte ergeben. Deshalb findet man dieselben
Artefakte unterschiedlich typisiert und entweder nach ihrer Wirkung im Bild oder nach
ihrem Ursprung benannt. Es kommt auch vor, wie z.B. beim cupping-Artefakt, dass eine
wirkungsbezogene Bezeichnung mehrere ursprungsbezogene Artefakttypen einschließt. Hier
sind das das Strahlaufhärtungs-Artefakt sowie das Streustrahl-Artefakt. Die Verwirrung in
der Bezeichnung gerade bei diesem Beispiel stammt auch daher, dass die Streustrahl- und
Strahlaufhärtungs-Artefakte fast immer gemeinsam auftreten und sich in ihrer Wirkung
überlagern. Diese Artefakttypen werden in dieser Arbeit eine wichtige Rolle spielen, da
sie bei typischen industriellen CT-Messungen auftreten und teilweise so stark ausgeprägt
sind, dass die zugrunde liegende Fragestellung nicht mehr beantwortet werden kann. Die
Beispiele in Abschnitt 3.4 zeigen starke Ausprägungen verschiedener Artefakte bis hin zum
Verlust der Bildinformation.

Nachdem es teilweise nicht einfach ist, Artefakte ihren Ursachen zuzuordnen, ist es
nützlich diese in Simulationen zu untersuchen. Dabei besteht die Möglichkeit, einzelne
potenziell ursächliche Effekte, getrennt voneinander zu betrachten. Der später in dieser
Arbeit diskutierte Ansatz zur Optimierung tomographischer Messungen beruht letztlich
darauf, dass Artefakte gezielt simuliert werden können. Eine Untersuchung von Artefat-
kquellen mittels Simulation ist in Ref. [101] durchgeführt. In Ref. [52] wird vorgeschlagen,
die Messunsicherheiten für das dimensionelle Messen mittels CT simulationsbasiert zu
bestimmen.

Eine ausführliche Beschreibung von Artefakten und ihren typischen Ursachen findet
man in Ref. [15]. Die Ursachen für Artefakte sind dort auch in verschiedene ”Schichten“
guppiert. Wobei jede Schicht mehrere mögliche Bild-degradierende Einflüsse zeigen kann.
Die Schichten sind aus Ref. [15] übernommen und seien als Beispiel für eine Systematik
der Artefaktquellen genannt: Physikalische- bzw. Röntgenabbildungsschicht, Sensor- bzw.
Detektorschicht, Elektronik- bzw. Digitalisierungsschicht, Rekonstruktions- bzw. Algo-
rithmikschicht und Bildverarbeitungs- bzw. Darstellungsschicht. Für diese Systematik ist
21 Zu nennen sind im Wesentlichen: Mathematiker, Physiker, Ingenieure und im speziellen Signalverarbeiter.
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eine Signalübertragungskette für die 3D-Abbildung zwischen den einzelnen Schichten als
Modellvorstellung angenommen.
Es gibt bisher kein allgemeingültiges Maß, welches die Menge an Artefakten im Tomogramm
quantifizieren kann (mit Ausnahme von Abstandsmaßen, welche ideale Referenzdaten
benötigen). In Kapitel 6 wird ein Weg beschrieben, wie ein solches Maß auf Basis der
Informationstheorie gefunden werden kann. Dazu ist es nicht nötig eine Auflistung der
Artefakttypen vorzunehmen, denn alle Artefakte haben gemeinsam, dass das artefaktbe-
haftete Tomogramm eine fehlerhafte Messung des Schwächungskoeffizienten beinhaltet. In
Kap. 3 wird das genauer ausgeführt.

2.3. Gebräuchliche Bildgütemaße für die Computertomographie

Um die Ergebnisqualität einer tomographischen Aufnahme zu bewerten haben sich ver-
schiedene, meist aus der Signalverarbeitung entlehnte, Bildgütemaße etabliert. Sie haben
jeweils eine beschränkte Anwendbarkeit, z.B. weil sie nur für bestimmte Regionen (region
of interest, ROI) im Tomogramm oder nur für bestimmte Anwendungsfälle definiert sind.
In Kap. 6 beschäftige ich mich ausführlich damit, wie ein allgemeingültiges Gütemaß für
Tomogramme definiert werden kann. Einige gebräuchliche werden hier genannt. Teilweise
wird die Bildgüte auch anhand von Kennwerten für das Ortsauflösungsvermögen disku-
tiert [15].

Es sei ein Tomogramm gegeben und zwei Teilbereiche ROIA und ROIB aus diesem mit
jeweils homogener Bildinformation (z.B. Volumen in dem Aluminium abgebildet ist, ohne
Überlapp mit einer Oberfläche). Die Schwächungskoeffizienten der einzelnen Voxel sind
über das Indextripel i, j, k adressiert. Der < · >-Operator bezeichnet die Mittelung über
das Teilvolumen und σ die Standardabweichung. Damit definiert man:

Kontrast

| < µ >ROIA
− < µ >ROIB

| (2.27)

SNR, Signal-zu-Rausch-Verhältnis

SNR = < µ >ROIA

σROIA

(2.28)
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CNR, Kontrast-zu-Rausch-Verhältnis

CNR = | < µ >ROIA
− < µ >ROIB

|
σROIB

(2.29)

Totale Variation

TV =
∑
i,j,k

√
|µi+1,j,k − µi,j,k|2 + |µi,j+1,k − µi,j,k|2 + |µi,j,k+1 − µi,j,k|2 (2.30)

Hat man ein (ideales) Referenzvolumen (µ̂i) gegeben, kann man die mittlere Absolutdif-
ferenz aller NV Voxel betrachten:

D = 1
NV

NV∑
i

|µi − µ̂i| (2.31)

Ergänzend zur Bewertung anhand von numerischen Maßen kann man auch anhand des Hi-
stogramms, also der Häufigkeitsverteilung der Schwächungskoeffizienten, eines Tomogramms
Rückschlüsse auf die Qualität der Abbildung ziehen. Im Tomogramm eines industriellen
Objekts, mit wenigen verschiedenen Materialklassen, sollten die Schwächungskoeffizienten
diskret verteilt sein. Die Form des Histogrammes sollte also eine Verteilung mit wenigen
scharfen Peaks sein. Verbreiterungen der Peaks, also Verteilungen um einen bestimmten
Schwächungskoeffizienten, deuten auf Artefakte hin. Ein solcher Peak wird im Folgenden
auch als Materialpeak bezeichnet, da er typischerweise alle Schwächungskoeffizienten die
eine bestimmte Materialklasse abbilden beinhaltet. Überlappen solche Materialpeaks, ist
kein bzw. nur ungenügender Kontrast zwischen den entsprechenden Materialklassen vor-
handen. Man kann die Materialien dann im Tomogramm nicht mehr klar voneinander
unterscheiden. In Kap. 4.4 finden sich gute Beispiele für die Bewertung von Tomogrammen
anhand von Histogrammpeaks. In Kap. 3 wird ausführlicher beschrieben wie ein optimales
Tomogramm zustande kommt.

2.4. Simulation der Röntgenbildgebung

2.4.1. Definition wichtiger Begrifflichkeiten

Im Verlauf dieser Arbeit werden einige Begriffe, deren Abgrenzung im Folgenden gegeben
wird, im Themenfeld ”Simulation“ Verwendung finden.
Wenn computernumerisch ein physikalisches Experiment nachgestellt werden soll, wird von
einer Simulation gesprochen. Insofern sei für alle Begriffe, die für ein Röntgen-Experiment
in dieser Arbeit auftreten, ein entsprechendes Pendant definiert. Das ist im Einzelnen:



2.4. Simulation der Röntgenbildgebung 33

Röntgensimulation, Simulation Steht dem Begriff der Röntgenmessung bzw. Messung
gegenüber22 und bezeichnet das computernumerische Pendant.

simulierte Projektion, simulierte Radiographie Das Ergebnis einer Röntgentransmissions-
messung, wenn explizit ein Flächendetektor gemeint ist, ist eine Radiographie bzw.
Projektion. Entsprechend also das simulierte Analogon zu diesen Begriffen.

CT-Simulation Analog zur CT-Messung ist die Simulation eines Projektionsstapels be-
zeichnet, welcher anschließend mit demselben Rekonstruktionsverfahren wie bei einer
Messung zu einem Tomogramm rekonstruiert wird.

Simulationsreihe Bezeichnet, analog zu einer Messreihe (CT-Messreihe oder Transmissi-
onsmessreihe), eine Menge von synthetischen Daten für deren Erzeugung ein oder
mehrere physikalische Parameter systematisch variiert wurden.

Simulationsmodell, Simulationsmethode Bezeichnet die physikalische oder mathemati-
sche Modellierung, die zur Implementierung der Simulation verwendet wird. Dazu
gehört auch die Unterscheidung zwischen einem probabilistischen oder deterministi-
schen Ansatz (siehe dazu die folgenden beiden Abschnitte). Damit ist allerdings nicht
der Algorithmus, also die Abfolge in der die Gleichungen etc. ausgewertet werden,
gemeint.

2.4.2. Deterministische bzw. analytische Röntgensimulation

Als analytische oder deterministische Simulationsmethode bezeichnet man eine auf einem
Strahlverfolgungsansatz beruhende Methode zur Berechnung von Röntgenprojektionen. Die
Begriffe analytische bzw. deterministische Simulation werden in der Literatur weitgehend
synonym gebraucht. Referenzen23, welche sich teilweise aus verschiedenen Blickwinkeln mit
der Methode beschäftigen, sind [28, 55, 70].
Wesentlich für die analytische Simulationsmethode ist, dass Strahlenbündel modelliert
werden. Man betrachtet eine Menge von Photonen (einen Strahl) entlang eines Pfades
von Quellpunkt zu Detektorpixel. Zur Berechnung der Intensität, welche ein Detektorpixel
integriert, wird (etwas vereinfacht) nach dem folgenden Schema vorgegangen:

1. Definiere den Röntgenquellpunkt und den Ort der Senke (Pixelmittelpunkt). Die
gerade Strecke zwischen diesen beiden Punkten ist der Pfad auf dem sich die
Röntgenphotonen bewegen und absorbiert werden, wenn der Pfad das Objekt schnei-
det.

22 Ich bezeichne nicht das numerisch nachgebildete CT-System als Simulation.
23 Wobei diese Liste sicherlich unvollständig ist.
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2. Berechne entlang des Pfades von Quelle zu Senke die Strahlsumme

M(E) =
∫

w
µ(E, t′)dt′. (2.32)

Dazu wird eine Beschreibung des (virtuellen) Objektes benötigt, welche für jedes
vorkommende Material die Form der Oberfläche enthält. Das Material ist durch
den linearen Schwächungskoeffizienten gegeben. Die geschlossene Oberfläche kann
z.B. durch ein Dreiecksnetz oder eine Menge von geometrischen Primitiven (Kugel,
Quader etc.) gegeben werden. Die Berechnung der Schnittlänge (pro Materialklasse)
des Strahls mit dem Objekt übernimmt ein sogenannter Raytracing-Algorithmus24.

3. Um die Intensität, die der Pixel ”sieht“, zu berechnen, wird schließlich über alle
Energien integriert

I =
∫ Emax

E0
S(E) exp

(
−
∫

w
µ(E, t′)dt′

)
R(E)dE (2.33)

=
∫ Emax

E0
D(E) exp

(
−
∫

w
µ(E, t′)dt′

)
dE. (2.34)

Dazu wird vorher das Röntgenquellspektrum S(E) sowie das spektrale Antwortverhal-
ten des Detektors R(E) festgelegt. Es ist bemerkenswert, dass in diesem Modell der
analytischen Simulationsmethode streng genommen das Produkt aus diesen beiden
spektralen Komponenten genügt. Das Produkt D(E) = S(E)R(E) charakterisiert
also das zu simulierende System. Es wird daher im Folgenden als Systemspektrum
bezeichnet. In einer Implementierung des analytischen Simulationsmodells wird das
Integral in Glg. 2.33 numerisch ausgeführt. Dazu ist es nötig vorab eine geeignete
Diskretisierung der Energieachse zu wählen. Um auf die korrekte Pixel-Intensität zu
kommen, muss zusätzlich Glg. 2.19 berücksichtigt werden (quadratisches Abstandsge-
setz und Schrägeinstrahlung). Nachdem ein Pixel eines realen Detektors als Messwert
das Flächenintegral der auf seine Effektivfläche einfallenden Strahlung wiedergibt, ist
es häufig zu ungenau die Intensität bezüglich der Pixelmitte zu berechnen. In diesen
Fällen behilft man sich damit, dass mit Subpixeln gearbeitet wird. Dabei wird die
Simulation bezüglich jedes Subpixels ausgeführt und anschließend summiert (also
das numerische Flächenintegral gebildet).

4. Dieses Prozedere wird für alle Pixel des virtuellen Detektors wiederholt. Dieser kann
dabei beliebige Geometrie haben.

24 Hier hat sich in der Gemeinde der ”Röntgensimulierer“ leider ein schlechter Begriff eingeschlichen,
Computergraphiker würden genau diesen Algorithmus als Raycasting bezeichnen.
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5. Für eine CT-Simulation wird für alle Trajektorienpositionen eine simulierte Projektion
berechnet.

Um quantitativ korrekter zu werden und weitere Effekte eines realen CT-Systems
nachstellen zu können gibt es diverse Erweiterungen dieser analytischen Simulationsmethode.
Das sind:

Rauschen Anstatt die Intensitäten aus Glg. 2.33 als Pixelwerte zu setzen, werden geeigne-
te25 Zufallszahlen, deren Erwartungswert I ist, gesetzt.

Streustrahlung Im Objekt gestreute Röntgenstrahlung, welche den Detektor erreicht,
kann, in Grenzen, im analytischen Modellen berücksichtigt werden. In Kap. 5 werden
existierende Verfahren vorgestellt und erweitert.

Röntgenbrennfleck Die räumliche Ausdehnung und Form des Röngtgenbrennflecks kann
dadurch berücksichtigt werden, dass dieser durch mehrere punktförmige Subbrenn-
flecke abgetastet wird. Bezüglich jedes Subbrennflecks wird eine eigene Simulation
durchgeführt und die Ergebnisprojektionen summiert.

Detektorunschärfe Eine Unschärfe bzw. Verschmierung der Projektion, die bei realen
Detektoren auftritt, kann über eine Punktspreizfunktion (Sprungantwortverhal-
ten) des Detektors beschrieben werden. Hat man eine solche Punktspreizfunkti-
on gegeben, kann eine simulierte Projektion mit dieser gefaltet werden, um den
auflösungsmindernden Effekt nachzustellen.

Es gibt mehrere, teilweise kommerzielle, Implementierungen des analytischen Simula-
tionsmodells. Im Rahmen dieser Arbeit ist die Software Scorpius XLab® zum Einsatz
gekommen, wann immer von analytischer Simulation gesprochen wird.

2.4.3. Monte-Carlo Röntgensimulation

Die sogenannte Monte-Carlo (MC) Methode (MC) zur Röntgensimulation ist ein pro-
babilistisches Verfahren. Modelliert werden einzelne Photonen oder Elektronen, deren
Lebensweg von virtueller Quelle bis zur Vernichtung verfolgt wird. Man spricht von der
Teilchenhistorie. Die Teilchen ”leben“ in einer virtuellen Welt, in der alle relevanten Objekte
durch ihre Form, Ort und ihr Material beschrieben sind (z.B. Objekt). Die Vernichtung
kann ein Absorptionsprozess oder Verlassen der Simulationswelt sein. Die Vorgehensweise
von MC Simulationen ist allgemein in Ref. [84] beschrieben. Der Teilchentransport wird
als Markov-Kette erster Ordnung aufgefasst: Der Transport eines Teilchens hängt nur von
25 Es werden poisson- oder normalverteilte Zufallszahlen verwendet.
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seinem aktuellen Zustand (Ort, Bewegungsrichtung und Energie) ab. Ein Teilchentransport
kommt nach folgendem Schema zustande: Abhängig vom Zustand wird eine Zufallszahl
für die Propagationsstrecke gezogen. Diese hängt von der mittleren freien Weglänge des
Teilchens in seinem aktuellen Medium ab. Wenn entlang dieser Strecke keine Materialo-
berfläche liegt, wird der Ort des Teilchenzustands entsprechend aktualisiert (andernfalls
propagiert das Teilchen bis zur Oberfläche). Abhängig vom neuen Zustand wird, wieder
mit Hilfe einer Zufallszahl, entschieden welchen Wechselwirkungseffekt das Teilchen erfährt.
Die Wahrscheinlichkeitsverteilung dafür hängt von den in diesem Medium und für dieses
Teilchen gültigen Wechselwirkungsquerschnitten ab. Anschließend wird der Zustand des
Teilchens wieder entsprechend aktualisiert (bei Streuprozessen wird also beispielsweise die
Energie und Bewegungsrichtung geändert). Wenn Sekundärteilchen entstehen, werden diese
separat behandelt (sie erhalten ihre eigene Teilchenhistorie). Diese Schritte werden so lang
wiederholt bist das Teilchen vernichtet wird.
Nachdem die Teilchenhistorie erzeugt wurde, kann diese Informationsmenge entsprechend
ausgewertet werden. Ein virtueller Röntgen-Detektor funktioniert in einer MC-Simulation
vereinfacht gesprochen so: Wenn ein Teilchen im Volumen des Detektors Energie deponiert
(z.B. weil ein Photon einen Absorptionsprozess erfährt) wird dies entsprechend gespeichert
(ortsabhängige Energiedeposition). Passiert dies mit sehr vielen Photonen ergibt sich eine
Verteilung (z.B. simuliertes Röntgenbild).



3. Aufnahmeplanungsproblem und
simulationsgestützter Lösungsansatz

Eine computertomographische Aufnahme zu erzeugen erfordert eine Reihe von Entschei-
dungen bezüglich der Parametrierung der Messapparatur. Im Allgemeinen hängen die
Parameter von der Information, die gewonnen werden soll, ab und sogar von dem Gegen-
stand der untersucht werden soll. Bezogen auf die industrielle CT spricht man von einer
Prüfaufgabe, die es zu lösen gilt. Dieses Kapitel listet alle nötigen CT-Parameter. Daraus
lässt sich die grundlegende Aufgabenstellung für diese Arbeit ableiten. Darüber hinaus
wird eine Definition für ein optimales Tomogramm gegeben sowie Beispiele für konkrete
Prüfaufgaben mit Optimierungsbedarf.

3.1. Definition des Aufnahmeplanungsproblems

3.1.1. Optimales Tomogramm

Ziel einer CT-Aufnahme ist es die Röntgenschwächung eines Prüfobjektes ortsaufgelöst zu
bestimmen. Im Folgenden wird dies präzisiert und dazu verwendet, ein fehlerfreies oder
optimales Tomogramm zu definieren.
Die Messgröße der CT ist der lineare Schwächungskoeffizient µ. Dieser wird in allen Raum-
abschnitten Vi(pi) des Prüfraumes P ⊂ R3 aus den gemessenen Röntgentransmissionen
eines Objektes berechnet. Der Prüfraum einer CT-Anlage ist in Kapitel 2.1.6 definiert.
Man wählt typischerweise würfelförmige Vi, die sogenannten Voxel26. Die Voxel füllen P
dicht aus. Die Koordinaten pi = (x, y, z) ∈ P sind die Mittelpunkte der Voxel. Die Punkte
an dieser Koordinate werden mit pi bezeichnet.

Ein Voxel sei mindestens so groß gewählt, dass man von einer makroskopischen Größe
µ ausgehen kann. Die Voxelkantenlänge ist also die Abtastauflösung mit der µ(x, y, z)
bestimmt wird. µ(x, y, z) ist also eine abschnittsweise zu bestimmende Funktion.
Man nennt µ(x, y, z) ein Tomogramm oder CT-Bild. Dementsprechend ist µ(x, y)|z=const.

eine Schicht (Schnittbild) aus dem Tomogramm, entsprechendes gilt für die beiden übrigen
Dimensionen. Um Sprachlich zu vereinfachen, wird der Terminus Wert eines Voxels für
26 engl. Kunstwort für Volume Element
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den im Voxelvolumen konstanten Skalar µ = µi = µ(pi) verwendet (i wenn es über eine
Indizierung adressiert wird bzw. pi wenn es über seinen Mittelpunkt identifiziert wird). In
Fällen, in denen es nicht explizit darauf ankommt, dass der Wert des Voxels der lineare
Schwächungskoeffizient ist, wird auch das Formelsymbol v verwendet (man denke sich
dann eine Größe die durch lineare Abbildung in einen ”echten“ Schwächungskoeffizienten
überführt werden kann).

Um zu einer Definition für optimales Tomogramm zu gelangen ist es nötig noch genauer
zu beschreiben, wie der lineare Schwächungskoeffizient zu verstehen ist. Wie in Kap. 2.1.2
beschrieben, ist µ = µ(E) energieabhängig. Ist eine polychromatische CT-Messung durch-
geführt, so gibt es für jede Energie ein Tomogramm. Die Energie bezüglich derer ein
Tomogramm berechnet wurde heisst Referenzenergie. Gewöhnlicherweise werden allerdings
keine Energie-selektierten Rekonstruktionen durchgeführt, denn die spektrale Information
ist bei den typischen energieintegrierenden Detektoren nicht zugänglich und kann auch
nicht ohne Zusatzinformation in einem Rekonstruktiosverfahren wieder hergestellt werden.
Siehe Ref. [27] für einen Ansatz dazu. Um sprachlich etwas zu vereinfachen wird in dieser
Arbeit von dem Tomogramm eines Objektes gesprochen, auch wenn es sich um eine po-
lychromatische Messung gehandelt hat, unabhängig davon ob bei einer Referenzenergie
rekonstruiert wurde oder ob die Energieabhängigkeit vernachlässigt wurde. Letzteres ist
der Standardfall. Dies führt gerade zu den (cupping) Artefakten die es zu minimieren gilt.
An dieser Stelle tritt noch ein technischer Aspekt auf, welcher wichtig bei der Betrachtung
von Rekonstruktionsergebnissen ist. Tomogramme werden häufig nicht als ortsabhängige
Schwächungskoeffizienten in der Dimension [Länge−1] gespeichert und betrachtet. Das
würde bedeuten, dass die Tomogramme in einem Fließkommazahl-Datentyp gespeichert
werden (konventionell in cm−1). Stattdessen wird der Wertebereich eines Rekonstrukti-
onsergebnisses meist in vorzeichenlosen Ganzzahlen gespeichert und dargestellt. Dazu
wird eine lineare Funktion definiert, die dem Wertebereich des Rekonstruktionsergebnisses,
also den linearen Schwächungskoeffizienten bei einer Referenzenergie, einen Wert aus dem
Wertebereich des Zieldatentyps zuweist, beispielsweise vorzeichenlose 16 Bit Ganzzahlen.
Wenn nicht weiter von Belang wird in dieser Arbeit allgemein von Voxelwerten gespro-
chen auch dann, wenn die beschriebene lineare Funktion benötigt wird, um auf lineare
Schwächungskoeffizienten zu schließen. Die graphische Darstellung eines Tomogramms
geschieht, indem man die Schichten einzeln betrachtet. Man betrachtet also eine Serie von
2D-Bildern. Die Voxelwerte werden dann durch verschieden starke Schwärzung dargestellt,
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Abb. 3.1.: Veranschaulichung der Definition eines Tomogramms. µ bezeichnet den
Schwächungskoeffizienten des Objektes an der markierten Stelle im linken
Bild. Nachdem ein homogenes Objekt gezeigt wird, gilt µ für jeden Ort im
Objekt. Dies ist, im Beispiel, durch die vollständige Schwärzung dargestellt. Im
rechten Bild ist eine Darstellung des Objektes auf einem Voxelgitter, die rote
Linie markiert die ursprüngliche Oberfläche des Objektes. Das markierte Voxel
ist artefaktbehaftet, µi ist also fehlerhaft. Alle übrigen Voxel im Beispiel sind
fehlerfrei. Die verschieden starke Schwärzung entlang der Oberfläche drückt
die volumenanteilig berechneten mittleren Voxelwerte aus. Die Wahl des Ko-
ordinatensystems ist beliebig. Hier und im Verlauf dieser Arbeit werden die
Achsen so gelegt, dass die z-Achse im Tomogramm mit der Vergrößerungsachse
der CT-Anlage zusammenfällt. Siehe dazu auch Abb. 2.5.

deshalb spricht man synonym vom Grauwert eines Voxels27.

Ein optimales Tomogramm ist dann erreicht, wenn bei gegebener Abtastauflösung
alle µi(pi) fehlerfrei sind. Mögliche Fehler im Tomogramm nennt man Artefakte bezie-
hungsweise Rauschen, wenn es sich um stochastische Schwankungen handelt.

Diese Definition ist bewusst als ideal gewählt, mit gewöhnlicher Messtechnik ist dieses
Optimum insbesondere bezüglich des Rauschens nicht erreichbar. Insofern stellt die Defi-
nition eine sichere obere Schranke für die Optimalität dar. Dieser Umstand wird für die
Definition eines Gütemaßes in Kap. 6.1 wieder aufgegriffen.

27 Der Raum der darstellbaren bzw. wahrnehmbaren Schwärzungsgrade ist typischerweise deutlich kleiner
als der Raum der Voxelwerte, die in einem Tomogramm vorkommen. Deshalb beschränkt man den
Raum der vorkommenden Voxelwerte auf verschiedene Teilintervalle und betrachtet jeweils nur diese.
Es gibt dann verschiedene Visualisierungen desselben Tomogramms. Man nennt diese Beschränkung auf
visualisierbare Schwärzungsgrade fenstern, weiterführendes dazu findet sich in Ref. [15].



40

Die genannte Definition eines Tomogramms und des Begriffes Artefakt ist in Abb. 3.1
dargestellt. Die Abblidung zeigt auch die Lage eines Objektes relativ zum Voxelgitter.
Grenzflächen zwischen Objekten bzw. zwischen Objekt und Umgebung liegen im Allge-
meinen so, dass eine Menge von Voxeln den Übergang verschiedener Materialien (z.B.
Aluminium zu Luft) zusammenfasst. Auch dann soll der Wert des Voxels der mittlere
Schwächungskoeffizient µ im entsprechenden Raumababschnitt sein sein. Das gewichtete
Mittel der Materialien mit den Volumenanteilen V mat

n , die in das Volumen Vi des Voxels i

fallen, ergibt den Wert des Voxels. Der Wert µi eines Voxels an einer Grenzfläche aus n

Materialien ist im Idealfall eines artefakt- und rauschfreien Tomogramms demnach

µ(pi) = µi = 1
Vi

∑
n

V mat
n,i µn,i n ∈ 1, 2, . . . .

Es sei an dieser Stelle bemerkt, dass es gerade im interdisziplinär geprägten Fachgebiet der
zerstörungsfreien Prüfverfahren erheblich abweichende Definitionen von einem optimalen
Tomogramm gibt. Das gilt beispielsweise für die (dimensionelle) Messtechnik, bei der
eine korrekte Oberfläche von Bedeutung ist (siehe beispielsweise die Ref. [50–52, 64]).
Dann genügt es, wenn alle Materialübergänge, z.B. Luft zu Objekt, korrekt abgebildet
sind. Ein cupping-Artefakt ist tolerierbar. Ein weiteres Beispiel ist eine Gussbauteil-
Untersuchung, bei der Ungänzen, z.B. Lunker im Volumen des Objektes detektiert werden
sollen. Dabei kann die Fragestellung auch noch weiter eingeschränkt sein, sodass nur in
einem Abschnitt des Objektes Ungänzen detektiert werden müssen. Im letztgenannten Fall
ist ein hochauflösendes, verzerrungsfreies Tomogramm demnach nur in einem sehr kleinen
Bereich des Prüfobjektes nötig.

3.1.2. CT-Parametersatz

Bevor eine CT-Messung gestartet werden kann, muss eine Reihe von Entscheidungen bzgl.
der Parametrierung der Messapparatur getroffen werden. Diese Menge an Parametern
ist spezifisch für die zu erfüllende Prüfaufgabe und damit insbesondere vom Prüfobjekt
abhängig.

Ziel der Aufnahmeplanung ist es die Menge an Parametern so zu wählen, dass das
Rekonstruktionsergebnis möglichst frei von Artefakten ist, wie sie in Kap. 3.1.1 definiert
wurden. Die Aufgabe dieses Optimum zu finden heißt Aufnahmeplanungsproblem.

In Abb. 3.2 sind die CT-Parameter zusammengestellt. Für diese Zusammenstellung sei
bereits eine konkrete CT-Messapparatur gewählt, das heißt, dass bereits ein (Flachbild-)
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Detektor und dessen 2D-Ortsauflösung feststeht. Ebenso sei die Röntgenquelle festgelegt.
Es sei insbesondere bekannt, wie sich der Brennfleck als Funktion der Röhrenleistung (bzw.
als Funktion des Flusses) verhält.

Es ergeben sich zehn Parameter, die für eine CT-Aufnahme gewählt werden müssen.
Wobei die Parameter mit Trajektorienbezug je nach Geometriewahl noch unterteilt sind.
Im Fall beliebiger Geometrie sind jeweils sechs Koordinaten für Detektor und Quelle zu
wählen, Positionsvektor und Richtungsvektor28. Im Fall einer Standard Kreistrajektorie
mit äquidistanter Winkelabtastung, sind drei Koordinaten für die Objektausrichtung, sowie
Projektionszahl, Fokus-zu-Objekt Abstand und Detektor-zu-Objekt Abstand nötig. Wenn
die Vergrößerung festgelegt ist, benötigt man nur einen der beiden letztgenannten Abstände
um die Parametrierung vollständig zu beschreiben.

Um ein Tomogramm zu berechnen, müssen, nach Aufnahme der Projektionen, bildver-
arbeitende Schritte zur Korrektur von Detektornichtlinearitäten und Strahlfeldinhomo-
genitäten angewandt und im Anschluss eine Rekonstruktion durchgeführt werden. Diese
beiden Schritte erfordern erneut die Wahl einiger Parameter. All diese Bild- und Re-
kontsruktionsparameter29 sind nicht Teil der Aufnhameplanung. Das liegt insbesondere
daran, dass derselbe Satz von Projektionen mehrfach mit verschiedenen Bild- und Re-
konstruktionsparametern verarbeitet werden kann. Insofern ist die Wahl einer geeigneten
Signalverarbeitungskette ein eigenes Optimierungsproblem, welches nicht Gegenstand dieser
Arbeit ist30.

Die Parameter aus Abb. 3.2 haben untereinander Abhängigkeiten. Diese Abhängigkeiten
sind vielfältig und der Grund dafür, dass eine Aufnahmeplanung für die CT ein hochgradig
nichttriviales Problem ist.
Die Abhängigkeiten entstehen sowohl durch technische Einschränkungen, als auch durch
die zugrunde liegende Röntgenphysik. Ich wähle im Verlauf dieser Arbeit einen Brute-Force
Ansatz zur Parameteroptimierung. Damit werden die Abhängigkeiten der Parameter, sofern
sie überhaupt bekannt sind, zunächst nicht zur Aufnahmeplanung ausgenutzt. Im Gegenzug
kann ich durch meinen Ansatz solche Abhängigkeiten untersuchen. Um die Komplexität des
Aufnahmeplanungsproblems zu verdeutlichen, werden die Abhängigkeiten hier aufgezählt:

Rauschen Die stochastischen Fehler in der Intensitätsmessung, welche sich in nichttri-
vialer Weise in das Tomogramm fortpflanzen, haben ihren Ursprung in allen den
Röntgenfluss betreffenden Parametern sowie der Integrationszeit. Das sind Quell-

28 Das Objekt soll, konventionsgemäß, um den Koordinatenursprung positioniert sein.
29 Inklusive der Wahl eines Rekonstruktionsverfahrens.
30 Die Bildbewertungsmaße aus Kapitel 6 könnten hierbei dennoch von Nutzen sein.
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Betriebsparameter
Röntgenröhre

Betriebsparameter
Detektor

Trajektorie

Vergrößerung
Ortsauflösung

Strom

Beschleunigungs-
spannung

Leistung
Brennfleckgröße

Standard Kreis

beliebige
Geometrie

Projektionszahl

Objektpositionierung

Quell- und
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Integrationszeit
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Objekt
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Gesamtmesszeit
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Abb. 3.2.: Übersicht und Gruppierung der CT-Parameter. Ausgehend von einer
Prüfaufgabe, welche durch das Prüfobjekt und die zugrundeliegende Fragestel-
lung definiert wird, muss für jeden hier in Rechtecken dargestellten Parameter
eine Entscheidung getroffen werden, bevor eine CT-Messung durchgeführt
wird. Die schraffiert hinterlegten Parameter stehen nicht im Fokus dieser
Arbeit. Bildverarbeitung und Rekonstruktion sind zwar notwendig um aus
gemessenen Radiographien ein Tomogramm zu berechnen, es sin jedoch keine
(Mess-)Parameter.
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strom und -spannung, Integrationszeit, quell- und detektorseitige Filterung. Ist die
Gesamtmesszeit begrenzt, so spielt wegen der Abhängigkeit zur Integrationszeit auch
die Projektionszahl und damit ein Trajektorienparameter eine Rolle.

Messgeometrie Sei Objektausdehnung und Ortsauflösung gegeben, dann koppelt, wegen
der unveränderlichen Größe der Detektorpixel, die Größe des Brennflecks an die
Parameter der Trajektorie. Das liegt daran, dass die größe der Brennfleck-induzierten
Verschmierung der Radiographie ebenfalls eine Funktion der geometrischen Ver-
größerung ist.
Ein besonders ausgedehntes Bauteil, welches nicht komplett in den Prüfraum der CT-
Messapparatur passt, benötigt besondere Trajektorien (z.B. eine Messfelderweiterung
mittels seitlichem Detektorversatz).

Spektrum Um ein Röntgenquellspektrum zu wählen stehen die Parameter Quellfilter und
Beschleunigungsspannung zur Verfügung. Diese Entscheidung ist in besonderem Maß
vom Objekt bzw. von dessen Form und Material abhängig. Die Objektpositionierung
beeinflusst die Spektrenwahl dann, wenn stark absorbierende Durchstrahlungslängen
nicht vermieden werden können oder wenn das Objekt sehr nah am Detektor posi-
tioniert werden muss, wenn es also vermehrt zu Artefakten durch Streustrahlung
kommen kann.

Das Aufnahmeplanungsproblem ist also dadurch gegeben, dass zehn Parameter zu
wählen sind. Besonders komplex wird die Fragestellung dadurch, dass die Parameter
teilweise voneinander abhängig sind. Ob bestimmte Parameter bzw. Parameterkombinatio-
nen realisierbar sind, ist abhängig von den Komponenten eines CT-Systems (technische
Einschränkungen). Zu diesen Abhängigkeiten treten noch technische Einschränkungen
der CT-Messapparaturen hinzu, die hier nicht betrachtet werden31. Die obenstehende
Aufzählung gruppiert diese Abhängigkeiten nach den physikalischen Zusammenhängen,
welche die Parameterabhängigkeiten erzeugen. Man kann im Allgemeinen nicht davon
ausgehen, dass die Abhängigkeiten, sofern sie bekannt sind, den Suchraum des Aufnahme-
planungsproblems wesentlich verkleinern.
Es sei besonders darauf hingewiesen, dass das Objekt und damit die Aufgabenstellung
einen Teil der Parameterabhängigkeiten beeinflusst. Diese Tatsache ist der Grund für die
objektabhängige Bildqualität der CT.

Daraus folgt, dass eine Aufnahmeplanung ebenfalls vom Objekt abhängen muss. Ein
Verfahren zur Aufnahmeplanung kann deshalb nicht ohne eine Objektbeschreibung und
31 Das sind beispielsweise die beschränkte Dynamik der Detektoren, nicht austauschbare Filter an der

Röntgenquelle und mechanische Grenzen des Manipulationssystems.
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nicht ohne die Berücksichtigung der Wechselwirkung zwischen Röntgenstrahlen und Ob-
jekt auskommen. Deshalb ist in dieser Arbeit ein Schwerpunkt auf der Simulation von
Röntgenbildgebung gesetzt, welche genau diesen Zusammenhängen Rechnung trägt.

3.2. Stand der Technik: Verfahren zur Aufnahmeplanung

Die wohl wichtigste und gleichzeitig fast völlig undokumentierte Methode der Aufnah-
meplanung ist der sogenannte erfahrene Bediener. Gemeint sind damit Personen, die auf
ihnen vertrauten CT-Systemen dank ihres gesammelten Wissens bzw. ihrer Erfahrung die
nötigen Parametersätze finden können oder zumindest keine schlechten wählen.
Nachdem die industrielle CT seit etwa drei Jahrzehnten wachsende Anwendung findet,
gibt es auch Bedienerschulungen und entsprechende Literatur [1, 39], sowie in Industrie-
normen [30, 56]. Dort findet man grundlegende Handlungsempfehlungen für das Gelingen
einer CT-Aufnahme.

Das sind (teilweise in leichter Abwandlung):

10 %-Regel zur Spektrenwahl Die Norm EN 16016-2:2011 [30] fordert, zur Optimierung
von CT-Aufnahmen ein Röntgenspektrum so zu wählen, dass eine Transmission
zwischen 10 % und 20 % erreicht wird. Diese Transmission soll dabei auf der größten
durchstrahlten Länge erreicht werden32. Von dieser Regel kann man sich überzeugen,
indem man das maximale Kontrast-zu-Rausch-Verhältnis (CNR) einer Radiographie
berechnet (dazu wird die Photonenstatistik verwendet) und davon ausgeht, dass
optimale Radiographien zu optimalen CT-Aufnahmen führen. In den Ref. [44, 107]
ist dies ausgeführt.

Bauteilausrichtung nach kleinen durchstrahlten Weglängen Um Artefakte durch Strahl-
aufhärtung zu mindern oder überhaupt eine messbare Transmission zu gewährleisten,
gibt es die allgemeine Empfehlung ein Objekt so auszurichten, dass die durchstrahl-
ten Längen, also die Strecken die der Röntgenstrahl im Objekt zurücklegt, auf der
gesamten Trajektorie möglichst klein sind. Ein Ansatz, eine auf diese Art optimierte
Positionierung zu finden ist, diejenige Drehachse als Rotationsachse der Tomographie-
Aufnahme zu wählen bei der das Objekt das kleinste Rotationsträgheitsmoment
besitzt. Das lässt sich, beispielsweise anhand von CAD-Daten (computer-aided de-

32 Die Norm kennt sehr wohl auch Multimaterialobjekte, nennt sie aber in diesem Zusammenhang nicht
klar. Im Multimaterialfall sollte man besser über die Weglänge mit der größten Strahlsumme sprechen.
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sign), über eine Hauptachsentransformation berechnen. Ein solcher Ansatz ist bei S.
Reisinger [81] untersucht worden.

Strom- und Belichtungszeitwahl Setzt man voraus, dass die zur CT-Aufnahme verwende-
te Photonenzahl nur von Quellstrom und Integrationszeit abhängt und das Quanten-
rauschen ein sehr wichtiger Einflussfaktor auf die Güte einer CT-Aufnahme ist, folgert
man die allgemeine Empfehlung, dass das Rauschen möglichst klein gehalten werden
muss. Gibt man das Signal-zu-Rausch-Verhältnis (SNR) im ungeschwächten Bild vor,
legt man damit das Produkt aus Quellstrom und Detektorbelichtungszeit fest. Ob
eine bestimmte Integrationszeit oder ein bestimmter Quellstrom gewählt werden kann,
hängt davon ab, ob die Komponenten eine entsprechende Parameterwahl anbieten.
Durch große Röhrenleistung lassen sich dementsprechend kurze Integrationszeiten
und damit kurze Messdauern erreichen. Die Röhrenleistung steht allerdings im Kom-
promiss zur Brennfleckgröße, sodass im ungünstigen Fall — wenn hohe Ortsauflösung
gefordert ist — die Röhrenleistung im Kompromiss zur Ortsauflösung steht. Zwischen
der Brennfleckgröße und der Röhrenleistung besteht ein linearer Zusammenhang [1].

Wahl der Projektionszahl für Standard-Kreis-Trajektorie Für eine CT-Messung mit ei-
ner äquidistanten Abtastung des Vollkreises schreibt DIN EN 16016-2:2011(D) die
Projektionszahl

# = π

2 N (3.1)

vor. Mit N als Zahl der Voxel, über die das Messobjekt in einer Schicht maximal
ausgedehnt ist. Es finden sich in der Literatur auch noch ähnliche Angaben mit π

4
oder gar 1 als Vorfaktor. In aller Regel werden diese Empfehlungen auf Basis des
Fourier-Scheiben-Theorems bzw. des Nyquist-Shannon-Abtasttheorems entwickelt.
Herleitungen finden sich bei in [15, 58].

Optimierung der Trajektorie

Die Frage nach der optimalen Bauteilausrichtung sowie die Frage nach der Zahl der
Projektionen sind letzlich Spezialfälle der Frage nach der optimalen Aufnahmegeometrie.
Diese Frage ist von besonderem Interesse, nicht nur im Bezug auf möglicherweise verbesserte
Abbildungsqualität. In der Medizintechnik ist oft die Frage der Dosisreduzierung durch
verminderte Projektionszahl wichtig, in der industiellen CT tritt an dieselbe Stelle eine
Verkürzung der Messzeit bzw. eine Reduktion der anfallenden Datenmenge. Nachdem
man unter dem Begriff Aufnahmegeometrie die Unterscheidung zwischen Parallelstrahl,
Kegelstrahl etc. versteht will ich von der Wahl der Trajektorie sprechen. In Ref. [34] sind die
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bisher publizierten Bemühungen um objektbezogene Trajektorien zusammengestellt. Sowohl
für den Fall von Kreistrajektorien, als auch für Trajektorien mit beliebiger Geometrie
finden Fischer et al. Ansätze, die sie im Wesentlichen in zwei Kategorien einordnen.
Solche Verfahren, die Vorwissen über das Objekt ausnutzen (z.B. aus computer-aided
design (CAD) in einer Simulation) und solche Verfahren, die dynamisch Entscheidungen
treffen. Letztgenannte Verfahren können also auch nebenläufig zu einem Messprozess
dessen Fortgang beeinflussen. Das Verfahren zur Optimierung, welches im Verlauf dieser
Arbeit vorgestellt wird, ist der ersten Kategorie zuzuordnen, wenn es zur Optimierung der
Trajektorie eingesetzt wird.

3.3. Eigener Ansatz: simulationsgestützte Optimierung

Im Rahmen dieser Arbeit möchte ich ein neuartiges Konzept zur automatisierten Lösung
des Aufnahmeplanungsproblems vorstellen. Gemeinsam mit dem Konzept werde ich, als
zentralen Bestandteil der Arbeit, die nötigen Werkzeuge und Verfahren zur Verfügung
stellen, sowie deren Qualität untersuchen und beurteilen.
In Kap. 1.2 ist die große Anwendungsbandbreite für Computertomographie im industriellen
Umfeld dargestellt. Aus dieser Bandbreite leitet sich die Notwendigkeit für eine automa-
tisierte Aufnahmeplanung ab. Unter automatisierter Aufnahmeplanung verstehe ich eine
Methode, die in der Lage ist, die experimentellen Parameter für eine CT-Aufnahme so
festzulegen, dass ein gegebenes Objekt optimal untersucht werden kann.

Die Aufnahmeplanungsmethode dieser Arbeit lautet:

Mittels hinreichend realistischer und schneller Computersimulationen lässt sich der Raum
der CT-Parameter abtasten. Gelingt es zusätzlich ein allgemeingültiges Gütemaß für

CT-Aufnahmen zu definieren, kann ein Optimum bestimmt werden.

Diese Methode hat drei Voraussetzungen. Im Folgenden werden die Voraussetzungen
erläutert, aber auch beschrieben, was nicht Bestandteil der Aufnahmeplanung ist. Letzteres
ergibt die inhaltliche Abgrenzung dieser Arbeit.

Erstens: Eine schnelle Computersimulation. Schnell sei dadurch präzisiert, dass die
Lösung der zugrunde liegenden Fragestellung in sinnvollem Verhältnis zu der Zeit steht,
die für die tatsächliche Messung und Bewertung der Ergebnisse benötigt wird bzw. bei
Methodik ”Versuch und Irrtum“ aufgebracht werden müsste33. Konkret scheint eine Pla-
33 Mit einem industriellen Hintergrund ließe sich hier auch noch leicht mittels Kostenersparnissen argu-

mentieren. Ich sehe das an dieser Stelle als unnötig an.
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nungsdauer im Bereich einiger Stunden bis zu wenigen Tagen als annehmbar34. Bei oftmals
wiederholten Messungen an ähnlichen Objekten, der Fall tritt zum Beispiel bei produkti-
onsintegrierter Prüfung auf, lohnt sich der Aufwand für eine Optimierung entsprechend
stärker. Die maximalen Planungsdauern bedeuten, dass die Simulation vieler vollständiger
CT-Aufnahmen, sowie deren automatischer Bewertung innerhalb des entsprechenden Zeit-
raumes möglich sein muss. Dieses Kriterium schließt MC-Methoden zur Röntgensimulation
aus, selbst dann, wenn auf sehr leistungsfähigen Computern gerechnet werden kann.

Zweitens: Eine realistische Simulation. Wie in Kap. 2.4 beschrieben, ist das Ergebnis
einer CT-Simulation eine Menge von (simulierten) Radiographien. Eine CT-Simulation
wird genau dann besonders realistisch, wenn man in der Lage ist, Radiographien realistisch
zu simulieren. Das an Messung oder Simulation angeschlossene Rekonstruktionsverfahren,
welches ein CT-Bild erzeugt, sei fest gewählt und deterministisch. Rekonstruktionsverfahren
bzw. deren Parameteroptimierung sind nicht Gegenstand der Aufnahmeplanung. Sie sind
zwar ein Parameter des CT-Messprozesses (siehe Abb. 3.2), allerdings werde ich den Fokus
auf die experimentellen Parameter legen35. Für diese Aufgabe muss die Röntgenphysik
sowohl bezüglich Erzeugung und Detektion, als auch bezüglich der Wechselwirkung mit
dem zu untersuchenden Objekt berücksichtigt werden.
Die Extinktion kann im analytischen Simulationsmodell leicht berechnet werden, sobald
die Zusammensetzung und Form des Objektes hinreichend gut bekannt ist (siehe Glei-
chung 2.33). Auf diesen Teil werde ich in dieser Arbeit, abgesehen von Kap. 2.4, deshalb
nicht weiter eingehen. Die Streuung der Röntgenstrahlung ist im analytischen Simulati-
onsmodell deutlich schwieriger zu berücksichtigen. Derzeit gibt es keinen Ansatz, bei dem
die Streuung in einem rein analytischen Simulationsmodell über die erste Ordnung hinaus
berücksichtigt wird. In Kap. 5 wird ein solches Modell entwickelt und untersucht.
Die übrigen Stellen, an denen die Röntgenphysik berücksichtigt werden muss, sind die
Röntgenquelle bzw. die Entstehung des Spektrums S(E) und der Detektor bzw. dessen
spektrale Effizienz R(E). Im analytischen Simulationsmodell genügt es das Produkt aus
Quellspektrum S(E) und spektraler Effizienz R(E) zu kennen, da diese Beiträge im analy-
tischen Modell ausschließlich im Produkt auftreten. Mit dem Spektrenschätzproblem (SSP)
(definiert in Ref. [93]) und dem Lösungsansatz von Sidky et al. in Ref. [91] gibt es eine
Methode die es erlaubt, eben dieses Produkt experimentell zu bestimmen. Damit ist es
34 Diese Zeitvorstellung ist rein subjektiv und Meinung des Autors. Man nehme die Dauer der Versandwege

von einem Auftraggeber zu einem Messdienstleister als Zeitspanne zur Aufnahmeplanung.
35 Der Ansatz zur Optimierung, welcher Gegenstand der Arbeit ist, kann auch zur Untersuchung von

Rekonstruktionsalgorithmen verwendet werden. Allerdings muss darauf geachtet werden, dass gerade
für iterative bzw. stochastische Verfahren teils spezielle Annahmen gemacht werden (siehe: diskrete
Tomographie), welche die Aussagekraft des weiter unten diskutierten Gütemaßes verändert. Dadurch
kann die Vergleichbarkeit der Rekonstruktionsergebnisse der verschiedenen Algorithmen verloren gehen.
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möglich das analytische Simulationsmodell zu kalibrieren. In Kap. 4 wird diese Methode
angewandt und auf ihre Güte hin untersucht. Dazu wird auch untersucht, wie die entspre-
chenden Experimente zur Anwendung der Methode aufgebaut sein müssen, um hinreichende
Ergebnisse zu erzielen. Eine Simulation, die mittels einfacher Transmissionsmessungen
auf eine Anlage (spektral) kalibriert werden kann, bietet einen Vorteil gegenüber der
herkömmlichen Art und Weise S(E) und R(E) zu bestimmen.
Herkömmlich ist es nötig, die Kette von physikalischen Prozessen von Entstehung der
Röntgenstrahlung bis zum Ausgangssignal des Detektors zu simulieren. Diese Kette um-
fasst Modellierung der Röntgenröhrengeometrie, Legierung des Targetmaterials, Form
und Material der Austrittsfenster, Beschaffenheit des Elektronenstrahls bis zur digitalen
Signalerzeugung im Detektor, welche — je nach Typ — den Szintillationsprozess, das
Verhalten von CCD-Chips und die zugehörige Elektronik mit einschließt. Es muss demnach
eine Vielzahl an Parametern bekannt sein, um das Produkt D(E) = S(E) · R(E) zu
bestimmen. Im Kontext der analytischen Simulationsmethode charakterisiert D(E) ein
CT-System bezüglich seiner spektralen Eigenschaften vollständig und wird im Folgenden
Systemspektrum genannt. Oft sind die nötigen Parameter nur durch eine Schätzung zu
erhalten, weil sie entweder von Röntgenröhren- bzw. Detektorherstellern nicht mitgeteilt
werden oder auch weil sie durch Alterung der Röhren und Detektoren veränderlich sind.
Diese Kette mittels Schätzungen und Annahmen zu modellieren, ist derzeit Bestandteil
von analytischen Röntgensimulationen.
Eine wesentliche Idee dieser Arbeit ist es, das Systemspektrum D(E) aus einfachen Kali-
brationsmessungen mittels der Spektrenschätzmethode zu bestimmen. Dadurch lässt sich
die Notwendigkeit ersetzen, die Komponentencharakteristika zu modellieren. Insofern stellt
diese Idee eine Erweiterung der bestehenden analytischen Simulationsmethode dar. Die
Kalibration ist zwar nicht notwendig um die Methode anzuwenden, es ergibt sich dadurch
jedoch deutlich gesteigerte Relevanz.

Eine Computersimulation der Röntgenbildgebung setzt auch voraus, dass Form und
Material des zu untersuchenden Objektes bekannt sind. Man kann annehmen, dass die Ob-
jektformen und Materialkompositionen zwar besonders vielfältig sind, jedoch grundsätzlich
technische Beschreibungen der Objekte vorliegen. Gemeint sind insbesondere Konstrukti-
onszeichnungen, wie z.B. CAD-Daten inklusive der Materialkenndaten der Konstruktions-
werkstoffe36. Gemeint sind auch ungenaue Objektbeschreibungen, wie in Patentschriften
enthalten oder ”nicht optimierte“ CT-Aufnahmen, aus denen sich genügend Informati-
on zur Parametrierung einer CT-Simulation ableiten lässt. Genügend Information zur
Durchführung einer Simulation heißt: Form und Material. Selbstverständlich sind die Fehler
36 So wie sie heutzutage im Maschinenbau üblich und erforderlich sind.
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eines Objektes, die ja von der Prüfmethode ”CT“ gefunden werden sollen, Abweichungen
zu einer technischen Beschreibung. Allerdings sind diese Abweichungen klein verglichen mit
den Unterschieden zwischen verschiedenen Objekten die zu verschiedenen Prüfaufgaben
gehören. Insofern kann durchaus die Aufnahme eines Objektes optimiert werden. Geht
man davon aus, dass die Abweichungen groß sind, kann man diese auch modellieren und
deren Einfluss untersuchen. Solche Untersuchungen sind nicht Bestandteil dieser Arbeit, die
vorgestellte Methode bietet jedoch die Möglichkeit dazu. Im Fall ungenauer Objektbeschrei-
bungen, wie beispielsweise Voxeldaten, muss dementsprechend mit geringerer Qualität des
Aufnahmeplanungsergebnisses gerechnet werden. Allerdings eröffnet sich die Möglichkeit
iterativ, also z.B. durch Messung, Optimierung der Parameter, erneuter Messung usw., zu
einem optimalen Ergebnis zu kommen.

Drittens: Ein quantitatives Maß für die Güte einer CT-Aufnahme. Nach der Definition
eines optimalen Tomogramms bzw. des Begriffes Artefakt, wie in Kap. 3.1.1, führt ein
quantitatives Maß für das Artefaktinventar direkt zu einer Vorschrift zur Optimierung einer
CT-Aufnahme. Vorausgesetzt das Maß ist eine streng monotone Funktion des Artefaktin-
ventars einer CT-Aufnahme, so genügt es demnach den CT-Parametersatz zu bestimmen,
bei dem das Maß optimal wird. Der entsprechende Parametersatz ist dann das Ergebnis
der Aufnahmeplanung.
Ohne weitere Einschränkung kann angenommen werden, dass mindestens ein Brute-Force-
Ansatz zur Minimierung möglich ist. Ein solches Maß wird in Kap. 6.1 gefunden und
diskutiert. Es gibt bei diesem Ansatz jedoch eine Kategorie von Artefaktursachen, die ich
ausschließen muss. Eine schlechte Anlagengeometriekalibrierung kann zu Artefakten an
Objektkanten und verzerrter Darstellung des Objektes führen. Dabei sind auch falsche
Voxelkantenlängen und in Folge dessen fehlerhafte Längenmessungen im Tomogramm
möglich. Anders ausgedrückt: Das Koordinatensystem des Voxeldatensatzes kann gegen das
Laborkoordinatensystem gestreckt bzw. gestaucht sein. Zwar lässt sich auch dieser Effekt in
einer Simulation nachstellen und mittels Gütemaß auch das entsprechende Artefaktinventar
quantifizieren, allerdings nur, wenn die entsprechenden geometrischen Abweichungen an
der zu simulierenden CT-Anlage bekannt sind. Ist letzteres der Fall, so lässt sich diese
Artefaktursache beheben, indem man Maßnahmen im Maschinenbau bzw. im Rekon-
struktionsverfahren trifft. Es ist damit nicht Bestandteil einer Aufnahmeplanung. Mit
anderen Worten: die Optimierungsmethode geht von einer einwandfrei funktionierenden
CT-Messapparatur aus.
Eine Aufnahmeplanung auf Basis von CAD-Daten oder ähnlichem und einer Simulation ist
von Hanke et al. patentiert worden. In Ref. [47] findet sich ein Ablaufdiagramm, welches dem
in Abb. 3.3 stark ähnelt. In Abbildung 3.3 ist das Vorgehen für diese Optimierungsmethode
in einem Flussdiagramm zusammengefasst. Der Ablauf ist hier als Brute-Force-Optimierung
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dargestellt. Effizientere Suchstrategien lassen sich sicherlich leicht finden37, diese Arbeit
hat jedoch die Zusammenstellung und Bewertung der nötigen Werkzeuge im Fokus.

Abb. 3.3.: Flussdiagramm der Optimierungsmethode. Basierend auf der realistischen
analytischen Simulation werden in einem iterativen Verfahren die Parameter der
CT-Aufnahme variiert und mittels des Gütemaßes bewertet. Die Optimierung
geschieht hier mittels Brute-Force Methode. Die CT-Rekonstruktion ist zwar
Bestandteil der Verarbeitungskette, jedoch nicht Teil der zu optimierenden
Parameter. Hier kann sowohl ein nicht vergleichendes als auch vergleichendes
Maß, welches Referenzdaten benötigt, zum Einsatz kommen.

37 In der Literatur finden sich zu dem Stichwort design of experiments Ansätze dazu. Solche Ansätze
sind meist generisch und seien hier nur beispielhaft genannt. Unter Kenntnis der Problemstellung

”Computertomographie“ mag man noch effizientere Suchstrategien finden. Beispielsweise dadurch, dass
nicht alle Parameter stark voneinander abhängen und somit getrennt betrachtet werden können.
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3.4. Herausfordernde Beispiele zur Aufnahmeplanung

Im Folgenden werden herausfordernde Beispiele für computertomographische Fragestellun-
gen vorgestellt. In diesem Kapitel sollen die Objekte als Veranschaulichung des Aufnahme-
planungsproblems dienen. In Kapitel 7 werden genau diese Beispiele aufgegriffen, um die
Optimierungsmethode dieser Arbeit zu demonstrieren bzw. ihr Verbesserungspotential zu
untersuchen.

3.4.1. Ungenügende Positionierung komplex geformter Objekte

Die Positionierung eines, möglicherweise kompliziert geformten Objektes, auf dem Dreh-
teller eines CT-Systems ist in gewissem Umfang gleichbedeutend mit der Frage nach der
optimalen Trajektorie. Das gilt genau dann, wenn die mögliche Trajektorie auf eine Stan-
dard Kreistrajektorie eingeschränkt ist, wobei die Entscheidung nach der Winkelauflösung
oder -verteilung (Standard Kreis oder nicht) ebenfalls zu treffen ist.
Für komplex geformte Objekte stellt die Wahl der optimalen Positionierung auch für den
erfahrenen Bediener eine Herausforderung dar. Unter einem komplex geformten Objekt sei
ein Objekt verstanden, welches sich durch besonders inhomogene Dichteverteilung oder
durch viele Einzelteile auszeichnet, die relativ zueinander so orientiert sind, dass nicht
leicht erkannt werden kann, in welche Richtung viele parallele Kanten liegen. Auch die
Entscheidung, welche Pfade im Objekt besonders große Strahlsummen aufweisen, kann
nicht leicht getroffen werden (zum Beispiel weil die entsprechenden Strukturen im inneren
verborgen sind). Somit ist es bei einem komplex geformtes Objekt nicht trivial, die oben
genannten Regeln zur Positionierung und Parameterfindung umzusetzen. Im Umkehrschluss
lohnt es sich für eben solche Objekte ein Verfahren der Aufnahmeplanung anzuwenden.

Das in Abb. 3.4 gezeigte Kornett ist ein Beispiel für ein komplex geformtes Objekt. Die
Menge aus teilweise gebogenen Rohrstücken und der Schalltrichter weisen viele nicht paral-
lele Oberflächen auf. Im Bereich der Ventilmechanik gibt es im Gegensatz zu dünnwandigen
Rohren massive Metallstücke. Ein einfacher Ansatz das Kornett zu positionieren ist es,
dieses auf seinen Schalltrichter zu stellen. Der Normalenvektor des Drehtellers und die
Längsachse des Rohres hinter dem Schalltrichter sind dann parallel. In Abb. 3.4 ist ein
Ausschnitt eines Tomogramms des Kornettes, welches in dieser Positionierung und mit
einer Standard Kreistrajektorie durchgeführt wurde, dargestellt. Im Bereich der Ventilme-
chanik sind sowohl Artefakte in der Luft als auch ein kleiner Kontrast zwischen Metall
und Luft in den Bohrlöchern zu erkennen. Insgesamt ist dieses Teilvolumen auch von
cupping-Artefakten durchzogen.
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Abb. 3.4.: Photographie (Ref. [66]) und CT-Messung eines Kornettes. Abgebildet ist
ein Cervený Kornett, das etwa aus dem Jahre 1910 stammt. Das Instrument
befindet sich in der Sammlung des Germanischen Nationalmuseums in Nürnberg
(Inventar MI826). Es besteht aus Messing mit einigen kleineren Stahlteilen
im Bereich der Ventilmechanik. Zusätzlich gibt es Lötstellen mit Blei oder
zinnhaltigem Lot. Für die CT-Messung wurde das Instrument aufrecht auf
den Schalltrichter gestellt und in dieser Position auf der Rotationsachse einer
CT-Anlage fixiert. Es ist aus dem Tomogramm der Ausschnitt gezeigt, der die
Ventile in zentraler Ebene schneidet. Man kann deutlich Artefakte erkennen
(teilweise mit den grünen Pfeilen markiert). Das Artefaktinventar umfasst
besonders das cupping-Artefakt, zusätzlich sind auch schlierenartige Artefakte
im Luftvolumen zu erkennen, sowie schlecht wiedergegebener Material-zu-
Luft Kontrast. Das Linienprofil zeigt die Grauwertverteilung entlang der rot
gestrichelten Markierung. Entlang der Profillinie werden die Bereiche in der
Luft zwischen den Ventilen und die Bohrungen mit dem umgebenden Material
für drei Schrauben geschnitten. Die Schraubenlöcher sind dabei unterhalb der
Schraube geschnitten, also im Bereich eingeschlossener Luft. Im Linienprofil
erkennt man von Null verschiedene CT-Grauwerte für den Bereich zwischen
den Ventilen, obwohl dort Luft und damit der Grauwert Null abgebildet sein
sollte. Ähnliches gilt für die Schraubenlöcher. Der Material-Luft Kontrast ist
nur schwach ausgeprägt.
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3.4.2. Artefakte bei Multimaterialobjekten durch mangelhafte Wahl des
Röntgenspektrums

Objekte die aus zwei oder mehr Materialien bestehen und bei denen die Schwächungskoeffi-
zienten stark unterschiedlich sind, kommen bei verschiedenen Werkstücken vor und sind
deshalb auch ein häufiges Problem bezüglich der Aufnahmeplanung. Solche Objekte sind
beispielsweise Stecker für elektrische Verbindungen, meist aus Kunststoff mit regelmäßig
angeordneten innen liegenden Metallstiften, oder auch Objekte aus Aluminium mit Inlays
aus Stahl teilweise als Hülsen oder für Verschraubungen.
Es sei hier ein Beispielobjekt gewählt, das ebenfalls eine solche große Differenz in den
Schwächungskoeffizienten der beteiligten Materialien aufweist. In Abb. 3.5 ist ein Abschnitt
einer Klarinette dargestellt. Das Modell ist einer realen Klarinette nachempfunden38.
Das Rohr ist aus Holz modelliert, um die Jahresringe darzustellen ist die Dichte des
Holzes periodisch verändert. Die Klappen und die dazu gehörende Mechanik ist aus
Neusilber ausgeführt. Die Zusammensetzung der Materialien ist (Anteile der Elemente
in Gewichtsprozent): Neusilber (ρ = 8,40 g cm−3, Cu: 55 %, Ni: 17 %, Zn: 28 %), Holz
(ρ = 0,62 g cm−3 bzw. ρ = 0,40 g cm−3, C: 50 %, N: 1 %, O: 43 %, H: 6 %).
Ähnlich wie bei den oben erwähnten Steckverbindern gibt es in dem Klarinettenphantom
zwei Materialien mit stark verschiedenem Röntgenschwächungsverhalten und die beiden
Materialien haben nur geringen Abstand zueinander bzw. haben gemeinsame Grenzflächen.

Für eine simulierte Tomographie-Messung ist das Klarinettenphantom im virtuellen
CT-System so positioniert worden, dass die Symmetrieachse des Rohres mit der Rotations-
achse des Manipulationssystems zusammenfällt. Bei diesem Testfall ist die Fragestellung,
welches Röntgenspektrum bzw. welches Aufnahmeverfahren sich dazu eignet das Klari-
nettenphantom bestmöglich darzustellen. Die Metallstrukturen weisen in Strahlrichtung
eine maximale Transmissionslänge von ca. 4 mm auf. In Abb. 3.5 sind zwei simulierte
Tomogramme gezeigt, welche unter Verwendung von einem Röntgenspektrum mit Maximal-
energie 220 keV und ohne bzw. mit 1 mm Al-Filter erzeugt wurden. Man beobachtet keinen
wesentlichen Unterschied zwischen den beiden Tomogrammen, obwohl die Aufhärtung
des Röntgenspektrums mittels Filter erfahrungsgemäß zu einer Reduzierung des Arte-
faktinventars führen sollte. Beide Tomogramme zeigen eine vollständige Auslöschung der
Bildinformation in Bereichen, in denen Metall direkt an Holz grenzt, also in Bereichen
mit stark unterschiedlichen Schwächungskoeffizienten. Die Kontur des Holzkörpers ist
somit nicht korrekt wiedergegeben. Die Außenkonturen der Metallteile sind zwar korrekt
dargestellt, allerdings sind starke cupping-Artefakte zu erkennen, der Metallkörper ist also
nicht als homogenes Material abgebildet.

38 Die Modellierung dieses Objektes in Scorpius XLab® stammt von Dr. R. Wagner, vielen Dank dafür.
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ohne Filter mit 1 mm Al-Filter

Abb. 3.5.: Schematische Darstellung des Klarinettenphantoms und Schnittbilder aus
einer simulierten CT-Messung. Der Ausschnitt einer Klarinette ist entlang der
Rohrachse 3 cm lang. Die rotbraun eingefärbten Teile sind als Holz modelliert,
die silbergrau dargestellten Teile bestehen aus der Legierung Neusilber. Die
dargestellten Tomogramme zeigen einen Schnitt durch das Klarinettenphantom,
der senkrecht zur Rohrachse verläuft. Obwohl für die beiden rechts dargestellten
Tomogramme ein Röntgenfilter simuliert wurde, lässt sich keine wesentliche
Änderung des Artefaktinventars feststellen.





4. Kalibrationsspektren für die analytische
Röntgensimulation

Um eine möglichst realistische analytische Röntgensimulation durchführen zu können, ist es
nötig, die Eigenschaften des CT-Systems, welches simulativ nachgebildet werden soll, zu ken-
nen. Im analytischen Simulationsmodell sind das spektrale Verhalten der Röntgenquelle und
des Röntgendetektors die dafür wesentlichen Parameter. Man benötigt zur Durchführung
einer Röntgensimulation das Röntgenquellspektrum sowie die spektrale Detektorantwort-
funktion. Im Falle des analytischen Simulationsmodells, wie es in Gleichung 2.34 beschrieben
ist, genügt das Produkt D(E) aus Quellspektrum S(E) und Detektorantwort R(E). Dieses
Produkt wird als Systemspektrum bezeichnet. Das bedeutet, D(E) charakterisiert aus
Sicht des analytischen Simulationsmodells die spektralen Eigenschaften des CT-Systems,
welches simuliert werden soll. Dazu sei auf Gleichung 2.34 und deren Beschreibung hingewie-
sen. Die Beobachtung, dass das Produkt aus Röntgenquellspektrum und Detektorantwort
ausreicht, um die spektralen Eigenschaften eines CT-Systems im analytischen Modell zu
berücksichtigen, ist Voraussetzung für die Kalibration des Simulationsmodells. Ergebnis-
se einer kalibrierten Simulation, im Vergleich mit einer realen CT-Messung, finden sich
im Abschnitt 4.4. Es bleibt die Aufgabe D(E) auf experimentellem Weg zu bestimmen.
Dabei gilt, neben den Randbedingungen, welche durch die Röntgenphysik gegeben sind,
eine technische Einschränkung39: Die zur Kalibration nötigen Messungen müssen mit den
Komponenten eines typischen CT-Systems durchführbar sein. Der apparative Aufwand
soll also nicht größer werden als zur Durchführung einer CT-Messung nötig. Dem will ich,
weil andernfalls die Methode an Relevanz verliert, besonders Rechnung tragen, wie in den
folgenden Abschnitten ausgeführt ist.
Indem ich eine vorhandene, experimentelle Methode zur Bestimmung von D(E) untersuche
und deren Ergebnis in einer analytischen Simulation anwende, gelingt es die Simulation
auf das System zu kalibrieren. Die sonst üblichen Wege S(E) und R(E) für eine analyti-
sche Simulation festzulegen (siehe Abschnitt 2.4), werden dadurch ersetzt. Damit ist eine
neuartige Variante der analytischen Simulationsmethode gefunden, welche in der Lage ist
39 Diese Einschränkung ist besonders durch den anwendungsorientierten Charakter der vorliegenden Arbeit

motiviert. Allerdings stellt man auch fest, dass die im Folgenden durchgeführte Methode durch ihre
Einfachheit besticht.
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auf ein reales CT-System bezug zu nehmen.

Wenn ein solches, empirisch gefundenes D(E) in einer analytischen Simulation Ver-
wendung findet und das betont werden soll, werde ich von einer kalibrierten Simulation
sprechen. Das hier angewandte Verfahren D(E) zu bestimmen wird als Spektrenschätzung
bezeichnet, da es sich nicht im eigentlichen Sinn um eine Messung von Röntgenenergie
und Intensität handelt. Das gewählte Verfahren basiert auf der numerischen Ausführung
einer Iterationsformel und ist damit einer direkten Fehlerbetrachtung nicht zugänglich.
Dennoch will ich mich mit der Güte dieser Methode auseinandersetzen. Deshalb werde ich
in der Hauptsache darauf eingehen, wie die experimentellen und numerischen Parameter
der Methode Einfluss auf die Ergebnisse nehmen und die Stabilität der Methode gegenüber
diesen Parametern untersuchen.

4.1. Das Spektrenschätzproblem für Systemspektren

Das Ziel der Untersuchungen dieses Kapitels ist es, das Systemspektrum D(E) zu bestim-
men bzw. ein Verfahren dazu vorzustellen. Dies soll, aus praktischen Gründen, direkt mit
den Komponenten eines CT-Systems geschehen, also möglichst ohne zusätzlichen appara-
tiven Aufwand. Daraus folgt insbesondere, dass keine zusätzlichen Röntgenspektrometer
benötigt werden, sondern nur die im System verbaute Röntgenröhre und der Detektor. Die
für CT-Systeme verwendeten Detektoren sind im Allgemeinen nicht energieauflösend im
Sinne einer Bestimmung von S(E). Auch die teilweise verwendeten direkt konvertierenden
Detektoren können nur nach aufwändigem Kalibrieren energieauflösend eingesetzt werden.
Bei sogenannten Dual-Energy bzw. Multi-Energy-Detektoren verwendet man verschiede-
ne detektorseitige Röntgenfilter, um die Detektorantwort R(E) zu modellieren40. In den
Ref. [13, 43] sind Realisierungen beider Detektortechnologien vorgestellt und verglichen.
Mittels energieauflösender Detektoren kann in der industriellen Radiographie und CT
Materialauflösung (effektive Ordnungszahl) erreicht werden. Allerdings können so nur
wenige verschiedene Energiebänder eines Spektrums unterschieden werden41.

Physikalisch ist also eine Einschränkung dadurch gegeben, dass nur die Intensitätsmessung
eines indirekt konvertierenden Detektors zur Verfügung steht, um die Spektrenschätzung
40 Solche Detektoren können auch gleichzeitig in verschiedenen Spektralbereichen betrieben werden. Sie

sind dann so ausgeführt, dass mehrere hintereinander liegende Szintillatoren jeweils ein Signal erzeugen.
Eine weiter oben liegende Szintillatorschicht dient dann als Röntgenfilter für darunter liegende.

41 Diese Information ist zwar nicht wesentlich verschieden von den weiter unten vorgestellten Stufen-
keilmessungen, allerdings verhält es sich eher so, dass die hier vorgestellte Methodik dazu dienen
kann Dual-Energy-Detektoren zu charakterisieren als umgekehrt die Information dieser Detektoren zu
verwenden um die Spektrenschätzung durchzuführen.
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durchzuführen. Es bleiben damit zwei Möglichkeiten Messdaten zu erzeugen, aus denen
D(E) bestimmt werden kann.

1. Die Röntgenbeugung eines Strahls an einem Kristallgitter ist winkel- und energie-
abhängig. Die Röntgenenergie kann durch geeignete Kristalle bzw. deren Positionie-
rung im Strahl räumlich getrennt werden. Man stellt einen Zusammenhang zwischen
der Energie und dem Ort, an dem die Intensität detektiert wird, her. Solche Kris-
tallspektrometer erfordern exakte Kenntnis der Messgeometrie, insbesondere der
auftretenden Beugungswinkel. Das ist mit typischen CT-Systemen nur schwer zu
realisieren, da normalerweise nur eine Objektrotationsachse verwendet wird und nur
selten ein Goniometer zur Verfügung steht42. Es sei vor allem auf die sogenannte
defokussierte Laue-Geometrie hingewiesen (wird zum Beispiel in Ref [45] beschrie-
ben), weil diese mit einem Kegelstrahl und nur einem Kristall auskommt43. Bei
sämtlichen Kristallspektrometern besteht das Limit, dass für große Röntgenenergien
keine Kristalle mehr gefunden werden können, deren Gitterparameter klein genug
sind, um Röntgenstrahlen effektiv (einige Winkelgrad) zu beugen44. Solche (Ein-
)Kristallspektrometer können also nur bei CT-Anlagen mit kleiner Maximalenergie
(≲ 80 keV) von Nutzen sein; man kann allerdings eine gute Energieauflösung erwarten.
Im Rahmen dieser Arbeit gehe ich von deutlich größeren Maximalenergien aus, sodass
Kristallspektrometer keine Anwendung finden können.

2. Die zweite Variante Messdaten unter Berücksichtigung der oben genannten Ein-
schränkung zu erzeugen sind Transmissionsmessungen. Im Folgenden ist vorausge-
setzt, dass Form und Material eines Testkörpers bekannt sind. Das heißt man kann
Röntgentransmissionsmessungen durchführen, wobei die durchstrahlte Weglänge t

sowie der energieabhängige Schwächungskoeffizient µ(E) bekannt sind. Für die rechte
Seite von Gleichung 2.34 sind damit alle Faktoren außer dem gesuchten D(E) bekannt.
Die linke Seite von Gleichung 2.34, also die Intensität, folgt aus einer Messung.

42 Dieser Umstand ist zwar kein echtes Hindernis, macht röntgenbeugungsbasierte Methode jedoch unprak-
tikabel gegenüber einer Transmissionsmessung.

43 Zum Beispiel ein großformatiger Siliziumeinkristall-Wafer, wie er in der Halbleiterindustrie Verwendung
findet.

44 Der Gitterparameter (und damit die atomaren Abstände) eines Kristalls muss in der Größenordnung
der Wellenlänge liegen. Röntgenphotonen haben beispielsweise bei 300 keV eine Wellenlänge von
4,10 · 10−12 m. Das ist zwei Größenordnungen kleiner als der Radius des Wasserstoffatoms.
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D(E) soll durch eine Kammfunktion dargestellt werden. Man definiert

D(E) :=
NEnergie∑

j

djδ(E − Ej). (4.1)

NEnergie ist die Anzahl der Energiebins mit denen das Spektrum abgetastet wird. Setzt
man diese Definition in Gleichung 2.34, ein kann das Integral über die Energie ausgeführt
werden. Man erhält die Intensität

I =
∑

j

dj exp
(
−
∫

w
µ(Ej , t′)dt′

)
. (4.2)

Dabei ist j der Laufindex einer noch zu wählenden diskreten Abtastung der Energieachse.
Der Vektor d = (d1, d2, . . .)⊤ enthält die Intensitäten des gesuchten Systemspektrums
D(E).

Wie bereits erwähnt soll eine gewisse Anzahl NMessung von Transimissionsmessungen an
bekannten, homogenen bzw. abschnittsweise homogenen Testkörpern durchgeführt werden.
Die gemessenen Intensitäten45 Ii seien mit dem Laufindex i = 1, . . . , NT nummeriert und
zu einem Messdaten-Vektor I = (I1, I2, . . .)⊤ zusammengefasst. Entsprechend sind auch
die Testkörpereigenschaften durchstrahlte Weglänge ti und Absorptionskoeffizient µi(E)
indiziert und damit die Strahlsumme Mi(Ej) bzw. Mi(Ej) = ∑

Objekt µObjekt
i tObjekt

i wenn
mehrere homogene Körper hintereinander angeordnet sind.

Schreibt man Gleichung 4.2 jeweils für die NMessung Transmissionsmessungen auf, so
erhält man ein lineares Gleichungssystem

I = Ad (4.3)

mit

Aij = exp(−Mi(Ej)). (4.4)

Die Systemmatrix A enthält dabei die volle Information über das Absorptionsverhalten
der Objekte, welche für die Transmissionsmessungen verwendet werden.
Bezüglich des gesuchten Koeffizientenvektors d ist Gleichung 4.3 ein inverses Problem. Das
inverse Problem aus Gleichung 4.3 wird im Folgenden als Spektrenschätzproblem (SSP)
bezeichnet.

45 Je eine Intensitätsmessung pro Transmissionsexperiment.
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Ein Röntgenquellspektrum aus Transmissionsdaten zu schätzen46 wurde von Silberstein
bereits 1932 vorgeschlagen [93]. Das SSP ist mehrfach mit unterschiedlicher Zielsetzung
untersucht worden. Erwähnenswert sind Anwendungen im medizinischen Kontext. Das
Quellspektrum ist dort zur Dosisberechnung von Interesse, siehe Ref. [102] und [54]. Eben-
falls erwähnenswert sind Anwendungen im Bereich der Mehrenergie-CT-Methoden. Die
sogenannte Basismaterialzerlegung (siehe Ref. [33] für dieses Verfahren) stützt sich auf
die Kenntnis von D(E) für mindestens zwei verschiedene Quellspektren, um das absorbie-
rende Material zu schätzen. In Ref. [108] und [105] wird für die Basismaterialzerlegung
das Ergebnis einer Spektrenschätzung verwendet. Um eine Publikationsreihe zu nennen,
welche sich mit dem SSP überblickend befasst (mit Stand von 1983), verweise ich auf
die Referenzen [61] und [62]. Dort wird ein Überblick über einen Teil der vorhandenen
Lösungsverfahren gegeben sowie deren Fehlerquellen und Limitierungen gezeigt. Teil zwei
dieser Publikationsreihe zeigt die Anwendung auf experimentell erzeugte Transmissions-
daten. Kramer untersucht Spektren im Bereich 25 keV bis 50 keV und erhält brauchbare
Ergebnisse, wobei er eine eher geringe Energieauflösung von 5 keV (5 Energieintervalle)
verwendet.
Ich stütze mich im Folgenden auf die Publikation von Sidky et al. [91] sowie die dazu-
gehörende, ergänzende und experimentelle Arbeit von Zhang et al. [108]. In diesen Pu-
blikationen findet man auch Zusammenfassungen jüngerer Ansätze das SSP zu lösen.
Das Maximum-Likelihood (ML) Lösungsverfahren von Sidky et al. wird in den folgenden
Abschnitten besprochen und angewendet.

4.2. Lösungsverfahren für das Spektrenschätzproblem

Um eine Lösung für das inverse Problem aus Gleichung 4.3 zu finden, muss man zunächst
die Systemmatrix A näher betrachten. Typischerweise wird man D(E) für CT-Systeme
im Energiebereich 10 keV bis 1 MeV, in Extremfällen bis 10 MeV, schätzen wollen47. Die
Diskretisierung der Energieachse wird typischerweise deutlich mehr Energiebins enthalten
als Transmissionsmessungen durchgeführt werden48: NMessung ≪ NEnergie. Das SSP ist also
typischerweise unterbestimmt. Das SSP ist ein schlecht gestelltes inverses Problem [91]. So-
wohl eine Singulärwertzerlegung als auch verschiedene iterative Verfahren sind zur Lösung
46 Zunächst muss man nicht davon ausgehen, dass man sich, wie für diesen Kalibrationsansatz, für D(E)

interessiert sondern eher für S(E). Allerdings muss man R(E) dann kennen oder einen Detektor besitzen,
für dessen Ausgangssignal man R(E) ≡ 1 annehmen kann.

47 Ich setze industrielle CT als Anwendungsgebiet voraus.
48 Ein Spektrum mit Maximalenergie im Bereich bis 300 keV wird praktischerweise in 1 keV breiten

Intervallen abgetastet. Da die charakteristischen Linien und die von Absorptionskanten induzierten
Intensitätssprünge im MeV-Regime relativ zum Bremsspektrum weniger ins Gewicht fallen, kann bei
großen Maximalenergien mit breiteren Intervallen gearbeitet werden.
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des SSPs angewendet worden. Auf zwei der möglichen Ansätze will ich hier näher eingehen.
In Ref. [91] sind darüber hinaus gehende Informationen enthalten.

Mit dem Beispiel der sogenannten Tikhonov-Phillips Regularisierung will ich ein Ver-
fahren herausgreifen, das auf einer Matrixinversion basiert. Dieses Verfahren wurde in der
Bachelorarbeit49 von A. Maier mit dem weiter unten vorgestellten Verfahren von Sidky et al.
verglichen [73]. Man ersetzt das eigentliche SSP durch das regularisierte Ersatzproblem
(für eine mathematische Behandlung des Verfahrens siehe z.B. Ref. [83])

(A⊤A + κE)  
G

d =

⎧⎨⎩A⊤I ohne Initialschätzung

A⊤I + κd(0) mit Initialschätzung d(0).
(4.5)

Dieses lineare Gleichungssystem kann durch Berechnung der Inversen G−1 gelöst werden.
Die zweite Formulierung, mit Initialschätzung, kann auch zu einer iterativen Variante des
Verfahrens ausgebaut werden. Die Initialschätzung ist für jeden Iterationsschritt i > 0
das Ergebnis des letzten Iterationsschrittes d(i−1). Der Regularisierungsparameter κ wird
ebenfalls mit der Iterationszahl variiert; beispielsweise κi = κqi−1 mit κ > 0 und dem frei
wählbaren Parameter q ∈ ]0; 1], wie in Ref. [83] angegeben.
Ein Nachteil dieser Methode besteht darin, dass sich die Positivität des Ergebnisses nicht ga-
rantieren lässt50. Für ein korrekt gewähltes κ ist das Tikhonov-Phillips-Verfahren prinzipiell
geeignet, um inverse Probleme wie das SSP zu lösen. In der Arbeit von A. Maier ist gezeigt,
dass es sehr aufwändig ist κ so zu wählen, dass mit diesem Verfahren eine rein positive
Lösung erreicht wird. Teilweise ist dies gar nicht gelungen, sodass negative Intensitäten mit
erheblichen Betrag im Ergebnis vorkommen oder der Regularisierungsparameter κ musste
so groß gewählt werden, dass das Verfahren effektiv nicht mehr konvergiert sondern lediglich
die Initialschätzung wiedergibt. Eine direkte mathematische Herleitung der Beobachtung,
dass das Tikhonov-Phillips Verfahren keine stabile Lösung für das SSP bieten kann, ist
bisher nicht erfolgt51.

Sidky et al. haben ein Maximum-Likelihood-basiertes Verfahren vorgestellt, welches die
Positiviät der Lösung garantieren kann und ohne die Berechung einer Matrixinversen aus-

49 Diese Arbeit ist vom Autor betreut worden.
50 Es gibt andere Formulierungen bzw. Verwandte dieser Regularisierungsmethode, welche die Positi-

vität der Lösung garantieren können. Nachdem das weiter unten vorgestellte EM-Verfahren diesem
Regularisierungsansatz jedoch deutlich Überlegen ist, will ich nicht näher auf solche Varianten der
Tikhonov-Phillips-Regularisierung bzw. deren Erweiterungen eingehen.

51 Allerdings weist Sidky, ebenfalls ohne nährere Begründung, darauf hin, dass solche Verfahren, welche
auf einer Matrixinversion basieren, prinzipiell schlecht geeignet sind um, das SSP zu lösen. Da es sich
um ein hochgradig schlecht gestelltes, inverses Problem handelt.
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kommt. Die Herleitung wird hier skizziert und das Verfahren in den folgenden Abschnitten
näher untersucht. Die folgenden Ausführungen zur Herleitung des Verfahrens sind Ref. [91]
und Ref. [108] entnommen52.
Es sei angenommen, dass die aus Transmissionsmessungen erhaltenen Intensitäten Poisson-
verteilt sind. Zhang et al. merken korrekterweise an, dass diese Annahme unrichtig ist.
Vielmehr handelt es sich um eine zusammengesetzte Poisson-Verteilung (also die Summe
aus jeweils Poisson-verteilten Zufallsvariablen). Allerdings kann man, laut Zhang et al.,
im vorliegenden Fall ohne wesentliche Fehler zu erwarten, mit der Annahme einer einfa-
chen Poisson-Verteilung fortfahren [108]. Man nimmt für die gemessenen Intensitäten aus
Gleichung 4.2 also an, dass sie

Ii ∝ Poisson

⎧⎨⎩∑
j

djAij

⎫⎬⎭
Poisson-verteilte Zufallszahlen sind. Die Likelihood-Funktion eines Messdatenvektors I, un-
ter Verwendung einer (zwischen-) Lösung d, ist das Produkt der Einzelwahrscheinlichkeiten
L = ∏

i p(Ii, d). Damit lässt sich die log-Likelihood-Funktion des Problems [69] aufstellen

lnL =
∑

i

⎛⎝Ii ln

⎛⎝∑
j

djAij

⎞⎠− ln(Ii!)−
∑

j

Aijdj

⎞⎠ .

Durch Maximieren dieser Funktion erhält Sidky et al. [91] die Iterationsformel

d
(k→k+1)
j = d

(k)
j

1∑
i A⊤

ij

∑
i

A⊤
ij

Ii

Ad(k) . (4.6)

Um mittels Gleichung 4.6 ein D(E) zu schätzen, benötigt man zwingend einen Start-
wert für die erste Iteration k = 0. Die Wahl eines solchen Initialspektrums ist mehrfach
kommentiert worden. Im folgenden Abschnitt wird untersucht, inwiefern die Wahl einer
Startschätzung Einfluss auf die Ergebnisse hat. Die Startschätzung wird im Folgenden,
wegen des Kontextes der Systemspektren, als Initialspektrum bezeichnet. In Ref. [74] findet
sich der Hinweis, dass es aufwändig sei solche Initialspektren zu wählen. Damit werde ich
mich im Abschnitt 4.3 näher auseinandersetzen.
Das Initialspektrum hat auf zwei Arten Einfluss auf die Spektrenschätzung. Zum einen
gilt für jedes d

(0)
j , dass sein Vorzeichen über alle Iterationen hinweg erhalten bleibt bzw.,

dass d
(k)
j = 0, ∀ k, wenn der Startwert d

(0)
j = 0 war. Damit ist, nach geeigneter Wahl des

Startspektrums, sowohl die Positivität der Lösung garantiert als auch die Möglichkeit
52 Mit Anpassungen bezüglich der Variablennamen.
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gegeben Vorwissen über das zu schätzende Spektrum anzuwenden. Energieintervalle von
denen bekannt ist, dass sie keine Intensität tragen setzt man im Initialspektrum gleich
Null. Das gilt beispielsweise für alle Energiebins jenseits Maximalenergie der Röntgenröhre
E > Emax oder für sehr kleine Energien, wenn ein bekannter Röntgenfilter eingesetzt wurde
(das Röhrenaustrittsfenster mit eingeschlossen).
Zum anderen kann das allgemeine Vorwissen über den Verlauf von typischen Röntgen-
röhrenspektren sowie der Detektorcharakteristik (z.B. die spektrale Konversionseffizienz
des Szintillators) zur Definition des Initialspektrums herangezogen werden. Damit sind
insbesondere die charakteristischen Linien des Röhrentargetmaterials gemeint, sowie die Ab-
sorptionskanten des Detektormaterials und der möglicherweise verwendeten Röntgenfilter53.
Von Verfahren wie dem in Gleichung 4.6 definierten ist bekannt, dass ihr Ergebnis und dessen
Genauigkeit von der Wahl der Startwerte (hier des Initialspektrums) abhängt [21]. Des-
halb heißen solche Verfahren, speziell dieses, auch ”Expectation-Maximization-Verfahren“
(EM-Verfahren).

4.3. Wahl geeigneter Parameter und Durchführung von
Transmissionsexperimenten

Wahl der Transmissionexperimente anhand des Singulärwertspektrums

Zur Durchführung einer Spektrenschätzung muss man entscheiden, welche (wohl bekannten)
Testköper man für die Transmissionsmessungen verwendet und wieviele (verschiedene)
Transmissionsmessungen durchgeführt werden sollen. Zusätzlich ist eine Abtastbreite der
Energieachse für D(E) zu wählen. Beide Entscheidungen beeinflussen die Kondition der
Matrix A und damit die Frage, wie schlecht gestellt das SSP ist. Ziel dieses Abschnittes soll
es sein ein Verfahren bereitzustellen, welches die Parameterwahl für eine Spektrenschätzung
ermöglicht.
Die Wahl der Parameter ist in diesem Sinne die Wahl der Matrix A. Im Folgenden wird
deshalb davon gesprochen, dass A gewählt wird, wenn gemeint ist, dass die Anzahl und die
Materialien für die Transmissionsexperimente gewählt werden.
Das Verfahren zur Wahl von A soll, mit Ausnahme der Maximalenergie des zu schätzenden
Spektrums, kein Vorwissen über eine Lösung d voraussetzen. Damit sind insbesondere
Verfahren ausgeschlossen, die eine analytische Simulation der Transmissionsdaten bein-
halten, weil dafür ein Systemspektrum benötigt würde. In einem solchen Fall könnte A

gerade so gewählt werden, dass die L2-Norm zwischen d und dem D(E), welches zur
Simulation verwendet wurde, minimiert wird. Man erhielte dadurch allerdings lediglich
53 Gemeint sind detektor- und quellseitige Filter, insbesondere fest verbaute Ein- bzw. Austrittsfenster.
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Abb. 4.1.: Graph der Singulärwerte für drei verschiedene Beispiele einer SSP-
Systemmatrix in halblogarithmischer Darstellung. Die Matrizen sind jeweils
von der Größe 25×300 und beinhalten die Beschreibung der Transmissionexpe-
rimente für Stufenkeilmessungen mit Al-POM (A), Al-Fe (B) und POM-Fe (C).

die Parameter zur Schätzung des konkreten D(E) und müsste weiterhin untersuchen, wie
sich diese Parameterwahl auf andere, unbekannte Spektren mit gleicher Maximalenergie
übertragen lässt.
In der Publikation von Sidky et al. ist eine Untersuchung des Singulärwertspektrums von
A vorgeschlagen, um einen qualitativen Vergleich bezüglich verschiedener konkret gegebe-
ner Matrizen A zu erlangen. Dazu wird eine numerische Bestimmung der Singulärwerte
durchgeführt. Anschließend werden die Singulärwerte ihrer Größe nach sortiert und auf
den größten Wert normiert in einem Diagramm dargestellt. Auf die Normierung bezüglich
des größten Sinuglärwertes will ich im Folgenden verzichten, da die Singulärwerte (bzw.
das Singulärwertspektrum) verschiedener Realisierungen der Matrix A absolut verglichen
werden sollen. Eine Normierung ergibt dann keinen Sinn mehr. Man erhält verschieden
schnell abfallende Graphen für unterschiedlich gewählte A. Abbildung 4.1 zeigt Beispiele für
drei verschiedene Matrizen A, jedoch ohne die Normierung auf den größten Singulärwert.
Aufgrund des großen Wertespektrums wird eine halblogarithmische Darstellung gewählt.

Je weniger steil ein solcher Graph abfällt (im Vergleich mit den Graphen zu anderen A),
je größer also die auftretenden Singulärwerte sind, umso besser ist die zugrunde liegende
Matrix A konditioniert. Mit einem solchen Diagramm ist nach Ref. [91] ein qualitativer
Vergleich für die Kondition verschiedener A gegeben.
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Ich will diese qualitative Methode aufgreifen und durch randomisiertes Testen verschie-
dener A dazu verwenden, den Beitrag eines bestimmten Transmissionsexperimentes zum
Singulärwertspektrum von A zu untersuchen54. Ziel ist es die Transmissionsexperimente zu
finden, welche zu einer möglichst guten Kondition von A führen55.
Für eine festgelegte Maximalenergie des zu schätzenden Spektrums kann man ebenso
festlegen, in wievielen und welchen diskreten Energieschritten dieses abgetastet werden soll.
Für die im Rahmen dieser Arbeit auftretenden Maximalenergien (Größenordnung 100 keV)
hat sich beispielsweise eine homogene Abtastung in 1 keV breiten Intervallen als praktisch
erwiesen56. Diese Wahl der Diskretisierung stellt einen Kompromiss zwischen der Genauig-
keit der numerisch berechneten Energieintegrale, wie in Gleichung 2.33, und der benötigten
Simulationsdauern dar. An dieser Stelle ist keine Aussage über die Energieauflösung des
EM-Verfahrens getroffen.

Mit der Zahl der Energieintervalle ist die Zahl der Spalten n von A festgelegt. Die Zahl
der Transmissionsmessungen ist die Zahl der Zeilen m von A. Typischerweise wird man
deutlich mehr Energieintervalle verwenden als Transmissionsexperimente durchgeführt
werden: n ≫ m. Für die Wahl der Transmissionsexperimente gilt die Bedingung, dass
die Transmissionslänge, also die Dicke, und die Materialzusammensetzung der absorbie-
renden Objekte genau bekannt sein müssen. Für Transmissionsmessungen, die mittels
CT-Systemen in Kegelstrahlgeometrie durchgeführt werden, lassen sich diese Bedingungen
leicht erfüllen, wenn man Stufenkeile mit kalibrierten Dicken verwendet. Nachdem in sol-
chen Systemen Flächendetektoren eingesetzt werden, kann man in derselben Radiographie
viele Transmissionsexperimente gleichzeitig durchführen, wenn die Anlagengeometrie eine
entsprechende Abbildung des Stufenkeils zulässt. Gegebenenfalls muss der Einfluss des
Kegelwinkels auf die Transmissionslängen korrigiert werden.
Wenn die Anlagengeometrie es zulässt, kann man zwei rechteckige Stufenkeile aus verschie-
denen Materialien um 90° zueinander verdreht hintereinander stellen. In der Radiographie
ergibt sich dann eine Matrix aus Transmissionen durch jeweils verschiedenen Dicken der
beiden verwendeten Materialien, siehe beispielsweise die Radiographie in Abb. 4.9. Damit
können auf einfache Art mehrere Transmissionsmessungen für systematische Dickenkombi-
nationen von bis zu zwei Materialien durchgeführt werden.
Die Wahl der Zeilen von A, was die Wahl der durchzuführenden Transimissionsmessungen

54 Allerdings ohne, wie Sidky, auf den größten Singulärwert zu normieren. Die Singulärwerte werden im
Folgenden also so betrachtet, wie sie berechnet werden.

55 Dabei bleibt das SSP natürlich schlecht gestellt. Es wird immer Singulärwerte ∼ 0 geben, und somit
bleibt auch die Konditionszahl der Matrix unendlich. In diesem Sinne ist es streng mathematisch gesehen
nicht sinnig an dieser Stelle das Wort Kondition zu verwenden.

56 Das gilt auch für die Diskretisierung, welche für die analytischen Röntgensimulationen verwendet wird.
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entspricht, reduziert sich auf die Wahl geeigneter Materialien sowie eines Dickenspektrums.
Im Folgenden sei angenommen, dass eine Zahl NMat von Materialien zur Verfügung steht,
aus denen Stufenkeile mit hinreichender Präzision hergestellt werden können. Aus jedem
Material soll ein Stufenkeil mit einer Maximaldicke tmax

Mat hergestellt werden. Jeder Keil soll
NMat

S + 1 Stufen haben, mit den Dicken57

0,
tmax
Mat

NMat
S

, 2 tmax
Mat

NMat
S

, . . . tmax
Mat. (4.7)

Mit NT sei die Zahl der möglichen Transmissionsexperimente bezeichnet (Zahl der Transmis-
sionexperimente aus denen das optimale Ensemble gewählt werden soll). Darin enthalten:
die Zahl der Zweierkombinationen mit verschiedenen Materialien, die Zahl der (mono-
Material-) Stufen und die ”Transmissionsmessung ohne Absorber“. Die letztgenannte
Transmissionsmessung führt zu einer Zeile mit Einsen in A und entspricht der Messung
der ungeschwächten Intentsität (volle Transmission). Betrachtet man die Modellierung
von D(E) wie in Glg. 4.1, so erkennt man die ausgezeichnete Stellung dieser Zeile von
A bezüglich der Iterationsformel 4.6: das Ergebnis der Spektrenschätzung wird auf die
Primärintensität normiert. Wegen dieser ausgezeichneten Stellung dieser Zeile wird sie in
der folgenden Betrachtung ausgeschlossen. Sie sei immer Bestandteil von A. Dies ist in
einer gewöhnlichen Radiographie ohnehin gegeben, da man neben den Objekten ”Luft“
abbildet.

Es sei nun eine Spektrenschätzung mit N Transmissionsmessungen durchzuführen. Die
Wahl von A kann mittels der genannten Daten auf(

NT

N

)
(4.8)

verschiedene Arten realisiert werden (N < NT ). Der Binomialkoeffizient ist im Allgemeinen
so groß, dass ein systematischer Vergleich aller möglichen A nicht durchführbar ist.

Wie man in Abbildung 4.1 abliest, gibt es für typische A nur sehr wenige Singulärwerte,
die sich wesentlich von Null unterscheiden (man beachte die halblogarithmische Darstellung).
Nachdem zur Berechnung eine computernumerische Singulärwertzerlegung verwendet wurde
sei erwähnt, dass man bei typischen Implementierungen der Singulärwertzerlegung von
Null sprechen sollte, wenn der numerische Wert etwa 10−15 ist58 (das numerische Limit

57 Die Dicke Null ist explizit mit dabei. Die homogene Verteilung der Stufendicken ist nicht notwendig, sei
aber ohne weitere Begründung und Einschränkung gewählt.

58 In Ref. [80] ist diese Zahl motiviert.
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ist in den Beispielen aus Abb. 4.1 noch nicht erreicht). Wenn eine Matrix A umso besser
konditioniert ist je weniger steil der zugehörige Graph der Singulärwerte abfällt und je
größer die auftretenden Singulärwerte sind, dann ist die Summe der Singulärwerte ebenfalls
ein geeignetes Maß um diesen Vergleich durchzuführen. Im Beispiel von Abb. 4.1 ist also die
Matrix die zu Linie ”A“ gehört die am besten konditionierte. Wegen des angesprochenen
computernumerischen Limits betrachtet man statt der Summe über alle nur die ersten k

Singulärwerte > 0. Man definiert einen Bewertungsindex, im Folgenden Signifikanz genannt,
für eine Matrix A

ζ :=
k∑
1

si (4.9)

mit den absteigend sortierten Singulärwerten si.
Wählt man zufällig eine Matrix A aus der Menge der möglichen A und berechnet das

entsprechende ζ, kann man dieses dem Ensemble aus Transmissionsexperimenten, die
zum konkret gewählten A geführt hatten, zuordnen. Wenn man dieses Vorgehen sehr oft
wiederholt, kann man jedem Transmissionsexperiment verschiedene Werte von ζ zuordnen,
je nachdem in welchem Ensemble das konkrete Transmissionsexperiment Bestandteil war.
Nach hinreichend großer Zahl solch zufälliger Wahlen von A, kann man für jedes Transmis-
sionsexperiment eine mittlere Signifikanz ζ berechnen.
ζ kann so interpretiert werden: Wenn ein konkretes Transmissionsexperiment (Materi-
al, Dicke) Bestandteil einer Matrix A war (also die entsprechende Zeile aufgetreten ist),
hatte die Matrix im Mittel ζ(Material, Dicke). Unterstellt man zusätzlich, dass bestimm-
te Transmissionsexperimente zu systematisch besser konditionierten A führen, dann ist
ζ(Material, Dicke) ein Maß für die ”Wichtigkeit“ des entsprechenden Transmissionsexperi-
ments.
Dementsprechend lautet die geforderte Parameterwahl für ein Experiment zur Spek-
trenschätzung: man wähle ein Ensemble aus den Transmissionsexperimenten mit den
größten ζ. Damit ist ein Verfahren gegeben um A möglichst gut zu wählen.

Es gibt in diesem Verfahren zwei Parameter, die, ohne ausführliche Diskussion, kurz
erwähnt sein sollen. Die Zahl der Zeilen n, aus denen die zufällig erzeugten A gebildet
werden, wird im Folgenden so gewählt, dass sie in derselben Größenordnung liegt wie
die Zahl der Transmissionsexperimente, die letztlich auch durchgeführt werden sollen.
Man kann beobachten, dass die Ergebnisse für die Parameterwahl nur unwesentlich von n

abhängen. Die Zahl der verschiedenen Realisierungen von A wurde so gewählt, dass sich
Konvergenz für den Mittelwert ζ einstellt.
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Ich will dieses Verfahren nun an einem Beispiel anwenden. Dazu

• sei festegelegt, dass die Maximalenergie 300 keV ist.

• wähle man drei verschiedene Materialien und zugehörige Maximaldicken (jeweils in
1 mm Stufen abgetastet):

– Aluminium (Al) mit max. 40 mm,

– Eisen (Fe) mit max. 30 mm,

– und Polyoxymethylen59 (POM) mit max. 50 mm.

• werden aus diesen möglichen Transmissionsexperimenten zufällig ohne Wiederholung
etwa 5 · 107 Ensembles mit je 20 Transmissionsmessungen gezogen.

Die Materialien sind aus pragmatischen Gründen gewählt: Sie sind leicht zugänglich und
maschinell gut bearbeitbar. Darüber hinaus sind es Materialien die technisch angewendet
werden. Gerade für diese Materialien soll letztlich auch die kalibrierte Simulation funk-
tionieren. Die Abbildungen 4.2 und 4.3 zeigen ζ, jeweils normiert auf die größte mittlere
Signifikanz, welche über alle getesteten Transmissionsexperimente hinweg aufgetreten ist.

Man beobachtet sowohl für die Monomaterial-Transmissionsexperimente, als auch für
die Zweierkombinationen eine klare Präferenz der kleinen Strahlsummen. Präferenz in dem
Sinne, dass die entsprechenden ζ im Vergleich die größten Werte aufweisen und deshalb
als Bestandteil von A gewählt werden sollten. Abgesehen von methodisch bedingtem
Rauschen (man führt hier einen randomisierten Test durch) zeigen die Daten den oben
ohne Begründung angenommenen deterministischen Zusammenhang: der randomisierte
Test führt also zu einem systematischen Vergleich der möglichen Transmissionsexperimente,
obwohl die Anzahl der getesteten A deutlich kleiner ist, als der Binomialkoeffizient 4.8. Hin
zu großen Transmissionslängen bzw. Strahlsummen zeigen die ζ ein Sättigungsverhalten.
Für das hier gezeigte Beispiel lässt sich die Parameterwahl des SSP also treffen: Es seien
zwei Stufenkeile aus Al und POM gewählt, wobei die Stufendicken bis maximal 1 cm bzw.
3 cm ausreichend sind.
Letztlich ist das Ergebnis dieses Tests erwartbar, kleine Strahlsummen führen zu Zeilen in
A mit numerisch größeren Einträgen, was letztlich in größeren Singulärwerten resultiert.
Es sei nochmals erwähnt, dass hier im Ensemble getestet wurde. Die berechneten Signifi-
kanzen gelten unter der Randbedingung, dass 20 Transmissionsexperimente durchgeführt
werden sollen. Allerdings kann mittels dieses leicht implementierbaren Verfahrens über
das Dickenspektrum der Stufenkeile entschieden werden. Das ist hier ohne Kenntnis der
konkreten Form eines Spektrums geschehen.
59 Ein technischer Kunststoff.
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Abb. 4.2.: Signifikanzplot Stufenkeile aus drei Materialen (Al, POM, Fe). In der Grafik
sind die Ergebnisse für ζ als Funktion von Material und Dicke dargestellt.
Hier sind nur solche Transmissionsmessungen berücksichtigt, bei denen das
jeweilige Material einzeln vorkommt. Die zwei-Materialien-Kombinationen
sind in Abb. 4.3 dargestellt. Die hier gezeigten Daten gelten für den Fall
einer Spektrenschätzung mit 300 keV Maximalenergie. In Anhang B.2 finden
sich analoge Abbildungen für 100 keV und 700 keV Maximalenergie (Abb. B.5
bzw. B.7).
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Abb. 4.3.: Die drei Bilder stellen ζ für alle drei möglichen zweier-Kombinationen der
drei Stufenkeilmaterialien (Al, Fe, POM) dar. Ein Bildpunkt entspricht der
Kombination der am Rand aufgetragenen Materialdicken, sein Farbwert stellt
die normierte Signifikanz dar. Diese Abbildung gilt für 300 keV Maximalenergie.
In Anhang B.2 finden sich analoge Abbildungen für 100 keV und 700 keV
Maximalenergie (Abb. B.6 bzw. B.8).

Wahl des Initialspektrums und experimentelle Validierung des EM-Verfahrens

Der Einfluss der Wahl verschiedener Initialspektren auf das Ergebnis einer Spektrenschätzung,
sowie eine experimentelle Validierung der Ergebnisse ist Gegenstand dieses Abschnitts. Da-
bei stütze ich mich im Wesentlichen auf die Ergebnisse aus der Arbeit von A. Bachmann60

in Ref. [6]. Die Ergebnisse dieses Abschnittes beruhen auf einer Serie von Transmissions-
messungen an drei Stufenkeilen. Die Stufenkeile bestehen aus einer Aluminiumlegierung,
einem Stahl sowie aus POM (Dichte: 1,40 g cm−3). Die Stufendicken und die Legierungs-
zusammensetzung der beiden Metalle ist in den Tabellen B.1, B.2 und B.3 im Anhang
zusammengefasst. Sämtliche Transmissionsmessungen der Messreihe sind bei einer Maxi-
malenergie von 140 keV durchgeführt worden. Die verwendete Röntgenröhre besitzt ein
Target aus Wolfram, sowie ein Röhrenaustrittsfenster aus Beryllium mit unbekannter Dicke.
Der Röntgendetektor ist vom Typ ”Perkin Elmer XRD 0820“ (Datenblatt Ref. [79]). Es
handelt sich um einen indirekt konvertierenden Detektor mit dem Szintillationsmaterial
Gadolinium Oxysulfid (Gadox), welches in Pulverform eingebracht ist. Deshalb wird für
die Schätzung der Detektorantwortfunktion mit einer reduzierten Dichte von 5,00 g cm−3

(statt 7,40 g cm−3) gerechnet61. Die Dicke der Pulverschicht ist mit 0,20 mm angegeben.
60 Die Bachelorarbeit wurde vom Autor gestellt und betreut.
61 Die reduzierte Diche entspricht einer geschätzten Packungsdichte von 68 %
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Um einen möglichen Einfluss durch Röntgenstreustrahlung im Experiment zu vermeiden
sind sämtliche Transmissionsmessungen dieser Messreihe mit einem zwischen Röntgenröhre
und Stufenkeil verbauten Kollimator sowie mit einem möglichst großen Objekt-zu-Detektor
Abstand gemessen worden. In Ref. [6] ist ein Vergleich verschiedener Messgeometrien ge-
zeigt. Die beschriebene Vorgehensweise ist diejenige, welche dem geringsten Einfluss durch
Streustrahlung erwarten lässt62. Jedes Transmissionsexperiment ist einzeln durchgeführt
worden.
Damit eine Validierung möglich wird, ist die Messreihe mit verschiedenen quellseitig ver-
bauten Röntgenfiltern wiederholt worden. Die verwendeten Filter bestehen jeweils aus
Reinstmaterial und sind mit wohlbekannter Dicke gefertigt. Insgesamt sind fünf Filter
verwendet worden: Al 1,00 mm, Cu 0,25 mm und 2,00 mm sowie Ti 0,25 mm und 0,89 mm.
Für die folgenden Rechnungen der Filterabsorption wird angenommen, dass das Absorpti-
onsverhalten dieser Filter exakt mittels der tabellierten Schwächungskoeffizienten (Ref. [87])
und dem Lambert-Beerschen Gesetz vorhergesagt werden kann.

Zur Wahl des Initialspektrums:
Die Wahl des Initialspektrums ist je nach Umfang der Vorabinformation über ein CT-
System unterschiedlich gut möglich. Es wurde bereits vorausgesetzt, dass die maximale
Röntgenenergie grundsätzlich bekannt ist, im Folgenden 140 keV. Man kann davon ausge-
hen, dass zumindest das Targetmaterial der Röntgenröhre und damit die Lage der cha-
rakteristischen Linien bekannt ist. Die Erfahrung zeigt, dass die exakte Röhrengeometrie
(Anodenwinkel, Austrittsfenster) bei kommerziellen Systemen nicht bekannt ist. Ähnliches
gilt für den konkreten Schichtaufbau der (indirekten) Detektoren. Wobei zumindest das
Szintillationsmaterial (ohne dessen tatsächliche Dichte) als bekannt angenommen werden
kann. Mit dieser Information kann man verschieden aufwändige Initialspektren konstruieren.
Im Folgenden werden drei verschiedene Initialspektren und die damit erzielten Ergebnisse
verglichen. Dazu wurde jeweils dieselbe Detektorantwortfunktion als ”reine“ Gadox Ab-
sorptionseffizienz modelliert, wie in Abb. 2.6 dargestellt, und mit einer der drei folgenden
Quellspektrumsschätzungen multipliziert.

1. MC-Simulation: Ein Röntgenquellspektrum, welches mittels ”ROSI“ Ref. [41] für ein
Target in Reflexionsgeometrie erzeugt wurde.

2. TBC-Modell (Tucker Barnes Spektren-Modell): Ein Röntgenquellspektrum, welches
mittels des semi-empirischen Modells nach Tucker et al. [98] berechnet wurde (Imple-
mentierung aus Scorpius XLab®).

62 Ein Kollimator zwischen Objekt und Detektor wäre eine optimalere Alternative zu diesem Aufbau,
konnte an dem gegebenen CT-System aus mechanischen Gründen jedoch nicht realisiert werden.
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3. sin-Funktion: Als einfache Abschätzung eines Quellspekrtums dient die Funktion

s(E, Emax) = I0 sin
(

E

Emax
π

)
+

∑
i=char. Linien

Iiδ(E − Ei) für 0 ≤ E ≤ Emax.

Wobei die Intensitäten der charakteristischen Linien gemäß den relativen Peakhöhen
wie sie z.B. in Ref. [97] tabelliert sind verteilt werden. Es werden nur die Kα1 und
die Kβ1 Linie verwendet. Diese Abschätzung eines Röntgenquellspektrums sei als
Testfall für eine schlechte Wahl verstanden.

Die Gadox-Detektorantwort enthält vor allem die, in den Ergebnissen prominent auftreten-
de Absorptionskante bei etwa 50 keV (bringt diese also als ”Vorwissen in die Initialschätzung
ein“). Ähnlich verhält es sich mit den charakteristischen Linien, welche in den drei S(E) ent-
halten sind. Abb. 4.4 zeigt die Ergebnisse einer Spektrenschätzung für die drei verschiedenen
Varianten des Startspektums.

Die integrale Intensität der drei Ergebnisse ist identisch. Das ergibt sich dadurch, dass
die Transmissionslänge Null im SSP vorhanden war. Der Iterationsschritt für die entspre-
chende Zeile des SSP stellt eine Normierung bezüglich I0 her. Man beobachtet, dass das
EM-Verfahren für alle drei Initialspektren in eine ähnliche Lösung konvergiert ist, die noch
genauer betrachtet wird:
Zwischen 20 keV und 40 keV ergibt sich ein lokales Intensitätsmaximum, welches nicht in
dieser Ausprägung in den erwarteten Quellspektren vorhanden ist. Es kann erklärt werden,
wenn man berücksichtigt, dass der Szintillator in diesem Energiebereich hohe Effizienz
hat. Es ist also die Ausprägung von R(E) im Systemspektrum. Bemerkenswert ist die
Beobachtung, dass dieses lokale Maximum mit nur geringer Abweichung in Form und
Intensität im Ergebnis aller drei Schätzungen auftritt. Die Dämpfung der Intensität bei
Energien kleiner 15 keV ist mittels der Eigenabsorption des Targets und der Absorption
des Austrittsfensters zu erklären und wird in jeder Schätzung identisch wiedergegeben.
Die Absorptionskante des Gadox bei 50 keV korrespondiert mit dem entsprechenden In-
tensitätssprung in den Systemspektren. Die Höhe dieses Intensitätssprunges ist nahezu
identisch bei den beiden realistischeren Initialspektren. Das Ergebnis aus der sin-Funktion
zeigt an dieser Absorptionskante und auch an der Absorptionskante des Wolframs bei
70 keV Unterschiede. Die charakteristischen Linien sind in allen drei Spektrenschätzungen
verschieden ausgeprägt. Dabei kann man beobachten, dass sich die relative Höhe der
Linien zum Bremsspektrum (bzw. dem was in D(E) als Kontinuum bleibt) kaum mit der
Iterationszahl ändert63. Für E > 80 keV flacht das Spektrum bis zur Maximalenergie hin ab.
Das ist in allen drei Schätzungen ähnlich wiedergegeben. Es zeigt sich in diesem Energiebe-
63 Man kann in einem Test durch Weglassen der charakteristischen Linien, hingegen feststellen, dass

deren Intensität in den Ergebnissen der Spektrenschätzung dennoch auftritt. Es ergibt sich dann im
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Abb. 4.4.: Einfluss des Initialspektrums auf das Ergebnis des EM-Verfahrens. Die durch-
gezogenen Linien zeigen das Ergebnis des EM-Verfahrens nach 400 Iterations-
schritten. Die gestrichelten Linien stellen jeweils die initialen Quellspektren
dar (ohne R(E)). Es wurden drei verschiedene initiale Quellspektren gewählt
und jeweils mit derselben initialen Detektorantwort eines Gadox-Szintillators
multipliziert. Das als TBC-Modell bezeichnete Spektrum ist nach dem semi-
empirischen Tucker-Barnes Modell für Wolfram-Target Röntgenröhren berech-
net, Ref. [98]. Das als MC-Modell bezeichnete Spektrum stammt aus einer
Monte-Carlo Simulation einer Röntgenröhre mit Wolframtarget in Reflexions-
geometrie; durchgeführt mit dem Simulationsprogramm ”ROSI“, Ref. [41]. Die
sin-Funktion (mit addierten charakteristischen Linien) ist der (fiktive) Testfall
für sehr wenig Vorabinformation.
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reich, dass die MC-Startschätzung am besten mit dem empirischen Ergebnis übereinstimmt.

Dasselbe EM-Lösungsverfahren ist auch bezüglich anderer Problemstellungen angewen-
det bzw. gefunden worden (Ref. [69] zur Rekonstruktion von Emissionstomographie) und
dafür bekannt, dass es hinsichtlich der Initialschätzung schwierig anzuwenden ist [74].
Für die Anwendung für das SSP kann man, entgegen Ref. [74], festhalten, dass es keine
große Schwierigkeit ist, ein Initialspektrum festzulegen. Notwendig ist, dass sämtliche
Absorptionskanten und charakteristische Linien in der Initialschätzung vorhanden sind64.
Das liegt daran, dass EM-Verfahren allgemein keine hochfrequenten Anteile in der Lösung

”erzeugen“. Der entsprechende Test bezüglich des SSP ist hier nicht aufgeführt, kann aber
in Ref. [73] nachvollzogen werden65. Die Form und Intensität des Kontinuums, welches
hier nicht nur von der Targetgeometrie sondern auch wesentlich vom Szintillator (letztlich
sogar dessen optischer Eigenschaften) abhängt, führt, wie hier gezeigt, nicht zu verschie-
denen Ergebnissystemspektren, wenn sie im Initialspektrum verschieden gewählt wurde.
Demzufolge ist die Wahl eines Initialspektrums unkritisch bezüglich der Lösung SSP: das
EM-Verfahren konvergiert jeweils in eine ähnliche Lösung.

Zur Validierung der Ergebnisse:
Ob die besprochene Lösung auch korrekt ist kann nicht einfach geprüft werden. Im Rahmen
dieser Arbeit konnte keine komplementäre Methode angewendet werden, um D(E) zu be-
stimmen. Demzufolge bleibt nur ein indirekter Test zur experimentellen Validierung, indem
eine wohlbekannte Veränderung an D(E) vorgenommen und mittels des EM-Verfahrens
nachgewiesen wird. Dazu wird der Einfluss eines wohlbekannten Röntgenfilters auf ein
Systemspektrum untersucht. Im Folgenden dient das Systemspektrum, welches mit der
MC-Initialschätzung generiert wurde (siehe Abb. 4.4), als Validierungsgrundlage. Dieses,
ohne Röntgenfilter, bestimmte Spektrum wird mit den Transmissionsfunktionen TFilter(E)
für die fünf verschiedenen Röntgenfilter der Messreihe multipliziert und anschließend mit
den Ergebnissen verglichen, die sich aus den Messdaten mit Röntgenfilter ergeben (Abb. 4.6).

In Abb. 4.6 ist das Ergebnis für den Ti-Filter mit 0,25 mm Dicke dargestellt. Die Schwer-
punktenergie ist eine Maßzahl, um die von den Filtern verursachte Strahlaufhärtung zu
beobachten. Anhand der mittels EM-Verfahren bestimmten Verschiebung der Schwerpunk-

entsprechenden Energiebereich ein lokales Maximum, welches aber um ein Vielfaches weniger scharf ist,
als die char. Linien.

64 Nachdem zumindest das Szintillatormaterial (bei indirekt konvertierenden Detektoren) und das
Röhrentargetmaterial meist bekannt sind, kann man die entsprechenden Kanten und Linien der Literatur
entnehmen. Der Anwendbarkeit des Verfahrens schadet diese Notwendigkeit also nicht.

65 Die Beobachtung bezüglich der nicht gut wiedergegebenen Wolframabsorptionskante (gemeint ist der
Sprung direkt rechts der K-Linien bei etwa 70 keV) bei dem Intialspektrum mit sin-Funktion deutet das
auch an.
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Abb. 4.5.: Ergebnisse der Spektrenschätzung für eine Messreihe mit verschiedenen
Röntgenquellfiltern. Die vertikalen, gestrichelten Linien markieren jeweils
die Schwerpunktenergie des zugehörigen Systemspektrums. Man beobachtet
die erwartete Aufhärtung der Röntgenquellspektren, welche sich in die hier
empirisch bestimmten Systemsprektren fortsetzt. Die Schwerpuntkenergien
bzw. deren Verschiebung durch Aufhärtung sind in Tab. 4.1 zusammengefasst.

tenergie, im Vergleich zur theoretischen Erwartung, kann die experimentelle Validierung
für die Filterserie durchgeführt werden.

Tab. 4.1.: Verschiebung der Schwerpunktenergien durch den Einsatz von Röntgenfiltern
in keV.

Intitialspektrum Filtermaterial
Dicke in mm

Al
1,00

Cu
0,25

Cu
2,00

Ti
0,25

Ti
0,89

MC-Modell
D(E)ohne Filter · TFilter(E) 4,0 14,9 23,8 6,7 18,5
D(E)mit Filter 5,9 17,7 39,0 8,2 15,3
Absolutdifferenz 1,9 2,8 15,2 1,5 3,2

TBC-Modell
D(E)ohne Filter · TFilter(E) 4,1 15,0 24,0 6,8 18,5
D(E)mit Filter 5,8 17,8 39,0 8,1 15,4
Absolutdifferenz 1,7 2,8 15,0 1,3 3,1

Tabelle 4.1 listet die entsprechenden Verschiebungen der Schwerpunktenergien. Dazu wird
zusätzlich geprüft, ob sich eine Abhängigkeit bezüglich des Initialspektrums beobachten
lässt (bezüglich der beiden realistischen Quellspektrenmodelle). Bezüglich der Verschiebung
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Abb. 4.6.: Experimentelle Validierung eines EM-Ergebnisses. Indem ein durch einen
Röntgenfilter aufgehärtetes Systemspektrum auf zwei verschiedenen Wegen
bestimmt wird, kann ein quantitativer Vergleich gezogen werden. Der Graph
zeigt das Systemspektrum mit MC-Initialspektrum aus Abb. 4.4 welches durch
Multiplikation mit der Transmissionsfunktion eines 0,25 mm dicken Titanfil-
ters aufgehärtet wurde. Dadurch kann ein direkter quantitativer Vergleich
zu dem Systemspektrum vorgenommen werden, welches durch einen an der
Röntgenröhre angebrachten Ti-Filter aufgehärtet wurde. Die rote, gestrichelte
Linie unten zeigt die relative Abweichung der beiden Spektren.
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der Schwerpunktenergie stellt man keine wesentlichen Unterschiede zwischen den verschie-
denen Initialspektren fest. Das deckt sich mit der Beobachtung aus letzten Abschnitt. Mit
Ausnahme der 2 mm Cu-Filter Messung ist die Verschiebung der Schwerpunktenergie jeweils
bis auf wenige keV genau wiedergegeben. Das ist im Sinne einer experimentellen Validierung
des EM-Verfahrens ein gutes Ergebnis, wenn man gegenüberstellt, dass die Energieabtast-
breite 1 keV war und die Methode an sich keinen Zugang zur Angabe einer Energieauflösung
bietet. Die größere Abweichung bei 2 mm Cu-Filter lässt sich damit begründen, dass die
zugrundeliegenden Transmissionsmessungen wegen sehr kleiner Primärintensität bereits
stark Fehlerbehaftet sind. Dieser Filter absorbiert viel Intensität und die Röntgenröhre des
verwendeten CT-Systems wurde bereits am Leistungslimit betrieben.

Spektrenschätzung aus MC-simulierten Transmissionsdaten und weitere
Fehlerbetrachtung

In realen Messdaten ist grundsätzlich Quantenrauschen sowie Rauschen aus anderen Rausch-
quellen, wie etwa der Detektorelektronik, enthalten. Demzufolge muss das EM-Verfahren
auch darauf hin untersucht werden, wie sich die stochastischen Fehler der Transmissi-
onsmessungen in das Ergebnis fortpflanzen. Eine solche Fehlerbetrachung wird in diesem
Abschnitt an einem Beispiel durchgeführt. Dazu soll auch die Möglichkeit bestehen, einen
systematischen Fehler zu erkennen. Weil es sich um ein ML-Verfahren hadelt, benötigt man
eine Initialschätzung. Es ist nicht ausgeschlossen, dass auch unter idealen Bedingungen
(”gute“ Messdaten und ”korrekte“ Initialschätzung) ein systematischer Fehler entsteht.
Um ideale Testdaten zu erhalten wird in diesem Abschnitt auf eine Reihe von MC Si-
mulationen zurückgegriffen. Dazu sind die Stufenkeile aus Aluminium und Eisen (in der
Simulation als Reinstmaterial) mit dem MC-Simulationsprogramm ”ROSI“ modelliert
worden. Die Stufendicken sind Tab. B.3 zu entnehmen. Die beiden Keile sind auf einem
virtuellen Flachbilddetektor 90° zueinander gedreht abgebildet, siehe Abb. 4.7. Der Flach-
bilddetektor ist als idealer energieintegrierender Detektor mit 256× 256 Pixeln ausgeführt.
Jede der 162 = 256 Transmissionsmessungen wird auf einen Bereich von etwa 10×10 Pixeln
abgebildet. Nachdem der virtuelle Detektor fehlerfrei ist, bedeutet das, dass jedes Transmis-
sionsexperiment in einer einzelnen simulierten Radiographie 100 mal durgeführt wurde. Die
MC-Simulation ist mehrfach durchgeführt worden. Dabei ist die Zahl der Primärphotonen
variiert, um verschieden stark ausgeprägtes Quantenrauschen in den Radiographien zu
erhalten. Nachdem es sich um einen idealen MC-simulierten Detektor handelt, kommt
tatsächlich nur Quantenrauschen vor. Anstelle der simulierten Photonenzahl wird das
SNR im ungeschwächten Bereich angegeben, um die verschieden starken Rauschanteile
zu quantifizieren, weil diese Maßzahl auch aus realen Messdaten leicht ermittelt werden
kann. Das SNR im ungeschwächten Bereich ist das maximal mögliche SNR der jeweiligen
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Abb. 4.7.: Die Abbildung zeigt die Radiographie aus einer MC-Simulation (durchgeführt
mit dem Simulationsprogramm ”ROSI“, Ref. [41]) und Linienprofile. Hier
wurde ein idealer energieintegrierender Detektor (jedes Photon deponiert seine
gesamte Energie im Detektorpixel auf den es trifft) simuliert. Im Anhang
(Abb. B.9) ist zum Vergleich eine Radiographie mit einem realistischeren
energieintegrierenden Detektor gezeigt (jedes Photon deponiert die Energie
welche im Szintillator in optische Photonen umgewandelt wird).

Radiographie.
Für die virtuelle Röntgenquelle ist ein Wolframanoden-Spektrum SW,300 keV(E) mit einer
Maximalenergie von 300 keV gewählt worden. Das verwendete Spektrum stammt aus einer
früheren MC-Simulation. Damit ist D(E) = SW,300 keV(E) · E, also die Lösung des SSP,
bekannt. Dabei wurde eingesetzt, dass für einen idealen energieintegrierenden Detektor
R(E) = E gilt.
Abb. 4.7 zeigt eine MC-simulierte Radiographie sowie Profillinien entlang der Keilstufen.

Mittels des Bootstrapping-Verfahrens (gemeint ist die Resampling Methode, wie sie von
Efron in Ref. [29] publiziert wurde) kann eine Fehlerabschätzung des Systemspektrums
durchgeführt werden. Das Verfahren funktioniert hier so: Aus den jeweils 100 Realisierungen
der 256 verschiedenen Transmissionsexperimente werden randomisiert66 sehr viele verschie-
dene Realisierungen der 256 Transmissionsexperimente erzeugt (hier 3 · 106) und jeweils ein
Systemspektrum bezüglich jeder der Realisierungen bestimmt. Die Menge der Ergebnisse
für jedes Energiebin ist jeweils näherungsweise Normalverteilt67. Als Abschätzung der

66 Hier immer: Ziehen mit Zurücklegen.
67 Das ist eine Eigenschaft der Bootstrapping-Methode. Das folgt letztlich aus dem Gesetz der großen

Zahlen.
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stochastischen Fehler ist die Standardabweichung aller Ergebnisse verwendet. Das Ergebnis
der Spektrenschätzung ist das arithmetische Mittel aller einzelen Spektrenschätzungen.
In Abb. 4.8 ist das Ergebnis der Spektrenschätzung, gemeinsam mit der Fehlerabschätzung
aus dem Bootstrapping und der tatsächlichen Lösung dargestellt. Alle Initialspektren (auch
die für die einzelnen Bootstrappingschritte) waren identisch. Es wurde hier jeweils die
Lösung als Initialspektrum gewählt. Aus dem oben vorgestellten Verfahren zur Parame-
terwahl folgt, dass die Transmissionsmessungen mit kleiner Absorption signifikanter für
das Ergebnis sind. Um die Auswirkung dessen auf die Ergebnisse beobachten zu können
ist die Spektrenschätzung und Fehlerbetrachtung einmal mit und einmal ohne die signi-
fikantesten Transimssionsmessungen durchgeführt worden (”ausgedünnter Datensatz“).
Dadurch kann obiges Verfahren zur Parameterwahl nochmals überprüft werden. Dazu sind
alle Transmissionsmessungen aus dem Datensatz ausgeschlossen, welche nur ein Material
haben oder deren summierte Transmissionslänge kleiner als 6 mm ist. Beide Ergebnisse
sind gemeinsam in Abb. 4.8 dargestellt. Man beobachtet, dass das Fehlerintervall für
den ausgedünnten Datensatz im Bereich zwischen 40 keV und 140 keV größer wird. Ein
ähnliches Bild ergibt der Vergleich zwischen Schätzungen aus Radiographien verschiedem
SNR. Erwartungsgemäß beobachtet man, dass das Fehlerintervall kleiner wird, wenn die
Radiographie weniger Rauschanteil hatte.
Man stellt jedoch auch fest, dass es zwischen der Lösung und der Spektrenschätzung
Abweichungen gibt, die größer sind als durch die Fehlerabschätzung erklärbar. Es gibt
also eine systematische Abweichung zwischen dem Ergebnis der Spektrenschätzung und
der tatsächlichen Lösung. Wobei die größten hier auftretenden Abweichungen bei 90 keV
relativ etwa 10 % betragen.

Die systematischen Abweichungen können zwei Ursachen haben. Zum einen kann man
nicht völlig ausschließen, dass die MC Simulation einen Fehler enthält. Es gibt eine Reihe
von mehr oder weniger gut steuerbaren Approximationen, die ein solches Simulations-
werkzeug verwendet. Im Hinblick auf die Simulation von CT-Systemen mit Primärenergie
< 10 MeV haben Kiunke et al. einen Vergleich der beiden MC-Werkzeuge ROSI und Geant4
vorgenommen (Ref. [60]) und kommen zu dem Schluss, dass die Ergebnisse weitestgehend
vergleichbar sind. Es können sich allerdings Unterschiede durch die verwendeten Materi-
aldatenbanken ergeben, vor allem wenn die Röntgenstreueffekte einzeln betrachtet werden68.
Die Implementierung in sämtlichen Details zu prüfen kann für diese Arbeit nicht gewährleistet
werden. Ein vergleichbarer Test unter Verwendung von Transmissionsdaten aus einer ana-
lytischen Simulation (durchgeführt mit Scorpius XLab®) ohne Rauschanteil zeigt keine
systematische Abweichung die sich nicht durch Rundungsfehler erklären ließe (Ref. [6]).

68 Hier wurden letztlich dieselben Materialdatenbanken die Kiunke et al. [60] verglichen haben für die
Implementierung des EM-Verfahrens verwendet. Hier allerdings die Implementierung aus Ref. [87]
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Zum anderen war die Iterationszahl hier recht hoch gewählt (400 Iterationen), sodass es
möglich ist, dass das EM-Verfahren wegen numerischer Unzulänglichkeiten divergiert ist.
Letztgenannter Fehler konnte durch eine systematische Untersuchung für kleinere und
größere Iterationszahlen jedoch ausgeschlossen werden. Es liegt keine Abhängigkeit von
der Iterationszahl vor. Konkret getestet wurden Iterationszahlen zwischen 90 und 600.
Ohne den Ursprung des systematischen Fehlers restlos aufklären zu können, kann man fest-
halten: Bezüglich der für diesen Abschnitt interessierenden Frage nach den stochastischen
Fehlern, deren Ausprägung auch eine Aussage über die Stabilität des EM-Verfahrens an
sich enthält lässt sich feststellen: Die Fortpflanzung des Quanten- bzw. Detektorrauschens
in das Ergebnis einer Spektrenschätzung führt im Rahmen realistischer SNR(I0) Werte
zu mittleren, stochastisch bedingten Fehlern von wenigen Prozent. Insbesondere wenn
Flächendetektoren eingesetzt werden kann durch Mittelwertbildung über benachbarte Pixel,
die zum selben Transmissionsexperiment gehören, das SNR maximiert werden, sodass das
SSP für typische CT-Systeme mittels dem EM-Verfahren lösbar ist.
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Abb. 4.8.: Bootstrapping basierte Fehlerabschätzung für die Spektrenschätzung aus ver-
schiedenartigen Transmissionsdaten. Die Grafik oben zeigt das Ergebnis für
eine Radiographie mit SNR(I0) = 65 für zwei verschiedene Parameterwahlen
des SSP. Blau dargestellt (mit Fehlerintervall breit gestrichelt) ist das Ergebnis
welches aus der vollen Datenmenge (256 Transmissionsmessungen) erzeugt
wurde. Grün dargestellt (mit Fehlerintervall klein gestrichelt) ist die Spek-
trenschätzung aus einer Transmissionsdatenmenge, bei der die signifikantesten
Transmissionsmessungen fehlen. Also das Ergebnis nach einer schlechten Pa-
rameterwahl. Die untere Grafik zeigt die Spektrenschätzung aus der vollen
Datenmenge bei wenig Rauschanteil in der Radiographie sowie die zugehörige
Fehlerabschätzung.
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Spektrenschätzung aus Messdaten mit einer Röntgenkamera

Dieser Abschnitt zeigt zwei Spektrenschätzungen für ein CT-System mit einer Röntgen-
kamera vom Typ ”Xeye 2020“ [86] mit CsI-Szintillator (Caesiumiodit ). Die beiden hier
erzeugten Systemspektren werden im folgenden Abschnitt zur Durchführung kalibrierter
Simulationen verwendet. Beide Spektrenschätzungen sind mit derselben Röntgenröhre
mit Wolframtarget und Beschleunigungsspannung 100 kV durchgeführt worden. Für eine
der beiden Spektrenschätzungen wurde ein 0,30 mm Kupferfilter an der Röntgenquelle
eingesetzt. In Abb. 4.9 (bzw. Abb. B.4) ist die Radiographie der Stufenkeil-Kombination
sowie die Menge der verwendeten Intensitäten welche für die Spektrenmessung verwendet
wurden dargestellt. Die Parameterwahl des SSP für diese Spekrenschätzung ist: 100 keV
abgetastet mit 1 keV breiten Energiebins; Transmissionsmessungen an den 90° zueinander
verdrehten Stufenkeilen aus POM und Al.

Geometriebedingt konnte nur ein Teil der Stufenkeil-Kombination in einer einzelnen
Radiographie abgebildet werden (die letztlich verwendeten 13× 13 Kombinationen). Wie
oben beobachtet tragen die Transmissionsmessungen bei großer Absorption nur wenig zur
Kondition des SSP bei, deshalb sind diese Messungen hier nicht mittels einer weiteren
Radiographie bestimmt und dem Datensatz hinzugefügt worden.

In Abb. 4.10 sind die Ergebnisse der beiden Spektrenschätzungen nach jeweils 120 Itera-
tionen dargestellt. Das Initialspektrum, erzeugt mittels einer MC Simulation für S(E) und
der CsI-Charakteristik für D(E), hat relativ breite charakteristische Linien die sich ähnlich
auch in das Ergebnis fortpflanzen. Hätte man ein S(E) mit höherer Energieauflösung
(sodass die Linien aufspalten) gewählt, hätte sich das entsprechend in das Ergebnis des
EM-Verfahrens fortgepflanzt69. Die Wahl, wie hier geschehen, die Linien der Kα- und Kβ-
Serie zusammenzufassen soll vermeiden, dass eine Energieauflösung in den Systemspektren
auftritt, die gar nicht erreichbar bzw. realistisch ist70.

Es sei an dieser Stelle noch ein Test eingeführt der aufzeigen kann, ob eine Spek-
trenschätzung korrekt konvergiert ist. Der Test soll für solche Fälle, wie hier, tauglich sein,
wo außer der Transmissionen keine weiteren Daten vorliegen. Dazu kann man betrachten,
wie sich die Lösung des SSP zu den Messdaten verhält. Zweckmäßig ist dabei der Vergleich
mit dem Initialspektrum. In Abb. 4.11 sind dazu alle mittels in Glg. 4.4 berechneten
Intensitäten gegen die gemessenen Intensitäten aufgetragen, jeweils für das Initialspektrum
und für das Ergebnis71. Das Ergebnis der Spektrumsschätzung ist genau dann im Einklang

69 So wie es teilweise in den übrigen Spektren dieses Abschnittes zu sehen ist.
70 Letztlich ist die erreichbare Energieauflösung des EM-Verfahrens nicht einfach bestimmbar bzw. muss

eine Funktion des Initialspektrums sein.
71 Es handelt sich also um eine einfache ”Einsetzprobe“ in ein lin. Gleichungssystem.
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Abb. 4.9.: Die Radiographie (links) zeigt zwei um 90° zueinander verdrehte Stufenkeile.
In horizontaler Richtung (grüner Pfeil) nimmt die Stufendicke des Aluminium-
Keils zu; in vertikaler Richtung die Dicke des POM-Keils (oranger Pfeil). In der
rechten Grafik sind die Intensitäten der 169 einzelnen Transmissionsmessungen
(jeweils 13 Dicken pro Material bzw. Keil) als Funktion der summierten Mate-
rialdicke dargestellt. Um die Intensitäten zu bestimmen, wurde jeweils über
einen 25× 25 Pixel großen Bereich der Radiographie gemittelt. Die verschie-
denfarbigen Markierungen der linken und rechten Graphik markieren jeweils
dieselben Transimissionsmessungen. Ein aus dem Rauschen abgeschätzter Feh-
ler der Intensitätsmessung wäre deutlich kleiner als die Symbolgröße. Die hier
gezeigten Daten sind mit einer Röntgenkamera vom Typ Xeye aufgenommen,
die Beschleunigungsspannung der Röntgenröhre war 100 kV und es wurde
kein Röntgenfilter verwendet. In selber Konfiguration mit einem 0,30 mm di-
cken Röntgenfilter aus Kupfer wurde eine zweite Messung durchgeführt, siehe
Anhang B.2 Abb. B.4.
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Abb. 4.10.: Ergebnis zweier Spektrenschätzungen nach 120 Iterationsschritten. Die Sys-
temspektren sind für die Darstellung jeweils so normiert, dass ihre Gesam-
tintensität Eins ist. Die beiden Systemspektren für 100 keV ohne und mit
0,30 mm dicken Cu-Filter, sind aus Stufenkeilmessungen einer CT-Anlage mit
einer Röntgenkamera vom Typ XEye und einer Röntgenröhre mit Wolfram-
target durchgeführt worden (siehe auch Abb. 4.9 bzw. B.4). Die verwendete
Initialschätzung setzt sich aus einer MC-Simulation für S(E) und aus einer
Schätzung der Szintillatoreffizienz (wie in Abb. 2.6 für einen CsI-Szintillator
gezeigt) für R(E) zusammen. Die Linienbreite der charakteristischen Strah-
lung ist bereits in der Initialschätzung sehr groß, die hier auftretenden Linien
enthalten die Summe der Intensitäten der Kα- und Kβ-Linien. Die verti-
kalen, gestrichelten Linien markieren die Schwerpunktenergien der beiden
Systemspektren.
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Abb. 4.11.: Lokales Residuum der Transmissionsmessungen. Das Streudiagramm zeigt die
Transmissionsintensitäten, welche sich mittels Gleichung 4.3 berechnen lassen
als Funktion der zugehörigen, durch Messung bestimmten, Intensitäten. Die
Kreise entsprechen dem Ergebnis, welches sich aus der Initialschätzung (siehe
Abb. 4.10) ergibt. Die Rauten zeigen das Ergebnis der Spektrenschätzung
nach 120 Iterationsschritten. Eine ideale Lösung, bezüglich der gemessenen
Datenpunkte, des SSP ist erreicht, wenn die Punkte entlang der Hauptdiago-
nalen verteilt sind (schwarze Linie). Anhand der Darstellung lässt sich die
Qualität des EM-Ergebnisses beurteilen. Zeigen einzelne Datenpunkte oder
Serien von Datenpunkten (hier nicht der Fall) deutliche Abweichung von der
Diagonalen, so erhält man ein Indiz dafür, dass entweder die Messdaten zu-
einander inkonsistent sind oder die Spektrenschätzung kein gültiges Ergebnis
hat. In diesem Beispiel kann man also erwartungsgemäß festellen, dass die
Initialschätzung nicht zu den Messdaten passt, während das Ergebnis gut mit
den Messdaten in Einklang zu bringen ist.

mit den Messdaten, wenn die Punkte in diesem Streudiagramm entlang der Identität verteilt
sind. Anhand der Darstellung kann man auch ablesen, ob das Ergebnis des EM-Verfahrens
die Messdaten besser ”erklärt“, als die Startschätzung.

4.4. Bewertung der Ergebnisse und Durchführung einer
kalibrierten analytischen Simulation

Ziel der Spektrenschätzung, wie oben beschrieben, ist eine kalibrierte analytische CT-
Simulation zu ermöglichen. Ob dies mit der angewandten Methode erreicht wird, kann
auch anhand der Ergebnisse einer kalibrierten Simulation überprüft werden. Dazu werden
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in diesem Abschnitt zwei kalibrierte CT-Simulationen gezeigt und mit CT-Messungen,
welche mit den entsprechenden CT-System durchgeführt wurden, verglichen.

Das CT-System, für das die folgenden Simulationen kalibriert wurden, ist dasselbe an
dem die Spektrenschätzungen aus Abb. 4.10 durchgeführt wurden.

Kalibrierte Simulation des Testköpers ”Lochplatte“

In Anhang B.2 ist der Testkörper ”Lochplatte“ beschrieben. Es handelt sich um einen
Testkörper, welcher in anderer Größe und anderem Material als Normierungskörper vorge-
schlagen wurde, Ref. [7]. Die Ausführung dieser Lochplatte aus POM und in verkleinertem
Maßstab führt zu einem Testkörper mit insgesamt recht kleiner Röntgenschwächung, für
die beiden Spektren aus Abb. 4.10 erwartet man also kein oder nur sehr wenig Strahl-
aufhärtungsartefakt. Ein Beispiel, bei dem das anders ist, ist der unten gezeigte PVC-
Testkörper. Die CT-Messung und die analytische Simulation sind in Kegelstrahlgeomterie
ausgeführt worden mit einer geometrischen Vergrößerung von 1,9 und einem Objekt-
Detektor-Abstand von 48 cm. Die Tomogramme haben eine Voxelkantenlänge von 53 µm
und sind aus jeweils 800 Projektionen rekonstruiert worden. Die Lochplatte war in Messung
und Simulation so positioniert, dass ihr Normalenvektor mit dem Normalenvektor der
Rotationsachse zusammenfällt. Die Simulation ist, abgesehen von den verwendeten Sys-
temspektren, idealisiert ausgeführt worden, d.h. keine Simulation von Rauschen, Streuung
und Geometriefehlern (insbesondere ein punktförmiger Brennfleck). In Abb. 4.12 sind
die Tomogramme der beiden CT-Messungen (mit und ohne Cu-Filter) sowie der beiden
kalibrierten Simulationen dargestellt.

Alle vier Tomogramme wurden mit derselben gefilterten Rückprojektion berechnet. Um
die Verteilung der rekonstruierten, effektiven Schwächungskoeffizienten µCu,Sim

eff , µCu,Mess
eff ,

µSim
eff , µMess

eff von POM beurteilen zu können wertet man das Volumenhistogramm der vier
Tomogramme in der Umgebung des Materialpeaks aus, Abb. 4.12. Dazu sind auch die
Schwerpunkte der Materialpeaks in Abb. 4.12 berechnet. Zum Vergleich finden sich diese
Werte, die relativen Abweichungen jeweils zwischen Messung und Simulation und die
Halbwertsbreiten der Materialpeaks in Tab. 4.2.
Man beobachtet erwartungsgemäß, dass µCu,Sim

eff , µCu,Mess
eff kleiner sind als µSim

eff , µMess
eff . Die

relative Abweichung der Schwerpunkte der Verteilungen betragen 1,2 % für das Cu-Filter
Spektrum und 2,1 % für das nicht aufgehärtete Spektrum. Die beiden Materialpeaks aus
den Simulationen sind den jeweiligen Materialpeaks der Messungen einbeschrieben. Man
liest die Halbwertsbreiten der Materialpeaks ab72.

72 Dabei sei vernachlässigt, dass die Peaks ein wenig schief sind.
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Abb. 4.12.: POM Ausfertigung der ISO-Lochplatte (Kantenlänge 22 mm, Dicke 8 mm,
Lochdurchmesser 2 mm), siehe Anhang B.2 (Abb. B.3). Die Histogramme
wurden jeweils mit 216 Bins auf dem Wertebereich der Tomogramme berechnet.
Für bessere Vergleichbarkeit sind die Histogramme so normiert, dass die
Materialpeaks etwa dieselbe Höhe haben.
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Tab. 4.2.: Vergleich der Materialpeaks für POM aus den Histogrammen in Abb. 4.12.

Tomogramm Schwerpunkt µeff rel. Abweichung Halbwertsbreite µeff
in cm−1 in % in cm−1

kein Filter Simulation 0,339 2,10 0,022
kein Filter Messung 0,332 0,044
Cu-Filter Simulation 0,262 1,20 0,009
Cu-Filter Messung 0,259 0,034

Die Beobachtung, dass die Materialpeaks der idealisierten Simulation nicht ideal dünn
sind, kann durch zwei Effekte erklärt werden. Zum einen erzeugen die numerischen Unge-
nauigkeiten des Rekonstruktionsalgorithmus Rauschen. Diesem Effekt sei hier auch das
Teilvolumenartefakt zugeordnet, welches bei der verwendeten Auflösung bezüglich der
Oberfläche der Lochplatte auftritt (beides ist nicht in der Abbildung dargestellt). Zum
anderen kann man, vor allem bei der Simulation ohne Filterung, eine kleine Rechtsschiefheit
des Materialpeaks ablesen. Diese resultiert aus dem Strahlaufhärtungsartefakt, welches
allerdings sehr klein ausfällt und im Tomogramm (bei der gewählten Fensterung) nicht
erkennbar ist (siehe dazu auch das Tomogramm und Histogramm in Abb. 4.13).
Die Materialpeaks der beiden gemessenen Datensätze sind um das Doppelte bzw. Dreifache
breiter als die jeweiligen Peaks der jeweiligen Simulation. Die Peak-Verbreiterung gegenüber
der Simulation stammt im Wesentlichen aus dem Rauschen der Röntgenprojektionen, wel-
ches sich in das Tomogramm fortpflanzt. Kleinere, zusätzliche Anteile der Verbreiterung
lassen sich durch die Ring-Artefakte sowie durch die nicht ideale Ortsauflösung des CT-
Systems (im Vergleich zur Simulation) erklären.

Kalibrierte Simulation eines PVC-Testkörpers

Eine Kalibration des Systemspektrums wirkt sich in einer analytischen Simulation nicht nur
dadurch aus, dass die Schwächungskoeffizienten korrekt wiedergegeben werden, sondern auch
dadurch, dass der durch Strahlaufhärtung bedingte Teil des Cupping-Artefakts nachgestellt
werden kann. Dazu soll ein zweiter Testköper mit dem oben beschriebenen CT-System
gemessen und entsprechend simuliert werden. Um einen Testkörper zu erhalten, für den
ein Strahlaufhärtungsartefakt zu erwarten ist, kann z.B. auf Metalle (Al) zurückgegriffen
werden. Allerdings dürfen die Testköper dann nicht sonderlich ausgedehnt sein, wenn sie
mit dem 100 keV Spektrum noch durchdrungen werden sollen; oder anders ausgedrückt
man muss ein ”kurzreichweitiges“ Cuppingartefakt erwarten.

Ein Material, welches sich für diesen Test besser eignet, da es eine kleinere Dichte
(1,39 g cm−3) als Aluminium hat aber dennoch eine vergleichbare effektive Atomzahl von
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Zeff = 13,9, ist Polyvinylchlorid (PVC). Abb. 4.13 zeigt Tomogramme eines Quaders aus
PVC sowie den Vergleich der Histogramme und den zwischen Strahlaufhärtungsartefakt in
Messung und Simulation.

Man beobachtet, analog zu der Beobachtung bei dem POM-Testköper, dass die Schwer-
punkte der Materialpeaks nur wenig voneinander abweichen (rel. Abweichung 3,1 %).
Deutlicher ist der Formunterschied der beiden Materialpeaks. Nachdem die Simulation oh-
ne artefakterzeugende Einflüsse durchgeführt wurde, mit Außnahme des Röntgenspektrums
(und kleinerer Effekte wie oben bereits beschrieben), hat der Materialpeak eine asymme-
trische, zu großen Absorptionskoeffizienten hin auslaufende Form. Die Verbreiterung des
Materialpeaks der Messung ist in diesem Beispiel im Wesentlichen durch das Rauschen
gegeben. Ein Einfluss durch Streustrahlung ist nicht ausgeschlossen, kann jedoch in diesem
Energiebereich als ein untergeordneter Effekt angenommen werden. Man beobachtet in den
Linienprofilen entlang der Diagonale der dargestellten Schicht sowohl eine kleine systemati-
sche Verschiebung der Simulation gegenüber der Messung, als auch einen deutlich steileren
Anstieg der Profillinie der Simulation zu den Rändern hin. Letzteres resultiert daher,
dass die Simulation eine ideale Ortsauflösung hat, während die Ortsauflösung und damit
auch die widergabe der Oberfläche in der Messung (hier insbesondere der Ecken) begrenzt
ist73. Sowohl aus dem visuellen Eindruck der Tomogramme, als auch aus dem Verlauf
der Linienprofile kann man zusammenfassend ableiten, dass die kalibrierte Simulation die
strahlaufhärtungsbedingten Artefakte für den PVC-Quader korrekt wiedergibt.

Fazit

Für die beiden hier gezeigten Beispiele einer kalibrierten Simulation sei abschließend
festgehalten, dass

• sich mittels des vorgestellten Kalibrationsverfahrens die Absorptionskoeffizienten in
einer analytischen Simulation bis auf wenige Prozent genau vorhersagen lassen.

• die beobachteten Abweichungen (wenn auch nur wenige Prozent) der Simulation
waren jeweils µSim

eff > µMess
eff . Das ist mutmaßlich darin begründet, dass die Schwer-

punktenergie der Systemspektren aus Abb. 4.10 mit ähnlich kleinem Fehler zu klein
waren.

• das in diesem Kapitel gefundene Verfahren zur Kalibration einer analytischen Simu-
lation hinreichend ist, um Strahlaufhärtungsartefakte in guter Näherung korrekt zu
simulieren.

73 Das Rauschen begünstigt diesen Effekt zusätzlich.
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Abb. 4.13.: Simuliertes und gemessenes Tomogramm eines PVC Quaders 4× 2× 2 cm.
Das Linienprofil (unten rechts) ist jeweils entlang der Diagonale des Quaders
entnommen. Die Volumenhistogramme sind jeweils über das gesamte Tomo-
gramm berechnet und ausschnittsweise im Bereich des Materialpeaks gezeigt.
Für die Darstellung wurden die Peakhöhen jeweils auf Eins normiert. Die
vertikalen gestrichelten Linien markieren die Schwerpunkte der jeweiligen
Verteilung: 0,581 cm−1 für die Messung und 0,599 cm−1 für die Simulation.





5. Entwicklung eines analytischen
Streumodells

In diesem Kapitel wird ein analytisches Streumodell entwickelt. Das Modell wird die
Röntgenstreuung, bestehend aus Compton- und Rayleighstreuung, bis zur zweiten Ordnung
berücksichtigen. Wie bei deterministischen oder analytischen Modellen üblich, sind einige
Annahmen zu treffen. Die Annahmen bzw. Approximationen stellen sicher, dass einfache
analytische Formeln zur Berechnung der Streuintensität gefunden werden können und
dass die algorithmische Umsetzung möglichst effizient gelingt. Der numerische Aufwand
zu Streustrahlberechnung soll möglichst klein sein74. Dazu werde ich einen zusätzlichen
Algorithmus einführen, welcher den numerischen Aufwand für ein bereits bestehendes
analytisches Streusimulationsmodell reduziert. Letzteres ist, zusammen mit der Rausch-
freiheit der analytischen Simulationsdaten, wesentliches Abgrenzungsmerkmal gegenüber
MC-basierten Verfahren.
In Abb. 5.1 ist schematisch dargestellt, welche Strahlenbündel (bzw. -pfade) im Folgenden
modelliert werden. Erste und zweite Ordnung bezeichnen die Zahl der Richtungsänderungen
(Zahl der Streuereignisse) die Photonen eines entsprechenden Strahlenbündels auf ihrem
Weg von Quelle zu Detektorpixel erfahren. Die Modellierung wird von Streuorten Pj im
Objekt ausgehen, anhand derer die Strahlenpfade (vor allem die Streuwinkel) festgelegt
sind. Diese Orte werden im Folgenden als Streuzentren bezeichnet.

74 Ich werde durchgehend von numerischem Aufwand sprechen und nicht von der, in der Informatik
eigentlich gebräuchlichen, Komplexität. Das liegt daran, dass ich dazu nur sehr grobe Abschätzungen
gebe, welche nicht exakt dem entsprechen, was man unter Komplexität versteht.
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Quellpunkt
Detektor

Pj

Primärstrahlung

erste und zweiteOrdnung Streustrahlung

Abb. 5.1.: Schematische Darstellung zum analytischen Streumodell. Die
Röntgenintensität, welche ein Detektorpixel erreicht, ist die Summe
aus drei Anteilen. Als Primärstrahlung wird der Anteil bezeichnet, der direkt
aus der Quelle stammt und im Objekt geschwächt wird. Die Streustrahlung
erster Ordnung entsteht an allen Punkten Pj im Objekt. Sie resultiert in
Richtung und Intensität aus der Primärstrahlung die im Punkt Pj einfällt und
den materialspezifischen Wechselwirkungsquerschnitten. Die Streustrahlung
zweiter Ordnung entsteht dadurch, dass in Pj zusätzlich zur Primärstrahlung
auch Streustrahlung erster Ordnung aus allen anderen Orten im Objekt
einfällt und dort in Richtung Detektor ein zweites Mal gestreut wird.
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5.1. Bestandsaufnahme der Methoden zur Simulation von
Röntgenstreuung

Die exakteste und am besten akzeptierte Methode Röntgenstreustrahlung zu simulieren
ist eine Monte-Carlo-Simulation. Allerdings sind MC-Simulationen für die Simulation der
Röntgenbildgebung, insbesondere von CT-Aufnahmen, wegen der enorm großen Rechen-
zeiten nicht praktikabel. Um mit geringerem numerischen Aufwand Röntgenstreuung zu
simulieren, gibt es grundsätzlich zwei verschiedene Ansätze: hybride Verfahren und rein
analytische Verfahren.

Die Hybride Streusimulation wurde von Freud et al. [37, 38] sowie von Kyriakou et al. [68]
entwickelt und publiziert. Hybride Simulationsmodelle sind zweistufig. Im ersten Schritt
wird eine MC-Simulation mit wenigen Primärphotonen (< 105) durchgeführt. Dabei werden
die Wechselwirkungspfade im Objekt aufgezeichnet und gespeichert. Im zweiten Schritt
wird an jedem Ort, an dem im ersten Schritt ein Streuereignis stattgefunden hat, ein
Streupunkt gesetzt. Man wechselt ins analytische Modell. Es werden in Schritt zwei also
Strahlenbündel modelliert, nicht einzelne Photonen. Jeder Streupunkt wird als im Objekt
liegende Röntgenquelle betrachtet. Jede dieser (Punkt-) Quellen ist eine anisotrop strahlen-
de Röntgenquelle. Aus Schritt eins ist für den jeweiligen Streupunkt bekannt: der Streueffekt
sowie die Richtung und die Energie des am Streupunkt einlaufenden Photons. Daraus lässt
sich, unter Verwendung der analytischen Modelle für Compton- und Rayleighstreuung
unter Berücksichtigung der tabellierten Korrekturfaktoren, die Intensität als Funktion der
Streurichtung berechnen. Dies wird für jede Richtung, in der ein Detektorpixel liegt, getan.
Die Pfadlänge, die ein solcher Strahl im Objekt zurücklegt, wird mit der entsprechen-
den Transmission berücksichtigt. Zusätzlich muss, wie im analytischen Modell nötig, das
quadratische Abstandsgesetz sowie die effektive Pixelfläche berücksichtigt werden. Dieses
hybride Verfahren kann mit Objekten aus mehr als einem Material umgehen. Je nach
Objektgeometrie und Primärphotonenzahl im ersten Schritt ist das Simulationsergebnis
jedoch nicht frei von Rauschen.

Die rein analytischen Streumodelle basieren auf der Beobachtung75, dass in der Bildge-
bung der Streuanteil eines Bildes keine klaren Objektstrukturen, wie z.B. Kanten, aufweist.

75 Die entsprechenden Beobachtungen kann man experimentell machen, indem Radiographien eines
Objektes, bei denen ein Teil des Detektors im Schatten eines Total-Absorbers steht, angefertigt werden.
Der Absorber befindet sich dann vor dem Objekt im Strahlengang, sodass die Intensität, welche in
seinem Schatten detektiert wird, aus der Streustrahlung des beleuchteten Teils des Objektes resultieren
muss. Experimentelle Daten dazu finden sich beispielsweise in Ref. [19]. Man kann die Beobachtung
auch direkt aus MC-Simulationen ablesen.
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Besonders wenn die Röntgenenergien klein sind, bzw. wenn das Objekt nicht sehr nahe am
Detektor steht, sind Streubilder sehr ”verwaschen“. Insofern gibt es drei rein analytische
Methoden zur Abschätzung von Streubildern. Die einfachste Methode verwendet gar keine
Objektinformation. Es wird eine konstante Menge an Streustrahlung angenommen76. Für
medizinische Kegelstrahl-CT beispielsweise ist der Quotient aus Streustrahlenenergie zu
Primärenergie im Bereich von 2 % bis 120 % gefunden77 worden [92]. Unabhängig vom Ort
auf dem virtuellen Detektor wird dieser Wert zu jedem Pixel der simulierten Primärstrahl-
radiographie (Radiographie ohne Streueffekte) addiert. Das Ergebnis ist eine sehr ungenaue
Abschätzung der Streustrahlung, die allerdings die Messung der Schwächungskoeffizienten
korrigiert.
In diesem Zusammenhang sei der in der Medizinphysik übliche Begriff ”Buildup-Faktor“
angemerkt [48]. Dieser wird angewendet, um den streustrahlbedingten Intensitätszuwachs,
welcher sich gegenüber der reinen Extinktion ergibt, zu beschreiben.
Ein weiterer Ansatz ist es Streustrahlung durch eine Faltung der Primärstrahlbilder mit
einem Filter mit Tiefpass-Charakter darzustellen [72, 88]. Das Modell verwendet bezüglich
der Morphologie des Streubildes die Objektinformation, die in der Primärstrahlradiographie
vorhanden ist. Um das Streubild zu berechnen wird ein 2D-Faltungskern berechnet und mit
der Primärstrahlradiographie gefaltet. Der Faltungskern wirkt glättend auf die Primärstrahl-
radiographie. Es sei angemerkt, dass diese Methode mit Blick auf den umgekehrten Zweck
erfunden wurde: Entfaltung streustrahlenbehafteter, gemessener Projektionen. Nachteil
dieses Ansatzes ist, dass die Streuintensitäten nicht von der Reihenfolge der Objekte (bzw.
verschiedener Materialien eines Objektes) im Strahlengang abhängen können, weil diese
Information in der Primärstrahlprojektion nicht vorhanden ist. Die Streuintensität wird
allerdings im Objekt selbst teilweise wieder absorbiert und ist daher durchaus von der
Materialreihenfolge abhängig.

Ein weiteres analytisches Streumodell ist die sogenannte Längenbasierte Streuapproxima-
tion (LBSA). Die LBSA ist bei M. Franz und S. Kasperl in den Ref. [35, 59] beschrieben78.
Die Vorgehensweise für die LBSA ist, knapp zusammengefasst, wie folgt. Man geht da-
von aus, dass das Objekt aus nur einem Material besteht oder es wird ein effektives
Material zur Berechnung der Streustrahlung angenommen. Durch Quellpunkt und eine
Detektorpixelmitte wird eine Gerade definiert. Auf dem Abschnitt dieser Gerade, auf dem
sie das Objekt schneidet, wird ein Punkt definiert, welcher als effektiver Quellpunkt der
Streustrahlung dient. Ausgehend von der Materialinformation und dem Primärspektrum
76 Für diese Methode ist mir keine systematische Untersuchung und Publikation bekannt. Ich kenne sie

aus praktischen Anwendungen.
77 Bei großer Extinktion besteht das detektierte Signal überwiegend aus Streustrahlung.
78 Eine Implementierung der LBSA findet sich in dem Simulationsprogramm Scorpius XLab®.
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wird zu diesem Streustrahl-Quellpunkt die Intensität berechnet, welche den (gesamten)
Detektor erreicht. Die Streuintensität, ebenfalls von Material und Energie abhängig, wird
als kegelförmiges Stahlenbündel modelliert. Der Öffnungswinkel dieses Kegels bestimmt sich
aus den differentiellen Streuquerschnitten für Rayleigh- und Comptonstreuung. Der oben
beschriebenen Geraden wird damit ein kegelförmiges Strahlenbündel zugeordnet, welches
die Streustrahlung repräsentiert, die von den Elementarstreuern entlang der Geraden
ausgeht. Die Kumulation dieser Streustrahlenbündel ergibt das Streubild. Die LBSA ist
prinzipiell für die Modellierung der Streustrahlung erster Ordnung geeignet, wurde jedoch
mittels kleiner Korrekturen im Absorptionsverhalten auch für eine Abschätzung der zweiten
Ordnung angepasst. Die Ergebnisse der LBSA werden in Kap. 5.6 mit dem in dieser Arbeit
entwickelten Modell verglichen.

Ein weiteres analytisches Streumodell, das im Rahmen dieser Arbeit untersucht wird,
entsteht durch eine dreidimensionale Zerlegung des Objektes in kleine Volumenelemente
(meist in Voxel), wobei der Schwerpunkt eines jeden Raumabschnittes effektiver Quellpunkt
für die Röntgenstreustrahlung ist, welche im entsprechenden Raumabschnitt entsteht.
Dieses Modell, welches die Streustrahlung in erster Ordnung modelliert, ist Grundlage für
die Arbeiten in diesem Kapitel, weshalb es in Abschnitt 5.3 genauer beschrieben wird.

5.2. Approximationen und Konstruktionsidee für die
Entwicklung des Streumodelles

Bevor die konkrete Berechnung der Streustrahlung durchgeführt wird, möchte ich die
Approximationen mit den teils pragmatischen Gründen motivieren. Das analytische Streu-
modell soll mit dem Ziel entwickelt werden, die positiven Eigenschaften, die eine analytische
Simulation von der MC-Simulation unterscheidet, zu erhalten. Die wesensgebenden Eigen-
schaften seien hier nochmals genannt:
die Möglichkeit rauschfreie Simulationsergebnisse zu erhalten und der geringere numerische
Aufwand bzw. die deutlich kürzeren Simulationsdauern. Solche Eigenschaften werden nur
erreichbar sein, wenn man die Röntgenphysik in geeigneter Weise approximiert und infolge
dessen auch mit weniger exakten Ergebnissen auskommt als im MC-Modell.

Das hier zu entwickelnde Streumodell soll die Eigenschaften haben,

i dass es die gestreute Intensität analytisch bis zur zweiten Ordnung entwickelt.

ii dass Multi-Material-Objekte simuliert werden können.
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iii dass die Möglichkeit zur Spektren-Kalibration der Simulation erhalten bleibt, wie in
Kapitel 4 gezeigt. Das bedeutet, dass sämtliche Intensitätsintegrale nur vom Produkt
aus dem Quellspektrum und der Detektorantwort abhängen dürfen.

iv dass der numerische Aufwand, respektive die Simulationsdauer, deutlich kleiner
als bei MC-Simulationen ist. Das soll insbesondere dann gelten, wenn eine CT-
Messung im Ganzen simuliert werden soll, das heißt wenn ein kompletter Stapel von
Röntgenprojektionen entlang einer Trajektorie berechnet werden soll.

Mit den Punkten i und ii sind zwei Forderungen genannt, welche jeweils eine Erwei-
terung der LBSA, der faltungsbasierten und der hybriden Verfahren fordern. Mit dem
voxelbasierten Streumodell von Freud et al. [36] ist bereits ein Streumodell erster Ordnung
vorhanden, welches fähig ist Multi-Materialien zu berücksichtigen. Dieses Modell wird
deshalb übernommen, um Streustrahlung in erster Ordnung zu berechnen. Allerdings wird
das Modell im Rahmen dieser Arbeit mit einem neuen Algorithmus und mit zusätzlichen
Möglichkeiten zur geometrischen Approximation erweitert. Das geschieht, um den numeri-
schen Aufwand weiter zu reduzieren und um Forderung iv zu erfüllen.
Die Forderung nach einer besseren Wiedergabe der zweiten Streuordnung ist in Kapitel 2.1.4
begründet. Punkt iii ist eher von pragmatischem Interesse. Ist es auch mit einer Streusimu-
lation möglich die vorgestellte Kalibrationsmethode zu verwenden, gewinnt die Methode an
Relevanz. Wegen des Comptoneffektes ist diese Forderung prinzipiell nicht erfüllbar, denn
das (ein- oder zweifach) gestreute Photon hat eine kleinere Energie als das Primärphoton, es
gilt E′ < E. Es kann demnach keine Rechenvorschrift geben, die analog zur Berechnung der
Primärintensität in Gleichung 2.34 ist. An die Stelle eines Terms der Gestalt D(E) ·W (E),
wobei das Systemspektrum D(E) mit einer Streuwahrscheinlichkeitsfunktion W (E) multi-
pliziert wird, muss also ein Term der Gestalt S(E) ·W (E) ·R(E′(E)) treten. Wobei E′(E)
den Energieübertrag des Comptoneffektes berücksichtigt79 (Glg. 2.13). Dieser Forderung
wird deshalb zunächst keine weitere Beachtung geschenkt. Man kann, als Abschätzung der
Comptonstreustrahlung in einer kalibrierten Streustrahl-Simulation, den Comptoneffekt

”energieerhaltend“ modellieren, indem man einfach den Energieübertrag ignoriert und
den Photonen des gestreuten Strahlenbündels die entsprechende Primärenergie E′ != E

zuordnet. Der dadurch induzierte Fehler ist in Abschnitt 5.8 berechnet.
Punkt iv zielt darauf hin, dass das Wissen über eine zu simulierende Trajektorie im Falle
einer analytischen Simulation in besonderer Weise genutzt werden kann. Durch Speichern
und Wiederverwenden von Zwischenergebnissen (Bildung sogenannter Lookup-Tabellen)

79 Die Abhängigkeit vom Streuwinkel ist hier der Übersichtlichkeit halber weggelassen. Für die Streuung
zweiter Odnung würde gelten: S(E) · W ′(E′(E), W (E)) · R(E′′(E′(E))); allerdings werde ich die zweite
Ordnung nicht strikt von der ersten abhängig modellieren, also W ′(E′(E)) ̸= W ′(E′(E), W (E)).
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lässt sich das realisieren. Das ist bei MC-Verfahren konzeptionsgemäß nicht möglich.

Zur Entwicklung des analytischen Streumodells sind folgende Annahmen bzw. Näherungen
notwendig:

• Geometrische Exaktheit bei der Berechnung der Streustrahlung ist nur begrenzt
nötig. Streustrahlprojektionen enthalten keine scharfen Kanten. Das gilt vor allem in
Aufnahme-Geometrien, in denen das Objekt nicht direkt vor dem Detektor platziert
ist. Es ist nicht nötig scharfe Materialübergänge, z.B. Objektkanten, in der Berechnung
der Streustrahlprojektionen exakt wiederzugeben.

• Die Entwicklung der Streustrahlung bis zur zweiten Ordnung ist notwendig zur
Simulation von CT in Kegelstrahlgeometrie im Energiebereich von 30 keV bis 10 MeV.
Es genügt außerdem Compton- und Rayleigheffekt zu berücksichtigen. Siehe dazu
auch die Abschätzungen in Kap. 2.1.4 und die Untersuchungen in Ref. [96], welche
diese Approximation rechtfertigen.

• Die Streustrahlung erster Ordnung, aus dem sich die zweite Ordnung Streuung
bildet, ist über die Verteilung der Materie um den Streupunkt bestimmbar, und nur
dadurch. Dies impliziert die Annahme, dass in der Umgebung eines Punktes, welcher
Quellpunkt von Streustrahlung zweiter Ordnung ist, dasselbe Primärstrahlspektrum
einfällt, wie an dem Punkt selbst.

Die durch die Näherungen induzierten Fehler werden in Kap. 5.8 untersucht.

Unterteilung des Objektes in Streugebiete und Vorberechnung der
Transmissionslängen

Jeder Punkt eines Objektes, der von der Primärstrahlung erfasst wird, ist Quellpunkt Pj

von Streustrahlung. Die Intensität und Richtungsverteilung der Streustrahlung ist damit
im Allgemeinen eine Funktion der Objektform sowie der Quellposition Q. Um in den
beiden folgenden Kapiteln die Integrale über das Objektvolumen in numerische Integrale
überführen zu können, werde ich an dieser Stelle einige Bezeichnungen sowie die nötigen
Diskretisierungen einführen. Die Vorberechnungen, die dieser Abschnitt einführt, kom-
men ohne Kenntnis einer konkreten CT Trajektorie aus. Vorberechnet werden alle später
benötigten Strahlwege im Objekt. Dadurch wird es möglich, redundante Raytracing Schrit-
te bei der Simulation von Streuprojektionen für eine komplette CT Trajektorie zu vermeiden.

Es sei ein Objekt durch seine Form und Materialzusammensetzung beschrieben. Um
Integrale über das Objektvolumen näherungsweise ausführen zu können, wird das Objekt in
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NS Teilvolumina zerlegt. Für jedes Teilvolumen sei dessen Schwerpunktkoordinate Pj , sein
Volumen Vj , sowie das Material im Punkt Pj bekannt. Man nimmt das Material innerhalb
des Teilvolumens als konstant an. Für das Material in Pj wird der doppelt differenzielle
Streuquerschnitt für Compton- und Rayleighstreuung bestimmt:

dσC
dΩdE

(Pj) und dσR
dΩdE

(Pj). (5.1)

Die Zerlegung ist also durch NS Tupel (Pj , Vj ,
dσC,R
dΩdE ) beschrieben. Für die Zwecke der

analytischen Streusimulation habe ich ein Punktgitter der Form

Pj = ha + kb + lc mit h, k, l ∈ Z und a, b, c ∈ R3, lin. unabhängig (5.2)

verwendet. Dabei sind nur jene h, k, l zugelassen, für die der zugehörige Punkt Pj im
Objektvolumen liegt; die Umgebung des Objektes (Luft) streut in diesem Modell keine
Röntgenstrahlung. Ein Punkt Pj wird im Folgenden als Streupunkt bzw. Streuzentrum
bezeichnet. Ein Streuzentrum repräsentiert alle Elementarstreuer (Atome, Moleküle etc.)
im Volumen der umgebenden Zelle. Für das Punktgitter aus Glg. 5.2 gilt, dass der Betrag
des Spatprodukts gleich dem Zellvolumen ist, also dem Volumen, welches das Streuzentrum
repräsentiert |(a × b) · c| = V . Nachdem die (Elementar-)Zellen eines solchen Punktgitters
immer Spate sind, sind die Pj immer die Schwerpunkte der Zelle80. Bei Streupunkten
nahe der Oberfläche des Objektes kann es vorkommen, dass die Zelle aus dem Objektvolu-
men heraus ragt. In diesem Fall gilt, dass nur das Volumen berücksichtigt wird, welches
im Objekt liegt. Für die Implementierung des Streumodells ist es praktisch, das Tupel
(Pj , vj ,

dσC,R
dΩdE ) statt dem oben genannten zu verwenden. Dabei ist vj = Vj/V ∈ [0, 1] der

einheitenfreie Volumenanteil81.

Zur Berechnung der gestreuten Röntgenintensität ist es nötig die Transmissionslänge,
welche die Strahlenbündel in Materie zurücklegen, zu kennen. Das gilt sowohl für die
Primärstrahlung, also von Q zu allen Pj , als auch für die gestreute Strahlung, also von
allen Pj zu einem Detektorpixel82 D. Es wird (zunächst) nicht unterschieden, ob ein
Streuzentrum Pj in erster oder in zweiter Ordnung Streustrahlung emittiert. Q und D

sind abhängig von der Trajektorie, es wären demnach NSNP (1 + NPixel) solcher Raytra-
cing Schritte nötig (NP ist die Anzahl der Projektionen und NPixel die Pixelzahl). Ein

80 Die Zellen sind über das Voronoi-Diagramm des Punktgitters berechnet. Zu einer Zelle gehören alle
Punkte P ∈ {(h + λ1)a + (k + λ2)b + (l + λ3)c | λ1,2,3 ∈ [−1/2; 1/2[ }

81 vj ist nur bei den oberflächennahen Streuzentren von eins verschieden. Es ist somit effizienter nur die
von eins verschiedenen vj zu speichern als tatsächlich alle Vj zu betrachten.

82 Es gibt natürlich viele Detektorpixel; um die Schreibweise etwas kürzer zu halten verzichte ich hier auf
einen weiteren Index zur Nummerierung der Detektorpixel.
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Beispiel: 10242 Pixel, 800 Projektionen, 800 Streupunkte ergibt ∼ 6,71 · 1011 Raytracing
Schritte. Diese Anzahl von Raytracing Schritten würde die praktische Anwendbarkeit des
Streumodells verhindern, da die Zahl der Rechenschritte (hier sind die Rechenschritte zur
Berechnung der Streuquerschnitte und die Energieintegration noch nicht mitgezählt) in
der Größenordnung von MC-Simulationen liegt, siehe Kap. 2.4.3.
Unter Anwendung der oben genannten Annahme, dass Geometriefehler in gewissem Um-
fang erlaubt sind, kann auch die Längenberechnung approximativ ausgeführt werden.
Dazu wird für jedes Pj das Raytracing für eine Menge von NR radialen Halbgeraden
ausgeführt und das Ergebnis gespeichert. Man wählt eine diskrete Abtastung der Azimut-
und Polarwinkel γk = (ϕk, θk) mit k = 0 . . . NR, sodass die Oberfläche der Einheitssphäre
möglichst homogen abgetastet wird. Homogen sei in diesem Fall gleichbedeutend damit,
dass jeder Strahl denselben Raumwinkel ∆Ωk = 4π/NR aufspannt. Eine solche Abtastung
kann beispielsweise über ein sogenanntes Fibonacci-Gitter erreicht werden83. Diese Art der
Abtastung erfordert, dass NR ungerade gewählt wird. In Abb. 5.2 ist eine solche Abtastung
dargestellt. Eine Untersuchung über die erreichte Homogenität von Kugelabtastungen
mittels des Fibonacci-Gitters findet sich in Ref. [42]. Der dort vorgestellte Algorithmus, in
Python umgesetzt, findet sich in Anhang A.1.

Damit ist sowohl eine Diskretisierung des Objektvolumens, als auch eine Diskretisierung
aller möglichen radial von einem Streupunkt ausgehenden Halbgeraden Hk gewählt. Mittels
dieser Diskretisierungen werden in einem Vorverarbeitungsschritt Daten-Tupel der Form

(Pj , γk, vj ,
dσC,R
dΩdE

, TMat, µMat) (5.3)

berechnet und gespeichert. Dabei bezeichnet TMat := (tMatA
, tMatB

, . . . ) den Vektor der
Transmissionslängen pro Materialklasse auf der Halbgeraden

Hk = Pj + λ · (sin θk cos ϕk, sin θk sin ϕk, cos θk)T λ ≥ 0, (5.4)

welche durch den Richtungsvektor γk festgelegt ist. µMat := (µMatA
, µMatB

, . . . ) bezeichnet
entsprechend den Vektor der linearen Absorptionskoeffizienten pro Materialklasse. Die
Strahlsumme entlang Hk schreibt sich als Skalarprodukt

M(γk) = ⟨TMat, µMat⟩. (5.5)

83 Das Gitter entsteht durch die Abtastung einer um die Kugel gewundenen Spirale in Schritten des
goldenen Winkels; ähnlich wie das besser bekannte 2D Fibonacci Gitter, welches z.B. die Verteilung der
Sonnenblumenkerne beschreibt.
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Abb. 5.2.: Regelmäßige Abtastung der Kugeloberfläche mittels eines Fibonacci-Gitters in
den beiden Winkelkoordinaten (ϕ, θ). In Schwarz ist eine Abtastung in 101, in
Rot eine Abtastung in 501 Punkten dargestellt.

Für die Streusimulation eines industriellen Objektes ist zu erwarten, dass nur wenige
verschiedene Materialklassen nötig sind. Luft als Materialklasse wird (für dieses Modell)
nur dann berücksichtigt, wenn die Transmissionslänge sich innerhalb des Objektes be-
findet, beispielsweise für eine Bohrung. Das ist immer dann gegeben, wenn sich entlang
einer Halbgeraden eine Luft-zu-Material Grenzfläche finden lässt. Findet sich lediglich
eine Material-zu-Luft Grenzfläche, so ist diese die Oberfläche des Objektes; nachdem die
Umgebungsluft nicht als Ursprung von Streustrahlung betrachtet wird, endet das Raytra-
cing entlang der Halbgerade an der Objektoberfläche. Abbildung 5.3 veranschaulicht die
Diskretisierung des Objektes.

Die Datentupel der Form 5.3 lassen sich unter Verwendung von Indizierungen für
wiederkehrende Elemente (wie Abtastwinkel und materialbezogene Informationen) effizient
abspeichern und wieder abrufen. Um TMat für eine beliebige Richtung γ zu erhalten,
die nicht Teil des Fibonacci-Gitters ist, kann eine Interpolation der Daten erfolgen. Für
die Implementierung im Rahmen dieser Arbeit wurde eine next-neighbour Interpolation
verwendet. Im Rahmen der geometrischen Approximationen ist dies ausreichend. Diese
kann sehr effizient mittels Suchbaum-Datenstrukturen umgesetzt werden. Hier bietet sich
ein vantage-point tree (siehe Ref. [99]) an. Unter Verwendung der Großkreismetrik als
Abstandsmaß für die γk kann mittels dieses Algorithmus ein binärer Suchbaum aufgebaut
werden, der schnelle Suche von tabellierten γk erlaubt, was für die unten beschriebene
Algorithmik notwendig ist.
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Q

D

Pj
ω1 Hk

Abb. 5.3.: Schematische Darstellung: Objekt und Streuzentren Pj . Das Sternförmige
Gebiet ist ein zweites Material, welches eingebettet ist. D bezeichnet ein be-
liebiges Detektorpixel, Q den Röntgenquellort. Der rot eingezeichnete Pfad
Q −→ Pj −→ D beschreibt den Weg von Photonen, welche in D als Streu-
strahlung erster Ordnung aus dem Teilvolumen um Pj detektiert werden. Der
Streuwinkel erster Ordnung ist damit ebenfalls festgelegt: ω1 = ∢(QPjD).
Rechts ist schematisch das Vorgehen zur Berechnung des Datentupels 5.3 dar-
gestellt: Ausgehend von einem Pj werden für alle Richtungen γk Halbgeraden
Hk gebildet. Schließlich werden die Wegstrecken, auf denen die Halbgeraden
das Objekt schneiden, Materialabhängig summiert (hier angedeutet durch rote
und schwarze Streckenabschnitte).
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5.3. Modellierung der ersten Streuordnung

Zur Modellierung der Streustrahlung erster Ordnung folge ich den Ausführungen von Freud
et al. in Ref. [36]. Dieselbe Formel, die im Folgenden hergeleitet wird, ist allerdings mehrfach
publiziert worden, unter anderem zur Berechnung der sogenannten fixed forced detection
in den hybriden Verfahren zur Streusimulation, Ref. [38, 68]. In den hybriden Ansätzen
ist allerdings die Berechnung der Primärstrahlungsintensität durch eine MC-Simulation
gegeben.
Eine Erweiterung des Verfahrens von Freud et al. ist, dass ich die Berechnung der TMat in
den oben beschriebenen Vorberechnungsschritt ausgelagert habe. Durch diesen Schritt wird
es auch möglich, die Berechnung der Streustrahlung zu beschreiben, ohne sich auf einen
Voxeldatensatz als Objektbeschreibung (Form und Material) festzulegen. Es ist möglich,
ein Raytracing für allgemeine Objektbeschreibungen (z.B. CAD-Daten, computer-aided
design) zu verwenden.

Mit dem Vorschlag, allgemeine Punktgitter als Ursprungsorte der Streustrahlung zu
verwenden, führe ich eine Verbesserung des Algorithmus von Freud et al. ein, die sich be-
sonders dann auswirkt, wenn komplette CT-Simulationen durchgeführt werden: Freud et al.
verwenden eine Raumzerlegung in Voxel, also ein kubisch primitives Gitter, um die Streu-
zentren festzulegen. Das kubische Gitter ist so orientiert, dass mindestens ein Gittervektor
parallel zu einer der Kanten des Detektors liegt84. Diese Konfiguration führt, abhängig
vom Verhältnis der Voxelgröße zur Pixelgröße und der geometrischen Vergrößerung, zu
einem Moiré-Artefakt. Dieses ist, je nach Position von Quelle und Detektor, verschieden
stark ausgeprägt. Das Artefakt haben Freud et al. anhand der Streuprojektionen beob-
achtet und daraus Empfehlungen für die Wahl der Voxelgröße abgeleitet. Verwendet man
Streuprojektionen, die dieses Artefakt aufweisen, in einer CT-Simulation, so pflanzt sich
das Moiré-Artefakt auch in das Tomogramm fort. Durch die Einführung der allgemeinen
Punktgitter in Abschnitt 5.2 wird es möglich die Gittervektoren so zu orientieren, dass sie
nicht mehr parallel zu den Detektorkanten (bzw. zur Drehachse) liegen. Das Moiré-Artefakt
verschwindet dadurch zwar nicht85, es lässt sich jedoch deutlich mindern. Besonders die
Fortpflanzung des Artefakts in das Tomogramm wird geringer, wenn keiner der Gittervekto-
ren parallel zu einer Detektorkante steht (in Standard Kreisgeometrie ist die Rotationsachse
parallel zu einer der Detektorkanten). Man kann durch geeignete Wahl der allgemeinen
Punktgitter mit weniger Streuzentren auskommen als unter Verwendung des kubischen

84 Bei Simulation einer Standard Kreistrajektorie liegt ein zweiter Gittervektor nach je 90° parallel zur
zweiten Detektorkante.

85 Die Periode des Moiré-Musters vergrößert sich und die Richtung, in der es verläuft, kann verändert
werden.
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Gitters. Der Vorteil, der sich durch diese Neuerung ergibt, ist eine kürzere Simulationsdauer.

Das Objekt sei in NS Streuzentren mit deren Schwerpunktkoordinaten Pj aufgeteilt. Die
(isotrop strahlende) Röntgenquelle, welche das Objekt bestrahlt, habe ihren Quellpunkt in
Q. Die in erster Ordnung vom Objekt gestreute Röntgenintensität, die ein Detektorpixel
D erreicht, ist die Summe

I ′ =
NS∑
j=1

I ′(Pj) (5.6)

aller Intensitäten, welche von den einzelnen Streuzentren Pj zu D gelangen.

Ziel der folgenden Herleitung ist es, die Intensität I ′(Pj) der Streustrahlung erster
Ordnung, welche von einem Punkt Pj ausgeht und in einem Detektorpixel am Ort D

detektiert wird, zu berechnen. Pj ist ein beliebiger Streupunkt im Objekt aus der Menge
der Gitterpunkte, siehe Abblidung 5.3.

Die Zahl der Photonen dN , die in Pj gestreut werden, ist das Produkt aus der Zahl der
einfallenden Primärphotonen dN0 und der Streuwahrscheinlichkeit dp:

d2N = dN0dp. (5.7)

Zwecks Übersichtlichkeit verzichte ich zunächst auf die Notation der Energieabhängigkeit
(eigentlich heißt es I ′(Pj , E)). Die Wahrscheinlichkeit dp, dass ein Photon aus einem
Strahlenbündel in einen Raumwinkel dΩ gestreut wird, ist proportional zum atomaren
differentiellen Wirkungsquerschnitt des betrachteten Streuprozesses (Compton- oder Ray-
leighstreuung), proportional zur Zahl der Elementarstreuer und indirekt proportional zum
Querschnitt des Strahlenbündels dS:

dp = dNAtome
dS

dσC,R
dΩ dΩ. (5.8)

Der Wirkungsquerschnitt σ ist eine Funktion des Streuwinkels und der Energie der
gestreuten Photonen. Die Anzahl der Elementarstreuer berechnet sich aus dem Volumen,
welches geometrisch von Pj repräsentiert wird, sowie aus den Materialkenndaten zu

dNAtome = ρdV∑
Z αZMZ

NA = ndV. (5.9)
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Die Materialkenndaten sind über die Massendichte ρ, die Massenanteile αZ aller im
Material vorkommenden Elemente und deren molare Masse MZ gegeben (n bezeichnet
die Anzahldichte). NA bezeichnet die Avogadro-Konstante. Der Primärfluss, welcher Pj

erreicht, berechnet sich nach dem deterministischen Simulationsmodell. Es wird also die
Absorption sowie das quadratische Abstandsgesetz für die Strecke −−→QPj berücksichtigt.
Vom Streupunkt Pj aus betrachtet, liegt die Röntgenquelle in der Richtung γQ und das
Detektorpixel in Richtung γD. Die hier beschriebenen Strahlenbündel sind in Abb. 5.3
dargestellt.

Man schreibt den Primärfluss im Streuzentrum

ΦP = ΦI
1

QPj
2 exp

(
− ⟨TMat, µMat⟩

⏐⏐⏐⏐
γQ

)
= ΓQP · ΦI (5.10)

mit Hilfe der Information aus dem Tupel 5.3. Der Primärfluss der Quelle ist ΦI . Auf
ähnliche Weise berechnet sich die effektive Intensität, welche der Detektorpixel D mit der
effektiven Pixelfläche APixel cos β

/
PjD

2 integriert:

I ′
D(Pj) = APixel cos β

PjD
2 exp

(
− ⟨TMat, µMat⟩

⏐⏐⏐⏐
γD

)
· I ′

P (ω1) = ΓPD · I ′(ω1). (5.11)

Dabei bezeichnet I ′
P (ω1) die Intensität, welche unter dem Streuwinkel erster Ordnung

ω1 = arccos
(
⟨
−−→QPj ,

−−→PjD⟩
QPj · PjD

)
(5.12)

gestreut wird86. In ΓQP und ΓPD ist die Abschwächung der Intensität bzw. des Flusses infol-
ge des quadratischen Abstandsgesetzes, der effektiven Pixelfläche sowie der Abschwächung
des Objektes von Quelle zu Streupunkt bzw. von Streupunkt zu Pixel zusammengefasst.

Die einfach gestreute Intensität im Punkt Pj lässt sich unter Anwendung von Glg. 2.4
berechnen:

I ′
Pj

(ω1, E) = ΓQP ΦI(E)E′p(E, ω1). (5.13)

E′ bezeichnet die Energie der Photonen nach dem Streuereignis. Schreibt man nun die
Energieabhängigkeiten aus und setzt in Gleichung 5.11 ein, so ergibt sich die Intensität der

86 Für eine Implementierung ist es zweckmäßig die Vektoren von Pj zu D und Q in einem Kugelkoordinaten-
system mit Pj als Nullpunkt darzustellen. Der Streuwinkel berechnet sich dann mittels Großkreismetrik
der beiden Richtungsvektoren: ω1 = 180◦ − ∥γD, γQ∥.
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Rayleighstreuung (unter Anwendung von E = E′ für den Rayleigheffekt) erster Ordnung
zu

I ′
R(Pj , E, ω1) =ΓQPΓPDEΦI(E)dNAtome

dσR(E, ω1)
dΩ . (5.14)

Analog berechnet sich die Intensität, die aus dem Comptoneffekt hervorgeht. Mit dem
Unterschied, dass die Energie der Sekundärphotonen korrekt berechnet werden muss. Man
setzt also zusätzlich die Beziehung 2.13 ein.

I ′
C(Pj , E, ω1) =ΓQPΓPDE′(E, ω1)ΦI(E)dNAtome

dσC(E, ω1)
dΩ . (5.15)

Die gesamte Streuintensität erster Ordnung ist schließlich die Summe

I ′(Pj , E, ω1) = I ′
R(Pj , E, ω1) + I ′

C(Pj , E, ω1) (5.16)

aus Rayleigh- und Comptonintensität.

5.4. Modellierung der zweiten Streuordnung

Basierend auf dem Modell zur Streuung in erster Ordnung werde ich in diesem Abschnitt
ein analytisches Modell herleiten, welches die Streuung in zweiter Ordnung berücksichtigt.
Unter der Annahme, dass Streustrahlung nur bis zur zweiten Ordnung relevant ist, ergibt
sich die gesamte Streuintensität, welche von einem Körper ausgeht als Summe der ersten
und zweiten Ordnung

IStreuung = I ′ + I ′′. (5.17)

Man verwendet erneut die Diskretisierung des Objektes aus Kap. 5.2. Die gesamte
Streuung zweiter Ordnung ist dann die Summe der Streuintensität zweiter Ordnung aller
Streuzentren:

I ′′ =
NS∑
j=1

I ′′(Pj). (5.18)

In analytischen Röntgensimulationsmodellen werden Strahlenbündel modelliert. Zur
Berechnung der zweiten Ordnung Streustrahlung betrachtet man demnach Strahlenbündel,
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Pj

x

L

dx

∆Ω

Q

D

ω2

180°− ω1

α

Abb. 5.4.: Die Abbildung verdeutlicht das Modell zur Berechnung der Streustrahlung in
zweiter Ordnung und führt einige Bezeichnungen ein. Man betrachtet einen
beliebigen Punkt Pj aus einer Menge von Punkten die das Objekt füllen.
Streustrahlung erster Ordnung aus einer bestimmten Richtung der Umgebung
des Punktes Pj entsteht innerhalb eines kegelförmigen Raumsegments. Die
gesamte Streustrahlung erster Ordnung, die Pj erreicht, ist die Summe aus
NK ∈ N solchen Raumsegmenten. Der Raumwinkel, den ein solcher Kegel
aufspannt, ist ∆Ω = 4π

NK
. Der rote Pfad verfolgt einen Röntgenstrahl von der

Röntgenquelle Q bis zur Mitte eines Detektorelements D. Der Strahl erfährt
zwei Richtungsänderungen. Die Photonen des Strahls werden zweimal gestreut.
Die Streuwinkel für die erste bzw. zweite Streuordnung sind mit ω1 und ω2
bezeichnet. Streustrahlung erster Ordnung entsteht an allen Orten x entlang der
Strecke −−→PjL. L ist der Punkt, in dem die Mittelachse des Kegels die Oberfläche
des Objektes durchstößt. Der Punkt x ist von einem zylinderförmigen Volumen
umgeben. Höhe dieses Zylinders ist dx, sein Radius berechnet sich aus dem
Öffnungswinkel des Kegels und x.

die zwei Richtungsänderungen mit den Streuwinkeln ω1 und ω2 aufweisen. Ein solches
Strahlenbündel ist in Abb. 5.4 als roter Pfad dargestellt. Die Röntgenstrahlung breitet sich
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von der Röntgenquelle Q zu einem beliebigen Punkt x im Objekt aus und wird an diesem
Punkt in Richtung Pj gestreut (in erster Ordnung). In Pj wird die Strahlung ein zweites
Mal in Richtung des Detektorpixels D gestreut.
Jeder Punkt x des Objektes, außer Pj selbst, kann Quellpunkt von Streustrahlung erster
Ordnung sein, welche zu Pj propagiert.
Für die Berechnung der Streustrahlung zweiter Ordnung wird Pj als Streuzentrum zweiter
Ordnung bezeichnet und x als Streuzentrum erster Ordnung.
Die gesamte Streustrahlungsintensität zweiter Ordnung, die von Pj ausgeht, ist abhängig
von der ersten Streuordnung und damit abhängig von der Quellposition. Letztlich hängt
sie also von der Trajektorie ab. Die Abhängigkeit von der Quellposition ergibt sich über
die Definition des Streuwinkels erster Ordnung ω1 = ω1(Q, x, Pj). Die Abhängigkeit vom
Ort des Detektorpixels ergibt sich aus ω2 = ω2(D, x, Pj). Um I ′′(Pj) zu berechnen, muss
man den Strahlungstransport entlang aller Pfade

Q Transmission−−−−−−−−→ x
Streuung um ω1−−−−−−−−−−→
Transmission

Pj
Streuung um ω2−−−−−−−−−−→
Transmission

D (5.19)

∀x ∈ {Objekt ohne Pj}

berechnen und die in D resultierenden Intensitäten summieren. Wählt man die x aus
derselben Diskretisierung des Objektes wie die Pj , ergibt sich in Gleichung 5.18 eine
Doppelsumme über die Streuzentren. Jedes Pj hängt von jedem x ̸= Pj ab. Damit wäre
der Rechenaufwand für die zweite Ordnung Streustrahlung von der Ordnung O(N2

Streuer),
während die Berechnung der ersten Ordnung, wie oben beschrieben, mit O(NStreuer) aus-
kommt. Für eine konkrete Implementierung wäre sogar noch ein zusätzlicher Raytracing
Schritt nötig, denn die Transmissionslängen pro Materialklasse für die Strecken −−→xPj sind
in dem vorberechneten Datentupel 5.3 nicht enthalten. Dieser Raytracing Schritt, der
N2

Streuer/2 mal ausgeführt werden müsste87, wäre besonders ”teuer“ im Sinne der Rechen-
zeit.

Ich will nun zwei Abschätzungen vornehmen, sodass eine analytische Berechnung der
zweiten Ordnung Streustrahlung effizienter als O(N2

Streuer) Rechenschritte wird und ohne
weiteres Raytracing auskommt. Die Information aus den Tupeln 5.3 wird damit weiterhin
ausreichend sein.

1. Der Primärfluss, welcher einen Punkt x in der Umgebung von Pj erreicht, ist gleich
dem Fluss in Pj . Das soll auch dann gelten, wenn x weit von Pj entfernt ist. Man

87 Hin- und Rückrichtung zwischen zwei Punkten haben dasselbe Ergebnis, wenn nur nach der Summe der
Transmissionslängen pro Materialklasse gefragt ist, deshalb kann die Hälfte der Raytracing-Schritte
gespart werden.
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nimmt also an, dass die Transmission auf allen Wegen Q→ x gleich der Transmission
auf dem Weg Q→ Pj ist, das heißt

I(I0, x, Q) = I(I0, Pj , Q). (5.20)

2. Für alle Punkte x auf einer Strecke −−→PjL vom Streuzentrum zweiter Ordnung zur
Objektoberfläche ändert sich der Streuwinkel erster Ordnung ω1 = ∢(QxPj) nicht.

Die beiden Näherungen sind umso schlechter erfüllt, je ausgedehnter das Objekt ist, bezie-
hungsweise je größer der Öffnungswinkel ist, wenn Kegelstrahlgeometrie88 simuliert wird.
Sie ermöglichen jedoch die nun folgende näherungsweise Berechnung von I ′′(Pj). Die durch
die Abschätzungen induzierten Fehler werden in Abschnitt 5.8 untersucht.

Um den Strahlungstransport, wie in Gleichung 5.19 eingeführt, beschreiben zu können,
seien drei Richtungsvektoren definiert. Bezüglich dieser wird jeweils das Datentupel 5.3
ausgewertet. Die Richtung von Streuzentrum zweiter Ordnung Pj zum Detektorelement
D ist γD. Die Richtung von Streuzentrum zweiter Ordnung Pj zum Streuzentrum erster
Ordnung x ist γk. Die Richtung von Streuzentrum erster Ordnung x zur Röntgenquelle
ist γx. Die beiden Abschätzungen beinhalten allerdings, dass sich der Strahlungstransport
von Q zu x verhält wie der von Q zu Pj (mit Richtungsvektor γQ). Es gilt daher γx = γQ.

Es sei ein festes Streuzentrum Pj gewählt, für welches I ′′(Pj) zu berechnen ist. Um die
Streustrahlung erster Ordnung zu berechnen, wird das Objekt bezüglich Pj in kegelförmige
Gebiete zerlegt. Es sei eine Zerlegung des Objektes in Nk Kegel gegeben. Alle Kegelspitzen
fallen in Pj zusammen. Ein solcher Kegel ist in Abb. 5.4 eingezeichnet. Im Folgenden sind die
x auf den Mittelachsen der Kegel verteilt und repräsentieren jeweils alle Elementarstreuer
in einer scheibenförmigen Umgebung innerhalb des Kegels. Die Kegelmittelachsen sind über
die γk gegeben. Damit betrachtet man also zwei verschiedene Zerlegungen des Objektes.
Zum einen die Zerlegung des Objektes in Kegel (bezüglich des gegebenen Pj), wobei die
Kegelmittelachsen alle Repräsentanten für Elementarstreuer, die in erster Ordnung streuen,
enthalten.
Zum andreren, für die zweite Streuordnung, die Zerlegung bei der die Streuzentren Pj die
Elementarstreuer in ihrer Umgebung repräsentieren.

Im Folgenden sei für Nk Richtungen γk einer gleichmäßigen Diskretisierung in Kugelko-
ordinaten je ein Kegel definiert. Die Diskretisierung erfolgt so, wie sie im vorigen Abschnitt
für die Berechnung des Datentupels 5.3 definiert wurde. Jeder Kegel spannt dann den

88 Oder auch Fächerstrahlgeometrie.



5.4. Modellierung der zweiten Streuordnung 111

Raumwinkel ∆Ω = 4π/Nk auf. Der ebene Öffnungswinkel aller Kegel ist

α = 4 arcsin

⎛⎝√∆Ω
4π

⎞⎠ = 4 arcsin
( 1√

Nk

)
. (5.21)

Die Strecken −−→PjL
⏐⏐⏐
γk

sind die Mittelachsen der so definierten Kegel. L bezeichnet den Punkt,
an dem die Kegelmittelachse die Objektoberfläche durchstößt.
Die Kegel, so wie in 5.21 definiert, überlappen einander, bzw. es entstehen Lücken zwi-
schen den Kegeln. Es wird aber durch die Definition erreicht, dass in Summe aller Kegel
möglichst kein Volumendefekt bei der Zerlegung des Objektes entsteht89. Denn aus den
Kegelvolumina wird im Folgenden die Zahl der Elementarstreuer berechnet und damit
skaliert die Streustrahlintensität linear.

Für jeden Kegel kann man ein effektives Material annehmen90. Mit den Daten aus dem
Tupel 5.3 berechnet sich die Strahlsumme M(γk) und die Höhe

t(γk) :=
−−→PjL

⏐⏐⏐⏐
γk

 =
∑
Mati

tMati (5.22)

des Kegels. Damit definiert man einen effektiven Schwächungskoeffizienten, eine effektive
Anzahldichte im Kegelvolumen und den effektiven differentiellen Wirkungsquerschnitt für
die Streuung um ω1

µeff = M(γk)
t(γk) (5.23)

neff = 1
t(γk)

∑
Mati

tMatinMati (5.24)

dσ(ω1)
dΩ = 1

t(γk)
∑
Mati

tMati

dσ(ω1, Mati)
dΩ . (5.25)

Man betrachte einen Ort x auf der Kegelmittelachse −−→PjL. Das Koordinatensystem sei so
gewählt, dass der Nullpunkt in Pj liegt. x ist damit der Abstand zu Pj . Diese Größen sind
entsprechend in Abb. 5.4 eingezeichnet. Für jeden Abschnitt dx auf der Mittelachse des

89 Vollständig wird die Kugel natürlich nur durch unendlich viele Kegel abgedeckt.
90 Das ist ebenfalls eine Approximation. Diese Approximation wäre nicht nötig, wenn man in Tupel 5.3

die konkrete Abfolge der Transmissionslängen pro Material (z.B. (2 cm Al, 1 cm Fe, 0,50 cm Al)) statt
der Summe pro Materialklasse (1 cm Fe, 2,50 cm Al) speichert. Entsprechend könnte eine Erweiterung
dieses Modells aussehen.
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Kegels sei ein zugehöriges differentielles Volumenelement

dV (x) = π tan2
(

α

2

)
x2dx (5.26)

definiert. Ein Streuzentrum x repräsentiert alle Elementarstreuer im zugehörigen Volumen-
element. Deren Anzahl pro Abschnitt ist

dNx
Atome
dx

= neff
dV (x)

dx
. (5.27)

Zunächst sei ein bestimmter Kegel und ein Abschnitt dx (um den Ort x) auf dessen
Mittelachse betrachtet. Die Zahl der Photonen, die pro Abschnitt dx in Richtung Pj

gestreut werden und Pj erreichen, ist

d2N ′

dx
= dN0

dp(x)
dx

T (x). (5.28)

Hier bezeichnet N0 die Zahl der Primärphotonen, die x erreichen, und T (x) die Transmission
von x nach Pj

T (x) = exp(−µeffx). (5.29)

Die Streuwahrscheinlichkeit am Punkt x pro Abschnitt dx ist

dp(x)
dx

= dNx
Atome
dx

dσ(ω1)
dΩ dΩPj

1
dS

(5.30)

Dabei bezeichnet dS die effektive Fläche des Zylinders im Primärstrahlenbündel und dΩPj

ist der Raumwinkel auf den die gestreuten Photonen treffen. Bei weit entfernt stehender
Röntgenquelle ist der Primärstrahl ein Parallelstrahl und der Primärfluss am Ort x ist
ΦI = dN0

dS . Nach obiger Näherung gilt allerdings, dass der Primärfluss in x gleich dem
Primärfluss in Pj ist. Bei gegebener Quell-Photonenzahl pro Raumwinkel lässt sich unter
Berücksichtigung der Transmission von Q nach x schreiben

ΦI = dNQ

dΩ
1

QPj
2 exp

(
− ⟨TMat, µMat⟩

⏐⏐⏐⏐
γQ

)
. (5.31)

Der Raumwinkel dΩPj , auf den die Streustrahlung aus dem Zylinder einfällt, lässt sich
mittels des Streuquerschnitts für die Streuung zweiter Ordnung berechnen. Dazu berechnet
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man den Streuquerschnitt der Elementarstreuer, welche von Pj repräsentiert werden,

dΩPj = 1
x2 N

Pj

Atome
dσ(ω2)

dΩ dΩD (5.32)

für den Streuwinkel ω2. dΩPj entspricht also der Wirkfläche der Elementarstreuer, die
von Pj , auf der Kugel mit Radius x, repräsentiert werden und in den Raumwinkel des
Detektorelements dΩD streuen. Der Raumwinkel, den der Detektorpixel bezüglich Pj

einnimmt, schreibt sich (wieder unter Berücksichtigung der Transmissionsstrecke)

dΩD = APixel cos β

PjD
2 exp

(
− ⟨TMat, µMat⟩

⏐⏐⏐⏐
γD

)
= APixel cos β

T (−−→PjD)
PjD

2 .

Dabei berücksichtigt APixel cos β die effektive Pixelfläche. Für die Zahl der Elementarstreuer
in Pj gilt Gleichung 5.9.
Setzt man Glg. 5.32 und Glg. 5.30 in 5.28 ein, so erhält man direkt den Ausdruck für die
Photonenzahl nach zweimaliger Streuung und den Strahlungstransport auf der Strecke
zwischen den Streuzentren

d2N ′′

dx
= ΦIT (x)

neffπ tan2(α
2
)
x2dx

dx

dσ(ω1)
dΩ

1
x2 N

Pj

Atome
dσ(ω2)

dΩ dΩD

= T (x) ΦI π tan2
(

α

2

)
neff

dσ(ω1)
dΩ N

Pj

Atome
dσ(ω2)

dΩ dΩD. (5.33)

Weil ω1 gemäß der Approximation nicht von x abhängt, ist der einzige verbliebene Faktor,
welcher von x abhängt, die Transmission. Nach Integration von Gleichung 5.33 erhält man
also die Zahl aller Photonen, die zweimal gestreut wurden, wobei das erste Streuereignis
im Kegel k stattgefunden hat. Das Integral über die Transmission ergibt

∫ t(γk)

0
T (x)dx = 1

µeff
(1− exp(−µefft(γk)))

= 1
µeff

(1− T (t(γk))), (5.34)

es hängt also nur von der Höhe des Kegels ab.

Die Intensität am Pixelort für die Streustrahlung zweiter Ordnung kann nun aufgeschrie-
ben werden. Dazu wird, analog zur Vorgehensweise für die erste Ordnung, die Energie-
abhängigkeit ausgeschrieben. Für den Comptoneffekt muss Glg. 2.13 zweimal nacheinander
ausgeführt werden. Es sei E′′ = E′′(ω2, E′(ω1, E)) mit E′ = E′(ω1, E)), damit erhält man
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für zweimal nacheinander Rayleigheffekt

I ′′
R(Pj , E, γk) =ΦI(E)E dσR(ω1, E)

dΩ N
Pj

Atome
dσR(ω2, E)

dΩ APixel cos β·

· π tan2(α/2)neff
µeff

T (E,
−−→
PjD)

PjD
2 (1− T (E, t(γk))), (5.35)

für zweimal nacheinander Comptoneffekt

I ′′
C(Pj , E, γk) =ΦI(E)E′′ dσC(ω1, E)

dΩ N
Pj

Atome
dσC(ω2, E′)

dΩ APixel cos β·

· π tan2(α/2)neff
µeff

T (E′′,
−−→
PjD)

PjD
2 (1− T (E′, t(γk))) (5.36)

und schließlich die beiden gemischten Varianten (Compton-Rayleigh und Rayleigh-Compton)

I ′′
CR(Pj , E, γk) =ΦI(E)E′ dσC(ω1, E)

dΩ N
Pj

Atome
dσR(ω2, E′)

dΩ APixel cos β·

· π tan2(α/2)neff
µeff

T (E′,
−−→
PjD)

PjD
2 (1− T (E, t(γk))) (5.37)

I ′′
RC(Pj , E, γk) =ΦI(E)E′ dσR(ω1, E)

dΩ N
Pj

Atome
dσC(ω2, E)

dΩ APixel cos β·

· π tan2(α/2)neff
µeff

T (E′,
−−→
PjD)

PjD
2 (1− T (E, t(γk))). (5.38)

Für die beiden letzten Formeln bezieht sich die Comptonenergie E′ jeweils auf den
Winkel unter dem die Comptonstreuung stattfindet. Die gesamte Intensität der zweiten
Streuordnung für einen Kegel in Richtung γk ist die Summe der beiden Streueffekte

I ′′(Pj , E, ω2(γk)) =I ′′
R(Pj , E, ω2(γk))

+ I ′′
C(Pj , E, ω2(γk)) + I ′′

CR(Pj , E, ω2(γk)) + I ′′
RC(Pj , E, ω2(γk)).

(5.39)

Für ω2(γk) gilt ∢γk, γD = ω2. Die gesamte Intensität der zweiten Ordnung im Pixel D

ist die Summe

I ′′(Pj , E) =
NKegel∑

k

I ′′(Pj , ω2(γk), E). (5.40)
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5.5. Algorithmus zur Berechnung von Streuprojektionen

In den Kapiteln 5.2, 5.3 und 5.4 sind alle nötigen Ergebnisse enthalten, um eine Imple-
mentierung des Streumodells vorzunehmen. Nachdem die Ergebnisse nicht in der nötigen
Reihenfolge aufgeführt sind und auch sonst kein Hinweis zum konkreten Ablauf einer
Streusimulation gegeben wurde, wird dies hier ergänzt.
Wie bereits erwähnt, können die Datentupel 5.3 in einem einmalig für ein Objekt aus-
geführten Schritt erzeugt werden. Der Algorithmus 1 kann verwendet werden, um die Liste
dieser Datentupel zu erzeugen und zu speichern. In Algorithmus 2 wird eine solche Liste
geladen. Diese Information wird in Algorithmus 2 genutzt, um für eine beliebige Trajektorie
die Streuprojektionen zu berechnen. Das Ergebnis von Algorithmus 2 ist dementsprechend
die Summe der Streuintensitäten erster und zweiter Ordnung für jedes Detektorpixel. Die
folgenden Pseudocodes geben ein ”Kochrezept“ für eine konkrete Implementierung des
Streumodells, ich habe hier zugunsten der Übersichtlichkeit darauf verzichtet mögliche
Nebenläufigkeit sowie algorithmische Vereinfachungen anzugeben91. Insofern sollen die
Pseudocodes nicht als Grundlage einer Implementierung dienen, sondern das Verständnis
des in den vorigen Kapiteln ausgeführten Konzeptes erleichtern bzw. ergänzend dazu sein.
Die konkrete Implementierung die ich verwendet habe92, um die Ergebnisse der folgenden
Abschnitte zu erzeugen, ist in python ausgeführt. Nachdem python, vor allem bei den hier
notwendigen verschachtelten Schleifen und vielfachen Kopieroperationen nicht besonders
performant ist, erübrigt sich eine Diskussion der Rechenzeiten93.

91 Man kann beispielsweise durch geschickte Zwischenspeicherung der (energieabhängigen) Streuquer-
schnitte leicht wiederholte Berechnungen vermeiden. Ein Softwaredesign auszuführen ist jedoch nicht
Gegenstand dieser Arbeit.

92 Der Quellcode ist leider deutlich zu groß, um ihn diesem Dokument sinnvoll anhängen zu können
(ca. 1900 Zeilen). Ich habe ihn nach bestem Gewissen daraufhin geprüft, dass er die Formeln des
Streumodelles korrekt wiedergibt.

93 Dennoch: Die python Implementierung ist bereits deutlich schneller, als die MC-Simulation mit GEANT4
(eine C++ Implementierung).



116

Algorithmus 1 Vorberechnungsschritt für das Streumodell. Gemäß dieser Prozedur wird
das Datentupel 5.3 erzeugt.

M ← Zahl der Materialklassen im Objekt
NRichtungen ← Zahl der Richtungsvektoren pro Streupunkt
for Pj ; j ← 1 bis NStreuer do

vj ← berechne Volumenanteil den Pj repräsentiert
Bestimme Material am Ort Pj ; damit folgt dσC,R/dΩ
for γk; k ← 1 bis NRichtungen do ▷Fibonacci-Kugelabtastung

for m← 1 bis M do ▷Materialklassen
T [m]← Summe der Transmissionslängen für die Materialklasse m
µMat[m]← bestimme Zuordnung der Materialklassen zu den

tabellierten Absorptionskoeffizienten
end for

end for
end for
return Datentupel Liste ▷Speichere die Liste der Datentupel 5.3
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Algorithmus 2 Berechnung der Streuintensität. Gemäß dieser Prozedur werden Streupro-
jektionen für eine CT-Simulation erzeugt.
Require: Datentupel Liste ▷Lade die Liste der Datentupel 5.3

▷j indidziert die Streuzentren, k die Richtungsvektoren
for Trajektorienposition do ▷z.B. eine Standard Kreistrajektorie

Q← aktualisiere Quellort
DMitte ← aktualisiere Detektormittelpunkt
for Pj ; j ← 1 bis NStreuer do

γQ ← berechne Richtungsvektor zur Quelle
kQ ← finde γk ≈ γQ ▷Tupelindex Quellrichtung
for alle Pixel des Detektors do ▷die Pixelnormale resultiert aus der Trajektorie

D ← berechne Pixelmittelpunkt
γD ← berechne Richtungsvektor zum Pixel
kD ← finde γk ≈ γQ ▷Tupelindex Detektorrichtung
ω1 ← berechne Streuwinkel erster Ordnung

for ΦI , E im Quellspektrum do ▷Iteriere Energie-Diskretisierung
ΓPD, ΓQP ← berechne Transmissionen
I ′|D ← berechne Glg. 5.16 ▷Intensität erster Ordnung

für den Pixel D
end for

ω2 ← berechne Streuwinkel zweiter Ordnung
for γk; k ← 1 bis NRichtungen do ▷Fibonacci-Kugelabtastung

ωk
1 ← berechne Streuwinkel erster Ordnung ▷Streuwinkel erster Ordnung

hängt von γk ab.
for ΦI , E im Quellspektrum do

µeff(E)← berechne effektiven Schwächungskoeffizient
dσC,R(E)

dΩ ←Berechne effektive Streuquerschnitte
I ′′|D ← berechne Glg. 5.39 ▷Intensität zweiter Ordnung

für den Pixel D
end for
I|D ← I ′|D + I ′′|D

end for
end for

end for
end for
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5.6. Ergebnisse der analytischen Streusimulation

Für zwei Testkörper werden die erste und zweite Ordnung Streubilder gezeigt und quanti-
tativ untersucht. Beides jeweils bei monochromatischer (400 keV) und polychromatischer
hochenergetischer Strahlung (MeV Regime). Das streustrahlungsbedingte Artefakt wird
im Tomogramm gezeigt94. Die Ergebnisse dieses Abschnittes werden in dem Abschnitt 5.7
um einen Vergleich mit der ”Goldstandardmethode“, der MC-Simulation, ergänzt.

Multimaterialphantom: Al-Fe-Kugel

Um das hier entwickelte Streumodell zu testen wird ein Multi-Materialien-Objekt unter-
sucht. Nachdem Röntgenstreuung die Bildgebung vor allem dann beeinflusst, wenn hohe
Röntgenenergien im Primärstrahl vorliegen und der Primärstrahl stark geschwächt wird,
soll das Testobjekt so gestaltet sein, dass dieser Effekt gut beobachtet werden kann.
In Abb. 5.5 ist ein geeignetes Testobjekt (im Folgenden als ”Al-Fe-Kugel“ bezeichnet)
gezeigt. Es handelt sich um eine Kugel aus zwei aneinander liegenden Halbkugeln aus Alumi-
nium bzw. Eisen, jeweils mit Radius 30 mm. Die Al-Fe-Kugel ist so im virtuellen CT-System
positioniert, dass die Rotationsachse in der Ebene liegt, in der sich die Halbkugeln berühren.
Durch Rotation der Al-Fe-Kugel (wie bei der Aufnahme einer Standard Kreistrajektorie)
erhält man in der Radiographie verschieden starke Überdeckungen der beiden Materialien
und kann dadurch die Fähigkeiten des Streumodells testen, Multimaterialphantome zu
simulieren. Die Al-Fe-Kugel wurde in der Röntgensimulation in Parallelstrahlgeometrie auf
einem 11× 11 cm2 großen Detektor mit 64× 64 Pixeln abgebildet (siehe auch die Skizze in
Abb. 5.5). Der Detektor ist als idealer energieintegrierender Detektor ausgeführt. Sofern
die absoluten Werte verglichen werden sollen, sind die Pixel-Intensitäten als deponierte
Energie angegeben.

Sämtliche Simulationen für die Al-Fe-Kugel sind mit monochromatischen Primärphotonen
mit der Energie 400 keV durchgeführt worden. Für diese Energie ergibt sich bei maximaler
Strahlsumme (das sind 60 mm Eisen für die nicht rotierte Kugel) beinahe totale Auslöschung
des Primärstrahls. Man kann also davon ausgehen, dass für die Pixel, die den entsprechenden
Bereich der Kugel abbilden, das Gesamtsignal ausschließlich aus Streustrahlung besteht.
Die Parameter der Streusimulation sind:

• Zahl der Streuzentren NS = 2400 auf einem kubisch primitiven Gitter verteilt,
welches so ausgerichtet ist, dass einer der drei Gittervektoren mit der Vertikalachse
des Detektors einen 20°-Winkel einschließt. Ein Streuzentrum repräsentiert etwa
47 mm3 der Al-Fe-Kugel (insgesamt 113 · 103 mm3).

94 Bei einer typischen gefilterten Rückprojektion ohne besondere Artefaktkorrekturen.
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Abb. 5.5.: Der abgebildete Testkörper besteht aus zwei Halbkugeln mit Radius
30 mm. Eine Hälfte besteht aus Aluminium, die andere aus Eisen (jeweils
als Reinmaterialien modelliert). Die abgebildete Röntgenprojektion dieses
Testköpers stammt aus einer Simulation mit 400 keV monochromatischem
Primärspektrum. Diese Projektion ist ohne Streustrahlung berechnet, es ist
also die Primärstrahlprojektion. Unten sind zwei simulierte Tomogramme
der Al-Fe-Kugel abgebildet. Es wurde jeweils die zentrale Schicht der Kugel
(Äquator) aus einem analytisch simulierten Projektionsdatensatz rekonstruiert,
einmal mit und einmal ohne das analytisch berechnete Streusignal.
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• Zahl der Streukegel Nk = 901. Der ebene Öffnungswinkel beträgt jeweils etwa 7,6°.

Im Folgenden werden die Ergebnisse aus der analytischen Simulation der Streustrahlung
beschrieben. Um verschiedene Überdeckungen der beiden Materialien zu erhalten werden
die Projektionen für die nicht rotierte Kugel sowie nach 45° und 90° Rotation betrachtet.
Die Rotation ist gegen den Uhrzeigersinn gewählt, sodass nach 90°-Drehung die Fe-Hälfte
der Kugel detektornah ist.
Die einzelnen Streubeiträge sind sowohl nach Compton- und Rayleigheffekt getrennt, als
auch jeweils nach der Streuordnung. Um die doppelt gestreuten Photonen bezeichnen zu
können wird wieder auf die Nomenklatur die die Reihenfolge der Streuereignisse angibt
zurückgegriffen: CC, CR, RC und RR. Allerdings fehlt im Folgenden die zweite Ordnung
Rayleighstreuung (RR). Für diese kann nach dem obigen Modell kein sinnvolles Ergebnis
berechnet werden. Es ergeben sich Streubilder mit nur einzelnen mehr oder weniger zufällig
verteilten Pixeln, die Intensität tragen. Für die übrigen Pixel gilt I ′′

R ≈ 0, obwohl man eine
gleichmäßigere Verteilung der Streustrahlung erwarten muss. Das lässt sich begründen,
wenn man die Abtastbreite der ω1 betrachtet: der Rayleigh-Wirkungsquerschnitt variiert
auf dem Intervall [ω1; ω1 + α] zwischen zwei Kegelmittelachsen so stark, dass benachbarte
Streukegel signifikant verschiedene Streuintensitäten erster Ordnung tragen. Das geht
damit einher, dass insgesamt nur wenige ω1 auftreten, welche den Wirkungsquerschnitt bei
hohem Betrag ”treffen“. Die Abtastung von dσR(ω1)

dΩ ist also zu grob gewählt bzw. Nk zu
klein. Um dem entgegen zu wirken, müsste Nk viel größer gewählt werden, siehe dazu auch
die Diskussion in Abschnitt 5.8.
Man kann aus den Streuquerschnitten abschätzen, dass der Rayleigheffekt hier ohnehin keien
signifikanten Intensitätsanteil trägt: Bei 400 keV gilt für Eisen das Verhältnis der totalen
Streuquerschnitte σC

σR
≈ 33. Die Ergebnisse der MC-Simulation aus dem nächsten Abschnitt

bestätigen diese Interpretation. Hierzu sei als Fazit festgehalten, dass der Rayleigheffekt
der zweiten Ordnung nur bei deutlich kleineren Energien berücksichtigt werden kann bzw.
sollte (bei 40 keV gilt beispielsweise σC

σR
≈ 0.74). Insofern sei der Rayleigheffekt der zweiten

Ordnung gegenüber der zweiten Ordnung Comptonstreuung vernachlässigt.

In Abb. 5.6 sind die Streuprojektionen, nach den einzelnen Beiträgen der ersten Ordnung
aufgeschlüsselt, gezeigt.

In Abb. 5.7 ist die Intensitätsverteilung entlang der Projektion des Äquators der Al-Fe-
Kugel für die Comptonstreuung dargestellt. Dazu sind die ”gekreuzten“ Effekte CR und
RC der Einfachheit halber dem Comptoneffekt zugeordnet.

Abb. 5.8 zeigt entsprechendes für die Rayleighstreuung.

Aus den Streuprojektionen und den Intensitätsprofilen liest man ab, dass
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Abb. 5.6.: Analytisch berechnete Primärstrahl- und Streuprojektionen der Al-Fe-Kugel für
die erste Streuordung. Die Abbildung zeigt die Ergebnisse analytischer Simula-
tionen für den Testkörper aus Abb. 5.5. Die Kugel wird (wie zur Durchführung
einer CT-Simulation) um die vertikale Achse rotiert. Dargestellt sind jeweils
die Projektionen der Compton- und Rayleighstreuung für die Ausgangsposition,
sowie nach Rotation um die vertikale Achse um 45° und 90°. Durch Rotation
gegen den Uhrzeigersinn ist die ”90°-Projektion“ diejenige, bei der die Fe-Hälfte
detektornah ist.
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Abb. 5.7.: Comptonstreuprojektionen der Al-Fe-Kugel für die erste und zweite Streu-
ordnung getrennt nach Einzelbeiträgen. Die Intensitätsprofile sind jeweils der
mittleren Pixelzeile entnommen (rot gestrichelte Linie in Abb. 5.6). Die ab-
gebildeten Projektionen zeigen die Verteilung der Streustrahlung bei nicht
rotierter Kugel (0°-Projektion). Alle Intensitäten sind auf das Maximum der
0° Projektion erster Ordnung normiert.
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Abb. 5.8.: Rayleighstreuprojektionen der Al-Fe-Kugel für die nicht rotierte Kugel und In-
tensitätsprofile bei verschiedener Rotation. Die Intensitätsprofile sind (ähnlich
wie in Abb. 5.7) entlang der mittleren Pixelzeile aufgenommen.

• die Rayleighstreuung erster Ordnung sehr stark vorwärtsgerichtet ist. Man erkennt
sowohl in den Streuprojektionen als auch in den Linienprofilen die Kontur der Kugel
bzw. die Schnittebene zwischen den beiden Hälften.

• die Absorption in der Fe-Hälfte groß genug ist, um die entstandene Streustrahlung
noch in der Kugel wieder zu absorbieren. Besonders deutlich erkennt man dies in den
Rayleigh-Streustrahlprojektionen, in den Compton-Streustrahlprojektionen drückt
sich dieser Effekt durch eine leicht asymmetrische Verteilung aus.

• die Verteilung der Comptonstreuung zweiter Ordnung über den Detektor noch
homogener ist als die der ersten Ordnung. Beide Comptonanteile zeigen nahezu
keine Objektstruktur (allerdings ist eine Kugel auch nicht mit allzu viel struktureller
Information versehen).

Diese Beobachtungen sind weitestgehend erwartungsgemäß. Um zu einer präziseren Aussage
über die Qualität der Ergebnisse zu kommen, ist im folgenden Abschnitt der quantitative
Vergleich zu einer MC-Simulation vorgenommen worden.
Der quantitative Vergleich der Gesamtintensitäten der einzelnen Streubeiträge folgt im
nächsten Abschnitt gemeinsam mit den MC-Ergebnissen (Tab. 5.1 und die dortigen Ab-
bildungen). Der dominierende Beitrag ist die Comptonstreuung erster Ordnung. Die
Rayleighstreuung erster Ordnung und die Comptonstreuung zweiter Ordnung tragen etwa
gleich viel zur gesamten Streuintensität bei. Es sei an dieser Stelle vorweggenommen, dass
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die Intensität der zweiten Ordnung vom analytischen Modell systematisch zu klein berech-
net (unterschätzt) wird. Das gilt auch mit der Korrektur, die in Abschnitt 5.8 vorgestellt
wird.

Das analytische Streumodell ist mit dem Ziel entwickelt worden, für eine CT-Simulation
anwendbar zu sein. Dementsprechend kann auch eine ”volle“ Standard Kreistrajektorie
jeweils in den einzelnen Streuanteilen simuliert werden. Dies eröffnet, am Beispiel der
Al-Fe-Kugel mit monochromatischer Primärstrahlung, die Möglichkeit den Teil des cupping-
Artefakts, der von Streustrahlung verursacht wird, isoliert zu betrachten. In Abb. 5.9 sind
Linienprofile durch simulierte Tomogramme der Al-Fe-Kugel für die einzelnen Streubeiträge,
welche sukzessive zu den Primärstrahlprojektionen addiert wurden, dargestellt. In Abb. 5.5
ist je eine Schicht des Tomogramms mit dem gesamten Streusignal, sowie eine Schicht des
idealen Tomogramms ohne Einfluss der Streustrahlung dargestellt.

Die deutlichste Veränderung durch Streustrahlung zeigt sich in der Fe-Hälfte der Kugel.
Das ist aus zwei Gründen erwartungsgemäß: 1. das Eisen hat gößere Streuquerschnitte und
2. wegen der höheren Absorption des Eisens ist der Quotient aus detektierter Streustrahlung
und Primärsignal deutlich größer als im Aluminium. Dies führt gerade zu den Artefakten
in der Rekonstruktion.
Nachdem das Streusignal einen niederfrequenten Signalanteil in den Projektionen darstellt,
kann man erwarten, dass sich die Anwesenheit von Streustrahlung im Tomogramm ne-
gativ auf die Ortsauflösung auswirkt. Das lässt sich auch am Beispiel beobachten. Der
Übergang zwischen den beiden Materialien wird umso unschärfer, je mehr Streuanteile
zu den simulierten Projektionen addiert wurden. In den Linienprofilen beobachtet man
entsprechend eine abgerundete Kante an der Sprungstelle der Schwächungskoeffizienten
von Al zu Fe. Für die Außenkanten des Objektes gilt das prinzipiell auch. Der Effekt lässt
sich hier jedoch nicht beobachten, weil das Objekt eine ungeeignete Form hat95.

95 Bei einem Würfel anstelle der Kugel könnte man dies beobachten
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Abb. 5.9.: Einfluss der Streustrahlung auf das Rekonstruktionsergebnis bei monochroma-
tischer Primärstrahlung (400 keV). Die Grafik zeigt die Linienprofile entlang
der roten Linie in Abb. 5.5. Die zugehörigen Rekonstruktionen sind jeweils mit
verschiedenen Streustrahlungsanteilen durchgeführt. Das hier als ”Compton
1+2. Ordn.“ bezeichnete Linienprofil enthält alle Streueffekte mit mindestens
einer Comptonstreuung. Also alle Anteile die in Abb. 5.7 dargestellt sind.
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Hochenergiebeispiel: Stufenzylinder

Die Intensität der Streustrahlung tritt bei Röntgenenergien im MeV-Regime deutlich stärker
hervor und die beiden betrachteten Streueffekte sind noch stärker vorwärtsgerichtet. Wobei
der Rayleigheffekt noch kleinere Wirkungsquerschnitte aufweist und damit bereits in der
ersten Ordnung vernachlässigbar wird. Dazu soll hier noch ein weiterer Testkörper betrachtet
werden. Der in Abb. 5.10 gezeigte Stufenzylinder aus Eisen ist ein Testkörper, welcher
für Hochenergieanwendungen realistische Abmessungen und Absorptionseigenschaften
hat [96]. Für die Simulationen des Stufenzylinders wurde ein Röntgenspektrum einer LINAC-
Röntgenquelle mit Transmissionstarget verwendet. Die Maximalenergie dieses Spektrums
ist 6 MeV(dargestellt in Anhang B.3 Abb. B.12). Diese Simulation ist polychromatisch
ausgeführt, es wurde ebenfalls in Parallelstrahlgeometrie simuliert. Der virtuelle Detektor
ist ideal energieintegrierend und hat 25 × 25 cm2 mit 64 × 64 Pixeln. Der Objekt-zu-
Detektorabstand ist 20 cm. Die Streusimulation wurde für NS = 8 · 103 und Nk = 901
durchgeführt.

Die analytisch berechneten Streustrahlprojektionen für den Stufenzylinder sind in
Abb. 5.11 gezeigt.

Nachdem der Stufenzylinder rotationssymmetrisch ist, genügt es eine einzige Projekti-
onsrichtung zu betrachten.
Ähnlich dem, was oben bereits für die Al-Fe-Kugel für die zweite Ordnung Rayleigheffekt
beobachtet wurde, kann man hier bereits in der ersten Ordnung feststellen: Die Streupro-
jektion zeigt ”Glanzwinkel“. Die Verteilung der Streustrahlung ist, trotz des analytischen
Modells, ”verrauscht“ bzw. unstetig. Immerhin zeigt der visuelle Vergleich mit den Ergeb-
nissen der MC-Simulation (Abb. 5.15), dass die Orte, an denen Intensiät vorhanden ist,
korrekt sind.
Die Ursache für die stark inhomogene Verteilung ist ähnlich wie oben bereits für die
zweite Ordnung Rayleigheffekt beschrieben: Vom Drehzentrum aus gesehen, sind zwei
benachbarte Pixelzentren etwa 1,1° voneinander entfernt. Bei 1 MeV gilt für Eisen dσR(0°)

dΩ

/
dσR(1,10°)

dΩ ≈ 10, für höhere Energien steigt dieses Verhältnis schnell (bei 2 MeV gilt bereits
≈ 36). Insgesamt gilt auch hier, dass die totalen Wirkungsquerschnitte des Rayleigheffekts
gegenüber dem Comptoneffekt vernachlässigt werden können. Das Modell wird bezüglich
des Rayleigheffekts also genau dann schlecht, wenn der Effekt nicht mehr dominant ist.
Auch hier könnte man durch deutlich höhere Abtastung, in diesem Fall der Detektorfläche,
dem Simulationsartefakt entgegenwirken.



5.6. Ergebnisse der analytischen Streusimulation 127

Stufe 8

Stufe 3

Stufe 7
Stufe 6

Stufe 5
Stufe 4

Stufe 2
Stufe 1

22 cm

4 cm
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Abb. 5.10.: Der hier schematisch dargestellte Stufenzylinder weist ein Spektrum mit
teilweise besonders großen Stufendurchmessern (4 cm bis 22 cm) auf und
hat eine Bohrung entlang seiner Höhe (∅ 2 cm). Die Radien der einzelnen
Stufen sind in Tab. B.4 (Anhang B.3) gelistet. Dieser Stufenzylinder ist als
Testobjekt für Fragestellungen im MeV-Regime geeignet, siehe auch Ref. [96].

Compton 1. Ordnung Compton 2. Ordnung Rayleigh 1. Ordnung

Abb. 5.11.: Streuprojektionen des Stufenzylinders. Der Comptoneffekt zweiter Ordnung
ist hier ”nur“ CC. Ein quantitativer Vergleich der Streuanteile ist in Abb. 5.17
vorgenommen.
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5.7. Validierung des analytischen Modells mittels Monte-Carlo
Simulation

Die Qualität des entwickelten Streumodells kann experimentell nicht geprüft werden. Das
liegt daran, dass experimentell grundsätzlich nur die Summe aus der Primär- und Se-
kundärstrahlung zugänglich ist, es sei denn man verwendet quellseitige Kollimatoren, die
einen Teil des untersuchten Objektes abschatten. Auch dann kann keine Trennung der
verschiedenen Streuordnungen erfolgen, sodass man nur Abschätzungen für die gesamte
Streuintensität erhalten kann.
Anstelle einer experimentellen Validierung wird deshalb der Vergleich mit einer MC-
Simulation vorgenommen. Die MC-Simulationen, die im Folgenden gezeigt werden, sind
mit dem Simulationsprogramm ”GEANT4“ erzeugt worden, siehe die Ref. [2–4].
Die MC-Simulationen berücksichtigen die in Tab. B.5 gelisteten Streu- und Absorptions-
effekte für Elektronen und Photonen. Wie die Ergebnisse aus den Ref. [95, 96] nahele-
gen, kann für diese MC-Simulationen der Paarbildungseffekt vernachlässigt werden. Die
MC-Simulationen wurden jeweils mit 109 Primärphotonen pro Projektion durchgeführt96

(sowohl bei dem Spektrum für den Stufenzylinder, als auch bei der monochromatischen
Primärstrahlung für die Al-Fe-Kugel97). Im Übrigen entspricht die MC-Modellierung genau
den deterministischen Simulationen. Um aus der MC-Simulation die einzelnen Streueffekte
getrennt voneinander zu erhalten, wurden die Teilchenhistorien der virtuellen Teilchen,
welche ein Detektorpixel erreichen, analysiert. Ein Photon, welches einen bestimmten De-
tektorpixel erreicht hat, wird dort als Photon einer bestimmten Klasse (z.B. CC) detektiert,
wenn in seiner Teilchenhistorie die entsprechende Anzahl an Streuereignissen und und der
Namensgebende Streueffekt mindestens einmal vorkommt. Durch diese Zählweise lassen
sich die ”gekreuzten“ Effekte nicht von den ”doppelten“ Effekten unterscheiden. Dies ist
eine Einschränkung98 von GEANT4. Man erhält also nur Streubilder für die Fälle: C, R,
(CC+CR+RC) und (RR+CR+RC). Dementsprechend können nicht alle Teilsignale einzeln
verglichen werden. Es wird jeweils angegeben, welche Teilsignale gemeint bzw. summiert
sind.
Die Streuprojektionen für die beiden Testköper sind in den Abb. 5.12 und 5.15 dargestellt.

96 Mein besonderer Dank gilt hier C. Stritt, welche die MC-Simulationsergebnisse erzeugt und zum
Vergleich zur Verfügung gestellt hat.

97 Die Winkelverteilung der Primärphotonen der MC-Simulation war so eingestellt, dass, bei Start in der
virtuellen Quelle, genau die Detektorfläche ”ausgeleuchtet“ wird.

98 Dise Information stammt von C. Stritt, welche die Simulationsdaten erzeugt und zur Verfügung gestellt
hat.
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Abb. 5.12.: Analog zu den analytisch simulierten Streuprojektionen aus Abb. 5.6 sind
hier die Ergebnisse der MC-Simulation dargestellt.

Multimaterialphantom: Al-Fe Kugel

Der visuelle Vergleich zwischen den MC-Ergebnissen und den analytisch berechneten
Streuprojektionen aus Abb. 5.6 ergibt hohe Ähnlichkeit aller gezeigten Streuprojektio-
nen. Insbesondere die stark strukturierte Verteilung der Rayleighstreuung findet sich
gleichermaßen in den Ergebnissen der MC- und analytischen Simulation.

Neben dem visuellen Vergleich der Streuprojektionen kann auch ein quantitativer Ver-
gleich der Intensitäten gezogen werden. Dazu sind die Linienprofile aus Abb. 5.8 und 5.7
erneut in Abb. 5.13 und 5.14 gemeinsam mit den MC-Ergebnissen gezeigt99. Zusätzlich
sind die integralen Intensitäten der 0°-Streuprojektionen in Tab. 5.1 zusammengestellt.

• Für die erste Ordnung Streustrahlung ergibt sich nahezu eine Deckung der Linien-
profile. Das spiegelt sich auch in den integrierten Intensitäten wieder. Abweichungen
von 5 bzw. 6 % sind verglichen mit der Einfachheit des Streumodelles erster Ordnung
als sehr gutes Ergebnis zu bewerten.

99 Die hier fehlenden Linienprofile der 45° und 90° Projektion finden sich in Anhang B.3
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Abb. 5.13.: Vergleich der Linienprofile für MC- und analytische Simulation für das Al-Fe-
Kugelphantom. Die Linienprofile sind den Projektionen für die nicht rotierte
Kugel (0° Projektion) aus Abb. 5.12 und Abb. 5.6 entnommen. Dargestellt
ist jeweils das Intensitätsprofil auf Höhe der Projektionsmitte. Ergänzend
zu dieser Abbildung finden sich für 45° und 90° entsprechende Grafiken
in Anhang B.3. Durchgezogene Linien stellen den Verlauf der analytischen
Simulation dar, gestrichelte Linien den entsprechenden Verlauf der MC-
Simulation.
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Abb. 5.14.: Vergleich der Linienprofile MC und analytische Simulation für das Al-Fe-
Kugelphantom. Durchgezogene Linien stellen den Verlauf der analytischen
Simulation dar, gestrichelte Linien den entsprechenden Verlauf der MC-
Simulation. Es gilt für die zweite Ordnung: CC+CR+RC+RR.

• Auch für die Projektionen nach Objektrotation (hier bedeutet das auch Rotation des
Punktgitters) ergibt sich ein ähnliches Niveau der Abweichungen.

• Insgesamt ist die Streuintensität, welche durch das analytischen Modell berechnet
wird, kleiner als die MC-Intensität. Das zeigt sich in allen Anteilen, besonders aber
in der zweiten Ordnung Comptonstreuung. Diese weicht deutlich ab. Im Rahmen
der Diskussion der Modellfehler in Abschnitt 5.8 wird allerdings die Ursache für
diese Unterschätzung gefunden, sowie eine Korrektur vorgeschlagen, die diesen Effekt
deutlich mindert.
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Tab. 5.1.: Quantitativer Vergleich der Streuintensitäten für die MC- und analytische
Simulation für das Al-Fe-Kugel Phantom. Sämtliche Intensitäten sind in MeV
angegeben. Es ist jeweils die integrale Intensität der Detektorfläche angegeben
und verglichen. Die Werte ”analyt.“ beziehen sich auf die Ergebnisse aus
diesem Abschnitt, die Werte ”korr.“ beziehen sich auf die Korrektur der zweiten
Ordnung, die im Abschnitt 5.8 eingeführt wird.

Intensitätsanteil MC analyt. rel. Diff.% korr. rel. Diff.%
Rayleigh erste Ordnung 3,67 · 105 3,48 · 105 5
Compton erste Ordnung 3,53 · 106 3,32 · 106 6
zweite Ordn. (CC+CR+RC) 7,97 · 105 2,64 · 105 67 6,91 · 105 14
Gesamt (C+R+CC+CR+RC) 4,69 · 106 3,94 · 106 16 4,36 · 106 7

Hochenergiebeispiel: Stufenzylinder

Anhand des visuellen Vergleiches der Abb. 5.16 und 5.11 ergibt sich die Beobachtung, dass
die erste Streuordnung gut wiedergegeben ist. Für die zweite Ordnung (ohne Betrachtung
von RR) ergeben sich Unterschiede, vor allem bei den Streuintensitäten im Bereich der
Basis des Stufenzylinders.

Der quantitative Vergleich anhand der Linienprofile ergibt,

• dass die erste Streuordnung gut wiedergegeben ist. Das gilt sowohl für den Verlauf, als
auch für die Intensität. Obwohl die Rayleighintensität stark von dem Simulationsar-
tefakt betroffen ist, ist die Intensität und der typische Verlauf weitestgehend korrekt.
Man kann allerdings auch festhalten, dass der Rayleigheffekt vernachlässigbar wenig
Intensität zum gesamten Streusignal beiträgt.

• dass, genau wie bei der Al-Fe-Kugel, die Intensität der zweiten Ordnung Compton-
streuung stark unterschätzt wird. Hinzu kommt, dass auch der Verlauf der Linienpro-
file nicht korrekt scheint (in den horizontalen Linienprofilen erkennt man, dass der
Abfall der Intensität zum Detektorrand hin nicht steil genug ist).

Darüber hinaus gilt für die integralen Intensitäten (nur MC): Die integrale Intensität der
Streuprojektion der zweiten Ordnung Comptonstreuung ist etwa um den Faktor 4 kleiner
als die erste Ordnung.

Korrektur der zweiten Streuordnung

Den beobachteten Abweichungen der zweiten Ordnung Comptonstreuung (man betrachte
CC, CR und RC gemeinsam) kann mittels der in Abschnitt 5.8 besprochenen Korrektur
entgegnet werden. Die Ergebnisse nach dieser Korrektur sind dort besprochen.
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Compton 1. Ordnung Compton 2. Ordnung Rayleigh 1. Ordnung

Abb. 5.15.: Streuprojektionen nach einzelnen Streueffekten aufgetrennt. Die hier ge-
zeigten Streuprojektionen sind das Ergebnis einer MC-Simulation mit 109

Primärphotonen. Als Primärspektrum ist das 6 MeV-Spektrum, wie in An-
hang B.3 Abb. B.12 gezeigt, verwendet.
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Abb. 5.16.: Vertikale Linienprofile entlang der mittleren Pixelspalte der Streuprojektionen
des Stufenzylinders (aus Abb. 5.11) im Vergleich mit den entsprechenden
Linienprofilen einer MC-Simulation (Abb. 5.15). Durchgezogene Linien stel-
len den Verlauf der analytischen Simulation dar, gestrichelte Linien den
entsprechenden Verlauf der MC-Simulation.
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Abb. 5.17.: Vergleich horizontaler Linienprofile für analytische und MC-Simulation des
Stufenzylinders. Die Linienprofile zeigen den Intensitätsverlauf, der sich
in Projektion der entsprechend bezeichneten Stufe aus Abb. 5.10 ergibt.
Durchgezogene Linien stellen den Intensitätsverlauf aus dem analytischen
Modell dar, gestrichelte Linien den Intensitätsverlauf der MC-Simulation.

5.8. Korrektur und Diskussion der Modellfehler und
Limitierungen

Die Approximationen des analytischen Streumodells ziehen Fehler in den Ergebnissen
nach sich. Die Unterschiede zwischen der MC-Simulation und der analytischen Simulation
lassen das beobachten. Wesentlich für das oben beschriebene Modell ist die Zerlegung
des streuenden Objektes in Teilobjekte, von denen jedes durch einen Punkt repräsentiert
wird. Das gilt für die Berechnung beider Streuordnungen. Die durch diese Diskretisierung
verursachten Fehler sind Gegenstand der folgenden Diskussion. Für die zu klein berechneten
Intensitäten der zweiten Streuordnung lässt sich eine Korrektur finden.

Fehler in der Modellierung der ersten Ordnung Streustrahlung

Freud et al. weisen darauf hin, dass die Größe eines Teilvolumens (genauer: seine Ausdehnung
in Transmissionsrichtung) so gewählt sein sollte, dass die Absorption im Teilvolumen klein
ist [36] (ein Beispiel in der Publikation geht von 6% aus.). Letztlich erreicht man damit, dass
die Intensität, die an einem Pj berechnet wird, nicht weit von der abweicht, die für alle von
diesem Punkt repräsentierten Elementarstreuer gilt. Für ein vereinfachtes Testszenario kann
man das Konvergenzverhalten der Streusimulation gegenüber der Dichte der Streuzentren
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betrachten. Es sei ein Nadelstrahl mit 400 keV monochromatischen Primärphotonen gewählt,
welcher auf ein quaderförmiges Objekt trifft. Der Quader hat in Strahlrichtung eine Länge
von 30 mm und quer zur Strahlrichtung eine quadratische Fläche, die genauso groß ist
wie der Strahlquerschnitt 1× 1mm. Indem man die Anzahl der Streupunkte entlang des
Quaders variiert, kann man die Streuintensität als Funktion der Abtastdichte berechnen.
Exemplarisch für die Rayleighstreuung in Vorwärtsrichtung (ω1 = 0°) ist dies berechnet und
in Abb. 5.18 dargestellt. Zum Vergleich ist die Transmission pro Streuzelle mit aufgetragen.
Man beobachtet, dass das Konvergenzverhalten für die beiden gezeigten Materialien bei
dieser Energie etwa gleich ist. Die von Freud et al. vorgeschlagene Regel bestätigt sich
weitestgehend, wobei eine Transmission von 0, 9 als untere Grenze durchaus in Betracht
kommt. Mit einer solchen graphischen Abschätzung lässt sich also für ein gegebenes Objekt
die Größe der Teilvolumina bestimmen. Zusammen mit dem Volumen des zu simulierenden
Objektes ergibt sich daraus die Zahl der Streupunkte und dadurch ist die Simulationsdauer
letztlich festgelegt.



136

100

120

140

160

180

200

Ge
st

re
ut

e
In

te
ns

itä
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Abb. 5.18.: Untersuchung der Streuintensitätsberechnung nach Gleichung 5.14 als Funk-
tion der Diskretisierung des Objektes. Die gestrichelten Linien zeigen die
Transmission einer Streuzelle als Funktion der Streuzentrendichte. Die durch-
gezogenen Linien (oben) zeigen die Intensität der Streustrahlung (bei 400 keV
Primärenergie), welche von einem 30 mm langen Quader ausgeht. Mit zu-
nehmender Abtastdichte konvergiert die Streuintensität gegen einen festen
Wert. Um das Konvergenzverhalten quantitativ beurteilen zu können, ist im
unteren Plot der Gradient der Streuintensität aufgetragen.
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Fehler in der Modellierung der zweiten Ordnung Streustrahlung

Es gibt vier Aspekte, die bei der Berechnung der zweiten Ordnung Streustrahlung zu
Fehlern führen können.

Kegelanzahl bzw. Kegelöffnungswinkel Für alle Elementarstreuer innerhalb eines Kegels
(wie in Abb. 5.4) wird dasselbe ω1 angenommen. Nachdem es nur Nk Kegel gibt,
führt dies dazu, dass die differentiellen Wirkungsquerschnitte auch nur für bestimmte
Streuwinkel verwendet werden.

Abschätzung des Streuwinkels ω1 Der Streuwinkel variiert entlang einer Kegelmittelachse,
wird allerdings als konstant angenommen. Das gilt besonders, wenn ω1 ≈ 90°. Für eine
CT-Simulation ist die Streustrahlung, welche ein Detektorpixel erreicht, von Interesse.
Das heißt, dass aus ω1 ≈ 90° =⇒ ω2 ≈ 90°. Für den Fall, dass beide Streuwinkel
nahe 90° sind, ist das Produkt aus den entsprechenden Wirkungsquerschnitten
besonders klein. Dies ist in Abb. 2.4 abzulesen. Man kann zusammenfassen, dass die
Näherung für ω1 gerade dann schlecht wird, wenn die doppelte Streuwahrscheinlichkeit
klein ist. In diesem Fall ist allerdings auch keine wesentliche Intensität am Detektor
zu erwarten.

Abschätzung der Primärintensität für Orte im Kegel Die zweifache Streuung von Rönt-
genphotonen ist, wie in Abb. 2.4 abzulesen, besonders dann relevant, wenn beide
Streuwinkel klein sind. Das gilt umso mehr, je größer die Primärenergie ist. In diesem
Fall sind alle Elementarstreuer innerhalb eines Streuwinkels erster Ordnung näher an
der Röntgenquelle als Pj . Das heißt, dass die Intensität, die für die Orte x abgeschätzt
wurde, systematisch zu klein ist (Glg. 5.20 induziert einen Fehler). Daraus resultiert
die Unterschätzung der Intensitäten der zweiten Streuordnung, die im Vergleich des
analytischen Modells mit den MC-Ergebnissen beobachtet wurde.
Diesem nicht unerheblichen Modellfehler kann begegnet werden, ohne das Streumo-
dell so zu erweitern, dass mehr Informationen als das Tupel 5.3 benötigt werden:
Dazu wird die Primärintensität der Orte x ersetzt. Auch die folgende Variante, die
Primärintensität festzulegen, ist eine Abschätzung. Statt Glg. 5.31 (bzw. der Inten-
sität I = ΦE) soll eine effektive Intensität für alle Orte x abgeschätzt werden. Es sei
wieder ein Kegel betrachtet, die Kegelmittelachse schließt mit −−→QPj den Streuwinkel
ω1 ein. Der Punkt, an dem das Strahlenbündel, welches entlang −−→QPj propagiert, die
Oberfläche des Objektes trifft, sei mit L̃ bezeichnet. Die Höhe dieses Kegels ist t(γk).
Das ist Länge des Streckenanteils von −−→QPj , der im Objekt verläuft. Näherungsweise
gilt: L̃Pj = t̃ ≈ cos(ω1)t(γk). Das sei als korrigierende Abschätzung für die Strecke
angewendet, auf der die Röntgenschwächung stattfindet. Der Schwächungskoeffizient
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Abb. 5.19.: Grafik zu Gleichung 5.42. Die Transmissionslänge teff, bei der die effekti-
ve Intensität auftritt, ist als Funktion der gesamten Transmissionslänge t̃
aufgetragen. Jeweils für µeff = µAl bei verschiedenen Primärenergien.

entlang dieser Strecke sei mit µ ≈ µeff abgeschätzt (man verwendet also das mittlere
Kegelmaterial). Es wird dann der Effektivwert der Intensität, die auf der Strecke−−→
L̃Pj auftritt, durch

Ieff = I0
t̃

∫ t̃

0
exp(−µeffx) dx

= I0
t̃µeff

(1− exp
(
−µefft̃

)
) (5.41)

berechnet. I0 ist hier die Intensität an der Objektoberfläche. In Abb. 5.19 ist exem-
plarisch für Aluminium als effektives Material im Kegel der Zusammenhang zwischen
teff und t̃ dargestellt. Es gilt I0 ≥ Ieff ≥ IPj . Es lässt sich der Ort Peff, an dem
die effektive Intensität auftritt, berechnen. Dieser Ort liegt auf der Strecke −−→QPj im
Abstand

teff = ln(I0)− ln(Ieff)
µeff

teff = 1
µeff

(ln
(
t̃µeff

)
− ln

(
1− exp

(
−t̃µeff

))
) (5.42)
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hinter dem Punkt L̃ (in Strahlrichtung blickend).
Gleichung 5.31 kann korrigiert werden zu

ΦI = dNQ

dΩ
1

QPeff
2 exp(−µeffteff). (5.43)

Dabei gilt QPeff = QPj − t̃ + teff.
Diese Korrektur ist durchgeführt worden und die Simulationen aus dem vorigen
Kapitel wurden wiederholt. Die Ergebnisse des Streumodells mit dieser Korrektur
sind in Abb. 5.20 im Vergleich mit den oben bereits gezeigten Ergebnissen dargestellt.

Für die korrigierten Ergebnisse (siehe Abb. 5.20) lässt sich festhalten, dass

• die Korrektur erfolgreich ist. Insofern, als dass die Intensitäten der zweiten Streu-
ordnung erwartungsgemäß ansteigen. Der Fehler ist also gemindert. Wobei die
Intensitäten auch nach der Korrektur kleiner sind als die der MC-Simulationen.

• die Ortsverteilung der Streuintensitäten sich ändert. Besonders auffällig ist,
dass der Verlauf der Linienprofile für den Stufenzylinder nach der Korrektur
besser passt. Das geht einher mit dem relativen Abstand der Linienprofile für
verschieden dicke Stufen (ohne der Korrektur haben die beiden dargestellten
Stufen etwa selbes Intensitätsniveau). Diese Linienprofile lassen sich, durch
korrekte Skalierung, sogar mit den MC-Profilen in Deckung bringen. Dies sei
als Hinweis zu werten, dass die Korrektur verwendet werden muss.

• nach dieser Korrektur die Differenz zu den MC-Simulationen deutlich kleiner
wird (siehe Tab.5.1).

Berechnung des mittleren Materials in einem Streustrahlenkegel Für die Berechnung
der Streustrahlung erster Ordnung in einem Streukegel wurde ein effektives Material
µeff eingeführt. Das gilt auch für die Korrektur der Transmissionslängen. Grundsätzlich
kann das Integral in Gleichung 5.34 auch abschnittsweise ausgeführt werden. Es würde
dann über eine Abfolge von Kegelstümpfen mit je einem Material integriert. Um
dieses Vorgehen zu realisieren, müsste im Datentupel 5.3 jedoch die konkrete Abfolge
von Materialien entlang der Kegelmittelachse gespeichert werden. Entsprechend
müsste man auch den effektiven Wirkungsquerschnitt (Glg. 5.25) ersetzen. Insgesamt
verkompliziert sich die Berechnung also um die abschnittsweise Berechnung von den
Gleichungen 5.36 bis 5.38 mit anschließender Summation der Teilergebnisse. Diese
Erweiterung des Algorithmus ist im Rahmen dieser Arbeit nicht weiter verfolgt. Es
sei an dieser Stelle noch auf einen Nebeneffekt hingewiesen, den dieses Vorgehen nach
sich zieht. Dadurch, dass die Abfolge der Materialien im Objekt stark richtungs- und
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ti
n

be
l.

Ei
nh

eit

ohne Korrektur

0° Projektion Al-Fe-Kugel

MC
2. Ordn. korrigiert

0 10 20 30 40 50 60
Position in Pixel

In
te

ns
itä
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Abb. 5.20.: Streusimulation zweiter Ordnung Comptonstreuung mit Korrektur der Trans-
missionslängen für den Stufenzylinder. Die Abbildung wiederholt die Ergeb-
nisse aus den Abb. 5.13, 5.16 und 5.11 nachdem die Korrektur nach Glg. 5.43
durchgeführt wurde. Die beiden analytisch simulierten Streubilder enthalten
jeweils CC, CR und RC. Das ist dasselbe Signal, welches im MC-Streubild
summiert ist.
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Abb. 5.21.: Abtastgenauigkeit des Wirkungsquerschnitts durch die Streukegel. Die Abbil-
dung zeigt das Integral des Wirkungsquerschnitts um die Vorwärtsrichtung als
Funktion des Kegelöffnungswinkels. Zur Übersichtlichkeit wurde auf den Ma-
ximalwert (den totalen Streuquerschnitt) normiert. Die gestrichelten Kurven
gelten für den Rayleigheffekt, durchgezogene für Comptoneffekt.

ortsabhängig sein kann100, muss man bei diesem Algorithmus davon ausgehen, dass
die Rechendauern für einzelne Streupunkte nicht mehr identisch sind.

Fehler in einer kalibrierten Streusimulation

Eine kalibrierte Streustrahlsimulation analog zu der kalibrierten analytischen Simulation
aus Kap. 4, ist nicht möglich. Wie schon in Abschnitt 5.2 beschrieben, ist der Grund dafür
die Abnahme der Photonenenergie aufgrund des Comptoneffektes. Nachdem in das hier
entwickelte Streumodell ohnehin einige Approximationen eingehen, kann man die Frage
diskutieren, welcher Fehler induziert wird, wenn man den Comptoneffekt ”energieerhaltend“
modelliert E = E′. In diesem Falle wären die Voraussetzungen für eine Kalibration der
Simulation wieder gegeben101.
Es soll im Folgenden der energieabhängige Fehler berechnet werden, der sich ergibt, wenn
ein energieerhaltender Comptoneffekt in einer Simulation eingesetzt wird. Dabei geht man
weiter von den relevanten Detektionssytemen aus, also indirekt konvertierenden Detektoren.
100 Man denke sich z.B. eine Sandwich-Strukur. Es gibt Richtungen, entlang einzelner Schichten ohne

Materialübergang. Senkrecht zu den Schichten gibt es dagegen sehr viele Materialwechsel.
101 Alternativ kann man natürlich auch wieder entweder das Detektorverhalten oder das Quellspektrum

schätzen und somit das Systemspektrum in seine beiden Komponenten zerlegen. Das entspricht allerdings
nicht der Idee von ”Kalibration“ wie sie in Kap. 4 vorgestellt ist.
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Es werden solche mit CdWO4- oder CsI-Szintillator verwendet.
Es gibt zwei Fehler bei der Streuintensitätsberechnung für E = E′. Zum einen ist die
deponierte Energie der Photonen falsch, man vergleiche dazu E = E′ und E′(E) aus
Gleichung 2.13 (siehe Abb. 5.22 oben). Zum anderen wird die Effizienzkurve des Szintillators
bei der falschen Energie ausgewertet, sodass die deponierte Energie mit einem falschen
Gewichtungsfaktor zur Intensität beiträgt.
Sei die Szintillatoreffizienz ∝ 1− exp(−µt), dann kann die Intensität als proportional zur
deponierten Energie und der Effizenz angegeben werden I(E) ∝ E(1− exp(−µ(E)t). In
Abb. 5.22 ist der relative Fehler

E(1− exp(−µ(E)t))− E′(E)(1− exp(−µ(E′(E))t))
E′(E)(1− exp(−µ(E′(E))t)) (5.44)

als Funktion der Primärenergie aufgetragen (gilt nur für erste Ordnung Comptonstreuung).
Man liest beispielsweise ab, dass bei 400 keV die relativen Fehler zwischen 2 % und 25 %
liegen (für die gezeigten Streuwinkel). Je nach verwendetem Energiebereich und den er-
warteten Streuwinkeln kann die Abschätzung E = E′ also zu vernachlässigbaren Fehlern
führen. Die Tatsache, dass bei kleinen Energien E < 40 keV der relative Fehler divergiert
stört dieses Argument nicht. Denn man darf erwarten, dass solche Photonen von den
typischen Objekten, für die Streustrahlung simuliert wird, stark absorbiert werden (oder in
einem Strahlaufhärtungsfilter absorbiert werden). Sie tragen also wenig zum Gesamtsignal
bei. Unter diesem sehr pragmatischen Gesichtspunkt kann man, in bestimmten Anwen-
dungsfällen, also einen ”energieerhaltenden Comptoneffekt“ als weitere Abschätzung in das
analytische Streumodell einbringen.

Fazit

Zusammenfassend und mit Blick auf die in Abschnitt 5.2 genannten Anforderungen an ein
analytisches Streumodell lässt sich festhalten,

• dass die vorgeschlagene Berechnung der Transmissionslängen, welche trajektorienun-
abhängig funktioniert, eine wesentliche algorithmische ”Abkürzung“ ergibt. Das gilt
sowohl im Bezug darauf, dass es gelungen ist das Raytracing von den Berechnungen zur
Streuphysik zu entkoppeln, als auch im Bezug auf die Berechnung der zweiten Ordnung
Streustrahlung, die mit derselben Menge an vorberechneten Transmissionslängen
auskommt.

• dass die Berechnung der zweiten Ordnung Streustrahlung, bezüglich der räumlichen
Verteilung der Intensitäten, insbesondere mit der Korrektur des letzten Abschnittes,
gut gelingt.
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Abb. 5.22.: Darstellung der Fehlerquellen und des relativen Fehlers für eine kalibirierte
Streusimulation. Oben ist Glg. 2.13 aufgetragen. In der Mitte sind typi-
sche Detektionseffizienz-Kurven dargestellt. Unten ist der relative Fehler der
Intensitätsberechnung für die Abschätzung E = E′ gezeigt.
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• dass die Berechnung der Streustrahlprojektionen, gegenüber der MC-Methode deutlich
vereinfacht ist, sodass auch CT-Simulation mit Berücksichtigung der Streustrahlung
möglich wird.

• dass die Berechnung der Absolutintensitäten im Rahmen von etwa 7 % bis 15 %
Abweichung zu einer MC-Simulation möglich ist. Insbesondere die Intensitäten erster
Ordnung ergeben sich exakter. Dennoch will ich hier festhalten, dass man über
weitere Korrekturen nachdenken sollte. Solange diese die algorithmische Einfachheit
nicht aufhebt, die im Wesentlichen auf der a priori Erzeugung des Datentupels 5.3
beruht102.

• dass die Wahl der Diskretisierung des Objektes (auch der Ausrichtung des Punktgitters
aus Abschnitt 5.2) ausschlaggebend ist für die Qualität der Ergebnisse. Das gilt
umso mehr, je größer die Röntgenenergie ist, da dann die Richtungsverteilung der
Streustrahlung stärker vorwärtsgerichtet ist (für Rayleigh- und Comptoneffekt).

• dass die Streustrahlung des Rayleigheffekts in zweiter Ordnung nicht gut berechnet
werden kann (bezüglich der hier gewählten bzw. relevanten Materialien und Ener-
gien). Allerdings liegen die Wirkungsquerschnitte für den Rayleigheffekt in zweiter
Ordnung, wie schon in Abschnitt 2.1.4 besprochen, bei den relevanten Materialien
und Energien so, dass die integrale Intensität dieses Streustrahlungsanteils im Bereich
weniger Prozent der gesamten Streuintensität bleibt. Es ergibt sich dadurch also
keine wesentliche Fehlerquelle.

Das neu gefundene Modell zur zweiten Ordnung Streustrahlung hebt sich von den hybriden
Streumodellen in zwei Punkten ab.
Zum einen hat dieses Modell einen deterministischen numerischen Aufwand, der nur von
den vor Beginn einer Simulation festgelegten Diskretisierungen abhängt. Damit sind die
Rechenzeiten dieses Modells zwar immer noch eine Funktion des Objektvolumens103, al-
lerdings sind sie unabhängig vom Zustand eines (Pseudo-)Zufallszahlengenerators sowie
von Material und Röntgenenergie. Insbesondere ist das resultierende SNR der simulierten
Projektionen nicht an die Simulationsdauer gekoppelt. Sofern nicht, wie in den Simula-
tionsbeispielen oben zu sehen, Diskretisierungsartefakte auftreten, ergibt sich für dieses
102 Man kann beispielsweise untersuchen, ob es gelingt mittels MC-Simulation heuristische (voraussichtlich

energie- und materialabhängige) Korrekturfaktoren zu finden, welche — einmal tabelliert — zur
Korrektur dieses Modells dienen.

103 Dabei ist unterstellt, dass das zu simulierende CT-System nicht variiert ist. Sonst ist die Zahl der
Detektorpixel natürlich auch zu berücksichtigen. Die Detektorpixelzahl geht in analytischen Modellen
immer linear in die Simulationsdauer ein. In MC-Modellen hat sie keinen direkten Einfluss. Man erhält
jedoch ein kleineres SNR durch feinere Diskretisierung und die Simulationsdauer geht quadratisch mit
dem SNR (Photonenzählstatistik).
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analytische Modell das typische Verhalten, dass die Simulationsergebnisse frei von Rauschen
sind.
Zum anderen hat dieses Modell konstruktionsbedingt nicht die Notwendigkeit die Streu-
punkte trajektorienabhängig zu setzen. Im hybriden Verfahren muss die erste Stufe, die
MC-Simulation, neu durchgeführt werden, wenn sich die Position der Röntgenquelle relativ
zum Objekt geändert hat.
Im Vergleich zu der LBSA lässt sich festhalten, dass dieses Modell in der ersten Ordnung
Streustrahlungssimulation voll multimaterialienfähig ist. Bezüglich der zweiten Ordnung
Streustrahlung hat auch dieses Modell eine Approximation für den Multimaterialfall. Nach-
dem diese Näherung allerdings bezüglich der Streukegel gemacht wird, betrachtet dieses
Modell die Materialzusammensetzung für die Berechnung der zweiten Ordnung lokal. Dem-
gegenüber steht in der LBSA ein mittleres streuendes Material, welches über das gesamte
Objekt ausgedehnt ist.
Die LBSA ist prinzipiell nur für die Approximation der ersten Ordnung Streustrahlung
geeignet. Die zweite Ordnung wird über die Anwendung eines Korrekturfaktors auf das
Modell der ersten Ordnung approximiert. Das hier entwickelte Modell geht also sowohl bei
der Definition des streuenden Materials, als auch durch die Verwendung der Objektform
für das Raytracing über die LBSA hinaus.





6. Bildgütemaß für die automatisierte
Optimierung der Aufnahmeparameter

In Kapitel 3 ist ein Brute-Force Ansatz zur Aufnahmeplanung von CT-Messungen definiert.
Dieses Verfahren steht exemplarisch für alle Optimierungsverfahren, welche ein Gütemaß
benötigen. Ein solches Gütemaß für CT-Aufnahmen zu definieren ist Gegenstand dieses
Kapitels. Dazu ist zunächst nicht vorausgesetzt, dass es sich um ein bivariates Gütemaß
handeln soll104. Im Folgenden wird also auch zu klären sein, bezüglich welcher Referenz
die Güte einer CT-Aufnahme definiert wird. Dabei setze ich das ideale Tomogramm aus
Abschnitt 3.1.1 als das Ziel der Bemühungen um die Gütedefinition voraus. Dieses wurde als
die physikalisch korrekte Messung definiert. Das Kapitel geht allerdings über die Definition
eines Gütemaßes hinaus. Vor der Definition des Gütemaßes stelle ich eine Interpretation des
CT-Messprozesses als Informationsübertragung im Sinne der Informationstheorie vor. Diese
Vorgehensweise ist zum einen Motivation und Herleitung für das konkret vorgeschlagene
Gütemaß, zum anderen eröffnet sich ein neuartiger Blick auf den CT-Aufnahmeprozess.

6.1. Neue Entropie-basierte Bildgütemaße für die
Computertomographie

6.1.1. Informationstheoretische Sicht auf den CT-Aufnahmeprozess

Die Informationstheorie geht auf das Problem der möglichst optimalen Übertragung einer In-
formation zwischen zwei voneinander entfernten Orten vermittels eines Übertragungssystems
(z.B. Telefonleitung, Funkstrecke) zurück. Das Übertragungssystem wird als Kanal be-
zeichnet. Optimal ist: fehlerfreies, schnelles und ressourcensparendes Übertragen. Die
Kanalkapazität (die noch näher zu betrachten sein wird) ist die Fähigkeit eines Kanals
eine Menge von Information in einer bestimmmten Zeiteinheit zu übertragen (so ist dieser
Begriff von Shannon in Ref. [90] eingeführt worden). Eine sehr bemerkenswerte Publikation,
in der dieses ”Grundproblem“ mathematisch beschrieben und untersucht wird, ist ”A
mathematical theory of communication“ von C. E. Shannon aus dem Jahr 1948, Ref. [89].
104 Optimierungsalgorithmen, so wie sie hier angedacht sind, sind in aller Regel vergleichend. Sie arbeiten

also mit einer größer-kleiner Relation hinsichtlich irgendeines Maßes.
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Abb. 6.1.: Sender-Empfänger-Modell zur Informationsübertragung. Das Modell der In-
formationstheorie entnommen und bezüglich des CT-Messprozesses inter-
pretiert. Der Sender ist das zu tomographierende Objekt bezüglich seiner
röntgenographischen Eigenschaften. Empfänger ist das (digital gespeicherte) To-
mogramm, welches genau diese Eigenschaften wiedergibt. Dazwischen steht die
Gesamtheit des CT-Messprozesses, der als fehlerbehafteter Übertragungskanal
fungiert. Dessen Eigenschaften sind über die Aufnahmeparameter (hier ein-
schließlich Rekonstruktionsparameter) veränderbar.

Ich werde im Folgenden das Sender-Empfänger-Modell auf den computertomographischen
Messprozess übertragen. In Details werde ich mich dazu von der Betrachtungsweise der
Informationstheorie lösen. Mein Ziel ist es, durch die Interpretation des CT-Messprozesses
als Informationsübertragungsproblem, die Optimierungsmethoden der Informationstheorie
für das Aufnahmeplanungsproblem anwendbar zu machen. Letztlich gewinne ich dadurch
die unten abgeleiteten Bildgütemaße, welche als Optimierungskriterien dienen können.

Ziel einer CT-Messung ist es, die 3D-Ortsverteilung der röntgenographischen Eigen-
schaften des zu untersuchenden Objektes zu erhalten. Damit sind Sender und Empfänger
identifiziert:
Das untersuchte Objekt ist bezüglich seiner Eigenschaften mit Röntgenstrahlung in Wech-
selwirkung zu treten Quelle der Information. Das digital abgespeicherte Tomogramm ist
die Senke. Abb. 6.1 veranschaulicht das graphisch.
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Damit verbleibt die Definition des Kanals: Darunter seien alle parametrierbaren Pro-
zessschritte der CT-Messung verstanden, siehe auch die Übersicht in Abb. 3.2. Die
Wahl und Parametrierung der CT-Anlage, z.B. hinsichtlich des Auflösungsvermögens,
des Röntgenspektrums oder der verschiedenen Röntgenspektren, die Wahl der Messgeome-
trie und Trajektorie sowie die Wahl der Belichtungszeit. Bezüglich der Datenverarbeitung
ist die Wahl des Rekonstruktionsverfahrens und dessen Parametern sowie die Wahl der
sonstigen Signalverarbeitungsschritte zu nennen.
Jeder Prozessschritt für sich genommen und auch der gesamte Prozess können Ursprung
von Fehlern im Tomogramm sein. Insofern sei der CT-Messprozess als fehlerbehafteter bzw.
fehlerinduzierender Übertragungskanal (”noisy channel“105) interpretiert.

In der Informationstheorie ist das Ziel der Betrachtungen eines Übertragungssystems
eine Kanalcodierung zu finden, die das schnelle und fehlerfreie Übertragen von Information
zulässt. Dabei ist der fehlerbehaftete Kanal keine Variable des Problems, sondern er definiert
das Problem. Der Kanal wird in seinen physikalischen Eigenschaften als unveränderbar
angenommen106 und seine Eigenschaft Fehler zu dem Signal zu addieren macht den Einsatz
eines Codierers und eines Dekodierers am Ein- bzw. Ausgang des Kanals notwendig. Die
Optimierungsaufgabe der Informationstheorie lautet dann: Finde eine Kanalcodierung,
die die Kanalkapazität eines gegebenen Kanals bestmöglich zur Informationsübertragung
ausnutzt.
Insofern gibt es einen Unterschied zu der Betrachtungsweise die ich für die CT-Messung
eingeführt habe, denn ich nehme an, dass die Optimierung dadurch erwirkt werden kann,
dass der Kanal an sich verändert wird. Die Optimierungsaufgabe für die CT-Messung
lautet also: Finde einen ”Kanal“, der höhere Kanalkapazität hat und der möglichst wenig
Fehler zum Signal hinzufügt. Oder anders ausgedrückt: Welches CT-System ist mit welcher
Parametrierung in der Lage, die röntgenographischen Eingenschaften des Objektes, mit
möglichst wenig Fehlern in das Tomogramm zu übertragen? Wie sich noch zeigen wird,
ist zur Beantwortung dieser Frage die Kanalkapazität des CT-Systems gegebenenfalls von
untergeordneter Bedeutung. Dies ist nur eine alternative Formulierung dessen, was in
Kap. 3 als das Aufnahmeplanungsproblem definiert wurde.

Das Konzept, einen Messprozess bzw. einen allgemeinen Datenaufnahme- und -verarbeit-
ungsprozess als Informationsübertragungsproblem aufzufassen, ist in anderem Kontext
ähnlich angewendet worden. Derartige Ansätze sind auch Gegenstand jüngerer Forschung.

105 Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass im Gebrauch der Informationstheoretiker ”noisy“ alle Fehlerarten
umfasst, die Übersetzung als ”Rauschen“ wäre hier also möglicherweise irreführend.

106 Gemäß des Ursprunges dieser Wissenschaft stelle man sich dabei eine fest verlegte Telefonleitung vor.
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Dabei ist, wie hier dargestellt, jeweils von Nutzen gewesen, dass die mathematischen
Werkzeuge der Informationstheorie zur Optimierung verwendet werden konnten107.
In Ref. [23] wird die Transinformation108 als Kanalkapazität verwendet, um das kombinierte
Problem Datenaufnahme inklusive Datenauswertung für eine 2D Bildgebung (Mikroskopie
oder ähnliches) mit anschließender Segmentierung zu untersuchen. Es wird der Spezialfall
betrachtet, dass ein Objekt mit einer rauschbehafteten 2D-Bildgebungsmodalität abgebil-
det wird. Für das Rauschen werden verschiedene, physikalisch motivierte Statistiken in
Betracht gezogen. Randbedingung ist, dass das Bildgebungsverfahren stark verrauschte
Bilder erzeugt. Der freie, zu optimierende Parameter dieses Aufnahmeproblems ist das
Flächenverhältnis aus abgebildetem Objekt und Bildhintergrund. Rousseau et al. finden
optimale Flächenverhältnisse im Bereich von 0,5 bis 0,7 in Abhängigkeit der (physika-
lisch vorgegebenen) Verteilungsfunktion des Rauschens im Bildhintergrund. Besonders
erwähnenswert ist, dass die Herleitung keine Annahmen über das abgebildete Objekt
machen muss (z.B. Annahmen über die Form oder Kontur).
In Ref. [40] wird ebenfalls ein solcher Ansatz verfolgt. Sender und Empfänger sind (fehlerbe-
haftete) Abbildungen von menschlichem Gewebe die im Zuge medizinischer Diagnostik zu
verschiedenen Zeitpunkten einer fortschreitenden Krankheit des Gewebes erzeugt wurden.
Der Übertragungskanal ist der biologische Prozess, der zwischen den Zeitpunkten der
Datenaufnahme abläuft. Bei einem nicht degradiertem Gewebe entspräche das also einem
nicht verlustbehaftetem Übertragungskanal und umgekehrt. Basierend auf diesem Modell
untersuchen und quantifizieren Giacalone et al. die Vorhersagekraft einer früheren Datenauf-
nahme auf die spätere Datenaufnahme und damit die Vorhersagekraft der Datenaufnahme
zu einem bestimmten Zeitpunkt auf den weiteren Krankheitsverlauf. In Ref. [40] sind
noch weitere Publikationen genannt, welche mit dem informationstheoretischen Ansatz
Probleme aus dem Bereich der Bildgebung und -visualisierung adressieren. Ohne weitere
Erläuterung will ich sie hier der Vollständigkeit halber auflisten: es handelt sich um die
Referenzen [8, 9, 14, 18] und um die Lehrbücher [16, 57].

Das Sender-Empfänger-Modell im Hinblick auf simulationsgestützte
Aufnahmeplanung

Ziel dieser Arbeit ist es, Werkzeuge zur simulationsgestützten Aufnahmeplanung zur
Verfügung zu stellen. Mit Hilfe des Sender-Empfänger-Modells ist eine neue Betrachtungs-
weise für den CT-Messprozess eingeführt. Durch die Untersuchung der Information bzw.
der Informationsübertragung im Sender-Empfänger-Modell können Rückschlüsse darüber
gelingen, ob und mit welcher Güte der Kanal ”CT-System“ die gegebene Objektinformation
107 An dieser Stelle gilt mein Dank Prof. Rousseau, der mich auf diesen Zusammenhang ”gestoßen“ hat.
108 Definition folgt im nächsten Abschnitt.
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überträgt. Das Ergebnis einer Aufnahmeplanung soll sein, dass der CT-Parametersatz
bekannt ist. Insofern müssen also in irgendeiner Weise systematisch die Übertragungs-
eigenschaften des Kanals in Abhängigkeit des Parametersatzes erfasst und bewertet werden.
Als Bewertungskriterium will ich im Folgenden ein Bildgütemaß definieren, welches aus der
Informationstheorie folgt.
Die systematische Variation der CT-Parameter kann nicht einfach experimentell erfolgen.
Im Ansatz dieser Arbeit gehe ich davon aus, dass der Kanal simulativ nachgestellt wird.
Mittels CT-Simulation wird also der fehlerbehaftete Kanal untersucht bzw. verändert, wenn
die Parameter des virtuellen CT-Systems verändert werden. Insofern dienen die beiden
vorangegangenen Kapitel dazu, den hier definierten Kanal so simulieren zu können, dass
der Informationsgehalt an seinem Ausgang möglichst korrekt ist.

6.1.2. Shannon-Entropie und abgeleitete Entropiemaße

Für die folgenden Herleitungen und Definitionen übernehme ich Ausführungen aus Ref. [22]
und löse mich von der dort gegebenen Darstellung, indem ich den Bezug zum CT-Aufnahme-
planungsproblem herstelle109. Dort finden sich auch Beweise für die Zusammenhänge, die
hier teilweise nur genannt werden. Eine weitere, etwas didaktischere und jüngere Darstellung
mit sehr ähnlichem Inhalt ist Ref. [12], deren Interpretationshinweise ich gelegentlich
übernehme.

Definition der Shannonschen Entropie und wichtige Eigenschaften

Die Definition eines Maßes für die Menge von ”Information“ ist eng mit der nicht trivialen
Aufgabe verknüpft, eine Definition für die Information an sich zu finden. Letzteres kann
auf verschiedene Weise diskutiert werden. Sehr ausführlich kann man das bei Pagel [78]
nachlesen. Ich will diesbezüglich gerade so ausführlich werden, dass verständlich wird, wie
die Information bezüglich des Senders und Empfängers in obigem Modell quantifiziert
werden kann.

Nach Shannon wird der Informationsgehalt einer (Informations-)Quelle anhand ihrer
stochastischen Eigenschaften festgelegt. Eine Quelle sei durch eine Zufallszahl X mit N ∈ N
möglichen, diskreten Ereignissen xi beschrieben. Am Ausgang der Quelle (was auch immer
sie sein mag) kann man also Ereignisse aus dem Ereignisraum von X beobachten. Die
Menge aller xi stellen das sogenannte Alphabet der Quelle dar. Die Wahrscheinlichkeiten
der Einzelereignisse werden mit pi = p(X = xi) für i = 1 . . . N bezeichnet. Die Shannon-

109 Im Wesentlichen werden Symbole umbenannt und bekommen eine kontextbasierte Bedeutung.
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Entropie H ist definiert als

H(X) = −
N∑

i=1
pi logb(pi), (6.1)

wobei die Basis b des Logarithmus frei gewählt werden kann. Für b = 2, wie in der
Informatik gebräuchlich, hat die Entropie die Einheit [H] = Bit. Im Rahmen dieser Arbeit
werde ich ausschließlich b = 2 wählen.

Für die Gleichverteilung pi ≡ 1
N , ∀i wird die Entropie maximal

Hmax = −
N∑

i=1
pi log2(pi) = N

1
N

log2(N) = log2(N). (6.2)

Damit lässt sich auch eine normierte Entropie HNorm = H
Hmax

∈ [0, 1] definieren.
Alfreéd Rényi hat zur Entwicklung der nach ihm benannten Rényi-Entropie ein Axiomen-

system aufgestellt. Die Shannon-Entropie ist ein Spezialfall der Rényi-Entropie, deshalb
gelten die Axiome auch für diese. Für ein Informationsmaß soll gelten, dass [78]

• es stetig ist (bezüglich der Wahrscheinlichkeiten).

• es bei Gleichverteilung aller Elemente des Alphabetes maximal wird.

• sich das Maß nicht ändert, wenn dem Wahrscheinlichkeitsraum ein unmögliches
Ereignis angefügt wird.

• es additiv ist.

Diese Eigenschaften gelten so für Glg. 6.1.

Definition weiterer Entropiemaße für das Sender-Empfänger-Modell

Für die weitere Betrachtung seien zwei Zufallszahlen O und M analog zu X definiert (oi

und mj sind die Elemente der Ereignisräume, p(M = mi) und p(O = oj) die zugehörigen
Wahrscheinlichkeiten). O sei dem Objekt, also dem Sender in obigem Modell, und M dem
Tomogramm, also dem Empfänger, zugeordnet (M für ”Messergebnis“).
Gemäß der Aufgabenstellung der Informationstheorie kann der Informationsgehalt auf
beiden Seiten des Kanals und deren Zusammenhang untersucht werden, um Rückschlüsse
auf die Eigenschaften des Kanals zu ermöglichen bzw. die theoretischen Grenzen des
Übertragungssystems zu bewerten. Das erfordert die Definition weiterer Entropien. Für
die beiden Zufallszahlen sei dazu auch die gemeinsame Verteilung (M, O) definiert und die
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Wahrscheinlichkeit für das Eintreten des Ereignisvektors (mi, oj) mit p(M = mi, O = oj) be-
zeichnet. Zusätzlich seien die bedingten Wahrscheinlichkeiten p(O|M) und p(M |O) bekannt.

Die totale Entropie (joint entropy) ist definiert als

H(M, O) = −
∑

i

∑
j

p(M = mi, O = oj) log2(p(M = mi, O = oj)). (6.3)

Die totale Entropie umfasst die Information auf beiden Seiten des Kanals. Sie ist die
gesamte Informationsmenge die bei Sender und Empfänger auftritt.

Die bedingte Entropie (conditional entropy) ist definiert als

H(M |O) = −
∑

i

∑
j

p(M = mi, O = oj) log2 (p(O = oj |M)) , (6.4)

entsprechendes gilt für H(O|M). Die bedingte Entropie quantifiziert den Informationsgehalt
des Senders (Empfängers) unter Kenntnis der Statistik des Empfängers (Senders).

Die Transinformation (mutual information) ist definiert, als

I(O, M) =
∑

i

∑
j

p(O = oj , M = mi) log2

(
p(O = oj , M = mi)

p(O = oj)p(M = mi)

)
. (6.5)

Die Transinformation misst die Informationsmenge, die Empfänger und Sender gemeinsam
haben. Dies könnte also die Informationsmenge sein, die der Kanal übertragen hat. Formal
handelt es sich bei der Transinformation um ein Abstandsmaß zweier Wahrscheinlichkeits-
verteilungen. Die Transinformation ist ein Spezialfall der Kullback-Leibler Divergenz, die
eine Metrik für Wahrscheinlichkeitsverteilungen ist. Die Transinformation ist nach Shannon
für die Bestimmung der Kanalkapazität nötig. Die Kanalkapazität C ist die maximal
mögliche Transinformation bezüglich der Sender-Verteilungsfunktion: C = supp(O) I(O, M).
Im Hinblick auf die Aufnahmeplanung ist das zu tomographierende Objekt keine Variable
bzw. kein Parameter der Aufnahmeplanung, denn das Ziel ist ja gerade eine objektspezifische
Parametrierung. Deshalb ist auch p(O) nicht veränderlich. An dieser Stelle wird der
Unterschied zur Aufgabenstellung der Informationstheorie klar. Die Kanalkapazität des CT-
Systems spielt für die Aufnahmeplanung eine untergeordnete Rolle, die Transinformation
und die bedingte Entropie jedoch schon. Es stellt sich also nicht die Frage nach einem
CT-System das ein spezielles, noch zu bestimmendes Objekt besser abbilden kann als alle
anderen. Sondern es wird die Frage nach dem CT-System gestellt, das ein gegebenes Objekt
möglichst fehlerfrei abbilden kann.
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Zwischen den Entropien der Gleichungen 6.5, 6.4 und 6.3 gibt es folgenden Zusammen-
hang:

H(O, M) = H(O) + H(M |O)

H(O, M) = H(M) + H(O|M) (6.6)

H(O, M) = H(O|M) + I(O, M) + H(M |O).

Es gibt also verschiedene Zerlegungen der totalen Entropie.
Zur Berechnung der Transinformation ist hilfreich, dass

I(O, M) = H(O)−H(O|M) = H(M)−H(M |O) (6.7)

I(O, M) = H(O) + H(M)−H(O, M). (6.8)

Für die Transinformation gilt weiter, dass I(M, O) ≥ 0 mit Gleichheit genau dann, wenn
M und O unabhängig sind.

Insbesondere gelten die Ungleichungen

H(O|M) ≤ H(O) und H(M |O) ≤ H(M) sowie (6.9)

I(O, M) ≤ H(O), I(O, M) ≤ H(M) und I(O, M) ≤ H(O, M). (6.10)

Die Zusammenhänge 6.6 und 6.9 sowie 6.10 sind in Abb. 6.2 verdeutlicht. Die Balken
stellen jeweils einen Anteil der totalen Entropie dar.

Erste Definition der Tomogrammentropie anhand eines konkreten Beispiels

Bevor eine endgültige Definition eines Bildgütemaßes erfolgt, sei ein Beispiel gezeigt. Ein
Objekt, welches tomographiert wird, wird nicht ohne einen gewissen Anteil der Umgebungs-
luft gemessen110. Das ”Objekt“, welches hier betrachtet werden muss, ist also der gesamte
Inhalt des Prüfraumes, so wie in Abschnitt 2.1.6 definiert.
Als Beispiel soll hier das Kugelphantom aus Abschnitt 5.6 dienen. Die Kugel, unterteilt in
zwei Halbkugeln, habe Radius R und der umgebende Prüfraum sei ein Zylinder mit Radius
Rz > R und Höhe h > R (für ein Zahlenbeispiel sei Rz = h/2 = 7 cm und R = 6 cm).
Bisher ist noch nicht geklärt worden, was die Elementarereignisse der Informationsquelle

”Objekt“ sein sollen. Es wurde nur unscharf definiert, dass ein Objekt seine Art und Weise
mit Röntgenstrahlung in Wechselwirkung zu treten ”sendet“. Im Rahmen dieser Definition
ist man frei bei der Wahl der Elementarereignisse dieser Quelle. Die erste und einfachste
110 Eine Ausnahme hiervon bilden sogenannte ROI-Messungen (region of interest). Dabei wird nur ein Teil

des Objektes im Prüfraum des CT-Systems abgebildet, um diesen Teil stärker vergrößern zu können.
Die Abschätzungen über den Informationsgehalt im messbaren Volumen gelten aber weiter.
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H(O, M)

H(M |O)

I(O, M)

H(M)

H(O)

Informationsgehalt
Messung

Informationsgehalt
Objekt

Informationsgehalt
Gesamt

durch Messung bekannte
Objektinformation

Informationsgehalt der
Artefaktmenge

nicht durch Messung erfasste
Objektinformation

H(O|M)

Abb. 6.2.: Diagramm zu den Gleichungen 6.6. Die Abbildung stellt die Zusammenhänge
der verschiedenen Entropien dar. Die totale Entropie kann auf verschiedene
Weise in die einzelnen Entropien zerlegt werden. In der Abbildung ist bereits
die Interpretation eines CT-Messprozesses als Informationsübertragungssystem
angewendet und die entsprechenden Bezeichnungen mit angeführt.

Definition ist es die Schwächungskoeffizienten als Elementarereignisse zu verwenden. Das
Kugelphantom kann drei verschiedene Schwächungskoeffizienten annehmen, für Luft, Alu-
minium und Eisen. Wenn von diesem Objekt also ein ”Symbol“ gesendet111 wird, ist es einer
dieser drei Schwächungskoeffizienten. Die Wahrscheinlichkeiten sind leicht zu berechnen.
Es handelt sich um die Volumenverhältnisse der einzelnen Materialien VLuft, VAl und VFe

zum Volumen des Prüfraumes VP :

p(Luft) = VLuft
VP

≈ 0, 58

p(Al) = VAl
VP

≈ 0, 21

p(Fe) = VFe
VP

≈ 0, 21 (6.11)

Damit hat das Objekt (= Prüfraum) eine Entropie von

H(O) = − [p(Luft) log2 p(Luft) + p(Al) log2 p(Al) + p(Fe) log2 p(Fe)]

≈ 1,40 Bit.

111 Ich spreche hier noch nicht von der Übertragung dieser Information durch den Kanal ”CT-System“.
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Genauer muss man an dieser Stelle davon sprechen, dass die Nachricht über den
Schwächungskoeffizienten des Objektes diese Entropie hat. Betrachtet man Glg. 6.11
könnte man hier auch von einer volumenbezogenen Entropie sprechen, da sie nur von der
Verteilung der Volumina im Prüfraum abhängt. Es versteht sich also, dass nicht die Kugel
in 1,40 Bit codiert ist, sondern ihre Volumenverhältnisse.

Um dem Beispiel einen Zahlenwert für ein mögliches Tomogramm des Kugelphan-
toms gegenüber zu stellen, sei ein Tomogramm mit gleichverteiltem Rauschen, jeweils
um die Schwächungskoeffizienten von Al und Fe, angenommen. Ansonsten habe das
Tomogramm keine Artefakte. Die Zufallszahl M nimmt kontinuierliche Werte für den
Schwächungskoeffizienten µ an. Nachdem Tomogramme nicht mit beliebiger numeri-
scher Genauigkeit rekonstruiert werden können, wird hier direkt eine Diskretisierung
des Schwächungskoeffizienten verwendet und damit das Alphabet der Zufallszahl M fest-
gelegt112. Die Verteilungsfunktion (also das normierte Histogramm des Tomogramms) ist
dann eine abschnittsweise konstante Funktion mit drei Bereichen (=Materialpeaks) auf
denen sie einen von null verschiedenen Wert annimmt. Es sei angenommen, dass sich
die drei Materialpeaks dieses Histogramms nicht überlappen. Der Schwächungskoeffizient
für Luft sei ohne Rauschen übertragen, der Histogrammbin für µ = 0 hat also den Wert
pLuft = 0, 58. Die Breiten lAl/Fe der Materialpeaks werden für das Beispiel über das SNR
festgelegt. Im Fall einer simulationsgestützten Aufnahmeplanung ergibt sich die Verteilung
der Schwächungskoeffizienten aus der Simulation der CT-Anlage. Für die Gleichverteilung
gilt lAl/Fe = µAl/Fe

SNRAl/Fe
√

12−1 . Wobei, nachdem hier das Rauschen das einzige Artefakt sein
soll, gelten muss, dass die kumulierten Wahrscheinlichkeiten der drei Materialpeaks gleich
den Wahrscheinlichkeiten, wie bei O sind

p(M) = p′(µ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

p(Luft)δ(µ)

p(Al)/lAl für µ ∈ [µAl − lAl/2; µAl + lAl/2]

p(Fe)/lFe für µ ∈ [µFe − lFe/2; µFe + lFe/2]

0 sonst.

Damit ist
∫

p′(µ)dµ = 1 und H(M) kann berechnet werden, nachdem eine Diskretisierung
für µ festgelegt wurde. Um wieder zu einem Zahlenbeispiel113 zu kommen, sei SNRLuft =∞,
SNRAl = 40, SNRFe = 30, µLuft = 0 cm−1, µAl = 0,46 cm−1 und µFe = 2,90 cm−1. Daraus
112 Man könnte auch mittels der differentiellen Entropie, also der kontinuierlichen Erweiterung von Glg. 6.1,

und einer kontinuierlichen Verteilung der µ rechnen. Allerdings hat die differentielle Entropie nicht alle
Eigenschaften der diskreten (z.B. Positivität, Skalenfreiheit), sodass die Interpretation dieses Maßes
verloren geht [22]. Nachdem für die numerische Rekonstruktion von Tomogrammen ohnehin eine (mehr
oder weniger willkürliche) Diskretisierung der Schwächungskoeffizienten stattfindet, liegt es nahe dies
auch für dieses Beispiel zu tun.

113 Die mittleren µ für Al und Fe sind für E = 100 keV gewählt.



6.1. Neue Entropie-basierte Bildgütemaße für die Computertomographie 157

folgt lAl ≈ 0,04 cm−1 und lFe ≈ 0,33 cm−1. Der größte vorkommende Schwächungskoeffizient
in diesem Tomogramm ist µmax = µFe + lFe/2 ≈ 3,23 cm−1. Diskretisiert man das Intervall
[0; 3, 23]cm−1 der auftretenden Schwächungskoeffizienten in 2048 Schritten (11 Bit), so
kann der Schwächungskoeffizient mit einer Genauigkeit von etwa 0,002 cm−1 dargestellt
werden (damit hat das gedachte CT-Messystem die Fähigkeit eine sehr hohe Genauigkeit
mit 0,06 % relativen Fehler darzustellen).
Die Entropie des auf diese Weise beschriebenen Tomogramms berechnet sich zu

H(M) ≈ 4,0 Bit.

Das ist fast das dreifache der Objekt-Entropie.
Für CT an industriellen Objekten kann man davon ausgehen, dass H(O) klein ist. Das
lässt sich abschätzen. Dazu sei angenommen, dass der Prüfraum typischerweise zu einem
gewissen Anteil pLuft mit Luft gefüllt ist (sei pLuft = 10 %). Die maximale Entropie des
Prüfraumes ergibt sich bei Gleichverteilung der Schwächungskoeffizienten. Das heißt für
das Objekt: alle Volumenverhältnisse der einzelnen Materialien sind gleich. Damit lässt
sich die maximal erwartbare Entropie im Prüfraum für alle Objekte einzig aus der Zahl
der verschiedenen114 Materialien NMat berechnen. Alle Materialien füllen einen Anteil
pMat = 1/NMat(1− pLuft). Es ergibt sich

HMax(O) = −pLuft log2 pLuft −NMatpMat log2 pMat.

Zahlenbeispiele dazu:

NMat = 1 → HMax(O) = 0,47 Bit

NMat = 5 → HMax(O) = 2,56 Bit

NMat = 10 → HMax(O) = 3,46 Bit

NMat = 16 → HMax(O) = 4,07 Bit

Die Reihe steigt etwa wie log2 NMat. Man kann festhalten, dass in einem Tomogramm,
welches beispielsweise in 16 Bit Ganzzahlen abgespeichert ist, ein Vielfaches der Objektin-
formation abbildbar ist115.

114 Verschieden heißt hier: verschiedener Schwächungskoeffizient.
115 Etwas salopp fomuliert: Viel Platz für Artefakte.
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Bemerkung zur Tomogrammentropie

Die Tomogrammentropie, die die Häufigkeitsverteilung der Schwächungskoeffizienten quan-
tifiziert, basiert auf einer sehr einfachen Wahl der Elementarereignisse die der Kanal
CT-System überträgt. Es wird sich im Folgenden zeigen, dass diese Wahl dennoch gut
geeignet ist, um die Artefaktmenge zu bewerten (Die Zahlenwerte des Beispiels geben
einen Hinweis darauf). Letzteres ist das Ziel dieses Kapitels. Ich werde im Folgenden
noch darauf eingehen, wie weitere Entopiemaße gefunden werden können (mit anderen
Elementarereignissen). Dabei ist es nicht das Ziel, vollständig alle möglichen Maße zu
definieren, sondern zu zeigen wie man zu Maßen kommt die helfen das Artefaktinventar zu
quantifizieren.

Abgeleitete Entropiemaße

Die Frage nach der Information, die ein Objekt via CT-System in das Tomogramm sendet,
ist in obigem Beispiel vorgreifend beantwortet worden: Es ist der Schwächungskoeffizient.
Dies ist allerdings nicht die einzige Möglichkeit diese Frage zu beantworten, ich will hier
noch weitere mögliche Informationen nennen. Auf Basis dieser weiteren Informationen lässt
sich jeweils untersuchen, inwiefern diese durch das CT-System übertragen werden (wieder
indem die Entropie betrachtet wird). Damit werden also weitere Entropiemaße definiert,
die ebenfalls als Grundlage der Gütedefinition für das Tomogramm dienen können. Ich
will sie, um sie von der ursprünglichen Messgröße der CT zu unterscheiden, als abgeleitete
Entropiemaße bezeichnen.

Zunächst sei allerdings der Grund genannt, weshalb es möglicherweise nicht ausreichend
ist, nur die Entropie über der Verteilung des Schwächungskoeffizienten zu betrachten.
Es gibt Artefakte (=Fehler) in einem Tomogramm, die so nicht erfasst werden können.
Betrachtet man nur die Statistik der Schwächungskoeffizienten, ist noch keine Aussage
über den räumlichen Bezug der Messergebnisse getroffen. Damit ist die Information über
die Objektform nicht beachtet. Wie in dem Beispiel oben gezeigt, sind nur die Volumen-
verhältnisse nötig um H(O) und H(M) zu berechnen. Eine Verzerrung der Abbildung
würde die Entropie nicht ändern (z.B. eine zentrische Streckung oder Stauchung des Tomo-
gramms, nicht einmal eine Permutation aller Voxel).

Man kann wieder auf die Vorgehensweise der Informationstheorie zurückgreifen. In der
Informationstheorie werden neben den Entropien der einzelnen Symbole auch die Abfolgen
dieser Symbole (=Wörter) betrachtet (z.B. bei der Codierung natürlicher Sprache kann es
von Vorteil sein, Wörter zu codieren statt nur das Alphabet. Man denke auch an die Kon-
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struktionsvorschrift der Huffman-Kodierung [22].). Ähnliches kann für die CT getan werden.

Nachdem das artefaktfreie Tomogramm darüber definiert wurde, dass der Schwächungs-
koeffizient im Volumen eines Voxels, das an einem bestimmten Ort im Raum sitzt, korrekt
wiedergegeben wurde, muss also darüber nachgedacht werden, welche Information(en) das
mit einschließen kann. Es soll der Ort, an dem der Schwächungskoeffizient einen bestimmm-
ten Wert einnimmt, mit beachtet werden.
Der Ereignisraum der abgeleiteten Zufallszahlen enthält dann Ereignisse, die in irgendeiner
Weise diesen Ortsbezug herstellen. Man könnte für jeden Ort im Prüfraum eine Zufallszahl
Ox,y,z definieren (Nullpunkt sei der Mittelpunkt des Prüfraumes) und entsprechend die
Übertragung des Schwächungskoeffizienten an diesem Ort betrachten. Allerdings ist das
Ziel dieses Kapitels die Aufnahmeplanung für a priori definierte und nicht variierte Objek-
te. Der Schwächungskoeffizient hat also an einem bestimmten Ort keine Verteilung und
H(Ox,y,z) ≡ 0. Dann muss auch die Transinformation Null sein. Eine Besonderheit stellt
die Ausrichtung des Objektes im Prüfraum dar, sie ist Teil der CT-Parameter. Bezüglich
beliebiger Drehung und Verschiebung des Objektes im Prüfraum hat Ox,y,z eine Verteilung
des Schwächungskoeffizienten116, allerdings muss das dieselbe sein wie die Verteilung der
Schwächungskoeffizienten im Objekt selbst117. Damit wäre Ox,y,z = O und dieser Fall ist
oben bereits betrachtet.

Um dennoch Ortsabhängigkeit herzustellen, kann man Funktionen auf der Umgebung
eines Ortes für alle Orte auswerten und die Verteilung der Ergebnisse betrachten. Der
räumliche Bezug wird also dadurch hergestellt, dass in der Funktionsvorschrift relative
Koordinaten vorkommen.
Es ist so beispielsweise möglich, die Oberflächen des Objektes bzw. der Teilobjekte zu
betrachten. In einem voxelierten Volumen bedeutet das, dass Nachbarvoxel betrachtet
werden (Relativkoordinaten lassen sich hier einfach über die Indizes ausdrücken). Man
kann jedem Voxel v die Summe der Absolutdifferenzen zu den Nachbarvoxeln zuordnen, es
ergibt sich

v∆,(i,j,k) = |vi,j,k − vi+1,j,k|+ |vi,j,k − vi,j+1,k|+ |vi,j,k − vi,j,k+1|. (6.12)

Das auf diese Weise abgeleitete Tomogramm enthält, im artefaktfreien Fall, Information
über die Art und Größe der Oberfläche im ursprünglichen Tomogramm. Es seien die
Zufallszahlen O∆ und M∆ für die Ableitungen des Objektvolumens bzw. des Tomogrammes

116 Das Objekt wird über den Punkt ”geschoben“.
117 Randeffekte ignoriere ich hier, der Prüfraum sei groß genug.
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definiert (Für O∆ stelle man sich Glg. 6.12 mit infinitesimalen Voxeln vor).
Im Beispiel des Kugelphantoms gilt, dass im Tomographie-Volumen sehr viele Orte ent-
halten sind, deren Umgebung denselben Schwächungskoeffizient aufweist. Es gibt darüber
hinaus zwei gleich häufige Fraktionen jeweils mit dem Tupel (Luft,Al) und (Luft,Fe), sowie
eine Fraktion mit (Al,Fe) (letztere entspricht dem Schnittkreis der beiden Halbkugeln).
Diese Fraktionen müssen sich nach Übertragung durch das CT-System in M∆ wiederfinden
und sollten dort entsprechende Histogrammpeaks hervorrufen. Ähnlich wie oben beobach-
tet gilt, dass Artefakte die relativen Häufigkeiten im Histogramm verändern und H(M∆)
größer wird. Aufgrund der Art, wie diese abgeleitete Entropie H(M∆) definiert wurde, lässt
sich vermuten, dass sich Rauschen im Tomogramm besonders dominant wiederspiegelt.
Niederfrequente Artefakte, wie cupping, sollten weniger dominant sein. Das Beispiel in
Abschnitt 6.2 bestätigt diese Vermutung.

Das Konzept kann natürlich auf beliebige Nachbarschaften erweitert werden. Nachdem
für ein Tomogramm die Nachbarschaft von Voxeln auch über die Richtung, in der ein
Nachbarvoxel zu suchen ist, abhängt, kann an dieser Stelle auch ein beliebiges Struktur-
element118 zur Wahl der ”Nachbarschaft“ herangezogen werden (z.B. nur Voxel innerhalb
eines bestimmten Abstands).

Allgemein sei ein abgeleitetes Entropiemaß dadurch gekennzeichnet, dass

• die Ortsverteilung der Schwächungskoeffizienten des Objektes für die Definition der
Zufallszahl eine Rolle spielt.

• die Wahrscheinlichkeiten der Elementarereignisse der Zufallszahl sich aus dem Tomo-
gramm mittels Histogrammbildung abschätzen lassen.

Deshalb kommen vor allem Bildverarbeitungsoperationen in Betracht, die auf dem
Tomogramm ausgeführt werden (wenn es eine nicht diskrete Formulierung der Operation
gibt gilt entsprechendes für das Objekt). Aus der Bildverarbeitung bekannt ist die Klasse
der inhomogenen Punktoperationen, die hier besonders in Frage kommt. Es sind jedoch auch
globale Operationen (z.B. 3D Fourier-Transformation) interessant, wenn deren Ergebnis
eine Histogrammbildung zulässt.

6.1.3. Definition der CT-Bildgüte

Ziel des Kapitels ist die Definition eines Maßes für die Güte einer CT-Aufnahme. Aus
der informationstheoretischen Betrachtung des CT-Aufnahmeprozesses ist bereits die
118 Gemeint ist der Begriff aus der Bildverarbeitung bzw. mathematischen Morphologie.
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Interpretation der bedingten Entropie H(M |O) als Maß für das Artefaktinventar bekannt.
Mittels zweier Vermutungen über die Transinformation gelingt es allerdings die Entropie
des Tomogrammes H(M) als Bildgütemaß zu verwenden. Damit ist ein Maß gefunden,
welches nicht von Vorwissen über das Objekt abhängt119.

Allgemeine Vermutungen über die Transinformation

Das Aufnahmeplanungsproblem ist, wegen der Vielzahl an Parametern, komplex. Allerdings
ist es nicht sehr schwierig einen Start-Parametersatz zu finden, von dem aus das eigentliche
Optimum gesucht werden kann. Damit und aus der Gegebenheit, dass H(O) für industrielle
Objekte keine großen Werte annimmt, motivieren sich die folgenden Vermutungen.

Für das Aufnahmeplanungsproblem für eine industrielle CT-Aufnahme sei vermutet,
dass

H(O) ≈ I(O, M) (6.13)

und

H(M) > I(O, M) wobei H(M |O) ≳ I(O, M). (6.14)

In Worten ausgedrückt:

Vermutung I (6.13) Der Informationsgehalt des Objektes wird im Wesentlichen in das
Tomogramm übertragen. Damit sei die Vorbedingung, dass ein funktionstüchtiges
und gut justiertes CT-System vorliegt manifestiert120. Damit ist also, per Vermutung,
festgelegt, dass eine Abbildung zustande kommt und dass diese nicht von Artefakten
aus Verzerrungen bzw. Stauchungen dominiert wird.

Vermutung II (6.14) Der Informationsgehalt des Artefaktinventars im Tomogramm ist
größer als der Informationsgehalt der übertragenen Information. Mit Vermutung
I kann man folgern, dass der Informationsgehalt des Objektes kleiner ist als der
Informationsgehalt des Artefaktinventars H(O) < H(M |O).

Definition des Begriffes CT-Bildgüte

Wenn die beiden Vermutungen zutreffen, folgt daraus, dass ein Tomogramm einer nicht
optimalen CT-Messung einen Informationsgehalt hat, der vom Informationsgehalt der
119 Warum das erstrebenswert ist, wird weiter unten noch klar gestellt.
120 Wie oben bereits erwähnt sind die Artefaktquellen, welche sich duch technische oder maschinenbauliche

Maßnahmen beheben lassen nicht Teil der Aufnahmeplanung.
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Artefakte dominiert wird. Für diese Folgerung ist Vermutung I nicht notwendig, allerdings
vervollständigt sie die Argumentation hinsichtlich der angestrebten Anwendung. Damit
definiert man:

Die Shannon-Entropie eines Tomogramms H(M) sei als Maß für die Bildgüte definiert,
unter der Voraussetzung, dass die beiden Vermutungen zutreffen.

Eine CT-Aufnahme wird optimiert, indem der Parametersatz gesucht wird, bei dem die
Entropie minimal ist

arg min
CT-Parameter

H(M). (6.15)

6.15 ist die mathematische Formulierung des Aufnahmeplanungsproblems aus Kap. 3.
Für das Bildgütemaß seien folgende Anmerkungen gegeben:

• H(M) hängt nicht direkt vom Objekt ab, sondern nur indirekt, indem die Vermu-
tungen I+II erfüllt sein müssen. Die Vermutungen haben hiermit den Status einer
Bedingung für die Bildgütedefinition. Deshalb müssen die Vermutungen bei der
Neudefinition abgeleiteter Entopiemaße gegebenenfalls überprüft werden.

• Wenn die Vermutungen nicht erfüllt sind, ist H(M) nicht notwendigerweise ein Maß
für die Bildgüte. Wenn es keine Abbildung des Objektes gibt (und folglich kein
Informationsübertrag zu erwarten ist), darf auch keine gültige Definition eines Maßes,
dass die Güte der Abbildung bewertet, existieren. Vermutung I soll sicherstellen,
dass eine Minimierung von H(M) nicht zu einer Verkleinerung von I(O, M) führt.
Wenn Vermutung II nicht gilt, (Vermutung I jedoch schon) ist das Tomogramm nicht
von Artefakt-Information dominiert, sondern von Objekt-Information. Vermutung II
verknüpft also die Bildgüte mit dem Artefaktinventar, wie in Kap. 3 gefordert.

• Die Vermutungen I+II stellen gewissermaßen eine Schranke dar, ab derer man nicht
mehr erwarten darf, dass H(M) als ”blind“ anwendbares Bildgütemaß funktioniert.

• Die Gültigkeit von Vermutung I lässt sich in aller Regel auch mit physikalischen
Argumenten darlegen. Vermutung I ist erfahrungsgemäß121 gegeben, sobald überhaupt
eine Abbildung des Objektes im CT-System zustande kommt. Dazu müssen die
Parameter bei weitem nicht optimal sein. Es sei daran erinnert, dass man prinzipiell
von einem funktionsfähigen CT-System ausgeht, welches prinzipiell in der Lage ist
die Abbildung zu erzeugen. Zielstellung bleibt diese zu optimieren.

121 Der Erfahrung des Autors nach.
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• Die Gültigkeit von Vermutung II ist nicht leicht zu beweisen (wenn man auf die
Berechnung von I(M, O) verzichten will). Allerdings kann für viele Objekte leicht
eine Abschätzung von H(O) getroffen werden122, welche eine obere Schranke für
I(M, O) ist und gemäß Vermutung I ohnehin einen ähnlichen Wert hat.

Dass das Bildgütemaß, nur über den Umweg der Vermutungen I+II, nicht aber direkt
vom Objekt abhängt, ist von praktischem Nutzen. Das Maß kann berechnet werden, ohne
dass p(M |O) bzw. p(O, M) bekannt sein müssen. Insbesondere ist es kein bivariates Maß.
Es muss also kein Referenztomogramm bekannt sein um die Güte der Abbildung zu be-
werten. Im Fall einer experimentellen Optimierung ist das Objekt a priori nicht bekannt
(beim simulationsgetriebenen Ansatz schon). Aber auch im Fall einer simulationsbasierten
Optimierung, also unter Kenntnis des Objektes, ist es nützilch p(M |O) nicht berechnen
zu müssen. Die Definition des Referenztomogramms ist nicht eindeutig. Das ist zum Bei-
spiel dann der Fall, wenn die Positionierung des Objektes ein zu optimierender Parameter ist.

Es ist mit dieser Gütedefinition also auch möglich, eine experimentelle Optimierung
gemäß 6.15 durchzuführen. Die Entropie des Tomogrammes ist so auch schon als Gütemaß
verwendet worden, allerdings ohne die informationstheoretische Begründung. In Ref. [104]
und [67] ist die Shannon-Entropie dazu verwendet worden, die Korrektur einer Detektor-
verkippung123, welche ein Parameter des Rekonstruktionsverfahrens ist, zu optimieren.
Wicklein et al. und Kyriakou et al. nehmen dabei die Shannon-Entropie ohne argumentierte
Begründung als Gütemaß an.
Mit dieser Arbeit ist eine Begründung für die Entropie als Gütemaß auf Basis der ma-
thematisch gut fundierten Informationstheorie gegeben. Der Mehrwert, der sich dadurch
ergibt, dass die Shannon-Entropie auf Basis des Sender-Empfänger Modelles der Informati-
onstheorie begründet und nicht nur als Maß der Tomogramm-Statistik angenommen wird,
besteht vor allem darin, dass

• sich die Grenzen der Anwendbarkeit solcher Entropiemaße begründen lassen.

• es leicht ersichtlich ist, weshalb die Entropie der Schwächungskoeffizienten nicht das
einzig mögliche Informationsmaß für Tomogramme ergibt. Es ist leicht möglich eine
Klasse von Gütemaßen zu bilden, die auch problemspezifisch sein können (wie hier
am Beispiel der oberflächenbezogenen Entropie demonstriert).

122 Das gilt möglicherweise nicht für alle möglichen abgeleiteten Entropie-Maße, aber für die Histogramm-
entropie und für H(O∆) schon.

123 Eine nicht korrigierte Verkippung des Detektors aus seiner Ideallage heraus führt zu Artefakten,
typischerweise Doppelkanten.
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• aus einfachen Annahmen über industrielle Objekte leicht die oben genannten Vermu-
tungen gefolgert werden bzw. plausibel gemacht werden können.

Für die Zielsetzung dieser Arbeit ist es ausreichend, die Untersuchungen mit der De-
finition des Bildgütemaßes zu beenden. Die informationstheoretische Sichtweise auf den
CT-Messprozess kann aber darüber hinaus noch von Nutzen sein, um die Eigenschaften
von CT-Systemen oder Teilen davon zu analysieren, auch und vor allem experimentell.
Derartige Betrachtungen werden im Allgemeinen nicht mehr darauf verzichten können,
dass die gemeinsame Verteilung von M und O betrachtet wird. Hier will ich diesbezüglich
noch darauf eingehen, wie die Bildgütedefinition ohne die Vermutungen I+II erfolgt. Für
den Fall, dass man nicht von der Gültigkeit der beiden Vermutungen ausgehen kann, lässt
sich, unter Verwendung von p(M |O) und p(O, M), dennoch eine Vorschrift finden, die das
Aufnahmeplanungsproblem löst. Man ersetze 6.15 mit

arg min
CT-Parameter

H(M |O), wobei gleichzeitig (6.16)

arg max
CT-Parameter

I(M, O). (6.17)

Es wird also die Zerlegung von H(M) verwendet und man kann direkt die Quantifizie-
rung des Artefaktinventars als Bildgüte definieren. Ich gehe allerdings davon aus, dass
dieses Verfahren wenig praktischen Nutzen hat, weil die gemeinsame Verteilungsfunktion
aufwändig zu bestimmen ist. Die Bildqualität im Sinne des Artefaktinventars ist, wie oben
bereits identifiziert, H(M |O). In diesem Fall ist es aber sicherlich auch interessant, das
Verhältnis H(M |O)/I(M, O) zu betrachten. Es gibt Aufschluss darüber, wieviel nutzbare
Information dem Artefaktinventar gegenübersteht.

6.1.4. Berechnung histogrammbasierter Maße für Tomogramme

CT-Messdaten liegen nach dem Rekonstruktionsschritt typischerweise in Fließkommazahl-
darstellung vor (meist µ in cm−1). Dabei kann es im Zuge der Datenverarbeitung durchaus
dazu kommen, dass negative Zahlen vorkommen124. Nach der Definition eines optima-
len Tomogrammes aus Kap. 3.1.1 sind negative µ ebenfalls Teil des Artefaktinventars.
Um aus einem Tomogramm die diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung für die einzelnen
Schwächungskoeffizienten-Intervalle zu schätzen (oder ähnliches zu tun, wenn es sich um
eines der abgeleiteten Maße handelt), muss ein normiertes Histogramm gebildet werden.
Dazu müssen die Grenzen der Intervalle festgelegt werden. Dieser Schritt ergibt gerade die

124 Es gibt Implementierungen von Rekonstruktionsverfahren, die negative Werte als ”unphysikalisch“
abschneiden und Null setzen.
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Wahl des Alphabetes für die oben definierte Zufallsvariable M .

Für die Entropieberechnungen im folgenden Abschnitt und in Kap. 7 sind äquidistante
Histogramme gebildet worden. Unter Festlegung der Bin-Zahl NB sowie des minimal und
des maximal erfassten Schwächungskoeffizienten [µmin; µmax] berechnen sich die Bin-Breiten
(µmax − µmin)/NB. Werte die außerhalb des Wertebereiches [µmin; µmax] liegen, werden
nicht berücksichtigt125.

Um Vergleichbarkeit der Entropien mehrerer Tomogramme aus einer Simulationsreihe
zu garantieren, sind die NB, µmin, µmax nicht variiert, sondern die Histogrammbasis wurde
vorher fest gewählt. Dazu ist das µ-Intervall so gewählt worden, dass der größte und kleinste
Wert aller beteiligten Tomogramme enthalten ist.
Es sei an dieser Stelle an die Eigenschaft der Entropie erinnert, dass das Hinzufügen eines
unmöglichen Ereignisses (also eines Histogrammbins mit Höhe null) den Wert der Entropie
nicht ändert. Man kann also die Histogrammbasis nicht zu groß wählen, es kann nur vorkom-
men, dass die Zahl der Bins nicht groß genug ist, um die Verteilung gut zu approximieren.
Bei Tomogrammen, insbesondere bei den unten gezeigten Beispielen, gilt typischerweise,
dass die Zahl der Voxel NVoxel ≫ NB. Dabei liegen sinnvolle NB für reale industrielle
CT-Systeme im Bereich 28 − 216. Eine höhere Auflösung des Schwächungskoeffizienten ist
meist nicht gegeben.

Ich gehe also in den gezeigten Fällen davon aus, dass die Approximation der relativen
Häufigkeiten an die Wahrscheinlichkeiten gut ist. Das muss allerdings nicht in jedem Fall so
sein, insbesondere dann nicht, wenn nur Teile von Tomogrammen vorliegen (z.B. einzelne
Schichten) oder abgeleitete Entropiemaße, die auf größeren Blöcken eines Tomogramms
berechnet werden.

6.2. Vergleich entropiebasierter Maße mit klassischen
Bildbewertungsmaßen

Die Entropie-basierten Gütemaße sollen im Kontext der klassisch in der Bildverarbeitung
gebräuchlichen Gütemaße betrachtet und diskutiert werden. Dazu dient im Folgenden
ein Testdatensatz aus einer CT-Simulationsreihe. Es handelt sich um eine Reihe aus
insgesamt 390 simulierten Tomogrammen. Das Testobjekt ist die Lochplatte aus Eisen
(Kantenlänge 48 mm, Dicke 8 mm, Lochdurchmesser 4 mm), wie in Abb. B.3 dargestellt. In
der Simulationsreihe sind zwei physikalische Parameter variiert:

125 Vor allem werden sie nicht dem ersten oder letzten Bin zugerechnet.



166

1. Das SNR der Röntgenprojektionen. Das SNR der Röntgenprojektionen sei als das
SNR in einem homogenen Bildbereich, in dem kein schwächendes Objekt abgebildet
ist, definiert (SNR des I0-Signals). Damit wird ein verschieden starkes Rauschniveau
aufgrund von Quantenrauschen nachgestellt. Niedriges SNR in den Projektionen kann
für dieses Beispiel direkt mit einem kleinen Belichtungszeit-Röntgenfluss-Produkt
übersetzt werden. Dieser Parameter beeinflusst auch das Rauschen in den Tomo-
grammen, da sich das Rauschen aus den Projektionen fortpflanzt. Das SNR der
Projektionen ist auf dem Intervall [50; 300] in 26 äquidistanten Schritten variiert, die
Ränder mit eingeschlossen.

2. Die Maximalenergie des Röntgenspektrums, wobei die Spektren mit TBC-Modell
berechnet wurden. Dieser Parameter variiert die Durchdringungsfähigkeit des Röntgen-
strahls und damit letztlich die Menge an Strahlaufhärtungsartefakt im Tomogramm.
Die Maximalenergie ist auf dem Intervall [60 keV; 200 keV] in 15 äquidistanten Schrit-
ten variiert worden.

Die nicht variierten Parameter der CT-Simulationsreihe126 sind:

• Die Objektausrichtung und die Trajektorie. Die Lochplatte wurde ”gekippt“ auf dem
virtuellen Drehteller positioniert, sodass ihr Normalenvektor und der Normalenvektor
des Drehtellers einen 75°-Winkel einschließen. Zusätzlich ist die Lochplatte 5° um ihren
Normalenvektor gedreht worden. Es gibt also keine Kante der Lochplatte, die parallel
zu den Voxelkanten im Tomogramm ist. Es wurde eine Standard Kreistrajektorie mit
200 Projektionen gewählt.

• Der virtuelle Detektor hat 256× 256 Pixel und ist ideal energieintegrierend. Er hat
eine Kantenlänge von 10,24 cm.

• Der Röntgenbrennfleck ist 90 cm vor dem Drehmittelpunkt, der Detektormittelpunkt
33 cm dahinter. Es ergibt sich ein Vergrößerungsfaktor von 1, 37.

• Die Tomogramme sind mit 2563 Voxeln mit einer FBP rekonstruiert.

In der Menge der Ergebnis-Tomogramme sind wegen der beiden variierten Parameter
unterschiedlich starke Ausprägungen von Rauschen und Strahlaufhärtungsartefakt (dieses
ergibt sich hier als cupping-Artefakt) vorhanden. Eine sehr ähnliche Simulationsreihe mit
Auswertung hinsichtlich der Entropie habe ich in Ref. [85] vorgestellt.

Für dieses bewusst einfach gehaltene Beispiel kann das Ergebnis leicht geraten werden:
Bezüglich der hier variierten Parameter ist das optimale Tomogramm bei dem härtesten
126 Die Simulationsreihe wurde mit Scorpius XLab® durchgeführt.
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Spektrum und bei höchstem SNR der Projektionen zu erwarten. Um das SNR auszuwerten,
ist es nötig eine ”Region“ im Tomogramm auszuwählen, bezüglich derer das SNR berechnet
werden soll. Dazu wurde anhand des idealen Tomogramms127 eine Lookup-Tabelle angelegt,
die alle Voxel enthält, in denen das Objekt abgebildet sein müsste, wobei Randvoxel, die
das Objekt nur teilweise beinhalten, ignoriert wurden. Dieses Vorgehen entspricht nicht
ganz dem Standard zur Berechnung von SNR, denn dazu wird normalerweise eine ”Region
möglichst homogener Grauwerte“ gewählt, denn das SNR soll ja nur das Rauschen auf dem
gegebenen Signal quantifizieren. Eine solche homogene Region ist allerdings nicht leicht zu
definieren, wenn es neben dem Rauschen noch weitere Modulationen (= Artefakte) gibt.
Das gilt besonders, wenn die Tomogramme der Simulationsreihe vergleichbar bewertet
werden sollen. Die Wahl des gesamten Objektes scheint hier eine möglichst objektive zu
sein128.

Mit Hilfe der Abbildungen 6.3, 6.4, 6.5 und 6.6 soll nun ein Vergleich der Aussagekraft
der Bildgütemaße erfolgen. Zusätzlich ist der Zusammenhang zwischen der Entropie H(M)
und den variierten Parametern dargestellt. In jeder der Abbildungen steht ein Datenpunkt
für das Ergebnis, das anhand eines simulierten Tomogramms berechnet wurde. Soweit es
die Darstellung zulässt, sind die variierten Simulationsparameter mit dargestellt. Um die
Interpretation der ”Punktewolken“ zu stützen, wurde der Pearson-Korrelationskoeffizient
für sämtliche Paare von Maßen (inkl. der variierten Parameter) berechnet und in Tabelle 6.1
zusammengestellt. Der Korrelationskoeffizient hat den Wert ±1 für perfekte lineare Zusam-
menhänge zwischen den Maßen. Das gilt hier, wenn zwei Maße identische Aussagekraft
haben. Bezüglich der variierten Parameter sei der Korrelationskoeffizient als Indikator dafür
verstanden, ob und wie stark ein Maß die Artefakte, die durch den Parameter hervorgerufen
werden, anzeigt. Es sei darauf hingewiesen, dass der Korrelationskoeffizient nur lineare
Abhängigkeiten aufzeigt. Andere nicht bekannte funktionale Abhängigkeiten zwischen den
Maßen lassen sich daher besser aus der Verteilung der Punkte in den Streudiagrammen
ablesen.

Zunächst sei die Kopplung der Bildgütemaße an die variierten Parameter betrachtet:

• Das Minimum von H(M) liegt, wie erwartet, bei Emax = 200 keV und SNRI0 = 300.

• Die Abhängigkeit von H(M) zu den variierten Parametern ist für Emax stärker
ausgeprägt als für das SNR (Korrelationskoeffizienten −0,95 und −0,14). Bezüglich
des SNR, bei jeweils konstantem Emax, tritt bei H(M) ein Sättigungsverhalten auf.

• H(M) liegt zwischen 3 und 7 Bit. Das ist deutlich größer als H(O) = 0,24 Bit.
127 Dieses lässt sich ebenfalls mit Scorpius XLab® erzeugen.
128 Ohne das cupping-Artefakt wäre das auch die beste Wahl.
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Abb. 6.3.: Entropie in Abhängigkeit der variierten CT-Parameter. Die Farbcodierung
stellt den jeweils anderen Parameter dar.

⇒ Das Aufnahmeplanungsproblem der Lochplatte für die Parameter Projektionsrauschen
und Maximalenergie wird durch die Minimierung von H(M) also gelöst.

Für den Vergleich der Entropie mit den klassischen Bildbewertungsmaßen SNR des
Objektes, mittlere Absolutdifferenz (D) und totale Variation (TV) kann man folgendes
festhalten.

• Für die Betrachtung SNR im Objekt:

– Die Korrelation ist erwartungsgemäß negativ. Hohes SNR ist gleichbedeutend
mit kleiner Entropie. Insbesondere ist das Tomogramm mit maximalem SNR
genau das, welches minimale Entropie aufweist.

– Die beiden Maße haben also ähnliche, aber nicht identische Aussagekraft. Sie
sind auch nicht durch einen einfachen funktionalen Zusammenhang ineinander
abbildbar.

• Ähnliches gilt auch für die totale Variation, nur mit positiver Korrelation.

• Für die Betrachtung der mittleren Absolutdifferenz ergibt sich ein etwas anderes
Bild:

– Für H(M) > 4 Bit lässt sich ein weitestgehend linearer Zusammenhang zwischen
den beiden Maßen ablesen.

– Für H(M) < 4 Bit ergibt sich, dass die mittlere Absolutdifferenz kaum Un-
terschiede zeigt für die in diesem Bereich vorkommenden Tomogramme mit
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Abb. 6.4.: Vergleich SNR und Entropie anhand der Simulationsreihe der Lochplatte. Die
beiden Streudiagramme zeigen jeweils dieselben Daten, sie unterscheiden sich
hinsichtlich der Variable, die für die Farbgebung verwendet wurde. Links ist
die Farbskala zur Darstellung des SNR der Röntgenprojektionen, rechts für die
Maximalenergie des zur Simulation verwendeten Röntgenspektrums verwen-
det. Das Objekt SNR ist jeweils auf dem gesamten Volumen der Lochplatte
ausgewertet.
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Abb. 6.5.: Entropie im Vergleich mit der mittleren Abweichung zwischen Ergebnis und
dem idealen Tomogramm (links) und Entropie im Vergleich mit der totalen
Variation. Die Farbcodierung gibt jeweils die Maximalenergie des simulierten
Tomogramms an. Dieselbe Abbildung mit der Farbskala verwendet für das
SNR der Projektionen findet sich im Anhang (Abb. B.14).

130 keV < Emax (die Werte differieren auf der dritten Nachkommastelle). Die
Entropie derselben Tomogramme ist allerdings verschieden (sie reicht von etwa
3 Bit bis 4 Bit). Für diese Tomogramme ist die Entropie also sensitiv auf das
Artefaktinventar, die mittlere Absolutdifferenz nicht. Die beiden Maße ”sehen“
verschiedene Bildeigenschaften.

Für einen Vergleich der Bildgüte Shannon-Entropie mit abgeleiteten Entropien seien
drei Zufallszahlen definiert:

M∆ Die Entropie über der Summe der Absolutdifferenzen benachbarter Voxel, wie in
Glg. 6.12 definiert.

Kmax/min Es werden alle Voxel betrachtet die auf einer Kugelschale mit Radius r um einen
gegebenen Mittelpunkt liegen (hier r = 6 mal Voxelkantenlänge, das entspricht etwa
dem Radius eines Loches der Lochplatte). Auf dieser Kugel wird jeweils das Maximum
(Minimum) gesucht. Mittelpunkte sind alle Mittelpunkte der Voxel (Randvoxel werden
ignoriert). H(Kmax/min) betrachtet also die Verteilung der Schwächungskoeffizienten
in Kugelschalen-förmigen Gebieten.

Für den Vergleich verschiedener abgeleiteter Entropien mit H(M) und den variierten
Parametern beobachtet man:
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Abb. 6.6.: Vergleich verschiedener abgeleiteter Entropiemaße mit H(M).

• Die Korrelation zwischen H(M∆) und dem SNR der Projektionen ist höher als bei
H(M). Das ist aufgrund der Definition in Glg. 6.12 erwartungsgemäß, denn diese
Transformation wirkt wie ein Hochpassfilter. Aus demselben Grund korreliert H(M∆)
auch stark mit der totalen Variation.

• Trotz des Hochpass-Charakters zeigt H(M∆) eine starke Abhängigkeit zu Emax. Es
gilt insbesondere, dass bezüglich H(M∆) dasselbe Tomogramm optimal ist bezüglich
H(M). Der direkte Vergleich dieser beiden Maße zeigt allerdings auch auf, dass sie
auf unterschiedliche Weise das Artefaktinventar der Tomogramme bewerten. Es gibt
keinen funktionalen Zusammenhang zwischen den Maßen.

• Für H(Kmin/max) gilt, dass sie, obwohl sie sehr ähnlich konstruiert sind, auf unter-
schiedliche Weise mit H(M) zusammenhängen. Der Vergleich der beiden abgebildeten
Maße ist in Abb. B.15 gezeigt. Auch dort kann man ablesen, dass diese beiden Maße
nicht einfach voneinander abhängen.
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Tab. 6.1.: Übersicht der Korrelationskoeffizienten der Gütemaße untereinander und der
Gütemaße mit den variierten Parametern der Simulationsreihe (EMax und
SNRP ). SNRO bezeichnet das SNR im Objektvolumen und D die mittlere
Absolutdifferenz.

D SNRO H(M) H(M∆) H(Kmax) H(Kmin) TV
Emax −0,81 0,86 −0,95 −0,90 −0,73 −0,87 −0,76
SNRP −0,10 0,33 −0,14 −0,34 −0,22 −0,01 −0,34
D −0,86 0,93 0,88 0,95 0,98 0,90
SNRO −0,93 −0,94 −0,79 −0,84 −0,83
H(M) 0,97 0,88 0,95 0,90
H(M∆) 0,87 0,88 0,93
H(Kmax) 0,91 0,97
H(Kmin) 0,87



7. Anwendung des Optimierungsverfahrens,
Ergebnisse und Diskussion

In diesem Kapitel wird das im Verlauf dieser Arbeit vorgestellte Optimierungsverfahren
an Beispielen demonstriert. Es werden also simulationsgestützte Aufnahmeplanungen für
konkrete CT-Messungen durchgeführt und bewertet, wobei die Shannon-Entropie der
simulierten Tomogramme (= Tomogrammentropie) die Gütefunktion ist. Nachdem der
Fokus dieser Arbeit auf der Zusammenstellung der notwendigen Simulationswerkzeuge
sowie der Definition eines Gütemaßes, jedoch nicht auf besonders schnell konvergierenden
Optimierungsstrategien lag, wurde auch hier nur eine einfache Brute-Force Optimierung
verwendet. Dabei wird hier nochmals die Shannon-Entropie als Funktion der betrachteten
CT-Parameter dargestellt, um am Beispiel zu zeigen, dass die Shannon-Entropie für diese
Parameter jeweils ein Minimum besitzt.

7.1. Beispiele für automatische Aufnahmeplanung

7.1.1. Optimale Positionierung eines historischen Blechblasinstruments

Die Optimierungsaufgabe, welche zu lösen ist, lautet: Wie kann das Kornett aus Abb. 3.4
auf dem Drehteller positioniert werden, sodass das Artefaktinventar des resultierenden
Tomogramms minimiert wird. Dazu sei als einziger freier Parameter der Optimierung der
Kippwinkel γ definiert. γ ist der Winkel zwischen dem Normalenvektor des Drehtellers
und der Längsachse des Rohres, welches im Schalltrichter mündet. Für die ”aufrecht
stehende“ Positionierung aus 3.4 gilt demnach γ = 0°. Der Parameter γ wurde nach dem
Brute-Force Verfahren simulationsbasiert optimiert. Dazu ist ein Modell nötig, welches die
Geometrie des Kornettes mindestens so gut nachstellt, dass in simulierten Tomogrammen
dasselbe Artefaktinventar entsteht. In Abb. 7.1 ist das abstrahierte Kornett gezeigt. Als
wesensgebende Komponenten sind die massiven Teile der Ventilmechanik129 sowie alle längs
verlaufenden Rohre und die dazwischen liegenden stabilitätsgebenden Stege identifiziert.
Diese Komponenten und der Schalltrichter sind mittels CAD-Software anhand der Maße des
Originalinstrumentes modelliert. Dabei ist es für die Simulation der röntgenographischen
129 Die Ventile selbst sind inklusive ihrer inneren Strukturen modelliert.
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Abb. 7.1.: Shannon-Entropie als Funktion der Objektpositionierung für das Cervený
Kornett. Der Plot zeigt die Shannon-Entropie als Funktion des Kippwinkels γ
des virtuellen Kornettes.

Eigenschaften des Instrumentes freilich nicht von Bedeutung, dass die Rohre luftdicht
aneinander gefügt sind∗.

Das Diagramm in Abb. 7.1 zeigt den Verlauf der Shannon-Entropie für die simulierten
Tomogramme als Funktion von γ. Man liest einen klaren Zusammenhang zwischen γ und
der globalen Bildgüte, also der Shannon-Entropie ab. Aus dieser Optimierung leitet man
ab, dass eine Tomographie eines um γ = 45° gekippt positionierten Kornetts ein geringeres
Artefaktinventar aufweisen muss. Die Shannon-Entropie ist zwar bei noch größeren Kipp-
winkeln kleiner als bei γ = 45° (bis sie ab 90° wegen der Symmetrie bzgl. der Rotationsachse
wieder steigt), allerdings sind diese Kippwinkel nur in der Simulation realisierbar. In der

∗ Die Simulationsreihe wurde in Schielein et al. (The MUSICES Project: Simulative automated CT
acquisition planning for historical brass instruments improves image quality, ICT 2016) vorgestellt.
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CT-Messung130 kann das Kornett bei γ > 45° nicht gehaltert werden, ohne dass es mit
dem mechanischen Aufbau der CT-Anlage kollidiert.

Um den Erfolg der Positionsoptimierung zu demonstrieren, wurde das Kornett in den
beiden Positionen ”aufrecht“ (γ = 0°) und ”gekippt“ (γ = 45°) tomographiert. In Abb. 7.2
sind Schnitte durch dasselbe Ventil aus beiden Tomogrammen dargestellt. Zum quantita-
tiven Vergleich ist in Abb. 7.2 erneut das Linienprofil aus Abb. 3.4 aus Abschnitt 3.4.1
dargestellt. Insbesondere der Material-zu-Luft Kontrast im Bereich der Bohrungen sowie
das Artefaktinventar zwischen den Ventilen zeigen eine klare Verbesserung für die gekippte
Positionierung.

Die Shannon-Entropie, also die Kostenfunktion der Positionsoptimierung, kann ebenfalls
auf den gemessenen Daten ausgewertet werden. Für die beiden Tomogramme ergibt sich mit
Hgekippt = 4, 936 > Haufrecht = 4, 954 zwar der erwartete Zusammenhang, allerdings fällt
die Differenz deutlich kleiner aus, als aus Simulationsergebnissen zu erwarten wäre131. Die
Tomogramm-Entropie ist bei den gemessenen Tomogrammen allerdings nicht unwesentlich
von der Artefaktquelle ”Rauschen“ beeinflusst, die in der Simulation vernachlässigt wurde.

7.1.2. Optimierung der verwendeten Röntgenspektren bei
Multimaterialobjekten

Ein Beispiel für Objekte mit sehr verschiedenen Schwächungskoeffizienten der beteiligten
Materialien ist das Klarinettenphantoms, welches in Abschnitt 3.4.2 mit den starken
Artefakten, die sich bei einer Tomographie ergeben können vorgestellt wurde. Um die
Aufnahmebedingungen hinsichtlich des verwendeten Röntgenspektrums zu optimieren,
wurde für das Klarinettenphantom eine Simulationsreihe erzeugt. In der Simulationsreihe
werden folgende das Röntgenspektrum betreffende Parameter systematisch variiert:

• Maximalenergieen für Röntgenspektren einer Wolframanodenröhre in Reflexionsgeo-
metrie (TBC-Modell):

– 60 keV bis 220 keV in 5,50 keV-Schritten, wenn kein Röntgenfilter eingesetzt ist.

– 60 keV bis 220 keV in 10 keV-Schritten, wenn ein Röntgenfilter eingesetzt ist132.

• Material und Transmissionslänge des Röntgenfilters:

– Al-Filter, 0,10 mm bis 2,00 mm (8 verschiedene Dicken)
130 Hier beziehe ich mich auf die zur Verfügung stehende CT-Anlage, an der die unten gezeigte Messung

durchgeführt wurde.
131 Die Entropie wurde hier auf einem 2048 Bins umfassenden Histogramm berechnet.
132 Die Abtastung der Maximalenergieen wurde hier etwas ausgedünnt, um kürzere Rechendauern zu

erhalten.



176

45° 0°

20 40 60 80 100
Position in mm

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

Sc
hw

äc
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Abb. 7.2.: Vergleich der Tomogramme des Kornettes vor und nach Positionsoptimierung
(oben). Der Graph unten zeigt erneut das Linienprofil aus Abb. 3.4, hier im
Vergleich mit demselben Linienprofil aus dem Tomogramm der gekippten
Messung. Um Vergleichbarkeit herzustellen, sind beide Linienprofile jeweils
auf ihr Maximum normiert.
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– Cu-Filter, 1 mm bis 2 mm (5 verschiedene Dicken)

– Cu+Zn-Filterkombination, 0,10 mm bis 1 mm jeweils (30 verschiedene Dicken-
kombinationen)

Insgesamt wurde eine Reihe von 675 verschiedenen Röntgenspektren für die CT-Simulationen
verwendet. Die übrigen CT-Parameter wurden nicht variiert. Im Einzelnen waren das:
Quellpunkt-zu-Detektorabstand 100 cm und Quellpunkt-zu-Objektabstand 90 cm; quadrati-
scher Detektor mit 544×544 Pixeln bei 8 cm Kantenlänge und CsI-Szintillatorcharakteristik;
eine Standard Kreistrajektorie mit 512 Projektionen. Für die Optimierungsaufgabe ist
diese Menge aus CT-Simulationen im Folgenden mittels Brute-Force Algorithmus (wie in
Kap. 3.3 beschrieben) durchsucht worden.
Die größte untersuchte Maximalenergie von 220 keV ist nicht willkürlich gewählt. Sie
entspricht dem, was mit typischerweise verfügbaren Mikrofokusröhren133 erreichbar ist
(siehe beispielsweise Ref. [106]). Um die Spektren zu klassifizieren, kann ihre Schwer-
punktenergie E herangezogen werden. In der Simulationsreihe gibt es Spektren mit E

zwischen 40 keV und 145 keV. Bezüglich der Modellierungstiefe der Röntgenphysik und der
CT-Systemgeometrie(-fehler) ist die Simulationsreihe idealisiert ausgeführt. Insbesondere
wurde kein Quantenrauschen berücksichtigt und infolgedessen ist auch nicht die Frage nach
den Integrationszeiten134 gestellt. Es wurde keine Röntgenstreuung in der Simulationsreihe
berücksichtigt. Dieser Umstand kann dazu führen, dass das Artefaktinventar bei den
Spektren mit großem E unterschätzt wird.

Versuch einer Optimierung hinsichtlich eines einzelnen Spektrums

Bei den zur Verfügung stehenden E in dieser Simulationsreihe kann nicht erwartet werden,
dass eine vollständige Optimierung mit nur einem Spektrum, also eine Standard CT
(im Folgenden der Eindeutigkeit halber auch als ein-Spektrum-CT bezeichnet), gelingt.
Begründet ist das damit, dass die Schwächungskoeffizienten der beteiligten Materialien und
Röntgenenergien sehr verschieden sind. Bei E = 80 keV sind die Schwächungskoeffizienten
in cm−1: µ = 6,55 (Neusilber), µ = 0,11 (Holz ρ = 0,62 g cm−3), µ = 0,07 (Holz ρ =
0,40 g cm−3). Es seien dennoch die Ergebnisse in knapper Form dargestellt, bevor eine
Optimierung eines Mehrenergieverfahrens gezeigt wird. In Abb. 7.3 ist das Ergebnis einer
Brute-Force Optimierung des Röntgenspektrums für das Klarinettenphantom gezeigt. Man
beobachtet, dass es bezüglich verschiedener Röntgenspektren einen Zusammenhang mit
133 Röhrenbrennfleck bei diesen Röhren liegt im Bereich von 6 µm bis 8 µm. Diese Brennfleckgröße ist nötig

um hohe Ortsauflösung zu erreichen, etwa um die Jahresringe zu erkennen.
134 An einer realen Anlage, werden die Integrationszeiten bei den stärker absorbierenden Filtervarianten

deutlich vergrößert werden müssen.
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der Shannon-Entropie der resultierenden Tomogramme gibt. Je nach Material und Dicke
des verwendeten Röntgenfilters ergibt sich ein lokales Minimum der Shannon-Entropie bei
den ”harten“ Röntgenspektren, also jeweils bei goßer Maximalenergie und dickem Filter135.
Das Tomogramm des globalen Minimums ist ebenfalls in 7.3 dargestellt. Das Spektrum,
welches hierzu gehört (das vermeintlich optimale Spektrum), hat eine Maximalenergie von
70 keV und eine Kombination aus 1 mm Cu-Filter und 0,70 mm Zn-Filter (E = 59 keV).
Sowohl in der Fensterung, die die Darstellung des Holzkerns noch zulässt, als auch in der
Fensterung die Metallteile zeigt, sind deutliche Streifenartefakte zwischen den Bauteilen bzw.
cupping-Artefakte zu erkennen. Insgesamt handelt es sich um eine ”schlechte“ Tomographie.

Für dieses Beispiel des Klarinettenphantoms muss man erwarten, dass das härteste
Röntgenspektrum (welches hier gleichzeitig das mit der größten Monochromasie ist) zu-
mindest für die Metallteile ”gute“ Tomographie ergibt. Tatsächlich ist der visuelle Ein-
druck des entsprechenden Tomogramms besser, dennoch bleiben starke Artefakte bis hin
zur Auslöschung der Konturen im Volumen des Holzkörpers zurück (Emax = 220 keV,
E = 144 keV, 2 mm Cu-Filter). Ein solches Spektrum würde auch ein erfahrener Bediener
vorziehen, wenngleich damit nicht gesagt ist, dass das härteste Spektrum zu der ”besten“
Tomographie führt. Die ursprüngliche Fragestellung bleibt hier also zunächst unbeantwortet.

Diese nicht erfolgreiche Optimierung zeigt die Grenzen der Methode einer ”reinen“ Mini-
mierung der Shannon-Entropie des Tomogramms auf. Der Grund dafür, dass das genannte
Tomogramm eine sehr kleine Shannon-Entropie aufweist, lässt sich aus dem Histogramm
ablesen. Die Materialpeaks für die drei Materialien Luft, Holz und Metall (= Neusilber)
sind abgesehen von dem für Luft nur schwach ausgeprägt und auch kaum voneinander
separiert 136. Anders ausgedrückt ist das Holz so gut wie gar nicht abgebildet und das
Metall nur mit Artefakten im Metallvolumen und in der Umgebung. Das resultiert in
einem Histogramm, welches effektiv nur den ”Luftpeak“ enthält und damit eine kleine
Shannon-Entropie aufweist.

Die Interpretation lautet, dass diese tomographische Abbildung so weit von einer sinnvol-
len Abbildung des Klarinettenphantoms entfernt ist, dass ihr Informationsgehalt gegen Null,
aber nicht gegen den Informationsgehalt des gesuchten Objektes strebt. An dieser Stelle
versagt die Methode der einfachen Minimierung der Entropie des gesamten Tomogramms.
Es müsste eine weitere Kategorie eingeführt werden, welche die Güte der Abbildung messen

135 Das ist zwecks Übersichtlichkeit nicht explizit in der Abbildung dargestellt. Es handelt sich bei den
beschriebenen lokalen Minima jeweils um die Enden der nach rechts abfallenden Serien von Quadraten
in dem Streubild. Das Ende einer solchen Serie ist auch das globale Minimum.

136 Aus physikalischer Sicht kommt hinzu, dass die rekonstruierten Schwächungskoeffizienten wenig sinnvoll
sind.
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mit Röntgenfilter
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Abb. 7.3.: Das Streudiagramm oben zeigt die Shannon-Entropie aller simulierten Tomo-
gramme des Klarinettenphantoms in Abhängigkeit der Schwerpunktenergie
des jeweils zugehörigen Spektrums. Unten ist eine Schicht aus dem Tomo-
gramm des Datensatzes mit der kleinsten Shannon-Entropie dargestellt (in
zwei verschiedenen Fensterungen). Unten rechts ist das Histogramm dieses
Tomogramms (bezüglich aller Schichten) aufgetragen.
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kann. Dies kann zum Beispiel eine der in Kap. 6.1 anderen Tomogrammentropien sein
oder man schließt solche pseudo-Optima aus, indem man die physikalisch unsinnigen
Schwächungskoeffizienten automatisiert erkennt.

Optimierung hinsichtlich einer zwei-Spektrenmessung

Im Folgenden wird das Optimierungsproblem für das Klarinettenphantom für den Fall
einer Messung mit zwei Röntgenspektren betrachtet137. Die Fragestellung lautet dann:
Welche Kombination aus zwei Röntgenspektren führt zu einem optimalen Tomogramm?
Objekte wie das Klarinettenphantom sind mit Laborröntgenquellen nicht gut untersuch-
bar, was letztlich auch die simulative Optimierung hinsichtlich eines Spektrums zeigt. Es
gibt allerdings die Möglichkeit solche Objekte zweimal, mit verschiedenen Spektren, zu
tomographieren. Aus den beiden Datensätzen kann ein Ergebnistomogramm berechnet
werden, welches deutlich vermindertes Artefaktinventar zeigt. Bei diesen sogenannten
Mehrenergie-Verfahren kommen verschiedene Algorithmen für die Auswertung der Da-
tensätze in Betracht. Typischerweise wird die sogenannte Basismaterialzerlegung, welche
von Alvarez und Macovski in Ref. [5] publiziert wurde, angewendet. An Stelle der Basismate-
rialzerlegung kann, mit deutlich weniger algorithmischen Aufwand, eine Linearkombination
der beiden Tomogramme durchgeführt werden. Von dem daraus resultierenden Ergebni-
stomogramm ist eine deutliche Reduzierung des Artefaktinventars zu erwarten. Dieses
vereinfachte Verfahren einer zwei-Spektrenrekonstruktion ist in der Medizintechnik erfunden
worden und als ”linear image blending138“ bekannt (siehe Ref. [31, 53]).

Die beiden zu kombinierenden Tomogramme seien mit V< und V> bezeichnet, für die
Simulation mit niedriger bzw. höherer Schwerpunktenergie.
Die konkrete Formel ist Ref. [65] entnommen. Dort wird auch ausführlicher untersucht,
inwiefern sich mittels solcher Linearkombinationen das Artefaktinventar reduzieren lässt
und wie sich die Kontrastverhältnisse ändern. Das Ergebnisvolumen schreibt sich als

V = (1− α)V< + αV>. (7.1)

Eine physikalische Interpretation des Parameters ist hier nicht von Bedeutung. α wird als
freier Parameter des gesamten Messprozesses betrachtet, der unabhängig optimiert werden
kann. Die sinnvollen Werte für α erwartet man für α > 1, es wird also eine ”gewichtete
137 Hier fließt ein Vorwissen in die Optimierung mit ein, denn es ist zumindest dem erfahrenen Bediener

bekannt, dass sich zwei Spektren Verfahren für Objekte wie das Klarinettenphantom besser eignen.
138 Es gibt auch weitere Varianten einer gewichteten Summe der beiden beteiligten Tomogramme, teilweise

mit Wichtungsfaktoren, die vom rekonstruierten Schwächungskoeffizienten abhängen.
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Differenz“ gebildet.

Für ein gegebenes Set aus V< und V> kann das optimale α ebenfalls durch eine Mini-
mierung der Shannon-Entropie gefunden werden. In Abb. 7.4 ist die Shannnon Entropie
der Ergebnistomogramme als Funktion von α für einige Beispielkombinationen darge-
stellt. Der Verlauf der Kurven zeigt jeweils ein klares Minimum, welches das optimale
α markiert. Für die in Abb. 7.4 gezeigten Beispiele wurde ein Blindtest hinsichtlich der
Bestimmung des optimalen α durchgeführt. Dazu wurde das optimale α zusätzlich zur
automatisierten Optimierung mittels der Shannon-Entropie über den Bildeindruck und
durch ”Ausprobieren“ bestimmt139. Die Ergebnisse dieses heuristischen Verfahrens sind als
vertikale Linien in Abb. 7.4 mit eingetragen. Man stellt kleinere Abweichungen fest, die
sich sowohl durch den individuellen Bildeindruck als auch dadurch erklären lassen, dass
das heuristische Verfahren nur auf einzelnen Schnittbildern und nicht auf dem gesamten
Tomogramm durchgeführt wurde. Allerdings bestätigt der Blindtest die Vermutung, dass
die Tomogramme mit kleiner Shannon-Entropie auch einen guten visuellen Eindruck beim
erfahrenen Betrachter hervorrufen.

Um eine zwei-Spektren-Optimierung durchzuführen, muss also zunächst für alle (sinn-
vollen) Zweier-Kombinationen der Tomogramme aus der Simulationsreihe das optimale α

gefunden werden. Anschließend muss unter der Menge der Ergebnistomogramme das Opti-
male gefunden werden. Diese Vorgehensweise ist für eine Teilmenge aller möglichen Kombi-
nationen ausgeführt. Dazu sind für die V< alle Spektren ohne Filter mit Emax > 100 keV
und für die V> alle Spektren mit E > 60 keV verwendet worden. Kombinationen, bei
denen E des Spektrums ohne Filter größer ist als das E des Spektrums mit Filter sind
ausgeschlossen. Zusätzlich sind sehr ähnliche Spektren ausgeschlossen worden. Effektiv
bedeutet dies, dass die Abtastdichte der Filterdicken verkleinert wurde. Es wurden 367
solche Kombinationen identifiziert und für die Brute-Force Optimierung verwendet140.

Das Ergebnis dieser Optimierung ist in Abb. 7.5 dargestellt. Optimal ist die Linearkom-
bination von V<: Emax = 110 keV ohne Filter; V>: Emax = 220 keV mit 1,70 mm Cu-Filter.
Das Streudiagramm in Abb. 7.5 zeigt die Shannon-Entropie der Ergebnistomogramme nach
automatischer Optimierung des Parameters α für jede der untersuchten Kombinationen.
Jeder Punkt steht also für das Ergebnistomogramm bezüglich einer Kombination aus
zwei Spektren. Man beobachtet für die hier gewählten Spektrenkombinationen, dass zwei
Spektren mit größerer Differenz der Schwerpunktenergien zu kleinerer Shannon-Entropie

139 Vielen Dank an dieser Stelle an Frau Dr. Wagner, die sich als ”Sparingspartner“ zur Verfügung gestellt
hat.

140 Der Datensatz der möglichen Kombinationen ist zugunsten der Rechenzeit ausgedünnt worden.
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Abb. 7.4.: Shannon-Entropie des Ergebnistomogramms einer Linearkombination der To-
mogramme für je zwei verschiedene Spektren. Die vertikalen Linien markieren
das im Blindtest heuristisch gefundene optimale α. Die Punkte markieren das
per Brute-Force Optimierung automatisch gefundene optimale α. Die beiden
Tomogramme gehören zur Kombination B, einmal für das optimale α = 1, 41
und zum Vergleich für ein willkürlich gewähltes α = 1, 2. Sie sind identisch ge-
fenstert dargestellt. Hier sind beispielhaft drei Spektrenkombinationen gezeigt:

A V<: Emax = 70 keV, kein Filter; V>: Emax = 220 keV, 1,70 mm Cu-Filter
B V<: Emax = 180 keV, 2 mm Al-Filter; V>: Emax = 220 keV, 1,70 mm Cu-Filter
C V<: Emax = 220 keV, kein Filter; V>: Emax = 220 keV, 1,70 mm Cu-Filter
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Abb. 7.5.: Optimierung mittels Shannon-Entropie der Ergebnistomogramme für das zwei-
Spektrenverfahren mittels Linearkombination. Das Streudiagramm zeigt die
Shannon-Entropie verschiedener Spektrenkombinationen mit bereits optimier-
ten α als Funktion der Differenz der Schwerpunktenergien. Unten ist das
Ergebnistomogramm mit global kleinster Shannon-Entropie gezeigt (in zwei
verschiedenen Fensterungen, Metall und Holz). Unten rechts ist das Histo-
gramm bezüglich des gesamten Tomogramms dargestellt.
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führen.

Der visuelle Eindruck des Tomogramms bestätigt das Gelingen der zwei Spektren
Optimierung. Sowohl in der Holzfensterung als auch in der Metallfensterung sind nur
wenige Streifenartefakte zu erkennen. Cupping-Artefakte sind nicht mehr relevant und
die Abbildung des Holzes ist insbesondere auch direkt neben Metallteilen gegeben, sogar
die Außenkante des Holzkörpers ist an diesen Stellen scharf abgebildet. Dieser Eindruck
bestätigt sich im Histogramm: es sind vier Materialpeaks erkennbar (Luft, Holz in beiden
Dichten und Metall). Die relativen Amplituden der Peaks geben etwa die Volumenanteile
der beteiligten Materialien wieder.

Validierung der zwei-Spektren-Optimierung mittels realer Messdaten

Das Klarinettenphantom ist einer realen Klarinette nachempfunden. An dem realen Vorbild
des virtuellen Klarinettenphantoms sind CT-Messungen mit verschiedenen Röntgenspektren
und zwei verschiedene Linearkombinationen realisiert worden. Abb. 7.6 zeigt drei Ergebnisse
(zwei zwei-Spektrenkombinationen und eine ein-Spektrum-Tomographie). Das Tomogramm

”C“ korrespondiert mit der Beobachtung, welche für die Optimierung hinsichtlich eines
einzelnen Spektrums gemacht wurde: Obwohl das verwendete Spektrum sogar härter ist, als
das oben genannte, kommt es im Tomogramm zu einer nahezu vollständigen Auslöschung
der Objektkonturen. Im zugehörigen Histogramm beobachtet man ähnliches: Es gibt zwei
Peaks, der um die Null zentrierte ist der Luftpeak, dieser ist wenig gut separiert von
dem Holzpeak. Der Metallpeak, welcher rechts vom Holzpeak erscheinen müsste, ist durch
das Artefaktinventar so stark verbreitert, dass er nur als asymmetrische Fortsetzung des
Holzpeaks in Erscheinung (im Bereich 0,70 cm−1 < µ < 2,00 cm−1) tritt.

Für beide Tomogramme mit zwei-Spektrenkombination A und B gilt, dass das Holz deut-
lich besser abgebildet ist und der visuelle Eindruck in der Metallfensterung ein, verglichen
mit C, deutlich vermindertes Artefaktinventar aufweist. Dennoch beobachtet man eine
teilweise Auslöschung der Konturen in dem Bereich wo Holz und Metall direkt aneinander
liegen, sowie leichte Streifen- und cupping-Artefakte in und um die Metallteile.
Die Histogramme A und B zeigen beide drei Materialpeaks, die jeweils besser voneinander
separiert sind, als dies für C der Fall ist. Tatsächlich sind auch die Jahresringe im Holz
(also die Dichteunterschiede) in diesem Tomogrammen sogar abgebildet, allerdings ist der
Kontrast sehr schwach und er lässt sich nur in solchen Schichten visualisieren, wo kein Metall
anwesend ist. Das spiegelt sich im Histogramm wieder, wo es nur die genannten drei statt vier
Materialpeaks gibt. Dies bestätigt erwartungsgemäß den Erfolg der zwei-Spektrenmehtode,
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was allerdings hier nicht die Fragestellung war. An dieser Stelle sei allerdings angemerkt,
dass die Optimierungsmethode durchaus die Entscheidung für eine zwei-Spektrenmessung
getroffen hätte (alle Tomogrammentropien der zwei-Spektrensimulationen waren kleiner
als die aller ein-Spektrensimulationen). Allerdings war die Frage nach einem ein oder Meh-
renergieverfahren hier nicht Teil der zu optimierenden Parameter. Vielmehr muss aus dem
Vergleich der Tomogramme bzw. Histogramme A und B herangezogen werden um festzustel-
len, ob die simulationsbasierte Optimierung erfolgreich war. Die zwei-Spektrenkombination
B entspricht weitestgehend dem was in der automatisierten Optimierung oben, als Opti-
mum gefunden wurde. Das Tomogramm A hat ebenfalls eine Entsprechung in dem zur
Optimierung durchsuchten, simulierten Datensatz oben. Dort kann abgelesen werden, dass
B weniger Artefakte enthalten muss als A, weil die Differenz der Schwerpunktenergien für
B kleiner ist als für A. Mit Blick auf die beiden Histogramme bestätigt sich die simulative
Vorhersage: Für alle drei Materialpeaks, besonders für den Metallpeak (in der Vergrößerung
in Abb. 7.6 dargestellt) gilt, dass die Peaks in Histogramm A breiter sind als in B. Zusätzlich
sind Luftpeak und Holzpeak in B besser separiert als in A. Insgesamt bedeutet dieser
Befund, dass das Tomogramm B weniger Artefaktinventar hat als A. Die simulative Vor-
hersage ist also zutreffend. Dieses Ergebnis spiegelt die Vorhersage der Simulation wider
und ist damit ein Beispiel für eine gelungene Optimierung der CT-Messparameter. Konkret
wurde hier die Beschleunigungsspannung, der Röntgenfilter, sowie die Aussage, dass eine
zwei-Spektren Messung durchgeführt werden muss, aus der Minimierung der Shannon-
Entropie abgeleitet. Das ist insofern bemerkenswert, als die Simulationen recht idealisiert
ausgeführt worden sind. Das erklärt auch die Artefakte in der realen Messung die dort auch
bei den deutlich optimaleren Tomogrammen noch vertreten sind (Rauschen, Streustrahlung
und das genaue Detektorantwortverhalten waren in der Simulation nicht berücksichtigt).
Die experimentelle Validierung der simulationsbasierten Aufnahmeplanung konnte auch
hier leider nicht exakt mit simulativ optimalen Parametern durchgeführt werden, was auf
technische Einschränkungen des verwendeten CT-Systems zurückzuführen ist.
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Schwächungskoeffizient µ in cm−1

Hä
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Abb. 7.6.: Tomogramme aus realen Messungen an einer Klarinette. Die Schichtdarstellun-
gen sind jeweils identisch gefenstert. Die obere Zeile so, dass der Holzkorpus
sichtbar ist, unten so, dass die Metallteile gezeigt werden. Die drei Datensätze
sind mit verschiedenen Röntgenspektren(-kombinationen) erzeugt worden:

A V<: Emax = 65 keV, kein Filter; V>: Emax = 220 keV, 1,70 mm Cu-Filter
B V<: Emax = 110 keV, 2 mm Al-Filter; V>: Emax = 220 keV, 2,50 mm Cu-Filter
C V : Emax = 110 keV, kein Filter

In dem Diagramm unten sind die drei zugehörigen Histogramme aufgetragen.
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7.2. Diskussion des entropiebasierten Optimierungsverfahrens

Durch die Anwendung der Informationstheorie auf das Aufnahmeplanungsproblem ist es
gelungen, die Shannon-Entropie als Gütemaß für Tomogramme zu identifizieren (genauer:
als Grundlage für die Definition einer Klasse von Gütemaßen). Die Stärke des Ansatzes
liegt darin, dass an dem einfachen Sender-Empfänger-Modell der Informationsgehalt von
Objekt, Messergebnis und Artefaktmenge leicht zugeordnet werden kann. Das hilft be-
sonders bei der Interpretation des Gütemaßes. Bemerkenswert ist der Befund, dass in
typischen Anwendungsfällen industrieller Computertomographie die Artefaktmenge durch
die Entropie gerade so quantifiziert wird, dass kein Vergleich mit einer idealen Referenz
nötig ist. Insofern handelt es sich um ein univariates Maß, welches jedoch, entsprechendes
Vorwissen vorausgesetzt, mit größerer Aussagekraft auch referenziert werden kann (dann
muss man die H(O), H(M) und I(M, O) einzeln berechnen und ihre Verhältnisse analysie-
ren). Letzteres ist bei einer simulativen Optimierung leicht möglich, jedoch im Rahmen
der untersuchten Beispiele nicht notwendig gewesen.
Anhand der beiden gezeigten Beispiele ist, mit nicht optimaler Suchstrategie, das Konzept
einer objektbezogenen Aufnahmeplanung demonstriert worden.
Die Tomogramm-Entropie (diejenige, welche ”nur“ über dem Alphabet der Voxelwerte
definiert wurde) ist ein histogrammbasiertes Maß. Mit dem Zweck ”Quantifizierung der
Artefaktmenge“ ist, von Reiter et al. [82], ein Gütemaß für Tomogramme publiziert worden
(genannt Q-Maß). Das Q-Maß definiert sich aus der symmetrischen Breite141 und dem
Abstand der Materialpeaks im Histogramm. Bei starkem Überlapp der Materialpeaks ist
das Q-Maß nicht mehr wohldefiniert. Ein systematischer Vergleich mit den entropiebasierten
Maßen ist bislang nicht erfolgt. Aufgrund der Definition des Q-Maß’ kann man in Fällen,
in denen Cupping-Artefakte wichtig sind und das Q-Maß noch berechnet werden kann,
hohe Korrelation zur Tomogramm-Entropie erwarten.

141 Es werden Gauß-Glocken an die Peaks gefittet. Dies ist allerdings nur in grober Näherung richtig,
denn, wie in Kap.4 besprochen, erzeugt gerade das häufig auftretende Cupping-Artefakt asymmetrische
Materialpeaks.





8. Zusammenfassung und Ausblick

8.1. Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit drei Aspekten, welche für die Durchführung einer
simulationsgestützten Aufnahmeplanung angewendet werden können. Zwei Aspekte bezie-
hen sich dabei auf die Erweiterung der analytischen Röntgensimulation hinsichtlich ihrer
Realitätsnähe.
Zum einen ein Verfahren, welches es ermöglicht die analytische Simulation auf ein reales
CT-System zu kalibireren. Die dazu nötigen Kalibrationsmessungen (mit der zugehörigen
Algorithmik) ersetzen die analytische Modellierung einer Röntgenröhre und des Detek-
tors142. Der experimentelle Aufwand für die Kalibrationsmessungen beschränkt sich auf
die Aufnahme einiger Radiographien von Stufenkeilen. Je nach Detaillierungsgrad des
Röntgenröhren- bzw. eines Detektormodells, ist es erheblich einfacher die Radiographien
aufzunehmen und auszuwerten, als sämtliche Koeffizienten der Systemkomponenten für die
Modelle zu bestimmen. Damit stellt diese Vorgehensweise eine Neuerung für die analytische
Röntgensimulationsmethode bereit.
Es konnte gezeigt werden, dass mittels des sogenannten Spektrenschätzverfahrens das
zur Kalibration nötige Systemspektrum erzeugt werden kann, um damit die analytische
Simulation zu betreiben. Die Spektrenschätzung wird dazu bezüglich der experimentellen
Freiheitsgrade hinsichtlich ihrer Stabilität und der Ergebnisqualität untersucht. Experi-
mentelle Validierungen der Methode zeigen zufriedenstellende Ergebnisse hinsichtlich der
Übereinstimmung von kalibrierter Simulation und Messung.

Zum anderen ist im Rahmen dieser Arbeit ein neuartiges Modell zur analytischen Simu-
lation der Röntgenstreustrahlung bis einschließlich der zweiten Ordnung entwickelt worden.
Besonderes Augenmerk bei der Entwicklung dieses Modells ist darauf gelegt, dass die
analytische Streustrahlsimulation für eine CT-Simulation, also für eine größere Menge von
Streuprojektionen, tauglich sein soll. Dies wird durch eine algorithmische Vereinfachung
erreicht: Sämtliche Berechnungen zur Intensität der Streustrahlung sind vom Raytracing
entkoppelt. Das Raytracing muss nicht für einzelne Trajektorienpositionen wiederholt
142 Jeweils hinsichtlich des spektralen Verhaltens.
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werden, sondern ist ein vorgelagerter, einmaliger Rechenschritt. Dies macht die Streu-
strahlenberechnung besonders dann effizient, wenn mehrere Streubilder für verschiedene
Trajektorienpositionen berechnet werden sollen. Das Streumodell basiert auf einem bereits
existierenden Modell der ersten Ordnung. Vergleich mit der MC-Simulationsmethode, wel-
che den Goldstandard darstellt, ergibt an ausgewählten Beispielen hohe Übereinstimmung
bezüglich der Streustrahlung erster Ordnung. Die Intensität der zweiten Ordnung wird im
analytischen Modell unterschätzt. Dieser Effekt konnte durch Einführung einer Korrektur
gemindert werden. Sowohl die Ortsverteilung, als auch die Absolutwerte der Intensität
zweiter Ordnung sind dadurch näher am MC-Ergebnis.

Der dritte Aspekt, den ich in dieser Arbeit behandle, ist die Definition eines allge-
meingültigen Gütemaßes für die Computertomographie. Dem geht die Definition des
Aufnahmeplanungsproblems der industriellen CT voraus. Dazu ist sowohl zusammengetra-
gen, welche Parameter für eine CT-Messung gefunden werden müssen, als auch definiert
worden, was ein physikalisch korrektes Tomogramm ist. Wichtig ist in diesem Zusam-
menhang die Feststellung, dass Aufnahmeplanung für CT immer spezifisch für das zu
untersuchende Objekt ist.
Für diese Arbeit ist eine sogenannte ”simulationsgestützte Aufnahmeplanung“ angestrebt
worden. Der Ansatz besagt, dass mittels möglichst realistischer Simulation der CT-Messung
eines Objektes die optimalen Parameter für eine Messung gefunden werden. Eine Optimie-
rung verlangt immer nach einem überprüfbaren Kriterium, nach dem entschieden werden
kann. Für die Ergebnisse einer CT-Messung, also die Tomogramme, ist es nicht leicht ein
solches Gütemaß zu finden, welches sich zudem dazu eignet, automatisiert ausgewertet
zu werden. Für die Definition von Gütemaßzahlen verwende ich eine neuartige143 Inter-
pretation des CT-Messprozesses im Sinne der Shannonschen Informationstheorie. Man
kann den Messprozess als ein System auffassen, welches die Information bezüglich der
3D-Ortsverteilung der Schwächungskoeffizienten des Objekts mittels eines fehlerbehafteten
Übertragungskanals in das Tomogramm überträgt. Die Fehler, die der ”Kanal“ induziert,
stammen aus den bekannten Unzulänglichkeiten laborbasierter CT-Systeme und der nach-
gelagerten Algorithmik zur Rekonstruktion der Tomogramme.
Diese Interpretation führt dazu, dass die mathematischen Werkzeuge der Informationstheo-
rie auf das Aufnahmeplanungsproblem für die CT angewendet werden können. Anders als in
der klassischen Informationstheorie144 gilt es hier nicht Co- und Decodierer zu optimieren,
sondern es kann der Kanal, also das CT-System mit seinen zugänglichen Parametern,
optimiert werden. Das heißt, es werden die zur Verfügung gestellten Freiheitsgrade (= Mess-

143 Für die CT als Technologie neuartig.
144 Die Informationstheorie sieht den fehlerbehafteten Kanal als gegeben und unveränderlich an.
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parameter) der CT-Messung mit den Mitteln der Informationstheorie optimiert. Durch
konsequente Verfolgung dieser Interpretation wurde abgeleitet, dass, basierend auf der
Shannonschen Entropie, eine Klasse aus Maßzahlen auf Tomogrammen definiert werden
kann, die allesamt Gütemaße für die CT-Messung sind.

Die Verwendung der analytischen Simulation, als Modell des ”fehlerbehafteten Kanals“,
zusammen mit den aus der Informationstheorie abgeleiteten Gütemaßen für Tomogramme
ermöglicht es eine automatisierte computernumerische Optimierung durchzuführen. Insofern
stellt diese Arbeit alle essenziellen Werkzeuge, nämlich Verbesserungen der analytischen
Simulationsmethode, sowie die Definition von Gütemaßen für eine solche Optimierung
zur Verfügung. Konkrete Optimierungsverfahren, welche den optimalen CT-Parametersatz
besonders effizient finden, können auf dieser Basis entwickelt werden. Dazu ist es voraus-
sichtlich nötig, mittels der in dieser Arbeit bereitgestellten Verfahren die Kopplung der
einzelnen CT-Parameter eingehend zu untersuchen145. Im Rahmen einfacher ”Brute-Force“
Optimierungen konnte in dieser Arbeit bereits an Beispielen nachgewiesen werden, dass
die vorgeschlagene Optimierungskette funktionsfähig ist.

8.2. Ausblick auf weitere Anwendungen und
Aufnahmeplanungsverfahren

Im diesem Abschnitt will ich einen Ausblick bezüglich der drei Themenfelder ”Spek-
trenschätzung“, ”analytische Streusimulation“ und ”Optimierungsverfahren für CT “ geben.
Dabei beschränke ich mich auf solche Themen die mir im Kontext dieser Arbeit als
erwähnenswert oder weiterführend erscheinen. Teilweise mögen die hier angesprochenen
Verfahren schon bearbeitet oder erdacht worden sein, sofern mir entsprechende Literatur
bekannt ist, gebe ich sie an.

Das Ergebnis des Spektrenschätzverfahrens ist bereits für die Rekonstruktion von mehr-
Energie-Verfahren146 angewandt worden [108]. Diese Anwendung der Methodik halte ich
für eine sehr wichtige. Eine Idee die darüber hinaus geht: Das Systemspektrum, welches
mittels dieses Verfahrens bestimmt wird, enthält Information über den Zustand des CT-
Systems. Sowohl Röntgenröhren als auch Detektoren zeigen Alterungsverhalten. Bei den
Röntgenröhren gibt es beispielsweise den Effekt, dass sich der elektronische Brennfleck in
das Targetmaterial einbrennt. Solche Alterungserscheinungen können das Systemspektrum
145 Natürlich sind auch diverse Verfahren des sogenannten ”machine learning“ denkbar, welche solche

Aufgaben möglicherweise automatisch erledigen können.
146 Verfahren die es erlauben, durch Anwendung verschiedener Röntgenspektren, Materialinformation aus

Radiographien zu gewinnen.
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in Form und Intensität verändern. Es kann mittels der Spektrenschätzung ein Verfahren
zur Zustansüberwachung von CT-Systemen gefunden werden. Davor muss eine ausführliche
Untersuchung über die Stärke der alterungsbedingten Veränderung durchgeführt und ge-
zeigt werden, dass das Spektrenschätzverfahren sensitiv genug ist, um diese zu erfassen.
Der geringe experimentelle Aufwand des Verfahrens käme einer solchen Zustandsüber-
wachungsmethode zu gute. Man müsste, in bestimmten Zeitabständen, Radiographien
der wohlbekannten Testköper am Zielsystem anfertigen. Systeme, für die ein solches
Überwachungsverfahren interessant ist, sind sicherlich solche mit besonders hoher Bean-
spruchung (z.B. Dauerbetrieb in der industriellen Fertigung).

Das Modell zur analytischen Berechnung der Streustrahlung bietet zwei weitere An-
wendungsmöglichkeiten, die in dieser Arbeit gänzlich außer Acht gelassen wurden. Zum
einen können die Streubilder als Korrekturdaten für eine reale Messung dienen. Für diesen
Zweck ist die angesprochene kalibrierte Variante der Streusimulation nützlich (sofern
die damit verbundenen Fehler in vertretbarem Rahmen bleiben). Man kann dann davon
ausgehen, dass die simulierten Streustrahlenbilder direkt von den Messdaten abgezogen
werden können. Voraussetzung ist allerdings, dass man ein Modell des gemessenen Objektes
für die Simulation hat und dass die Trajektorie bekannt ist. Denkbar ist auch ein iteratives
Verfahren, bei dem die Information über die Form des Objekts aus einem unkorrigierten
Tomogramm stammt und die Materialinformation anderweitig zugefügt wird. Man kann
dann die Streubilder näherungsweise berechnen und zur Korrektur verwenden. Mit dem
korrigierten Tomogramm lässt sich das Vorgehen gegebenenfalls iterativ fortsetzen. Diese
Vorgehensweise ist nicht weit davon entfernt, einen solchen Streusimulator in einem itera-
riven Rekonstruktionsverfahren einzusetzen. Für die erste Ordnung Streuung hat dies K.
Dremel in [26] durchgeführt.
Zum anderen kann man die Information die an den Streuzentren, welche das Objekt
homogen abtasten, entsteht nutzen. Bezüglich der Streuzentren ist in einem Zwischenschritt
bekannt, wieviel Energie am jeweiligen Ort absorbiert wird. Das gilt für die Primärstrahlung
und für die Streustrahlung erster Ordnung. Summiert man diese deponierte Energie über
eine Trajektorie hinweg, kann man auf die Verteilung der deponierten Dosis des tomo-
graphierten Objektes rückschließen. Die so simulierte Dosimetrie mag vielleicht nicht den
hohen Anforderungen aus der Medizin genügen, allerdings ist solche Information auch für
industrielle Erzeugnisse interessant, wenn von diesen bekannt ist, dass sie unter Einfluss
von Röntgenstrahlung degradieren.

Ausblickend bezüglich des simulationsgestützten Optimierungsansatzes sei festgehalten,
dass das hier vorgeschlagene Optimierungsverfahren einen sehr generalistischen Ansatz
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darstellt. Es sollen alle CT-Parameter optmiert werden. Der Ansatz setzt voraus, dass
eine digitale Beschreibung des Objektes hinsichtlich Form und Material vorliegt. Für den
industriellen Kontext ist es sicherlich eine brauchbare Annahme, dass das Objekt digital
beschrieben ist und dass Realisierungen dieses Objektes nicht so stark von der Beschreibung
abweichen, dass Änderungen an den CT-Aufnahmeparametern induziert sind.
Die simulationsgestützte Aufnhahmeplanung, so wie sie hier dargestellt ist, kann also durch
Verfahren ergänzt werden, welche entweder auf Basis einer Objektklassifizierung oder auf
Basis von bereits aufgenommenen Messdaten (CT-Messungen oder Röntgenprojektionen)
funktioniert.
Eine Untersuchung, die außerhalb des Fokus’ dieser Arbeit liegt, ist die, ob das Vorwissen
über das Objekt eine nicht optimale CT-Messung sein kann. Es ergibt sich ein direkter
Anknüpfungspunkt an die simulationsgestütze Aufnahmeplanung. Denn aus einem (arte-
faktbehafteten) Tomogramm lässt sich die Objektform zumindest approximativ bestimmen.
Mittels der so definierten Objektform und mit einer realistischen Annahme über das
Material lässt sich ein iterativer Prozeß definieren: CT-Messung −−→ simulationsgestützte
Aufnahmeplanung −−→ CT-Messung und so weiter. Man kann dieses Vorgehen auch anders
beschreiben: Der fehlerbehaftete Informationsübertragungskanal, der im Rahmen dieser
Arbeit von einer möglichst realistischen Simulation dargestellt wurde, kann auch durch ein
reales System dargestellt werden.
Für beide Fälle ist es nötig, dass noch sinnvollere Optimierungsalgorithmik gefunden
wird147. Solche Optimierungsalgorithmik, welche effizienter als der Brute-Force Ansatz
ist, zu finden stellt meiner Ansicht nach die wichtigste Aufgabe in Anknüpfung an diese
Arbeit dar. In dieser Arbeit steht die Bereitstellung der Werkzeuge für den simulativen
Ansatz im Fokus. Die Untersuchung der wechselseitigen Kopplung der CT-Parameter sollte
ein Anknüpfungspunkt sein, um intelligente Algorithmik zur effizienten Optimierung zu
finden. Das ist wichtig, denn insgesamt handelt es sich mit Simulation und tomographischer
Rekonstruktion (die nötig ist um die Gütebewertung vorzunehmen) um ein eher rechen-
aufwändiges Verfahren.

Einen wichtigen Status unter den CT-Parametern hat die CT-Trajektorie. Sie hat einen
hohen Kopplungsgrad an die Objektform und kann in neuartigen CT-Systemen, welche z.B.
Industrieroboter zur Manipulation von Quelle und Detektor einsetzen, nahezu beliebige
Form annehmen. Gerade solche Systeme mit hohem Freiheitsgrad erfordern Aufnahmepla-
nung im Sinne der Bahnplanung. Für diesen Fall mag ein Verfahren zur Aufnahmeplanung,
welches keine CT-Rekonstruktion als Zwischenschritt hat, wegen der höheren Effizienz
besonders interessant sein. Solche Ansätze fallen aus dem Fokus dieser Arbeit. Ich will an
147 Das ist nicht notwendigerweise dieselbe für den simulativen Fall und für den Fall mit realem System.
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dieser Stelle dennoch einen, meiner Ansicht nach, vielversprechenden Ansatz nennen, der
den Optimierungsansatz dieser Arbeit für die Trajektorienplanung ergänzt.
Der Ansatz verfolgt das Schema: Gegeben sei die Menge von simulierten Röntgenpro-
jektionen für alle möglichen Trajektorienpositionen. Gesucht wird das Ensemble von Pro-
jektionen (bzw. die zugehörigen Trajektorienpositionen), welches zu einer Rekonstruktion
mit maximaler Güte führt. Dazu sei angenommen, dass die maximale Zahl der Trajektorien-
positionen a priori gewählt wird. Mit Hilfe eines Maßes, welches bezüglich jeder Projektion
berechnet wird, soll eine Projektion bezüglich ihres Beitrags (Informationsgehalts) zu
einem guten Tomogramm bewertet werden können. Es muss dann also das Ensemble mit
möglichst großem Beitrag zum Tomogramm gefunden werden (ohne das Tomogramm selbst
zu bewerten). Auf der Suche nach einem möglichst geeigneten Maß für diese Aufgabe
kann das Optimierungsverfahren dieser Arbeit gut angewendet werden. Objektspezifische
Trajektorienplanung ist auch Gegenstand jüngerer Forschung. Mit speziellem Blick auf
iterative Rekonstruktion findet man in Ref. [34] ein Verfahren dazu. Der Vorteil von einem
rein projektionsbasierten Verfahren liegt darin, dass die Erzeugung der Projektionen auch
durch Messung statt durch Simulation erfolgen kann148.
Eine Idee, um zu einem projektionsbasierten Maß zu kommen, besteht darin, die spek-
trale Leistungsdichte (density power spectrum) der Projektionen zu bewerten bzw. zu
vergleichen. Das kann sowohl über alle (Orts-)Frequenzen hinweg gemeinsam, als auch
bezüglich einzelner Frequenzabschnitte geschehen. Sei die Leistungsdichte in Frequenzab-
schnitten betrachtet: Man wählt dann das Projektionsensemble, welches (in Summe) in
allen Frequenzabschnitten den größten Betrag im Spektrum aufweist. In einer heuristi-
schen Untersuchung [25] stellte sich dieses Vorgehen als vielversprechend heraus. Dabei ist
es notwendig, dass der Algorithmus, welcher das Ensemble wählt, identische (bzw. sehr
nahe beieinander liegende) Trajektorienpositionen ausschließt149. Eine Weiterentwicklung
dieser projektionsbasierten Trajektorienplanung hin zu einer dynamischen Trajektorienpla-
nung (also eine Planung der Trajektorie während einer CT-Messung) ist im Hinblick auf
automatisierte CT-Systeme interessant.

148 Man kann z.B. ein Objekt ”einlernen“, indem man es einmal mit vollständiger Trajektorie scannt und
für Wiederholmessungen nur noch die als notwendig identifizierten Projektionen aufnimmt.

149 Weitere Details dazu werden von H. Dorner in einer derzeit angefertigten Abschlussarbeit untersucht.
Darin wird unter anderem gezeigt, dass die fourierbasierte Metrik um den angesprochenen Abstand der
Trajektorienpositionen erweitert werden kann (zu einer neuen Metrik, die beides berücksichtigt).
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Boston, MA and s.l. : Birkhäuser Boston, 1997. – ISBN 978–1–4612–7373–8

[22] Cover, T. M. ; Thomas, J. A.: Elements of information theory. 2nd ed.
Wiley-Interscience http://site.ebrary.com/lib/alltitles/docDetail.action?
docID=10305137. – ISBN 978–0471241959

[23] Delahaies, A. ; Rousseau, D. ; Chapeau-Blondeau, F. : Joint acquisition-
processing approach to optimize observation scales in noisy imaging. In: Optics
letters 36 (2011), Nr. 6, S. 972–974. http://dx.doi.org/10.1364/OL.36.000972. –
DOI 10.1364/OL.36.000972. – ISSN 1539–4794

[24] Dermott, E. C. ; Hubbel, H, John ; Kissel, L. ; Lawrence Livermore
National Laboratory (Hrsg.): EPDL97: the Evaluated Photon Data Library, ’97
Version. https://www-nds.iaea.org/epdl97/. Version: 1997, Abruf: 06.09.2017

http://dx.doi.org/10.1007/978-3-540-39408-2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-540-39408-2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-540-39408-2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-540-39408-2
http://dx.doi.org/10.1016/j.cirp.2014.05.011
http://dx.doi.org/10.1016/j.cirp.2014.05.011
http://dx.doi.org/10.1016/j.earscirev.2013.04.003
http://dx.doi.org/10.1016/j.earscirev.2013.04.003
http://site.ebrary.com/lib/alltitles/docDetail.action?docID=10305137
http://site.ebrary.com/lib/alltitles/docDetail.action?docID=10305137
http://dx.doi.org/10.1364/OL.36.000972
https://www-nds.iaea.org/epdl97/


198

[25] Dorner, H. : Untersuchung fourierbasierter Gütemaße im Hinblick auf CT-
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Liste der verwendeten Symbole

Symbol Beschreibung typische
Einheit

A Fläche eines Pixels o.Ä m2

αZ Massenanteil des Elements Z
D mittere Absolutdifferenz zweier Tomogramme cm−1

E Energie bzw. Energie der Röntgenphotonen keV
H Entropie Bit
I Transinformation (nur Kap. 6) Bit
I Röntgenintensität keV
M(E) Strahlsumme
µ linearer Absorptionskoeffizient cm−1

n Anzahldichte m−3

NS Anzahl der Streuzentren eines Objektes.
Ω Raumwinkel sr
π Kreiszahl
R(E) Detektorantwortspektrum
ρ Massendichte kg m−3

S(E) Röntgenquellspektrum
T Transmission T = exp(−M)
ω1/2 Streuwinkel erster bzw. zweiter Ordnung Grad
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Liste verwendeter Abkürzungen
CT Röntgencomputertomographie

SSP Spektrenschätzproblem

TBC Tucker Barnes Spektren-Modell

ML Maximum-Likelihood

EM Expectation-Maximization

CNR Kontrast-zu-Rausch-Verhältnis

SNR Signal-zu-Rausch-Verhältnis

FFT fast Fourier transform

FBP gefilterte Rückprojektion

ART algebraische Rekonstruktion

SART simultane algebraische Rekonstruktion (ART)

Gadox Gadolinium Oxysulfid

CsI Caesiumiodit

CdWO4 Cadmiumwolframat

POM Polyoxymethylen

PVC Polyvinylchlorid

MC Monte-Carlo

FFD fixed forced detection

C Comptoneffekt

R Rayleigheffekt

CC Doppelter Comptoneffekt

RR Doppelter Rayleigheffekt

CR Comptoneffekt mit anschließendem Rayleigheffekt

RC Rayleigheffekt mit anschließendem Comptoneffekt

LBSA Längenbasierte Streuapproximation

LINAC Linearbeschleuniger

SE Shannon-Entropie

CAD computer-aided design





A. Codeausschnitte

A.1. Python Code: Fibonacci-Gitter

def ConstructFibonacciSphereGrid(Npoints):
'''generates pairs of lattitude and longitude angles
for uniform unitsphere sampling
parameters:
----------

:Npoints: must be an odd integer number
returns:
-------

np array (Npoints,2) with lattitude and longitude in radian
see:
----
González, Álvaro (2010): Measurement of Areas on a Sphere Using

Fibonacci and Latitude{Longitude Lattices. In: Math Geosci 42 (1)
'''
#is Npoints odd?
if Npoints%2 == 0 and np.isscalar(Npoints):

raise ValueError('ConstructFibonacciSphereGrid:\
Npoints must be odd and integer.')

g = 1.61803398875 #the golden number

ret = np.zeros((Npoints,2))
for i in xrange(-(Npoints//2),(Npoints//2)+1):

ret[i,0] = (np.arcsin(2*float(i)/(2*(Npoints//2)+1)))+np.pi/2. #lat
ret[i,1] = 2.*np.pi/g*np.mod(i,g) #lon

return ret





B. Ergänzende Abbildungen und Tabellen
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Abb. B.1.: Abbildung für den differenziellen Wirkungsquerschnitt der Rayleighstreuung
analog zu Abb. 2.3.
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für die Abfolge Rayleigheffekt-Comptoneffekt und umgekehrt.

B.2. Zu Kapitel 4

Abb. B.3.: Diese Lochplatte wurde von in Ref. [7] als Standard-Kalibrierphantom für das
dimensionelle Messen an CT-Anlagen vorgeschlagen.
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Abb. B.4.: Diese Abbildung enspricht Abb. 4.9 für den Fall eines mit einem 0,30 mm
Cu-Filter aufgehärteten Spektrums.
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Abb. B.5.: Diese zeigt, analog zu Abb. 4.2, ζ für eine Spektrenschätzung mit 100 keV
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Abb. B.7.: Diese zeigt, analog zu Abb. 4.2, ζ für eine Spektrenschätzung mit 700 keV
Maximalenergie.
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Abb. B.9.: Die Abbildung zeigt das Ergebnis der MC-Simulationen für den Fall eines
CsI-Szintillators. Vergleiche dazu Abb. 4.7
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Tabellen zur Definition der Stufenkeile

Die folgenden drei Tabellen (B.1, B.2, B.3) sind Ref. [6] entnommen. Sie beinhalten die
Materialzusammensetzung der in Kap. 4 verwendeten Al- und Fe-Legierungen sowie eine
Liste der Stufendicken der drei verwendeten Stufenkeile.

Tab. B.1.: Zusammensetzung der Aluminiumlegierung ”EN-AW-1050A“
Element Si Fe Cu Mn Mg Zn Ti Al

Massenanteil in % 0.25 0.4 0.05 0.05 0.05 0.07 0.05 99.08
Massenzahl A 28 56 64 55 24 65 48 27

Tab. B.2.: Zusammensetzung des Stahls ”X5CrNi1810“
Element C Cr Ni Si Mn P S N Fe

Massenanteil in % 0.007 19.500 10.500 1.000 2.000 0.045 0.002 0.110 66.836
Massenzahl A 12 52 59 28 55 31 32 14 56

Tab. B.3.: Dicken der Stufen der verwendeten Keile in mm.
Material Stahl Aluminium POM
# Stufe

1 0.5 1.0 2.0
2 1.0 2.0 4.0
3 1.5 3.0 6.0
4 2.0 4.0 8.0
5 2.5 5.0 10.0
6 3.0 6.0 12.0
7 3.5 7.0 14.0
8 4.0 8.0 16.0
9 4.5 9.0 18.0
10 5.0 10.0 20.0
11 6.0 12.0 24.0
12 7.0 14.0 28.0
13 8.0 16.0 32.0
14 9.0 18.0 36.0
15 10.0 20.0 40.0
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B.3. Zu Kapitel 5

Tab. B.4.: Radien der Stufen des Stufencylinders aus Abb. 5.10. Der Wahl des Stufenzy-
linders ist Ref. [96] entnommen. Die zentrale Bohrung hat einen Radius von
10 mm.

# Stufe Radius in mm
1 20
2 30
3 40
4 50
5 60
6 80
7 100
8 110

Tab. B.5.: Liste der modellierten Effekte für die MC-Simulationen. Zusätzlich sind die
Bibliotheken, welche die Streu- und Absorptionsquerschnitte enthalten gelistet.
Die Informationen stammen von C. Stritt [94].

Teilchen Prozess Bibliothek

Photonen
Photoelektrischer Effekt G4PenelopePhotoElectricModel

Comptonstreuung G4PenelopeComptonMode
Rayleighstreuung G4PenelopeRayleighModel

Elektronen Ionisation G4PenelopeIonisationModel
G4UniversalFluctuation

Bremsstrahlung G4PenelopeBremsstrahlungModel
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Abb. B.10.: Vergleich der Linenprofile MC und analytische Simulation für das Al-Fe-
Kugelphantom. Hier nach Drehung der Kugel um 45°.
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Abb. B.11.: Vergleich der Linenprofile MC und analytische Simulation für das Al-Fe-
Kugelphantom. Hier nach Drehung der Kugel um 90°.
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Abb. B.12.: 6 MeV Röntgenspektrum einer Linearbeschleunigerbasierten Röntgenquelle
mit Transmissionstarget. Dieses Spektrum ist für die Simulation der Streu-
projektionen des Stufenzylinders in Kapitel 5.6 verwendet worden.
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Abb. B.13.: Dargestellt ist der ebene Kegelöffnungswinkel als Funktion der Kegelanzahl
für die Streukegel.



B.4. Zu Kapitel 6 227

B.4. Zu Kapitel 6

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7
mittlere Absolutdifferenz in cm−1

2,5
3,0
3,5
4,0
4,5
5,0
5,5
6,0
6,5
7,0

Sh
an

no
n-

En
tro

pi
e

in
Bi

t

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4
Totale Variation 1e7

50 75 100 125 150 175 200 225 250 275 300
SNR der Projektionen

Abb. B.14.: Entropie im Vergleich mit der mittleren Abweichung zwischen Ergebnis und
dem idealen Tomogramm (links) und Entropie im Vergleich mit der totalen
Variation. Die Farbcodierung gibt jeweils das SNR der Projektionen an.
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Abb. B.15.: Vergleich verschiedener entropiebasierter Gütemaße mit Signalgütemaßen.
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