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❞✐❡s❡r ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ✇✐r❞ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ▼♦❞❡❧❧ ❞❡r ❝✐r❝❛❞✐❛♥❡♥ ❯❤r ❞❡♠♦♥str✐❡rt✱ ❞❛s ♠✐t ❣❡✇✐ss❡♥ ❚❡r♠❡♥
❡r✇❡✐t❡rt ✇✐r❞ ✉♥❞ ❉❛t❡♥ ✈♦♥ ♠❡❤r❡r❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ③✉❣❧❡✐❝❤ r❡♣r♦❞✉③✐❡rt✳

❙♦❜❛❧❞ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❡✐♥s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❞❡r ❡①t❡r♥❡♥ ❙t✐♠✉❧✐ ❛✉❢❣❡st❡❧❧t ✐st✱ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ●r✉♥❞str✉❦t✉r ❡♥t✇✐✲
❝❦❡❧t ✉♠ ❡①t❡r♥❡ ❙t✐♠✉❧✐ ③✉ ❜❡r❡❝❤♥❡♥✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡♥ ❣❡✇ü♥s❝❤t❡♥ ✈♦r❞❡✜♥✐❡rt❡ ❊✛❡❦t ❛✉❢ ❞❛s ♠♦❧❡❦✉❧❛r❡
◆❡t③✇❡r❦ ❤❛❜❡♥✳ ❩✉ ❞✐❡s❡♠ ❩✇❡❝❦ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❆✉❢❣❛❜❡✱ ❣❡❡✐❣♥❡t❡ ❡①t❡r♥❡ ❙t✐♠✉❧✐ ③✉ ✜♥❞❡♥✱ ❛❧s ❡✐♥
♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❙t❡✉❡r✉♥❣s♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r♠✉❧✐❡rt✱ ❢ür ✇❡❧❝❤❡s✱ ✉♠ ❡s ③✉ ❧ös❡♥✱ ✈✐❡❧❡ ♠❛t❤❡♠❛✲
t✐s❝❤❡ ▼❡t❤♦❞❡♥ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣ st❡❤❡♥✳ ❱❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ▼❡t❤♦❞❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✐s❦✉t✐❡rt ✉♥❞ ❛✉s❣❡❛r❜❡✐t❡t
✉♠ ❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣ ❢ür ❞❛s ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❙t❡✉❡r✉♥❣s♣r♦❜❧❡♠ ③✉ ❜❡r❡❝❤♥❡♥✳ ❆✉❢ ❞✐❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣
❞✐❡s❡r ●r✉♥❞str✉❦t✉r ♣❤❛r♠❛❦♦❧♦❣✐s❝❤❡ ■♥t❡r✈❡♥t✐♦♥s♣✉♥❦t❡ ♦❞❡r ❡✛❡❦t✐✈❡ ❲✐r❦st♦✛❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❡♥ ③✉
✜♥❞❡♥✱ ✇✐r❞ ❤✐♥❣❡✇✐❡s❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡s❡ ❞✐s❦✉t✐❡rt✳ ❲❡✐t❡r❤✐♥ ✇✐r❞ ❞✐❡s❡ ●r✉♥❞str✉❦t✉r ✐♥ ❇❡③✉❣ ③✉ ❡①✐st✐❡✲
r❡♥❞❡♥ ◆❡t③✇❡r❦❛♥❛❧②s❡✇❡r❦③❡✉❣❡♥ ❣❡s❡t③t ✉♥❞ ✐❤r❡ ❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❢ür ❞✐❡ ◆❡t③✇❡r❦❛♥❛❧②s❡ ❞✐s❦✉t✐❡rt
✉♠ ③✇❡❝❦❜❡st✐♠♠t❡ ❡①t❡r♥❡ ❙t✐♠✉❧✐ ③✉ ✜♥❞❡♥✳

❉✐❡ ❣❡s❛♠t❡ ●r✉♥❞str✉❦t✉r ✇✐r❞ ♠✐t ❜✐♦❧♦❣✐s❝❤❡♥ ❇❡✐s♣✐❡❧❡♥ ✈❡r✐✜③✐❡rt✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞✐❡ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥
❊r❣❡❜♥✐ss❡ ♠✐t ❉❛t❡♥ ❛✉s ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r ✈❡r❣❧❡✐❝❤t✳ ❩✉ ❞✐❡s❡♠ ❩✇❡❝❦ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❇❧✉t♣❧ätt❝❤❡♥❛❣❣r❡❣❛✲
t✐♦♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t ❜❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ❡✐♥❡♠ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❣❡♥r❡❣✉❧❛t♦r✐s❝❤❡♥ ◆❡t③✇❡r❦ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❛ss♦③✐✲
✐❡rt❡ ❘❡③❡♣t♦r❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞❡t❡❦t✐❡rt✳ ❲❡✐t❡r❤✐♥ ✇✐r❞ ❡✐♥ ❲❡❝❤s❡❧ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❚✲❍❡❧❢❡r ❩❡❧❧t②♣ ✐♥ ❡✐♥❡♥
❛♥❞❡r❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡r ❚✉♠♦r✉♠❣❡❜✉♥❣ ❛♥❛❧②s✐❡rt✱ ✇♦❜❡✐ ❢❡❤❧❡♥❞❡ ❆❣❡♥③✐❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥ ✉♠ ❞❡♥ ❡♥t✲
s♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❲❡❝❤s❡❧ ✐♥ ✈✐tr♦ ③✉ ✐♥❞✉③✐❡r❡♥✳ ❆❧s ♥ä❝❤st❡s ✇✐r❞ ❡✐♥ ❣❡♥r❡❣✉❧❛t♦r✐s❝❤❡s ◆❡t③✇❡r❦ ❡✐♥❡s
▼②♦❦❛r❞✐♦③②t❡♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t✱ ✇♦❜❡✐ ❣❡③❡✐❣t ✇✐r❞ ✇✐❡ ❞✐❡ ♣räs❡♥t✐❡rt❡ ●r✉♥❞str✉❦t✉r ❣❡♥✉t③t ✇❡r❞❡♥
❦❛♥♥ ✉♠ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❇❡❤❛♥❞❧✉♥❣sstr❛t❡❣✐❡♥ ✐♥ ❇❡③✉❣ ❛✉❢ ✐❤r❡ ♥✉t③❜r✐♥❣❡♥❞❡♥ ❲✐r❦✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ◆❡✲
❜❡♥✇✐r❦✉♥❣❡♥ q✉❛♥t✐t❛t✐✈ ③✉ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡♥✳ ❉❛rü❜❡r ❤✐♥❛✉s ✇✐r❞ ❡✐♥ ❦♦♥st✐t✉t✐✈ ❛❦t✐✈✐❡rt❡r ❙✐❣♥❛❧✇❡❣✱
❞❡r ❞❡s❤❛❧❜ ✉♥❡r✇ü♥s❝❤t❡ ❊✛❡❦t❡ ✈❡r✉rs❛❝❤t✱ ♠♦❞❡❧❧✐❡rt ✉♥❞ ■♥t❡r✈❡♥t✐♦♥s♣✉♥❦t❡ ♠✐t ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥✲
❞❡♥ ❇❡❤❛♥❞❧✉♥❣sstr❛t❡❣✐❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❜❡st✐♠♠t✱ ❞✐❡ ❞❛s ❣❡♥r❡❣✉❧❛t♦r✐s❝❤❡ ◆❡t③✇❡r❦ ✇✐❡❞❡r ✈♦♥ ❡✐♥❡♠
♣❛t❤♦❧♦❣✐s❝❤❡♥ ❊①♣r❡ss✐♦♥s♠✉st❡r ③✉ ❡✐♥❡♠ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐s❝❤❡♥ st❡✉❡r♥✳
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❙✉♠♠❛r②

■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡①t❡♥❞❡❞
❜② t❡r♠s t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t
t❤❛t t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥✳ ❚❤❡s❡ t❡r♠s ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ♦♥
t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ✉s❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ❝✐r❝❛❞✐❛♥
❝❧♦❝❦ t❤❛t ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥ t❡r♠s ❛♥❞ r❡♣r♦❞✉❝❡s ❞❛t❛ ❢r♦♠ s❡✈❡r❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛t t❤❡ s❛♠❡
t✐♠❡✳

❖♥❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✐s s❡t ✉♣✱ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ❞❡s✐r❡❞ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ t❤❡
t❛s❦ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r
✇❤✐❝❤ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ ✐t ❛ ❧♦t ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞
❛♥❞ ✇♦r❦❡❞ ♦✉t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ✜♥❞ ♣❤❛r♠❛❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦r ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞r✉❣ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s
✐s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡①✐st✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❛❧②s✐s t♦♦❧s
❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞✳

❚❤❡ t♦t❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ✇✐t❤ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ r❡s✉❧ts ✇✐t❤
❞❛t❛ ❢r♦♠ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ♣❧❛t❡❧❡t ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❣❡♥❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ r❡❝❡♣t♦rs ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ♦♥❡ t♦
❛♥♦t❤❡r t②♣❡ ♦❢ ❚✲❤❡❧♣❡r ❝❡❧❧ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❛ t✉♠♦r s❡tt✐♥❣ ✇❤❡r❡ ♠✐ss✐♥❣ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t♦
✐♥❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✇✐t❝❤ ✐♥ ✈✐tr♦✳ ◆❡①t ❛ ❣❡♥❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❛ ♠②♦❝❛r❞✐♦❝②t❡ ✐s ✐♥✲
✈❡st✐❣❛t❡❞ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s s❤♦✇♥ ❤♦✇ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t tr❡❛t♠❡♥t
str❛t❡❣✐❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡✐r ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ s✐❞❡ ❡✛❡❝ts q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧②✳ ▼♦r❡♦✈❡r ❛ ❝♦♥st✐t✉✲
t✐✈❡❧② ❛❝t✐✈❛t❡❞ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♣❛t❤✇❛②✱ ✇❤✐❝❤ t❤✉s ❝❛✉s❡s ♠❛❧❡✜❝❡♥t ❡✛❡❝ts✱ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥
♣♦✐♥ts ✇✐t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ tr❡❛t♠❡♥t str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤❛t st❡❡r t❤❡ ❣❡♥❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦
❢r♦♠ ❛ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ t♦ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♥❡ ❛❣❛✐♥✳

✶✶



✶✷



❈❤❛♣t❡r ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡s❡❛r❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ ❞❛t❛ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❛t❛ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❝❛✉s❡s ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦✉t❝♦♠❡s✳ ❚❤❡s❡ ✐♥s✐❣❤ts ✐♥t♦
t❤❡ st✉❞② ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧
t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❧❧ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❛ st✉❞② ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❋♦r
t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ st✉❞② ♦❜❥❡❝t ❤②♣♦t❤❡s❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❡st❡❞ ✇✐t❤ ❢✉rt❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❛r❡ s❡t
✉♣ ❛♥❞ t❡st❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡✐r ❛❜✐❧✐t② t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ ♦❢ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥t ♦r t♦ ♣r❡❞✐❝t ✐ts ♦✉t❝♦♠❡✳ ❋♦r t❤✐s t❛s❦ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❛ ✉s❡❢✉❧ t♦♦❧ ❛s t❤❡② ❛❧❧♦✇
t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❛s ❡①❛❝t❧② ❛s ✇❡ ❧✐❦❡ ❜♦t❤ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❛♥❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❛♥❞ t❤✉s t♦ t❡st
t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ✈❡r② ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✐s ✇♦r❦s ❜② t❤❡ ✈✐rt✉❡ ♦❢ ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡
✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ❛ st✉❞② ♦❜❥❡❝t t♦ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s✳ ❖♥❝❡ t❤✐s ❛ss✐❣♥✲
♠❡♥t ❤❛s t❛❦❡♥ ♣❧❛❝❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝t ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
❢♦r♠❛❧✐s♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♥♦✇ ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤❡
r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❛t
♦♥❡ ❞❡❛❧s ✇✐t❤✳

■♥ ♦✉r ❝❛s❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ♦❢ ♠✉t✉❛❧ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞
✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛❣❡♥ts✳ ❚❤❡s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❛❣❡♥ts ♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡
♦t❤❡rs ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❖❉❊s✮✳ ❚❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧
❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❛ q✉❛♥t✐t② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ st❛t✉s ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❛❣❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤✉s t❤❡② ❛r❡ ❛♥
✐❞❡❛❧ ❝❤♦✐❝❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ st❛t✉s ♦❢ ❡❛❝❤ ♥❡t✇♦r❦✬s ❛❣❡♥t ✐s
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t✉s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ t❤❛t ♠❡❛♥s t❤❡ st❛t✉s ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳

❖♥❝❡ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts ♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦ ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❖❉❊s✱ t❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ✐ts ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t t❤❛t
✐t ✐s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡s✳ ❊①❛♠♣❧❡s ❢♦r s✉❝❤ ❡①t❡r♥❛❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡s✱ ❝❛❧❧❡❞ ❡①t❡r♥❛❧
st✐♠✉❧✐✱ ❛r❡ ❜❡s✐❞❡s ❝❤❡♠✐❝❛❧ s✉❜st❛♥❝❡s ❧✐❦❡ s♠❛❧❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦r ♣r♦t❡✐♥s✱ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❧✐❦❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❬✺✼❪✱ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ str❡ss ❬✶✺✱ ✺✻✱ ✸✹❪ ♦r ❣r❛✈✐t② ❬✺✺❪✳ ❚❤❡s❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❝❛♥ ❜❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧②
♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦ ❜② t❡r♠s t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡s❡
❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s t❤❡② ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ❛❣❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r
♥❡t✇♦r❦ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❛t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r ❛❣❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②
✇❡ ♦♥❧② ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤
✐ts ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛❧s♦ s❡r✈❡ t♦ ❝r❡❛t❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t
t❤❛t ✐s ♦❢ s♣❡❝✐❛❧ ✐♥t❡r❡st ❛♥❞ ✐ts ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦ ✐♥t❡r❛❝ts ❛s ❛♥ ♦♣❡♥
s②st❡♠✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❡❧❧ t②♣❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❊❛❝❤ ❝❡❧❧ t②♣❡ ✐s
♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❝r❡t✐♦♥ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❝❡❧❧ s❡r✈❡s ❛s ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧
st✐♠✉❧✉s ❢♦r ❛♥♦t❤❡r ❝❡❧❧ t②♣❡ ❧✐❦❡ ❚✲❝❡❧❧s t❤❛t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ♦t❤❡r ✐♠♠✉♥❡ ❝❡❧❧s ❜②
✐♥t❡r❢❡r♦♥ ❬✷✽❪✳

❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ♦♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♥ ❤❛✈❡ t✇♦ ❜❛s✐❝ ❡✛❡❝ts ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝
❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ r❡♠❛✐♥
❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❞❡❝❛②❡❞ ♦r t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦♥❧② ❧❛st ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧
st✐♠✉❧✐ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✳ ❚❤❛t ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❛s❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t

✶✸
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t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ r❡♠❛✐♥ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✲
✉❧✐ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❞❡❝❛②❡❞ ✐s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ st❡♠ ❝❡❧❧s✳ ❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛❣❡♥ts✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✱ t❤❡ st❡♠ ❝❡❧❧s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t t✐ss✉❡s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✱ s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬✹✼✱ ✸✶❪ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❞❡❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ✐❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❤❡♠✐❝❛❧
❛❣❡♥ts ❛r❡ ✇❛s❤❡❞ ♦✉t✳ ❆♥♦t❤❡r ✐ss✉❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ❝❡❧❧s ❝❛♥ ❡✈❡♥ ❜❡ r❡♣r♦❣r❛♠♠❡❞ t❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡
❝❡❧❧ ❜❡✐♥❣ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t②♣❡ ♦❢ t✐ss✉❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐ts t②♣❡ ♦❢ t✐ss✉❡✱ s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬✻✷❪ ❛♥❞ st❛❜❧② r❡♠❛✐♥s ✐♥
t❤✐s t✐ss✉❡ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ✇❛s❤❡❞ ♦✉t✳ ❆ ❢✉rt❤❡r s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ✐s t❤❡
s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ ❛ ❝❛♥❝❡r ❝❡❧❧ t♦ ❛♣♦♣t♦s✐s ❬✺✶✱ ✸✺❪ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦❣r❛♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
❛♣♦♣t♦s✐s ✐s ♥♦t ❧❡❢t ❛♥② ♠♦r❡✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛r❡ t❛❦❡♥ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡
❝❡❧❧✱ ♦♥❝❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❤❛✈❡ ❡①❝❡❡❞❡❞ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❍♦✇❡✈❡r ❢♦r
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ❝❛✉s❡❞ ❜② ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❥✉st ❧❛st
❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛r❡ ❛❝t✐✈❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛r❡ ♥♦t ♣r❡s❡♥t
❛♥② ♠♦r❡✱ t❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ r❡❧❛①❡s ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ✏❣r♦✉♥❞ st❛t❡✑✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ st❛t✉s ♦❢ t❤❡
♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ✐t ❧❡❢t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✳ ❊①❛♠♣❧❡s ❢♦r s✉❝❤
❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛r❡ ✇❤❡♥ ❛ ♣❛t❤♦❣❡♥ s❡♥s❡s ✐ts ❤♦st ❜② ❝❡rt❛✐♥ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛❣❡♥ts ❬✶✷✱ ✶✾✱ ✷✸✱ ✺✹❪ ♦r ♦t❤❡r
♣❛t❤♦❣❡♥s ❬✺✽✱ ✸✽❪✱ ❝❛❧❧❡❞ q✉♦r✉♠ s❡♥s✐♥❣✳ ❚❤❡s❡ ❛❣❡♥ts ❞✐✛❡r ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ❛♥❞ t❤✉s s❡r✈❡
❛s s✐❣♥❛❧s ♦r ✐♥ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✇❤✐❝❤ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜❛❝t❡r✐✉♠ ♦r
♣❛t❤♦❣❡♥ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳ ❆ ❢✉rt❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t ❛❧s♦ ✇❡❧❧ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣
✐s st❛r✈❛t✐♦♥✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ♥✉tr✐❡♥ts ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❝❡❧❧ ❝②❝❧❡ ❛rr❡st ❬✹✾❪ ❛♥❞ ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❬✹✽✱ ✼❪✳ ❚❤✉s st❛r✈❛t✐♦♥ ❛❝ts ❛s ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s t❤❛t ✐s ❛❝t✐✈❡ ✇❤❡♥ ♥✉tr✐❡♥ts
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✉♠❡❞ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❝❤❛♥❣❡s ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ❞❡❝❛②s
t❤❛t ♠❡❛♥s ♥✉tr✐❡♥ts ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛❣❛✐♥✳ ❖t❤❡r ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ♦❢ t❤❛t t②♣❡ ❛r❡ ♠❡❞✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥ts
✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❡✛❡❝t ❞❡❝❧✐♥❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ✐s ❡①❝r❡t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦❞②✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t
✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ r❡❧❛①❡s ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ st❛t❡ ✐♥
❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ❛❜♦✈❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡✛❡❝t st❛②s ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ❞❡❝❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❢♦r s✉❝❤ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ✐♥ t❤❡ ✐♥♥❡r str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦✳

❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ♥♦t ♦♥❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t❤❛t ❝❛✉s❡ t❤❡
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ st✉❞② ♦❜❥❡❝t ❛s ❛♥ ❡♥❞ ✐♥ ✐ts❡❧❢ ❜✉t ❛❧s♦ ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ❤♦✇ t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ t❤❡ st✉❞②
♦❜❥❡❝t t♦ ✐♥❞✉❝❡ ❞❡s✐r❡❞ ❡✛❡❝ts✳ ❆ ❤✉❣❡ r❡s❡❛r❝❤ ✜❡❧❞ ✇❤❡r❡ t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ✐s ♦❢t❡♥ ❛s❦❡❞ ✐s ♣❤❛r♠❛❝♦❧♦❣②✳
❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s ✇❤❛t ♣❤❛r♠❛❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦ ❝❛✉s❡ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ❢r♦♠
❛ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ st❛t❡ t♦ ❛ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♥❡✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦ ✐s ♠❛♣♣❡❞ t♦
❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t tr❡❛t♠❡♥t str❛t❡❣✐❡s ❝❛♥ ❜❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❛
❝♦♠♣✉t❡r✱ ❝❛❧❧❡❞ ✐♥ s✐❧✐❝♦✳ ▼♦r❡♦✈❡r t❤❡r❡ ✐s ❛ s②st❡♠❛t✐❝❛❧ ✇❛② t♦ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥
♣♦✐♥ts ✐♥ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦ ♦r ❞r✉❣ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❞❡s✐r❡❞ ❡✛❡❝t t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❡✛❡❝ts
✇❤✐❧❡ r❡❞✉❝✐♥❣ ♠❛❧❡✜❝❡♥t s✐❞❡ ❡✛❡❝ts ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❥✉st t♦ ♣❡rt✉r❜ t❤❡
♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ❣❡♥❡s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ♦♥❡s ❛r❡ ♥♦t ♣❡rt✉r❜❡❞✳

❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❛s❦ ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠
❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ♦♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❛❣❡♥ts ♦❢
t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛r❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❛ ♠♦❞❡❧ ❞✐s❝✉ss❡❞ s♦ ❢❛r✳ ❙✉❜❥❡❝t t♦ t❤✐s ♠♦❞❡❧
t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✱ ✇❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❛t ❤❛s ❛ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ✐❢ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ❛ ❞❡s✐r❡❞ ♦♥❡✳
❚❤❡♥ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦r ❞r✉❣ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ✐s ♥♦✇ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s
❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✐ss✉❡ ✇❤❡r❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❛t t❤❡ t✐♠❡ ❝✉r✈❡s
♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡
✐♥t❡r♣❧❛② ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦✳ ❋♦r t❤❡ t❛s❦ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❛
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ❧♦t ♦❢ s②st❡♠❛t✐❝❛❧ ✇❛②s ❛♥❞ r❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s t♦
❝❛❧❝✉❧❛t❡ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ✜❣✉r❡ ♦✉t ♣r♦♠✐s✐♥❣ tr❡❛t♠❡♥t
str❛t❡❣✐❡s ✐♥ s✐❧✐❝♦ ❛♥❞ ❥✉st ❤❛✈❡ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ tr❡❛t♠❡♥t str❛t❡❣② ❤❛s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❡✛❡❝t
✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❜② tr✐❛❧ ❛♥❞ ❡rr♦r ❜② ❞✐✛❡r❡♥t r❡❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❛t ♠✐❣❤t t✉r♥
♦✉t t♦ ❜❡ t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❛♥❞ ❝✉♠❜❡rs♦♠❡✳ ❇② t❤✐s ♠❡t❤♦❞ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❛❧r❡❛❞② ❝♦♥t❛✐♥❡❞
✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❝❛♥
❜❡ ❜❡tt❡r ❡①♣❧♦✐t❡❞✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✇❡ ♠♦t✐✈❛t❡ ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ✐❞❡❛s ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡s✐s



✶✺

✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦✈❡r t❤❡ ✉s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇✐t❤♦✉t ❣✐✈✐♥❣ t♦ ♠❛♥② ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✇❡ ❜r✐❡✢② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣
t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t❛s❦s t❤❛t ❝♦♠❡ ✉♣ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✇❡ ♥❛♠❡ t❤❡ ✉s❡❞ ❤❛r❞✇❛r❡
❛♥❞ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♦✉r s♣❡❝✐❛❧ ❖❉❊ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ❜② t❡r♠s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡
t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ❖❉❊ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ ❬✸✼❪ t❤❛t
✐s ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t
❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦♥❧② ❜❡❝♦♠❡ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ✐❢ s♣❡❝✐✜❝ t❤r❡s❤♦❧❞s ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❡①❝❡❡❞❡❞✳
■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❜② t❡r♠s t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛♥❞ r❡❧❛t❡
t❤❡s❡ t❡r♠s t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❛r r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ✇❡ ✈❛❧✐❞❛t❡ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦
t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✇✐t❤ ❛ ❢✉rt❤❡r ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❝✐r❝❛❞✐❛♥
❝❧♦❝❦✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✷✷❪ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s ❝✐r❝❛❞✐❛♥ r❤②t❤♠s ❜② ❡♥③②♠❡ ❦✐♥❡t✐❝s ✇❤❡r❡
t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛❣❡♥ts ♦s❝✐❧❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ✷✹ ❤♦✉r ♣❡r✐♦❞✳ ❲❡ ❡①t❡♥❞ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❜② t❡r♠s
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❧✐❦❡ ❧✐❣❤t ❛♥❞ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ❛ ❧♦t ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts
❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝✐r❝❛❞✐❛♥ ❝❧♦❝❦ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ❡①t❡♥❞❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡
❛❧s♦ s♣❡❝✐❡s s♣❡❝✐✜❝ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❛♣♣❛r❡♥t ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛ ❧♦t ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝❛♥
❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠♦❞❡❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ✉s❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦
❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❛t
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇❤❡r❡ ♦♥❧②
♥❡❝❡ss❛r② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ st❛②s ❝❧❡❛r✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❛ ❜❛s✐❝ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ✐s ✉s❡❞
t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t❤❛t ❝❛✉s❡ ❛ ❞❡s✐r❡❞ ❡✛❡❝t ♦♥ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡
❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❝❛♥ ❤❛✈❡ t✇♦ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡✛❡❝ts ♦♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥
❜② t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❝❛♥ ❧❛st ♣❡r♠❛♥❡♥t❧② ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛r❡ ♥♦t ♣r❡s❡♥t ❛♥② ♠♦r❡
✐❢ t❤❡ ❖❉❊ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦ ✐♥❝❧✉❞❡s ❞✐✛❡r❡♥t st❛❜❧❡ st❛t❡s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥
✺✳✶✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ✐s s♣❡❝✐✜❝ ❢♦r t❤❡ t❛s❦ t♦ s✇✐t❝❤ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡
♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ st❛❜❧❡ st❛t❡ t♦ ❛ ❞❡s✐r❡❞ st❛❜❧❡ st❛t❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❛t ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ t❛s❦✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦
♠♦❞✐❢② t❤❛t ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ♦❜t❛✐♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱ t❤❛t ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐
t❤❛t ❦❡❡♣ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ ❛ ❞❡s✐r❡❞ st❛t❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ r❡❧❛①❡s ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡
✐❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❞❡❝❧✐♥❡✳ ❆❧s♦ ❤❡r❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧
st✐♠✉❧✐✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦✈❡r ❡①✐st✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞
❡①♣❧❛✐♥ t❤❡✐r ❧✐♠✐ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t❤❛t ❝❛✉s❡ ❛ ❞❡s✐r❡❞ ♥❡t✇♦r❦
❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ♣♦✐♥t ♦✉t ❤♦✇ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❜✉♥❝❤❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤
t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t♦♦❧ t♦ ♣❧❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡♠ ✐♥ s✐❧✐❝♦✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❤♦✇ t♦ ✉s❡ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶ ✇❡ ✉s❡ ❛ s♠❛❧❧ ❚✲
❤❡❧♣❡r ❝❡❧❧ ♥❡t✇♦r❦ ❢r♦♠ ❬✸✼✱ ❋✐❣✉r❡ ✺❪ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❜❛s✐❝ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦♣t✐♠❛❧
❝♦♥tr♦❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ❤♦✇ t♦ r❡✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥
✻✳✷ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s✳ ❋✐rst❧②✱ ❛ ❣❡♥❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ❢r♦♠ ❬✸✾❪
♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛t❡❧❡ts ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❧②✱ ❛ ❣❡♥❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❛ ❚✲❤❡❧♣❡r ❝❡❧❧ ❢r♦♠
❬✸✻❪ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ♠❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❛✐✈❡ ❚✲❝❡❧❧ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❚✲❝❡❧❧ t②♣❡s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱
✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ tr✐❣❣❡r ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ♣❧❛t❡❧❡t ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ✇❡ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ t✇♦ r❡❝❡♣t♦rs
t❤❛t ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ♣❧❛t❡❧❡t ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✉♣♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❜② ❛❞❡♥♦s✐♥❡ ❞✐♣❤♦s♣❤❛t❡
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✸✾❪ ✇✐t❤ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ❚✲❤❡❧♣❡r ❝❡❧❧ ♥❡t✇♦r❦ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡
❛ s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ ❛ ❚❤✶✼ ❝❡❧❧ t♦ ❛ r❡❣✉❧❛t♦r② ❚✲❝❡❧❧✳ ❚❤✐s s✇✐t❝❤ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ t✉♠♦r s❡tt✐♥❣ ❬✶✼❪
✇❤❡r❡ s♦❧✉❜❧❡ ❢❛❝t♦rs ♦❢ ♦✈❛r✐❛♥ ❝❛♥❝❡r ❛s❝✐t❡s ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r❡❢♦r♠ t❤❡ tr❛♥s❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❚❤✶✼
❝❡❧❧ t♦ ❛ r❡❣✉❧❛t♦r② ❚✲❝❡❧❧✳ ❍♦✇❡✈❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✶✼❪ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ♥♦t ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ②❡t ❜②
❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ ✐♥❞✉❝❡ t❤❡ s✇✐t❝❤ ✐♥ ✈✐tr♦ ✇❤✐❧❡ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❢❛❝t♦rs t❤❛t ❛r❡ ❛❜❧❡
t♦ s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ ❛ ❚❤✶✼ ❝❡❧❧ t♦ ❛ r❡❣✉❧❛t♦r② ❚✲❝❡❧❧ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ t♦ ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ ❢❛❝t♦rs✳
■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸ ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❛ ❣❡♥❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❛ ♠②♦❝❛r❞✐♦❝②t❡ ❛♥❞ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛♥❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❝♦♠♣❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t tr❡❛t♠❡♥t str❛t❡❣✐❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
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t♦ t❤❡✐r ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ♠❛❧❡✜❝❡♥t s✐❞❡ ❡✛❡❝ts✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s ✇❡ ♠♦❞❡❧ ❛ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡❧② ❛❝t✐✈❛t❡❞
♣❛t❤✇❛② t❤❛t r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♣❛t❤♦❣❡♥✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ✜♥❞ tr❡❛t♠❡♥t str❛t❡❣✐❡s
t❤❛t ❞r✐✈❡ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ t♦✇❛r❞s ❛ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❛tt❡r♥✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ❜❛s✐❝ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss ✇❤❡r❡ ♦✉r ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦
❡①t❡♥❞s ❡①✐st✐♥❣ t♦♦❧s ❢♦r ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❧❧♦✇ ❢✉rt❤❡r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s
♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤❡✐r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❜②
❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡♠ t♦ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐s ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ♦✉t❧♦♦❦ ❤♦✇ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ❞r✐✈❡♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t✐♠❡ ❝✉r✈❡s ♦❢
♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛❣❡♥ts ✉♣♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞✳

■♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ st❛❜❧❡ st❛t❡s ✐♥ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✇❡
✐❧❧✉str❛t❡ s♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡s s♦❧✈✐♥❣ ❖❉❊s ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡s✉❧ts✳



❈❤❛♣t❡r ✷

■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ t❤❡

t❤❡s✐s

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❜r✐❡✢② ♠♦t✐✈❛t❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛s ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❈❤❛♣t❡rs ✹ t♦ ✻ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦
❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝♦♥t❛✐♥s
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❖❉❊s✮ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ♣♦✐♥ts
t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❞❡s✐r❡❞ ❡✛❡❝ts ♦♥ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦✳

❆ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜② ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❣❡♥ts
♦❢ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✵✳✶ ❢♦r ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢
♠♦❞❡❧s ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❜♦t❤ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛♥❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✵✳✶✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s✳ ▲❡❢t ✜❣✉r❡ ✐s ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❚✲❤❡❧♣❡r ❝❡❧❧ ♥❡t✇♦r❦✱
s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✳ ❘✐❣❤t ✜❣✉r❡ ✐s t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧♦♦♣ ❢♦r t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r② ♣❡r✐♦❞ ❣❡♥❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝✐r❝❛❞✐❛♥ r❤②t❤♠ ✇❤❡r❡ ❛❧s♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸
❢♦r ❞❡t❛✐❧s✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❛♥ ❛rr♦✇ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❝t✐✈❛t✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ t✲s❤❛♣❡ ❛rr♦✇ ✐s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❤✐❜✐t✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡ ♦♥ t❤❡ t♦♣ ♦❢ ❛♥ ❛rr♦✇ ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡
❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦❞❡ ♦♥ t❤❡ t♦♣ ♦❢ ❛ t✲s❤❛♣❡ ❛rr♦✇ ✐s ✐♥❤✐❜✐t❡❞ ❜② t❤❡ ♦♥❡ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡
t✲s❤❛♣❡ ❛rr♦✇✳

❋✐rst ✇❡ st❛rt ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ✐❧❧✉str❛t✐✈❡❧② ✇❤② ❖❉❊s ❛r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s✳
❚❤❡s❡ t②♣❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ ❛ q✉❛♥t✐t② ❛❧t❡rs ✐♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❡r t✐♠❡ ♦❢ ❛ q✉❛♥t✐t②
x1 ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✐♠❡✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② dx1

dt
❛♥❞ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧

✐ts ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❛ r❛t❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❤♦✇ ♦t❤❡r ❛❣❡♥ts ♦❢ t❤❡
♥❡t✇♦r❦✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ x2 ❛♥❞ x3✱ ✐♥✢✉❡♥❝❡ x1 ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ f (x1, x2, x3) ✇❤❡r❡
t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ f ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ x1✱ x2 ❛♥❞ x3✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱
❞❡♥♦t❡❞ ❜② dx1

dt
= f (x1, x2, x3)✱ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s ❤♦✇ t❤❡ q✉❛♥t✐t② x1 ✇✐❧❧ ❝❤❛♥❣❡ ♣❡r t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥

t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❛❣❡♥ts✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧② ❢♦r x2 ❛♥❞ x3✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ❝❛♥ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜❡

✶✼
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❣✐✈❡♥ ❜② x2 − x3✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② f (x2, x3) = x2 − x3✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s t❤❡ r❛t❡ ❤♦✇ t❤❡ q✉❛♥t✐t② x1 ❝❤❛♥❣❡s
❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ x2 ❛♥❞ x3✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t② x2 ❤❛s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ t❤❡ q✉❛♥t✐t② x3 ❤❛s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣
❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ r❛t❡ dx1

dt
❛♥❞ t❤✉s ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛❧t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐t② x1✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢

x2−x3 t❤❡ q✉❛♥t✐t② x1 ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❢♦r x2−x3 ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❞❡❝r❡❛s❡s✱ ❢♦r x2−x3 ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦r st❛②s ❝♦♥st❛♥t
✐❢ x2 − x3 = 0✳ ■❢ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢♦r x1✱ x2 ❛♥❞ x3 ✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ ❛❧❧
t❤r❡❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ dx1

dt
= f (x1, x2, x3) ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦✈❡r t✐♠❡ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧

t✐♠❡ t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ t✐♠❡✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❖❉❊s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s ❝❛♥ ❜❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✇✐t❤ t✇♦
❣❡♥❡s r❡❣✉❧❛t✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r s✉❝❤ t❤❛t ❛ st❛❜❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐❢ ❛ ♣r♦t❡✐♥
❢r♦♠ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣❡♥❡ 1 ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡❝♦♥❞ ❣❡♥❡ 2 ❛♥❞ ✐♥ t✉r♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♣r♦t❡✐♥ t❤❛t ✐s s②♥t❤❡s✐③❡❞ ❢r♦♠ ❣❡♥❡ 2 ✐♥❤✐❜✐ts t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡ 1✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡
❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❡r t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ♦❢ ❣❡♥❡ 1 ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥
♦❢ ❣❡♥❡ 2 s✐♥❝❡ t❤❡s❡ ♣r♦t❡✐♥s ✐♥❤✐❜✐t t❤❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♠❘◆❆ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ r❛t❡ ♦❢ s②♥t❤❡s✐s
♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ♦❢ ❣❡♥❡ 1 ✈❛r✐❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ♦❢ ❣❡♥❡ 2✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❧❡t t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ s②♥t❤❡s✐s ♥♦t ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥s
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ✇✐t❤ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t❤❛t ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳
❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜② q✉❛♥t✐t✐❡s t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢
t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐❢ ❧✐❣❤t ♦r ❛ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛❣❡♥t t❤❛t ✐s s❡♥s❡❞ ❜② ❛ r❡❝❡♣t♦r
❡♥❤❛♥❝✐♥❣ ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦r t❤❡ ❞✐❣❡st✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦t❡✐♥ ✇✐t❤ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ x1✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s dx1

dt
= f (x1, x2, x3, u1, u2) ✇❤❡r❡ u1 ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤

t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❧✐❣❤t ❛♥❞ u2 ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛❣❡♥t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ f ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜② x2 − x3 − u1 ✇❤❡r❡ u1 ❤❛s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ r❛t❡ dx1

dt
✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜②

f (x2, x3, u1) = x2 − x3 − u1✱ ♦r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜② x2 − x3 + u2 ✇❤❡r❡ u2 ❤❛s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ r❛t❡ dx1

dt
✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② f (x2, x3, u2) = x2 − x3 + u2✳ ❋♦r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②

❢✉rt❤❡r ❡①❛♠♣❧❡s ❢♦r f ✱ s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✹✳

❇② t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❡ ❛❧t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s x1✱ x2 ♦r x3 ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❢♦r ❛♥② t✐♠❡✳ ❆♥
✐♠♣♦rt❛♥t s♣❡❝✐❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ s✉❝❤ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t✉r♥❡❞ ♦✉t t♦ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱
✐s ❤❛✈✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ st❛❜❧❡ st❛t❡ ♦r st❡❛❞② st❛t❡✳ ❚❤❡s❡ st❛t❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤❛t
❛❧❧ r❛t❡s ❛r❡ ③❡r♦✱ t❤❛t ♠❡❛♥s dx1

dt
= dx2

dt
= dx3

dt
= 0✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡✐r

✈❛❧✉❡s ❛♥② ♠♦r❡ ❛♥❞ st❛② ❝♦♥st❛♥t✳ ❆ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ t❤❛t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t✐ss✉❡✱ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ st❡♠ ❝❡❧❧s ✐♥t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t②♣❡ ♦❢ t✐ss✉❡✳ ❖♥❝❡
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ✐s ✜♥✐s❤❡❞ t❤❡ ❝❡❧❧ r❡♠❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦
s✉✣❝✐❡♥t❧② str♦♥❣ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ❆ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ■❢ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢
❡q✉❛t✐♦♥s dx1

dt
= x2 − x3 − u1✱

dx2

dt
= x3 − x1✱

dx3

dt
= x1 − x2 + u2 ✇❤❡r❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ u1 ❛♥❞ u2 t♦ ❜❡

❝♦♥st❛♥t ③❡r♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ u1 = u2 = 0✱ t❤❛t ♠❡❛♥s t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞✱ t❤❡♥ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡r❡
❛r❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t st❡❛❞② st❛t❡s✳ ❋♦r x1 = x2 = x3 = 0 ❛♥❞ ❢♦r x1 = x2 = x3 = 1✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❛t❡s ❛r❡ ③❡r♦✱ dx1

dt
= dx2

dt
= dx3

dt
= 0✳ ❊①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✱ ✐❢ ❛❝t✐✈❡✱ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② u1 ❛♥❞

u2 ❤❛✈✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ③❡r♦✱ ❝❛✉s❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s x1✱ x2 ❛♥❞ x3 ❛s t❤❡ r❛t❡s ❛r❡ ♥♦t
③❡r♦ ❛♥② ♠♦r❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s dx1

dt
= x2 − x3 − u1✱

dx2

dt
= x3 − x1✱

dx3

dt
= x1 − x2 + u2✳ ■❢

t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s x1✱ x2 ❛♥❞ x3 ❤❛✈❡ t❤❡
✈❛❧✉❡ 0✱ t❤❡♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ u1 ❛♥❞ u2 ♠✐❣❤t ❝❛✉s❡ ❛ s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ t❤❡
st❡❛❞② st❛t❡ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ x1 = x2 = x3 = 0 t♦ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ x1 = x2 = x3 = 1✳ ❚❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧
♠❡❛♥✐♥❣ ✐s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❛t ❛ st❛❜❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ❛ ❝❡❧❧ ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ ❛♥❞ t❤✉s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞
st❡♠ ❝❡❧❧ tr❛♥s❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡s t♦ ❛♥♦t❤❡r ❝❡❧❧ t②♣❡✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡
t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜② t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❛❞✐❛♥ ❝❧♦❝❦✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ❢♦r
❞❡t❛✐❧s✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ✇✐t❤ t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❡ ❝✐r❝❛❞✐❛♥ ❝❧♦❝❦ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥tr❛✐♥❡❞ t♦ ❡①t❡r♥❛❧ ♣❤❛s❡s
❛♥❞ ✐♥❞✉❝❡ ❛ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❛❞✐❛♥ ❝❧♦❝❦✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ♦✉r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧
✉♥❞❡r ❝♦♥st❛♥t ❧✐❣❤t ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ◆❡①t ✇❡ ❣✐✈❡
t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❡ts ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❝✉r✈❡s✳ ❖♥❡
❝✉r✈❡ ✐s t②♣✐❝❛❧ ❢♦r ✢✐❡s ❛♥❞ ♦♥❡ ❝✉r✈❡ ✐s t②♣✐❝❛❧ ❢♦r ♠❛♠♠❛❧✐❛♥s✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❤♦✇ t♦ ❝♦✉♣❧❡
❞✐✛❡r❡♥t ❝❧♦❝❦s ❜② ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❢r♦♠ ♦♥❡ ❝❧♦❝❦ ❛s ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ❢♦r ❛♥♦t❤❡r ❝❧♦❝❦✳ ❲❡
s❡t ✉♣ ❛ ❢♦♦❞ ❡♥tr❛✐♥❡❞ ♣❡r✐♣❤❡r❛❧ ❝❧♦❝❦ s✐♠✐❧❛r t♦ ❧✐✈❡r ❝❡❧❧s t❤❛t s❤✐❢t t❤❡✐r ❝❧♦❝❦ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s✐❣♥❛❧s
❢r♦♠ t❤❡ ❜r❛✐♥ ❛♥❞ ❢♦♦❞ ✐♥t❛❦❡✳ ❆❧s♦ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❛t ❜② ❝♦✉♣❧✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝❧♦❝❦s ✇❤♦s❡



✶✾

❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤ t♦ ❧✐❣❤t s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡rs r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇❤❡r❡ t❤❡ t♦t❛❧ r❤②t❤♠ ♦❢
❛❧❧ ❝❧♦❝❦s ❝❛♥ ❜❡ st♦♣♣❡❞ ❜② ❛ str♦♥❣ ❧✐❣❤t ♣✉❧s❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛❣❛✐♥ ❜❡ r❡st❛rt❡❞ ❜② ❛♥♦t❤❡r str♦♥❣ ❧✐❣❤t
♣✉❧s❡✳

❖♥❝❡ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✐s ❝r❡❛t❡❞ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧
t❤❡♦r② ♦✛❡rs ❛ s②st❡♠❛t✐❝❛❧ ✇❛② t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t❤❛t ❤❛s ❛ ❞❡s✐r❡❞ ❡✛❡❝t ♦♥
t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ❜❡s✐❞❡s ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧
st✐♠✉❧✐ ♦♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛❣❡♥ts ❛♠♦♥❣ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ t❤❡
❞❡s✐r❡❞ ❡✛❡❝t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t❡r♠s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛ ❣❡♥❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦✱ t❤❡♥ ❡❛❝❤ ❣❡♥❡ ❤❛s ❛ ❞❡s✐r❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❛tt❡r♥✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐❢
t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❞✐✛❡rs ✐♥ ❛ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛♥♥❡r✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✈❛❧✉❡
❛♥❞ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✈❛❧✉❡ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ③❡r♦✳ ❚❤✐s ♥♦✇ ♣❛✈❡s t❤❡ ✇❛② ❢♦r t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ■❢ ✇❡ s✉♠ ✉♣ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ ❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ✐ts ❞❡s✐r❡❞
✈❛❧✉❡✱ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✱ ❝❛❧❧❡❞ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡①t❡r♥❛❧
st✐♠✉❧✐ s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡s ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✳ ❚❤❡s❡ ❡①t❡r♥❛❧
st✐♠✉❧✐ t❤❛t ❢✉❧✜❧❧ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ t❛s❦ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞
❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t❤❛t ❝❛✉s❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦✈✐❞❡❞
✇✐t❤ t❤✐s t❤❡s✐s✱ s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✺ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✳

❙♦❧✉t✐♦♥s t♦ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❧♦❝❛❧
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t✱ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ❡①♣❧♦✐t ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ✐t ❤❛s t♦
❢✉❧✜❧❧ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ♠♦st❧② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② t♦♦ ❡①♣❡♥s✐✈❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡s❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞✐r❡❝t❧② ❜② t❡st✐♥❣ ❛❧❧
t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛✉s❡❞ t❤❡
s♠❛❧❧❡st t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❙✉❝❤ ❛ ❢❡❛t✉r❡ t❤❛t ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❢✉❧✜❧❧s
✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s t❤❛t t❤❡ ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡ ③❡r♦✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
J1 (x1) = (x1 − 0.5)2✱ t❤❡♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s ❛t x1 = 0.5 ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ∂J

∂x1
= 2 (x1 − 0.5)

✐s ③❡r♦ ❛t x1 = 0.5✳ ❆♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ J2 (x1, x2) = (x1 − 0.1)2 + (x2 − 0.6)2 ✇❤❡r❡ t❤❡
♠✐♥✐♠✉♠ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t (x1, x2) = (0.1, 0.6)✳ ❆❧s♦ t❤❡ ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ∂J

∂x1
= 2 (x1 − 0.1) ❛♥❞ ∂J

∂x2
=

2 (x2 − 0.1) ❛r❡ ③❡r♦ ❛t (x1, x2) = (0.1, 0.6)✳ ❋♦r ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✵✳✷✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❇② ❛♥
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ t❛✐❧♦r❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✉s❡❢✉❧ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✵✳✷✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ J1✳

◆♦✇✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ✜rst ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✐♥t♦ ♠♦❧❡❝✉❧❛r
♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t♦
✐♥✢✉❡♥❝❡ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ ❛ ❞❡s✐r❡❞ ✇❛② ✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t❡r♠s✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t st❡♣✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥✲
str❛t❡ t❤❛t ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ r❡✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐♥ ❛
❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥t❡①t ❛♥❞ t❤✉s ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳

❋♦r t❤❡ ✜rst ❡①❛♠♣❧❡ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❣❡♥❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥
♦❢ ♣❧❛t❡❧❡ts✳ ❚❤❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡❣r✐♥✳ ❋♦r ♦✉r
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡ ❧❡t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ st❛rt ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡❣r✐♥ ❛♥❞ ❡q✉✐♣
t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛t s❡✈❡r❛❧ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✳ ❋♦r ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ♣❧❛t❡❧❡t ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✇❡ ❞❡s✐r❡
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t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐♥t❡❣r✐♥ ✐s ❤✐❣❤ ✐♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s t❤❛t ❜② ♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡
❡①❛❝t❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t✇♦ r❡❝❡♣t♦rs t❤❛t ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ♣❧❛t❡❧❡t ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡②
❛r❡ ❛❝t✐✈❛t❡❞ ❜② ❛❞❡♥♦s✐♥❡ ❞✐♣❤♦s♣❤❛t❡✳

■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❣❡♥❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♠❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❚✲
❤❡❧♣❡r ❝❡❧❧s ❢r♦♠ ❛ ♥❛✐✈❡ ❚✲❝❡❧❧✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ st❛rts ✇✐t❤
✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s t❤❛t ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❚❤✶✼ ❝❡❧❧ t②♣❡✳ ❚❤❡ t❛s❦ ✐s t♦ ✜♥❞ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ♣♦✐♥ts t♦
tr❛♥s❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ t❤❡ ❚❤✶✼ ❝❡❧❧ t②♣❡ t♦ ❛ r❡❣✉❧❛t♦r② ❚✲❝❡❧❧ t②♣❡✳ ❚❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥
❛♥ ♦✈❛r✐❛♥ t✉♠♦r s❡tt✐♥❣ ✇❤❡r❡ ♥♦t ❛❧❧ t❤❡ s♦❧✉❜❧❡ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛s❝✐t❡s
t❤❛t ♠❡❞✐❛t❡ t❤❡ tr❛♥s❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✳ ❲❡ ✜❣✉r❡ ♦✉t t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ♣♦✐♥ts t♦ t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t
✐s ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ ♣❧❛② ❛ ♠❛❥♦r r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ tr❛♥s❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✳

■♥ ❛ t❤✐r❞ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❣❡♥❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❛ ♠②♦❝❛r❞✐♦❝②t❡✳ ❆❧s♦ ✐♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣ ✇❡
❞❡♠♦♥str❛t❡ ❤♦✇ ♣r♦♠✐s✐♥❣ tr❡❛t♠❡♥t str❛t❡❣✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧②
❝♦♠♣❛r❡❞✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ♦✉r t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ sq✉❛r❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢
t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ t❤❡✐r ❞❡s✐r❡❞ ✈❛❧✉❡s s❡r✈❡s ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❛ tr❡❛t♠❡♥t
str❛t❡❣②✳ ❚❤❡ ❝❧♦s❡r ❡❛❝❤ ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ✐s t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❜❡tt❡r t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t str❛t❡❣② ✐s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t s✐❞❡ ❡✛❡❝ts ❛r❡
r❡❞✉❝❡❞ ✇❤✐❧❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ♠❛①✐♠✐③❡❞✳ ❆s ♦✉r ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❣✐✈❡♥
❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛tt❛✐♥s ✐ts s♠❛❧❧❡st ✈❛❧✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❣✐✈❡♥ s❡t
♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t tr❡❛t♠❡♥t str❛t❡❣✐❡s✳ ❚❤✐s
♠❡❛♥s t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ str❛t❡❣② ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♥❡s ✐♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦ ❛r❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧
st✐♠✉❧✉s t❤❛t ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❛❝t✐✈❛t❡ ♦r ✐♥❤✐❜✐t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳

■♥ ❛ ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ♠②♦❝❛r❞✐♦❝②t❡ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇
t♦ ♠♦❞❡❧ ❛ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡❧② ❛❝t✐✈❛t❡❞ ♣❛t❤✇❛② ❛♥❞ ❤♦✇ t♦ ✜♥❞ ❛ tr❡❛t♠❡♥t str❛t❡❣② t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡
♠❛❧❡✜❝❡♥t ❡✛❡❝ts✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ ♣❧❛②s ❛ r♦❧❡ ✐♥ ♦♥❝♦❣❡♥❡s✐s✱ s❡❡ ❬✶✹✱ ✷✵✱ ✷✾❪ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
✇❛② ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❛❝t✐✈❛t❡❞ ♣❛t❤✇❛②s ♠✐❣❤t ❛❧s♦ t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ ✉s❡❢✉❧✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡ ✇❡
❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡❧② ❛❝t✐✈❛t❡❞ r❡❝❡♣t♦r t❤❛t tr✐❣❣❡rs ❛ ❤②♣❡rtr♦♣❤✐❝ st✐♠✉❧✉s ❢♦r t❤❡ ♠②♦❝❛r❞✐♦❝②t❡
✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♠❛❧❡✜❝❡♥t ❡✛❡❝ts✳ ❆❢t❡r ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ✜❣✉r❡ ♦✉t t❤❡ ♠♦st
❡✛❡❝t✐✈❡ tr❡❛t♠❡♥t str❛t❡❣② t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ♠❛❧❡✜❝❡♥t ❡✛❡❝ts ❛♥❞ t♦ ✐♥t❡♥s✐❢② t❤❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❡✛❡❝ts✱
✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤✐s str❛t❡❣② t♦ ❛ tr❡❛t♠❡♥t ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ❛ r❡❝❡♣t♦r ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞ t❤❛t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
❛ ♥♦♥✲❤②♣❡rtr♦♣❤✐❝ st✐♠✉❧✉s ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❥✉st ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❡✛❡❝ts✳ ■♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t
❛ ❤♦♠♦✲❞✐♠❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦t❡✐♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ✐♥❤✐❜✐t❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t♦ ✇❤❛t ❞❡❣r❡❡
t❤❡ ❤♦♠♦✲❞✐♠❡r✐③❛t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ✐♥❤✐❜✐t❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❝♦♥st✐t✉t✐✈❡❧② ❛❝t✐✈❛t❡❞ r❡❝❡♣t♦r ❝❛✉s✐♥❣ ❛ ❤②♣❡rtr♦♣❤✐❝ st✐♠✉❧✉s ✐s st✐❧❧ ❛s ❣♦♦❞ ❛s ❛♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✈✐❛
❛ r❡❝❡♣t♦r t❤❛t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲❤②♣❡rtr♦♣❤✐❝ st✐♠✉❧✉s ✇❤❡r❡ ♥♦ r❡❝❡♣t♦r ✐s ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡❧②
❛❝t✐✈❛t❡❞✳ ❲❡ ♣r❡❞✐❝t ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r t❤❡ ❤♦♠♦✲❞✐♠❡r✐③❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ♥♦ ❤②♣❡rtr♦♣❤✐❝ ❡✛❡❝ts ♦❝❝✉r✳



❈❤❛♣t❡r ✸

▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡
r❡q✉✐r❡❞ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛♥❞ s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡s ❛r❡ ♥❛♠❡❞✳

❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ ❞❡s❦t♦♣ P❈ ✇✐t❤ ✶✻ ●❇ ❘❆▼ ❛♥❞ ❛ ♣r♦❝❡ss♦r
✇✐t❤ ✹ ❦❡r♥❡❧s ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ✸✳✺ ●❍③✱ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✇❡ ✉s❡❞ ❛♥ ■♥t❡❧✭❘✮ ❈♦r❡✭❚▼✮ ✐✺✲✹✻✾✵ ❈P❯ ❅ ✸✳✺✵●❍③✳
❋♦r t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ▼❛t❤✇♦r❦s ▼❛t❧❛❜ ✐s ✉s❡❞✳ ❋♦r t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ▼❛t❧❛❜ ❋✐❧❡s t❤❡ ▼❛t❧❛❜ ❙②♠❜♦❧✐❝ ♠❛t❤ t♦♦❧❜♦① ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣
t♦♦❧❜♦① ✐s r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❜✉t ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛rt
♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❝♦❞❡s ❛r❡ ❝♦♠♠❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦r ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸
❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❲♦❧❢r❛♠ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛✱ ✈❡rs✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ✶✵✳✶✳✵✳✵✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✜❧❡s ❛r❡ ❛❧s♦
❝♦♠♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ◆♦ ❢✉rt❤❡r s♦❢t✇❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡s✐s
t❤❛♥ t❤❡ ❛❧r❡❛❞② ♥❛♠❡❞ ♦♥❡s✳

❚❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦r❞✐♥❛r②
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❊✉❧❡r s❝❤❡♠❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤
▼❛t❧❛❜ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ✇♦r❦ ❡①❝❡♣t ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ ◆❉❙♦❧✈❡ ♦❢
▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s t❤❡s✐s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤✐s t❤❡s✐s✳ ▲♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞
✇✐t❤ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ✜rst ❛ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ q✉❛❞r❛t✐❝ ❍❛♠✐❧✲
t♦♥✐❛♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❇♦t❤ ✇❡r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ t❤❡s✐s t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①❛❝t❧② t❛✐❧♦r❡❞ s♦❢t✇❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

❋♦r t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ✈✐✈♦ ♦r ✐♥
✈✐tr♦✳ ❲❡ ✈❛❧✐❞❛t❡ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥❞✐r❡❝t❧② ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ♦✉r r❡s✉❧ts t♦ ❛❧r❡❛❞② ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✐t❡ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳
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❈❤❛♣t❡r ✹

▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s ❛♥❞

❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❛❜♦✉t ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❛
❝❡rt❛✐♥ t②♣❡ ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❬✸✼❪ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ ❛
♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛t ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✳ ❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥
❛❧s♦ ❤♦❧❞ ❢♦r ❛♥② ✇❡❧❧ ♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ s❡❝t✐♦♥s ❛r❡
❜❛s❡❞ ♦♥ ❬✶✵✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✷❪✳

✹✳✶ ❆ s②st❡♠ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s t♦ ♠♦❞❡❧ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s

❆ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠ ❢♦r ♦✉r ♣✉r♣♦s❡s ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❣❡♥ts t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞
✐♥✳ ❆♥ ❛❣❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❛ ❣❡♥❡✱ ❛ ❘◆❆ ♦r ❛ ♣r♦t❡✐♥✳ ■t ✐s ♦✉r ❣♦❛❧ t♦ s❡t ✉♣ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❥✉st t❤❡
❛❣❡♥ts ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❚❤❡ ❛❣❡♥ts t❤❛t ✇❡ ❛ss✉♠❡ t♦ ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s
♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠ ❝❛♥ ✐♥t❡r❛❝t ❜② ❛❝t✐✈❛t✐♥❣ ♦r ✐♥❤✐❜✐t✐♥❣ ❛❣❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳

❋♦r t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ ♦✉r ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐t❤ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s ✇❡ st❛rt ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣
❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ n ❛❣❡♥ts✱ n ∈ N, ♦❢ ♦✉r ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠ t❤❛t ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♥♦❞❡
k ∈ {1, ..., n} ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❣r❛♣❤✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤✐s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❣r❛♣❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✇❤✐❝❤ ♥♦❞❡ r❡❣✉❧❛t❡s ✇❤✐❝❤ ♥♦❞❡ ❜② ❡✐t❤❡r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦r ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ ❢r♦♠ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛
s②st❡♠ ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ s❡t ✉♣ ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✸✼✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸❪ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳
❋♦r ❡❛❝❤ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ xk : R→ R✱ k ∈ {1, ..., n} ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ k✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥

dxk

dt
=

−e 1

2
h + e−h(ωk−

1

2)
(

1− e
1

2
h
)(

1 + e−h(ωk−
1

2)
) − γkxk ✭✹✳✶✳✶✮

✇❤❡r❡

ωk =











ωA
k ω

I
k if node k has activators and inhibitors

ωA
k if node k has only activators

ωI
k if node k has only inhibitors

❛♥❞

ωA
k =

(

1 +
∑

j∈Ak
αk
j

∑

j∈Ak
αk
j

)(

∑

j∈Ak
αk
jxj

1 +
∑

j∈Ak
αk
jxj

)

, ωI
k = 1−

(

1 +
∑

j∈Ik
βk
j

∑

j∈Ik
βk
j

)(

∑

j∈Ik
βk
j xj

1 +
∑

j∈Ik
βk
j xj

)

.

▼♦❞❡❧ ✭✹✳✶✳✶✮ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ xk✱ k ∈ {1, ..., n} ❢r♦♠ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ t✐♠❡ t = 0 t♦ ❛ ✜♥❛❧ t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥ T > 0 ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ x0 ∈ R

n ✇✐t❤ x (0) = x0✳ ❚❤❡
t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ❝❤❛♥❣✐♥❣ dxk

dt
♦❢ ♥♦❞❡ k ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❞②♥❛♠✐❝s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡

r✐❣❤t ❤❛♥❞✲s✐❞❡ ♦❢ ✭✹✳✶✳✶✮ ✇❤♦s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❚❤❡ ❛❝t✐✈❛t♦rs ♦❢ ♥♦❞❡ k ❛r❡
❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s✉❜s❡t {xj | j ∈ Ak ⊆ {1, ..., n}} ⊆ {xk| k ∈ {1, ..., n}} ✇❤❡r❡ Ak ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s
♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s {1, ..., n} ✇❤✐❝❤ ❛❝t✐✈❛t❡ ♥♦❞❡ k✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ αk

j > 0 ✇❡✐❣❤ts t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢

✷✺
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t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ xj ♦❢ ♥♦❞❡ j t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦❞❡ k✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ t❤❡ ✐♥❤✐❜✐t♦rs ♦❢ ♥♦❞❡
k ❛r❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s✉❜s❡t {xj | j ∈ Ik ⊆ {1, ..., n}} ⊆ {xk| k ∈ {1, ..., n}} ✇❤❡r❡ Ik ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡
✐♥❞✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s {1, ..., n} t❤❛t ✐♥❤✐❜✐t ♥♦❞❡ k✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ βk

j > 0 ✇❡✐❣❤ts t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ xj ♦❢ ♥♦❞❡ j t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ♦❢ ♥♦❞❡ k✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ h > 0 ✇❤❡r❡ h ♠♦❞❡❧s
t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈✐t②✳ ■❢ h ✐s ❧❛r❣❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ❛ s✇✐t❝❤❡r ✇❤✐❧❡ s♠❛❧❧ h
❛r❡ ❝❧♦s❡r t♦ ❛ ❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧✳ ❲❡ r❡♠❛r❦
t❤❛t h ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❝❛s❡ ✐s ❡q✉❛❧ ❢♦r ❛❧❧ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ t❤❛t
✇❛② t❤❛t hk ❞✐✛❡rs ❢♦r ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ k ✐❢ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ ✭✹✳✶✳✶✮ ♠❛❦❡s ✐t ♥❡❝❡ss❛r②✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✸✼❪✱ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦❢ ✭✹✳✶✳✶✮ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ t❡r♠✳

❚❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ✐♥ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡
❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❛♥② ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ♦r tr❛♥s❧❛t✐♦♥
s✉❝❤ ❛s ♠❘◆❆ ♦r ♣r♦t❡✐♥s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❛t ✐s ✐♥ ❛ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❛❝t✐✈❡ ❢♦r♠ s✉❝❤ t❤❛t ✐t ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤
♦t❤❡r ❛❣❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ■❢ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♥♦❞❡ k ♠♦❞❡❧s ❛ ❣❡♥❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ t❡r♠ ♠♦❞❡❧s
t❤❡ r❛t❡ ♦❢ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ♦r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✱ ❡✐t❤❡r ❘◆❆ ♦r ♣r♦t❡✐♥s✱ ❝❛♥
✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❛❣❡♥ts✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✐❢ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛ ♥♦❞❡ st❛♥❞s ❞✐r❡❝t❧② ❢♦r ❛ ♣r♦t❡✐♥✱ t❤❡♥
❛❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ♠❡❛♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛❝t✐✈❡ ❢♦r♠✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❞❡❝❛② ✇❤❡r❡ γk > 0 ♠♦❞❡❧s t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧
xk ♦❢ ♥♦❞❡ k✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❞❡❝❛② ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ ❞✐❣❡st✐♦♥ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ❜② ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✉❜✐q✉✐t✐♥❛t✐♦♥✳
■♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡ ❞❡❝❛② ✐s ❛ t❡r♠ t❤❛t s✉❜s✉♠❡s ❛❧❧ t❤❡ ❡✛❡❝ts t❤❛t ✐rr❡✈❡rs✐❜❧② tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ❛❣❡♥t t❤❡
♥♦❞❡ st❛♥❞s ❢♦r t♦ ❛ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ✐♥❛❝t✐✈❡ ❢♦r♠✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s t♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ xk ♦❢ ❛ ♥♦❞❡
k✳ ❚❤❡ ✜rst ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s t❤❛t t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ t❛❦❡s ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ 0 ❛♥❞ 1 ✇❤❡r❡ 0 ♠❡❛♥s t❤❛t
t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❛❝t✐✈❡ ❛❣❡♥t t❤❛t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦❞❡ ✐s ③❡r♦ ♦r 1 ♠❡❛♥s
t❤❛t t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❛❝t✐✈❡ ❛❣❡♥t ❤❛s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s t❤❛t t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ xk ✐s t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ♥♦❞❡ k✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ✉s✉❛❧ ❝❛s❡ ✐❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✜tt❡❞ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✇❤❡r❡
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞✳

■❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❛❝t✐✈✐t②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ✭✹✳✶✳✶✮ ♦♥❧② t❛❦❡
✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ 0 ❛♥❞ 1✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ x0 ∈ [0, 1]✱ t❤❡♥ ωk ∈ [0, 1]
❢♦r ❛❧❧ k ∈ [0, 1]✳ ■❢ ωk ∈ [0, 1] ❢♦r ❛❧❧ k ∈ {1, ..., n} t❤❡♥ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ t❡r♠ t❛❦❡s ♦♥❧② ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥
0 ❛♥❞ 1✳ ❚❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ t❡r♠ t❛❦❡s 0 ❢♦r ωk = 0✳ ■❢ ✇❡ ❢❛❝t♦r ♦✉t ❛ ♠✐♥✉s s✐❣♥ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r
❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ t❡r♠✱ t❤❡♥ ✐❢ ωk ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ t❡r♠
✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤❡r❡ ✐t t❛❦❡s ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ❛t ωk = 1 ✇❤❡r❡ ❢♦r t❤❡
❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ✐t ❤♦❧❞s

−
(

e
1

2
h − 1

)(

1 + e−
1

2
h
)

= 1− e
1

2
h + e−

1

2
h − 1 = −e 1

2
h + e−

1

2
h.

❚❤✉s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ t❡r♠ t❛❦❡s ❛t ♠♦st 1 ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r xk ❣r♦✇t❤ ✉♥t✐❧✱ ❛s
γk = 1✱ xk ✐s ❛t ♠♦st 1 ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ t✇♦ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞✲s✐❞❡ ♦❢ ✭✹✳✶✳✶✮ ❝❛♥❝❡❧ ♦✉t ❛♥❞ xk st❛②s
❝♦♥st❛♥t✳ ■❢ t❤❡ ❞❡❝❛② ❤❛s ❛ ❜✐❣❣❡r ✈❛❧✉❡ t❤❛♥ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ t❡r♠✱ t❤❡♥ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞
s✐❞❡ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ xk ❞❡❝r❡❛s❡s ✉♥t✐❧ t❤❡ ❞❡❝❛② ❡q✉❛❧s t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ t❡r♠✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢
xk ❝❛♥♥♦t ❣♦ ❜❡❧♦✇ 0 ❛s t❤❡ ❞❡❝❛② s❝❛❧❡s ✇✐t❤ xk✳ ❚❤✉s ✐❢ ♦♥❝❡ xk = 0 t❤❡ ❞❡❝❛② ✐s ③❡r♦ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t
❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ❛ ❢✉rt❤❡r ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ xk ❜❡❧♦✇ ③❡r♦✳

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ✭✹✳✶✳✶✮ ✐s t❤❛t ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s t❤❡r❡ ❛r❡ st❛❜❧❡ ❛❝t✐✈✐t②
❧❡✈❡❧s ✇❤♦s❡ ✈❛❧✉❡s st❛② t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ t✐♠❡s ❛❢t❡r ❛ tr❛♥s✐❡♥t ✐❢ x0 ✐s ♥♦t ❛❧r❡❛❞② s✉❝❤ ❛ st❛❜❧❡ st❛t❡✳
❙✉❝❤ st❛t❡s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ st❡❛❞② st❛t❡s✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✶ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✳ ❚❤❡s❡ st❛❜❧❡ ❛❝t✐✈✐t②
❧❡✈❡❧s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s ❧✐❦❡ ❛ st❛❜❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❛tt❡r♥✳ ❲❡ str❡ss t❤❛t ♦♥❝❡ t❤❡
s②st❡♠ ✐s ✐♥ ❛ st❡❛❞② st❛t❡✱ ✐t ❝❛♥♥♦t s✇✐t❝❤ ✐ts ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ❜② ✐ts❡❧❢ t❤❛t ♠❡❛♥s ✇✐t❤♦✉t ❡①t❡r♥❛❧
st✐♠✉❧✐ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ st❡❛❞② st❛t❡✳

✹✳✷ ❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s ❜② ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐

❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛✐♠s ❛t t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✬s ❛❝t✐✈✐t②
♣❛tt❡r♥✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t♦ ❞r✐✈❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❢r♦♠ ♦♥❡ st❡❛❞② st❛t❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r ❞❡s✐r❡❞ ♦♥❡ ✇❤❡r❡
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t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛❣❛✐♥ r❡sts ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❞❡❝❛②❡❞✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡
✇❤♦❧❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❞r✐✈❡♥ ❢r♦♠ ♦♥❡ st❡❛❞② st❛t❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧
♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦❞❡s ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s✱ ✐s ❧❡❢t ❛♥❞ ✐s ❜r♦✉❣❤t
s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ st❡❛❞② st❛t❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ r❡❧❛①❡s ✐♥t♦ t❤❛t ♦♥❡✳ ❚❤✐s ✐s ♦♥❡
♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛② t♦ s✇✐t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t st❡❛❞② st❛t❡s ♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❦✐♥❞ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡
♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✬s ❛❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥ ✐s t♦ ❛❧t❡r t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦❞❡s ❢♦r t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✇❤❡r❡ t❤❡s❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧s r❡❧❛① t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ✐♥
✇❤✐❝❤ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♥❡t✇♦r❦ st✐❧❧ ✐s ❛❢t❡r t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❤❛✈❡ ❞❡❝❛②❡❞✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❛t
t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✇✐t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t st❡❛❞② st❛t❡s✳

❚♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛✛❡❝t ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❜② ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦❞❡s✱ ✇❡
❤❛✈❡ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥t♦ ✭✹✳✶✳✶✮ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

◆♦✇✱ ✇❡ s❡t ✉♣ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ♦♥ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ xk ♦❢
❛ ♥♦❞❡ k✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ uj : R → [0, 1] t❤❛t ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢
❡❛❝❤ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s j ∈ {1, ...,m}✱ m ∈ N✳ ■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ uj = 0 ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ✐s
♥♦t ❛❝t✐✈❡✳ ❚❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ st✐♠✉❧✉s ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ t♦ ✐ts ♠❛①✐♠✉♠
❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ t❤❛t ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② uj = 1✳

❋♦r t❤❡ ♥❡①t st❡♣✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t✇♦ ❝❛s❡s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ xk✱ k ∈
{1, ..., n}✱ t❛❦❡s ♦♥❧② ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ 0 ❛♥❞ 1✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ γk = 1 ❢♦r ❛❧❧ k ∈ {1, ..., n}
❛s t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ t❡r♠ t❛❦❡s ♦♥❧② ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ 0 ❛♥❞ 1✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ xk ✐♥❝r❡❛s❡ ❛t ♠♦st
✉♥t✐❧ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ t❡r♠ ❡q✉❛❧s γkxk ❛♥❞ t❤✉s dxk

dt
= 0 ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♥♦❞❡ k ❤❛s r❡❛❝❤❡❞ ❛

st❡❛❞② st❛t❡✳ ■❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ x0 ❤❛s ♦♥❧② ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ 0 ❛♥❞ 1✱ t❤❡♥ ωk t❛❦❡s ♦♥❧② ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥
0 ❛♥❞ 1✳

❆♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦❞❡ k ❜② ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s j ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ σkjuj (1− xk) t♦ t❤❡ r✐❣❤t
❤❛♥❞✲s✐❞❡ ♦❢ ✭✹✳✶✳✶✮✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s ✐❢ ❢♦r t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s uj ≡ 0✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦❞❡
k ❜② t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s j✳ ■❢ ♥♦❞❡ k ❤❛s ❢✉❧❧ ❛❝t✐✈✐t②✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ❤❛s ❛❧s♦ ♥♦ ❡✛❡❝t
♦♥ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ xk ♦❢ ♥♦❞❡ k✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ ❛♥ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ♦❢ ♥♦❞❡ k ❜② ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s j ❝❛♥
❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② s✉❜tr❛❝t✐♥❣ ηkjujxk ❢r♦♠ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞✲s✐❞❡ ♦❢ ✭✹✳✶✳✶✮✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s✱ ✐❢ ❢♦r t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧
st✐♠✉❧✉s uj ≡ 0✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ♦❢ ♥♦❞❡ k ❜② t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s j✳ ■❢ ♥♦❞❡ k ❤❛s ♥♦
❛❝t✐✈✐t②✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s j ❤❛s ♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ xk ♦❢ ♥♦❞❡ k✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
σkj ≥ 0 ❛♥❞ ηkj ≥ 0 ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ✜t t❤❡ ✈❛❧✉❡ uj t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦r ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞
❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✇❡✐❣❤t t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s j
t♦ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦r ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ♦❢ ♥♦❞❡ k ✇❤❡r❡ σkj = 0 ♦r ηkj = 0 ♠❡❛♥s t❤❛t ❡①t❡r♥❛❧
st✐♠✉❧✉s j ❞♦❡s ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❡✛❡❝t ♥♦❞❡ k✳ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣✱ ♦✉r ✜rst ❡①t❡♥❞❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧
xk ♦❢ ♥♦❞❡ k ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ❜✉t ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ ✭✹✳✶✳✶✮ ❜②

dxk

dt
=

−e 1

2
h + e−h(ωk−

1

2)
(

1− e
1

2
h
)(

1 + e−h(ωk−
1

2)
) − γkxk +

m
∑

j=1

σkjuj (1− xk)−
m
∑

j=1

ηkjujxk ✭✹✳✷✳✶✮

❢♦r k ∈ {1, ..., n}✳
❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✷✳✶✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✇❤✐❝❤ ❛❝t ♦♥ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ t❡r♠ ✐♥ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✳ ❲❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❛ s✉❜str❛t❡ ❝❛♥♥♦t ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧
xk ♦❢ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦❞❡ k ❜✉t ✐ts ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ t❡r♠✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ♦♥❡ ❜❧♦❝❦s ❛r❡❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♠♦t❡r
r❡❣✐♦♥ ❜② ♦❧✐❣♦♣❡♣t✐❞❡s s✉❝❤ t❤❛t tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs ❝❛♥ ❜✐♥❞ ✇♦rs❡ t♦ t❤❡ ❉◆❆✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣❡♥❡ ♣r♦❞✉❝t s❧♦✇s ❞♦✇♥ ❛s t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ t❡r♠ ✐s s♠❛❧❧❡r✳ ❙✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡
❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

dxk

dt
=

−e 1

2
h + e−h(ωk−

1

2)
(

1− e
1

2
h
)(

1 + e−h(ωk−
1

2)
)





m
∏

j=1

(1− ζkjuj)



− γkxk +

m
∑

j=1

σkjuj (1− xk)−
m
∑

j=1

ηkjujxk

✭✹✳✷✳✷✮

❢♦r ❛❧❧ k ∈ {1, ..., n} ✇❤❡r❡ 0 ≤ ζkj ≤ 1✳ ■❢ ζkj = 0 ❢♦r ❛❧❧ k ❛♥❞ j✱ t❤❡♥ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✷✳✷✮ tr❛♥s❢♦r♠s ✐♥t♦
✭✹✳✷✳✶✮✳ ❇② t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ζkj ✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❞❥✉st ❤♦✇ ♠✉❝❤ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s j ❛✛❡❝ts t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥
t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ k ❡✈❡♥ ❛t ❢✉❧❧ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ uj ✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t ❢♦r ζkj = 0✱ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s j ❤❛s
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♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥ ♥♦❞❡ k✳ ❋♦r ζkj = 1✱ ❛ ❢✉❧❧② ❛❝t✐✈❛t❡❞ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s j✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ uj = 1✱
t♦t❛❧❧② ♣r❡✈❡♥ts t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ♥♦❞❡ k✳ ■❢ 0 < ζkj < 1✱ t❤❡♥ ❡✈❡♥ ❛ ❢✉❧❧② ❛❝t✐✈❛t❡❞
❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s j ❝❛♥♥♦t t♦t❛❧❧② ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ♥❛t✉r❡
♦❢ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❡❛❝t✐♦♥ ❛s ✐t ❛♣♣❡❛rs ✇❤❡♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs ❝♦♠♣❡t❡ ✇✐t❤ ♦t❤❡r
s✉❜str❛t❡s ✐♥ ❜✐♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❉◆❆✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ζkj ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✜t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ uj t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❞❛t❛✳

❘❡♠❛r❦ ✶✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ ✭✹✳✷✳✶✮ ✇✐t❤ ✭✹✳✷✳✷✮ ✇❤❡r❡ ηkj = 0 ❢♦r ❛❧❧ k ∈ {1, ..., n} ❛♥❞ ❛❧❧ j ∈ {1, ...,m}
❢r♦♠ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ t♦ ♠♦❞❡❧ ❛ ❞❡❝❛② ♦❢ ❛♥ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ xk✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ✭✹✳✷✳✷✮ ✐s ❡❛s✐❡r✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❢♦r ❧❛r❣❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ηkj ✱
k ∈ {1, ..., n}✱ j ∈ {1, ...m} ✇❡ ♣♦ss✐❜❧② ❤❛✈❡ t♦ ❝❤♦♦s❡ s♠❛❧❧ st❡♣ s✐③❡s ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦
♦❜t❛✐♥ ❛ st❛❜❧❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ s❡❡ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❢♦r ✭✽✳✷✳✹✮ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✳ ❚❤❛t ✐s t❤❡
r❡❛s♦♥ ✇❤② ❛s ❧♦♥❣ ❛s ✐t ✐s ❥✉st ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛t t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦❞❡ ❞❡❝r❡❛s❡s
✇❤❡♥ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ✇❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞ ✭✹✳✷✳✷✮ ✇✐t❤ ηkj = 0✱ ❢♦r ❛❧❧
k ∈ {1, ..., n} ❛♥❞ j ∈ {1, ...m}✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t ❛ ❣♦♦❞ ♠♦❞❡❧ ❤❛s t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✐ss✉❡s r❛♥❣✐♥❣
❢r♦♠ ❝❛♣t✉r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❡✛❡❝ts t❤❛t ♣❧❛② ❛ r♦❧❡ ❢♦r t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠ t❤❛t ✐s t♦ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞
✉♣ t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts t❤❛t ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ s♦❧✈❛❜❧❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡
t✐♠❡✳

❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ xk ≥ 0 ❛♥❞ xk ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❣❡♥t✱ ✇❡ ❤❛✈❡
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t♦ ✭✹✳✷✳✷✮ ✐s
t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❜② ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✳ ❚❤❡ t❡r♠s ❢♦r ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ❛r❡ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡② ❝❛♥♥♦t ❜r✐♥❣ t❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ xk ❜❡❧♦✇ ③❡r♦ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❤❛✈❡ t❤❛t ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❛
❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ xk ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❧❡ss❡r ❡✛❡❝t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡♥ ✇❡
❝❛♥♥♦t ✉s❡ t❤❡ t❡r♠ (1− xk) t♦ ❞❛♠♣❡♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ❛s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s❤❛r♣❧② ❞❡✜♥❡❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r xk✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❛ t❡r♠ t❤❛t ❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ xk ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ e−βkxk ✇✐t❤ βk > 0 ❢♦r ❛❧❧
k ∈ {1, ..., n} ✇❤❡r❡ βk ❝❛♥ ❜❡ ✜tt❡❞ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❢r♦♠ ✭✹✳✷✳✷✮ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

dxk

dt
=

−e 1

2
h + e−h(ωk−

1

2)
(

1− e
1

2
h
)(

1 + e−h(ωk−
1

2)
)





m
∏

j=1

(1− ζkjuj)



− γkxk +
m
∑

j=1

σkjuje
−βkxk −

m
∑

j=1

ηkjujxk

✭✹✳✷✳✸✮

❢♦r ❛❧❧ k ∈ {1, ..., n}✳ ■❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ♣✉r♣♦s❡ ✐s ♥♦t t❤❛t ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ✇❡ ❝❛♥
s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ t❡r♠ t❤❛t ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ♦❢ ✭✹✳✷✳✸✮ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ e−βkxk

✇✐t❤ 1 s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡

dxk

dt
=

−e 1

2
h + e−h(ωk−

1

2)
(

1− e
1

2
h
)(

1 + e−h(ωk−
1

2)
)





m
∏

j=1

(1− ζkjuj)



− γkxk +

m
∑

j=1

σkjuj −
m
∑

j=1

ηkjujxk ✭✹✳✷✳✹✮

❢♦r ❛❧❧ k ∈ {1, ..., n}✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡❛s② ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❥✉st ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ❜②
t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ uj = 0 ❢♦r ❛❧❧ j ∈ {1, ...,m} ♦✉r ❡①t❡♥❞❡❞ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✷✳✶✮✱
✭✹✳✷✳✷✮✱ ✭✹✳✷✳✸✮ ❛♥❞ ✭✹✳✷✳✹✮ tr❛♥s❢♦r♠ ✐♥t♦ ✭✹✳✶✳✶✮ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❛t ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡s ❛♥❞ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ✭✹✳✶✳✶✮ ♦❢ ❛ r❡❣✉❧❛t♦r②
♥❡t✇♦r❦ ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✳ ❚❤✉s t❤❡s❡ st❡❛❞② st❛t❡s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡
❛ ♣r✐♦r✐ ❣✐✈❡♥ ♦r ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇✐t❤♦✉t ❦♥♦✇✐♥❣ ✇❤❛t ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ♠✐❣❤t ❡✛❡❝t t❤❡
r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤✐s ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐❢ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡s ♦❢ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦
♠♦❞❡❧ ❛❧❧ t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ♣r♦❣r❛♠s ✇❤✐❝❤ ❛ ❝❡❧❧ ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠✱ t❤❡♥ t❤❡s❡ ♣r♦❣r❛♠s ❛r❡ ❛♥ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣r♦♣❡rt②
♦❢ t❤✐s ❝❡❧❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✇❤✐❝❤ ❡✈❡r ❝❛♥ ❡①✐st✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐
♠✐❣❤t ❝❛✉s❡ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❣❡♥❡t✐❝ ♣r♦❣r❛♠ t♦ ❛♥♦t❤❡r ✐❢ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ■♥ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ❝❡❧❧ ♦r t❤❡
s②st❡♠ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ♦♣❡♥ s②st❡♠✱ t❤❛t ♠❡❛♥s
❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ✐ts ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✈✐❛ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✳

◆❡①t✱ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ ❤♦✇ t❤❡s❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ uj ✱ j ∈ {1, ...,m} ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞ ✐♥ ❛ r❡❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳
■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇❡ s❛② t❤❛t t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ✐s ❤✐❣❤ ✐❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♥♦❞❡
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❤❛s ❛ ❤✐❣❤ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s ❧♦✇ ✐❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦❞✉❝t✬s ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐s ❧♦✇✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡
✐s t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦t❡✐♥ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡✳ ■❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ✐s ❤✐❣❤✱ t❤❡♥ ✇❡ s❛② t❤❛t
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣❡♥❡ ✐s ❛t ❛ ❤✐❣❤ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② r❡✈❡rs❡✳

❚❤❛t ♠❡❛♥s✱ t❤❛t ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ❜② t❤❡ t❡r♠
∑m

j=1 σkjuj (1− xk)✱
∑m

j=1 σkjuje
−βkxk ♦r

∑m
j=1 σkjuj ✐s ❡✈❡r② ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥♦❞❡ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ❛ss♦❝✐❛t❡❞

✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦❞❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦❞❡ t♦ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐♥✢✉❡♥❝❡s ♦t❤❡r ♥♦❞❡s✱ ❧✐❦❡ ❘◆❆ ♦r ♣r♦t❡✐♥✳ ❚❤✐s
s✐♠✉❧❛t❡s ❛ ❤✐❣❤❡r ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦❞❡✳ ❆♥♦t❤❡r ❡✛❡❝t ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t②
♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ ✐s ❛❞❞✐♥❣ ❛ s✉❜str❛t❡ t♦ t❤❡ s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣r♦✈❡s tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ♦r tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳ ■♠❛❣✐♥❛❜❧❡
✐s t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡r r❡❣✐♦♥ ❝❧♦s❡ t♦ ❛ ♣r♦♠♦t❡r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥♦❞❡✳ ❲❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t
t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ♥♦t ❧✐❦❡ ❛ ❦♥♦❝❦ ✐♥ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡ ❛s t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦
✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ♥♦❞❡s ♦r ❡❞❣❡s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✬s ❣r❛♣❤✳

❚❤❡ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ❜② t❤❡ t❡r♠
∑m

j=1 ηkjujxk ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❛t ♥♦❞❡ ✐s ❞❡❝r❡❛s❡❞✱ ❧✐❦❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡❝❛②✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜②
❛♥t✐❜♦❞✐❡s ✇❤✐❝❤ ❜✐♥❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✱ ❞✐❣❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ❜② ❡♥③②♠❡s ♦r ❛♥② ♦t❤❡r ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✱
❧✐❦❡ ♣♦st tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ♦r ♣♦st tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ❛t t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ✇❤✐❝❤ ✐♥❤✐❜✐ts ✐ts ✐♥t❡♥❞❡❞
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤✉s ❝♦♥✈❡rts t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ✐♥t♦ ❛ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ✐♥❛❝t✐✈❡ ❢♦r♠✳ ❚❤❡♥ t❤❡
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❛❝t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t ❞❡❝r❡❛s❡s ❛♥❞ t❤✐s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡
❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦❞❡✳ ❚❤❡ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ❜② t❤❡ t❡r♠

∏m
j=1 (1− ζkjuj) ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤

❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ t❡r♠ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ♦r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs ❧✐❦❡ ❛
❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❜✐♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❉◆❆ ❜✐♥❞✐♥❣ ③♦♥❡ ♦❢ ❛ ♣r♦♠♦t❡r✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛r❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❦♥♦❝❦ ❞♦✇♥✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧② t♦ ❛ ❦♥♦❝❦ ✐♥✱ ❛ ❦♥♦❝❦ ♦✉t ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ t♦♣♦❧♦❣②
♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛s ✇❡❧❧ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞❡❧❡t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ♦r ❛♥ ❡❞❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤✐s
♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s
✇♦r❦✳

❇❡s✐❞❡s ❞r✉❣s ♦r s♦♠❡ ♦t❤❡r ❝❤❡♠✐❝❛❧s ❛❝t✐♥❣ ❛s ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢✉rt❤❡r ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐
❧✐❦❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧s✳ ❖✉r ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡✛❡❝ts
♦❢ t❤❡s❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ♦♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦❞❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❧✐❣❤t ♦r ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ str❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ❜②
r❡❝❡♣t♦rs ❛♥❞ ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦r ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❉◆❆ ❞❛♠❛❣❡ ❝❛✉s❡❞ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡ ❜② ❳✲r❛②s ❛❝t✐✈❛t❡s ♣✺✸ ❬✸✷❪ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥♦❞❡ ✐♥ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♦r t❡♠♣❡r❛t✉r❡
s❡♥s❡❞ ❜② ❘◆❆ t❤❡r♠♦♠❡t❡rs ❝❛♥ ❝❤❛♥❝❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ❬✺✼❪✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤✐♥ ♦✉r
❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜② ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡s❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s uj ✱ j ∈ {1, ...,m} t❤❛t
❛❝t✐✈❛t❡ ♦r ✐♥❛❝t✐✈❛t❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦❞❡s✳ ❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤✐s ✐s ❛ ✈❡r② ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛s ✇❡
❥✉st ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ❛ r❡❛❧ s②st❡♠ t❤❛t ✇❡ ♠♦❞❡❧✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥ ❞❡t❛✐❧✱ ♦♥❡
❤❛s t♦ ❝❤❡❝❦ ✐❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♥❡t✇♦r❦ ✇❤❡♥
❛♣♣❧②✐♥❣ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ❛s ❢❛r ❛s t❤❡ ♥♦❞❡s✬ ❛❝t✐✈✐t② ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ ✐❢
❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❡✛❡❝t ♦♥ ❛ ♥♦❞❡✬s ❛❝t✐✈✐t② ❧✐❦❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❞❥✉st
t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts σkj ✱ ηkj ❛♥❞ ζkj ✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ❝❛♥ ❜❡
t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ❛♥ ✐♥❤✐❜✐t✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s j s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❝❛✉s❡ ❛ ❦♥♦❝❦ ❞♦✇♥
♦❢ ♥♦❞❡ k ❝❛♥♥♦t ❢♦r❝❡ ❛ ♥♦❞❡✬s ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ❜❡❧♦✇ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❧❡✈❡❧ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞✱ t❤❡♥ ♦♥❡ ❝❛♥
❛❞❥✉st t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ηkj ♦r ζkj ✉♥t✐❧ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ ✐❢
❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ❝❛♥♥♦t st❡❡r ❛ ♥♦❞❡✬s ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ t♦ ✐ts ❢✉❧❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦r ♥♦t ❛❜♦✈❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥
✈❛❧✉❡ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞✱ t❤❡♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❞❥✉st t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t σkj ♦r βk ✉♥t✐❧ t❤❡ ♠♦❞❡❧
s❤♦✇s t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❧✐❦❡ t❤❡ r❡❛❧ s②st❡♠✳ ❖♥❡ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❝❤❡❝❦ ✐❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ❧✐❦❡ ❛
❝❡rt❛✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛❣❡♥t ✉s❡❞ t♦ ♣✉t t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥t♦ ❡✛❡❝t ❤❛s ❛♥ ❡①❝❧✉s✐✈❡
❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ s②st❡♠ ♦r ✐❢ t❤❡ ✉t✐❧✐③❡❞ ❛❣❡♥t ❤❛s ❛ ♠✉❧t✐ t❛r❣❡t ❡✛❡❝t ♦♥
s❡✈❡r❛❧ ♥♦❞❡s ❛t ♦♥❝❡ ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ s②st❡♠✳ ■❢ t❤❡ ✉t✐❧✐③❡❞ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ❤❛s ♠✉❧t✐ t❛r❣❡t ❡✛❡❝ts ♦♥
s❡✈❡r❛❧ ♥♦❞❡s✱ t❤❡♥ s✉❝❤ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s j ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❜♦✈❡ ✐♥ t❤❛t ✇❛②
t❤❛t t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ζkj ✱ σkj ♦r ηkj ❛r❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ③❡r♦ ❢♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ ❥✉st ♦♥❡ k✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧
st✐♠✉❧✉s j ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ♠♦r❡ t❤❡♥ ♦♥❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ✐t ❤❛s ❛♥ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦❞❡s✳
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✹✳✸ ❊①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛♥❞ ❛ ❝✐r❝❛❞✐❛♥ ❝❧♦❝❦ ♠♦❞❡❧

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❬✾❪ ❛♥❞ ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s ❡①t❡r♥❛❧
st✐♠✉❧✐ ✐♥t♦ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❛② r❡♣r♦❞✉❝❡s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛
❛♥❞ t❤✉s ✈❛❧✐❞❛t❡s t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳ ❇② ❡✛❡❝t✐✈❡
✇❡ ♠❡❛♥ t❤❛t ✇❡ ♦♥❧② ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t♦ ❝❡rt❛✐♥ ❛❣❡♥ts ♦❢t t❤❡
♥❡t✇♦r❦✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❡ ❝❤♦s❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❝✐r❝❛❞✐❛♥ ❝❧♦❝❦
✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛❣❡♥ts✳ ❈✐r❝❛❞✐❛♥ ❝❧♦❝❦s ❛r❡ ❞❛✐❧② t✐♠❡✲❦❡❡♣✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s
t❤❛t ❤❡❧♣ ♦r❣❛♥✐s♠s t♦ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ t❤❡ ✉s✉❛❧ 24 ❤♦✉r ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦♥ ❡❛rt❤✳ ❚❤❡ r❤②t❤♠s ❣❡♥❡r❛t❡❞
❜② ❝✐r❝❛❞✐❛♥ ❝❧♦❝❦s ❛r❡ ♦❢ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ♥❛t✉r❡ ❛♥❞ ♣❡rs✐st ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝✉❡s
✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐❡s✲s♣❡❝✐✜❝ ♣❡r✐♦❞ t❤❛t ✉s✉❛❧❧② ❞❡✈✐❛t❡s ❢r♦♠ 24 ❤♦✉rs✳ ❚❤❡② ❛r❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞✱ ✇❤✐❝❤
♠❡❛♥s ❡♥tr❛✐♥❡❞ t♦ t❤❡ 24 ❤♦✉r r❤②t❤♠ ♦♥ ❡❛rt❤ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝✉❡s✱ ❝❛❧❧❡❞ ❩❡✐t❣❡❜❡rs✱ ♦❢
✇❤✐❝❤ ❧✐❣❤t ❤❛s t❤❡ ❧❛r❣❡st ✐♠♣❛❝t✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✹✵❪✱ ❝✐r❝❛❞✐❛♥ ❝❧♦❝❦s ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞
♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❋✐rst t❤❡② ❡♥tr❛✐♥ t♦ ❩❡✐t❣❡❜❡r ❝②❝❧❡s ✇✐t❤ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t✱ s❡❝♦♥❞ t❤❡② ❝❛♥
❢♦❧❧♦✇ ♣❤❛s❡ s❤✐❢ts ♦❢ ❩❡✐t❣❡❜❡r ❝②❝❧❡s✱ ❜✉t t❤❡② ♥❡❡❞ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s✐❡♥t ❝②❝❧❡s ✉♥t✐❧ t❤❡②
❤❛✈❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❤❡✐r ♣r❡✈✐♦✉s ♣❤❛s❡ t♦ t❤❡ ❩❡✐t❣❡❜❡r ❝②❝❧❡✳ ❚❤✐r❞ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t❡❞ ❜② ❧✐❣❤t✲
♣✉❧s❡s ✐♥ ❛ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❛♥♥❡r t❤❛t ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ✐♥ ❛ ♣❤❛s❡✲r❡s♣♦♥s❡ ❝✉r✈❡ ❛♥❞ ❢♦✉rt❤ t❤❡②
r✉♥ ❢r❡❡❧② ✉♥❞❡r ❝♦♥st❛♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐❡s✲s♣❡❝✐✜❝ ♣❡r✐♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧✐❣❤t✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❈♦♥st❛♥t
❧✐❣❤t ❡✐t❤❡r ❧❡♥❣t❤❡♥s ♦r s❤♦rt❡♥s t❤❡ ❢r❡❡✲r✉♥♥✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t ❧✐❣❤t ♦❢ ❤✐❣❤ ✐♥t❡♥s✐t② ❞❛♠♣❡♥s
t❤❡ ❝❧♦❝❦ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❧❡❛❞s t♦ ❛rr❤②t❤♠✐❝✐t②✳

❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ ❬✷✷❪ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡♥③②♠❡ ❦✐♥❡t✐❝s t❤❛t ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜②
♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s s②st❡♠ ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❧✐♠✐t ❝②❝❧❡
❛♥❞ t❤✉s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥s ✐♥ ❛ ❝❡❧❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❝❧♦❝❦s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❉r♦s♦♣❤✐❧❛ ♣❡r✐♦❞ ♣r♦t❡✐♥
✭P❊❘✮ ❛♥❞ ✐ts ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❤♦s♣❤♦r②❧❛t✐♦♥✳ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✶ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s②st❡♠ ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

d

dt
M = vs

Kn
1

Kn
I + Pn

N

− vm
M

Km +M
✭✹✳✸✳✶✮

d

dt
P0 = ksM − V1

P0

K1 + P0
+ V2

P1

K2 + P1
✭✹✳✸✳✷✮

d

dt
P1 = V1

P0

K1 + P0
− V2

P1

K2 + P1
− V3

P1

K3 + P1
+ V4

P2

K4 + P2
✭✹✳✸✳✸✮

d

dt
P2 = V3

P1

K3 + P1
− V4

P2

K4 + P2
− k1P2 + k2PN − vd

P2

Kd + P2
✭✹✳✸✳✹✮

d

dt
PN = k1P2 − k2PN ✭✹✳✸✳✺✮

✇❤❡r❡M ✐s t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r ♠❘◆❆ ✐♥ t❤❡ ❝②t♦s♦❧✱ P0 ✐s t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♥♣❤♦s♣❤♦r②❧❛t❡❞✱
P1 ✐s t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♥♦♣❤♦s♣❤♦r②❧❛t❡❞✱ P2 ✐s t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✐♣❤♦s♣❤♦r②❧❛t❡❞ P❊❘ ♣r♦✲
t❡✐♥ ❛♥❞ PN ✐s t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐♣❤♦s♣❤♦r②❧❛t❡❞ P❊❘ ♣r♦t❡✐♥ ✐♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✳ ❈♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s
❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ❝❡❧❧ ✈♦❧✉♠❡✳



✹✳✸✳ ❊❳❚❊❘◆❆▲ ❙❚■▼❯▲■ ❆◆❉ ❆ ❈■❘❈❆❉■❆◆ ❈▲❖❈❑ ▼❖❉❊▲ ✸✶

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✶✿ ▼♦❞❡❧ ❢♦r ❝✐r❝❛❞✐❛♥ P❊❘ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✱ s❡❡ ❬✷✷❪✳ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❝✐r❝❛❞✐❛♥ ♦s❝✐❧✲
❧❛t✐♦♥s ✐♥ P❊❘ ❛♥❞ ♣❡r ♠❘◆❆✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✹✳✸✳✶✮ t♦ ✭✹✳✸✳✺✮✳
❚❤❡ ♣❡r ♠❘◆❆ ✭M✮ ✐s tr❛♥s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ❛♥❞ ❡①♣♦rt❡❞ t♦ t❤❡ ❝②t♦s♦❧✱ ✇❤❡r❡ ✐t ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡s
❛t ❛ ♠❛①✐♠✉♠ r❛t❡ vs❀ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ✐t ✐s ❞❡❣r❛❞❡❞ ❜② ❛♥ ❡♥③②♠❡ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ r❛t❡ vm ❛♥❞
▼✐❝❤❛❡❧✐s ❝♦♥st❛♥t Km✳ ❚❤❡ r❛t❡ ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❊❘ ♣r♦t❡✐♥ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦
M ❛♥❞ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ✜rst✲♦r❞❡r r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ks✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs Vi ❛♥❞ Ki✱ i = 1, 2, 3, 4✱
❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ r❛t❡ ❛♥❞ ▼✐❝❤❛❡❧✐s ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❛s❡✭s✮ ❛♥❞ ♣❤♦s♣❤❛t❛s❡✭s✮ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡
r❡✈❡rs✐❜❧❡ ♣❤♦s♣❤♦r②❧❛t✐♦♥ ♦❢ P0 ✐♥t♦ P1 ❛♥❞ P1 ✐♥t♦ P2 ♦❢ t❤❡ P❊❘ ♣r♦t❡✐♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❢✉❧❧②
♣❤♦s♣❤♦r②❧❛t❡❞ ❢♦r♠ ✭P2✮ ✐s ❞❡❣r❛❞❡❞ ❜② ❛♥ ❡♥③②♠❡ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ r❛t❡ vd ❛♥❞ ▼✐❝❤❛❡❧✐s ❝♦♥st❛♥t Kd

❛♥❞ ✐♠♣♦rt❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ❛t ❛ r❛t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t k1✳ ❊①♣♦rt ♦❢ t❤❡
♥✉❝❧❡❛r✱ ❜✐♣❤♦s♣❤♦r②❧❛t❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ P❊❘ ✭PN ✮ ✐♥t♦ t❤❡ ❝②t♦s♦❧ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r r❛t❡
❝♦♥st❛♥t k2✳ ❚❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❡①❡rt❡❞ ❜② ♥✉❝❧❡❛r P❊❘ ♣r♦t❡✐♥ ♦♥ ♣❡r tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞
❜② ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍✐❧❧ t②♣❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ n ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈✐t② ❛♥❞ KI t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞
❝♦♥st❛♥t ❢♦r ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥✳

❆❧s♦ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❬✷✷❪✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✐s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✳
❋♦r ♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✷✷✱ ❋✐❣✉r❡ ✷❪✳
❲❡ ❤❛✈❡ vs = 0.76µM

h
✱ vm = 0.65µM

h
✱ Km = 0.5µM✱ ks = 0.38 1

h
✱ vd = 0.95µM

h
✱ k1 = 1.9 1

h
✱ k2 = 1.3 1

h
✱

KI = 1µM✱ Kd = 0.2µM✱ n = 4✱ K1 = K2 = K3 = K4 = 2µM✱ V1 = 3.2µM
h
✱ V2 = 1.58µM

h
✱ V3 = 5µM

h
✱

V4 = 2.5µM
h

✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s M (0) = 0.5✱ P0 (0) = 0.5✱ P1 (0) = 0.5✱ P2 (0) = 0.6✱ PN (0) = 1.5✳
❲❡ ❛❧✇❛②s ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ t✐♠❡ t = 0 t♦ ❛ ✜♥❛❧ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛r❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❲♦❧❢r❛♠ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✷✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ ✇❡ s❡❡ ❛♥
❛❧♠♦st 24 ❤♦✉rs r❤②t❤♠ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ❬✷✷✱ ❋✐❣✉r❡ ✷❪✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✷✿ ❆ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✸✳✶✮ t♦ ✭✹✳✸✳✺✮ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs vs = 0.76µM
h
✱ vm = 0.65µM

h
✱

Km = 0.5µM✱ ks = 0.38 1
h
✱ vd = 0.95µM

h
✱ k1 = 1.9 1

h
✱ k2 = 1.3 1

h
✱ KI = 1µM✱ Kd = 0.2µM✱ n = 4✱

K1 = K2 = K3 = K4 = 2µM✱ V1 = 3.2µM
h
✱ V2 = 1.58µM

h
✱ V3 = 5µM

h
✱ V4 = 2.5µM

h
✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧

✈❛❧✉❡s M (0) = 0.5✱ P0 (0) = 0.5✱ P1 (0) = 0.5✱ P2 (0) = 0.6✱ PN (0) = 1.5✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡
❛❜s❝✐ss❛ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❡❧❧ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡
♦r❞✐♥❛t❡✳

❊♥tr❛✐♥♠❡♥t t♦ ❧✐❣❤t✲❞❛r❦ ❝②❝❧❡s

◆♦✇✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❬✷✷❪ ❜② ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❤❛✈❡ t❤❛t ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ❝✐r❝❛❞✐❛♥
❝❧♦❝❦ s✉❝❤ t❤❛t ✐t s②♥❝❤r♦♥✐③❡s t♦ t❤❡ r❤②t❤♠ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ t✐♠❡ ♣❤❛s❡✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ✐s
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❧✐❣❤t✱ s❡❡ ❬✷✺❪ ♦r ❛♥② ♦t❤❡r s✉❜st❛♥❝❡ t❤❛t ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❣❡♥t ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡❧ ✭✹✳✸✳✶✮ t♦ ✭✹✳✸✳✺✮✳ ■♥ ♦✉r ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❝❧♦❝❦ t♦
t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❩❡✐t❣❡❜❡r✳ ❲❡ st❛rt ♦✉r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s
❧❡❛❞s t♦ ❛ ❢✉rt❤❡r ❞❡❝❛② ♦❢ ♣❡r ♠❘◆❆ ✭M✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❛r
♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❧✐❦❡ ❛ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ P❊❘ ♣r♦t❡✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❧❛t❡r✳ ❲❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❢✉rt❤❡r ❞❡❝❛②
♦❢ ♣❡r ♠❘◆❆ ❜②

d

dt
M = vs

Kn
1

Kn
1 + Pn

N

− vm
M

Km +M
− κuM ✭✹✳✸✳✻✮

✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✭✹✳✸✳✶✮✳ ❚❤❡ t❡r♠ −uM ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❡✛❡❝t t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ✐s str♦♥❣ ❛♥❞ M ✐s
❧❛r❣❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ M ✐s str♦♥❣✱ t❤❛t ♠❡❛♥s ❛ ❧♦t ♦❢ ♣❡r ♠❘◆❆ ✐s ❞❡❣r❛❞❡❞ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧
st✐♠✉❧✉s ✐s ✇❡❛❦ ❛♥❞ M ✐s s♠❛❧❧✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛❧♠♦st ♥♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡❝❛② ♦❢ M ✳ ❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t κ ✐s ❛
❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t t❤❛t ✇❡✐❣❤ts t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡r♠ −uM t♦ t❤❡ t✐♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ M ✳ ❋♦r ♦✉r
❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ ✉s❡ κ = 0.05✳

❖✉r ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❧✐❣❤t ✐s ♦✉r ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ❛♥❞ ❝❛✉s❡s ❛♥
✐♥❝r❡❛s❡❞ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r ♠❘◆❆ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐❣❤t ✐♥t❡♥s✐t② ♦s❝✐❧❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ 24 ❤♦✉rs ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦

u (t) := cos

(

2π
t

24
+ ϕ

)

+ 1 ✭✹✳✸✳✼✮

✇❤❡r❡ ϕ ✐s t❤❡ t✐♠❡ s❤✐❢t ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✳ ❲❡ st❛rt ✇✐t❤ ϕ = 0✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡
❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ♣❤❛s❡ ❛s t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✸ ❛♥❞ t❤❡
❝✉r✈❡s ❛❧♠♦st ❧♦♦❦ ❧✐❦❡ t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ ♦♥❡s ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✷✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ✐♥
❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✷✷❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♣❡r✐♦❞ st❛②s t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❞
✐s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s✳ ❘❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡
♣r♦t❡✐♥s✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♦♥❧② ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♣❧♦t ♦❢ M ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✸❜ ❛s t❤❡ ♦t❤❡r ♣❧♦ts ❧♦♦❦ s✐♠✐❧❛r✳ ❚❤✐s ✐s
❞♦♥❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳
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✭❛✮ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t u ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t
t❤❡s❡ t✐♠❡ ❝✉r✈❡s ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞
♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ✭✹✳✸✳✻✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✳✷✮ t♦ ✭✹✳✸✳✺✮ ✇✐t❤
✭✹✳✸✳✼✮ ❢♦r ϕ = 0 ❛♥❞ κ = 0.05✳

✭❜✮ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s u ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
✭✹✳✸✳✼✮✱ ♦❢ M ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✸✳✶✮ t♦
✭✹✳✸✳✺✮ ❛♥❞ ♦❢ Mu ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ✭✹✳✸✳✻✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✳✷✮
t♦ ✭✹✳✸✳✺✮ ✇✐t❤ ✭✹✳✸✳✼✮ ❢♦r ϕ = 0 ❛♥❞ κ = 0.05✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✸✿ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✸✳✻✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✳✷✮ t♦ ✭✹✳✸✳✺✮ ❞♦❡s ♥♦t ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✸✳✶✮
t♦ ✭✹✳✸✳✺✮ ✐❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❧♦❝❦ ✐s ✐♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❩❡✐t❣❡❜❡r✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡
❛❜s❝✐ss❛ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❡❧❧ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡
♦r❞✐♥❛t❡✳

■❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ t✐♠❡ ✐s s❤✐❢t❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ❜② ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ϕ = π✱
t❤❡♥ ✇❡ s❡❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✹ t❤❛t t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s t✐♠❡ ✐s s❤✐❢t❡❞ ❜② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 12 ❤♦✉rs ❛❢t❡r ❛
tr❛♥s✐❡♥t ♦❢ ❛❜♦✉t 48 ❤♦✉rs✳ ❚❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s s②♥❝❤r♦♥✐③❡s t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s t✐♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧
t✐♠❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✬s ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s t✐♠❡ ✐s ❛❣❛✐♥ ✐♥ s②♥❝ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧
t✐♠❡✳ ❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❛❜♦✉t 24 ❤♦✉rs ✐s ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t✳

✭❛✮ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t u ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t
t❤❡s❡ t✐♠❡ ❝✉r✈❡s ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞
♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ✭✹✳✸✳✻✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✳✷✮ t♦ ✭✹✳✸✳✺✮ ✇✐t❤
✭✹✳✸✳✼✮ ❢♦r ϕ = π❛♥❞ κ = 0.05✳

✭❜✮ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s u ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
✭✹✳✸✳✼✮✱ ♦❢ M ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✸✳✶✮ t♦
✭✹✳✸✳✺✮ ❛♥❞ ♦❢ Mu ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ✭✹✳✸✳✻✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✳✷✮
t♦ ✭✹✳✸✳✺✮ ✇✐t❤ ✭✹✳✸✳✼✮ ❢♦r ϕ = π ❛♥❞ κ = 0.05✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✹✿ ❚❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ✐♥❞✉❝❡s ❛ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❧♦❝❦✬s ♣❤❛s❡ ♦❢ 12 ❤♦✉rs✳ ❚❤❡ t✐♠❡
✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❡❧❧ ✈♦❧✉♠❡
✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡✳

❋♦r ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ✜❣✉r❡s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛❜♦✈❡ ❢♦r ϕ = π
2 ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ s❤✐❢t ♦❢

❛❜♦✉t 6 ❤♦✉rs ❛❢t❡r ❛ tr❛♥s✐❡♥t✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✺✳
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✭❛✮ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t u ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t
t❤❡s❡ t✐♠❡ ❝✉r✈❡s ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞
♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ✭✹✳✸✳✻✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✳✷✮ t♦ ✭✹✳✸✳✺✮ ✇✐t❤
✭✹✳✸✳✼✮ ❢♦r ϕ =

π
2
❛♥❞ κ = 0.05✳

✭❜✮ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s u ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
✭✹✳✸✳✼✮✱ ♦❢ M ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✸✳✶✮ t♦
✭✹✳✸✳✺✮ ❛♥❞ ♦❢ Mu ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ✭✹✳✸✳✻✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✳✷✮
t♦ ✭✹✳✸✳✺✮ ✇✐t❤ ✭✹✳✸✳✼✮ ❢♦r ϕ =

π
2
❛♥❞ κ = 0.05✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✺✿ ❚❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ✐♥❞✉❝❡s ❛ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❧♦❝❦✬s ♣❤❛s❡ ♦❢ ❛❜♦✉t 6 ❤♦✉rs✳
❚❤❡ t✐♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❡❧❧
✈♦❧✉♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡✳

P❤❛s❡ s❤✐❢ts ❜② ❛ str♦♥❣ st✐♠✉❧✉s

■♥ t❤❡ ♥❡①t ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ r❡st❛rt t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❝❧♦❝❦ ✇✐t❤ ❛ str♦♥❣ ❦♥♦❝❦ ❞♦✇♥
♦❢ t❤❡ ♣❡r ♠❘◆❆ ✭M✮ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜②

u (t) :=

{

5 if 0 ≤ t ≤ ts

0 else
✭✹✳✸✳✽✮

✇❤❡r❡ ts > 0✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✻✱ ✇❡ ❞❡♣✐❝t t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s u st♦♣s✱ t❤❡♥
t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ st❛rts ❛❣❛✐♥ ✇✐t❤ ❛ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s t✐♠❡✬s ♣❤❛s❡✳

✭❛✮ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❛❧❧ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛❣❡♥ts ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♣❡r✲
s❝r✐♣t u20 ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡s❡ t✐♠❡ ❝✉r✈❡s ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ✭✹✳✸✳✻✮ ❛♥❞
✭✹✳✸✳✷✮ t♦ ✭✹✳✸✳✺✮ ❢♦r ✭✹✳✸✳✽✮ ✇✐t❤ ts = 20 ❛♥❞ κ = 0.05✳

✭❜✮ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡ ♦❢M ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✸✳✶✮ t♦
✭✹✳✸✳✺✮ ❛♥❞ ♦❢ Mu20 ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ✭✹✳✸✳✻✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✳✷✮
t♦ ✭✹✳✸✳✺✮ ❢♦r ✭✹✳✸✳✽✮ ✇✐t❤ ts = 20 ❛♥❞ κ = 0.05✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✻✿ ❚❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s st♦♣s t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ r❡st❛rt ❛❢t❡r t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ❤❛s
❞❡❝❛②❡❞✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
✇❤♦❧❡ ❝❡❧❧ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✼✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❦♥♦❝❦ ❞♦✇♥ ♦❢ t❤❡ ♠❘◆❆ t❛❦❡s ❧♦♥❣❡r✱ t❤❡♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✐s r❡t❛r❞❡❞ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s t✐♠❡✬s ♣❤❛s❡ ✐s ❣r❡❛t❡r✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❜②
❦♥♦❝❦✐♥❣ ❞♦✇♥ t❤❡ ♣❡r ♠❘◆❆ ✇❡ ❝❛♥ r❡st❛rt t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s t✐♠❡ ✇❤❡♥❡✈❡r ✇❡ ❞❡s✐r❡✳
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✭❛✮ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t u25 ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t
t❤❡s❡ t✐♠❡ ❝✉r✈❡s ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞
♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ✭✹✳✸✳✻✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✳✷✮ t♦ ✭✹✳✸✳✺✮ ❢♦r
✭✹✳✸✳✽✮ ✇✐t❤ ts = 25 ❛♥❞ κ = 0.05✳

✭❜✮ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ M ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✸✳✶✮
t♦ ✭✹✳✸✳✺✮✱ ♦❢ Mu25 ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ✭✹✳✸✳✻✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✳✷✮ t♦
✭✹✳✸✳✺✮ ❢♦r ✭✹✳✸✳✽✮ ✇✐t❤ ts = 25✱ κ = 0.05 ❛♥❞ ♦❢ Mu20

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ✭✹✳✸✳✻✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✳✷✮ t♦ ✭✹✳✸✳✺✮ ❢♦r ✭✹✳✸✳✽✮
✇✐t❤ ts = 20 ❛♥❞ κ = 0.05✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✼✿ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t✐♠❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ❞❡❝❛②s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❞✐✛❡r✲
❡♥t s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❧♦❝❦✬s ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❡❧❧ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡✳

◆❡①t✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❛♥❛❧♦❣♦✉s r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s✳ ■❢ ✇❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r ❣❡♥❡ ❜②

d

dt
M =vs

Kn
1

Kn
1 + Pn

N

(1− u)− vm
M

Km +M
✭✹✳✸✳✾✮

✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✭✹✳✸✳✶✮ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ✐♥ ✭✹✳✸✳✷✮ t♦ ✭✹✳✸✳✺✮ ✇✐t❤

u (t) :=

{

1 if 0 ≤ t ≤ ts

0 else
, ✭✹✳✸✳✶✵✮

ts = 20✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ r❡❝♦❣♥✐③❡ ❛ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✽✳

✭❛✮ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t u ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t
t❤❡s❡ t✐♠❡ ❝✉r✈❡s ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞
♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ✭✹✳✸✳✾✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✳✷✮ t♦ ✭✹✳✸✳✺✮ ❢♦r
✭✹✳✸✳✶✵✮ ✇✐t❤ ts = 20✳

✭❜✮ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ M ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✸✳✶✮
t♦ ✭✹✳✸✳✺✮ ❛♥❞ ♦❢ Mu ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ✭✹✳✸✳✾✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✳✷✮
t♦ ✭✹✳✸✳✺✮ ❢♦r ✭✹✳✸✳✶✵✮ ✇✐t❤ ts = 20✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✽✿ ■♥❤✐❜✐t✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r ❣❡♥❡ r❡st❛rts t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❧♦❝❦ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡
✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ st♦♣s✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❡❧❧ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡✳

❚❤❡ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r ♠❘◆❆ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜②

d

dt
P0 = ksM (1− u)− V1

P0

K1 + P0
+ V2

P1

K2 + P1
✭✹✳✸✳✶✶✮

✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✭✹✳✸✳✷✮ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✸✳✶✮ t♦ ✭✹✳✸✳✺✮✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✾✱ ✇❡ s❡❡ t❤❡ r❡s✉❧ts✳
❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ P❊❘ ♣r♦t❡✐♥ ❣♦❡s t♦ ③❡r♦ ❛♥❞ st❛rts ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❛❣❛✐♥ ✇❤❡♥
t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ P❊❘ st❛rts ❛❣❛✐♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✐♥ ❬✻✶✱ ❋✐❣✉r❡ ✸❪✳ ■♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t
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❝❡❧❧s ❛r❡ ❡①♣♦s❡❞ t♦ ❝②❝❧♦❤❡①✐♠✐❞❡ ✇❤✐❝❤ ✐♥❤✐❜✐ts t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ s②♥t❤❡s✐s ❛t t❤❡ r✐❜♦s♦♠❡s✳ ❚❤❡♥ t❤❡
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ P❊❘ ♣r♦t❡✐♥ ❞❡❝❛② ✐♥ ❛❧❧ ❝❡❧❧s ❛♥❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝②❝❧♦❤❡①✐♠✐❞❡ ✐s ✇❛s❤❡❞ ♦✉t t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s
st❛rt ❛❣❛✐♥ s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ❝❡❧❧s t❤❡♥ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡✐r ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❝❧♦❝❦✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✾✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❘◆❆ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣r♦t❡✐♥ ✐♥❤✐❜✐t✐♥❣ t❤❡
tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r ♠❘◆❆✳

✭❛✮ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t u ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t
t❤❡s❡ t✐♠❡ ❝✉r✈❡s ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞
♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ✭✹✳✸✳✶✮ t♦ ✭✹✳✸✳✺✮ ✇❤❡r❡ ✭✹✳✸✳✷✮ ✐s
r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✭✹✳✸✳✶✶✮ ❢♦r ✭✹✳✸✳✶✵✮ ✇✐t❤ ts = 20✳

✭❜✮ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ M ❛♥❞ P0 ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧
✭✹✳✸✳✶✮ t♦ ✭✹✳✸✳✺✮ ❛♥❞ ♦❢ Mu ❛♥❞ Pu

0 ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠
✭✹✳✸✳✶✮ t♦ ✭✹✳✸✳✺✮ ✇❤❡r❡ ✭✹✳✸✳✷✮ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✭✹✳✸✳✶✶✮
❢♦r ✭✹✳✸✳✶✵✮ ✇✐t❤ ts = 20✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✾✿ ■♥❤✐❜✐t✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r ♠❘◆❆ r❡st❛rts t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❧♦❝❦ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡
✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ st♦♣s✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❡❧❧ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡✳

❋♦r t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞❡❧ ❛s ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❜✉t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s

u (t) :=
1

4

(

cos

(

2π
t

24
+ ϕ

)

+ 1

)

✭✹✳✸✳✶✷✮

✇✐t❤ ϕ = π✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s r❡s✉❧t ❛s ❢♦r t❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❢♦r ✭✹✳✸✳✻✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✳✷✮ t♦ ✭✹✳✸✳✺✮
✇✐t❤ ✭✹✳✸✳✼✮ t❤❛t ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✹✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✶✵
✇❤❡r❡ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s t✐♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ t✐♠❡ ❢♦r ❛ s❤✐❢t ♦❢ 12 ❤♦✉rs ✐s
s❤♦✇♥ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ✭✹✳✸✳✶✮ t♦ ✭✹✳✸✳✺✮ ✇❤❡r❡ ✭✹✳✸✳✷✮ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✭✹✳✸✳✶✶✮ ❢♦r ✭✹✳✸✳✶✷✮
✇✐t ϕ = π✳

✭❛✮ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t u ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t
t❤❡s❡ t✐♠❡ ❝✉r✈❡s ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞
♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ✭✹✳✸✳✶✮ t♦ ✭✹✳✸✳✺✮ ✇❤❡r❡ ✭✹✳✸✳✷✮ ✐s
r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✭✹✳✸✳✶✶✮ ❢♦r ✭✹✳✸✳✶✷✮ ✇✐t❤ ϕ = π✳

✭❜✮ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s u ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
✭✹✳✸✳✶✷✮✱ ♦❢ M ❛♥❞ P0 ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✸✳✶✮
t♦ ✭✹✳✸✳✺✮ ❛♥❞ ♦❢ Mu ❛♥❞ Pu

0 ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ✭✹✳✸✳✶✮ t♦
✭✹✳✸✳✺✮ ✇❤❡r❡ ✭✹✳✸✳✷✮ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✭✹✳✸✳✶✶✮ ❢♦r ✭✹✳✸✳✶✷✮
✇✐t❤ ϕ = π✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✶✵✿ ■♥❤✐❜✐t✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r ♠❘◆❆ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ✇✐t❤ ❛ ♣❡r✐♦❞
♦❢ 24 ❤♦✉rs ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✹✳✸✳✶✷✮ s❤✐❢ts t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❧♦❝❦✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡
❛❜s❝✐ss❛ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❡❧❧ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡
♦r❞✐♥❛t❡✳
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❋❧② ❛♥❞ ♠❛♠♠❛❧✐❛♥ ♠♦❞❡❧s

◆❡①t✱ ✇❡ s❡t ✉♣ t✇♦ ♠♦❞❡❧s✱ ♦♥❡ s♣❡❝✐✜❝ ❢♦r ✢✐❡s ❛♥❞ ♦♥❡ s♣❡❝✐✜❝ ❢♦r ♠❛♠♠❛❧✐❛♥s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛ ❞❡❣r❛✲
❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❊❘ ♣r♦t❡✐♥ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤

d

dt
P0 = ksM − V1

P0

K1 + P0
+ V2

P1

K2 + P1
− µuP0 ✭✹✳✸✳✶✸✮

✇❤❡r❡ µ > 0✳ ❲❡ t❛❦❡ ♦✉r ♠✐♥✐♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✸✳✶✮ t♦ ✭✹✳✸✳✺✮ ✇❤❡r❡ ✭✹✳✸✳✷✮ ✐s ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❜② ✭✹✳✸✳✶✸✮
❢♦r ✢✐❡s✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t✱ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② t♦ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✶✵✱ t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ r❤②t❤♠ ✐s s❤✐❢t❡❞ ❜② ❛❜♦✉t ✶✷
❤♦✉rs ✐❢ ✇❡ ❛♣♣❧② ✭✹✳✸✳✶✷✮ ✇✐t❤ ϕ = π✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✶✶✳

✭❛✮ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t u ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t
t❤❡s❡ t✐♠❡ ❝✉r✈❡s ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞
♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ✭✹✳✸✳✶✮ t♦ ✭✹✳✸✳✺✮ ✇❤❡r❡ ✭✹✳✸✳✷✮ ✐s
r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✭✹✳✸✳✶✸✮ ❢♦r ✭✹✳✸✳✶✷✮ ✇✐t❤ ϕ = π ❛♥❞ µ = 1✳

✭❜✮ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s u ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
✭✹✳✸✳✶✷✮✱ ♦❢ M ❛♥❞ P0 ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✸✳✶✮
t♦ ✭✹✳✸✳✺✮ ❛♥❞ ♦❢ Mu ❛♥❞ Pu

0 ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ✭✹✳✸✳✶✮ t♦
✭✹✳✸✳✺✮ ✇❤❡r❡ ✭✹✳✸✳✷✮ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✭✹✳✸✳✶✸✮ ❢♦r ✭✹✳✸✳✶✷✮
✇✐t❤ ϕ = π ❛♥❞ µ = 1✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✶✶✿ ❆ ❢✉rt❤❡r ❛♥t✐ ♣❤❛s❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ P❊❘ ♣r♦t❡✐♥ s❤✐❢ts t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❧♦❝❦✳
❚❤❡ t✐♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❡❧❧
✈♦❧✉♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡✳

■♥ ♠❛♠♠❛❧s ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ❧✐❣❤t ✐♥❞✉❝❡s ♣❡r tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❡q✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ ✭✹✳✸✳✶✮ ❜②

d

dt
M = vs

Kn
1

Kn
1 + Pn

N

− vm
M

Km +M
+ γu exp (−̺M) ✭✹✳✸✳✶✹✮

✇❤✐❧❡ ✇❡ st✐❧❧ ✉s❡ ✭✹✳✸✳✷✮ t♦ ✭✹✳✸✳✺✮ ✇✐t❤ γ, ̺ > 0✳ ❚❤❡ t❡r♠ exp (−̺M) ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐❢ t❤❡r❡
✐s ❛ ❧♦t ♦❢ ♣❡r ♠❘◆❆✱ t❤❡♥ ❛ ❧✐❣❤t st✐♠✉❧✉s ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ♥♦t t❤❛t ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛s ✐t ✐s ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s
❛❧♠♦st ♥♦ ♣❡r ♠❘◆❆✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✉s❡ ̺ = 1✳

❘❛♥❣❡ ♦❢ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t

■♥ t❤❡ ♥❡①t ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡r✐♦❞s✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡
❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s

uTp (t) := 0.06 ·
(

cos

(

2π
t

Tp

)

+ 1

)

✭✹✳✸✳✶✺✮

✇❤♦s❡ ♣❡r✐♦❞ ❝❛♥ ❜❡ s❡t t♦ ❛♥② ♣❡r✐♦❞ Tp ✇❤❡r❡ Tp > 0✳ ❚❤❡ ♣❡r✐♦❞s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣❡❛❦s ♦❢
t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❡r ♠❘◆❆ ❞❡t❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❋✐♥❞❆r❣▼❛① ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ t ∈ [170, 220] ❤♦✉rs t♦ ❡①❝❧✉❞❡ ❡✛❡❝ts ❢r♦♠ t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t✳ ❲❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡
♠♦❞❡❧ ✭✹✳✸✳✶✮ t♦ ✭✹✳✸✳✺✮ ✇❤❡r❡ ✭✹✳✸✳✷✮ ✐s ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❜② ✭✹✳✸✳✶✸✮ ✇✐t❤ µ = 2✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤✐s ♠♦❞❡❧ t❤❡ ✢②
♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ 27.8 ❤♦✉rs ❢♦r Tp = 29✱ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ 27.7 ❤♦✉rs ❢♦r Tp = 28✱ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢
26.9 ❤♦✉rs ❢♦r Tp = 27✱ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ 26.0 ❤♦✉rs ❢♦r Tp = 26✱ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ 25.0 ❤♦✉rs ❢♦r Tp = 25✱ ❛ ♣❡r✐♦❞
♦❢ 24.0 ❤♦✉rs ❢♦r Tp = 24✱ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ 23.0 ❤♦✉rs ❢♦r Tp = 23✱ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ 22.0 ❤♦✉rs ❢♦r Tp = 22✱ ❛
♣❡r✐♦❞ ♦❢ 21.0 ❤♦✉rs ❢♦r Tp = 21✱ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ 19.9 ❤♦✉rs ❢♦r Tp = 20✱ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ 20.3 ❤♦✉rs ❢♦r Tp = 19
❛♥❞ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ 20.0 ❤♦✉rs ❢♦r Tp = 18✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✶✷❛✳

◆♦✇✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✸✳✶✹✮ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✭✹✳✸✳✶✮ ❛♥❞ st✐❧❧ ✉s❡ ✭✹✳✸✳✷✮ t♦ ✭✹✳✸✳✺✮ ✇✐t❤ γ = 2.5✳ ❲❡
❝❛❧❧ t❤✐s ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♠❛♠♠❛❧✐❛♥ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s t♦ ❛❞❛♣t ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧
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t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss r❡❛❧✐st✐❝ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣❡r✐♦❞✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢
23.8 ❤♦✉rs ❢♦r Tp = 26✱ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ 24.3 ❤♦✉rs ❢♦r Tp = 25✱ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ 23.6 ❤♦✉rs ❢♦r Tp = 24✱ ❛ ♣❡r✐♦❞
♦❢ 22.6 ❤♦✉rs ❢♦r Tp = 23✱ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ 23.8 ❤♦✉rs ❢♦r Tp = 22 ❛♥❞ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ 22.0 ❤♦✉rs ❢♦r Tp = 21✳
❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✶✷❜✳

■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t✱ ✇❤❡r❡❜② t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r ✐♥ ✢✐❡s ✭✽
❤♦✉rs✱ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✶✷❛✮ t❤❛♥ ✐♥ ♠❛♠♠❛❧s ✭✷ ❤♦✉rs✱ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✶✷❜✮✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ r❛♥❣❡ ♦❢
❡♥tr❛✐♥♠❡♥t ✐s r❡♣♦rt❡❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❬✹✱ ❋✐❣✉r❡ ✷❪✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✶✷✿ ❖♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ Tp ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❩❡✐t❣❡❜❡r ✐s ♣❧♦tt❡❞ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐✲
♥❛t❡ t❤❡ ❡♥tr❛✐♥❡❞ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❝❧♦❝❦ ✐s ♣❧♦tt❡❞✳ ❚❤❡ ♦r❛♥❣❡ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❡♥tr❛✐♥✲
♠❡♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❩❡✐t❣❡❜❡r ✐s ❡①❛❝t❧② ❛❞♦♣t❡❞✳ ✭❛✮ ❉❛t❛ ♣♦✐♥ts ❢♦r t❤❡ ❜❧✉❡
❣r❛♣❤✿ (18, 20.0)✱ (19, 20.3) , (20, 19.9)✱ (21, 21.0)✱ (22, 22.0)✱ (23, 23.0)✱ (24, 24.0)✱ (25, 25.0)✱ (26, 26.0)✱
(27, 26.9)✱ (28, 27.7)✱ (29, 27.8)✳ ✭❜✮ ❉❛t❛ ♣♦✐♥ts ❢♦r t❤❡ ❜❧✉❡ ❣r❛♣❤✿ (18, 23.7)✱ (19, 22.4)✱ (20, 23.3)✱
(21, 22.0)✱ (22, 23.8)✱ (23, 22.6)✱ (24, 23.6)✱ (25, 24.3)✱ (26, 23.8)✱ (27, 21.7)✱ (28, 23.0)✱ (29, 24.3)✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ t❤❛t t❤❡ ❡♥tr❛✐♥❡❞ ♣❡r✐♦❞ ✐s ❝♦♥st❛♥t ❢♦r t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t ❛❢t❡r
❛ tr❛♥s✐❡♥t s❤♦✇ ❢♦r t❤❡ ♠❛♠♠❛❧✐❛♥ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣❡r✐♦❞s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t ❛r❡ ♦♥❧②
❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥ r❛♥❣❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ r❛♥❣❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ❝❤❛♥❣❡s✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✶✸✳ ❚❤❡s❡
r❛♥❣❡s ❢♦❧❧♦✇ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ t❤✉s ♦s❝✐❧❧❛t❡✳❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✱ s❡❡ ❬✹✸❪ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ♣❡r✐♦❞s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲✐t❤ t❤❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❋✐♥❞❆r❣▼❛①✱ ✇❡
s✉❜tr❛❝t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ t❤❡ ♠❘◆❆ M ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [190 + Tn, 210 + Tn] ❢r♦♠ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢
t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ t❤❡ ♠❘◆❆ M ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [167 + Tn, 180 + Tn] ✇❤❡r❡ Tn := 24n✱ n ≥✵✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐s
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❤♦✉rs✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ n ∈ {1, ..., 15} ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡♥tr❛✐♥❡❞ ♣❡r✐♦❞ ❛t ❡❛❝❤
❞❛②✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✶✹ ✇❡ ♣❧♦t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t✐♠❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ M ✇❤❡r❡ ✇❡ ❛❧s♦ s❡❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❡✛❡❝ts ❢♦r t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ t❤❛t ♠❡❛♥s ❝♦♥st❛♥t ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❢♦r t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t ❛♥❞ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣
❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ t✐♠❡ ❝✉r✈❡s t❤❡ ❞❛t❛ ❢♦r ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✶✸ ✐s
❣❡♥❡r❛t❡❞✳



✹✳✸✳ ❊❳❚❊❘◆❆▲ ❙❚■▼❯▲■ ❆◆❉ ❆ ❈■❘❈❆❉■❆◆ ❈▲❖❈❑ ▼❖❉❊▲ ✸✾

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✶✸✿ P❡r✐♦❞ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡r✐♦❞s ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❩❡✐t❣❡❜❡r ❢♦r t❤❡ ♠❛♠✲
♠❛❧✐❛♥ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❡♥tr❛✐♥❡❞ ♣❡r✐♦❞s ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ❛❢t❡r ❛ tr❛♥s✐❡♥t ❢♦r t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡♥✲
tr❛✐♥♠❡♥t ❛♥❞ ♦s❝✐❧❧❛t❡ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t✳ ❖♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ t❤❡ ❞❛② n ✐s
♣❧♦tt❡❞ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡ t❤❡ ❡♥tr❛✐♥❡❞ ♣❡r✐♦❞ ✐s ♣❧♦tt❡❞✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❛s ❢♦❧✲
❧♦✇s✳ ❋♦r T = 21✿ (0, 22.1)✱ (1, 22.0)✱ (2, 21.9)✱ (3, 22.0)✱(4, 22.2)✱ (5, 22.5)✱ (6, 23.1)✱ (7, 23.6)✱
(8, 23.8)✱(9, 23.5)✱(10, 23.0)✱(11, 22.5)✱(12, 22.2)✱(13, 21.9)✱ (14, 21.9)✱ (15, 22.0)✳ ❋♦r T = 22✿
(0, 23.8)✱ (1, 23.4)✱(2, 23.1)✱ (3, 22.8)✱ (4, 22.6)✱(5, 22.4)✱ (6, 22.3)✱ (7, 22.2)✱ (8, 22.2)✱ (9, 22.1)✱(10, 22.1)✱
(11, 22.1)✱(12, 22.1)✱ (13, 22.0)✱ (14, 22.0)✱ (15, 22.0)✳ ❋♦r T = 23✿ (0, 22.6)✱(1, 22.7)✱ (2, 22.8)✱ (3, 22.9)✱
(4, 22.9)✱ (5, 22.9)✱ (6, 23.0)✱ (7, 23.0)✱ (8, 23.0)✱ (9, 23.0)✱ (10, 23.0)✱ (11, 23.0)✱ (12, 23.0)✱ (13, 23.0)✱
(14, 23.0)✱ (15, 23.0)✳ ❋♦r T = 24✿ (0, 23.6)✱ (1, 23.7)✱ (2, 23.8)✱ (3, 23.8)✱ (4, 23.9)✱ (5, 23.9)✱ (6, 23.9)✱
(7, 23.9)✱(8, 23.9)✱ (9, 23.9)✱ (10, 24.0)✱ (11, 24.0)✱ (12, 24.0)✱ (13, 24.0)✱ (14, 24.0)✱(15, 24.0)✳ ❋♦r T = 25✿
(0, 24.3)✱(1, 24.3)✱ (2, 24.3)✱ (3, 24.3)✱ (4, 24.2)✱ (5, 24.0)✱ (6, 23.8)✱ (7, 23.4)✱ (8, 22.7)✱ (9, 22.0)✱(10, 21.5)✱
(11, 21.9)✱ (12, 22.9)✱ (13, 23.6)✱ (14, 24.0)✱ (15, 24.2)✳ ❋♦r T = 26✿ (0, 23.8)✱ (1, 23.0)✱ (2, 22.1)✱ (3, 21.6)✱
(4, 22.2)✱ (5, 23.4)✱ (6, 24.1)✱ (7, 24.3)✱ (8, 24.3)✱ (9, 24.1)✱ (10, 23.5)✱ (11, 22.7)✱ (12, 21.8)✱ (13, 21.7)✱
(14, 22.8)✱ (15, 23.8)✳
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✭❛✮ T = 21 ✭❜✮ T = 22

✭❝✮ T = 23 ✭❞✮ T = 24

✭❡✮ T = 25 ✭❢✮ T = 26

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✶✹✿ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ M ❢♦r t❤❡ ♠❛♠♠❛❧✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡r✐♦❞s ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❩❡✐t❣❡✲
❜❡r✳ ❲❡ s❡❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❢♦r t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣❡r✐♦❞s t❤❛t ❛r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢
❡♥tr❛✐♥♠❡♥t ❛♥❞ ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❢♦r t❤❡ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❩❡✐t❣❡❜❡r t❤❛t ❞♦ ♥♦t
❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❤♦✉rs ♦♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❡❧❧ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡✳

❈♦♥st❛♥t ❧✐❣❤t

❲❡ ❝❤♦♦s❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜②

uc (t) = c ✭✹✳✸✳✶✻✮

t❤❛t ❝❛✉s❡s ❛ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ P0 ♦r ❛ ❢✉rt❤❡r tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ M ✳ ❲❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣❡r✐♦❞s ❜② ❞❡t❡❝t✐♥❣
t❤❡ ♣❡❛❦s ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❡r ♠❘◆❆ ✇✐t❤ t❤❡ ❋✐♥❞❆r❣▼❛① ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ t ∈ [80, 120] ❤♦✉rs✳

❲❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ✢② ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ µ = 1 ❛♥❞✱ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s✱
✇❡ ✜rst ♦❜t❛✐♥ ❛ s❤♦rt❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ ❢r♦♠ ❛ t✉r♥✐♥❣ ♣♦✐♥t ❛♥ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✉♥t✐❧
✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♥② ♠♦r❡ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ ❛rr❤②t❤♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✶✺ ❢♦r ❛ str♦♥❣
✐♥t❡♥s✐t② ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❢❛❞❡ ✉♥t✐❧ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❤②t❤♠ ❛♥② ♠♦r❡ ❛♥❞ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✶✻ ❢♦r ❛ ✇❡❛❦
✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐s ❞❛♠♣❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❞❡t❛✐❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✭✐♥ ❤♦✉rs✮ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ 23.7 ❢♦r c = 0✱ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ 23.5
❢♦r c = 0.1✱ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ 23.4 ❢♦r c = 0.2✱ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ 23.7 ❢♦r c = 0✳✸✱ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ 24.5 ❢♦r c = 0.4✱ ❛
♣❡r✐♦❞ ♦❢ 25.4 ❢♦r c = 0.5✱ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ 26.4 ❢♦r c = 0.6✱ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ 27.4 ❢♦r c = 0.7✱ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ 28.5
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❢♦r c = 0.8✱ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ 29.6 ❢♦r c = 0.9 ❛♥❞ ❢r♦♠ c = 1 t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❛t ✇❡❛❦ t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ t❤✐s
st❛t❡ ❛rr❤②t❤♠✐❝✳

✭❛✮ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t u ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t
t❤❡s❡ t✐♠❡ ❝✉r✈❡s ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞
♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ✭✹✳✸✳✶✮ t♦ ✭✹✳✸✳✺✮ ✇❤❡r❡ ✭✹✳✸✳✷✮ ✐s
r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✭✹✳✸✳✶✸✮ ❢♦r ✭✹✳✸✳✶✻✮ ✇✐t❤ µ = 1 ❛♥❞ c = 1✳

✭❜✮ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ M ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✸✳✶✮
t♦ ✭✹✳✸✳✺✮ ❛♥❞ ♦❢ Mu ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ✭✹✳✸✳✶✮ t♦ ✭✹✳✸✳✺✮
✇❤❡r❡ ✭✹✳✸✳✷✮ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✭✹✳✸✳✶✸✮ ❢♦r ✭✹✳✸✳✶✻✮ ✇✐t❤
µ = 1 ❛♥❞ c = 1✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✶✺✿ ❆ str♦♥❣ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ❝❛✉s❡s ❛rr❤②t❤♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛s t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s
❛r❡ ❞❛♠♣❡♥❡❞ ♦✛✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❤♦✉rs ♦♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❡❧❧ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡✳

✭❛✮ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t u ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t
t❤❡s❡ t✐♠❡ ❝✉r✈❡s ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞
♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ✭✹✳✸✳✶✮ t♦ ✭✹✳✸✳✺✮ ✇❤❡r❡ ✭✹✳✸✳✷✮ ✐s
r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✭✹✳✸✳✶✸✮ ❢♦r ✭✹✳✸✳✶✻✮ ✇✐t❤ µ = 1 ❛♥❞ c = 0.5✳

✭❜✮ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ M ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✸✳✶✮
t♦ ✭✹✳✸✳✺✮ ❛♥❞ ♦❢ Mu ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ✭✹✳✸✳✶✮ t♦ ✭✹✳✸✳✺✮
✇❤❡r❡ ✭✹✳✸✳✷✮ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✭✹✳✸✳✶✸✮ ❢♦r ✭✹✳✸✳✶✻✮ ✇✐t❤
µ = 1 ❛♥❞ c = 0.5✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✶✻✿ ❆ ✇❡❛❦ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ❝❛✉s❡s ❞❛♠♣❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛✲
t✐♦♥s✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡② ❛r❡ st✐❧❧ ✈✐s✐❜❧❡✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❤♦✉rs ♦♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❡❧❧ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡✳

◆♦✇✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♠❛♠♠❛❧✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r γ = 2✳ ❚❤✐s ❝❛✉s❡s t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧s♦ s❤♦✇s
❛rr❤②t❤♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r c = 1✳ ❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t µ ❛♥❞ γ ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❛rr❤②t❤♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r
❛❧✇❛②s ♦❝❝✉rs ❢♦r c = 1✳ ❆s t❤❡s❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s u✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦
t❛❦❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r µ ❛♥❞ γ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛❜♦✉t t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡♥tr❛✐♥♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❝❛✉s❡
t❤❛t t❤❡ ❛rr❤②t❤♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r t❤❡ ✢② ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛♠♠❛❧✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ✇♦✉❧❞ ❛♣♣❡❛r ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
c✳

❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ❢♦r t❤❡ ♠❛♠♠❛❧✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ❜❡❝♦♠❡s s❤♦rt❡r ✉♥t✐❧ c = 0.4 ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡
♣❡r✐♦❞ ❜❡❝♦♠❡s ❧♦♥❣❡r ✉♥t✐❧ t❤❡ st✐♠✉❧✉s ✐s s♦ str♦♥❣ t❤❛t ♥♦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡❝t❛❜❧❡ ❛♥② ♠♦r❡✳ ❚❤❡
✜❣✉r❡s ✐♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❧♦♦❦ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛st ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ■♥ ❞❡t❛✐❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✭✐♥
❤♦✉rs✮ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ 23.7 ❢♦r c = 0✱ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ 22.8 ❢♦r c = 0.1✱ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ 22.2 ❢♦r c = 0.2✱ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢
21.7 ❢♦r c = 0.3✱ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ 21.5 ❢♦r c = 0.4✱ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ 21.5 ❢♦r c = 0.5✱ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ 21.8 ❢♦r c = 0.6✱
❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ 22.3 ❢♦r c = 0.7✱ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ 22.9 ❢♦r c = 0.8 ❛♥❞ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ 23.7 ❢♦r c = 0.9✳ ❋r♦♠ c = 1
t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❛t ✇❡❡❦ t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ t❤✐s st❛t❡ ❛rr❤②t❤♠✐❝✳

❋r♦♠ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❢♦r ❛ s♠❛❧❧ r❛♥❣❡ ❛ ✇❡❛❦ ✐❧❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ❝❛✉s❡s ❛ s❤♦rt❡♥✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✐♥ t❤❡ ✢② ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❧❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❤✉❣❡ r❛♥❣❡ ✇❤❡r❡ ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ❧❡♥❣t❤❡♥s
t❤❡ ♣❡r✐♦❞✳ ■♥ t❤❡ ♠❛♠♠❛❧✐❛♥ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ❛ t✉r♥✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❡r✐♦❞
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✐s ❧❡♥❣t❤❡♥❡❞ ❜② ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ❛♥❞ t❤✐s ♣♦✐♥t ❝♦♠❡s ❧❛t❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ✢② ♠♦❞❡❧✱ s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✶✼✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✐s s❤♦rt❡♥❡❞ ♦r ❧❡♥❣t❤❡♥❡❞ ❜②
❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ❝❛♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✢② ♦r ♠❛♠♠❛❧✐❛♥✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❝❛✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✉r♥✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✇❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❤❛♥❣❡s
✐ts ❜❡❤❛✈✐♦r ❢r♦♠ s❤♦rt❡♥✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ t♦ ❧❡♥❣t❤❡♥✐♥❣ ✐t ♦r ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ s❧♦♣❡ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥t t♦
t❤❡ ♥❡①t ♦♥❡✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✶✼✳ ▼♦r❡♦✈❡r ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ✐❢ t❤❡ t✉r♥✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐s ♥♦t ✐♥ t❤❡
r❛♥❣❡ ✐♥ ✇❤❛t ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ♦✉r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡♥ ✇❡ ❥✉st ✜♥❞ ❛ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✳ ❲❡
r❡♠❛r❦ t❤❛t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ♠♦st❧② ❥✉st ✐♥ ❛ s❤♦rt r❛♥❣❡ ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ✐❧❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠❛①✐♠✉♠
❛❜♦✉t ✶✵✵✵✵✵ ❧✉①✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ❜❡❧♦✇ t❤✐s ♥❛t✉r❛❧ ❞❛②❧✐❣❤t
✐❧❧✉♠✐♥❛♥❝❡ t❤❡♥ ✐t ♠❛② ❤❛♣♣❡♥ t❤❛t ♦♥❡ ❞✐s❝♦✈❡rs ❥✉st t❤❡ s❤♦rt❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✳ ■❢ t❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛♥❝❡
✐s t♦♦ str♦♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❥✉st ❛ s❤♦rt r❛♥❣❡ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✐s s❤♦rt❡♥❡❞
✭✢② ♠♦❞❡❧✮✱ t❤❡♥ ♦♥❡ ❛❧s♦ ❥✉st ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s t❤❡ ❧❡♥❣t❤❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✳ ■♥ ❬✸✱ ❋✐❣✉r❡ ✷❪✱ ✇❡ s❡❡ t❤❡
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✉♥❞❡r ❝♦♥st❛♥t ❧✐❣❤t ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝✐❡s✳ ❲❡ str❡ss t❤❛t ♠♦st ❝✉r✈❡s t❤❡r❡ ❛r❡
♣♦❧②❣♦♥✲❧✐❦❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ t♦ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❥✉st t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡
❛❧♠♦st ❛❧❧ ❝✉r✈❡s ✭❡①❝❡♣t ♦♥❡ ❛s ❢❛r ❛s ✇❡ ❝❛♥ r❡❝♦❣♥✐③❡✮ ❡✐t❤❡r ✜rst ❢❛❧❧ ❛♥❞ t❤❡♥ r✐s❡ ✭♥♦❝t✉r♥❛❧ ❜✐r❞s✮
♦r ♦♥❧② r✐s❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ t♦ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ✐♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s t❤❡
r❛♥❣❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✐s s❤♦rt❡♥❡❞ ✐s s♠❛❧❧ ♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞
t✉r♥✐♥❣ ♣♦✐♥t✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❬✸✵✱ ❚❛❜❧❡ ■■■❪ ❛♥❞ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❣❛♥✐s♠s ♦r ♠✉t❛♥ts
❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❛♥❣❡s ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t② ✇❤❡r❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t st✐♠✉❧✉s ❝❛✉s❡s s❤♦rt❡♥✐♥❣ ♦r ❧❡♥❣t❤❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡
♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❝❧♦❝❦✳ ❚❤✉s ✐❢ ❛ ♣❡r✐♦❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ♦r ❞❡❝r❡❛s❡s ✐❢ t❤❡ ♦r❣❛♥✐s♠ ♦r ♠✉t❛♥t ✐s
❡①♣♦s❡❞ ✜rst t♦ ❝♦♥st❛♥t ❧✐❣❤t ❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♥st❛♥t ❞❛r❦♥❡ss ♦r t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛② r♦✉♥❞✱ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✐❢ t❤❡
✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❧✐❣❤t ✐s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣r❛♣❤ ✐s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s
♣❡r✐♦❞ ♦r ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❧♦❝❦ t❛❦❡s ✐ts ❢r❡❡ r✉♥♥✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✱ ✐t s❤♦rt❡♥s ♦r ❧❡♥❣t❤❡♥s
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✐ts ♣❡r✐♦❞ ✐♥ ❝♦♥st❛♥t ❧✐❣❤t✳ ❲❡ str❡ss t❤❛t ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇✐t❤ ♠✉t❛♥ts t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t✉r♥✐♥❣ ♣♦✐♥t ♠✐❣❤t ❜❡ ❛t ❛ ✐♥t❡♥s✐t② ❜❡✐♥❣ s♦ ❤✐❣❤ t❤❛t ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤♦✉t
❝❛✉s✐♥❣ ❞❛♠❛❣❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦r❣❛♥✐s♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❡❡ ❜♦t❤ ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✱ t❤❛t ♠❡❛♥s
s❤♦rt❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❧❡♥❣t❤❡♥✐♥❣✳

❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t ✐❢ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❞♦ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❢♦r t❤❡
✐❧❧✉♠✐♥❛♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡♣❧❛❝❡ u ❜② ln (1 + u)✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✜tt✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r µ ♦r γ✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✶✼✿ ❖♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛♥❝❡ c ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ♣❡r✐♦❞
❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✢② ❛♥❞ t❤❡ ♠❛♠♠❛❧✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ✉♥❞❡r ❝♦♥st❛♥t st✐♠✉❧✉s✱ s❡❡ t❡①t
❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡ ❜r♦✇♥ ❛♥❞ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡ ✐s ❢r♦♠ t❤❡ ✢② ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❡❡♥ ❛♥❞ r❡❞ ♦♥❡ ✐s ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛♠♠❛❧✐❛♥
♠♦❞❡❧✳

P❤❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❝✉r✈❡s

◆♦✇ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ ✇❤❡♥ ❛ s❤♦rt ♣✉❧s❡ ♦❢ ❧✐❣❤t ✐s ❣✐✈❡♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❝❧♦❝❦ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛✉s❡ ❛ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s
❝❧♦❝❦✳ ❲❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ✢② ♠♦❞❡❧✳ ■❢ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ❧✐❣❤t ♣✉❧s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ P❊❘ ♣r♦t❡✐♥
✐s ❤✐❣❤✱ t❤❡♥ ✇❡ r❡st❛rt t❤❡ ❝✐r❝❛❞✐❛♥ ❝❧♦❝❦✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✶✽ ❛♥❞ s❤✐❢t ✐t ❜② ❛❜♦✉t ❡✐❣❤t ❤♦✉rs✳ ■❢ ✇❡
❣✐✈❡ t❤❡ ❧✐❣❤t ♣✉❧s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ P❊❘ ♣r♦t❡✐♥ ✐s ❧♦✇✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝❧♦❝❦ ✐s ❤❛r❞❧② ❡✛❡❝t❡❞✱
s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✶✾✳ ❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t ✇❡ ♦❜t❛✐♥ s✐♠✐❧❛r ✜❣✉r❡s ❢♦r t❤❡ ♠❛♠♠❛❧✐❛♥ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛
s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ❝❧♦❝❦ ✐❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r ♠❘◆❆ ✐s ❧♦✇ ❛♥❞ ❛❧♠♦st ♥♦ ❡✛❡❝t ✐❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢



✹✳✸✳ ❊❳❚❊❘◆❆▲ ❙❚■▼❯▲■ ❆◆❉ ❆ ❈■❘❈❆❉■❆◆ ❈▲❖❈❑ ▼❖❉❊▲ ✹✸

♣❡r ♠❘◆❆ ✐s ❤✐❣❤✳ ❚❤❡ ♦♥❡ ❤♦✉r ❧✐❣❤t ♣✉❧s❡ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♣❡rt✉r❜ t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❝❧♦❝❦ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s
❢♦❧❧♦✇s

ut0,c (t) :=

{

c if t ∈ [t0, t0 + 1]

0 else
✭✹✳✸✳✶✼✮

✇❤❡r❡ c > 0 ❛♥❞ t0 ≥ 0✳

✭❛✮ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t u ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t
t❤❡s❡ t✐♠❡ ❝✉r✈❡s ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞
♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ✭✹✳✸✳✶✮ t♦ ✭✹✳✸✳✺✮ ✇❤❡r❡ ✭✹✳✸✳✷✮ ✐s
r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✭✹✳✸✳✶✸✮ ✇✐t❤ µ = 1 ❢♦r ✭✹✳✸✳✶✼✮ ✇✐t❤ t0 = 14

❛♥❞ c = 20✳

✭❜✮ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ M ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✸✳✶✮
t♦ ✭✹✳✸✳✺✮ ❛♥❞ ♦❢ Mu ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ✭✹✳✸✳✶✮ t♦ ✭✹✳✸✳✺✮
✇❤❡r❡ ✭✹✳✸✳✷✮ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✭✹✳✸✳✶✸✮ ✇✐t❤ µ = 1 ❢♦r
✭✹✳✸✳✶✼✮ ✇✐t❤ t0 = 14 ❛♥❞ c = 20✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✶✽✿ ❆ ♦♥❡ ❤♦✉r ❧✐❣❤t ♣✉❧s❡ ❝❛✉s✐♥❣ ❛ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ P❊❘ ♣r♦t❡✐♥ ❛t ❛ ❤✐❣❤ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢
P❊❘ ♣r♦t❡✐♥ ✐♥❞✉❝❡s ❛ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ P❊❘ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❤♦✉rs ♦♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛
❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❡❧❧ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡✳

✭❛✮ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t u ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t
t❤❡s❡ t✐♠❡ ❝✉r✈❡s ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞
♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ✭✹✳✸✳✶✮ t♦ ✭✹✳✸✳✺✮ ✇❤❡r❡ ✭✹✳✸✳✷✮ ✐s
r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✭✹✳✸✳✶✸✮ ✇✐t❤ µ = 1 ❢♦r ✭✹✳✸✳✶✼✮ ✇✐t❤ t0 = 2

❛♥❞ c = 20✳

✭❜✮ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ M ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✸✳✶✮
t♦ ✭✹✳✸✳✺✮ ❛♥❞ ♦❢ Mu ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ✭✹✳✸✳✶✮ t♦ ✭✹✳✸✳✺✮
✇❤❡r❡ ✭✹✳✸✳✷✮ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✭✹✳✸✳✶✸✮ ✇✐t❤ µ = 1 ❢♦r
✭✹✳✸✳✶✼✮ ✇✐t❤ t0 = 2 ❛♥❞ c = 20✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✶✾✿ ❆ ♦♥❡ ❤♦✉r ❧✐❣❤t ♣✉❧s❡ ❞♦❡s ♥♦t s❤✐❢t t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❧♦❝❦ ✐❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ✐s
❣✐✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ P❊❘ ♣r♦t❡✐♥ ✐s ❧♦✇✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❤♦✉rs ♦♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❛♥❞
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❡❧❧ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✷✵✱ ✇❡ s❡❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❝✉r✈❡s ❢♦r ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ✭✹✳✸✳✶✼✮ ✇✐t❤
c = 1 ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧② µ = 2 ❛♥❞ γ = 2.5✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❤♦✉rs ✇❤❡r❡ ✇❡
s✉❜tr❛❝t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r ♠❘◆❆ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ♠♦❞❡❧ ❜❡t✇❡❡♥
t = 85 ❛♥❞ t = 95 ❢r♦♠ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r ♠❘◆❆ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞
♠♦❞❡❧ ✭✹✳✸✳✶✮ t♦ ✭✹✳✸✳✺✮ ❜❡t✇❡❡♥ t = 80 ❛♥❞ t = 90✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② t❤❡
▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❋✐♥❞❆r❣▼❛①✳ P❤❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❬✹✻✱ ✹✷✱ ✹✺❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r ♠❘◆❆ ✐s ❛❜♦✉t ✺ ❤♦✉rs
❛❤❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ P0✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✷ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡
♠❛♠♠❛❧✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ✇❡ s❤✐❢t t0 ❜② ✺ ❤♦✉rs s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❤❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✢② ♠♦❞❡❧ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❜♦t❤ ♣❤❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❝✉r✈❡s ♠♦r❡ ❡❛s✐❧② ✐♥ ♦♥❡ ✜❣✉r❡✳ ❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t ♦✉r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
♣❤❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❝✉r✈❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦✉rs❡ ❛s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝✉r✈❡s ❛♥❞ ❡✈❡♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s❤✐❢t ✜ts ✇❡❧❧ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✷✵✿ ❖♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ t✐♠❡ t0 ✇❤❡♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ✭✹✳✸✳✶✼✮ ❢♦r c = 1 ✐s
❣✐✈❡♥✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s µ = 2 ❛♥❞ γ = 2.5✳ ❚❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧
st✐♠✉❧✉s ✐s ♦♥❡ ❤♦✉r✳ ❖♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❡❛❦ ♦❢ M ❛♥❞
Mu✱ t❤❛t ♠❡❛♥s argmaxt∈[80,90]M − argmaxt∈[80,90]M

u ✇❤❡r❡ M ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞
♠♦❞❡❧ ✭✹✳✸✳✶✮ t♦ ✭✹✳✸✳✺✮ ❛♥❞ Mu ♦♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✢② ♠♦❞❡❧✱ ❜r♦✇♥ ❝✉r✈❡✱ ❛♥❞ ♦♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛♠♠❛❧✐❛♥
♠♦❞❡❧✱ ❣r❡❡♥ ❝✉r✈❡✳

❈❡♥tr❛❧ ❛♥❞ ♣❡r✐♣❤❡r❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs

■♥ t❤❡ ♥❡①t ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t s❡✈❡r❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❝❛♥ ❜❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❜② ♦✉r ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦ ❛s ❢♦❧❧♦✇s t♦ ❢✉rt❤❡r ✐❧❧✉str❛t❡ ✐ts r❛♥❣❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t②✳ ❆ ✜rst ♦s❝✐❧❧❛t♦r r❡❛❝ts t♦ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐
✐♥ t❤❡ ✇❛② ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦r r❡❝❡✐✈❡s ❛ s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ♦s❝✐❧❧❛✲
t♦r t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s t♦ ❛♥ ❛❣❡♥t ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❛♥❞ t❤✉s t❤✐s s✐❣♥❛❧ ❛❝ts ❛s t❤❡ ✏❡①t❡r♥❛❧
st✐♠✉❧✉s✑ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✳

❆ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❝❧♦❝❦✱ ♦❢ ❝♦✉♣❧❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✐s t❤❡ s✐❣✲
♥❛❧✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s✉♣r❛❝❤✐❛s♠❛t✐❝ ♥✉❝❧❡✉s ✭❙❈◆✮ t♦ t❤❡ ♣❡r✐♣❤❡r❛❧ t✐ss✉❡ t♦ s②♥❝❤r♦♥✐③❡ t❤❡ ♣❡r✐♣❤❡r❛❧
❝❧♦❝❦s ❬✷✹❪✳ ❚❤❡ ❙❈◆ ✐s ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥ ♦❢ ♠❛♠♠❛❧s t❤❛t ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❝✐r❝❛❞✐❛♥ ❝❧♦❝❦ ❛♥❞ ❝❛♥
❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♠❛st❡r ❝❧♦❝❦ t❤❛t ❡♥tr❛✐♥s t❤❡ ❜♦❞② ❝❧♦❝❦s ✐♥ ♣❡r✐♣❤❡r❛❧ t✐ss✉❡✳ ❖✉r ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤✐s
❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ ❙❈◆ ✐s t❤❡ ✜rst ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❛♥❞ ✐ts ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ✐s ❧✐❣❤t✱ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧
st✐♠✉❧✉s ❢♦r t❤❡ ♣❡r✐♣❤❡r❛❧ ❝❧♦❝❦✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✱ ❝❛♥ ❜❡ ❤♦r♠♦♥❡s✱ ♥❡✉r♦♥❛❧ ❛❝t✐✈✐t②
♦r ❜♦❞② t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ■❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ s✐❣♥❛❧s ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ♣❡r ♠❘◆❆ ♦r ♦❢ t❤❡
✭♣❤♦s♣❤♦r②❧❛t❡❞✮ P❊❘ ♣r♦t❡✐♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦✉♣❧❡ t❤❡s❡ t✇♦ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❲❡ t❛❦❡ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✸✳✶✮ t♦ ✭✹✳✸✳✺✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst ♦s❝✐❧❧❛t♦r ✐s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧
st✐♠✉❧✉s✱ t❤❛t ♠❡❛♥s ✭✹✳✸✳✷✮ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✭✹✳✸✳✶✸✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ✇✐t❤ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛❣❡♥ts
M̃ ✱ P̃0✱ P̃1✱ P̃2 ❛♥❞ P̃N ✐s ❛❧s♦ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛♥❛❧♦❣♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥s ❛s ✭✹✳✸✳✶✮ t♦ ✭✹✳✸✳✺✮ ❛♥❞ ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ t♦
t❤❡ ✜rst ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❛❧s♦ ✭✹✳✸✳✷✮ ❜②

d

dt
P̃0 = ksM̃ − V1

P̃0

K1 + P̃0

+ V2
P̃1

K2 + P̃1

− µ̃P̃ 0P0 ✭✹✳✸✳✶✽✮

✇✐t❤ µ̃ > 0✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ P̃0 ✐❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ P0 ❛♥❞ P̃0 ✐s ❤✐❣❤ ❛t
t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ P0 ✐s tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❜② ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ s♦♠❡ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♣❛t❤✇❛② t♦ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝✱ t❤❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ P̃0 ❝♦rr❡❧❛t❡s t♦ ❛ ❤✐❣❤ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ P0 ❛♥❞ P̃0

❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✷✶✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ✐s s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ t♦ ❛ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t
♦❢ π ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❛❢t❡r t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t✳
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✭❛✮ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ✇❤❡r❡ t❤❡
❛❣❡♥ts M̃ ✱ P̃0✱ P̃1✱ P̃2 ❛♥❞ P̃N ❢✉❧✜❧❧ ❛♥❛❧♦❣ ❡q✉❛t✐♦♥s
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✭✹✳✸✳✶✮ t♦ ✭✹✳✸✳✺✮ ✇❤❡r❡ ✭✹✳✸✳✷✮ ✐s r❡✲
♣❧❛❝❡❞ ❜② ✭✹✳✸✳✶✽✮ ❛♥❞ µ̃ = 0.5✳

✭❜✮ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s u ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
✭✹✳✸✳✶✷✮✱ ♦❢ M ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✸✳✶✮ t♦
✭✹✳✸✳✺✮✱ ♦❢ M̃ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ♠♦❞❡❧ ❧✐❦❡
✭✹✳✸✳✶✮ t♦ ✭✹✳✸✳✺✮ ✇❤❡r❡ ✭✹✳✸✳✷✮ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✭✹✳✸✳✶✽✮
✇✐t❤ µ̃ = 0.5 ❛♥❞ ♦❢ Mu ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ✭✹✳✸✳✶✮ t♦
✭✹✳✸✳✺✮ ✇❤❡r❡ ✭✹✳✸✳✷✮ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✭✹✳✸✳✶✸✮ ✇✐t❤ µ = 1

❢♦r ✭✹✳✸✳✶✷✮✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✷✶✿ ❆ ♣❡r✐♣❤❡r❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ♦❢ π t♦ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❧♦❝❦✳ ❚❤❡ t✐♠❡
✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❤♦✉rs ♦♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❡❧❧
✈♦❧✉♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡✳

❆ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♥♦ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞❡❧

d

dt
P̃0 = ksM̃ − V1

P̃0

K1 + P̃0

+ V2
P̃1

K2 + P̃1

− µ̃P̃ 0 exp (−βP0) ✭✹✳✸✳✶✾✮

✇❤❡r❡ β > 0✳ ❍❡r❡✱ ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ❛ ❤✐❣❤❡r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ P0 ❝❛✉s❡s ❛ ❧❡ss❡r ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ P̃0✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ P0 ✐s tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❜② s♦♠❡ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♣❛t❤✇❛② t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳
▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝✱ ❛ ❧❡ss❡r ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ P̃0 ❝♦rr❡❧❛t❡s t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ P0✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✷✷✱
✇❡ s❡❡ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✇✐t❤ ❛ s❤✐❢t ♦❢ 0 ❛❢t❡r t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t✳

✭❛✮ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ✇❤❡r❡ t❤❡
❛❣❡♥ts M̃ ✱ P̃0✱ P̃1✱ P̃2 ❛♥❞ P̃N ❢✉❧✜❧❧ ❛♥❛❧♦❣ ❡q✉❛t✐♦♥s
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✭✹✳✸✳✶✮ t♦ ✭✹✳✸✳✺✮ ✇❤❡r❡ ✭✹✳✸✳✷✮ ✐s r❡✲
♣❧❛❝❡❞ ❜② ✭✹✳✸✳✶✾✮ ✇✐t❤ µ̃ = 0.5✱ β = 2✳

✭❜✮ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s u ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
✭✹✳✸✳✶✷✮✱ ♦❢ M ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✸✳✶✮ t♦
✭✹✳✸✳✺✮✱ ♦❢ M̃ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ♠♦❞❡❧ ❧✐❦❡
✭✹✳✸✳✶✮ t♦ ✭✹✳✸✳✺✮ ✇❤❡r❡ ✭✹✳✸✳✷✮ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✭✹✳✸✳✶✾✮
✇✐t❤ µ̃ = 0.5✱ β = 2 ❛♥❞ ♦❢ Mu ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ✭✹✳✸✳✶✮
t♦ ✭✹✳✸✳✺✮ ✇❤❡r❡ ✭✹✳✸✳✷✮ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✭✹✳✸✳✶✸✮ ✇✐t❤
µ = 1 ❢♦r ✭✹✳✸✳✶✷✮✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✷✷✿ ❆ ♣❡r✐♣❤❡r❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❝♦✉♣❧❡❞ ✐♥ ♣❤❛s❡ t♦ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❧♦❝❦✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥
❤♦✉rs ♦♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❡❧❧ ✈♦❧✉♠❡ ✐s
♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡✳

■❢ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t✇♦ ❝♦✉♣❧❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝❡ ✭✹✳✸✳✶✽✮ ❜②

d

dt
P̃

p
0 = ksM̃ − V1

P̃
p
0

K1 + P̃
p
0

+ V2
P̃

p
1

K2 + P̃
p
1

− µP P̃
p
0P2, ✭✹✳✸✳✷✵✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡❝❛② ♦❢ P̃ p
0 ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ P̃ p

0 ❛♥❞ P2 ✐♥st❡❛❞ ♦❢ P̃0 ❛♥❞ P0 ❛s ✐♥
✭✹✳✸✳✶✽✮✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✷✸ t❤❛t t❤❡ s❤✐❢t ♦❢ P2 ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ P0 ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s②st❡♠ ♦❢
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t✇♦ ❝♦✉♣❧❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✇❤❡r❡ t❤❡ s❤✐❢t ♦❢ ♣❤❛s❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ♠♦r❡ ✈❛❧✉❡s t❤❛♥ ❥✉st ✐♥♣❤❛s❡ ❝♦✉rs❡s✱ ✐✳❡✳
❛ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ♦❢ 0✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✷✷ ♦r ❛♥t✐ ♣❤❛s❡ ❝♦✉rs❡s✱ ✐✳❡✳ ❛ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ♦❢ π✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✷✶✳
❇② t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ ♥❛t✉r❡ ♠✐❣❤t ❝r❡❛t❡ ♣❡r✐♣❤❡r❛❧ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❝❧♦❝❦s
✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ♣❡❛❦s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ q✉❛♥t✐t✐❡s ✇✐t❤ ❛♥② ✜①❡❞ s❤✐❢t ♦❢ ♣❤❛s❡ t♦ t❤❡ ❙❈◆
t❤❛t ❛♣♣❡❛rs ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✷✸✿ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s u ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✸✳✶✷✮ ✇❤❡r❡Mu ❛♥❞ M̃ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✷✶✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t② M̃p ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ♠♦❞❡❧ ❛s M̃ ✇❤❡r❡ ✭✹✳✸✳✶✽✮ ✐s
r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✭✹✳✸✳✷✵✮ ✇✐t❤ µP = 0.5✳ ❆❢t❡r t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ s❤✐❢t ♦❢ ❛❜♦✉t 12.7 ❤♦✉rs ❜❡t✇❡❡♥
Mu ❛♥❞ M̃ ❛♥❞ ♦❢ ❛❜♦✉t 15.8 ❤♦✉rs ❜❡t✇❡❡♥ Mu ❛♥❞ M̃p✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❤♦✉rs ♦♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛
❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❡❧❧ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡✳

❋♦♦❞ ❡♥tr❛✐♥❡❞ ♣❡r✐♣❤❡r❛❧ ❝❧♦❝❦s

◆♦✇✱ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❙❈◆ s②♥❝❤r♦♥✐③❡s t❤❡ ♣❤❛s❡
♦❢ ❧✐✈❡r ❝❡❧❧s t♦ ✐ts ♣❤❛s❡ ✇❤❡r❡ ❢♦♦❞ ✐♥t❛❦❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❝❛♥ ❝❛✉s❡ ❛ ❢✉rt❤❡r s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡
❧✐✈❡r ❝❡❧❧s✬ ❝❧♦❝❦s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳ ❋♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ s❡❡✱ ❬✶✻❪ ♦r ❬✷✹❪✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧
t❤❛t ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✷✷✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❡q✉✐♣ ✭✹✳✸✳✶✾✮ ✇✐t❤ ❛♥
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡r♠ t❤❛t ♠♦❞❡❧s t❤❡ st✐♠✉❧✉s t❤❛t ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦♦❞ ✐♥t❛❦❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

d

dt
P̃0 = ksM̃ − V1

P̃0

K1 + P̃0

+ V2
P̃1

K2 + P̃1

− µ̃P̃ 0 exp (−βP0)− νũP̃0 ✭✹✳✸✳✷✶✮

✇✐t❤ ν > 0 ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

ũ (t) :=

{

1
4

(

cos
(

2π t
24 + ϕ̃

)

+ 1
)

if t ≤ t̃

u (t) else
✭✹✳✸✳✷✷✮

✇✐t❤ u (t) ❞❡✜♥❡❞ ✭✹✳✸✳✶✷✮ ❛♥❞ t̃ > 0✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✳✷✶✮ ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ P̃0 ❜② t❤❡ t❡r♠
−νũP̃0✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ❢♦♦❞ ✐♥t❛❦❡ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢
P̃0✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s u s✉❝❤ t❤❛t ✐t ✐s ✐♥♣❤❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❙❈◆✱ t❤❛t ♠❡❛♥s ϕ = 0 ✐♥
✭✹✳✸✳✶✷✮ ✇❤✐❝❤ ♠♦❞❡❧s ❞❛② ❧✐❣❤t✳ ◆♦✇ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ϕ̃ = π ❛s ❢♦♦❞ ✐♥t❛❦❡ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❤❛♣♣❡♥ ❛t ♥✐❣❤t
✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❞❛② ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ϕ̃ = 0✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t ✉♥t✐❧ t̃ ❢♦♦❞ ✐♥t❛❦❡ ❤❛♣♣❡♥s ❛t ♥✐❣❤t
❛♥❞ ❛❢t❡r t̃ ❢♦♦❞ ✐♥t❛❦❡ ✐s ❛t ❞❛② t✐♠❡✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✷✹ ✇❡ ♦♥❧② ❞❡♣✐❝t t❤❡ t✐♠❡ ❝✉r✈❡s ❢♦r ♣❡r ♠❘◆❆ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❝❧❡❛r ❢♦r t̃ = 160✳
❲❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♣❤❡r❛❧ ❝❧♦❝❦ ✭M̃✮ ✐s s❤✐❢t❡❞ ❜② ❛❜♦✉t 6 ❤♦✉rs ❛❢t❡r t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❝❧♦❝❦ ✭Mu✮✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❢♦♦❞ ✐♥t❛❦❡ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❛❣❛✐♥ ❛t ❞❛② t✐♠❡
❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✷✹ ❛❢t❡r t = 160✱ ✐✳❡✳ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s❤✐❢t ❜❡t✇❡❡♥ u ❛♥❞ ũ✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣❡r✐♣❤❡r❛❧ ❝❧♦❝❦ ✐s
s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❙❈◆ ❛❣❛✐♥ ❛❢t❡r ❛ tr❛♥s✐❡♥t ♦❢ ❛❜♦✉t 1 ❞❛②✳

❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♣❤❡r❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❆❧❧ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ♦r
s✐❣♥❛❧ ✐♥♣✉ts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛r❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❡r✐♣❤❡r❛❧ ❝❧♦❝❦ ❛♥❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❛t ✐♥♣✉t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥♣✉t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡ ❝❡❧❧ ♠❛❦❡s ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❜❡st t✐♠❡ ✐s
t♦ ❜❡ ❛❝t✐✈❡ t♦ ❞♦ ✐ts ✐♥t❡♥❞❡❞ t❛s❦ ✐♥ t❤❡ ♦r❣❛♥✐s♠✳ ❘❡❛❝t✐♥❣ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛t t❤❡ s❛♠❡
t✐♠❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐♥ ✭✹✳✸✳✷✶✮ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ♠❛❦✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ t♦
♠❡❡t ❛❧❧ t❤❡ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❡♠❡r❣✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧
st✐♠✉❧✐✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✷✹✿ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s u ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✸✳✶✷✮ ❛♥❞ ũ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✸✳✷✷✮ ✇✐t❤
t̃ = 160 ❛♥❞ ϕ̃ = π✱ ♦❢ M ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✸✳✶✮ t♦ ✭✹✳✸✳✺✮✱ ♦❢ M̃ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s
♠♦❞❡❧ ❧✐❦❡ ✭✹✳✸✳✶✮ t♦ ✭✹✳✸✳✺✮ ✇❤❡r❡ ✭✹✳✸✳✷✮ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✭✹✳✸✳✷✶✮ ✇✐t❤ µ̃ = 0.3✱ β = 2✱ ν = 0.4 ❛♥❞ ♦❢
Mu ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ✭✹✳✸✳✶✮ t♦ ✭✹✳✸✳✺✮ ✇❤❡r❡ ✭✹✳✸✳✷✮ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✭✹✳✸✳✶✸✮ ✇✐t❤ µ = 1 ❢♦r ✭✹✳✸✳✶✷✮ ✇✐t❤
ϕ = 0✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❤♦✉rs ♦♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❡❧❧ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❝❧♦s❡r ϕ̃ ✐s t♦ ϕ t❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✐s ❛♥❞ t❤❡
str♦♥❣❡r t❤❡ st✐♠✉❧✉s ũ ✐s t❤❡ ❝❧♦s❡r t❤❡ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❝♦♠❡s t♦ t❤❡ ♣❤❛s❡
s❤✐❢t ❜❡t✇❡❡♥ u ❛♥❞ ũ✳

P♦✐♥t ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r✐t②

❖✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝ts ❝❛❧❧❡❞ ♣♦✐♥t ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❜② ❛ ♣r✐♥❝✐♣❧❡
♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t❤❛t ♦♥❡ ♣✉❧s❡ ♦❢ ❧✐❣❤t ❝❛♥ st♦♣ t❤❡
r❤②t❤♠✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ ♣❧❛♥t ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ♣✉❧s❡ ♦❢ ❧✐❣❤t ❝❛♥ r❡st❛rt ✐t ❛❣❛✐♥✱ s❡❡ ❬✶✽❪ ❢♦r ❢✉rt❤❡r
r❡❛❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ❜❛s✐❝ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤✐s✳

❚❤❡ ✜rst ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s t♦ ✉s❡ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝
♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✳ ❚♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r✐t② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ♣♦✐♥t ♦❢ r❡st✱ s♦♠❡t✐♠❡s ❝❛❧❧❡❞ st❡❛❞② st❛t❡✳ ❚❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡
✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡
✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s✳ ❋✉rt❤❡r s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✶ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❢♦r ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ st❡❛❞② st❛t❡s✳ ■❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ❜r✐♥❣s t❤❡ s②st❡♠ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡ t♦ s✉❝❤ ❛
st❡❛❞② st❛t❡✱ t❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❛t ♣♦✐♥t ♦❢ r❡st ✇❤❡♥ t✐♠❡ ❡✈♦❧✈❡s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❛t t❤✐s
s♣❡❝✐❛❧ ♣♦✐♥t t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts✬ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡✐r ❛❧t❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✐♠❡
✐s ✭❛❧♠♦st✮ ③❡r♦ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛♥②♠♦r❡✳ ■❢ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ ♦❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s
❜r✐♥❣s t❤❡ s②st❡♠ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❛t st❡❛❞② st❛t❡✱ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s st❛rt ❛❣❛✐♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥
♦✉r ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✭✹✳✸✳✶✮ t♦ ✭✹✳✸✳✺✮ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞ s✉❝❤ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r✳

❆ s❡❝♦♥❞ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r s❡✈❡r❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs
✇❤♦s❡ ♦✉t♣✉t t❤❡♥ ✐s ❛❞❞❡❞ ✉♣ t♦ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❦❡② ✐s t❤❛t t❤❡s❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs
❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s❧② t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s t❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t ❡❛❝❤ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ❞❡❢❡rs
❛ ❧✐tt❧❡ ❜✐t✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❡①♣♦s❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧② t♦ ❧✐❣❤t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡
❝♦✈❡r❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❜② t✐ss✉❡✳

❋♦r ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❡ t❛❦❡ ✜✈❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✹✳✸✳✶✮ t♦ ✭✹✳✸✳✺✮ ✇❤❡r❡ ✭✹✳✸✳✷✮ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞
❜② ✭✹✳✸✳✶✸✮ ✇✐t❤ µ1 = 0.1✱ µ2 = 0.7✱ µ3 = 1.1✱ µ4 = 1.5 ❛♥❞ µ5 = 2 ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✳
❆❧❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤✉s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣❤❛s❡ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳ ❲❡
❣✐✈❡ ❢♦✉r ♣✉❧s❡s ♦❢ ❧✐❣❤t✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✭✐♥ ❤♦✉rs✮ ❛t t1 = 40 ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ 2 ✉♥✐ts✱ s❡❝♦♥❞
♦♥❡ ❛t t2 = 149 ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ 5 ✉♥✐ts✱ t❤✐r❞ ♦♥❡ ❛t t3 = 210 ✇✐t❤ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ 2 ✉♥✐ts ❛♥❞
t❤❡ ❢♦✉rt❤ ♦♥❡ ❛t t4 = 290 ✇✐t❤ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ 5 ✉♥✐ts✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ✐s
❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r ❡❛❝❤ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐❣❤t ✐s ❛❧s♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs
❛r❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✐s ✇❡❛❦❡r ❛s t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝
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♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❛s❡s ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ♦✉t♣✉ts ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s♠❛❧❧❡r ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢
t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s t❤❛t s♦♠❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❛r❡ ❛t t❤❡ ❧♦✇❡st ♣♦✐♥t
♦❢ t❤❡✐r ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦t❤❡rs ❛r❡ ❛t t❤❡✐r ❤✐❣❤❡st ♣♦✐♥t✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ ❜r✐♥❣s ❛❧❧ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝
♦s❝✐❧❧❛t♦rs t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣❤❛s❡ ❛❣❛✐♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s
♦r ❡✈❡♥ ❤❛s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s ✇♦r❦s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❛r❡ ❛❧❧
✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ❝✉rr❡♥t ♣❤❛s❡ ❛t t❤❡ t✐♠❡ ✇❤❡♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧
st✐♠✉❧✉s ✐s ❣✐✈❡♥ s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❛r❡ ✭❛❧♠♦st✮ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❤❛s❡ ❛❣❛✐♥✳ ■♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✷✺ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst ♣✉❧s❡✱ ♠❛②❜❡ ❜❡❧♦✇ ❛
t❤r❡s❤♦❧❞ s✉❝❤ t❤❛t ✐t ❤❛s ♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦r❣❛♥✐s♠✱ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛❢t❡r t❤❡ s❡❝♦♥❞
♣✉❧s❡✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧② ❢♦r t❤❡ t❤✐r❞ ❛♥❞ ❢♦rt❤ ♣✉❧s❡✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✷✺✿ ❋✐✈❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ ❡❛❝❤ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ✭✹✳✸✳✶✮ t♦ ✭✹✳✸✳✺✮
✇❤❡r❡ ✭✹✳✸✳✷✮ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✭✹✳✸✳✶✸✮ ❛♥❞ ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧② t♦ ❧✐❣❤t✳ ❚❤❡ P❊❘ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
P i
0✱ i ∈ {1, ..., 5} ♦❢ ❡❛❝❤ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ✐s ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ✇❤❡r❡ ❛❧❧ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ ❛❧❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ✉♣✳ ❚❤❡ t✐♠❡
✐s ♦♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛✳

❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ♣✉❧s❡ 1 ❛♥❞ 3 ❤❛✈❡ ♥♦ ❡✛❡❝t ✐❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ P0 ✐s ❧♦✇ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣❤❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❝✉r✈❡s ❛❜♦✈❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✐❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ✐s
t♦♦ ✇❡❛❦✱ t❤❡♥ t❤❡ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♣❤❛s❡s ✐s t❤❛t ✇❡❛❦ t❤❛t t❤❡ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞♦❡s
♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡ ♥♦t✐❝❡❛❜❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ✐s ♥♦t t♦♦ ✇❡❛❦✱ t❤❡♥ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ s❛♠❡ ❡✛❡❝t ❛s ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤
✐♥t❡♥s✐t② s❤♦rt❧② ❛♣♣❧✐❡❞✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✷✻ ✇❤❡r❡ ♣✉❧s❡ 1 ❛♥❞ 3 ❤❛✈❡ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ 1 ✉♥✐t ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞
❢♦r 1 ❤♦✉r ❛♥❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✷✼ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r 2 ❤♦✉rs✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ♣✉❧s❡s ❛r❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✷✻✿ ❋✐✈❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ ❡❛❝❤ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ✭✹✳✸✳✶✮ t♦ ✭✹✳✸✳✺✮
✇❤❡r❡ ✭✹✳✸✳✷✮ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✭✹✳✸✳✶✸✮ ❛♥❞ ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧② t♦ ❧✐❣❤t✳ ❚❤❡ P❊❘ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
P i
0✱ i ∈ {1, ..., 5} ♦❢ ❡❛❝❤ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ✐s ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ✇❤❡r❡ ❛❧❧ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ ❛❧❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ✉♣✳ ❚❤❡ t✐♠❡
✐s ♦♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛✳ ❚❤❡ ✇❡❛❦ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ♦♥❡ ❤♦✉r✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✷✼✿ ❋✐✈❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ ❡❛❝❤ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ✭✹✳✸✳✶✮ t♦ ✭✹✳✸✳✺✮
✇❤❡r❡ ✭✹✳✸✳✷✮ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✭✹✳✸✳✶✸✮ ❛♥❞ ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧② t♦ ❧✐❣❤t✳ ❚❤❡ P❊❘ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
P i
0✱ i ∈ {1, ..., 5} ♦❢ ❡❛❝❤ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ✐s ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ✇❤❡r❡ ❛❧❧ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ ❛❧❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ✉♣✳ ❚❤❡ t✐♠❡
✐s ♦♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛✳ ❚❤❡ ✇❡❛❦ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r t✇♦ ❤♦✉rs✳



✺✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ▼❖❉❊▲■◆● ❖❋ ❇■❖▲❖●■❈❆▲ ❙❨❙❚❊▼❙ ❆◆❉ ❊❳❚❊❘◆❆▲ ❙❚■▼❯▲■



❈❤❛♣t❡r ✺

P❤❛r♠❛❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ❛s ❛♥

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ❤♦✇ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❝❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥t♦ ❡q✉❛t✐♦♥s
t❤❛t ♠♦❞❡❧ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ❤♦✇ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✐♥ r❡❛❧ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧
❢r❛♠❡✇♦r❦s✳ ❯s✉❛❧❧② t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t♦ ❛ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛
❝❡rt❛✐♥ ♣✉r♣♦s❡✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥ t❛s❦ ✐s t♦ ✜♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t❤❛t tr✐❣❣❡r ❛ ❞❡s✐r❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡
❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠✳ ❇❡s✐❞❡s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛ ✉s❡❢✉❧ t♦♦❧ t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s
t❛s❦✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ❛ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦
t❤❡ st✉❞② q✉❡st✐♦♥✳ ❖♥❝❡ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✱
✇❡ ❝❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ t❛s❦ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛s ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧
♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s②st❡♠❛t✐❝❛❧ ✇❛② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t❤❛t st❡❡r t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦ t❤❡
❞❡s✐r❡❞ st❛t❡ ❜② t❤❡ ✈✐rt✉❡ ♦❢ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦♣t✐♠❛❧
❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❇② t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s
t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❡t ✉♣ ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❡①♣❧♦✐t❡❞✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇
t♦ s❡t ✉♣ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ✜♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t❤❛t st❡❡r t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦ ❛
❞❡s✐r❡❞ st❛t❡ ❛♥❞ ❤♦✇ t♦ s♦❧✈❡ ✐t ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ s♦✉❣❤t✳ ❚❤✐s ❣❡♥❡r❛❧
❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✜❣✉r❡ ♦✉t ♦♣t✐♠❛❧ ❞r✉❣ t❛r❣❡ts ♦r ❞r✉❣ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s t❤❛t s❡r✈❡ ❛s ❛
tr❡❛t♠❡♥t ✇❤❡r❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ♠❛①✐♠✐③❡❞ ✇❤✐❧❡ s✐❞❡ ❡✛❡❝ts ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ♥♦t
r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❜✉t ❢♦r ❛♥② ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ s②st❡♠ ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥s✳

✺✳✶ ❚❤❡ s✇✐t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t st❡❛❞② st❛t❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠❡t❤♦❞ ❤♦✇ t♦ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t❤❛t ❝❛✉s❡ ❛ s✇✐t❝❤
❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ st❡❛❞② st❛t❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧
st✐♠✉❧✐ ❛r❡ s✇✐t❝❤❡❞ ♦✛✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ r❡♠❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ♥❡✇ st❡❛❞② st❛t❡✳ ❋♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❛♥❛❧♦❣ t♦ t❤❡
♦♥❡s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❬✶✵✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✸❪✳

✺✳✶✳✶ ❚❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❤♦✇ t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❢r♦♠ ♦✉r t❛s❦ t♦
❝❛❧❝✉❧❛t❡ st✐♠✉❧✐ t❤❛t st❡❡r t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ✐♥t♦ ❛ ♥❡✇ st❡❛❞② st❛t❡✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ❛ ❣✐✈❡♥
s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s ✐s ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✉❝❤ t❤❛t ❛ ❞❡s✐r❡❞ ♥❡t✇♦r❦ st❛t❡ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ✇❛②
❤♦✇ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ s✇✐t❝❤ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ❢r♦♠ ♦♥❡ st❡❛❞② st❛t❡
t♦ ❛♥♦t❤❡r✳

▲❡t x0 :=







x01
✳✳✳
x0n






∈ R

n✱ n ∈ N ❞❡♥♦t❡ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦✉r r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ st❛rts ❛♥❞

✺✶
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❧❡t xd :=







xd1
✳✳✳
xdn






∈ R

n ❞❡♥♦t❡ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡s✐r❡ ♦✉r r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ t♦ ❜❡✳ ❲❡

❝♦♥s✐❞❡r xd ❛s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❚♦ tr❛❝❦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ st❡❛❞② st❛t❡ xd ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t②
❧❡✈❡❧ xk ✇✐t❤✐♥ ❛ t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥ T > 0 ✇❡ ✉s❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ ❜❡tt❡r t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧
✜ts t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ st❡❛❞② st❛t❡✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉♠ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛❧s

1

2

n
∑

k=1

∫ T

0

(

xk (t)− xdk

)2
dt. ✭✺✳✶✳✶✮

❚❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ s✉♠ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛❧s ♦❢ t❤❡ t❡r♠ ✭✺✳✶✳✶✮ ✐s✱ t❤❡ ❢❛st❡r ❡❛❝❤ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ xk r❡❛❝❤❡s ✐ts
❞❡s✐r❡❞ st❡❛❞② st❛t❡ xdk ❜② t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✳ ❙✐♠✐❧❛r✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ t❡r♠ t❤❛t ✐s t❤❡
s♠❛❧❧❡r t❤❡ ❧❡ss ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

m
∑

j=1

∫ T

0
uj (t) dt. ✭✺✳✶✳✷✮

❚❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ s✉♠ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛❧s ♦❢ t❡r♠ ✭✺✳✶✳✷✮ ✐s✱ t❤❡ ❧❡ss ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r s✇✐t❝❤✐♥❣
t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡s✱ ❜♦t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ t❤❡② ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡
♥❡t✇♦r❦✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✱ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ r❡sts ✐♥ t❤❡ st❡❛❞②
st❛t❡ x0✳ ■❢ ✇❡ ♠✉❧t✐♣❧② ✭✺✳✶✳✷✮ ❜② α > 0 ❛♥❞ ❛❞❞ ✐t t♦ ✭✺✳✶✳✶✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

J (x, u) :=
1

2

n
∑

k=1

∫ T

0

(

xk (t)− xdk

)2
dt+ α

m
∑

j=1

∫ T

0
uj (t) dt ✭✺✳✶✳✸✮

✇❤❡r❡ x :=







x1
✳✳✳
xn






❛♥❞ u :=







u1
✳✳✳

um






✳ ❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t α ✇❡✐❣❤ts ✇❤✐❝❤ t❡r♠ ♦❢ ✭✺✳✶✳✸✮ ✐s ♠♦r❡

✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❜❡ ❧✐tt❧❡✳ ■❢ α ✐s ❜✐❣✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ✉s❡ ❢❡✇ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t❤❛♥ t♦
st❡❡r t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ t♦ xd✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ α ❝❛♥ r❡s✉❧t ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r
♦❢ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✇❤✐❧❡ ❛❧✇❛②s ❜r✐♥❣✐♥❣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ st❡❛❞②
st❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐t ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ ✇❤❡♥ α ✐s t♦♦ ❜✐❣✱ t❤❛t t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❝♦♥st❛♥t
③❡r♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ❛❧❧ t✐♠❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ r❡♠❛✐♥s ✐♥ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ st❡❛❞② st❛t❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐ts
t♦♦ ❝♦st❧② t♦ ❤❛✈❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❖♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❧✐tt❧❡ α ♠❛❦❡s ✐t ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛t t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ✐s st❡❡r❡❞ ❢r♦♠ x0 t♦ xd
✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ♠✐❣❤t ❜❡ t♦♦ ♠❛♥② ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥✳

▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ ✭✺✳✶✳✸✮ ♠❡❛♥s t♦ ❜r✐♥❣ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ r❡st x0 ❛s ❝❧♦s❡
t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ st❛t❡ xd ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ❜❡st ❝❛s❡ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ st❡❛❞② st❛t❡ xd✱ ✇❤✐❧❡ ✉s✐♥❣ ❛s ❢❡✇
❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t d

dt
xk = fk (x, u)✱ xk (0) = x0k ❢♦r ❛❧❧ k ∈ {1, ..., n}

❛♥❞ ❢♦r t ∈ (0, T ) ✇❤❡r❡ fk (x, u) ✐s t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞✲s✐❞❡ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✱
t❤❛t ✐s ✭✹✳✷✳✶✮✱ ✭✹✳✷✳✷✮✱ ✭✹✳✷✳✸✮ ❛♥❞ ✭✹✳✷✳✹✮✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡

fk (x, u) :=
−e 1

2
h + e−h(ωk−

1

2)
(

1− e
1

2
h
)(

1 + e−h(ωk−
1

2)
) − γkxk +

m
∑

j=1

σkjuj (1− xk)−
m
∑

j=1

ηkjujxk.

❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t ♦✉r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❤♦❧❞ ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ fk (x, u) ✐s t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞
s✐❞❡ ♦❢ ❛♥② ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ s②st❡♠ ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳

❘♦✉❣❤❧② s♣♦❦❡♥✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r T ✐s ❛♥❞ t❤❡ s♠❛❧❧❡r α ✐s✱ t❤❡ ♠♦r❡ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t✱ t❤❛t ✇❡ ♦❜t❛✐♥
❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✇❤✐❝❤ st❡❡r t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❡❛❞② st❛t❡ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♦♥❡✱
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✺✳✶✳✸✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛❜♦✈❡ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

▼✐♥✐♠✐③❡ ✭✺✳✶✳✸✮ s✉❝❤ t❤❛t
d

dt
xk = fk (x, u) , xk (0) = x0k ✭✺✳✶✳✹✮



✺✳✶✳ ❚❍❊ ❙❲■❚❈❍ ❇❊❚❲❊❊◆ ❚❲❖ ❉■❋❋❊❘❊◆❚ ❙❚❊❆❉❨ ❙❚❆❚❊❙ ✺✸

✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❢♦r ❛❧❧ k ∈ {1, ..., n} ✇❤✐❝❤ r❡❛❞s ✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t❡r♠s ❛s ❢♦❧❧♦✇s

min
x,u

J (x, u)

such that
d

dt
xk = fk (x, u) , xk (0) = x0k for all k ∈ {1, ..., n}

✭✺✳✶✳✺✮

❛♥❞ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠✳

✺✳✶✳✷ ❆ ✜rst✲❞✐s❝r❡t✐③❡✲t❤❡♥✲♦♣t✐♠✐③❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞

❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✶ ✐s ❢♦r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✭✺✳✶✳✺✮✱
♦♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ✜rst ❞✐s❝r❡t✐③❡ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0, T ] ❛♥❞ t❤❡♥ ✜♥❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡
❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✺✳✶✳✺✮✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✇♦r❦s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t = l△t ✇❤❡r❡
△t > 0 ✐s t❤❡ t✐♠❡ st❡♣✱ l ∈ {0, ..., N} ❛♥❞ T = N△t✳ ❲❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥
d
dt
xk = fk (x, u) ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t ❊✉❧❡r s❝❤❡♠❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ k✱ s❡❡ ❬✶✸❪ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t

❞✐s❝r❡t✐③✐♥❣ ❛♥❞ s♦❧✈✐♥❣ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t d
dt
xk = fk (x, u) ✐s

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜②
xl+1

k
−xl

k

△t
= fk

(

xl, ul
)

❢♦r ❡❛❝❤ k ✇❤❡r❡ xl :=







xl1
✳✳✳
xln






✱ ul :=







ul1
✳✳✳

ulm






❛♥❞ xlk ❞❡♥♦t❡s

t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ xk (ldt) ❢♦r ❛❧❧ k ∈ {1, ..., n} ❛♥❞ ulj ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ ♦r uj (ldt)

❢♦r ❛❧❧ j ∈ {1, ...,m}✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ d
dt
xk = fk (x, u) ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ x0 ✐♥ ✐ts ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❢♦r♠

xl+1

k
−xl

k

△t
= fk

(

xl, ul
)

✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s

x1k = x0k +△tfk
(

x0, u0
)

x2k = x1k +△tfk
(

x1, u1
)

✳✳✳

xNk = xN−1
k +△tfk

(

xN−1, uN−1
)

✭✺✳✶✳✻✮

❢♦r ❡✈❡r② k ∈ {1, ..., n}✳ ■♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ xk ✐s ♥♦t ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥② ♠♦r❡ ❜✉t ❛ ✈❡❝t♦r

xk :=







x1k
✳✳✳

xNk






∈ R

N ❢♦r ❛❧❧ k ∈ {1, ..., n} ❛♥❞ x :=







x1
✳✳✳
xn






∈ R

nN ✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r

uj :=







u0j
✳✳✳

uN−1
j






∈ R

N ❛♥❞ u :=







u1
✳✳✳

um






∈ R

mN ✳ ■❢ ✇❡ ❞❡✜♥❡

Fk (x, u) := −







x1k
✳✳✳

xNk






+







x0k
✳✳✳

xN−1
k






+△t







fk
(

x0, u0
)

✳✳✳
fk
(

xN−1, uN−1
)






∈ R

N ,

t❤❡♥ ✭✺✳✶✳✻✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s Fk (x, u) = 0 ❢♦r ❛❧❧ k ∈ {1, ..., n}✳ ❉✐s❝r❡t✐③✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ✐♥ ✭✺✳✶✳✸✮
✇✐t❤ t❤❡ ❘✐❡♠❛♥♥ s✉♠ ❬✷❪✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

min
x,u

J (x, u) :=
1

2

n
∑

k=1

N
∑

l=1

(

xlk − xdk

)2
△t+ α

m
∑

j=1

N−1
∑

l=0

ulj△t

such that F (x, u) = 0, x0 = x0

u ∈ Uad

✭✺✳✶✳✼✮

✇❤❡r❡ F (x, u) :=







F1 (x, u)
✳✳✳

Fn (x, u)






∈ R

nN ❛♥❞

Uad :=
{

u ∈ R
mN | 0 ≤ ulj ≤ 1 for all j ∈ {1, ...,m} and l ∈ {0, ..., N − 1}

}
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✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ u ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐
uj ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳

❖♥❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ u ✇❤✐❝❤ s♦❧✈❡ ✭✺✳✶✳✼✮✱ ❛ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥
t♦ ✭✺✳✶✳✼✮✱ ✐s t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ s❡❡ t❡①t ❜♦♦❦s ❛❜♦✉t ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦r ▲❛❣r❛♥❣❡
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❧✐❦❡ ❬✷✼✱ ✺❪ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
✇❤✐❝❤ r❡❛❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s

L (x, u, p) :=
1

2

n
∑

k=1

N
∑

l=1

(

xlk − xdk

)2
△t+ α

m
∑

j=1

N−1
∑

l=0

ulj△t+
n
∑

k=1

pTk Fk (x, u)△t ✭✺✳✶✳✽✮

✇❤❡r❡ p :=







p1
✳✳✳
pn






∈ R

nN ✱ pk :=







p1k
✳✳✳
pNk






∈ R

N ✱ k ∈ {1, ..., n} ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ▲❛❣r❛♥❣❡

♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ❛♥❞ pTk Fk ✐s t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦rs pk ❛♥❞ Fk ❢♦r ❛❧❧ k ∈ {1, ..., n}✳
❚❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ❢♦r t✇♦ ✈❡❝t♦rs v, w ∈ R

n ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② vTw :=
∑n

i=1 viwi✳
❇❡❢♦r❡ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ s②♠❜♦❧s✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ (v, w) :=
∑n

k=1

∑N
l=1 v

l
kw

l
k△t ❢♦r ❛♥② v, w ∈ R

nN ✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧② ❢♦r ✈❡❝t♦rs
v, w ∈ R

mN ✳ ❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ L ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ p ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜②

∇pL =
1

△t













∂
∂p1

1

L (x, u, p)
∂

∂p2
1

L (x, u, p)

✳✳✳
∂

∂pNn
L (x, u, p)













∈ R
nN ,

s❡❡ ❬✷❪ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢
t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ L ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ x ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜②

∇xL =
1

△t













∂
∂x1

1

L (x, u, p)
∂

∂x2
1

L (x, u, p)

✳✳✳
∂

∂xN
n
L (x, u, p)













∈ R
nN

❛♥❞ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ L ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ u ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜②

∇uL =
1

△t













∂
∂u0

1

L (x, u, p)
∂

∂u1
1

L (x, u, p)

✳✳✳
∂

∂uN−1
m

L (x, u, p)













∈ R
mN .

❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡s❡ ❢♦r♠✉❧❛s t♦ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✺✳✶✳✽✮✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ❢♦r t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡
❢♦r♠❛❧✐s♠ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✺❪ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡

∇pL (x, u, p) = F (x, u) .

◆❡①t✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∇xL (x, u, p) =







∇x1
L (x, u, p)

✳✳✳
∇xnL (x, u, p)







✇❤❡r❡

∇xk
L (x, u, p) =



















x1k − xdk − p1k + p2k +
∑n

i=1 p
2
i

∂
∂x1

k

fi
(

x1, u1
)

△t

x2k − xdk − p2k + p3k +
∑n

i=1 p
3
i

∂
∂x2

k

fi
(

x2, u2
)

△t

✳✳✳

xN−1
k − xdk − pN−1

k + pNk +
∑n

i=1 p
N
i

∂

∂xN−1

k

fi
(

xN−1, uN−1
)

△t

xNk − xdk − pNk



















∈ R
N ✭✺✳✶✳✾✮
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❢♦r ❛❧❧ k ∈ {1, ..., n}✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ∂
∂x1

k

fi = ... = ∂

∂xN−1

k

fi ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✐♥ ✭✺✳✶✳✾✮ ✐❢ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢r♦♠ R
n × R

m t♦ R✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∇uL (x, u, p) =







∇u1
L (x, u, p)

✳✳✳
∇umL (x, u, p)







✇❤❡r❡

∇uj
L (x, u, p) =









α+
∑n

i=1 p
1
i

∂
∂u0

j

fi
(

x0, u0
)

△t

✳✳✳

α+
∑n

i=1 p
N
i

∂

∂uN−1

j

fi
(

xN−1, uN−1
)

△t









∈ R
N ✭✺✳✶✳✶✵✮

❢♦r ❛❧❧ j ∈ {1, ...,m}✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ∂
∂u1

j

fi = ... = ∂

∂uN−1

j

fi ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✐♥ ✭✺✳✶✳✶✵✮ ✐❢ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢r♦♠ R
n × R

m t♦ R✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s ✐♥ ❬✺❪ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ u ♦❢ ✭✺✳✶✳✼✮ ❛♥❞ t❤✉s
t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ s❡❡ ❛❧s♦ ❬✷✼✱ ✶✳✺❪ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✱

∇pL (x, u, p) = 0 ✭✺✳✶✳✶✶✮

∇xL (x, u, p) = 0 ✭✺✳✶✳✶✷✮

∇uL (x, u, p)T (ũ− u) ≥ 0 for all ũ ∈ Uad. ✭✺✳✶✳✶✸✮

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❜② t❤❡ ✈✐rt✉❡
♦❢ ♥❡❝❡ss❛r② ❡q✉❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ ✭✺✳✶✳✶✶✮ t♦ ✭✺✳✶✳✶✸✮✳ ■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t
♠❡t❤♦❞ t♦ s♦❧✈❡ ✭✺✳✶✳✶✶✮ t♦ ✭✺✳✶✳✶✸✮ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳ ❲❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ u ❛♥❞ ❛s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ x0 ✐s ❣✐✈❡♥✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✳✶✶✮ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳
❲❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ x1k ❢♦r ❛❧❧ k ∈ {1, ..., n} ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst r♦✇ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ Fk (x, u)✳ ❚❤❡♥✱
✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ x2k ❢♦r ❛❧❧ k ∈ {1, ..., n} ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ r♦✇ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ Fk (x, u)✳ ❚❤✐s
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❡❛t❡❞✱ ❣♦✐♥❣ ❢♦r✇❛r❞s t❤r♦✉❣❤ ❛❧❧ t❤❡ r♦✇s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ Fk (x, u) ✉♥t✐❧
xNk ❢♦r ❛❧❧ k ∈ {1, ..., n} ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛st r♦✇ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ Fk (x, u)✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱
❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ u ❛♥❞ x✱ ✭✺✳✶✳✶✷✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛st r♦✇ ♦❢ ∇xk

L (x, u, p) t♦
❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ pNk ❢♦r ❡❛❝❤ k ∈ {1, ..., n} ❛♥❞ t❤❡♥ ❣♦✐♥❣ ❜❛❝❦✇❛r❞s t❤r♦✉❣❤ ❛❧❧ t❤❡ r♦✇s
♦❢ ∇xk

L (x, u, p) ✉♥t✐❧ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ p1k ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst r♦✇ ♦❢ ∇xk
L (x, u, p) ❢♦r

❛❧❧ k ∈ {1, ..., n}✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r ∇uL (x, u, p) ❝❛♥ ❜❡ ❛ss❡♠❜❧❡❞ ❢♦r ❣✐✈❡♥ u✱ x ❛♥❞ p✳ ❆♥② ✈❡❝t♦r u ∈ Uad

✇❤✐❝❤ ❢✉❧✜❧❧s ✭✺✳✶✳✶✸✮ ❢♦r x ❛♥❞ p s♦❧✈✐♥❣ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✭✺✳✶✳✶✶✮ ❛♥❞ ✭✺✳✶✳✶✷✮ ✐s ❛ ♠✐♥✐♠✐③❡r ♦❢ t❤❡
▲❛❣r❛♥❣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ L (x, u, p)✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✳✶✸✮ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ∇uL (x, u, p) = 0 ❛t ❛ ♠✐♥✐♠✉♠✳
❚❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✈❡❝t♦r u ✐s ♥♦t ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ R

mN ✱ t❤❛t
♠❡❛♥s ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ ❛♥② ✈❛❧✉❡ ❢♦r u✱ ❜✉t ✐♥ Uad✱ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ u✱ s❡❡ ❬✷✼✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷❪✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳ ❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ∇uL (x, u, p) ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ∇Ĵ (u) ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ t❛r❣❡t
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ Ĵ (u) := J (x (u) , u)✱ s❡❡ ❬✷✼✱ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✼❪✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ❢♦r ✈❛r✐❛t✐♦♥s
✐♥ u✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ x (u) ❛❧s♦ ✈❛r✐❡s ❛s x ❛♥❞ u ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✈✐❛ ✭✺✳✶✳✻✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥
u✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ x (u) ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② F (x, u) = 0 ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ∇Ĵ (u) ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛♥② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧
❢♦r ✭✺✳✶✳✼✮✱ ❧✐❦❡ ❢♦r ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦♥❥✉❣❛t❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ✭◆❈●✮ ♠❡t❤♦❞ ♦r ❛ ❇r♦②❞❡♥✲❋❧❡t❝❤❡r✕●♦❧❞❢❛r❜✲
❙❤❛♥♥♦ ✭❇❋●❙✮ ♠❡t❤♦❞✱ s❡❡ ❬✻❪ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♣❛rt
♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ✭✺✳✶✳✼✮✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ✈❛r✐♦✉s ♠❡t❤♦❞s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ u s✉❝❤ t❤❛t ✭✺✳✶✳✶✸✮ ❛♥❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✭✺✳✶✳✶✶✮ ❛♥❞ ✭✺✳✶✳✶✷✮
❛r❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✱ s❡❡ ❬✺✱ ✻✱ ✷✼❪✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ ❛ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠
✺✳✶ ❜❡❧♦✇ s✐♥❝❡ ✐t ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♠❡t❤♦❞ ❤♦✇ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥ ❛ ✈❡r②
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❞✐r❡❝t ✇❛②✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ Pr : Rm → R
m ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r u ❛s ❢♦❧❧♦✇s

Pr (u) =











ulj if 0 < ulj < 1

1 if ulj ≥ 1

0 if ulj ≤ 0

for all j ∈ {1, ...,m} and l ∈ {0, ..., N − 1} .

❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ✺✳✶ Pr♦❥❡❝t❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞

✶✳ ❈❤♦♦s❡ σ ∈ (0, 1)✱ 0s = 1✱ β1 ∈ (0, 1)✱ β2 > 1✱ ǫ > 0✱ ℓ = 0 ✱ 0u ∈ Uad

✷✳ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ 0x ❢r♦♠ ✭✺✳✶✳✶✶✮ ❢♦r 0u ❛♥❞ 0p ❢r♦♠ ✭✺✳✶✳✶✷✮ ❢♦r 0x ❛♥❞ 0u

✸✳ ❲❤✐❧❡
(

ℓu− Pr
(

ℓu−∇uL
(

ℓx,ℓ u,ℓ p
)))T (ℓu− Pr

(

ℓu−∇uL
(

ℓx,ℓ u,ℓ p
)))

> ǫ

❋♦r ℓ+1s = ℓs · βq
1 ✱ q ∈ N0✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st q s✉❝❤ t❤❛t

Ĵ
(

Pr
(

ℓu−ℓ+1 s∇uL
(

ℓx,ℓ u,ℓ p
)))

≤ Ĵ
(

ℓu
)

− σ∇uL
(

ℓx, ℓu,ℓ p
)T (

ℓu− Pr
(

ℓu−ℓ+1 s∇uL
(

ℓx,ℓ u,ℓ p
)))

✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞✳
❙❡t ℓ+1u = Pr

(

ℓu−ℓ+1 s∇uL
(

ℓx,ℓ u,ℓ p
))

❈❛❧❝✉❧❛t❡ ℓ+1x ❢r♦♠ ✭✺✳✶✳✶✶✮ ❢♦r ℓ+1u ❛♥❞ ℓ+1p ❢r♦♠ ✭✺✳✶✳✶✷✮ ❢♦r ℓ+1x ❛♥❞ ℓ+1u

❙❡t ℓ+1s = β2
ℓ+1s

❙❡t ℓ = ℓ+ 1
❊♥❞

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✶✳✶✶✮ t♦ ✭✺✳✶✳✶✸✮✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ❛♥
❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✺✳✶✳ ❇② ℓx ∈ R

nN ✱ ℓu ∈ R
mN ❛♥❞ ℓp ∈ R

nN ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✈❡❝t♦rs t❤❛t
❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❡❝t♦rs x✱ u ❛♥❞ p ❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡♥tr② ❛❢t❡r t❤❡ ℓ✲t❤
✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ǫ ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ❤♦✇ ❝❧♦s❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠
✺✳✶ ✐s t♦ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✶✳✶✶✮ t♦ ✭✺✳✶✳✶✸✮✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧❡r ǫ ✐s✱ t❤❡ ❝❧♦s❡r t❤❡
♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♦♥❡ ❜✉t t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
ǫ r❛♥❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ 10−3 t♦ 10−9✳ ❲❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞ ǫ = 10−4 t♦ ♦❜t❛✐♥ ✉s❡❢✉❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
t❛s❦ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❢♦r ♣❤❛r♠❛❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ st❡♣ s✐③❡ ℓs ✐s
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s✉❝❤ t❤❛t ✐t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡❞✉❝✐♥❣ Ĵ ✳ ❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ∇uL (x, u, p) ∈ R

mN ♣♦✐♥ts ♦✉t ✐♥
t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❡❡♣❡st ❛s❝❡♥t ♦❢ L (x, u, p) ♦r Ĵ (u)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛♥❞ t❤✉s −∇uL (x, u, p) ♣♦✐♥ts
♦✉t ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ℓu−ℓ+1s∇uL

(

ℓx,ℓ u,ℓ p
)

♦♥ Uad ✐s ♥❡❡❞❡❞
t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t❡ ✐s ✐♥ Uad ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶ ✐s ✐♥ Uad ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t
t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ♦♥❧② t❛❦❡ ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ 0 ❛♥❞ 1✳

❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ ♥♦t❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t
t❤❡ st❡♣ s✐③❡ st❛②s ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛st ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦✉r ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ t❤❡
st❡♣ s✐③❡ st❛②s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡ ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦✈❡r s❡✈❡r❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ ♦✉r
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t t❤❡ st❡♣ s✐③❡ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡
s❝r❛t❝❤ ❛♥❞ t❤✉s ❝❛♥ s❛✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ st❡♣ s✐③❡ ✐s ❛❞❛♣t✐✈❡❧② ❢♦✉♥❞ ❢r♦♠ ❛♥
✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ❛♥❞ ✈❛r✐❡❞ ❜② s❧✐❣❤t❧② ❡♥❧❛r❣✐♥❣ ✐t ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ❛ ❣r❡❛t❡r st❡♣ s✐③❡
♠✐❣❤t ❜❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤✉s ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❣r❡❛t❡r ❞❡s❝❡♥t ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳ ❋r♦♠ ♦✉r ❡①♣❡r✐❡♥❝❡✱
✇❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞ σ = 0.01✱ β1 = 0.1 ❛♥❞ β2 = 1.1 ❢♦r ❛ ❢❛st ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶✳

✺✳✶✳✸ ❆ ✜rst✲♦♣t✐♠✐③❡✲t❤❡♥✲❞✐s❝r❡t✐③❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ q✉❛❞r❛t✐❝ ❍❛♠✐❧✲

t♦♥✐❛♥ s❝❤❡♠❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥♦t❤❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞
❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥✈❡r❣❡s s❧♦✇❧② ❢♦r ❛ s♣❡❝✐❛❧ s❡tt✐♥❣
❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥❡t✇♦r❦ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✳ ❋♦r t❤✐s ❝❛s❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞
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✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ♣❡r❢♦r♠ ❜❡tt❡r ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞
♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ P♦♥tr②❛❣✐♥ ♠❛①✐♠✉♠ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✭P▼P✮ ❛♥❞ ✐s ❛ ✜rst ♦♣t✐♠✐③❡
t❤❡♥ ❞✐s❝r❡t✐③❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥ ✇❡ ✜rst ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ (x̄, ū) t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✺✳✶✳✺✮ ✇✐t❤ t❤❡
P▼P✱ s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬✷✻✱ ✷✳✹❪ ❢♦r ❢✉rt❤❡r r❡❛❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ P▼P✳ ❇❛s✐❝ ❢♦r t❤❡ P▼P ✐s t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥
H : R× R

n × R
m × R

n → R✱ (t, x, u, p) 7→ H (t, x, u, p) t❤❛t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

H (t, x, u, p) :=
1

2

n
∑

k=1

(

xk − xdk

)2
+ α

m
∑

j=1

uj +
n
∑

k=1

pkfk (x, u)

❢♦r ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ P▼P s❛②s t❤❛t ✐t ❤♦❧❞s

H (t, x̄ (t) , ū (t) , p̄ (t)) = min
w∈[0,1]m

H (t, x̄ (t) , w, p̄ (t)) ✭✺✳✶✳✶✹✮

❢♦r ❛❧♠♦st ❡✈❡r② t ∈ [0, T ] ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s (x̄, ū) s♦❧✈❡ ✭✺✳✶✳✺✮ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ (x, u)✳ ❋✉rt❤❡r✲
♠♦r❡✱ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ p̄ ✐s ❣✐✈❡♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✇✐s❡ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❞❥♦✐♥t ❡q✉❛t✐♦♥

dp̄k

dt
= −

(

x̄k − xdk

)

−
n
∑

i=1

p̄i
∂

∂xk
fi (x̄, ū) ✭✺✳✶✳✶✺✮

✇✐t❤ p̄k (T ) = 0 ❢♦r ❛❧❧ k ∈ {1, ..., n} ✇❤❡r❡ ∂
∂xk

fi (x̄, ū) :=
∂

∂xk
fi (x, u) |(x,u)=(x̄,ū) t❤❛t ♠❡❛♥s t❤❡ ♣❛rt✐❛❧

❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ i✲t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ f ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ k✲t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ x :=







x1
✳✳✳
xn






∈ R

n

❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t (x̄, ū)✳
■❢ ♦♥❡ ❤❛s ❛♥② s♦❧✉t✐♦♥ (x∗, u∗) t♦ ✭✺✳✶✳✹✮✱ x (0) = x0✱ t❤❡♥ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ H (t, x∗ (t) , w, p∗ (t)) ♦✈❡r

w ∈ [0, 1]m ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✭✺✳✶✳✸✮ ❛s ❬✷✻✱ ✷✳✹✳✷❪ ✐♥❞✐❝❛t❡s ✇❤❡r❡ p∗ ✐s ❛
s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✭✺✳✶✳✶✺✮ ❢♦r x∗ ❛♥❞ u∗ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ x̄ ❛♥❞ ū✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ✉s❡ ♦❢ ✐♥
t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ q✉❛❞r❛t✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♠❡t❤♦❞✱ s❡❡ ❬✽❪ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳ ❋♦r t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞
❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②Kǫ : R×Rn×Rm×Rm×Rn → R✱ (t, x, u, v, p) 7→ Kǫ (t, x, u, v, p)
✇✐t❤ Kǫ (t, x, u, v, p) := H (t, x, u, p) + ǫ

∑m
j=1 (uj − vj)

2✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛r✐❛♥ts t♦
✐♠♣❧❡♠❡♥t P♦♥tr②❛❣✐♥✬s ♠❛①✐♠✉♠ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥
❬✽❪ ✇❤❡r❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦✉r ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥✈❡r❣❡s ❢❛st❡r t♦ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ r❡s✉❧ts t❤❛♥ t❤❡
♣r♦❥❡❝t❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞✳

❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ✺✳✷ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ q✉❛❞r❛t✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♠❡t❤♦❞

✶✳ ❈❤♦♦s❡ ǫ > 0✱ κ > 0✱ σ > 1✱ ζ ∈ (0, 1)✱ η ∈ (0,∞)✱ u0 ∈ Uad✱ ❝♦♠♣✉t❡ x0 ✇✐t❤ ✭✺✳✶✳✹✮ ❢♦r u← u0

❛♥❞ p0 ❢r♦♠ ✭✺✳✶✳✶✺✮ ❢♦r x̄← x0 ❛♥❞ ū← u0✱ s❡t l← 0

✷✳ ❈❤♦♦s❡ u s✉❝❤ t❤❛t

Kǫ

(

t, xl (t) , u (t) , ul (t) , pl (t)
)

≤ Kǫ

(

t, xl (t) , w, ul (t) , pl (t)
)

❢♦r ❛❧❧ w ∈ [0, 1]m ❛♥❞ ❛❧❧ ❣✐r❞ ♣♦✐♥ts t ∈ [0, T ]

✸✳ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ x ❢r♦♠ ✭✺✳✶✳✹✮ ❢♦r u ❛♥❞ δ := ‖u− uk‖2 :=
∑m

j=1

∫ T

0

(

uj (t)− ulj (t)
)2

dt

✹✳ ■❢ J (x, u)− J
(

xl, ul
)

> −ηδ✿ ❈❤♦♦s❡ ǫ← σǫ

❊❧s❡✿ ❈❤♦♦s❡ ǫ ← ζǫ✱ xl+1 ← x✱ ul+1 ← u✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ pl+1 ❢r♦♠ ✭✺✳✶✳✶✺✮ ❢♦r x̄ ← xl+1 ❛♥❞
ū← ul+1✱ l← l + 1✱

✺✳ ■❢ δ < κ✿ ❙❚❖P ❛♥❞ r❡t✉r♥ ul

❊❧s❡ ❣♦ t♦ ✷✳
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❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✷ ✇♦r❦s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐rst✱ ♦♥❡ ❝❤♦♦s❡s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ❢♦r ǫ✱ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ǫ = 0.1✱
✇❤✐❝❤ ✇❡✐❣❤ts t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ul t♦ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ✇❤❡r❡ l ❝♦✉♥ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♣❞❛t❡s
t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss u0✱ ❛ t♦❧❡r❛♥❝❡ κ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ σ ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ǫ✱ ζ ❢♦r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣
ǫ✱ η ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥tr♦❧ uk ❛♥❞ ✐ts ✉♣❞❛t❡✳
❲❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞ σ = 50✱ ζ = 0.15 ❛♥❞ η = 10−12 ❛♥❞ κ = 10−6✳ ❲✐t❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ❢♦r t❤❡
❝♦♥tr♦❧ u0 ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ x0 ✇✐t❤ ✭✺✳✶✳✹✮✱ x0 (0) = x0✱ ❢♦r ❛❧❧ k ∈ {1, ..., n} ❛♥❞ u0 ✐♥st❡❛❞ ♦❢ u✱ ✇❡ ✇r✐t❡
ū ← u0✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s p0 ✇✐t❤ ✭✺✳✶✳✶✺✮ ❢♦r x0 ✐♥st❡❛❞ ♦❢ x̄✱ ✇❡ ✇r✐t❡ x̄ ← x0 ❛♥❞ ū ← u0✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱
✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ Kǫ

(

t, xl, w, ul, pl
)

❢♦r ❡✈❡r② ❣r✐❞ ♣♦✐♥t t ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

0 = ∂
∂uj

Kǫ

(

t, xl, u, ul, pl
)

✱ ✇❤❡r❡ ∂
∂uj

Kǫ

(

t, xl, u, ul, pl
)

✐s t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ Kǫ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t ♦❢

t❤❡ j✲t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ u ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ Kǫ✳ ❆s
∂fi(xl,u)

∂uj
✱ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢

t❤❡ i✲t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ f ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ j✲t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ u✱ ❞♦❡s ❛❝t✉❛❧❧② ♥♦t ❞❡♣❡♥❞
♦♥ uj ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✐❢ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞✲s✐❞❡ fk (x, u) ♦❢ ✭✺✳✶✳✹✮ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✭✹✳✷✳✶✮✱ ✭✹✳✷✳✷✮✱ ✭✹✳✷✳✸✮ ❛♥❞ ✭✹✳✷✳✹✮✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ u✱
t❤❡ ✉♣❞❛t❡

uj (t) = max






0,min






−
α+

∑n
i=1 p

l
i (t)

∂fi(xl,u)
∂uj

2ǫ
+ ulj (t) , 1













❢♦r ❡❛❝❤ ❣r✐❞ ♣♦✐♥t t ∈ [0, T ] ❢♦r ❛❧❧ j ∈ {1, ...,m} ✇❤❡r❡ pli ✐s t❤❡ i✲t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ pl✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t st❡♣✱
✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ x ❢r♦♠ ✭✺✳✶✳✹✮ ❢♦r u✱ x (0) = x0 ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠ ‖u − uk‖2 ❛♥❞ s❡t δ := ‖u − uk‖2✳ ■♥ t❤❡
❢♦rt❤ st❡♣✱ ✇❡ ❝❤❡❝❦ ✐❢ t❤❡ ♥❡✇ ✉♣❞❛t❡ ♦♥ u ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❜② ❛t ❧❡❛st
−ηδ✳ ■❢ ♥♦t✱ ✇❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ǫ✱ ❡❧s❡ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ❢♦r t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧✱ ❞❡❝r❡❛s❡ ǫ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
pl ❢r♦♠ ✭✺✳✶✳✶✺✮ ✇✐t❤ pl (T ) = 0✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ xl✱ x̄← xl ❛♥❞ ul✱ ū← ul✳ ■❢ ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✐t❡r❛t✐♦♥ δ ✐s
❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ κ✱ ✇❡ st♦♣ ❛♥❞ r❡t✉r♥ t❤❡ ❧❛st ✐t❡r❛t❡ ul ✇❤✐❝❤ ❤❛s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ❞❡s❝❡♥t ♦❢ t❤❡
t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❜② ❛t ❧❡❛st −ηδ✳ ❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❞✐s❝r❡t✐③❡ ‖u−uk‖2✱ ✭✺✳✶✳✹✮ ❛♥❞ ✭✺✳✶✳✶✺✮
❢♦r ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✷✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❘✐❡♠❛♥♥ s✉♠ ❬✷❪ ❢♦r ‖u−uk‖2 ❛♥❞ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t
❊✉❧❡r s❝❤❡♠❡ ❬✶✸❪ ❢♦r ✭✺✳✶✳✹✮ ❛♥❞ ✭✺✳✶✳✶✺✮✳

✺✳✶✳✹ ❉✐r❡❝t ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t❤❛t ✐♥❞✉❝❡ ❛ s✇✐t❝❤

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❣♦ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② t❤r♦✉❣❤ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧
st✐♠✉❧✐ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t❤❛t st❡❡rs t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ st❡❛❞②
st❛t❡✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t m ∈ N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✱ n ∈ N t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ❛♥❞ T t❤❡
t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s✇✐t❝❤ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❤❛♣♣❡♥✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts g ♦❢ t❤❡
♣♦✇❡r s❡t P ♦❢ t❤❡ s❡t {1, ...,m} ✉♣ t♦ ❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② |g| ≤ maxNum ✇❤❡r❡ maxNum ∈ {1, ...,m}✳ ❚❤❡♥
❢♦r ❡❛❝❤ g✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧s

uj (ηT ) :=

{

1 for 0 ≤ t ≤ ηT

0 else,

0 < η < 1 ❢♦r ❛❧❧ j ∈ g✳ ❋♦r j ∈ {1, ...,m} \g✱ ✇❡ s❡t uj (ηT ) = 0 ❢♦r ❛❧❧ 0 ≤ t ≤ T ❛♥❞ ❞❡✜♥❡

u (ηT ) :=







u1 (ηT )
✳✳✳

um (ηT )






. ✭✺✳✶✳✶✻✮

❚❤❛t ♠❡❛♥s ✇❡ ♣✐❝❦ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ s✉❜s❡ts ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡① s❡t {1, ...,m} ❛♥❞ ❛♣♣❧② t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧s ❢♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t = 0 ✉♥t✐❧ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧s ❛r❡ s✇✐t❝❤❡❞
♦✛ ❛❢t❡r ηT t✐♠❡ ✉♥✐ts✳ ■❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✐s s✉❝❝❡ss❢✉❧ t❤❛t ♠❡❛♥s
t❤❛t t❤❡ st❛t❡ x (T ) ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛t t❤❡ ✜♥❛❧ t✐♠❡ T ❡q✉❛❧s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ st❛t❡ xd ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
✉♣ t♦ ❛ t♦❧❡r❛♥❝❡ tol > 0✱ t❤❡♥ ✇❡ ✜❣✉r❡ ♦✉t ✐❢ t❤❡ s✇✐t❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❤♦rt❡r ♣❡r✐♦❞ ♦❢
t❤❡ ❝♦♥tr♦❧s✬ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤❛♥ ηT ✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ t❛❦❡ u

(

τ lηT
)

✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❛t❡

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② d
dt
xk = f

(

x, u
(

τ lηT
))

❢♦r ❛❧❧ k ∈ {1, ..., n}✱ ✭✺✳✶✳✺✮✱ ♦r F
(

x, u
(

τ l̂ηT
))

= 0✱ ✭✺✳✶✳✼✮✱



✺✳✶✳ ❚❍❊ ❙❲■❚❈❍ ❇❊❚❲❊❊◆ ❚❲❖ ❉■❋❋❊❘❊◆❚ ❙❚❊❆❉❨ ❙❚❆❚❊❙ ✺✾

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇✐t❤ 0 < τ < 1✱ l̂ ∈ N0 ❛♥❞ ❡♥❧❛r❣❡ l̂ ✉♥t✐❧ t❤❡r❡ ✐s ❛ st❛t❡ ♦❢ ♦♥❡ ♥♦❞❡✱ xk✱ k ∈ {1, ..., n}✱
❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ |xk (T )− (xd)k| ≥ tol✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♥✉♠❜❡r ✇❤❡r❡ t❤❡ s✇✐t❝❤ ❞♦❡s ♥♦t

❤❛♣♣❡♥ ❛♥② ♠♦r❡ l̂s ∈ N✳ ❚❤❡♥ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ τ l̂s−1ηT s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡

❝♦♥tr♦❧ u
(

τ l̂s−1ηT
)

❛s t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ✺✳✸ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♠❡t❤♦❞

✶✳ ❈❤♦♦s❡ maxNum ∈ {1, ...,m}✱ 0 < tol < 1✱ 0 < η < 1✱ 0 < τ < 1✱

✷✳ ❈❤♦♦s❡ ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts g ∈ P ⊆ P ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r s❡t P ♦❢ {1, ...,m} s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t②
|g| ≤ maxNum

✸✳ ❋♦r ❛❧❧ g ∈ P

• ❙❡t u = u (ηT ) ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✺✳✶✳✶✻✮

• ❈❛❧❝✉❧❛t❡ x ✇✐t❤ u ❢r♦♠ d
dt
xk = f (x, u) ❢♦r ❛❧❧ k ∈ {1, ..., n} ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✺✳✶✳✺✮ ♦r F (x, u) = 0

❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✺✳✶✳✼✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

• ■❢ |xk (T )− (xd)k| < tol ❢♦r ❛❧❧ k ∈ {1, ..., n}✱ r❡t✉r♥ u
(

τ l̂s−1ηT
)

✇❤❡r❡ l̂s ∈ N ✐s t❤❡

s♠❛❧❧❡st ♥✉♠❜❡r s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ k ∈ {1, ..., n} ✇✐t❤ |xk (T )− (xd)k| ≥ tol ✇✐t❤
d
dt
xk = f

(

x, u
(

τ l̂sηT
))

❢♦r ❛❧❧ k ∈ {1, ..., n} ♦r F
(

x, u
(

τ l̃ηT
))

= 0✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

◆♦t✐❝❡ t❤❛t η ✐s ❝❤♦s❡♥ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ s✉❝❤ t❤❛t ❛❢t❡r t❤❡ s✇✐t❝❤ ♦✛ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t❤❡r❡
✐s st✐❧❧ ❡♥♦✉❣❤ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦ r❡❧❛① s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ st❡❛❞② st❛t❡ ✐❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞
❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ st❡❡r t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ st❡❛❞② st❛t❡ ❛s t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❞♦❡s
♥♦t ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛s s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♦♥❡s ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ η ♠✉st ❜❡
s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ t❤❛t t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❧❛st s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦♥❣ t♦ ❛❝t✐✈❛t❡ ♦r ✐♥❛❝t✐✈❛t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♥♦❞❡s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦♥❣ s✉❝❤ t❤❛t ♥❡t✇♦r❦s ✐♥❡rt✐❛ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ♦✈❡r❝♦♠❡✳

❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✸ ✐s t❤❛t ✐t ❝❤❡❝❦s ❞✐r❡❝t❧② ✐❢ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❝❤♦s❡♥ s❡t ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s t❤❛t ✐t ♥❡❡❞s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ t✐♠❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶ ♦r ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✷ ❛r❡ ❧✐♥❡❛r ✐♥
t✐♠❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛♥❞ ❛t ♠♦st q✉❛❞r❛t✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ❡❞❣❡s ❛s ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐ ♠❛tr✐① ♦❢ f ✱ s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡
✭✺✳✶✳✾✮✳

❲❡ ❝❛♥ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐
s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✸ ❝❛✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤✳ ❊✈❡♥ ❢♦r ❛
❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ✐s ♥♦t t♦♦ ❜✐❣ ✐❢ maxNum ✐s
s♠❛❧❧✳ ■❢ t❤❡♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✸ r❡t✉r♥s ❛ s❡t ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❝❛✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡
t❤✐s r❡s✉❧t ❛s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ❢♦r t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❢♦r ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶ ♦r ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✷ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞
♠♦r❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✇❡✐❣❤t α ✐♥ ✭✺✳✶✳✸✮✳
❘♦✉❣❤❧② s♣♦❦❡♥✱ t❤❡ ❧❡ss α ✐s✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✇✐❧❧ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠
❝♦♥st❛♥t ③❡r♦ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❜✐❣❣❡r α ✐s✱ t❤❡ ❧❡ss ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥tr♦❧s ❛r❡ r❡t✉r♥❡❞ ❜❡✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠
③❡r♦✱ ❜✉t t❤❡ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❡s❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛r❡ ❢♦r t❤❡ s✇✐t❝❤✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t②
♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t❤❛t ✐s r❡t✉r♥❡❞ ❜② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶ ♦r ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✷ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡
t♦ ❝❤❛♥❣❡ ❜✉t s♦♠❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ♠❛② ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ♦♥❡ t❤❛t ❛r❡ ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
st❡❡r✐♥❣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ st❡❛❞② st❛t❡✳ ❇② s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤ ✇❡ ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡
♥❡t✇♦r❦ ✐s st❡❡r❡❞ ❢❛st❡r t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ st❛t❡✳ ❚❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❞②♥❛♠✐❝❛❧ r❡❛s♦♥s ✇❤❡♥ t✐♠❡
♠❛tt❡rs t❤❛t ♠❡❛♥s ❛ s✇✐t❝❤ ✐♥ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ♦r t♦ ❡♥❧❛r❣❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛ ❜✐t t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❛t ♦♥❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t ✉♣ ✐♥ t❤❡
❡❛s✐❡st ✇❛②✳

❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❢✉rt❤❡r r❡❛s♦♥ ✇❤② t♦ t❛❦❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✸ ❢♦r ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠
✺✳✶ ♦r ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✷✳ ❲❤❡♥ s♦❧✈✐♥❣ ✭✺✳✶✳✺✮ ♦r ✭✺✳✶✳✼✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧
st✐♠✉❧✐ ✇❤✐❝❤ ❝❛✉s❡s t❤❡ s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ x0 t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ st❛t❡ xd✱ ✐t ♠❛② ❤❛♣♣❡♥✱ ❜❡❝❛✉s❡
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♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❧② ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝♦♥str❛✐♥t F ♦r fk✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥♦❞❡ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❡q✉❛❧ ✐ts ❞❡s✐r❡❞ st❛t❡ ❛t t❤❡ ✜♥❛❧ t✐♠❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥
❤❛♣♣❡♥ ❜❡❝❛✉s❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶ ❛♥❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✷ ❛r❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
t❤❡② ♦♥❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡✐r r❡s✉❧t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♥❡❝❡ss❛r② ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✺✳✶✳✶✸✮ ♦r ✭✺✳✶✳✶✹✮✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t ❛❧❧ ♦♣t✐♠❛ ✐♥ t❤✐s s❡♥s❡ ❝♦♥t❛✐♥ ❛ s✇✐t❝❤ ♦❢ st❡❛❞② st❛t❡s✳ ❚❤✉s ✐❢ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ x0 ✐s ❝❧♦s❡ t♦ s✉❝❤ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ✐t ♠❛② ❤❛♣♣❡♥ t❤❛t ♦✉r ✉t✐❧✐③❡❞ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞ ❧✐❦❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ ♦r s❡q✉❡♥t✐❛❧ q✉❛❞r❛t✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♠❡t❤♦❞✱ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦
s✉❝❤ ❛ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✉♠✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛r❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡
♦❢ ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✺✳✶✳✶✸✮ ♦r ✭✺✳✶✳✶✹✮ ❜✉t ♠❛② ♥♦t ❝❛✉s❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞
s✇✐t❝❤✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ❢♦r t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ u ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶ ♦r ❆❧❣♦r✐t❤♠
✺✳✷ ❝❛♥ ❝❛✉s❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠❛ ❛♥❞ t❤✉s✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡✈❡♥ ❥✉st t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤✱ ❝❛♥ r❡s✉❧t ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t s❡❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦
❡♥s✉r❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ❛ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✉♠ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ s✇✐t❝❤ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✬s st❛t❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ t❛❦❡ t❤❡
r❡s✉❧t ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✸ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛❧r❡❛❞② ❝❛✉s❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤✳ ❚❤❡♥ t❤✐s
✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ❢♦r t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✐s ♠❛②❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡ t♦ ❛♥ ♦♣t✐♠✉♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
st❛t❡ ❡q✉❛❧s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ st❛t❡ ❛t t❤❡ ✜♥❛❧ t✐♠❡✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ s❤♦rt❡r t❤❡ t✐♠❡ ✐s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧
st✐♠✉❧✐ ❛r❡ ❛❝t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✸ t❤❡ ❝❧♦s❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ✐s t♦ ❛♥ ♦♣t✐♠✉♠ t❤❛t
❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤ ❛s t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❡♥❧❛r❣❡s t❤❡ t❛r❣❡t
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✭✺✳✶✳✸✮✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ t❤❡ s✉❜r♦✉t✐♥❡ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✸ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❝❛✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤ t❤❛t ✐s ❛s s❤♦rt ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐s
♥❡❝❡ss❛r②✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✸ r❡t✉r♥s t❤❡ ✜rst ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t❤❛t ✐t ✜♥❞s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡r❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❢♦r t❤❡ s✇✐t❝❤ t❤❛t ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢r♦♠
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶ ♦r ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✷✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❜✐❣ α✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥ ✐t ✐s ✇♦rt❤ t♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② st❛rt
♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✸ ❛s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳ ❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥ T ✉s❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✷ ❛♥❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠
✺✳✸ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❛t ❧❡❛st t❤❛t ❧❛r❣❡ ❛s ✐♥ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ✜❣✉r❡s ♦✉t t❤❡
st❡❛❞② st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❡♥♦✉❣❤ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦
r❡❧❛① ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ st❛t❡ ❛❢t❡r t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛r❡ s✇✐t❝❤❡❞ ♦✛✳ ❚❤✐s ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ s✇✐t❝❤ ♦♥ ❛♥❞ s✇✐t❝❤ ♦✛ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❝❛♥ ❞❡❝❛② ❛♥❞ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦
❝❛♥ r❡❧❛① t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ st❛t❡ xd s✉✣❝✐❡♥t❧② ♠✉❝❤ s✉❝❤ t❤❛t x (T ) ✐s ❝❧♦s❡ t♦ xd ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t♦❧❡r❛♥❝❡
tol ❢♦r ❛❧❧ k ∈ {1, ..., n}✳ ❆❧s♦ t❤❡ st❡♣ s✐③❡ △t ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❛t ♠♦st t❤❛t s✐③❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ✐♥
t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ st❛❜❧❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥s ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t s♦❧✈❡r ❢♦r t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ✉s❡❞✳

✺✳✷ ❊①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❦❡❡♣✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦s ✐♥ ❞❡s✐r❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s
✇❤❡r❡ ♦♥❧② t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦❞❡s ✐s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛♥❞ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❛tt❡r♥
♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❡ ❛❧t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡
❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ♠❛② ❞❡❝❛② ❛❢t❡r t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛r❡ s❡t ♦✛✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥
❝♦♥tr❛st t♦ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛r❡ ❛❧✇❛②s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❡✛❡❝t t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ s✉❝❤ t❤❛t
t❤❡ ❛❧t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s✬ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧s st❛② ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛r❡ s✇✐t❝❤❡❞ ♦✛
❞✉❡ t♦ t❤❡ s✇✐t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ st❡❛❞② st❛t❡s✳ ❆♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t s❡❝t✐♦♥
✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❞r✉❣ t❛r❣❡t✐♥❣ ♦r ♣❤❛r♠❛❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❧❛t❡r✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❣❡♥ts ♦❢ ✐♥t❡r❡sts ♦❢ ❛ r❡❛❧ ✭❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧✮ ♥❡t✇♦r❦ ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦
❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② t♦ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳ ❊❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥♦❞❡ k ∈ {1, ..., n} ✇❤❡r❡
n ∈ N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s✳
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✺✳✷✳✶ ❚❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠

❖♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠♦❞❡❧❡❞ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡s✐r❡❞ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧s ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ ♥♦❞❡s
♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t❤❛t ♠❡❛♥s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❢♦r ❛❧❧ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✐❢ ♦♥❧②
❛ ❢❡✇ ♥♦❞❡s ♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦ s❡r✈❡ ♦r ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s ❛♥ ♦✉t♣✉t t❤❛t ✐s r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ❛♥
❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ♥♦❞❡s t❤❛t ❛r❡ ❧❡❢t ❛r❡ st✐❧❧ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r r❡❣✉❧❛t✐♥❣ t❤❡s❡ ♥♦❞❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳
❚❤❡s❡ ❞❡s✐r❡❞ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧s xdk : R+

0 → [0, 1] ❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧
♦❢ ♥♦❞❡ k✳ ❚❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ♦r ✈❛r② t❤❡✐r ✈❛❧✉❡ ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❞❡s✐r❡❞ ❛❝t✐✈✐t②
❧❡✈❡❧s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② D :=

{

xdk| k ∈ NI

}

✱ NI ⊆ {1, ..., n} ✇❤❡r❡ NI ♦♥❧② ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s
♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ❥✉st ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛ s✉❜s❡t ♦❢
♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♥❡t✇♦r❦✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ D ✐s ❧❡ss t❤❛♥ n✳

❚❤❡ t❛s❦ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✱ ❛♥❞
✐❢ ♥❡❝❡ss❛r② t❤❡✐r t✐♠❡ ❝✉r✈❡✱ s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢r♦♠ t❤❡ s❡t NI t❛❦❡s ✐ts ❞❡s✐r❡❞ ✈❛❧✉❡

❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ✇❡ ❞❡✜♥❡ x :=







x1
✳✳✳
xn






∈ R

n ❛♥❞ u :=







u1
✳✳✳

um






∈ R

m ❛♥❞ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

J̃ (x, u) :=
1

2

n
∑

k=1

gk

∫ T

0

(

xk (t)− xdk (t)
)2

dt, ✭✺✳✷✳✶✮

✇❤❡r❡ gk ∈ R
+
0 ✐s t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ tr❛❝❦✐♥❣ t❡r♠

∫ T

0

(

xk (t)− xdk (t)
)2

dt ✇✐t❤ gk > 0 ✐❢
k ∈ NI ❛♥❞ gk = 0 ❡❧s❡✳ ❚❤❡s❡ ✇❡✐❣❤ts ♠❡❛♥ ❤♦✇ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐t ✐s t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦❞❡ ❛❝❤✐❡✈❡s
✐ts ❞❡s✐r❡❞ ✈❛❧✉❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♥♦❞❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❚❤❡ ❣r❡❛t❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡ gk ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦❞❡
k ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♥♦❞❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ t❤❡ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐t ❜❡❝♦♠❡s t❤❛t t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦❞❡ k ❛tt❛✐♥s ✐ts ❞❡s✐r❡❞ st❛t❡ xdk ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ♥♦❞❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✇❤❡r❡
gk > 0✳

❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ J̃ (x, u) ❛❧s♦ s❡r✈❡s ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ❤♦✇ ✇❡❧❧ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧s ❛r❡ t❛❦❡♥ ❜② t❤❡✐r
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦❞❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❛t (x, u) ❢✉❧✜❧❧s ✭✺✳✶✳✹✮✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s t❤❡
s♠❛❧❧❡r J̃ ✐s t❤❡ ❜❡tt❡r t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧s ❛r❡ t❛❦❡♥ ❜② t❤❡ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦❞❡ ✇❤❡r❡ ✐♥
t❤❡ ❜❡st ❝❛s❡ J̃ = 0 ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t xk = xdk ❢♦r ❛❧❧ k ∈ NI ✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❝♦sts ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧

st✐♠✉❧✐ ✐♥t♦ t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✱ ✇❡ ❛❞❞ t❤❡ t❡r♠ α
∑m

j=1

∫ T

0 uj (t) dt✱ α ≥ 0✱ t♦ ✭✺✳✷✳✶✮ ✇❤✐❝❤ ❡①tr❛❝ts
t❤❡ ♠♦st ❡✛❡❝t✐✈❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ α✳ ❚❤✐s ✇♦r❦s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❆s ❢♦r ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ α ✐t
✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✐ts ❡✛❡❝t ♦♥ st❡❡r✐♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡s
♦❢ ✐♥t❡r❡st t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ t❤✉s ✐s s❡t t♦ ③❡r♦✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①t❡♥❞❡❞
❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

Jα (x, u) :=
1

2

n
∑

k=1

gk

∫ T

0

(

xk (t)− xdk (t)
)2

dt+ α

m
∑

j=1

∫ T

0
uj (t) dt. ✭✺✳✷✳✷✮

◆♦t✐❝❡ t❤❛t J0 (x, u) = J̃ (x, u)✳ ❙✉♠♠❛r✐③✐♥❣✱ ✇❡ ♥♦✇ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠

min
y,u

Jα (x, u)

subject to
d

dt
xk = fk (x, u) for all k ∈ {1, ..., n}

✭✺✳✷✳✸✮

✇❤❡r❡ fk (x, u) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞✲s✐❞❡s ♦❢ ✭✹✳✷✳✶✮✱ ✭✹✳✷✳✷✮✱ ✭✹✳✷✳✸✮ ❛♥❞ ✭✹✳✷✳✹✮ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳
❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛❧s♦ ❤♦❧❞ ❢♦r ❛♥② ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ s②st❡♠ ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦ ♠♦❞❡❧ ❛ r❡❛❧ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠✳

❘❡♠❛r❦ ✺✳ ❆♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❞✐s❝✉ss❡❞ s♦ ❢❛r ❝❛♥ ❜❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❆♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❣r❛♣❤ ❝❛♥
❜❡ s❡t ✉♣ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✜tt❡❞ t♦ r❡❛❧ ❞❛t❛ ❝r❡❛t❡❞
❜② t❤❡ ♦♠✐❝s t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❆❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ❜② ❞r✉❣s ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❡①t❡r♥❛❧
st✐♠✉❧✐ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❛✛❡❝t ❡✈❡♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❥✉st ♦♥❡ ♥♦❞❡ ✐❢ ♦♥❡ ❞r✉❣ ❤❛s ♠✉❧t✐ t❛r❣❡t ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡♥ ❜②
♦✉r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦♥❡ ❝❛♥ ✜❣✉r❡ ♦✉t t❤❡ ♠♦st ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞r✉❣ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ t❤❛t ❜r✐♥❣s t❤❡
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❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✐t ✇✐❧❧
❜❡ ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡ ♠❡❡t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ st❛t❡ ❡①❛❝t❧②✳ ■❢ ❢♦r s♦♠❡ r❡❛s♦♥ t❤❡ ✉s❡r ✇✐s❤❡s t♦ ❤❛✈❡ s♦♠❡
❝❡rt❛✐♥ ♥♦❞❡s ❝❧♦s❡r t♦ ❛ ❞❡s✐r❡❞ ✈❛❧✉❡ t❤❛♥ ✐t ✐s ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ st✐❧❧ t♦
❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡✐r ❞❡s✐r❡❞ ✈❛❧✉❡ s✉❝❤ t❤❛t ✐t ✐s ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② st✐❧❧ ♥♦t r❡❛s♦♥❛❜❧❡✱ t❤❡② ❝❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ gk ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛❣❛✐♥✳ ❚❤❡♥ t❤❡s❡ ♥♦❞❡s ♠✐❣❤t ❣❡t ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡
❞❡s✐r❡❞ st❛t❡✱ ❤♦✇❡✈❡r ♠❛②❜❡ ❛t t❤❡ ❝♦st t❤❛t ♦t❤❡rs ♠✐❣❤t ❣❡t ❛✇❛② ❛ ❧✐tt❧❡ ❜✐t ♠♦r❡ ❢r♦♠ t❤❡✐r ❞❡s✐r❡❞
st❛t❡ ❜✉t st✐❧❧ ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ♠❛❦❡s
♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② s❡♥s❡✳ ■❢ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ✐s st✐❧❧ ♥♦t ❛s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧✱ t❤❡♥
♦♥❡ ❤❛s t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ♠♦r❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛♥❞ t❤✉s ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② ♥❡✇ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞r✉❣ t❛r❣❡ts t❤❛t ❤❛✈❡ t❤❡
❞❡s✐r❡❞ ❡✛❡❝t✳ ❚❤✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡s ❤♦✇ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡①tr❛❝t ♣r♦♠✐s✐♥❣
❞r✉❣ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦r ❞r✉❣ t❛r❣❡ts ♦✉t ♦❢ ❛ ❤✉❣❡ ❣r❛♣❤✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❛t
st❡❡r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❝❧♦s❡ t♦ ❛ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡s✐r❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❛tt❡r♥✳

❘❡♠❛r❦ ✻✳ ◆♦✇✱ ✇❡ ❛r❡ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❞✉❝❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ♦r ❛❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ❛ r❡❛❧ ♥❡t✇♦r❦✱ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦
✐s ♣❡rt✉r❜❡❞ ✇✐t❤ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ t✐♠❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ t❤❡
♠♦❞❡❧ ✐s ✜tt❡❞ t♦ t❤❡♠✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t ❢♦r t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❣✐✈❡♥ ❜② ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡
✭✹✳✶✳✶✮ ✇❡ ❛❝t✉❛❧❧② ♥❡❡❞ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✳ ❙✉❝❤ ❛
❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❛t ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❡ ✇❤♦❧❡
✜tt✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇♦r❦s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ t✐♠❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❛❧❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ♦r ❛❝t✐✈✐t②
❧❡✈❡❧s ♦❢ ❛❧❧ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ t❤❡ t✐♠❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐ts
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛ s❝❛❧❡❞ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s r❛♥❣✐♥❣
❢r♦♠ 0 ✭♥♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✮ t♦ 1 ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t ❛❧s♦ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢
s❡✈❡r❛❧ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ♦♥❝❡ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢
❡❛❝❤ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❞♦ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✉♥t✐❧ ❛t ❧❡❛st ❛❧❧ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❛❝t✐✈❡ ✐♥ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤✉s ❡❛❝❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❞❛t❛ s❡t✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ❤❛✈❡
t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ✜tt✐♥❣ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❞❛t❛ s❡ts ❛t ♦♥❝❡✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s ❛❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛r❡ ✜tt❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ t✐♠❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t✐♠❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ s❡ts✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥
♥♦r♠✱ ✐s ❛s s♠❛❧❧ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳

❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ♥♦t r❡str✐❝t❡❞ t♦ ✭✹✳✷✳✶✮✱ ✭✹✳✷✳✷✮✱ ✭✹✳✷✳✸✮ ♦r ✭✹✳✷✳✹✮ ❜✉t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛♥② ♠♦❞❡❧
❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❘❡♠❛r❦ ✻✱ ✇❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❤✉❣❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦
t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❢♦r ❛ ❞❡s✐r❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ❜❡❤❛✈✐♦r✳
■♥st❡❛❞ ♦❢ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t❤❛t ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❡✛❡❝t✱
♦♥❡ ♠❡❛s✉r❡s ❥✉st ❞✐❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❡❛❝❤ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ♦♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ✜ts t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❝❛♥ ❡①tr❛❝t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❡✛❡❝t✐✈❡
✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❡✛❡❝t ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❆s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧
st✐♠✉❧✐ ❞❡♣❡♥❞s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ s✐♥❣❧❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✱ r❡❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
❝❛♥ ❜❡❝♦♠❡ ✈❡r② t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s t♦ ✉s❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❞❡s✐r❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ❜❡❤❛✈✐♦r
s✐♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❡❛❝❤ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t❤❡ ❜❡st ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐s ✜❣✉r❡❞ ♦✉t ❜②
♦✉r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✇❤✐❝❤ ♠❛② s❛✈❡ ❛ ❧♦t ♦❢ t✐♠❡ ❛s t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧②
❧✐♥❡❛r❧② ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ s✐♥❣❧❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✳

✺✳✷✳✷ ▲♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s t❤❛t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♠❛❞❡ t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦
❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶ ❢♦r t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ t❤❛t ♥♦t ❛❧❧ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❤❛✈❡ t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ❞❡s✐r❡❞
❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧✳

❆s ✐♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✷✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞✐s❝r❡t✐③❡ ✭✺✳✷✳✸✮ ❜❡❢♦r❡ ✇❡ ♦♣t✐♠✐③❡ ✇✐t❤ ❛ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞
❧✐❦❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ ❢♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥ t✐♠❡ st❡♣ s✐③❡ △t > 0✱
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t = l△t✱ l ∈ {0, ..., N} ❛♥❞ T = N△t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠

min
x,u

J (x, u) :=
1

2

n
∑

k=1

gk

N
∑

l=1

(

xlk − xdk (l△t)
)2
△t+ α

m
∑

j=1

N−1
∑

l=0

ulj△t

subject to F (x, u) = 0, x0 = x0

✇❤❡r❡ F (x, u) :=







F1 (x, u)
✳✳✳

Fn (x, u)






∈ R

nN ✱

Fk (x, u) := −







x1k
✳✳✳

xNk






+







x0k
✳✳✳

xN−1
k






+△t







fk
(

x0, u0
)

✳✳✳
fk
(

xN−1, uN−1
)






∈ R

N

❢♦r ❛❧❧ k ∈ {1, ..., n}✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t xk ✐s ♥♦t ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥② ♠♦r❡ ❜✉t ❛ ✈❡❝t♦r xk :=







x1k
✳✳✳

xNk






∈ R

N

❢♦r ❛❧❧ k ∈ {1, ..., n} ❛♥❞ x :=







x1
✳✳✳
xn






∈ R

nN ✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✈❡❝t♦r

uj :=







u0j
✳✳✳

uN−1
j






∈ R

N ❛♥❞ u :=







u1
✳✳✳

um






∈ R

mN ✇✐t❤ 0 ≤ ulj ≤ 1 ❢♦r ❛❧❧ j ∈ {1, ...,m} ❛♥❞

l ∈ {0, ..., N − 1}✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❥✉st ❤❛✈❡ t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r p :=







p1
✳✳✳
pn






∈ R

nN ✱

pk :=







p1k
✳✳✳
pNk






∈ R

N ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

0 =



















gk
(

x1k − xdk (1dt)
)

− p1k + p2k +
∑n

i=1 p
2
i

∂
∂x1

k

fi
(

x1, u1
)

dt

gk
(

x2k − xdk (2dt)
)

− p2k + p3k +
∑n

i=1 p
3
i

∂
∂x2

k

fi
(

x2, u2
)

dt

✳✳✳

gk

(

xN−1
k − xdk ((N − 1) dt)

)

− pN−1
k + pNk +

∑n
i=1 p

N
i

∂

∂xN−1

k

fi
(

xN−1, uN−1
)

dt

gk
(

xNk − xdk (Ndt)
)

− pNk



















∈ R
N

❢♦r ❛❧❧ k ∈ NI ❛♥❞

0 =



















−p1k + p2k +
∑n

i=1 p
2
i

∂
∂x1

k

fi
(

x1, u1
)

dt

−p2k + p3k +
∑n

i=1 p
3
i

∂
∂x2

k

fi
(

x2, u2
)

dt

✳✳✳

−pN−1
k + pNk +

∑n
i=1 p

N
i

∂

∂xN−1

k

fi
(

xN−1, uN−1
)

dt

−pNk



















∈ R
N

❢♦r ❛❧❧ k ∈ {1, ..., n} \NI ✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉s❡ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ q✉❛❞r❛t✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✷✱ ✇❡

❥✉st ❤❛✈❡ t♦ ♠♦❞✐❢② s♦♠❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♠❛❞❡ ✐♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✸✳ ❚❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ H : R×R
n×R

m×R
n

♥♦✇ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

H (t, x, u, p) :=
1

2

n
∑

k=1

gk

(

xk − xdk

)2
+ α

m
∑

j=1

uj +

n
∑

k=1

pkfk (x, u) .
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❚❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s p̄k : R+
0 → R ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❞❥♦✐♥t ❡q✉❛t✐♦♥s

dp̄k

dt
= −gk

(

x̄k − xdk

)

−
n
∑

i=1

p̄i
∂

∂xk
fi (x̄, ū)

✐❢ k ∈ NI ❛♥❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s

dp̄k

dt
= −

n
∑

i=1

p̄i
∂

∂xk
fi (x̄, ū)

✐❢ k ∈ {1, ..., n} \NI ✇✐t❤ p̄k (T ) = 0 ❢♦r ❛❧❧ k ∈ {1, ..., } ✇❤❡r❡ ∂
∂xk

fi (x̄, ū) := ∂
∂xk

fi (x, u) |(x,u)=(x̄,ū)

t❤❛t ♠❡❛♥s t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ i✲t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ f ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ k✲t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢

x :=







x1
✳✳✳
xn






∈ R

n ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t (x̄, ū) ❛♥❞ (x̄, ū) ✐s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✭✺✳✷✳✸✮✳

❘❡♠❛r❦ ✼✳ ❆s ✐♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ xd ❝❛♥ ♠♦❞❡❧ ❛ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥
♣❛tt❡r♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✈❛r② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✐♠❡✱ ✇❡ ❝❛♥ t❤✐♥❦ ♦❢ ♣❤❛r♠❛❝♦❧♦❣✐❝❛❧
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛② ❛♥❞
♥✐❣❤t t✐♠❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛♥❞ ❛ ✜tt❡❞ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦✳

✺✳✷✳✸ ❆ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡

❇❡s✐❞❡s ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ s♦❧✈❡ ✭✺✳✷✳✸✮ t❤❡r❡ ✐s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② tr②
❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ ♦✈❡r t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0, T ]✳ ▼♦r❡♦✈❡r ✇❡ ❝❛♥ ✈❛r② ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡
♦❢ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ t✐♠❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ❛♥❞ t❡st ❡❛❝❤ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡
s♠❛❧❧❡st t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❛ ❣r❡❛t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s
❛♥❞ t❤✐s ♥✉♠❜❡r ❣r♦✇t❤ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✳ ❚♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ❛s s♠❛❧❧ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ♦✉r ♣✉r♣♦s❡ t♦ ✜♥❞ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t❤❛t ❦❡❡♣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝❧♦s❡ t♦ ❛ ❞❡s✐r❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❛tt❡r♥✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✐❞❡❛ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✹✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ maxNum ∈ {1, ...,m} t❤❛t
❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❛❝t✐✈❡ ❛t ♦♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r numInt ∈ N ♦❢ ♣❛rts ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡
❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ [0, 1] ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✇❡r s❡t P ♦❢ t❤❡ s❡t {1, ...m}
t❤❛t ❡❧❡♠❡♥ts g ✇✐t❤ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② |g| ≤ maxNum✳ ❚❤✐s ❞❡✜♥❡s t❤❡ s❡t P ✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ g ∈ P ✱
val ∈

{

i 1
numInt | i = 1, ..., numInt

}

❛♥❞ s❡t uj = val ✐❢ j ∈ g ❛♥❞ uj = 0 ❡❧s❡✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s t❤❡ ❛❝t✐✈❡
❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡ val ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❛❝t✐✈❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t
❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡ 0 ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0, T ]✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡
Jα (x, u) ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ u ✇❤❡r❡ (x, u) ❢✉❧✜❧❧s ✭✺✳✶✳✹✮✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❢♦r ❛❧❧ g ∈ P

❛♥❞ ❛❧❧ val ∈
{

i 1
numInt | i = 1, ..., numInt

}

✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t❤❛t ❝❛✉s❡s
t❤❡ s♠❛❧❧❡st t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ❛s t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✹✳

❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ✺✳✹ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♠❡t❤♦❞

✶✳ ❈❤♦♦s❡ numMax ∈ {1, ...,m}✱ numInt ∈ N

✷✳ ❈❤♦♦s❡ ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts g ∈ P ⊆ P ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r s❡t P ♦❢ {1, ...,m} s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t②
|g| ≤ maxNum

✸✳ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ Jα (x, u) ❢♦r ❛❧❧ p ∈ P ❛♥❞ ❛❧❧ val ∈
{

i 1
numInt | i = 1, ..., numInt

}

✇✐t❤ uj = val ✐❢ j ∈ g

❛♥❞ uj = 0 ❡❧s❡ ✇❤❡r❡ (x, u) ❢✉❧✜❧❧s ✭✺✳✶✳✹✮

✹✳ ❘❡t✉r♥ (x, u) ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡st t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡ Jα (x, u) ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✺✳✷✳✷✮

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐t ✐s ✇♦rt❤ t♦ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✹ ❛s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✐♥ ❙t❡♣ ✸ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡rs✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t
t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✹ ✐♥❝r❡❛s❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ maxNum✳
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❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✹ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ♦❢ ❛ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❧✐❦❡
t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞✱ s❡❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶ ♦r t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ q✉❛❞r❛t✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♠❡t❤♦❞✱ s❡❡
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✷✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ❢r♦♠ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✹✱ ❛ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✜♥❞s ❛♥
♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ✭✺✳✷✳✸✮ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✳ ❆s
t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦✈❡r t✐♠❡✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② ❛
❝♦♥st❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜✉t ✐ts ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ✈❛r② ✇✐t❤ t✐♠❡✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❛❧s♦ t✐♠❡ r❡s♦❧✈❡❞ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✇✐t❤
❛ ♠❡t❤♦❞ ❛s ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✹ ♠✐❣❤t ❜❡ t♦ ❝♦st❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ♠♦st ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❝❛♥ ❜❡ r❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✐s r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧
st✐♠✉❧✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ✭✺✳✷✳✸✮ ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ ❢✉rt❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥
♦❢ ❡❛❝❤ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❞✐✛❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
❢r♦♠ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✹✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✬s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❛❧s♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❞✉❡ t♦
t❤❡ t✐♠❡ s❝❛❧✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✳

❲✐t❤ s✐♠✐❧❛r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❛s ❢♦r ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✸ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧② ❤✐❣❤ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ ✭✺✳✶✳✹✮✱ ❛
❢✉rt❤❡r ✉s❡ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✹ ✐s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ❢♦r t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ t❤❛t
t❤❡② ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✉♠ ♦❢ ✭✺✳✷✳✸✮ ❛♥❞ ♥♦t t♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✉♠ t❤❛t ❤❛s ♣♦ss✐❜❧② ❛ ❣r❡❛t❡r
t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡ t❤❛♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✉♠ ❜✉t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r②
♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧✐❦❡ ✭✺✳✶✳✶✸✮ ♦r ✭✺✳✶✳✶✹✮ t❤♦✉❣❤ ❝❛✉s✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s st♦♣✳

✺✳✸ ❙t❛t❡ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s♦❢t✇❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥s

❋✐♥❛❧❧② t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❢♦r ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛ s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ ♦♥❡ st❡❛❞② st❛t❡s ♦❢ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦
t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♥❡ ♦r ❢♦r ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❝❧♦s❡ t♦ ❛ ❞❡s✐r❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❛tt❡r♥✱ ❛ s♦❢t✇❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✉s❡❢✉❧
t❤❛t ❝r❡❛t❡s t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❣r❛♣❤✱ ✜ts ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢
t❤❡ s②st❡♠ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡
s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t❤❛t st❡❡rs t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ ♦✉r ❢❛✈♦r✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ❛♥
♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡② ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ t❛s❦ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧
st✐♠✉❧✐✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❬✶✵✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✻❪✳

❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✇❡ ♣♦✐♥t ♦✉t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s t♦ ♦t❤❡r s♦❢t✇❛r❡ ❡①✐st✐♥❣ t♦ ❛♥❛❧②③❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞
✐❧❧✉str❛t❡ ❤♦✇ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ♦✉r ♣r♦✈✐❞❡❞ s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ✇✐t❤ ♦t❤❡r t♦♦❧s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡t✇♦r❦s ❜② ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢
❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ st✐♠✉❧✉s ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s t♦ ❜❡ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♥❡✇ st❛t❡ ✐s ❝❡♥tr❛❧ ❢♦r
♣❤❛r♠❛❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ♦❢ ❦♥♦❝❦❞♦✇♥s✱ ❘◆❆✐ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♦r
❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ ♦t❤❡r ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥✱ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇♦✉❧❞ ❤✐❣❤❧② ♣r♦✜t ❢r♦♠ s✉❝❤ ❛♥
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✐s ✐s ♦✛❡r❡❞ ❤❡r❡✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ❛❧❧♦✇s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s✉✐t❛❜❧❡
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❛❝❝✉r❛t❡ ♦r ❤❡✉r✐st✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ■t❡r❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ r❡✜♥❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡
❞♦♥❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❝❡♣t♦r ✐♥♣✉ts✱ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ t♦♦❧s ❛❧❧♦✇s t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r ❝❤❛♥❣✐♥❣ t♦
❛ ♣r❡s♣❡❝✐✜❡❞ ♥❡✇ s②st❡♠ st❛t❡✳ ■♥st❡❛❞ t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥✉♠❡r♦✉s tr✐❛❧s ❛♥❞ ✐t❡r❛t✐✈❡ st❡♣s ♥❡❝❡ss❛r②
✉s✐♥❣ ❛♥② ♦❢ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❜❡❧♦✇ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s✳

❲❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ❙◗❯❆❉ ♠❡t❤♦❞ ✭❤tt♣s✿✴✴s❜♦s✳❡✉✴❞♦❝✉✴❞♦❝✉✴❙◗❯❆❉✴❞♦❦✉✳♣❤♣✳❤t♠✮✳ ❖♥❡
❝❛♥ ✉t✐❧✐③❡ ❙◗❯❆❉ t♦ ❛♥❛❧②③❡ st❡❛❞② st❛t❡s ♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♦♥❝❡ ♦♥❡ ❤❛s t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦
t❤❛t ♠❡❛♥s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❣r❛♣❤✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♣❡rt✉r❜ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜② ❛❝t✐✈❛t✐♥❣
r❡❝❡♣t♦rs ♦r ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❞❡❝❛② ♦r ❣❛✐♥ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡✬s ❛❝t✐✈✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s s♦❢t✇❛r❡ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛
s②st❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❤♦✇ t♦ s❡❛r❝❤ ❢♦r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s t♦ st❡❡r t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦ ❛ ❞❡s✐r❡❞ st❛t❡✳ ❚❤❡r❡✲
❢♦r❡ ♦✉r ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❜② t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ s✉♣♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ♣✐♦♥❡❡r✐♥❣ ✐❞❡❛ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙◗❯❆❉ s♦❢t✇❛r❡✳

❚❤❡ ♥❡①t s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❏■▼❊◆❆
✭❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳❜✐♦③❡♥tr✉♠✳✉♥✐✲✇✉❡r③❜✉r❣✳❞❡✴❜✐♦✐♥❢♦✴❝♦♠♣✉t✐♥❣✴❥✐♠❡♥❛✲❝✴✮ ✇❤✐❝❤ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❛♥ ❡✣✲
❝✐❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st❡❛❞② st❛t❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s ♣❛❝❦❛❣❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❙◗❯❆❉ s❡r✈❡s ❛s ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t
t♦♦❧ t♦ ✜❣✉r❡ ♦✉t t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡s ♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❜❡t✇❡❡♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ s✇✐t❝❤✳ ❖♥❝❡ t❤❡
st❡❛❞② st❛t❡s ❛r❡ ❢♦✉♥❞✱ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ✉t✐❧✐③❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
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♦❢ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤✳

❚❤❡ ❈❊▲▲ ◆❊❚ ❆◆❆▲❨❩❊❘ ✭❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✷✳♠♣✐✲♠❛❣❞❡❜✉r❣✳♠♣❣✳❞❡✴♣r♦❥❡❝ts✴❝♥❛✴❝♥❛✳❤t♠❧✮
♣r♦✈✐❞❡s✱ ❜❡s✐❞❡s ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ st❡❛❞② st❛t❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ♠✐♥✐♠❛❧
✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ s❡ts t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ❞❡s✐r❡❞ st❡❛❞② st❛t❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ♦♥❡ ❣❡ts
❛ ❧✐st ♦❢ ❦♥♦❝❦✐♥s ❛♥❞ ❦♥♦❝❦♦✉ts ♦❢ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛tt❛✐♥s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞
st❡❛❞② st❛t❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t t♦♦❧✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧❛❝❦✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♦r ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛❣❡♥ts✱ t♦ ❞❡s✐❣♥ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡
♥❡t✇♦r❦ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♥♦t✇♦r❦ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡s s♦✉❣❤t✳ ❚❤✉s t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s
✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t❤❛t ♠❡❛♥s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❣r❛♣❤ ✇❤✐❧❡ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤
❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❞✉r✐♥❣ ❛❧❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❈❊▲▲ ◆❊❚ ❆◆❆▲❨❩❊❘ ✐s
❤❡♥❝❡ ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ ❢♦r ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ t❤❡ ✉♣str❡❛♠ ✉s❡ ♦❢
❙◗❯❆❉ ♦r ❏■▼❊◆❆ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♥❡t✇♦r❦ ❜✉t ♥♦t ❢♦r ♣r❡❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡st ❛♥❞ ♠♦st
❡✣❝✐❡♥t st✐♠✉❧✉s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❞❡s✐r❡❞ s②st❡♠ st❛t❡✳

❚❤❡ ❖❉❊❋❨ ✭❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳❤❡❧♠❤♦❧t③✲♠✉❡♥❝❤❡♥✳❞❡✴✐❝❜✴s♦❢t✇❛r❡✴♦❞❡❢②✴✐♥❞❡①✳❤t♠❧✮ ✐s ❛ t♦♦❧ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❝♦♥✈❡rt ❜♦♦❧❡❛♥ ♥❡t✇♦r❦s ✐♥t♦ ♥❡t✇♦r❦s ✇❤♦s❡ ❞②♥❛♠✐❝ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❖❉❊❋❨ ✐s ❛ ❦❡② t♦♦❧ t♦ tr❛♥s❢♦r♠
♥❡t✇♦r❦ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ✐♥t♦ ❛♥ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✱
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ ♠❛♥② ♥♦❞❡s ❛♥❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ❚❤✉s ❖❉❊❋❨ ❛❧❧♦✇s
t❤❡ s✇✐❢t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ s②st❡♠✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s②st❡♠❛t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦
✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✳

❲✐t❤ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❛ str❛✐❣❤t ❢♦r✇❛r❞ t♦♦❧ t♦ ✜rst ❞❡✜♥❡ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣❧②
❢✉♥❝t✐♦♥s uj : R

+
0 → [0, 1]✱ j ∈ {1, ...,m}✱ m ∈ N ❛s ♣❤❛r♠❛❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❈❖P❆❙■ t♦♦❧❜♦① ✭❤tt♣✿✴✴❝♦♣❛s✐✳♦r❣✴✮ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♥❣
♦❢ ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ❝✉r✈❡s ❛♥❞ st❡❛❞② st❛t❡s✱ ♣❛r❛♠❡t❡r
✜tt✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ✉♥❞❡r❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✱ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐③❛t✐♦♥✳ ❇❡s✐❞❡s st❡❛❞② st❛t❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛ ❢✉rt❤❡r st❡♣ ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❛❧②s✐s ✐s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞
❝✉r✈❡s ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❈❖P❆❙■ ✐s ❛ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t t♦♦❧ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❞✐✛❡r❡♥t
♠♦❞❡❧s t❤❛t ✜t t❤❡ ❞❛t❛ ❜❡st ❛❢t❡r ✜tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✬s ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✉s t❤❡ ❈❖P❆❙■ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ ❜✐❣
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ ♣❤❛r♠❛❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜② ✜rst ✜tt✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡♥ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t
✜ts t❤❡ ❞❛t❛ ❜❡st ✇❤✐❝❤ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r ❞♦s❡ r❛t❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳ ❆s ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❞♦❡s
♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ s♣❡❝✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ s❡t ✉♣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❣r❛♣❤✱ ♦✉r ♣r❡s❡♥t❡❞
❢r❛♠❡✇♦r❦ ❡①t❡♥❞s t❤❡ ❣r❡❛t r❛♥❣❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ❛ ✉s❡❢✉❧ ✇❛②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❈❖P❆❙■ ✐s ♠❛②❜❡ ❡✈❡♥
♠♦r❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ t❤❡♥ ❖❉❊❋❨ ❛♥❞ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ t❡st❡❞ s✇✐❢t❧②✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t♦ ✜♥❞
❛ ♣r♦♣❡r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡ ✐s ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✱ ❝✉♠❜❡rs♦♠❡ ❛♥❞
♥♦t s②st❡♠❛t✐❝✳

❚❤❡ s♦❢t✇❛r❡ t♦♦❧ P❖❚❚❊❘❙❲❍❊❊▲ ✭❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♣♦tt❡rs✇❤❡❡❧✳❞❡✴P❛❣❡s✴✐♥❞❡①✳♣❤♣✮ ❝❛♥ ❜❡
✉s❡❞ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❜❡st ♣❛r❛♠❡t❡r ✜t t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳
❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❝❧✉❞❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❞r✐✈✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦r ✈❛r② ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛❞❛♣t ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡
t♦ ♠♦❞❡❧ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r r❡❛❧ ♥❡t✇♦r❦ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❛t❛ ✜ts ❜❡st t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ P❖❚❚❊❘❙❲❍❊❊▲ ✐s ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ♠♦❞❡❧ t❡st✐♥❣ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ r❡✜♥❡♠❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r
♦✉r t❛s❦✱ ♣❤❛r♠❛❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ st❛t❡ ❜② t❤❡ ❜❡st✱ ♠♦st
❡✣❝✐❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✱ t❤❡ t♦♦❧ ❛❧❧♦✇s t♦ q✉✐❝❦❧② ✈❡r✐❢② t❤❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐s
r✐❣❤t✱ ❜✉t t♦ ✜♥❞ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t ❛♥❞ ♥❡❡❞s ♥✉♠❡r♦✉s ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛r❡ ❢❛st ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡✐r s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r ♥❡t✇♦r❦ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛s
❈❖P❆❙■✱ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ P❖❚❚❊❘❙❲❍❊❊▲ ✐s ❛❧s♦ ✈❡r② ❤❡❧♣❢✉❧ t♦ ✜❣✉r❡ ♦✉t ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞
❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❜② ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛ ❢✉rt❤❡r ✉s❡❢✉❧ ❢❡❛t✉r❡✳

◆❡①t✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳ ❚❤❡ ❧❛st t✇♦ s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡s
❛r❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❡①❛♠♣❧❡s ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡r t❤✐♥❣s✱ ❛ ✜t ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛ s②st❡♠ ♦❢
❝♦✉♣❧❡❞ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ✜t ❛♥❞ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s✱ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s uj ✱ j ∈ {1, ...,m} ❛r❡ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t
✇❤✐❧❡ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ✜t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡♦r②✱ t♦ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡s
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t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ✜tt✐♥❣✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s uj ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t
❛s t❤❡② ❛r❡ s✇✐t❝❤❡❞ ♦♥ ❢♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❡ s✇✐t❝❤ ♦✛✱ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♥ r❡❧❛① t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞
st❛t❡ s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ✈❡r✐❢②✱ ❛❢t❡r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✱ t❤❛t ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐s ❝❧♦s❡
t♦ ✐ts ❞❡s✐r❡❞ st❛t❡ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ❛s t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦✉❧❞ ♥♦t
r❡❧❛① ✇✐t❤ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡❧② ❛❝t✐✈❛t❡❞ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✐❢ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧s ❛r❡ t✐♠❡
❞❡♣❡♥❞❡♥t t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t❤❛t ❝❛♥ ❛❧s♦ ✈❛r② ✐♥ t✐♠❡✳

❖✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t❤❛t ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❛ ❞❡s✐r❡❞
♥❡t✇♦r❦ ❜❡❤❛✈✐♦r ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✇❡✐❣❤t α ✐♥ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✭✺✳✶✳✸✮✳ ❇② t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❡ ❝❛♥
r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤❛r♠❛❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ♣♦✐♥ts t♦ ❛ s♠❛❧❧ ❜✉t ✈❡r② ❡✛❡❝t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ✇❤✐❝❤
✐s ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ♣❤❛r♠❛❝♦❧♦❣✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ✐ss✉❡ ✐s ❛❧s♦ ♥♦t ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r
✜tt✐♥❣ t❤❛t ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❈❖P❆❙■ ❛♥❞ P❖❚❚❊❘❙❲❍❊❊▲✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ♦✉r
❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✜♥❞✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t❤❛t st❡❡r t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦ ❛ ❞❡s✐r❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥
♣❛tt❡r♥ ✐s ♥♦t r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛ s♣❡❝✐❛❧ t②♣❡ ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞
▼❛t❧❛❜ ✜❧❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t♦ ❡①✐st✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡s ❧✐❦❡ ❈❖P❆❙■ ♦r P❖❚❚❊❘❙❲❍❊❊▲
t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡✐r ❛❧r❡❛❞② ❣r❡❛t ❛♥❞ ❤❡❧♣❢✉❧ t♦♦❧s ❢♦r ♠♦❞❡❧ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳
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❈❤❛♣t❡r ✻

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧

❡①❛♠♣❧❡s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❢r♦♠ ❈❤❛♣t❡r ✺ t♦ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s t♦
✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❋♦r t❤✐s
♣✉r♣♦s❡ ✇❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❣❡♥❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣❧❛t❡❧❡ts ❛♥❞ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❚✲
❤❡❧♣❡r ❝❡❧❧s✳ ❋♦r t❤❡ ♣❧❛t❡❧❡ts ✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ r❡❝❡♣t♦rs t❤❛t ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥
✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ t♦ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❋♦r t❤❡ ❚✲❤❡❧♣❡r ❝❡❧❧s ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ tr❡❛t♠❡♥t t♦ s✇✐t❝❤ t❤❡ ❚✲❝❡❧❧ t②♣❡
❢r♦♠ ❚❤✶✼ ❝❡❧❧ t②♣❡ t♦ ❛ r❡❣✉❧❛t♦r② ❚✲❝❡❧❧ t②♣❡ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✇❡
❣✐✈❡ s❡✈❡r❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s t♦ s✇✐t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❚✲❝❡❧❧ t②♣❡s ❚❤✶✱ ❚❤✷✱ ❚❤✶✼ ❛♥❞ r❡❣✉❧❛t♦r② ❚✲❝❡❧❧
t②♣❡✳ ■♥ t❤❡ ❧❛st t✇♦ s❡❝t✐♦♥s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❣❡♥❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ t❤❛t ♠♦❞❡❧s ❛ ♠②♦❝❛r❞✐♦❝②t❡ ❛♥❞
❞❡♠♦♥str❛t❡ ❤♦✇ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ tr❡❛t♠❡♥t str❛t❡❣✐❡s t❤❛t ❦❡❡♣ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤✐s ♥❡t✇♦r❦ ❝❧♦s❡
t♦ ❛ ❞❡s✐r❡❞ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t tr❡❛t♠❡♥t str❛t❡❣✐❡s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡
✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ✜♥❞ ♦✉t t❤❡ ♠♦st ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦✉t ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❝❤♦✐❝❡s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛ s✇✐t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t st❡❛❞② st❛t❡s ♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ❜❛s✐❝ ❡①❛♠♣❧❡s✳

✻✳✶ ■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s ❤♦✇ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❬✶✵✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✹❪✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❤♦✇ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❛ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦
✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✉s✐♥❣ ♦✉r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✺✳✶ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✷✳✶✮✳ ❋♦r ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ❢r♦♠ ❬✸✼✱ ❋✐❣✉r❡
✺❪✱ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❚❤ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤✐s ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳✶ ✇❤❡r❡ ■❋◆✲γ ✐s ♥♦❞❡
1✱ ❈❙■❋ ✐s ♥♦❞❡ 2✱ ■▲✲2 ✐s ♥♦❞❡ 3 ❛♥❞ ■▲✲4 ✐s ♥♦❞❡ 4✳ ❚❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s s♠❛❧❧✱ ❝❛rr✐❡s ❛ t②♣✐❝❛❧
❢❡❛t✉r❡ ❢♦r ❢♦r ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s t❤❛t ✐s ❝r♦ss ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✳ ❊①❛♠♣❧❡s ❛r❡ t❤❡ t✉♠♦r ♥❡❝r♦s✐s ❢❛❝t♦r
♥❡t✇♦r❦ ❬✹✶❪✱ ♠②♦❝❛r❞✐♦❝②t❡s ❬✶✶❪ ♦r ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ♣r♦❧✐❢❡r❛t✐♦♥ ✈s✳ ❛♣♦♣t♦s✐s ✐♥ ❝❡❧❧s ❬✺✷✱ ✷✶❪✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳✶✿ ❚❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ❬✸✼✱ ❋✐❣✉r❡ ✺❪✳ ❆❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿ ■❋◆✲γ✱ ✐♥t❡r❢❡r♦♥ γ❀ ■▲✲①✱ ✐♥t❡r❧❡✉❦✐♥ ①❀ ❈❙■❋✱ ❝②t♦❦✐♥❡ s②♥t❤❡s✐s ✐♥❤✐❜✐t♦r② ❢❛❝t♦r

■♥ ♦✉r ✜rst ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ tr❛♥s✐t ♦❢ ♦♥❡ st❡❛❞② st❛t❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s❡t ♦❢

✻✾
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❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✱ s❡❡ ✭✹✳✷✳✶✮ ✇✐t❤
u1 ❛❝t✐✈❛t✐♥❣ ♥♦❞❡ 1✱ u2 ❛❝t✐✈❛t✐♥❣ ♥♦❞❡ 4 ❛♥❞ u3 ❛❝t✐✈❛t✐♥❣ ♥♦❞❡ 2✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

d

dt
x1 =

−e5 + e
−10

(

3

2

(

x3+x4
1+x3+x4

)(

1− 11

10

10x2
1+10x2

)

−0.5
)

(1− e5)

(

1 + e
−10

(

3

2

(

x3+x4
1+x3+x4

)(

1− 11

10

10x2
1+10x2

)

−0.5
)) − x1 + u1 (1− x1)

d

dt
x2 =

−e5 + e
−10

(

3

2

(

x3+x4
1+x3+x4

)(

1− 11

10

10x1
1+10x1

)

−0.5
)

(1− e5)

(

1 + e
−10

(

3

2

(

x3+x4
1+x3+x4

)(

1− 11

10

10x1
1+10x1

)

−0.5
)) − x2 + u3 (1− x2)

d

dt
x3 =

−e5 + e
−10

(

3

2

(

x3+x4
1+x3+x4

)(

1− 11

10

10x2
1+10x2

)

−0.5
)

(1− e5)

(

1 + e
−10

(

3

2

(

x3+x4
1+x3+x4

)(

1− 11

10

10x2
1+10x2

)

−0.5
)) − x3

d

dt
x4 =

−e5 + e
−10

(

3

2

(

x3+x4
1+x3+x4

)(

1− 11

10

10x1
1+10x1

)

−0.5
)

(1− e5)

(

1 + e
−10

(

3

2

(

x3+x4
1+x3+x4

)(

1− 11

10

10x1
1+10x1

)

−0.5
)) − x4 + u2 (1− x4)

✭✻✳✶✳✶✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ h = 10✱ αk = 1✱ βk = 10 ❛♥❞ γk = 1 ❢♦r ❛❧❧ k ∈ {1, 2, 3, 4}✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ❛♣♣❧✐❡s
❢♦r t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ s✇✐t❝❤ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ✭✻✳✶✳✶✮ ❢r♦♠ t❤❡ st❡❛❞②
st❛t❡ x0 =

(

0 0 0 0
)

t♦ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡
(

0.8870 5.6662 · 10−4 0.8870 5.6662 · 10−4
)

✳ ❲❡
r♦✉♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ❤❡r❡ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ r❡❛s♦♥ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥✳ ❯t✐❧✐③✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶ ✇✐t❤ α = 0.1✱
T = 20✱ △t = 0.1✱ ǫ = 10−6 ❛♥❞ 0u = 0✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳✷ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳✸✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳✷✿ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡✳ ❙✇✐t❝❤
❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❡❛❞② st❛t❡ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ st❡❛❞② st❛t❡ ❜② t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ u1✱ u2 ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜②
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳✷✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ✐s st❡❡r❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ st❡❛❞② st❛t❡ ❜② t❤❡
❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ u1 ❛♥❞ u2✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ♦♥❧② ❛ s❤♦rt ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡
s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s u3 ✐s ♥♦t ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤✐s s✇✐t❝❤✳ ❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t ❛❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❞❡s✐r❡ t❤❡
❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ x4 t♦ ❜❡ ❧♦✇✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❝t✐✈❛t❡❞ ❜② u2 ✐♥ ♦r❞❡r t♦ st❡❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ r❡❣✉❧❛t♦r②
♥❡t✇♦r❦ ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ st❡❛❞② st❛t❡✳ ❲❤❡♥ u2 ✐s s✇✐t❝❤❡❞ ♦✛✱ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ x4 ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②
❞❡❝r❡❛s❡s✳ ■❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s 2 ✐s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✻✳✶✳✶✮✱ t❤❡♥ t❤❡
❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤ ✐s ♥♦t ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇❤✐❝❤ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s 2 ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡
s✇✐t❝❤✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❛❝t✐✈❛t❡ ❛ ♥♦❞❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡s✐r❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤ ❛❝t✐✈✐t② ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞
st❛t❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝r♦ss ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ st❡❡rs t❤❡ ♦t❤❡r ♥♦❞❡s ✐♥t♦ ✐ts ❞❡s✐r❡❞ st❡❛❞② st❛t❡
t❤♦✉❣❤✳ ❚❤✐s ♠❛②❜❡ ❝♦✉♥t❡r✐♥t✉✐t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s r❡✈❡❛❧❡❞ ❜② ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳✸✿ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡✳ ❚❤❡
❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ u1✱ u2 ❛♥❞ u3 ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳

❊✈❡♥ ✐❢ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ t❤❡ ❡①❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ♦✉r ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳✸ ❛s ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ✐s
❛❧s♦ ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ u1 ❛♥❞ u2 ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡
q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r ✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶ ✐s ❤❛r❞❧②
❛❜❧❡ t♦ ❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ ❛ r❡❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳✹✱ ✇❡ ❛♣♣❧② u1 ❛♥❞ u2
♠✉❝❤ ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶ ✇❤✐❧❡ u3 ✐s s✇✐t❝❤❡❞ ♦✛ t❤❡ ✇❤♦❧❡ t✐♠❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱
✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s r♦❜✉st ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t❤❛t ✐s
❧♦♥❣❡r t❤❛♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s✇✐t❝❤✳ ❚❤✐s ✐s
✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛♣♣❧② ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❢♦r ❛♥
❡①❛❝t❧② ❣✐✈❡♥ ♣❡r✐♦❞✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛r❡ s✇✐t❝❤❡❞ ♦✛✱ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ r❡❧❛①❡s ✐♥t♦
t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ st❡❛❞② st❛t❡✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ x4 ♦❢ ♥♦❞❡ 4 ❝❛♥♥♦t ❡①❝❡❡❞ 0.5 ❛❧t❤♦✉❣❤ u2 ✐s
♠❛①✐♠✉♠ ❛❝t✐✈❡✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳✹✿ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡✳
❙✇✐t❝❤ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❡❛❞② st❛t❡ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ st❡❛❞② st❛t❡ ❜② t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ u1 ❛♥❞ u2
❛♣♣❧✐❡❞ ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶✳

❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡r❡ ♠✐❣❤t ❡①✐st s❡✈❡r❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛♥❞ t❤❡✐r ❞✉r❛t✐♦♥
♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ st❡❡r t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ❢r♦♠ ♦♥❡ st❡❛❞② st❛t❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶
❝❛❧❝✉❧❛t❡s ♦♣t✐♠❛❧ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✇❤❡r❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐s ♠❡❛♥t ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛ ✭❧♦❝❛❧✮ s♦❧✉t✐♦♥ t♦
✭✺✳✶✳✼✮✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ ❛❧s♦ ♦✛❡rs t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✜♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❢♦r t❤❡
❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤ ❜② tr✐❛❧ ❛♥❞ ❡rr♦r ♠❡t❤♦❞s✱ ❧✐❦❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✸✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡t ✈❛❧✉❡s ❢♦r
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❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛♥❞ s♦❧✈❡ ✭✺✳✶✳✻✮ t♦ s❡❡ ✐❢ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ❤❛s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❡✛❡❝t
♦♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ✐❢ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✇♦r❦s✱ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❛
❜✐❣❣❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢ ✭✺✳✶✳✼✮ t❤❛♥ ✐ts ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s ♥♦t ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥ t❤✐s s❡♥s❡
❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐
✇❤✐❝❤ ♣❡r❢♦r♠s ❛ ❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ✭✺✳✶✳✺✮ ♦r ✭✺✳✶✳✼✮ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t♦♦❧ ♦❢
s②st❡♠❛t✐❝ ✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ ❢♦r ✉s t♦ ✜♥❞ s✉❝❤ ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶ ♦r ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✷ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s
❛ t♦♦❧ ❢♦r s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✜❣✉r✐♥❣ ♦✉t ✇❤❛t ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ s✇✐t❝❤ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r②
♥❡t✇♦r❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t st❡❛❞② st❛t❡s✳ ❚❤✐s ✐s ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❛❧②s✐s ✐❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ s②st❡♠
❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❧♦t ♦❢ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦r ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ❜② ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❣r♦✇s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧
st✐♠✉❧✐✳ ❚❤✉s ❛ tr✐❛❧ ❛♥❞ ❡rr♦r ♠❡t❤♦❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ s❡t ♦❢ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ♠✐❣❤t ❜❡❝♦♠❡
❝✉♠❜❡rs♦♠❡✱ s❡❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✳

❲❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇✐t❤ ❛ ❜❛s✐❝ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥
♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ t❤❛t ✐t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣❤❛r♠❛❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❛t ✐♥❞✉❝❡s
t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤✐s s✇✐t❝❤ ✇✐❧❧ s✉r❡❧② ❤❛♣♣❡♥ ✐❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧②
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ❛❧s♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡s ❤♦✇ ❢r♦♠ t❤❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛❧❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t❤❛t ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t
♦♥❡s ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ✐ss✉❡ ✐♥ ♣❤❛r♠❛❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✳

❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❝t✐✈❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❤✐❜✐t✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡
❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✳ ■❢ ❛ s②st❡♠ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❡ ❝❛♥
❣❡♥❡r❛t❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♥♦❞❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ✇♦rt❤ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❞r✉❣s ❢♦r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦r ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t
✇❡ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ❆s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

d

dt
x1 =

−e5 + e
−10

(

3

2

(

x3+x4
1+x3+x4

)(

1− 11

10

10x2
1+10x2

)

−0.5
)

(1− e5)

(

1 + e
−10

(

3

2

(

x3+x4
1+x3+x4

)(

1− 11

10

10x2
1+10x2

)

−0.5
)) − x1 + u1 (1− x1)− u2x1

d

dt
x2 =

−e5 + e
−10

(

3

2

(

x3+x4
1+x3+x4

)(

1− 11

10

10x1
1+10x1

)

−0.5
)

(1− e5)

(

1 + e
−10

(

3

2

(

x3+x4
1+x3+x4

)(

1− 11

10

10x1
1+10x1

)

−0.5
)) − x2 + u3 (1− x2)− u4x2

d

dt
x3 =

−e5 + e
−10

(

3

2

(

x3+x4
1+x3+x4

)(

1− 11

10

10x2
1+10x2

)

−0.5
)

(1− e5)

(

1 + e
−10

(

3

2

(

x3+x4
1+x3+x4

)(

1− 11

10

10x2
1+10x2

)

−0.5
)) − x3 + u5 (1− x3)− u6x3

d

dt
x4 =

−e5 + e
−10

(

3

2

(

x3+x4
1+x3+x4

)(

1− 11

10

10x1
1+10x1

)

−0.5
)

(1− e5)

(

1 + e
−10

(

3

2

(

x3+x4
1+x3+x4

)(

1− 11

10

10x1
1+10x1

)

−0.5
)) − x4 + u7 (1− x4)− u8x4

✭✻✳✶✳✷✮

✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❝t✐✈❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❤✐❜✐t✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s✳ ❲❡ ❞❡s✐r❡ ❛
s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ x0 =

(

0.8870 5.6662 · 10−4 0.8870 5.6662 · 10−4
)

t♦ t❤❡ st❡❛❞②
st❛t❡

(

5.6662 · 10−4 0.8870 5.6662 · 10−4 0.8870
)

✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶ ✇✐t❤ α = 0.1✱
T = 20✱ △t = 0.1✱ ǫ = 10−6 ❛♥❞ 0u = 0 ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳✺✳ ❚❤✐s s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳✺ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❝❛✉s❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤ ♦❢ st❡❛❞② st❛t❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳✺✿ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡✳
❆♥ ♦♣t✐♠❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤ ❢♦r α = 0.1 ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞✲
s✐❞❡ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s✬ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t
❤❛♥❞✲s✐❞❡✳

❋♦r t❤❡ s❛♠❡ s❡tt✐♥❣ ❜✉t ✇✐t❤ α = 1.1 ✐♥st❡❛❞ ♦❢ α = 0.1✱ ✇❡ ❣❡t ❛ s♠❛❧❧❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦
❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✱ ❛s u2 ❛♥❞ u6 ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ③❡r♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♥♦✇✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳✻✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ❋✐❣✉r❡
✻✳✶✳✺ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳✻✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢❛st❡r ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳✺ ❛s ♠♦r❡
❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❙✉❝❤ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❤❡r❡ ❛ ❢❛st s✇✐t❝❤
♠❛tt❡rs✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳✻✿ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡✳ ❆♥
♦♣t✐♠❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤ ❢♦r α = 1.1 ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞✲s✐❞❡
❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t✐♠❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s✬ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞✲s✐❞❡✳

❋r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳✻✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s u3 ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ u5 ❛♥❞ u7✳ ❆♣♣❧②✐♥❣
❥✉st u3 ❛♥❞ u5 ♦r u3 ❛♥❞ u7 ❛❧s♦ ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳✼✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥
t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ r♦❜✉st♥❡ss ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡
❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳✼ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦♥❡s ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳✻ s✐♥❝❡ ❜♦t❤ ✈❛r✐❛♥ts ✐♥❞✉❝❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤✳ ❘♦✉❣❤❧② s♣♦❦❡♥✱ t❤❡ ❡①❛❝t t✐♠❡ ❝✉r✈❡s ♦❢
t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛r❡ ♥♦t ❞❡❝✐s✐✈❡ ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳✼✿ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡✳ ❚✇♦
s✉✐t❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t❤❛t ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤✳

❆♣♣❧②✐♥❣ ❥✉st u3 ♦r u5 ❛♥❞ u7 ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳✽ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦
t❤❛t ♠❡❛♥s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤ ✐s ♥♦t ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤✐s ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st ❡✛❡❝ts ✐♥
❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦s s✉❝❤ t❤❛t ❛ ❜✐❣ ❞✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s
✐s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ tr✐❣❣❡r ❛ ❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤ ❜✉t r❛t❤❡r t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧
st✐♠✉❧✐ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤✳ ❙✉♠♠❛r✐③✐♥❣ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❢r♦♠ ❛❧❧ ❡✐❣❤t ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✱
✇❡ ✐❞❡♥t✐❢② ✜✈❡ s✉✐t❛❜❧❡ ♦♥❡s ❛♥❞ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉✐t❛❜❧❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❢r♦♠ ✜✈❡ t♦ t❤r❡❡
✉t✐❧✐③✐♥❣ ♦✉r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇✐t❤ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ α✳ ❋r♦♠ t❤❡ t❤r❡❡
♥♦♥✲③❡r♦ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✱ ✇❡ ❡①tr❛❝t t✇♦ t✉♣❧❡s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦❢ t✇♦ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✇❤✐❝❤ ♣❡r❢♦r♠
t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳✽✿ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡✳
❚❤❡s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❛♣♣❧✐❡❞ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❝❛♥♥♦t ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤✳

❆s ✇❡❧❧ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳✽✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❞♦ ♥♦t ❝♦✈❡r s✉✣❝✐❡♥t ✐♥t❡r✈❡♥✲
t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ♥♦❞❡s ❛♥❞ t❤✉s ❛r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞
s✇✐t❝❤✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❤❛s t♦ ✐♥t❡r❢❡r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ♠❛♥② ♥♦❞❡s ❢r♦♠
✇❤✐❝❤ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❡♥ ✜❣✉r❡s ♦✉t t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t❤❛t ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤
♦❢ st❡❛❞② st❛t❡s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ♥♦t ❛♥② s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥② ❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤✳
❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ✜❧t❡r ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛s ♦♥❧② s❡❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ r❛r❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡
t❤❡s❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ♦❝❝✉r ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ✐♥❞✉❝❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳
❙✐♥❝❡ ✉♥❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❝❡❧❧✬s ❜❡❤❛✈✐♦r✱ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞
♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t♦ tr✐❣❣❡r t❤❡ s✇✐t❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❝❡❧❧ ✐s ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❧❛❝❡ ❛♥❞ r✐❣❤t
t✐♠❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡ ✐ts ❜❡❤❛✈✐♦r ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤✐s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✐s ✉♥❧✐❦❡❧②
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s♦♠❡✇❤❡r❡ ❡❧s❡ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ♥♦t t❤❡ r✐❣❤t ♣❧❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t t✐♠❡✳
❆♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r t♦♦ ❢❡✇ ❛♣♣❧✐❡❞ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✐s ✭✻✳✶✳✶✮ ✇❤❡r❡ ❥✉st u2 ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♥♦❞❡

4 ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ x0 =
(

0 0 0 0
)

t♦
(

0.8870 5.6662 · 10−4 0.8870 5.6662 · 10−4
)

✱
s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳✾✳ ❚❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s u2 ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶ ♦❢
♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢ ✭✺✳✶✳✺✮ ♦r ✭✺✳✶✳✼✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❇② t❤✐s s✇✐t❝❤✐♥❣ ♦❢ u2✱ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t②
❧❡✈❡❧ x3 ❝♦♠❡s ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ st❛t❡ ❜② t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ x4 ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❧❡ss ❝♦sts t❤❛♥ ❧❡tt✐♥❣ u2
❜❡ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ③❡r♦ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤ ♦❢ st❡❛❞② st❛t❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ②❡t✳ ■❢ u2
✐s s✇✐t❝❤❡❞ ♦✛✱ t❤❡♥ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ x4 st❛rts t♦ ❞❡❝❛② ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳✾✿ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡✳ ❚❤❡
s✇✐t❝❤✐♥❣ ♦❢ u2 ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✭✺✳✶✳✺✮ ♦r ✭✺✳✶✳✼✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ♣❡r❢♦r♠ ❛
s✇✐t❝❤ ♦❢ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ②❡t✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✐❢ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ ✭✻✳✶✳✶✮ ✇❤❡r❡ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ x0 =
(

0 0 0 0
)

t♦ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡
(

0.8870 5.6662 · 10−4 0.8870 5.6662 · 10−4
)

❛♥❞ ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ♦♥❝❡ u1, u2
❛♥❞ u3 ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜✉t u3 t♦ ♥♦❞❡ 3 ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♥♦❞❡ 2✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳✶✵❛ ❛♥❞ ♦♥❝❡ ❥✉st u1 ❛♥❞ u2✱ s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳✶✵❜✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t❤❛♥ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡
❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ s✇✐t❝❤ ♦❢ st❡❛❞② st❛t❡s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢❛st❡r✳

✭❛✮ ❚❤r❡❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ✭❜✮ ❚✇♦ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳✶✵✿ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡✳

❆❧s♦ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❛❜♦✈❡ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❤♦✇ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝❛♥ ✜❣✉r❡ ♦✉t t❤❡ ♠♦st
❡✛❡❝t✐✈❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥
♣♦✐♥ts✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
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❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛r❡ ✜tt❡❞ t♦ ❞❛t❛✳ ❇② t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✷ t❤❡
♠♦st ❡✛❡❝t✐✈❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✜❣✉r❡❞ ♦✉t t❤❛t ♠❡❛♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ s✇✐t❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
s♠❛❧❧❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ♦r ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ r❡♠❛r❦
t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ❤♦❧❞s ❢♦r ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶✳ ❋♦r ♦✉r ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✇❡ ❧❡t u1 ❛❝t✐✈❛t❡ ♥♦❞❡ ✶✱ u2 ❛❝t✐✈❛t❡ ♥♦❞❡
✹ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t σ42 = 0.23 ✐♥st❡❛❞ ♦❢ 1✱ s❡❡ ✭✹✳✷✳✶✮✱ ❛♥❞ ❧❡t u3 ❛❝t✐✈❛t❡
♥♦❞❡ 3✳ ❲❡ ✜rst ✉s❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✸ ❢♦r maxNum = 4✱ tol = 0.1✱ η = 0.5 ❛♥❞ τ = 0.9 ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t
❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢✉❧❧② ❛❝t✐✈❛t❡❞ u1 ❛♥❞ u2 ❢♦r 6.56 t✐♠❡ ✉♥✐ts ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤✳ ■❢ ✇❡
✉s❡ t❤✐s ♦✉t♣✉t ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✷ ❢♦r α = 1✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ u1
❛♥❞ u3 ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤ ❢❛st❡r ❛❧t❤♦✉❣❤ ♠♦r❡ s❤♦rt❧② ❛♣♣❧✐❡❞✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳✶✶ ❛♥❞ t❤✉s
✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧❧ t❤✐s s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ❢r♦♠ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✸✳
■❢ α ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✱ t❤❡♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✷ ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❞❡t❡❝t ♠♦r❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t❤❛♥ ♥❡❡❞❡❞
❢♦r t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤✳ ❚❤❡s❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ s✉♣♣♦rt t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳✶✷
✇❤❡r❡ α = 0.5✳ ❚❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❢❛st❡♥ ✉♣ t❤❡ s✇✐t❝❤ ✐♥ ❛ r❡❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥
t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ✶✱✷ ❛♥❞ ✸ ✐♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳✶✶✿ ❖♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ t❤❡ t✐♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ✐s ♣❧♦tt❡❞✳ ❚❤❡
❝✉r✈❡s ✇✐t❤ ❛ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✸ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ ❛ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡
❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✷ ❢♦r α = 1 ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✸ ✐s ✉s❡❞ ❛s t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛❣❡♥ts ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❧♦r✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
❢r♦♠ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✷ ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ st❡❛❞② st❛t❡ ♠✉❝❤ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✸
❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠♦r❡ s❤♦rt❧②✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳✶✷✿ ❖♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ t❤❡ t✐♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ✐s ♣❧♦tt❡❞✳
❚❤❡ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ ❛ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✸ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ ❛ s♦❧✐❞
❧✐♥❡ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✷ ❢♦r α = 0.5 ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✸ ✐s ✉s❡❞
❛s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛❣❡♥ts ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❧♦r✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡
❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✶ ❛♥❞ ✸ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳✶✶ ❛r❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ✷ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞
❜② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✷ ❛s α ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ s✉❝❤ t❤❛t ❛❧s♦ s♠❛❧❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ s✇✐t❝❤ ❛r❡ ✇♦rt❤
t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

■♥ ♦✉r ❧❛st ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✇❤✐❝❤ ❛✛❡❝t s❡✈❡r❛❧ ♥♦❞❡s ❛t ♦♥❝❡✳ ❚❤✐s
❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ ❜❧✉❡♣r✐♥t ❤♦✇ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞❛t❛ ❜❛♥❦ ❞r✐✈❡♥
❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t♦♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤❛t ❛❣❡♥t ✐♥ t❤❡
♥❡t✇♦r❦ ❛✛❡❝ts t❤❡ ♦t❤❡rs ❜② ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦r ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐ts ❛✛❡❝t✐♦♥ ❜② ❞r✉❣s✳ ❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t♦♠ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r s❡tt✐♥❣ ✉♣ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞r✉❣s✱ ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ♣♦ss✐❜❧② ❡✛❡❝t ♠♦r❡ t❤❛♥ ❥✉st ♦♥❡ ♥♦❞❡✱ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❡q✉❛t✐♦♥s
❜② ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t❤❛t ❛❝t ♦♥ t❤❡ ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡♥ ❜② t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♦✉r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱
✇❡ ✜❣✉r❡ ♦✉t t❤❡ ♠♦st ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞r✉❣ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳

❲❡ ✜♥❞ ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✇❤✐❝❤ st❡❡rs ♦✉r r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ❢r♦♠ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡
x0 =

(

0 0 0 0
)

t♦ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡
(

0.8870 5.6662 · 10−4 0.8870 5.6662 · 10−4
)

✱ ❝❛❧❧❡❞ ❙✇✐t❝❤
1✱ t❤❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ x0 =

(

0.8870 5.6662 · 10−4 0.8870 5.6662 · 10−4
)

t♦ t❤❡ st❡❛❞②
st❛t❡

(

5.6662 · 10−4 0.8870 5.6662 · 10−4 0.8870
)

✱ ❝❛❧❧❡❞ ❙✇✐t❝❤ 2 ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡ st❡❛❞②
st❛t❡ x0 =

(

5.6662 · 10−4 0.8870 5.6662 · 10−4 0.8870
)

t♦ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡
(

0 0 0 0
)

❛❣❛✐♥✱
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❝❛❧❧❡❞ ❙✇✐t❝❤ 3✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦

d

dt
x1 =

−e5 + e
−10

(

3

2

(

x3+x4
1+x3+x4

)(

1− 11

10

10x2
1+10x2

)

−0.5
)

(1− e5)

(

1 + e
−10

(

3

2

(

x3+x4
1+x3+x4

)(

1− 11

10

10x2
1+10x2

)

−0.5
)) − x1 + u1 (1− x1)

d

dt
x2 =

−e5 + e
−10

(

3

2

(

x3+x4
1+x3+x4

)(

1− 11

10

10x1
1+10x1

)

−0.5
)

(1− e5)

(

1 + e
−10

(

3

2

(

x3+x4
1+x3+x4

)(

1− 11

10

10x1
1+10x1

)

−0.5
)) − x2 + u3 (1− x2)

d

dt
x3 =

−e5 + e
−10

(

3

2

(

x3+x4
1+x3+x4

)(

1− 11

10

10x2
1+10x2

)

−0.5
)

(1− e5)

(

1 + e
−10

(

3

2

(

x3+x4
1+x3+x4

)(

1− 11

10

10x2
1+10x2

)

−0.5
)) − x3 + u2 (1− x3) + u1 (1− x3)− u3x3

d

dt
x4 =

−e5 + e
−10

(

3

2

(

x3+x4
1+x3+x4

)(

1− 11

10

10x1
1+10x1

)

−0.5
)

(1− e5)

(

1 + e
−10

(

3

2

(

x3+x4
1+x3+x4

)(

1− 11

10

10x1
1+10x1

)

−0.5
)) − x4 + u2 (1− x4)− u1x4

✭✻✳✶✳✸✮

✇❤❡r❡ u1 ❛❝t✐✈❛t❡s ♥♦❞❡ 1 ❛♥❞ ♥♦❞❡ 3 ❛♥❞ ✐♥❤✐❜✐ts ♥♦❞❡ 4✱ u2 ❛❝t✐✈❛t❡s ♥♦❞❡ 3✱ u3 ❛❝t✐✈❛t❡s ♥♦❞❡ 2 ❛♥❞
✐♥❤✐❜✐ts ♥♦❞❡ 3✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶ ✇✐t❤ α = 0.1✱ T = 20✱ △t = 0.1✱ ǫ = 10−6 ❛♥❞ 0u = 0
❢♦r ❙✇✐t❝❤ 1 ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳✶✸✱ ❢♦r ❙✇✐t❝❤ 2 ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳✶✹ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ u2 ❛♥❞
u3 ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤❡ s✇✐t❝❤✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳✶✺ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ ❢♦r ❙✇✐t❝❤ 3✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳✶✻✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳✶✸✿ ❙✇✐t❝❤ 1✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡
♦r❞✐♥❛t❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳✶✹✿ ❙✇✐t❝❤ 2✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡
♦r❞✐♥❛t❡✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳✶✺✿ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡✳
❆♣♣❧②✐♥❣ u2 ❛♥❞ u3 ✐♥ t❤✐s ✇❛② ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❙✇✐t❝❤ 2 ❛s ✇❡❧❧✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳✶✻✿ ❙✇✐t❝❤ 3✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡
♦r❞✐♥❛t❡✳
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✻✳✷ ■♥❞✉❝❡❞ s✇✐t❝❤❡s ✐♥ ❛ ♣❧❛t❡❧❡t ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ✐♥ ❛ ❚✲❝❡❧❧ ♥❡t✇♦r❦

❲❤✐❧❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t
✐s ✉t✐❧✐③❡❞ ❢♦r t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❡✛❡❝t✐✈❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥✱ ✇❡ r❡❧❛t❡ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ✇❡❧❧ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞
❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳

✻✳✷✳✶ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛ ♣❧❛t❡❧❡t ♥❡t✇♦r❦ t♦ tr✐❣❣❡r ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❬✶✵✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✼❪ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥ts ❛ ♣❤❛r♠❛❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✉s❡
❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛t❡❧❡ts✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❧s♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛
✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ ♦✉r ✇♦r❦✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❙◗❯❆❉ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥
t❤❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❬✸✾❪✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✜tt❡❞ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡
P♦tt❡rs✇❤❡❡❧ t❤❛t ✐s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✳✶✳
❋♦r ♦✉r ▼❛t❧❛❜ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ P✷❨✶✷ ✐s ♥♦❞❡ ✶✱
P✷❨✶ ✐s ♥♦❞❡ ✷✱ ❈❛ ✐s ♥♦❞❡ ✸✱ ❘❛♣✶ ✐s ♥♦❞❡ ✹✱ ❆❦t ✐s ♥♦❞❡ ✺✱ ■♥t ✐s ♥♦❞❡ ✻✱ ❙r❝ ✐s ♥♦❞❡ ✼✱ P■✸❑ ✐s ♥♦❞❡ ✽✱
P❚P ✐s ♥♦❞❡ ✾✱ ❚❤r♦♠ ✐s ♥♦❞❡ ✶✵ ❛♥❞ ❚❤r♦♠❘ ✐s ♥♦❞❡ ✶✶✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✸✾❪ ❛ ❤✐❣❤ ✐♥t❡❣r✐♥ ✭■♥t✮ ❛❝t✐✈✐t②
✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ♣❧❛t❡❧❡t ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t✇♦ st❡❛❞② st❛t❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡
✐s
(

0 0 0 0 0 0.91 0 0 0 0.1 0
)

✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ❤✐❣❤ ✐♥t❡❣r✐♥ ❛❝t✐✈✐t② ❛♥❞ t❤✉s ✐t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ♣❧❛t❡❧❡t ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s

(

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.1 0
)

✇❤✐❝❤
❤❛s ❛ ❧♦✇ ✐♥t❡❣r✐♥ ❛❝t✐✈✐t② ❛♥❞ t❤✉s ✐t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ♣❧❛t❡❧❡t ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✳ ■♥ ❬✸✾❪✱
✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ❛❞❡♥♦s✐♥❡ ❞✐♣❤♦s♣❤❛t❡ ✭❆❉P✮ ❛❝t✐✈❛t❡s t❤❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❜② st✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ●✲
♣r♦t❡✐♥✲❝♦✉♣❧❡❞ r❡❝❡♣t♦rs ✭P✷❨✶ ❛♥❞ P✷❨✶✷✮✳ ❋♦r ❛❧❧ ♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡ ✉s❡ ❛ t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥ T = 100
t✐♠❡ ✉♥✐ts ❛♥❞ ❛ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ △t = 0.01 t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ st❛❜❧❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s②st❡♠ ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✳✶✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❡❧❡t ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ❬✸✾✱ ❋✐❣✉r❡ ✶❪✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ ❛❣❡♥ts ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ●✲♣r♦t❡✐♥✲❝♦✉♣❧❡❞ r❡❝❡♣t♦rs✱ P✷❨✶ ❛♥❞ P✷❨✶✷❀ ❈❛❧❝✐✉♠✱ ❈❛❀ t❤❡ s♠❛❧❧ ●❚P❛s❡
❘❛♣✶✱ ❘❛♣✶❀ s❛r❝♦♠❛✱ ❙r❝❀ ♣r♦t❡✐♥ t②r♦s✐♥❡ ♣❤♦s♣❤❛t❛s❡s✱ P❚P❀ ♣❤♦s♣❤♦✐♥♦s✐t✐❞❡✲✸ ❦✐♥❛s❡✱ P■✸❑❀
♣r♦t❡✐♥ ❦✐♥❛s❡ ❇✱ ❆❦t❀ t❤r♦♠❜♦①❛♥❡ ❆✷✱ ❚❤r♦♠❀ t❤r♦♠❜♦①❛♥❡ ❆✷ r❡❝❡♣t♦r✱ ❚❤r♦♠❘✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ✐♥❞✉❝❡ ❛ s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ t❤❛t ✐s ❛ss♦❝✐✲
❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❡❧❡ts t♦ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❡❧❡ts t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❛ ❜✐♦❧♦❣✐✲
❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s ✐♥ ❬✸✾✱ ❙◗❯❆❉ ♠♦❞❡❧❪ ✇❤❡r❡ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡♥♦t❡❞ ✐♥ ♦✉r
♥♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ h = 9.32960030789937✳



✻✳✷✳ ■◆❉❯❈❊❉ ❙❲■❚❈❍❊❙ ■◆ ❆ P▲❆❚❊▲❊❚ ◆❊❚❲❖❘❑ ❆◆❉ ■◆ ❆ ❚✲❈❊▲▲ ◆❊❚❲❖❘❑ ✽✶

♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡

γ2 ✵✳✹✼✸✻✵✺✺✹✶✺✽✾✺✵✷ α7
7 ✸✳✺✵✵✷✷✶✷✺✾✽✶✸✹✷

γ1 ✶✳✸✶✶✷✷✹✺✽✹✷✹✸ β7
9 ✷✾✹✼✾✳✼✵✸✸✵✸✹✹✹✶

α3
2 ✵✳✷✻✷✺✻✹✾✵✸✵✸✸✹✶✶ β9

7 ✷✳✶✽✾✹✸✸✺✷✸✻✻✸✸

γ3 ✶✳✶✻✵✵✻✷✼✹✷✺✾✻✾✻ α9
9 ✵✳✵✵✶✾✷✺✸✹✹✺✻✶✹✶✷✵✷

α4
3 ✷✳✾✽✻✵✺✽✵✷✽✾✾✸✸✼·10−5 γ9 ✺✳✾✵✶✹✼✷✷✺✶✹✽✼✽✶

γ4 ✵✳✶✶✺✶✼✽✹✽✾✹✵✸✸✷✾ α7
6 ✵✳✵✵✵✷✶✷✾✷✺✾✽✶✵✺✶✹✺✼

α5
8 ✵✳✵✾✷✽✼✾✹✷✾✽✷✼✷✸✺✷ γ7 ✵✳✹✼✹✻✽✼✺✹✾✾✾✷✹✷✼

α5
7 ✶✽✳✵✻✻✻✹✺✾✼✼✻✺✽✾ α8

1 ✸✳✺✹✵✼✹✻✼✾✸✼✻✽✵✾

γ5 ✻✳✺✺✷✾✼✶✺✸✼✻✷✺✸✷ γ8 ✶✾✵✳✾✾✹✶✶✵✷✵✻✾✺✶

α6
5 ✸✽✵✼✽✳✸✻✵✾✾✸✷✹✾✾ α10

6 ✸✼✹✹✳✷✻✹✵✻✾✻✽✾✺✹

α6
4 ✵✳✹✼✻✾✸✶✺✶✵✹✶✾✷✽✶ γ10 ✾✳✸✼✾✽✾✾✹✺✼✵✵✽✻✶

α6
11 ✶✼✳✺✷✵✸✺✼✶✾✾✻ α11

10 ✵✳✵✹✵✼✷✻✵✸✸✺✸✾✺✵✸✹

γ6 ✶✳✵✵✶✻✽✶✾✺✷✷✶✹✹✾ γ11 ✺✳✼✸✼✵✺✻✵✸✺✽✶✹✵✷

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ ❱❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s②st❡♠ ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✹✳✶✳✶✮✳

❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ P✷❨✶ ❛♥❞ P✷❨✶✷ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ ❤❛✈❡

d

dt
x1 = −1.3x1 + 0.6u1

d

dt
x2 = −0.47x2 + 0.6u2

✇❤❡r❡ u1 ❛♥❞ u2 ❛r❡ ❛❝t✐✈❛t✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✱ ❧✐❦❡ ❆❉P ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r P✷❨✶✷ ❛♥❞ P✷❨✶✱ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✳ ❆s ❜② t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✱ t❤❡ ♥♦❞❡s✬ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ♥♦t r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0, 1]
❛♥❞ t❤✉s ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ♠✉❧t✐♣❧② t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❜② ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡r♠ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ ❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t❡r♠s t♦ ③❡r♦ ✐❢ t❤❡
♥♦❞❡✬s ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ r❡❛❝❤❡s ✐ts ♠❛①✐♠✉♠✱ s❡❡ ✭✹✳✷✳✹✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❡q✉✐♣ P❚P ✇✐t❤ ❛♥ ❛❝t✐✈❛t✐♥❣
❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s✱ ❚❤r♦♠❘ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❤✐❜✐t✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ❛♥❞ ❆❦t ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❤✐❜✐t✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧
st✐♠✉❧✉s✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❢r♦♠ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✸ ❢♦r maxNum = 2✱ tol = 0.1✱ η = 0.5 ❛♥❞ τ = 0.9 ❛s
❛♥ ✐♥♣✉t ❢♦r ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✷ ❢♦r α = 0.1 t❤❛t ❝♦♥✈❡r❣❡s ❤❡r❡ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞
✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶✮✳ ❋r♦♠ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✸✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t ❛♣♣❧②✐♥❣ st✐♠✉❧✉s u1 ❢♦r ✷✷ t✐♠❡ ✉♥✐ts ✐♥❞✉❝❡s
❛❧r❡❛❞② ❛ s✇✐t❝❤✳ ❋r♦♠ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s u2 st❡❡rs t❤❡
s②st❡♠ t♦✇❛r❞s ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ♣❧❛t❡❧❡t ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts t❤❛t ❝❛♥ ❜❡
❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✸✾❪✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✷ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✳✷✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✳✷✿ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞✲s✐❞❡✱ ✇❡ s❡❡ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ u1 ✭❛❝t✐✈❛t✐♥❣ P✷❨✶✷✮ ❛♥❞ u2
✭❛❝t✐✈❛t✐♥❣ P✷❨✶✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦t❤❡rs ❛r❡ ♥♦t ❛❝t✐✈❡✳ ❚❤❡ ♦t❤❡rs ❛r❡ u3 ❛❝t✐✈❛t✐♥❣ P❚P✱ u4 ✐♥❤✐❜✐t✐♥❣
❚❤r♦♠❘ ❛♥❞ u5 ✐♥❤✐❜✐t✐♥❣ ❆❦t ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ❛❝t✐✈❡✳ ❖♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞✲s✐❞❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧s ♦❢
P✷❨✶✷ ✭x1✮✱ ♦❢ P✷❨✶ ✭x2✮ ❛♥❞ ♦❢ ✐♥t❡❣r✐♥ ✭x6✮ ✇❤❡r❡ ✇❡ s❡❡ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ r❡❝❡♣t♦rs✬ ❛❝t✐✈✐t② ✭P✷❨✶✷✱
P✷❨✶✮ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥t❡❣r✐♥ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ 90%✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❛♥❞
t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡✳

✻✳✷✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛ ❚✲❤❡❧♣❡r ❝❡❧❧ ♥❡t✇♦r❦ t♦ s✇✐t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t②♣❡s ♦❢ ❚✲❝❡❧❧s

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❬✶✵✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✽❪✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❚✲❝❡❧❧ ♠❛t✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t ✐♥t❡r✈❡♥✲
t✐♦♥ ♣♦✐♥ts t♦ ❝❤❛♥❣❡ ❚✲❤❡❧♣❡r ❝❡❧❧ t②♣❡s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ♦♥❡ s✇✐t❝❤ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥✜r♠❡❞
✇✐t❤ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✇❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡rs t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ t❛❜❧❡✳ ❋♦r t❤✐s
♣✉r♣♦s❡ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ✸✻ ♥♦❞❡s ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❚✲❤❡❧♣❡r
❝❡❧❧s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❈❉✹✰ ❋♦①♣✸✰ r❡❣✉❧❛t♦r② ❚✲❝❡❧❧s ✭❚r❡❣✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧s xk✱ k ∈ {1, ..., 36} ❛r❡
r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0, 1]✳ ❋♦r ♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ❛s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✷
❛♥❞ t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✳✸✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❬✸✻❪ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ ✐ts st❡❛❞② st❛t❡s ❛♥❞ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❡r❡ t❤❛t t❤✐s ♥❡t✇♦r❦ ❤❛s ✜✈❡ st❡❛❞② st❛t❡s✱ s❡❡ ❬✸✻✱ ❚❛❜❧❡ ✷❪✳
❚❤❡s❡ st❡❛❞② st❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ ♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡
✻✳✷✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ st❡❛❞② st❛t❡ ❢♦r ❡❛❝❤ s♣❡❝✐❛❧ t②♣❡ ♦❢ ❈❉✹✰ ❚✲❤❡❧♣❡r ❝❡❧❧✱ ♥❛♠❡❧② ❚❤✵✱ ❚❤✶✱ ❚❤✷✱
❚❤✶✼ ❛♥❞✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❚r❡❣✳
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◆✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡ ◆❛♠❡ ♦❢ ♥♦❞❡ ❚❤✵ ❚❤✶ ❚❤✷ ❚❤✶✼ ❚r❡❣

✶ ❋♦①♣✸ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵✳✾✾✾✽

✷ ●❆❚❆✸ ✵ ✵ ✶ ✵ ✵

✸ ■❋◆✲β ✵ ✵ ✵ ✵ ✵

✹ ■❋◆✲β❘ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵

✺ ■❋◆✲γ ✵ ✵✳✾✾✽✶ ✵ ✵ ✵

✻ ■❋◆✲γ❘ ✵ ✶ ✵ ✵ ✵

✼ ■▲✲✶✵ ✵ ✵ ✶ ✵ ✵

✽ ■▲✲✶✵❘ ✵ ✵ ✶ ✵ ✵

✾ ■▲✲✶✷ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵

✶✵ ■▲✲✶✷❘ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵

✶✶ ■▲✲✶✼ ✵ ✵ ✵ ✶ ✵

✶✷ ■▲✲✶✽ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵

✶✸ ■▲✲✶✽❘ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵

✶✹ ■▲✲✷ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵

✶✺ ■▲✲✷✸ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵

✶✻ ■▲✲✷✸❘ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵

✶✼ ■▲✲✷❘ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵

✶✽ ■▲✲✹ ✵ ✵ ✶ ✵ ✵

✶✾ ■▲✲✹❘ ✵ ✵ ✶ ✵ ✵

✷✵ ■▲✲✻ ✵ ✵ ✵ ✶ ✵

✷✶ ■▲✲✻❘ ✵ ✵ ✵ ✶ ✵

✷✷ ■❘❆❑ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵

✷✸ ❏❆❑✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵

✷✹ ❏❆❑✸ ✵ ✵ ✵ ✶ ✵

✷✺ ◆❋❆❚ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵

✷✻ ❘❖❘γt ✵ ✵ ✵ ✶ ✵

✷✼ ❙❖❈❙✶ ✵ ✶ ✵ ✵ ✵

✷✽ ❙❚❆❚✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵

✷✾ ❙❚❆❚✸ ✵ ✵ ✶ ✵ ✵

✸✵ ❙❚❆❚✹ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵

✸✶ ❙❚❆❚✺ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵

✸✷ ❙❚❆❚✻ ✵ ✵ ✶ ✵ ✵

✸✸ ❚❈❘ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵

✸✹ ❚●❋✲β ✵ ✵ ✵ ✵ ✵

✸✺ ❚●❋✲β❘ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵

✸✻ ❚❜❡t ✵ ✶ ✵ ✵ ✵

❚❛❜❧❡ ✻✳✷✿ ◆✉♠❜❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❚✲❤❡❧♣❡r ❝❡❧❧ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ✐ts st❡❛❞② st❛t❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✳✸✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ❈❉✹✰ ❚✲❤❡❧♣❡r ❛♥❞ ❚r❡❣ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ❬✸✻✱ ❋✐❣✉r❡ ✷❪✳ ❚❤❡
♥♦❞❡s ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❣❡♥ts✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛❣❡✲s♣❡❝✐❢②✐♥❣ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs ✭❞❛r❦ r❡❞
♥♦❞❡s✮ ❚❜❡t ❢♦r ❚❤✶✱ ●❆❚❆✸ ❢♦r ❚❤✷✱ ❋♦①♣✸ ❢♦r ❚r❡❣ ❛♥❞ ❘❖❘γt ❢♦r ❚❤✶✼❀ ①❘✱ r❡❝❡♣t♦r ❢♦r ❛❣❡♥t ①❀
■▲✲①✱ ✐♥t❡r❧❡✉❦✐♥ ①❀ ■❋◆✲①✱ ✐♥t❡r❢❡r♦♥ ①❀ ❏❆❑①✱ ❏❛♥✉s ❦✐♥❛s❡ ①❀ ❙❚❆❚①✱ s✐❣♥❛❧ tr❛♥s❞✉❝❡r ❛♥❞ ❛❝t✐✈❛t♦r
♦❢ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ①❀ ❚❈❘✱ ❚✲❝❡❧❧ r❡❝❡♣t♦r❀ ❙❖❈❙✶✱ s✉♣♣r❡ss♦r ♦❢ ❝②t♦❦✐♥❡ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ✶❀ ◆❋❆❚✱ ♥✉❝❧❡❛r
❢❛❝t♦r ♦❢ ❛❝t✐✈❛t❡❞ ❚✲❝❡❧❧s❀ ■❘❆❑✱ ✐♥t❡r❧❡✉❦✐♥ r❡❝❡♣t♦r✲❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❦✐♥❛s❡❀ ❚●❋✲β✱ tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ❣r♦✇t❤
❢❛❝t♦r✳

❲❡ ✉s❡ ✭✹✳✷✳✶✮ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s❡t t♦ 1 ❡①❝❡♣t h = 50✱ s❡❡ ❬✸✻✱ ❚❛❜❧❡ ✶❪✳ ❋✐rst✱ ✇❡
❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ t❤❡ s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ ❛ ❚❤✶✼ ❝❡❧❧ t♦ ❛ ❚r❡❣ ❝❡❧❧✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✳ ❊①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s u1 ❛❝t✐✈❛t❡s ■❋◆✲β✱ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s u2 ❛❝t✐✈❛t❡s ■▲✲✶✷✱ ❡①t❡r♥❛❧
st✐♠✉❧✉s u3 ❛❝t✐✈❛t❡s ■▲✲✶✽✱ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s u4 ❛❝t✐✈❛t❡s ■▲✲✷✱ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s u5 ❛❝t✐✈❛t❡s ■▲✲✷✸✱
❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s u6 ❛❝t✐✈❛t❡s ❚❈❘✱ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s u7 ❛❝t✐✈❛t❡s ❚●❋✲β✱ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s u8 ✐♥❤✐❜✐ts
❘❖❘γt✱ u9 ✐♥❤✐❜✐ts ■▲✲✻ ❛♥❞ u10 ✐♥❤✐❜✐ts ■▲✲✻❘ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❡❝❡♣t♦r ❢♦r ■▲✲✻✳ ❲✐t❤ t❤✐s s❡❧❡❝t✐♦♥
♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✱ ✇❡ ✐♥t❡♥❞ t♦ ✐♥❞✉❝❡ ❛ s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ ❚❤✶✼ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❡❛❞② st❛t❡
♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0] ✇❤✐❝❤
s❡r✈❡s ❛s ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ❢♦r t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦ ❚r❡❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❡❛❞② st❛t❡
[0.9998, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0]✱ s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✻✳✷ ❢♦r
❛❧❧ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡s✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✳✹❛✱ ✇❡ s❡❡ t❤❡ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✸ ❢♦r maxNum = 4✱ tol = 0.1✱ η = 0.5 ❛♥❞
τ = 0.9✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ✐♥❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❖❘γt ❛♥❞ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ■▲✲✷ ❛♥❞
❚●❋✲β ❢♦r ❛❜♦✉t ✹✳✹ t✐♠❡ ✉♥✐ts ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤✳ ❲❡ t❛❦❡ t❤❡ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✸
❛s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss 0u ❢♦r ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs α = 0.5✱ T = 20 ❛♥❞ △t = 0.1 ✇❤❡r❡
t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s❡t ❛s ✐♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✷✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✳✹❜ ✇❡ s❡❡ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❲❡ ❤❛✈❡
t❤❛t t❤❡ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ♦❢ ■▲✲✻✱ u9 ❛♥❞ ■▲✲✻❘✱ u10 s✉♣♣♦rts t❤❡ s✇✐t❝❤✱ t❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t ❜② t❤❡ s✉♣♣♦rt✐♥❣
❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ s✇✐t❝❤❡s ❢❛st❡r t♦ t❤❡ ❚r❡❣ ❝❡❧❧✳ ❲❡ str❡ss t❤❛t ❜② ✈✐rt✉❡ ♦❢ t❤❡ s❡❧❢
❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❖❘γt✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ❛ ❞✐r❡❝t ❦♥♦❝❦ ❞♦✇♥ ♦❢ ❘❖❘γt ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐♥❞✉❝❡
t❤❡ s✇✐t❝❤✳

❆ s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ ❚❤✶✼ t♦ ❚r❡❣ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ t✉♠♦r s❡tt✐♥❣ ❬✶✼❪ ✇❤❡r❡ s♦❧✉❜❧❡ ❢❛❝t♦rs
❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ♦✈❛r✐❛♥ ❝❛♥❝❡r ❛s❝✐t❡s ❛r❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♠❡❞✐❛t✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❚❤✶✼ t♦



✻✳✷✳ ■◆❉❯❈❊❉ ❙❲■❚❈❍❊❙ ■◆ ❆ P▲❆❚❊▲❊❚ ◆❊❚❲❖❘❑ ❆◆❉ ■◆ ❆ ❚✲❈❊▲▲ ◆❊❚❲❖❘❑ ✽✺

❚r❡❣✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❋♦①♣✸✲✐♥❞✉❝✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❝❛♥❝❡r ❛s❝✐t❡s ✐s ♠✐♠✐❝❦❡❞ ❜② t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ r❡❝♦♠❜✐♥❛♥t
❚●❋✲β t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ■▲✲✶✼❆ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❝❛♥❝❡r
❛s❝✐t❡s ♠✉st ❝♦♥t❛✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢❛❝t♦rs ✇❤✐❝❤ s✉♣♣r❡ss ❘❖❘γt ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤❛t
✇❡ s❤♦✇ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ❛ ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ ❚❤✶✼ t♦ ❚r❡❣✳

❆❧s♦ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
✜♥❞✐♥❣ ❡ss❡♥t✐❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛❣❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❛s❝✐t❡s t❤❛t ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡ s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ ❚❤✶✼ t♦ ❚r❡❣✳
❲❡ ❣❡t ❛ ❤✐♥t ❜② t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇❤❛t ♦t❤❡r ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛❣❡♥t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤❡ s✇✐t❝❤✳ ❚❤❡♥ t❤❡
♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛❣❡♥ts ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛s❝✐t❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐❢ t❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡
r❡q✉✐r❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤✉s ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❛t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞
t❤❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛❣❡♥ts✳ ❆♥♦t❤❡r ✇❛② t♦ ✉s❡ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢❛✈♦r❛❜❧② ❢♦r s❤♦rt❡♥ s❡r✐❡s ♦❢
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❲❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡ t♦ ❛♥❛❧②③❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r
❛❣❡♥ts ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛s❝✐t❡s ♦♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦✳ ❖♥❝❡ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇❡ ❝❛♥
✜❣✉r❡ ♦✉t ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦✉t ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛❣❡♥ts t❤❛t ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ s✇✐t❝❤
✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ r❡❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛❣❡♥ts✳ ❚❤✐s ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❝❛❧❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❡❛❝❤ ❡✛❡❝t ♦❢ ❡❛❝❤ s✐♥❣❧❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r
❛❣❡♥t s❝❛❧❡s ♦♥❧② ❧✐♥❡❛r❧②✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❡ ♠♦r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❣❡♥ts ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
❤❛✈❡ t♦ ✐♥t❡r❛❝t ❢♦r ❛♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ♠♦r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❣❡♥ts ❡①✐st t❤❛t
♠✐❣❤t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

✭❛✮ ❊①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✸ ✇❤❡r❡ u4

❛❝t✐✈❛t❡s ■▲✲✷✱ u7 ❛❝t✐✈❛t❡s ❚●❋✲β ❛♥❞ u8 ✐♥❤✐❜ts ❘❖❘γt✳
✭❜✮ ❘❡s✉❧t ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶ ✇❤❡r❡ u4 ❛❝t✐✈❛t❡s
■▲✲✷✱ u7 ❛❝t✐✈❛t❡s ❚●❋✲β✱ u8 ✐♥❤✐❜✐ts ❘❖❘γt✱ u9 ✐♥❤✐❜✐ts
■▲✲✻ ❛♥❞ u10 ✐♥❤✐❜✐ts ■▲✲✻❘✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✳✹✿ ❊①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t❤❛t ❝❛✉s❡ ❛ s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ ❚❤✶✼ t♦ ❚r❡❣ ✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ✜❣✉r❡ t❤❡r❡ ✐s ❛
s♠❛❧❧ s❡t ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✸ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡
r✐❣❤t ✜❣✉r❡ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❢✉rt❤❡r ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t❤❛t s✉♣♣♦rt t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤ ✇✐t❤ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶✳
❚❤❡ t✐♠❡ ✐s ♦♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ✐s ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡✳

■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ♦♥❝❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦
❤❛s t❛❦❡♥ ❛ st❡❛❞② st❛t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❚✲❝❡❧❧ t②♣❡ ❚❤✶✱ ❚❤✷✱ ❚❤✶✼✱ ❚r❡❣✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❛ttr❛❝t♦r ✐s q✉✐t❡ r♦❜✉st ✉♥❞❡r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♦❢ ♦✉r ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛♥❞ ✐s st❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
s✇✐t❝❤❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❡❧❧ t②♣❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧
st✐♠✉❧✐ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤❡s✱ r♦✉❣❤❧② s♣♦❦❡♥✱ ♠♦st❧②✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❦♥♦❝❦ ❞♦✇♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛❣❡✲
s♣❡❝✐❢②✐♥❣ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ t②♣❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ st❛rts ❛♥❞ ❛❝t✐✈❛t❡ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❝②t♦❦✐♥❡s
❛♥❞ ❧②♠♣❤♦❦✐♥❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝❡❧❧ t②♣❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❞✉❝❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤ ♦❢ ❝❡❧❧ t②♣❡s ✐♥t♦ ❛♥②
❞❡s✐r❡❞ ♦♥❡✱ t❤❛t ♠❡❛♥s ❚❤✶✱ ❚❤✷✱ ❚❤✶✼ ♦r ❚r❡❣✱ s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✻✳✹✳

❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❜② ♦✉r ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ✭✹✳✷✳✶✮ ♦r ✭✹✳✷✳✷✮
❞✐✛❡r ❢r♦♠ ❥✉st ♣❡rt✉r❜✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ■♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧
st✐♠✉❧✐✱ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✈❛r✐❡❞ t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❡rt✉r❜✐♥❣ ✐♥✐t✐❛❧
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✬s ♥♦❞❡s✳ ❆❝t✐✈❛t✐♥❣ ♦r ✐♥❤✐❜✐t✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❝❛♥ ❛❝t s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦♥❣ s✉❝❤
t❤❛t ✐♥❡rt✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❡✛❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ ♦✈❡r❝♦♠❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛❝t✐✈❛t❡❞ ♥♦❞❡s ❝❛♥ ❞❡❝❛② ❛♥❞ ✐♥❛❝t✐✈❛t❡❞
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♥♦❞❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝t✐✈❛t❡❞ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦♥❣ ❜② ♦t❤❡rs ✉♥t✐❧ t❤❡② r❡❛❝❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❤r❡s❤♦❧❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡
♥❡t✇♦r❦ r❡❧❛①❡s ✐♥t♦ ✐ts ❞❡s✐r❡❞ st❛t❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ♦♥❡ t❛❦❡s t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❚❤✶✼ ❝❡❧❧ t②♣❡ ❛s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇❤❡r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❘❖❘γt ✐s s❡t t♦
③❡r♦ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ■▲✲✷ ❛♥❞ ❚●❋✲β ✐s s❡t t♦ ♦♥❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ♣r♦♣♦s❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✳✹❛✱ t❤❡♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ r❡❧❛①❡s ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❚❤✶✼ ❝❡❧❧ t②♣❡✳
❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r r❡s✉❧ts ❛s ❥✉st t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ❞♦❡s ♥♦t r❡❛❝❤ ❛ ♥❡❝❡ss❛r② t❤r❡s❤♦❧❞
♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧s ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❝❛✉s❡ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ st❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡
st❡❛❞② st❛t❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❚r❡❣✳ ❚❤✉s t❤❡s❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞
s✇✐t❝❤✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❡✛❡❝ts ❝❛♥ ♦✈❡r❝♦♠❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡s ♦r
✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❜✉t ♥♦t ✐❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦❞❡s ❧❛st s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦♥❣
❛♥❞ ❣♦ ❜❡②♦♥❞ ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡✳ ❚❤❡♥ ❛ ❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤ ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥
❝♦♥tr❛st t♦ ♦✉r ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡
♦❢ ❛ r❡❛❧ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡tt✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ♠❡❛♥s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡
❚❤✶✼ ❝❡❧❧ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❛t ♦♥❡ ❤❛s t♦ s❡t ✉♣ ❛ ❝❡❧❧ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
♦❢ ❘❖❘γt ✐s ❧♦✇ ✇❤✐❧❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ■▲✲✶✼ ❛♥❞ ■▲✲✻ ✐s ❤✐❣❤✳ ❚❤✐s ♠✐❣❤t
♥♦t ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛s t❤❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ■▲✲✶✼ ❛♥❞ ■▲✲✻ ❞✐r❡❝t❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❘❖❘γt✱ s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✳✸✳

❋♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ❝②t♦❦✐♥❡s ❛♥❞ ❝②t♦❦✐♥❡ r❡❝❡♣t♦rs ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞✐❧②
✐♥❤✐❜✐t❡❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜② ♠♦♥♦❝❧♦♥❛❧ ❛♥t✐❜♦❞✐❡s ♦r t❤❡ r❡❝❡♣t♦rs st✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② r❡❝♦♠❜✐♥❛♥t ❝②t♦❦✐♥❡s✳
❋♦r t❤❡ ❚✲❝❡❧❧ ❧✐♥❡❛❣❡✲s♣❡❝✐❢②✐♥❣ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs ❧✐❦❡ ❘❖❘γt t❤❡r❛♣❡✉t✐❝ t❛r❣❡t✐♥❣ ✐s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t
✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❘❖❘γt ✇✐t❤ ❞✐❣♦①✐♥ ♦r ✇✐t❤ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❧✐❦❡ ●❙❑✽✵✺ s♣❡❝✐✜❝
✐♥❤✐❜✐t♦rs ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛❧s♦ ❢♦r ❝❧✐♥✐❝❛❧ ✉s❡ ❬✻✵✱ ✺✾❪✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❛ ❦♥♦❝❦ ♦✉t ♦❢ ❧✐♥❡❛❣❡✲s♣❡❝✐❢②✐♥❣ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❜✉t t❤❡ ❦♥♦❝❦ ♦✉t
❝❤❛♥❣❡s t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t❤✉s ✐s ♥♦t ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ♦✉r ♠♦❞❡❧ s♦ ❢❛r✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❦♥♦❝❦✐♥❣
♦✉t t❤❡ ❚✲❝❡❧❧ ❧✐♥❡❛❣❡✲s♣❡❝✐❢②✐♥❣ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ❛♥❞ ❛❝t✐✈❛t✐♥❣ ❝②t♦❦✐♥❡s ❢♦r ❝❡❧❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥t♦
t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❚✲❝❡❧❧ t②♣❡ ♠✐❣❤t ❛❧s♦ ✇♦r❦ t♦ ✐♥❞✉❝❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤✳ ❚❤✐s ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t ❡❛❝❤ ❧✐♥❡❛❣❡✲s♣❡❝✐❢②✐♥❣ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✳✸✱ ✇❤✐❝❤
♠✐❣❤t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ r♦❜✉st♥❡ss ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❦♥♦❝❦ ♦✉t ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛❣❡✲s♣❡❝✐❢②✐♥❣ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❛❝t♦r
s✐♥❝❡ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❧✐♥❡❛❣❡✲s♣❡❝✐❢②✐♥❣ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡rs ❛♥❞ t❤✉s ✐♥❤✐❜✐ts
t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡s✳

◆❡①t✱ ✇❡ ❡q✉✐♣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ s✉✣❝✐❡♥t ❡①t❡r♥❛❧
st✐♠✉❧✐ t♦ s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❚✲❝❡❧❧ t②♣❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ❞❛r❦ r❡❞ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❤✐❜✐t✐♥❣
st✐♠✉❧✉s t❤❛t ♠❡❛♥s ❚❜❡t ✇✐t❤ u1✱ ●❆❚❆✸ ✇✐t❤ u2✱ ❋♦①♣✸ ✇✐t❤ u3 ❛♥❞ ❘❖❘γt ✇✐t❤ u4✳ ❆❧❧ t❤❡ ②❡❧❧♦✇
♥♦❞❡s ❛r❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❝t✐✈❛t✐♥❣ st✐♠✉❧✉s✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s ❚❈❘ ✇✐t❤ u5✱ ■▲✲✶✽ ✇✐t❤ u6✱ ■▲✲✶✷ ✇✐t❤
u7✱ ■▲✲✷✸ ✇✐t❤ u8✱ ❚●❋✲β ✇✐t❤ u9✱ ■▲✲✷ ✇✐t❤ u10 ❛♥❞ ■❋◆✲β ✇✐t❤ u11✳ ■t ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✸ ♦♥
✇❤✐❝❤ ♥♦❞❡ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ❛❝ts ✇❤❡r❡ ❛ ♠✐♥✉s s✐❣♥ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ✐♥❤✐❜✐ts
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦❞❡✳

❚❜❡t ●❆❚❆✸ ❋♦①♣✸ ❘❖❘γt ❚❈❘ ■▲✲✶✽ ■▲✲✶✷ ■▲✲✷✸ ❚●❋✲β ■▲✲✷ ■❋◆✲β

✲u1 ✲u2 ✲u3 ✲u4 u5 u6 u7 u8 u9 u10 u11

❚❛❜❧❡ ✻✳✸✿ ❚❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t❤❛t ❛❝t ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦❞❡ ✇❤❡r❡ ❛ ♠✐♥✉s s✐❣♥ ✐♥❞✐❝❛t❡s
✐♥❤✐❜✐t✐♦♥✳

❲❡ t❛❦❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✸ ❛s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ❢♦r ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛r❡ s❡t ❛s ❛❜♦✈❡ ❢♦r t❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✹ ✇❤❡r❡
t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t α ✐♥ ✭✺✳✶✳✸✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ♥♦ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s
✐s ❢♦✉♥❞ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ✐♥s❡rt ♠♦r❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✐♥t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ♥❡✇ ♥❡t✇♦r❦
✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥s ♦r t❛r❣❡ts ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❝❛✉s❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤✳ ❲❡ r❡♠❛r❦ ✐❢ ♥♦ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s
✐s ❢♦✉♥❞ ❜② ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✇✐t❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❣✐✈❡♥
❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✳ ◆❡①t✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✜♥❞ ❛♥② ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s t♦ ❞❡❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ❚❤✷ ♦r ❚❤✶✼
❜❛❝❦ ✐♥t♦ ❚❤✵✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ ❛ ❚❤✷ ❝❡❧❧ ✐♥t♦ ❛ ❚❤✶✱ ❚❤✶✼ ♦r ❚r❡❣ ❝❡❧❧ ❛♥❞ ❛ ❚❤✶✼
❝❡❧❧ ✐♥t♦ ❛ ❚r❡❣ ❝❡❧❧✳ ❚❤✐s ♠✐❣❤t ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✜rst ❞❡❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ❛ ❝❡❧❧
❛♥❞ t❤❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ✐t ❛❣❛✐♥ ✐♥t♦ ❛ ♥❡✇ ❝❡❧❧ ❜✉t t♦ s✇✐t❝❤ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❡✛❡❝ts ✐♥ ❛ ❝❡❧❧ ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥
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♣♦✐♥t s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝❡❧❧ ❞❡✈❡❧♦♣s ✐ts ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝❡❧❧ t②♣❡ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
s❤✉tt✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❞♦✇♥✳

❙✇✐t❝❤ α = 0.1 α = 2 ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✸

❚❤✵ t♦ ❚❤✶ u6 u6 u6
❚❤✵ t♦ ❚❤✷ u5 u5 u5
❚❤✵ t♦ ❚❤✶✼ u8 u8 u8
❚❤✵ t♦ ❚r❡❣ u9✱ ✭✰u4❀ α = 0.001✮ u9 u9
❚❤✶ t♦ ❚❤✵ u1 u1 u1
❚❤✶ t♦ ❚❤✷ u1✱ u5 u1✱ u5 u1✱ u5
❚❤✶ t♦ ❚❤✶✼ u1✱ u8 u1✱ u8 u1✱ u8
❚❤✶ t♦ ❚r❡❣ u1✱ u9 u1✱ u9 u1✱ u9
❚❤✷ t♦ ❚❤✵ ♥♦ st✐♠✉❧✉s ♥♦ st✐♠✉❧✉s ♥♦ st✐♠✉❧✉s

❚❤✷ t♦ ❚❤✶ u2✱ u11✱ ✭✰u4❀ α = 0.0001✮ u2✱ u11 u2✱ u11
❚❤✷ t♦ ❚❤✶✼ u2✱ u9✱ u11 u2✱ u9✱ u11 u2✱ u9✱ u11
❚❤✷ t♦ ❚r❡❣ u2✱ u4✱ u9✱ u10 u2✱ u4✱ u9✱ u10✱ ✭−u4❀ α = 3✮ u2✱ u9✱ u10
❚❤✶✼ t♦ ❚❤✵ ♥♦ st✐♠✉❧✉s ♥♦ st✐♠✉❧✉s ♥♦ st✐♠✉❧✉s

❚❤✶✼ t♦ ❚❤✶ u4✱ ♥♦ s✇✐t❝❤ ♥♦ st✐♠✉❧✉s ♥♦ st✐♠✉❧✉s

❚❤✶✼ t♦ ❚❤✷ u4✱ ♥♦ s✇✐t❝❤ ♥♦ st✐♠✉❧✉s ♥♦ st✐♠✉❧✉s

❚❤✶✼ t♦ ❚r❡❣ u4✱ u9✱ u10 u4✱ u9✱ u10 u4✱ u9✱ u10
❚r❡❣ t♦ ❚❤✵ u3 u3 u3
❚r❡❣ t♦ ❚❤✶ u3✱ u6 u3✱ u6 u3✱ u6
❚r❡❣ t♦ ❚❤✷ u3✱ u5 u3✱ u5 u3✱ u5
❚r❡❣ t♦ ❚❤✶✼ u3✱ u8 u3✱ u8 u3✱ u8

❚❛❜❧❡ ✻✳✹✿ ❊①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❝❛✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✇✐t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❚✲❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥
❜r❛❝❦❡ts ♠❡❛♥s t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❣✐✈❡♥ α ❢✉rt❤❡r ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛r❡ ❢♦✉♥❞✱ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❧✉s s✐❣♥ ❛♥❞
❛ ♠✐♥✉s s✐❣♥ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ✐❢ α ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❜✐❣✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢
❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❜② t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❜r❛❝❦❡ts✳ ❋♦r ❢✉rt❤❡r ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ s❡❡ t❤❡ t❡①t ❛❜♦✈❡✳

✻✳✸ ❋✐♥❞✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❝❛✉s✐♥❣ ❛ ❞❡s✐r❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❛tt❡r♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❤♦✇ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦
❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t❤❛t ❦❡❡♣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ ❛ ❞❡s✐r❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ✇❤❡r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
❛❧❧ ♥♦❞❡s ❤❛✈❡ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❣❡♥❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦
❢♦r ❛ ♠②♦❝❛r❞✐♦❝②t❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✶✶❪ t❤❛t ✐s ✜tt❡❞ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s
❛r❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ [0, 1]✳ ❲❡ ❡q✉✐♣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s❡❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s
❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥
❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✳ ❚❤❡s❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✇✐t❤ ♣❤❛r♠❛❝♦❧♦❣✐❝❛❧ t❛r❣❡ts ♦r
❛♥② ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ t❤❛t ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ ✭✺✳✷✳✶✮
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♦r❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t s❡❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡✐r ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ st❡❡r✐♥❣
t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦ ✐ts ❞❡s✐r❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❛tt❡r♥✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s✱ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ ✇❤② t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦
✐s ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t tr❡❛t♠❡♥t str❛t❡❣✐❡s✳ ❚❤❡ ♥❡t✇♦r❦✬s ❣r❛♣❤✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✉s❡✱
✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✳✶✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✳✶✿ ❚❤❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠②♦❝❛r❞✐♦❝②t❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ❬✶✶✱ ❋✐❣✳ ✶❪

❲❡ ✉s❡ ✭✹✳✷✳✷✮ ✐❢ ♥♦t ♦t❤❡r✇✐s❡ st❛t❡❞ ✇❤❡r❡ h = 10 ❛♥❞ ωk✱ k ∈ {1, ..., 26} ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✶✶❪
❛♥❞ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✺✳ ❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛t ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤
❡①♣❡r✐♠❡♥t s❡♣❛r❛t❡❧② ❡①❝❡♣t ηkj = 0 ❢♦r ❛❧❧ k ∈ {1, ...,m} ❛♥❞ ❛❧❧ j✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡s ❆◆❉ ❛♥❞ ❙❨❙❚❊▼
❙❚❆❚❊ ❤❛✈❡ ♥♦ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡ ❙❨❙❚❊▼ ❙❚❆❚❊ ✐s ♥♦t ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❜✉t ✐s ✉s❡❞
t♦ ♣❡r♠❛♥❡♥t❧② ❛❝t✐✈❛t❡ ❘❑■P ❛♥❞ ●❘❑✷ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡✐r ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛
♠②♦❝❛r❞✐♦❝②t❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♥♦❞❡ ❙❨❙❚❊▼ ❙❚❆❚❊ ❛❝t✐✈❛t❡s t❤❡ ♥♦❞❡ ❆◆❉ s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡
t❤❛t ❊❘❑✶✴✷ ❞✐♠ ✸P ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❛❝t✐✈❛t❡❞ ✐❢ ❊❘❑✶✴✷ ❞✐♠ ❛♥❞ Gβγ ❛r❡ ❛❝t✐✈❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❚❤❡
❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ♥♦❞❡ 1✱ ♥♦❞❡ 10 ❛♥❞ ♥♦❞❡ 26 ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s dx1

dt
= −x1✱ dx10

dt
= −x10 t❤❛t ❝❛♥ ❜❡

s✉♣♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❛❝t✐✈❛t✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✹✳✷✳✷✮ ❛♥❞ dx26

dt
= 1− x26 t❤❛t ❡♥s✉r❡s t❤❛t

t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❙❨❙❚❊▼ ❙❚❆❚❊ ✐s ❝♦♥st❛♥t❧② ♦♥❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝t✐✈❛t❡ ♥♦❞❡ 14✱ ♥♦❞❡ 16 ❛♥❞ ♥♦❞❡
17✳
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k ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ ωk

1 ♥♦♥✲❤②♣❡rtr♦♣❤✐❝ st✐♠✉❧✉s

2 ❝❛r❜❛❝❤♦❧ 11x1

1+10x1

3 Gi✲❝♦✉♣❧❡❞ M2 r❡❝❡♣t♦r
11x2

1+10x2

4 ❘❆❙ ✭●❚P ❜♦✉♥❞✮
13

12
(10x3+x12+x19)

1+10x3+x12+x19

5 ❘❛❢✶ 11x4

1+10x4

(

1− 1.01x14

1+0.01x14

)

6 ▼❊❑✶✴✷ 2x5

1+x5

7 ❊❘❑✶✴✷ ❞✐♠ ✷P 1.001x6

1+0.001x6

8 ♣✾✵❘❙❑ 1.01x7

1+0.01x7

9 ♣✼✵❙✻❑ 1.01x7

1+0.01x7

10 ❤②♣❡rtr♦♣❤✐❝ st✐♠✉❧✉s

11 ❛♥❣✐♦t❡♥s✐♥ ■■ 2x10

1+x10

12 Gq✲❝♦✉♣❧❡❞ AT1 r❡❝❡♣t♦r
6x11

1+5x11

13 P❑❈
31

30
(10x3+10x12+10x20)

1+10x3+10x12+10x20

14 ❘❑■P 2x26

1+x26

(

1− 11x13

1+10x13

)

15 ❘❑■P ❞✐♠ 11x13

1+10x13

16 ●❘❑✷ 2x26

1+x26

(

1− 31x15

1+30x15

)

17 ❆◆❉ 2x26

1+x26

(

1− 101x7

1+100x7

)

18 ✐s♦♣r♦t❡r❡♥♦❧ 11x10

1+10x10

19 Gs✲❝♦✉♣❧❡❞ β1 r❡❝❡♣t♦r
11x18

1+10x18

(

1− 1.1x16

1+0.1x16

)

20 ❊♣❛❝ 11x19

1+10x19

21 Gβγ

21

20
(10x12+10x19)

1+10x12+10x19

22 ❊❘❑✶✴✷ ❞✐♠ ✸P 101x21

1+100x21

(

1− 2x17

1+x17

)

23 ❊❧❦✶ 9x22

1+8x22

24 ▼❙❑✶ 8x22

1+7x22

25 ❝✲▼②❝ 7x22

1+6x22

26 ❙❨❙❚❊▼ ❙❚❆❚❊

❚❛❜❧❡ ✻✳✺✿ P❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✳✶ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✷✳✷✮✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs σkj = ζkj = 0 ✐❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s uj ❤❛s ♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♥♦❞❡ k✱
σkj = 1 ✐❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ❤❛s ❛♥ ❛❝t✐✈❛t✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♥♦❞❡ k ❛♥❞ ζkj = 1 ✐❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s
❤❛s ❛♥ ✐♥❤✐❜✐t✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦♥ ♥♦❞❡ k✳ ■t ✐s st❛t❡❞ ✐❢ ✇❡ ✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛♥ t❤❡s❡
♦♥❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t s❡❝t✐♦♥✳

■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛ ❤✐❣❤ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ♣✾✵❘❙❑ ✭♥♦❞❡ ✽✮ ❛♥❞ ♣✼✵❙✻❑ ✭♥♦❞❡ ✾✮ ✇✐t❤
❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ❊❧❦✶ ✭♥♦❞❡ ✷✸✮✱ ▼❙❑✶ ✭♥♦❞❡ ✷✹✮ ❛♥❞ ❝✲▼②❝ ✭♥♦❞❡
✷✺✮ ✇✐t❤ ♠❛❧❡✜❝❡♥t ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❞❡s✐r❡ ❛ ❤✐❣❤ ❛❝t✐✈✐t② ❢♦r ♣✾✵❘❙❑ ❛♥❞ ♣✼✵❙✻❑ ❛♥❞ ❛ ❧♦✇
❛❝t✐✈✐t② ❢♦r ❊❧❦✶✱ ▼❙❑✶ ❛♥❞ ❝✲▼②❝✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡s❡ ✜✈❡ ♥♦❞❡s ❛s ♦✉r ♥♦❞❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛♥❞ ❝❤♦♦s❡
❢♦r t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ t❤❡ ✜rst t✇♦ ❛❣❡♥ts ❝♦♥st❛♥t ♦♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st t❤r❡❡ ❛❣❡♥ts ❝♦♥st❛♥t
③❡r♦✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤ts gk ❢♦r t❤❡ ✜rst t✇♦ ❛❣❡♥ts ✐♥ t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✭✺✳✷✳✷✮ ❛r❡ ❡q✉❛❧ 3

2 ❛♥❞ ❢♦r t❤❡
♦t❤❡r t❤r❡❡ ❡q✉❛❧ 1 t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ ❢❛❝t✱ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ♥♦❞❡s ❛♥❞ t❤r❡❡ ♠❛❧❡✜❝❡♥t
♦♥❡s ❛♥❞ t❤✉s ❣✐✈❡ t❤❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❡✛❡❝t ❛❧t♦❣❡t❤❡r t❤❡ s❛♠❡ ✇❡✐❣❤t ❛s t❤❡ ♠❛❧❡✜❝❡♥t ❡✛❡❝t✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐t
✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② t❤❛t ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❛♥❞ ♠❛❧❡✜❝❡♥t ❡✛❡❝ts ❤❛✈❡ t❤❛t s❛♠❡ ✇❡✐❣❤t✳ ■t ✐s ❥✉st ❛♥ ❡①❡♠♣❧❛r②
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ gk✱ s❡❡ ❘❡♠❛r❦ ✺ ❢♦r ✇❤❛t gk ❝❛♥ ❜❡ ✉t✐❧✐③❡❞✳

❋♦r ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ❛❧✇❛②s ❤❛✈❡ x0 t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ③❡r♦ ✈❡❝t♦r ❡①❝❡♣t t❤❡ ❧❛st ❡♥tr② ✐s s❡t t♦
1 ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ ❙❨❙❚❊▼ ❙❚❆❚❊✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ✉s❡
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✹ ❢♦r numMax = 10 ♦r ❛t ♠♦st t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ❧❡ss t❤❛♥ 10
❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛♥❞ numInt = 3 t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ❢♦r t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✭❙◗❍✮
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♠❡t❤♦❞✱ s❡❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✷✱ ✇✐t❤ ✐ts r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❡①❝❡♣t κ = 10−14 ❛♥❞ α = 0 ✐❢ ♥♦t
♦t❤❡r✇✐s❡ st❛t❡❞✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ t✐♠❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❜② T = 20✳

❋♦r ♦✉r ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛❝t✐✈❛t✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ♦♥ t❤❡ ♥♦❞❡ ❝❛r❜❛❝❤♦❧✱ ❛♥❣✐♦t❡♥s✐♥
■■ ❛♥❞ ✐s♦♣r♦t❡r❡♥♦❧✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❙◗❍ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥✈❡r❣❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ J0 = 4.802759 ❛♥❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✳✷✱
✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ t✐♠❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t t❤❡ ③❡r♦ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ❝✉r✈❡s
♦❢ t❤❡ st❛t❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t ✇❡ ♠❛✐♥❧② ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❛r❜❛❝❤♦❧ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝t
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✳✶✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t ❛♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❛r❜❛❝❤♦❧ ❧❡❛❞s t♦
t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡ s❤♦rt ♣✉❧s❡ ♦❢ ❛♥❣✐♦t❡♥s✐♥ ■■ s✉♣♣♦rts t❤✐s ❡✛❡❝t ❛♥❞ t❤❡
♠❛❧❡✜❝❡♥t ♥♦❞❡s ❞❡❝❛② ❛❢t❡r ❛ s❤♦rt ❛♥❞ ✇❡❛❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✳

✭❛✮ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✇❤❡r❡ u1 ❛❝t✐✈❛t❡s
❝❛r❜❛❝❤♦❧ ❛♥❞ u2 ❛❝t✐✈❛t❡s ❛♥❣✐♦t❡♥s✐♥ ■■✳

✭❜✮ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡sts ✇❤❡r❡ x8 ✐s t❤❡
❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣✾✵❘❙❑✱ x9 ✐s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣✼✵❙✻❑✱
x23 ✐s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❊❧❦✶✱ x24 ✐s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢
▼❙❑✶ ❛♥❞ x25 ✐s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝✲▼②❝✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✳✷✿ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✳✸✱ ✇❡ s❡❡ t❤❡ r❡s✉❧t ✇❤❡r❡ ✇❡ ❥✉st ❤❛✈❡ ❛♥ ❛❝t✐✈❛t✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ♦♥ ❝❛r❜❛❝❤♦❧✳
❚❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡ J0 = 4.805384 ✇❤❡♥ t❤❡ ❙◗❍ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥✈❡r❣❡s✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ t❛r❣❡t
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ✐t ✐s ❥✉st ❛ ❜✐t ❜✐❣❣❡r ❛♥❞ t❤✉s ❜♦t❤ s❡❧❡❝t✐♦♥s ♦❢
❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝❛✉s✐♥❣ ❛♥ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞
♦♥❡✳

✭❛✮ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ✇❤❡r❡ u1 ❛❝t✐✈❛t❡s
❝❛r❜❛❝❤♦❧✳

✭❜✮ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡sts ✇❤❡r❡ x8 ✐s t❤❡
❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣✾✵❘❙❑✱ x9 ✐s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣✼✵❙✻❑✱
x23 ✐s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❊❧❦✶✱ x24 ✐s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢
▼❙❑✶ ❛♥❞ x25 ✐s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝✲▼②❝✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✳✸✿ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡✳
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■♥ ♦✉r t❤✐r❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛❝t✐✈❛t✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ❥✉st ♦♥ ❛♥❣✐♦t❡♥s✐♥ ■■ ❛♥❞ ✐s♦♣r♦✲
t❡r❡♥♦❧✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❙◗❍ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥✈❡r❣❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ J0 = 28.70478✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✳✹✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ t✐♠❡
❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ③❡r♦ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
t✇♦ ♦t❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐s ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❛♥ ❛❝t✐✈❛t✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧
st✐♠✉❧✉s ♦♥ ❝❛r❜❛❝❤♦❧ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r ❛♥ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✬s ♥♦❞❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❝❧♦s❡ t♦ ♦✉r
❞❡s✐r❡❞ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❛♠♦♥❣ ❝❛r❜❛❝❤♦❧✱ ❛♥❣✐♦t❡♥s✐♥ ■■ ❛♥❞ ✐s♦♣r♦t❡r❡♥♦❧✳

✭❛✮ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✇❤❡r❡ u1 ❛❝t✐✈❛t❡s
❛♥❣✐♦t❡♥s✐♥ ■■ ❛♥❞ u2 ❛❝t✐✈❛t❡s ✐s♦♣r♦t❡r❡♥♦❧✳

✭❜✮ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡sts ✇❤❡r❡ x8 ✐s t❤❡
❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣✾✵❘❙❑✱ x9 ✐s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣✼✵❙✻❑✱
x23 ✐s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❊❧❦✶✱ x24 ✐s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢
▼❙❑✶ ❛♥❞ x25 ✐s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝✲▼②❝✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✳✹✿ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡✳

■♥ ♦✉r ❢♦✉rt❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❝t✐✈❛t✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ♦♥ ❛♥❣✐♦t❡♥s✐♥
■■ ❛♥❞ ✐s♦♣r♦t❡r❡♥♦❧ ❛♥❞ ♦♥❡ ✐♥❤✐❜✐t✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ♦♥ ❊❘❑✶✴✷ ❞✐♠ ✸P✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❙◗❍ ♠❡t❤♦❞
❝♦♥✈❡r❣❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ J0 = 5.513235 ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t✐♠❡ ❝✉r✈❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✳✺✳ ❆s t❤❡
t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❤❡r❡ ❝❛r❜❛❝❤♦❧ ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥
s❛② t❤❛t t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛❝t✐✈❛t✐♥❣ ❛♥❣✐♦t❡♥s✐♥ ■■ ❛♥❞ ✐s♦♣r♦t❡r❡♥♦❧ ✇❤✐❧❡ ✐♥❤✐❜✐t✐♥❣
❊❘❑✶✴✷ ❞✐♠ ✸P ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❥✉st ❛❝t✐✈❛t❡ ❝❛r❜❛❝❤♦❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡s J0✳

✭❛✮ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✇❤❡r❡ u1 ❛❝t✐✈❛t❡s
❛♥❣✐♦t❡♥s✐♥ ■■✱ u2 ❛❝t✐✈❛t❡s ✐s♦♣r♦t❡r❡♥♦❧ ❛♥❞ u3 ✐♥❤✐❜✐ts
❊❘❑✶✴✷ ❞✐♠ ✸P✳

✭❜✮ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡sts ✇❤❡r❡ x8 ✐s t❤❡
❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣✾✵❘❙❑✱ x9 ✐s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣✼✵❙✻❑✱
x23 ✐s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❊❧❦✶✱ x24 ✐s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢
▼❙❑✶ ❛♥❞ x25 ✐s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝✲▼②❝✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✳✺✿ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡✳
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■♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✳✻ ❧❡❢t ♦♥❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❊❘❑✶✴✷ ❞✐♠ ✸P ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❛♥ ❡①tr❡♠❡
❝❛s❡ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ✈❡r② str♦♥❣ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t ❢♦r ❛ str♦♥❣ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❊❘❑✶✴✷ ❞✐♠ ✸P✱ t❤✐s tr❡❛t♠❡♥t str❛t❡❣② ✐s ❛❧♠♦st ❛s ❣♦♦❞ ❛s ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛❝t✐✈❛t✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s
♦♥❧② ♦♥ ❝❛r❜❛❝❤♦❧✱ s❡❡ t❤❡ ✜rst t✇♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t s❡❝t✐♦♥✳

■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜t ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s✬s ❛❜✐❧✐t② ❢♦r ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ζkj ✐♥ ✭✹✳✷✳✹✮ s✉❝❤
t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦❞❡ ❤❛s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥❤✐❜✐t♦r ✐s ❛❝t✐✈❡✳ ❋♦r t❤✐s
♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ζ22,3 ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❊❘❑✶✴✷ ❞✐♠ ✸P ✐♥❝r❡❛s❡s
❢♦r ζ22,3 t❡♥❞✐♥❣ t♦ ③❡r♦✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✳✻ r✐❣❤t ♦♥❡✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✳✻✿ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❊❘❑✶✴✷ ❞✐♠ ✸P ✐♥
t❤❡ ❢♦rt❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡✳ ▲❡❢t ✜❣✉r❡ ✇✐t❤ ζ22,3 = 1 ❛♥❞ r✐❣❤t ♦♥❡ ✇✐t❤ ζ22,3 = 0.8
✐♥ ✭✹✳✷✳✷✮✳

❚❤❡s❡ ❢♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❤♦✇ ♦✉r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞
t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡✐r ❛❜✐❧✐t② ❢♦r st❡❡r✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ t♦ t❤❡
❞❡s✐r❡❞ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✬s ♥♦❞❡s✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❧✐❦❡ T ❛♥❞ ✇❡✐❣❤ts gk ❛r❡ ✜①❡❞✱ t❤❡♥
t❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② ✐s✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❡✛❡❝ts ❛♥❞
t❤❡ ❧❡ss ♠❛❧❡✜❝❡♥t ❡✛❡❝ts t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❝❛✉s❡s✳ ❇② t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡
t❤❡ ♠♦st ❡✣❝✐❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t❤❛t ❞r✐✈❡ t❤❡ ♥♦t✇♦r❦ t♦ ❛ ❞❡s✐r❡❞ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡♥ s♦rt ❞✐✛❡r❡♥t
s❡❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ♦r ❛ss❡s t❤❡♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡
❣✐✈❡♥ ❜② ✭✺✳✷✳✶✮✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ s❡r✈❡s ❛s ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ t✐♠❡
❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❧♦✇❡st t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡
❣✐✈❡♥ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s✱ ❜② ♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✜❣✉r❡ ♦✉t t❤❡ ❜❡st ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡
t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡ t❤❛t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s ❛♥②
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ tr❡❛t♠❡♥t ✐s ♦❜❥❡❝t✐✈❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❛♥❞ ✐s ♥♦t ❧✐❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ✉s❡r✳ ❲❡ str❡ss t❤❛t t❤❡ ✉s❡r ❥✉st ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ♥♦❞❡ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐
❛❝ts✳ ❊❛❝❤ t✐♠❡ ❝✉r✈❡ ✐s t❤❡♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ♥❛♠❡❧② ❜② s♦❧✈✐♥❣
✭✺✳✷✳✸✮✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈✐t② ❝♦♠❡s ✐♥✳ ❙❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✳✹✳

❍♦✇❡✈❡r ✐t ✐s ❝❧❡❛r✱ t❤❛t ✐♥ ❛ r❡❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐t ♠❛② ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♠❡❡t t❤❡ ❡①❛❝t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②
t✐♠❡ ❝✉r✈❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s✳ ❆❧s♦ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡
♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✐♥ s✐❧✐❝♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ tr❡❛t♠❡♥ts ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡s
❣✐✈❡♥ ❜② ✭✺✳✷✳✶✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ t✐♠❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛r❡ s❡t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❣✐✈❡s t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❜❡st ✈❛❧✉❡ ♦❢
t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ tr❡❛t♠❡♥t str❛t❡❣✐❡s ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐❢ ♦♥❡ ❛♣♣❧✐❡s t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧
st✐♠✉❧✐ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t✐♠❡ ❝✉r✈❡s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡
t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
✈❛❧✉❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝r❡❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ t❤❡r❛♣② ❞✉❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡
✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✈❛r✐❡s✳
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✻✳✹ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t tr❡❛t♠❡♥t str❛t❡❣✐❡s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧②

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❛ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡❧② ❛❝t✐✈❛t❡❞ ♥♦❞❡ ❛❧t❡rs t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥
♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦✳ ❆ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡❧② ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❝❡♣t♦rs ❝❛♥ ❜❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② ♠✉t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ r❡❝❡♣t♦r ✐ts❡❧❢
♦r ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✐❣♥❛❧ ♣r♦t❡✐♥✳ ❆♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❝❡❧❧✲❝❡❧❧✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❛ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡❧②
❛❝t✐✈❛t❡❞ r❡❝❡♣t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② s❡❝r❡t♦r② ❝❡❧❧s t❤❛t ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡❧② s❡❝r❡t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✐❣♥❛❧
♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡❧② ❛❝t✐✈❛t❡❞ r❡❝❡♣t♦rs ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡
✉s❡❞ ✐♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦♥❝♦❣❡♥❡s✐s ✇❤❡r❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡❧② ❛❝t✐✈❛t❡❞ ♣❛t❤✇❛②s ♣❧❛② ❛ r♦❧❡ ❬✶✹✱ ✷✵✱ ✷✾❪✳ ❆♥♦t❤❡r
❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ♦❢ ♣✺✸ ♦r ❘❡t✐♥♦❜❧❛st♦♠❛ ✭❘❜✮ ♣r♦t❡✐♥ ❛❢t❡r ❛ ✈✐r✉s ✐♥❢❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛✉s❡❞
❜② ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡❧② tr❛♥s❧❛t❡❞ ♣r♦t❡✐♥s t❤❛t ❜✐♥❞ t♦ ♣✺✸ ♦r ❘❜ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ ❝❡❧❧ ♣r♦❧✐❢❡r❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡❡❞❡❞
❢♦r t❤❡ ✈✐r✉s r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❬✹✹✱ ✸✸✱ ✻✸❪✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡❧② ❛❝t✐✈❛t❡❞
r❡❝❡♣t♦rs ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛② r♦✉♥❞ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦❞❡ ✐s ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡❧②
✐♥❤✐❜✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✈✐r✉s ✐♥❢❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❛t ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❛t
❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❛ ✈✐r✉s ♦r t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐ts ✐♥❢❡❝t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❝♦✈❡r ✐♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇❛②✳

■♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❢r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸ ✇❤❡r❡ t❤❡ Gs✲❝♦✉♣❧❡❞ β1 r❡❝❡♣t♦r ✭♥♦❞❡ ✶✾✮
✐s ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡❧② ❛❝t✐✈❛t❡❞ s✉❝❤ t❤❛t ✐t ❤❛s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❛❜♦✉t 30% ♦❢ ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧✳
❚♦ ♠♦❞❡❧ t❤✐s✱ ✇❡ ❡q✉✐♣ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛❝t✐✈❛t✐♥❣ ♥♦❞❡ ✐s♦♣r♦t❡r❡♥♦❧ ✭♥♦❞❡ ✶✽✮ ✇✐t❤ t❤❡ t❡r♠
+0.058− x18 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② dx18

dt
= 0.058− x18✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✐♥ ♦✉r

❡①♣❡r✐♠❡♥t ♥♦❞❡ ✶✵ ✭❤②♣❡rtr♦♣❤✐❝ st✐♠✉❧✉s✮ ✐s ♥♦t ❛❝t✐✈❛t❡❞ ❛♥❞ t❤✉s st❛②s ❛t ③❡r♦ ✐❢ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡
♦❢ ③❡r♦ ✐s ❝❤♦s❡♥✳ ❚❤✐s ❡♥s✉r❡s t❤❛t ✐s♦♣r♦t❡r❡♥♦❧ st❛②s ❛t ❛ ❝♦♥st❛♥t ❧❡✈❡❧ ♦❢ 5.8% ♦❢ ✐ts ♠❛①✐♠✉♠
❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ Gs✲❝♦✉♣❧❡❞ β1 r❡❝❡♣t♦r ❤❛s ❛❜♦✉t 30% ♦❢ ✐ts ♠❛①✐♠✉♠
❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✶✳

❆s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✱ ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛ ❤✐❣❤ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ♣✾✵❘❙❑ ✭♥♦❞❡ ✽✮ ❛♥❞ ♣✼✵❙✻❑ ✭♥♦❞❡
✾✮ ✇✐t❤ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ❊❧❦✶ ✭♥♦❞❡ ✷✸✮✱ ▼❙❑✶ ✭♥♦❞❡ ✷✹✮ ❛♥❞ ❝✲▼②❝
✭♥♦❞❡ ✷✺✮ ✇✐t❤ ♠❛❧❡✜❝❡♥t ❡✛❡❝ts✱ t❤❛t ✐s ✇❤② ✇❡ ❞❡s✐r❡ ❛ ❧♦✇ ❛❝t✐✈✐t② ❢♦r t❤❡♠✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡s❡ ✜✈❡
♥♦❞❡s ❛s ♦✉r ♥♦❞❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛♥❞ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ st❛t❡ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✇♦ ♦♥❡s ❝♦♥st❛♥t ♦♥❡ ❛♥❞ ❢♦r
t❤❡ ❧❛st t❤r❡❡ ❝♦♥st❛♥t ③❡r♦✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤ts gk ❢♦r t❤❡ t❤❡ ✜rst t✇♦ ❛r❡ ❛❣❛✐♥ ❡q✉❛❧ 3

2 ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r
t❤r❡❡ ❡q✉❛❧ 1✳ ❲❡ ❛❧✇❛②s ❤❛✈❡ x0 ❡q✉❛❧ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ③❡r♦ ✈❡❝t♦r ❡①❝❡♣t t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ❢♦r ❆◆❉✱
●❘❑✷ ❛♥❞ ❙❨❙❚❊▼ ❙❚❆❚❊ ❡q✉❛❧ 1 ❛♥❞ ✇❡ ✉s❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✹ ❢♦r numMax = 10 ❛♥❞ numInt = 3 t♦
♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ❢♦r t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ q✉❛❞r❛t✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✭❙◗❍✮ ♠❡t❤♦❞ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✷✮ ✇✐t❤
✐ts r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❡①❝❡♣t κ = 10−14 ❛♥❞ α = 0 ✐❢ ♥♦t ♦t❤❡r✇✐s❡ st❛t❡❞✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ t✐♠❡
✐s ❝❤♦s❡♥ ❜② T = 60✳

■❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞✱ t❤❛t ♠❡❛♥s ♥♦ ❢✉rt❤❡r ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✳✶ ✐s ❞♦♥❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡❧② ❛❝t✐✈❛t❡❞ Gs✲❝♦✉♣❧❡❞ β1 r❡❝❡♣t♦r ❝❛✉s❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❛❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ s♦♠❡ ♥♦❞❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✶ ✇✐t❤
J0 = 160.1896 ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✺✳✷✳✷✮✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♠❛❧❡✜❝❡♥t
❡✛❡❝ts ✭♥♦❞❡ ✷✸✱ ✷✹✱ ✷✺✮ ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ❛❝t✐✈❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥♦❞❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❡✛❡❝ts ✭♥♦❞❡ ✽✱
✾✮ ❛r❡ ❛t ❛ ✈❡r② ❧♦✇ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ❛ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡❧② ❛❝t✐✈❛t❡❞ r❡❝❡♣t♦r ✐s ❛❜❧❡
t♦ ❤♦❧❞ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ st❛t❡ t❤❛t ♠❡❛♥s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❛tt❡r♥✳ ❚❤✉s t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡❧② ❛❧t❡r❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦
✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐❢ t❤❡ r❡❝❡♣t♦r ✇❛s t♦t❛❧❧② ✐♥❛❝t✐✈❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✶✿ ❖♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ❢♦r P❑❈ ✭♥♦❞❡
✶✸✮✱ ❘❑■P ✭♥♦❞❡ ✶✹✮✱ ❘❑■P ❞✐♠ ✭♥♦❞❡ ✶✺✮✱ ●❘❑✷ ✭♥♦❞❡ ✶✻✮✱ ✐s♦♣r♦t❡r❡♥♦❧ ✭♥♦❞❡ ✶✽✮✱ Gs✲❝♦✉♣❧❡❞
β1 r❡❝❡♣t♦r ✭♥♦❞❡ ✶✾✮✱ ♣✾✵❘❙❑ ✭♥♦❞❡ ✽✮✱ ♣✼✵❙✻❑ ✭♥♦❞❡ ✾✮✱ ❊❧❦✶ ✭♥♦❞❡ ✷✸✮✱ ▼❙❑✶ ✭♥♦❞❡ ✷✹✮✱ ❝✲▼②❝
✭♥♦❞❡ ✷✺✮✳

◆♦✇✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ❛♣♣❧② ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❞✐s❝✉ss ❞✐✛❡r❡♥t tr❡❛t♠❡♥t str❛t❡❣✐❡s t❤❛t ✐♠♣r♦✈❡
t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ✐♥ ♦✉r ❢❛✈♦r✳ ❆ str❛t❡❣② t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s
t❤❛t ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❡✛❡❝ts ✐s t♦ ✐♥❤✐❜✐t t❤❡ Gs✲❝♦✉♣❧❡❞ β1 r❡❝❡♣t♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡ β✲❜❧♦❝❦
str❛t❡❣② ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❙◗❍ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥✈❡r❣❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ J0 = 90.09628✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✷ ❛♥❞ s♦♠❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✸✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ✐s ♠❛②❜❡ ❛ ❞❡❧✐❝❛t❡ ✐ss✉❡ ✐♥ ❛ r❡❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❲✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s
✇✐t❤ ✈❛❧✉❡ 0.2✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ J0 = 90.10581✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ♥♦t ♥❡❡❞❡❞ t♦
❤❛✈❡ s✉❝❤ ❛ ❤✐❣❤❧② str✉❝t✉r❡❞ t✐♠❡ ❝✉r✈❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✷ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❣❡t t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐t
✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ Gs✲❝♦✉♣❧❡❞ β1 r❡❝❡♣t♦r ❢r♦♠ ❛❜♦✉t 30% t♦ ❛❜♦✉t 24%
s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❊❧❦✶✱ ▼❙❑✶ ❛♥❞ ❝✲▼②❝ ❞r♦♣s ❢r♦♠ ❛❜♦✉t 100% t♦ 1%✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t
✇❡ ❤❛✈❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐♥ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ Gs✲❝♦✉♣❧❡❞ β1 r❡❝❡♣t♦r ❢♦r t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡s❡
t❤r❡❡ ♥♦❞❡s ❊❧❦✶✱ ▼❙❑✶ ❛♥❞ ❝✲▼②❝✳

✭❛✮ ❚❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s u1 ✐♥❤✐❜✐ts t❤❡ Gs✲❝♦✉♣❧❡❞ β1 r❡✲
❝❡♣t♦r✳

✭❜✮ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡sts ✇❤❡r❡ x8 ✐s t❤❡
❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣✾✵❘❙❑✱ x9 ✐s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣✼✵❙✻❑✱
x23 ✐s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❊❧❦✶✱ x24 ✐s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢
▼❙❑✶ ❛♥❞ x25 ✐s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝✲▼②❝✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✷✿ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✸✿ ❖♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ❢♦r P❑❈ ✭♥♦❞❡
✶✸✮✱ ❘❑■P ✭♥♦❞❡ ✶✹✮✱ ❘❑■P ❞✐♠ ✭♥♦❞❡ ✶✺✮✱ ●❘❑✷ ✭♥♦❞❡ ✶✻✮✱ ✐s♦♣r♦t❡r❡♥♦❧ ✭♥♦❞❡ ✶✽✮ ❛♥❞ Gs✲❝♦✉♣❧❡❞
β1 r❡❝❡♣t♦r ✭♥♦❞❡ ✶✾✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ Gs✲❝♦✉♣❧❡❞ β1 r❡❝❡♣t♦r ✐s ✐♥❤✐❜✐t❡❞✳

■❢ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥❛❝t✐✈❛t❡ t❤❡ Gs✲❝♦✉♣❧❡❞ β1 r❡❝❡♣t♦r✱ t❤❡♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ✐♥❤✐❜✐t t❤❡ P❑❈ ✐♥st❡❛❞✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✹ ✇✐t❤ J0 = 90.09628✳

✭❛✮ ❚❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s u1 ✐♥❤✐❜✐ts P❑❈✳ ✭❜✮ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡sts ✇❤❡r❡ x8 ✐s t❤❡
❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣✾✵❘❙❑✱ x9 ✐s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣✼✵❙✻❑✱
x23 ✐s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❊❧❦✶✱ x24 ✐s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢
▼❙❑✶ ❛♥❞ x25 ✐s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝✲▼②❝✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✹✿ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡✳

❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡♠♦✈❡ ❘❑■P ❢r♦♠ t❤❡ s②st❡♠✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❘❑■P ❞✐♠✱
✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❞✐♠❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❑■P✱ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤✉s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ✐♥❤✐❜✐t t❤❡ ♥♦❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ ❘❑■P ❞✐♠ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❘❑■P ❞✐♠ ❞❡❝❛②s✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ❡✛❡❝ts t✇♦ ♥♦❞❡s ❛t ♦♥❝❡ ❛♥❞ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❜♦t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s
❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ ❘❑■P ❛♥❞ ❘❑■P ❞✐♠✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✺ ✇✐t❤ J0 = 90.09642✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤✐s tr❡❛t♠❡♥t str❛t❡❣② ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♦♥❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✹✳ ❚❤✐s ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❜♦t❤ tr❡❛t♠❡♥t str❛t❡❣✐❡s ✐♥❛❝t✐✈❛t❡ ❊❧❦✶✱
▼❙❑✶ ❛♥❞ ❝✲▼②❝✳
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✭❛✮ ❚❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s u1 ✐♥❤✐❜✐ts ❘❑■P ❛♥❞ ❘❑■P ❞✐♠
❛t ♦♥❝❡✳

✭❜✮ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡sts ✇❤❡r❡ x8 ✐s t❤❡
❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣✾✵❘❙❑✱ x9 ✐s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣✼✵❙✻❑✱
x23 ✐s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❊❧❦✶✱ x24 ✐s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢
▼❙❑✶ ❛♥❞ x25 ✐s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝✲▼②❝✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✺✿ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✻✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ t✐♠❡ ❝✉r✈❡s ❢♦r P❑❈✱ ❘❑■P ❛♥❞ ❘❑■P ❞✐♠ ❢♦r ✐♥❤✐❜✐t✐♥❣ P❑❈
✭❧❡❢t ♣✐❝t✉r❡✮ ❛♥❞ ✐♥❤✐❜✐t✐♥❣ ❘❑■P✴❘❑■P ❞✐♠✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❧♦✇❡r t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢
❘❑■P ❞✐♠ ❥✉st ❢r♦♠ 1 t♦ ❛❜♦✉t 0.8✱ ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✶ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡
❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♦❢ ❊❧❦✶✱ ▼❙❑✶ ❛♥❞ ❝✲▼②❝ t♦ ❛ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s s❡♥s❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✳✶ ❜❡❝❛✉s❡ ●❘❑✷ ✐s ♥♦t ✐♥❤✐❜✐t❡❞ ❛♥❞ ✐♥❤✐❜✐ts ✐♥ t✉r♥ t❤❡ Gs✲❝♦✉♣❧❡❞ β1 r❡❝❡♣t♦r✳
❇② t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t ❛❧r❡❛❞② ❛ s♠❛❧❧ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t②
❧❡✈❡❧ ♦❢ ❘❑■P ❞✐♠ ❝❛✉s❡s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❊❧❦✶✱ ▼❙❑✶ ❛♥❞ ❝✲▼②❝✳

❚❤❡s❡ tr❡❛t♠❡♥ts r❡s✉❧ts ❛t ❧❡❛st ✐♥ ❛ ❧♦✇ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ❊❧❦✶✱ ▼❙❑✶ ❛♥❞ ❝✲▼②❝✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ t✐♠❡
❝✉r✈❡s ❢♦r t❤❡ ♥♦❞❡s ♣✾✵❘❙❑ ❛♥❞ ♣✼✵❙✻❑ st❛② ❛t ❛ ✈❡r② ❧♦✇ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✉s❡❞ str❛t❡❣②
✐s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❛❝t✐✈❛t❡ t❤❡s❡ ♥♦❞❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐t r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ❊❧❦✶✱ ▼❙❑✶ ❛♥❞
❝✲▼②❝✳ ❚♦ ❤❛✈❡ ❛ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✱ ✇❡ ❡q✉✐♣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ❢✉rt❤❡r ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t
❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✻✿ ❖♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ P❑❈
✭♥♦❞❡ ✶✸✮✱ ❘❑■P ✭♥♦❞❡ ✶✹✮ ❛♥❞ ❘❑■P ❞✐♠ ✭♥♦❞❡✶✺✮✳ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞✲s✐❞❡ P❑❈ ✐s ✐♥❤✐❜✐t❡❞ ❛♥❞ ♦♥
t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞✲s✐❞❡ ❘❑■P ❛♥❞ ❘❑■P ❞✐♠ ✐s ✐♥❤✐❜✐t❡❞ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ r❡♠♦✈✐♥❣
❘❑■P ❛♥❞ ❘❑■P ❞✐♠ ❢r♦♠ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ ❛ r❡❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

❲❡ ❡q✉✐♣ t❤❡ ♥♦❞❡s P❑❈ ✭u1✮✱ ❘❑■P ✭u2✮✱ ❘❑■P ❞✐♠ ✭u2✮✱ ❊❘❑✶✴✷ ❞✐♠ ✸P ✭u3✮✱ Gs✲❝♦✉♣❧❡❞ β1
r❡❝❡♣t♦r ✭u4✮ ❛♥❞ ❘❛s ✭●❚P ❜♦✉♥❞✮ ✭u5✮ ✇✐t❤ ✐♥❤✐❜✐t✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦❞❡s ❛♥❣✐♦t❡♥s✐♥ ■■
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✭u6✮ ❛♥❞ ✐s♦♣r♦t❡r❡♥♦❧ ✭u7✮ ✇✐t❤ ❛❝t✐✈❛t✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✳ ❲❡ s❡t ζ22,3 = 0.95 ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡
❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ u3 ❝❛♥♥♦t t♦t❛❧❧② ✐♥❛❝t✐✈❛t❡ ❊❘❑✶✴✷ ❞✐♠ ✸P✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✼✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ r❡s✉❧ts✳
◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✇❡ ♥♦✇ ❤❛✈❡ ❤✐❣❤ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧s ❢♦r t❤❡ ♥♦❞❡s ♣✾✵❘❙❑ ❛♥❞ ♣✼✵❙✻❑ ❛♥❞ st✐❧❧ ❛ ❧♦✇ ❛❝t✐✈✐t②
❧❡✈❡❧ ❢♦r t❤❡ ♥♦❞❡s ❊❧❦✶✱ ▼❙❑✶ ❛♥❞ ❝✲▼②❝ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❧♦✇❡r t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡
❧❛st ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡ J0 = 6.594448✳

✭❛✮ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✇❤❡r❡ u1 ✐♥❤✐❜✐ts P❑❈✱
u2 ✐♥❤✐❜✐ts ❘❑■P ❛♥❞ ❘❑■P ❞✐♠✱ u3 ✐♥❤✐❜✐ts ❊❘❑✶✴✷
❞✐♠ ✸P✱ u4 Gs✲❝♦✉♣❧❡❞ β1 r❡❝❡♣t♦r✱ u5 ✐♥❤✐❜✐ts ❘❛s ✭●❚P
❜♦✉♥❞✮✱ u6 ❛❝t✐✈❛t❡s ❛♥❣✐♦t❡♥s✐♥ ■■ ❛♥❞ u7 ❛❝t✐✈❛t❡s ✐s♦♣r♦✲
t❡r❡♥♦❧✳

✭❜✮ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡sts ✇❤❡r❡ x8 ✐s t❤❡
❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣✾✵❘❙❑✱ x9 ✐s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣✼✵❙✻❑✱
x23 ✐s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❊❧❦✶✱ x24 ✐s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢
▼❙❑✶ ❛♥❞ x25 ✐s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝✲▼②❝✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✼✿ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✼✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ❛❝t✐✈❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✳ ❇② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ α > 0✱ ✇❡ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❛❝t✐✈❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛♥❞ t❤✉s ✇❡ ❡①tr❛❝t t❤❡ ♠♦st ❡✛❡❝t✐✈❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ♠✉❝❤ ❡✛❡❝t
♦♥ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❋♦r α = 0.8✱ ✇❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡ u3✱ u6 ❛♥❞ u7 ❛s ❛❝t✐✈❡ ❡①t❡r♥❛❧
st✐♠✉❧✐✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✽✳

✭❛✮ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✇❤❡r❡ u3 ✐♥❤✐❜✐ts ❊❘❑✶✴✷
❞✐♠ ✸P✱ u6 ❛❝t✐✈❛t❡s ❛♥❣✐♦t❡♥s✐♥ ■■ ❛♥❞ u7 ❛❝t✐✈❛t❡s ✐s♦♣r♦✲
t❡r❡♥♦❧✳

✭❜✮ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡sts ✇❤❡r❡ x8 ✐s t❤❡
❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣✾✵❘❙❑✱ x9 ✐s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣✼✵❙✻❑✱
x23 ✐s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❊❧❦✶✱ x24 ✐s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢
▼❙❑✶ ❛♥❞ x25 ✐s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝✲▼②❝✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✽✿ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡✳

■❢ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❥✉st ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✽ ❢♦r α = 0
✇❤❡r❡ ✇❡ ♦♥❧② ✉s❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✹✱ t❤❡♥ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ J0 = 7.118559 ❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ u3 ❛♥❞ u7
✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ Gs✲❝♦✉♣❧❡❞ β1 r❡❝❡♣t♦r ✐s ❛❜♦✉t 98% ♦❢ ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ❛♥❞
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J0 = 7.107087 ❢♦r ❢✉❧❧ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ u3 ❛♥❞ u6 ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ Gq✲❝♦✉♣❧❡❞ AT1 r❡❝❡♣t♦r
✐s ❛❜♦✉t 98% ♦❢ ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ❛s ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ✇✐t❤ ♠❛♥② ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ♠♦r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✼✳ ❚❤✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t t❤✐s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ u3 ❛♥❞ u7 ♦r u3 ❛♥❞ u6 ❛r❡ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ♦♥❡s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡
♥❡t✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛❧s♦ ❤❛✈❡
❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❡✛❡❝ts✱ t❤❡✐r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♠✐♥♦r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ u3 ❛♥❞ u7 ♦r u3 ❛♥❞ u6✳ ❲❡ ❝❛♥
s❛② t❤❛t ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ s②st❡♠ ✭J0 = 160.1896)
t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t str❛t❡❣✐❡s u3 ❛♥❞ u7 ♦r u3 ❛♥❞ u6 ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✼
✇❤❡r❡ t❤❡ ❜✐❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s t❤❛t ♦♥❧② t✇♦ st✐♠✉❧✐ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s❡✈❡♥✳

❲❡ r❡♠❛r❦ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s u3✱ ✇❡ ❛r❡ ❥✉st ❛❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢
J0 ≈ 89✱ ✇❤✐❝❤ str❡ss❡s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ♦❢ ❊❘❑✶✴✷ ❞✐♠ ✸P ❢♦r ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ♦❢ ❛ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧
st❛t❡ ❢♦r t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳

◆❡①t✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t♦ ✇❤❛t ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❦♥♦❝❦ ❞♦✇♥ ❊❘❑✶✴✷ ❞✐♠ ✸P ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❜❡ st✐❧❧ ❛s ❣♦♦❞ ❛s ❥✉st ✐♥❤✐❜✐t✐♥❣ t❤❡ Gs✲❝♦✉♣❧❡❞ β1 r❡❝❡♣t♦r✱ P❑❈ ♦r ❘❑■P✴❘❑■P ❞✐♠✱ t❤❛t ♠❡❛♥s
t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡ J0 ≈ 90 ✇❤❡r❡ ♦♥❧② t❤❡ ♠❛❧❡✜❝❡♥t ♥♦❞❡s ❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧✱
❤♦✇❡✈❡r ❛❧s♦ t❤❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ♥♦❞❡s✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t str❛t❡❣② ✇❤❡r❡ u3 ✐♥❤✐❜✐ts ❊❘❑✶✴✷ ❞✐♠
✸P ✭♥♦❞❡ ✷✷✮ ❛♥❞ u6 ❛❝t✐✈❛t❡s ❛♥❣✐♦t❡♥s✐♥ ■■ ✭♥♦❞❡ ✶✶✮✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ✉s❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✹ ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ζ22,3 ✇❤✐❝❤ ♠♦❞❡❧s t❤❡ str❡♥❣t❤ ❤♦✇ ♠✉❝❤ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❊❘❑✶✴✷ ❞✐♠ ✸P
❝❛♥ ❜❡ ✐♥❤✐❜✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s u3✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✻✱ ✇❤❡r❡ ❢♦r ❡❛❝❤
❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛r❡ ❢✉❧❧② ❛❝t✐✈❡✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❊❘❑✶✴✷ ❞✐♠ ✸P
✐s ❛t ❧❡❛st ❛t 10% ♦❢ ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ❛❝t✐✈✐t② t❤❡♥✱ ✇❡ st✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ s♠❛❧❧ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡ J0 ≈ 20
❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ J0 ≈ 90 ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❥✉st ❛♣♣❧②✐♥❣ ♦✉r β−❜❧♦❝❦ str❛t❡❣② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣✾✵❘❙❑ ❛♥❞ ♣✼✵❙✻❑ ❛r❡ ❛t 1 ❢♦r ❛❧❧ ζ22,3 ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✻✱ ✇❡ ❤❛✈❡
t❤❛t ❛t ❛❜♦✉t 5% ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❊❘❑✶✴✷ ❞✐♠ ✸P t❤❡ ♠❛❧❡✜❝❡♥t ❡✛❡❝ts ❛❜r✉♣t❧②
r✐s❡ ✭❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❊❧❦✶✱ ▼❙❑✶ ❛♥❞ ❝✲▼②❝✮✱ s❡❡ ❛❧s♦ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✾✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
❛♥ ❛❜r✉♣t ✇♦rs❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ✐s ❛❧r❡❛❞② ✇♦rs❡✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ t❤❛t ❛❧s♦ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ J0 ❛r❡ t♦❧❡r❛❜❧❡ ✐♥ ✈✐✈♦ ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❡✛❡❝ts
✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠❛❧❡✜❝❡♥t ❡✛❡❝ts ❛r❡ st✐❧❧ ♥♦t ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ✐❢ ♦♥❡ ❤❛s ❛ ❢✉rt❤❡r r❡str✐❝t✐♦♥ ❧✐❦❡ t❤❛t t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❊❧❦✶✱ ▼❙❑✶ ❛♥❞ ❝✲▼②❝
✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❜❡❧♦✇ 15%✱ t❤❡♥ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✻✳✻ t❤❛t t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❊❘❑✶✴✷ ❞✐♠
✸P ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ st❛② ❜❡❧♦✇ 5% ♦❢ ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✇❡ st✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤
❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣✾✵❘❙❑ ❛♥❞ ♣✼✵❙✻❑ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t str❛t❡❣② ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ✐♥❤✐❜✐ts ❥✉st t❤❡
Gs✲❝♦✉♣❧❡❞ β1 r❡❝❡♣t♦r ♦r P❑❈ ♦r ❘❑■P✴❘❑■P ❞✐♠✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ s❡❡ ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✻✳✻ t❤❛t t❤❡
♠♦r❡ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ✐♥❤✐❜✐t ❊❘❑✶✴✷ ❞✐♠ ✸P t❤❡ ❜❡tt❡r ✐t ✐s ❢♦r t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t✱ t❤❛t ♠❡❛♥s t❤❡ ❧♦✇❡r
t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❊❧❦✶✱ ▼❙❑✶ ❛♥❞ ❝✲▼②❝ ❛r❡✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✶✵✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t✐♠❡ ❝✉r✈❡ ❢♦r t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❊❘❑✶✴✷ ❞✐♠
✸P ❛t 10% ♦❢ ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ❧❡✈❡❧✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣✾✵❘❙❑ ❛♥❞ ♣✼✵❙✻❑ ✐s 1 ❛♥❞ ♦❢
❊❧❦✶✱ ▼❙❑✶ ❛♥❞ ❝✲▼②❝ ✐s ❜❡t✇❡❡♥ 0.3 ❛♥❞ 0.5✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♣✾✵❘❙❑ ❛♥❞
♣✼✵❙✻❑ ❛r❡ ❧♦✇ ✐♥ s♣✐t❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡❧② ❛❝t✐✈❛t❡❞ Gs✲❝♦✉♣❧❡❞ β1 r❡❝❡♣t♦r✱ ♦♥❡ ❝❛♥ r❡❝♦♠♠❡♥❞ t♦
❛❝t✐✈❛t❡ t❤❡ Gs✲❝♦✉♣❧❡❞ β1 r❡❝❡♣t♦r ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❜② ❛♥❣✐♦t❡♥s✐♥ ■■ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♣✾✵❘❙❑
❛♥❞ ♣✼✵❙✻❑ ❛r❡ ❤✐❣❤ ✐❢ ♦♥❡ ❝❛♥ ♠❛♥❛❣❡ ✐t ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❊❘❑✶✴✷ ❞✐♠
✸P ❛t ❛t ♠♦st 10% ♦❢ ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ❜② s♦♠❡ tr❡❛t♠❡♥t✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❤❡♥ ✐♥❤✐❜✐t✐♥❣
❊❘❑✶✴✷ ❞✐♠ ✸P✱ ✇❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ t❤❛t ❛ ❤②♣❡rtr♦♣❤✐❝ st✐♠✉❧✉s ❜❡❝♦♠❡s ❛ ♥♦♥✲❤②♣❡rtr♦♣❤✐❝ st✐♠✉❧✉s✳
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ζ22,3 J0
❆❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ✐♥ %

❊❘❑✶✴✷ ❞✐♠ ✸P ❊❧❦✶ ▼❙❑✶ ❝✲▼②❝

1 6.08 0 0 0 0

0.99 6.08 1 1 1 1

0.95 7.12 5 14 11 8

0.92 12.89 8 35 29 22

0.9 20.81 10 50 43 35

0.8 63.57 20 88 85 80

0.7 78.90 30 96 95 93

0.6 83.98 40 98 97 97

❚❛❜❧❡ ✻✳✻✿ ❘❡s✉❧ts ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ζ22,3 ❢r♦♠ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✹✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✾✿ ❚❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❊❘❑✶✴✷ ❞✐♠ ✸P ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ J0 ✐s
♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡✳ ❲❡ s❡❡ ❛♥ ❛❜r✉♣t r✐s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ J0 ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛♥
❛❜r✉♣t ❞❡t❡r✐♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ tr❡❛t♠❡♥t✳ ❉❛t❛ ♣♦✐♥ts ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✻✳✻✳

✭❛✮ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✇❤❡r❡ u3 ✐♥❤✐❜✐ts ❊❘❑✶✴✷
❞✐♠ ✸P ❛♥❞ u6 ❛❝t✐✈❛t❡s ❛♥❣✐♦t❡♥s✐♥ ■■✳

✭❜✮ ❚✐♠❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡sts ✇❤❡r❡ x8 ✐s t❤❡
❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣✾✵❘❙❑✱ x9 ✐s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣✼✵❙✻❑✱
x22 ✐s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❊❘❑✶✴✷ ❞✐♠ ✸P✱ x23 ✐s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t②
❧❡✈❡❧ ♦❢ ❊❧❦✶✱ x24 ✐s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ▼❙❑✶ ❛♥❞ x25 ✐s
t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝✲▼②❝✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✶✵✿ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡✳

❘❡♠❛r❦ ✽✳ ❚❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♥❞✉❝❡
❛ s✇✐t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t st❡❛❞② st❛t❡s ♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦✳ ❲❡ r❡♣❡❛t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❢r♦♠ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥
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✻✳✷✳✶ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧ t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛❧s♦ ✜❣✉r❡s ♦✉t t❤❡
r❡❝❡♣t♦rs t❤❛t ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ♣❧❛t❡❧❡t ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛s ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠ ❬✸✾❪
t❤❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ♣❧❛t❡❧❡t ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ✐♥t❡❣r✐♥✳ ❲❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡
st❡❛❞② st❛t❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ♣❧❛t❡❧❡t ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ✐♥t❡❣r✐♥ ✐s ❧♦✇
❛♥❞ ❝❤♦♦s❡ ❛s t❤❡ ♥♦❞❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st t❤❡ ♥♦❞❡ t❤❛t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐♥t❡❣r✐♥✳ ❲❡ ❞❡s✐r❡ t❤✐s ♥♦❞❡ t♦
❤❛✈❡ ❛♥ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ t❤❛t ❡q✉❛❧s 1✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✹ ❢♦r α = 0.01✱ numMax = 2
❛♥❞ numInt = 3 ❛s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ❢♦r t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❢♦r ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✷ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞
♣❛r❛♠❡t❡rs ❡①❝❡♣t κ = 10−14✳ ❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t ♥♦♥ ③❡r♦ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❢r♦♠ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✹ ❛r❡ s❡t t♦
③❡r♦ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0, T ] ❢r♦♠ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✷ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ r❡❧❛①❡s ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞
st❡❛❞② st❛t❡✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ t♦ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✳✷ ❧❡❢t ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ s②st❡♠
✐s ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ st❡❛❞② st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛r❡ ❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❡ ✐♥❛❝t✐✈❡✳

❲❡ ❛❧s♦ r❡♣❡❛t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❢r♦♠ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✷ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧ t♦ ✐♥❞✉❝❡ ❛
s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ t❤❛t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❚❤✲✶✼ ❝❡❧❧ t♦ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ t❤❛t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ ❛ r❡❣✉❧❛t♦r② ❚r❡❣ ❝❡❧❧✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛❣❡✲s♣❡❝✐❢②✐♥❣ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ❢♦r ❚r❡❣ ✐s ❋♦①♣✸✳ ❋♦r t❤✐s
♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ♦♥❧② ❋♦①♣✸ ❛s ♦✉r ♦♥❧② ♥♦❞❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛♥❞ ❞❡s✐r❡ ✐t t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ 1✳ ❲❡ ✉s❡
t❤❡ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✹ ❢♦r α = 0.1✱ numMax = 5 ❛♥❞ numInt = 3 ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ❢♦r t❤❡
❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❢♦r ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✷ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡①❝❡♣t κ = 10−14 ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥
r❡s✉❧ts ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ t♦ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✳✹✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡s✐r❡❞ st❛t❡ ❛t t❤❡
❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0, T ] ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦♥ ③❡r♦ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❢r♦♠ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✹ ❛r❡ s❡t t♦ ③❡r♦ ❛t t❤❡
❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0, T ] ❜② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✷ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛r❡ ❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡
❛r❡ ✐♥❛❝t✐✈❡✳
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✶✵✶





❈❤❛♣t❡r ✼

❉✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❛ ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts t❤❛t ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s
❛♥❞ t❤❡✐r r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ❜✐♦❧♦❣②✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ✇❡❧❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❡♦r② ♦❢
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠s t♦ ❜✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ✐ts ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❢♦r
t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧ s❡❛r❝❤ ❢♦r ♥❡✇ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡
✇♦r❦ ✇❛s t♦ s❡t ✉♣ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡♦r② t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❛ ❢✉rt❤❡r ❡①♣❧♦✐t✐♥❣
♦❢ ❛❧r❡❛❞② ❡①✐st✐♥❣ ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s t♦ ✐♥❞✉❝❡ ❞❡s✐r❡❞
❡✛❡❝ts t♦ s✉♣♣♦rt ❜✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡s❡❛r❝❤✳ ❚❤✉s ❛ ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝ t♦♦❧ ✇❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❤❛t
❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ ❡✣❝✐❡♥t ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❛❧②s✐s✳

❚❤❡ ✇♦r❦ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❛✐❧♦r✐♥❣ t❤❡ ❛❜str❛❝t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡♦r② t♦
❝♦♥❝r❡t❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ❜✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ t❤❡ ✇♦r❦ ✜rst❧② ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛❧❧ t❤❡
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ✇❡r❡ ♥❡❝❡ss❛r②✱ s❡❝♦♥❞❧② ❧✐♥❦❡❞ t❤❡♠ t♦ t❤❡✐r
❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤✐r❞❧② ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ s♦❢t✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ▼❛t❤✇♦r❦s ▼❛t✲
❧❛❜ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❝♦♥❝r❡t❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❤♦s❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ r❡✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❜✐♦✲
❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s ❛❧s♦ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡s❡ ▼❛t❧❛❜ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ ❛❧r❡❛❞② ❡①✐st✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡✱ ❧✐❦❡ P♦tt❡rs✲
✇❤❡❡❧ ✭❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♣♦tt❡rs✇❤❡❡❧✳❞❡✴P❛❣❡s✴✐♥❞❡①✳♣❤♣✮ ♦r ❈♦♣❛s✐ ✭❤tt♣✿✴✴❝♦♣❛s✐✳♦r❣✴✮✳ ■♥ ❏✐♠❡♥❛✷
✭❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳❜✐♦③❡♥tr✉♠✳✉♥✐✲✇✉❡r③❜✉r❣✳❞❡✴❜✐♦✐♥❢♦✴❝♦♠♣✉t✐♥❣✴❥✐♠❡♥❛✷✴✮ t❤❡ ▼❛t❧❛❜ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐✲
♦♥s ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❢♦r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤✐s s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡
♥❡❝❡ss❛r② ❡q✉❛t✐♦♥s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❣r❛♣❤ ❧✐❦❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✳✶ ♦r ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✳✸ ❛♥❞ ❢r♦♠
❛ t❛❜❧❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ✇❤❡r❡ ❛♥❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♠❛tt❡r ❝❡rt❛✐♥ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛❝t✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❛♥
❡①❡❝✉t❛❜❧❡ ▼❛t❧❛❜ ✜❧❡ ✇❤❡r❡ ❛❧s♦ ♣r❡✲❛ss❡♠❜❧❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ ♣❧♦t t❤❡ r❡s✉❧ts t♦ ❡♥❤❛♥❝❡
t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✉s✐♥❣✳

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ❛♣♣❧✐❡s ❡①✐st✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t❤❡♦r② t♦ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞
❜✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❜❧❡ ✇❛②✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇♦r❦ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ♥♦ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦♦❢s ❛s
✐t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s✉❛❧ ✐❢ ✐t ❤❛❞ ❜❡❡♥ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t❤❡s✐s✳ ■♥st❡❛❞ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱
❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ r❡s✉❧ts ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ ❜✐♦❧♦❣② ❜② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡
♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ✇❛s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ t♦♦❧ ❢♦r r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ❜✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✳

❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✐t ✇❛s ♣r♦❝❡❡❞❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢
♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ t❡r♠s t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✱
✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡r✱ ♦♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦✳ ❖r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s
❛r❡ ❝♦♠♠♦♥ t♦ ♠♦❞❡❧ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s✱ s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬✶✶✱ ✸✼✱ ✸✻✱ ✷✷✱ ✸✾❪✳ ❚❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥
✇❛s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝✐r❝❛❞✐❛♥ ❝❧♦❝❦s✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦❢
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✇♦r❦ ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ♥❛♠❡❞
❛♥❞ ❧✐♥❦❡❞ t♦ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❛❞✐❛♥ ❝❧♦❝❦ t♦ ❡①t❡r♥❛❧ ❩❡✐t❣❡❜❡rs
❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✷✺❪ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇♦r❦ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✸✱ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✹✱ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✺ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡
✹✳✸✳✶✵✳ ❚❤❡ r❡st❛rt ♦❢ t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❝❧♦❝❦ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✻✶❪ ❛♥❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✾✳ ❚❤❡
❡♥tr❛✐♥♠❡♥t t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ ♣❡r✐♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✹❪ ❛♥❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✶✷✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✹✸❪ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡s✐s ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✹✳✸✳✶✸ ❛♥❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✶✹✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✉♣♦♥ ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❧✐❣❤t st✐♠✉❧✉s ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ✐♥t❡♥s✐t②
❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✸✱ ✸✵❪ ❛♥❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✶✼✳ P❤❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❝✉r✈❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
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❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✹✻✱ ✹✷✱ ✹✺❪ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝✉r✈❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✷✵ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t
✇♦r❦✳ ❚❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r✐♣❤❡r❛❧ ❝❧♦❝❦s t♦ ❝❡♥tr❛❧ ❝❧♦❝❦s ✇❤❡r❡ ❛❧s♦ ❢✉rt❤❡r ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐
❧✐❦❡ ❢♦♦❞ ✐♥t❛❦❡ ❢♦r ❧✐✈❡r ❝❡❧❧s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✷✹✱ ✶✻❪ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡s✐s ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✹✳✸✳✷✶✱ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✷✷✱ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✷✸ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✷✹✳

◆❡①t ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✱ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❛s
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✱ ❧✐❦❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛❣❡♥ts ♦r ♣❤②s✐❝❛❧ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t❤❛t ✇❡r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② r❡❝❡♣t♦rs✳
❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ❛ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ sq✉❛r❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
s❡t♣♦✐♥t ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡❛❝❤ r❡❧❡✈❛♥t ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛❣❡♥t ✇❡r❡ ❛❞❞❡❞ ✉♣✳ ❚❤❡♥ t❤❡ t❛s❦ ✇❛s t♦
❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ st✐♠✉❧✐ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡② ♠✐♥✐♠✐③❡❞ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❜② st❡❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡s
♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛❣❡♥ts ❛s ❝❧♦s❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞ ❢♦r ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧
♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡r❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✜t t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝✉r✈❡s ✜t ❜❡st
t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❧✐❦❡
P♦tt❡rs✇❤❡❡❧ ❛♥❞ ❈♦♣❛s✐ ❛r❡ ♥♦t ②❡t ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡
❝♦♥st❛♥ts t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t✐♠❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ ❝❛s❡s ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡
✐❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛❢t❡r ❛ ♣✉❧s❡ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ s✇✐t❝❤❡❞ ♦✛✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❡r❡
✇❛s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❣✐✈❡♥ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ♣♦✐♥t t♦ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ✇❤❡r❡ ♦♥❧② t❤❡
❡✣❝✐❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ r❡♠❛✐♥✳ ❚❤✐s ✇❛s ❞♦♥❡ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✇❡✐❣❤t α ✐♥ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
✭✺✳✶✳✸✮ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❛❧s♦ ♥♦t ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❧r❡❛❞② ❡①✐st✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡s✳ ❋♦r ❛ ❢✉rt❤❡r
❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t❛s❦ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♦♣t✐♠❛❧
❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠✱ s❡✈❡r❛❧ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t♦♦❧s ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ ▼❛t❧❛❜ ✇❡r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤
t❤✐s ✇♦r❦✳ ■♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s♦♠❡t✐♠❡s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦♦❦ ❧♦♥❣ ❢♦r
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♣✉t ❡✛♦rt ✐♥t♦ ✜❣✉r✐♥❣ ♦✉t t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛
t❤❛t st♦♣ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛t ❛♥ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛❧r❡❛❞② s✉✣❝✐❡♥t❧② ❣♦♦❞ ❢♦r ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ ♠♦st❧② t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ❞✐s❝✉ss❡❞
✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✭✺✳✶✳✶✶✮ t♦ ✭✺✳✶✳✶✸✮ ♦r ✭✺✳✶✳✶✹✮✳

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❛s t❤❡♥ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s✳

❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ❛ ❣❡♥❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❛ ♣❧❛t❡❧❡t ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢
tr✐❣❣❡r✐♥❣ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ♣❧❛t❡❧❡t ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ❤❛❞ ❜❡❡♥ ✜tt❡❞ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❞❛t❛ ❬✸✾❪✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✇❡r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦
✇❛s t❤❛t ❝❧❡❛r❧② ♦♥❧② t❤❡ t✇♦ r❡❝❡♣t♦rs ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ✇❡r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ♣❧❛t❡❧❡t
❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✐❢ ❛❝t✐✈❛t❡❞ ❜② ❛❞❡♥♦s✐♥❡ ❞✐♣❤♦s♣❤❛t❡✱ s❡❡ ❬✸✾❪✳

■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ❡①❛♠♣❧❡ ❛ ❣❡♥❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♠❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❚✲❝❡❧❧s ❢r♦♠ ❛ ♥❛✐✈❡
❚✲❝❡❧❧ ✐♥t♦ ❢♦✉r t②♣❡s✱ ♥❛♠❡❧② ❚❤✶✱ ❚❤✷✱ ❚❤✶✼ ❛♥❞ ❛ r❡❣✉❧❛t♦r② ❚✲❝❡❧❧✱ ✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②
t❤❡ tr❛♥s❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❚❤✶✼ t♦ ❛ r❡❣✉❧❛t♦r② ❚✲❝❡❧❧ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✐t ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❛ t✉♠♦r
s❡tt✐♥❣ ❬✶✼❪ ✇❤❡r❡ s♦❧✉❜❧❡ ❢❛❝t♦rs ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛♥ ♦✈❛r✐❛♥ ❝❛♥❝❡r ❛s❝✐t❡s ✇❡r❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♠❡❞✐❛t✐♥❣ t❤❡
tr❛♥s❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❚❤✶✼ t♦ ❛ r❡❣✉❧❛t♦r② ❚✲❝❡❧❧✳ ❋r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐t ✇❛s ❦♥♦✇♥ t❤❛t tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣
❣r♦✇t❤ ❢❛❝t♦r β ✭❚●❋✲β✮ ✐♥❞✉❝❡❞ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛❣❡✲s♣❡❝✐❢②✐♥❣ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡
r❡❣✉❧❛t♦r② ❚✲❝❡❧❧✳ ❍♦✇❡✈❡r ❡①♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❚❤✶✼ ❝❡❧❧s t♦ ❚●❋✲β ❞✐❞ ♥♦t ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ tr❛♥s❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥
✐♥ ✈✐tr♦✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❛s t❤❛t ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ❚●❋✲β ✇❛s ♥❡❝❡ss❛r②✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s
✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡✱ ❜✉t ❤❛❞ t♦ ❜❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❛♥ ❛❣❡♥t ♦r ❛❣❡♥ts
t❤❛t ❛❧s♦ ❦♥♦❝❦❡❞ ❞♦✇♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛❣❡✲s♣❡❝✐❢②✐♥❣ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❚❤✶✼ ❝❡❧❧✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ■▲✲✷ ✐s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛❣❡♥t ❢♦r t❤❡ tr❛♥s❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❛t ♠❛tt❡r ✐t ♠❛❦❡s
♥♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ■▲✲✷ ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧ ♦r ❡①♦❣❡♥✐❝ ■▲✲✷ ✐s ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ❝❡❧❧
❛♥❞ ❡♥❞s ✉♣ ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧ ♥✉❝❧❡✉s✳ ❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ r❡✈❡❛❧s ❛♥♦t❤❡r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❤❛s ❢♦r
t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❇② t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ♦♣t✐♦♥s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢♦r t❤❡
♦❜s❡r✈❡❞ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ♣❛✈❡ t❤❡ ✇❛② ✇❤❛t t♦ ❧♦♦❦ ❢♦r ✐♥ ❛ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤✐s ❝❛♥ s❛✈❡ ❛ ❧♦t ♦❢
t✐♠❡ ✇❤❡♥ ✜❣✉r✐♥❣ ♦✉t t❤❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❛❝t✐✈❡ s✉❜st❛♥❝❡s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤
t❤❡ ❚✲❝❡❧❧s ❛♥ ❛s❝✐t❡s ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ❧♦t ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❛❝t✐✈❡ ❛❣❡♥ts ✇❤❡r❡✱ ❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t✱
♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♦♥❧② ♦♥❡ ❛❣❡♥t ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❛♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦✉t❝♦♠❡✳ ❚❤✉s ❛❧s♦ ❛❧❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢
s✉❜st❛♥❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❛s❝✐t❡s ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❖♥❝❡ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ♦♣t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧
❛❣❡♥ts ❢♦r ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦✉t❝♦♠❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛s ✐♥



✶✵✺

t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ♦♥❧② ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛❣❡♥ts ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛s❝✐t❡s ❢♦r t❤❡✐r
♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛❝t✐✈❛t❡ ♦r ✐♥❤✐❜✐t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❣❡♥❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥
❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❝❤❡❝❦ ♦♥❧② t❤❛t s✐♥❣❧❡ ♦♣t✐♦♥ ✇❤❡t❤❡r ✐t ❝❛✉s❡s t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦✉t❝♦♠❡✳ ■♥ t❤❡ ❜❡st ❝❛s❡ ♦♥❧②
♦♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❤❛s t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ♦♣t✐♦♥s
❜② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛s t❤❡ ❛❧r❡❛❞② ❡①✐st✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❜❡tt❡r ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❜② ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳

■♥ ❛ t❤✐r❞ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ❣❡♥❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❛ ♠②♦❝❛r❞✐♦❝②t❡ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❤❡r❡ ✐t ✇❛s
❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❤♦✇ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✱ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦
❝♦♠♣❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t tr❡❛t♠❡♥t str❛t❡❣✐❡s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛❞ ❜❡❡♥ ✜tt❡❞ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛
❛♥❞ ✇❛s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✶✶❪✳ ❖♥❝❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ s❡r✈❡s ❛s ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡✳
❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ t✐♠❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✱ ✇❤✐❝❤ ♠♦❞❡❧ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t✱ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❜② ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ r❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❛r❡ ♥♦t s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ✉s❡r✬s s✉❜❥❡❝t✐✈✐t②✳ ❚❤✐s ✇❛② ❛❧❧♦✇s
❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ tr❡❛t♠❡♥t str❛t❡❣✐❡s ✐♥ s✐❧✐❝♦✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛❧s♦ ♠❛❦❡s ✐t
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜❧t❡r ♦✉t t❤❡ ♠♦st ❡✛❡❝t✐✈❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❢r♦♠ ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t❤❛t ❛r❡ ✐♥
❢❛✈♦r ♦❢ ❛ ❞❡s✐r❡❞ ❡✛❡❝t✳ ❚❤✐s r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐♦♥s t♦ ♦♥❧② ❢❡✇ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛❣❡♥ts ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❤❛r♠❛❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❢✉rt❤❡r ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠②♦❝❛r❞✐♦❝②t❡✱ ❛ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❛❝t✐✈❛t❡❞ r❡❝❡♣t♦r ✇❛s ♠♦❞❡❧❡❞ t❤❛t tr✐❣❣❡r❡❞ ❛
♣❡r♠❛♥❡♥t ❤②♣❡rtr♦♣❤✐❝ st✐♠✉❧✉s ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡ ❡✛❡❝ts✳ ■♥ t❤❡ t❤❡s✐s ✐t ✇❛s
❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❤♦✇ t♦ ✉s❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ tr❡❛t♠❡♥t t❤❛t t✉r♥❡❞ t❤❡ ❡✛❡❝ts
♦❢ t❤❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❛❝t✐✈❛t❡❞ r❡❝❡♣t♦r ✐♥t♦ ❛ ♥♦♥✲❤②♣❡rtr♦♣❤✐❝ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❡✛❡❝t✳ ■t t✉r♥❡❞ ♦✉t t❤❛t ❢♦r
t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ❛ ❤♦♠♦✲❞✐♠❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♣r♦t❡✐♥s ❤❛❞ t♦ ❜❡ ✐♥❤✐❜✐t❡❞✳ ❚❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ✇❛s ✜❣✉r❡❞
♦✉t ✉♣ t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ✇❛s ❛s ❣♦♦❞ ❛s ❛❝t✐✈❛t✐♥❣ ❛ r❡❝❡♣t♦r t❤❛t ✇❛s ❞✐r❡❝t❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛
♥♦♥✲❤②♣❡rtr♦♣❤✐❝ st✐♠✉❧✉s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ❤♦♠♦✲❞✐♠❡r✐③❛t✐♦♥ ✇❛s
♣r❡❞✐❝t❡❞ ✉♣ t♦ ✇❤✐❝❤ ♥♦ ❤②♣❡rtr♦♣❤✐❝ ❡✛❡❝ts ♦❝❝✉rr❡❞ ✇❤✐❝❤ ♠❛❞❡ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢✉rt❤❡r ❝❤❡❝❦❛❜❧❡✳

■♥ t❤✐s ❧❛st t✇♦ ♣❛r❛❣r❛♣❤s ❛♥ ♦✉t❧♦♦❦ ✐s ❣✐✈❡♥ ❤♦✇ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛
❞❛t❛ ❞r✐✈❡♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞❛t❛❜❛s❡s ✇❤❡r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t✐♠❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛❣❡♥ts ❛♥❞ t❤❡
t✐♠❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛r❡ st♦r❡❞✳ ■♥ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♠✐❝s t❡❝❤♥♦❧♦❣②
t✐♠❡ r❡s♦❧✈❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ♠❛♥② ❛❣❡♥ts ♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦ ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t❤❡
❡✛❡❝t ♦❢ ❛❧♠♦st ❛♥② ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❧✐❦❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛❣❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ st❡♣✲❜②✲st❡♣
s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ st♦r❡❞ ✐♥ ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ◆♦✇ s❡✈❡r❛❧ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ s❡t ✉♣
❧✐❦❡ st❛♥❞❛r❞✐③❡❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ❛s ✐♥ ❬✸✼❪✱ ❡①t❡♥❞❡❞ ❜② ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s
t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ❛♥❞ t❡st❡❞ ✇❤✐❝❤ ♠♦❞❡❧ ✜ts t❤❡ ❞❛t❛ ❜❡st✳
❋♦r t❤✐s t❡st ♣r♦❝❡❞✉r❡ s♦❢t✇❛r❡ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❧✐❦❡ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡ P♦tt❡rs✇❤❡❡❧ ✇❤❡r❡
t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ❞❛t❛ ✜tt✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ❬✸✾❪ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❜❡st
✜tt✐♥❣ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥s ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♠♦st ❡✣❝✐❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❡✛❡❝ts t❤❛t ❛r❡ t♦ ❜❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ♠♦st ❡✛❡❝t✐✈❡
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞r✉❣ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣❤❛r♠❛❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳
❆❧❧ t❤❡s❡ st❡♣s ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ ❛ s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛❝❝❡ss t♦ s✉❝❤ ❛
❞❛t❛❜❛s❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♥♦t s❛t✐s❢❛❝t♦r② ❛s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡
t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ✐s st✐❧❧ t♦♦ ❜✐❣ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ✐s ♥♦t ✈❡r② ✇❡❧❧
t❛❦❡♥ ❜② t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♦♣t✐♦♥s ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ♦r s✐♥❣❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❧❡✈❡❧s
♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛❣❡♥ts ❛r❡ t♦♦ ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ ❛ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡♥ ❢✉rt❤❡r ❡①t❡r♥❛❧
st✐♠✉❧✐ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♦♥❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❣❛✐♥ ✉♥t✐❧ t❤❡r❡
✐s ❛ s❛t✐s❢❛❝t♦r② r❡s✉❧t✳ ■❢ ❛ ♥❡✇ ❛❞❞❡❞ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s ✐s ❛❝t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱
t❤❡♥ t❤✐s ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✉s r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♥❡✇ ♣❤❛r♠❛❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ♣♦✐♥t✳ ❚❤✐s ♠♦t✐✈❛t❡s t❤❡
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ✐ts ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ✈❡r② ❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡ ❡✛♦rt r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞
❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡❛r❝❤ ❢♦r ♥❡✇ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ♣♦✐♥ts
❝❛♥ ❜❡ ❤✐❣❤❧② ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ r❡❧❡✈❛♥t ♠♦❧❡❝✉❧❛r t❛r❣❡ts ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ r❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❞r✉❣s t❤❛t ❧❛t❡r t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s t❤❛t ✜rst ♦♥❧② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ♦♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❛t s❡❝♦♥❞ ❛❧s♦ ✈❡r② ❝♦♠✲
♣❧❡① ♠♦❞❡❧s✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♠❛♥② ❝r♦ss ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❣♦✐♥❣ ❜❡②♦♥❞ ❤✉♠❛♥ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐♦♥✱ ❝❛♥ ❜❡ ❜✉✐❧t ✉♣
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♠♦❞✉❧❡✲✇✐s❡ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss❡❞✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts s❝❛❧❡s ❛t ♠♦st ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧
st✐♠✉❧✐ t❤❛t ❛r❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ ❢♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❡✛❡❝t✳ ❚❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛❧✲
r❡❛❞② ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ s❡r✈❡s ❛s ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧✱ ❡✈❡♥ ❢♦r ❧❛r❣❡
♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ ♠❛♥② ❛❣❡♥ts ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✱ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❜❡st ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ♦❜✈✐♦✉s ❢♦r ✐ts ✉s❡r✳



❈❤❛♣t❡r ✽

❆♣♣❡♥❞✐①

■♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t st❡❛❞② st❛t❡s ♦❢ s②st❡♠s ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❡q✉❛✲
t✐♦♥s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ st❡❛❞② st❛t❡s ✐♥ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ ❡①❛♠♣❧❡s✳
❚❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡s ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳

✽✳✶ ❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ st❡❛❞② st❛t❡s ♦❢ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ ❛ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ ✐ts ❜❛s✐❝ ❢♦r♠✱ t❤❛t ♠❡❛♥s ✇✐t❤♦✉t ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✱
✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✉❛❧❧② ❜② ❛ s②st❡♠ ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

{

d
dt
x = f (x)

x (0) = x0.
✭✽✳✶✳✶✮

❚❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞✲s✐❞❡ f (x) ♠♦❞❡❧s ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✇❤❡r❡ x (t) : R→ R
n✱

n ∈ N✱ ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ✇❤♦s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦❞❡s ❛♥❞ x0 ∈ R
n

✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧s✳ ■♥ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡
st❛t❡ x✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ ♥❡t✇♦r❦s t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧s ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❛t ♠❡❛♥s
t❤❛t t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧s ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡✐r ✈❛❧✉❡s ❛♥② ♠♦r❡ ❛❢t❡r ❛ ❝❡rt❛✐♥ t✐♠❡✳ ❲❡ s❛② t❤❛t t❤❡
s②st❡♠ ❤❛s ❣♦♥❡ t♦ ❛ st❡❛❞② st❛t❡✳ ❚❤✐s ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②

0 =
d

dt
x = f (x) .

❚❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡s ❛r❡ t❤❡ r♦♦ts ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞✲s✐❞❡ f ✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s
t❤❛t t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ d

dt
x ✐s ③❡r♦ ❢♦r ❛❧❧ t✐♠❡s✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ x ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t

❢♦r ❛❧❧ t✐♠❡s✳ ❲❡ ❧❛❜❡❧ ❛ st❡❛❞② st❛t❡ ❜② x̄ ∈ R
n✳ ■❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ✐♥ ❛ st❡❛❞② st❛t❡ x̄✱ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡

t❤❛t t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ f (x̄) = 0 ✳ ❚❤✉s✱ ❜② ✭✽✳✶✳✶✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ st❛t❡ x ✐s ❝♦♥st❛♥t✱ ♥❛♠❡❧②
x (t) ≡ x̄ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ t✐♠❡s ❧❡❢t ❛s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✐♠❡ ❡q✉❛❧s ③❡r♦ ♦♥❝❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
♥♦❞❡s ❤❛✈❡ r❡❛❝❤❡❞ x̄✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ❝❛♥♥♦t ♦❝❝✉r ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦✐♥ts ♦❢
r❡st ✇✐t❤♦✉t ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐✳

❲❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ st❡❛❞② st❛t❡s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ✉♥st❛❜❧❡ ♦♥❡s✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t ❛
❧✐tt❧❡ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ❝❛♥ ❝❛✉s❡ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ♥❡✈❡r r❡❛❝❤❡s t❤❛t st❡❛❞② st❛t❡ ❛❣❛✐♥✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ st❛❜❧❡ ♦♥❡s✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ ❧✐tt❧❡ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ❧❡ts t❤❡ s②st❡♠ r❡♠❛✐♥
✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ❢♦r ❛❧❧ t✐♠❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡s
♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ x ♦s❝✐❧❧❛t❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡✐r ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ t②♣❡
✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t ❛❢t❡r ❛ ❧✐tt❧❡ ❞❡✢❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ s②st❡♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡
st❡❛❞② st❛t❡ ❛❣❛✐♥✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❛ st❡❛❞② st❛t❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s②st❡♠
✇✐t❤✐♥ ❛♥ ❛t ❧❡❛st s♠❛❧❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛r♦✉♥❞ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡✳ ❍❛✈✐♥❣ t❤❡ ❚❛②❧♦r s❡r✐❡s ♦❢ f ❛r♦✉♥❞ x̄✱
t❤❡r❡ ✐s ❛ s♠❛❧❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t E (x̄) ❛r♦✉♥❞ x̄ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❚❛②❧♦r s❡r✐❡s ✉♣ t♦ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐s ❛ ❣♦♦❞
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r f ✱ t❤❛t ♠❡❛♥s

f (x̃) ≈ f (x̄) +Df (x̄) (x̃− x̄) ✭✽✳✶✳✷✮

✶✵✼
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✇❤❡r❡ Df (x̄) ✐s t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♦❢ f ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t x̄ ❛♥❞ x̃ ∈ E (x̄)✱ s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬✷✱ ❱■■❪ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s
❛❜♦✉t t❤❡ ❚❛②❧♦r s❡r✐❡s✳ ❆s x̄ ✐s ❛ st❡❛❞② st❛t❡ ❛♥❞ t❤✉s f (x̄) = 0✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ✐♥ ❛ s♠❛❧❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t
❛r♦✉♥❞ x̄✱ t❤❡ s②st❡♠ ✭✽✳✶✳✶✮ ❜❡❤❛✈❡s ❧✐❦❡ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❧✐♥❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

d

dt
x̃ = f (x̃) ≈ Df (x̄) (x̃− x̄)

❞✉❡ t♦ ✭✽✳✶✳✷✮ ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠ ♠❛tr✐①Df (x̄)✳ ❆❢t❡r ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ✇❡ s❡t x := x̃−x̄✱
✇❡ ❤❛✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②

d

dt
(x+ x̄) = Df (x̄)x

✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦
d

dt
x = Df (x̄)x

❛s x̄ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s②st❡♠ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡
❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① Df (x̄)✱ r♦✉❣❤❧②
s♣♦❦❡♥✳ ❙❡❡ t❡①t❜♦♦❦s ❛❜♦✉t ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ ❬✺✵✱ ✺✸❪ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t s♦❧✈✐♥❣
s②st❡♠s ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t
❝❛s❡ ❢♦r ♦✉r ♣✉r♣♦s❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① Df (x̄) ❛r❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ a+ ib ✇❤❡r❡ t❤❡
r❡❛❧ ♣❛rt a < 0 ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt b ∈ R✳ ■❧❧✉str❛t✐✈❡❧② st❛t❡❞✱ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r t❤❡
❞❛♠♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ x̄✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s ❤♦✇ ❢❛st t❤❡ s②st❡♠ r❡❛❝❤❡s ✐ts
♣♦✐♥t ♦❢ r❡st ❛❣❛✐♥ ♦♥❝❡ ❞❡✢❡❝t❡❞ ✇❤❡r❡ a = 0 ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞❛♠♣✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡
♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt |b| ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r ❤♦✇ ❢❛st t❤❡ ✈❛❧✉❡s x ♦s❝✐❧❧❛t❡ ✇❤❡r❡ b = 0 ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡
✐s ♥♦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✐❣♥ ♦❢ b ❛✛❡❝ts t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✬s r♦t❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞✱ t❤❡
st❡❛❞② st❛t❡s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s λk, k = {1, ..., n} ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ Df (x̄) ❡✈❛❧✉❛t❡❞
❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❡❛❞② st❛t❡ x̄✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ✉♥st❛❜❧❡ ♦♥❡✱ ✐❢ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ ♦♥❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ✐s
❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ③❡r♦✱ ✐✳❡✳ Re (λk) > 0 ❢♦r ♦♥❡ k = {1, ..., n}✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ♦♥❡ ✐❢ ❛❧❧
t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❧❡ss t❤❛♥ ③❡r♦✱ ✐✳❡✳ Re (λk) < 0 ❢♦r ❛❧❧ k = {1, ..., n}✳ ❆ st❛❜❧❡
st❡❛❞② st❛t❡ ✐s ❢♦r ♣✉r❡❧② ✐♠❛❣✐♥❛r② ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✱ ✐✳❡✳ Re (λk) = 0 ❛♥❞ Im (λk) 6= 0 ❢♦r ❛❧❧ k = {1, ..., n}
❛♥❞ ✐❢ ❛❧❧ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳

❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ✇✐t❤ t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠ ♦❢
♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ♥❛♠❡❧② ❛ ▲♦t❦❛✲❱♦❧t❡rr❛ s②st❡♠✱ ❣✐✈❡♥ ❜②

d

dt
x1 = γx1 − βx1x2

d

dt
x2 = αx1x2 − δx2

✇❤❡r❡ γ, β, α, δ > 0✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡

f1 (x1, x2) := γx1 − βx1x2

f2 (x1, x2) := αx1x2 − δx2

❛♥❞ ❢✉rt❤❡r

f (x1, x2) :=

(

f1 (x1, x2)
f2 (x1, x2)

)

.

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡s✱ t❤❛t ♠❡❛♥s t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s x1, x2 ❞♦
♥♦t ❝❤❛♥❝❡ ❛♥② ♠♦r❡ ❢♦r ❛♥② t✐♠❡✱ ✇❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ r♦♦ts ♦❢ f ✱ t❤❛t ♠❡❛♥s

f1 (x1, x2) = 0

f2 (x1, x2) = 0

❛♥❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱

γx1 − βx1x2 = 0

αx1x2 − δx2 = 0
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✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ st❡❛❞② st❛t❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ❢♦r x̄1 = 0 ❛♥❞ x̄2 = 0✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
♦♥❡ ✐s ❢♦r x̄1 =

δ
α
❛♥❞ x̄2 =

γ
β
✳

❋♦r t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ✐s
❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

Df (x1, x2) =

(

∂
∂x1

f1 (x1, x2)
∂

∂x2
f1 (x1, x2)

∂
∂x1

f2 (x1, x2)
∂

∂x2
f2 (x1, x2)

)

✇❤❡r❡ ∂
∂x1

✐s t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ x1 ❛♥❞ ∂
∂x2

✐s t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
x2✳ ❋♦r t❤❡ ▲♦t❦❛✲❱♦❧t❡rr❛ s②st❡♠✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

Df (x1, x2) =

(

γ − βx2 −βx1
αx2 αx1 − δ

)

.

❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ Df (x1, x2) ❛t t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ r❡st (x1, x2) =
(

δ
α
, γ
β

)

❢♦r ♦✉r ▲♦t❦❛✲❱♦❧t❡rr❛ s②st❡♠✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

Df

(

δ

α
,
γ

β

)

=

(

0 −βδ
α

αγ
β

0

)

.

❚❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ Df
(

δ
α
, γ
β

)

❛r❡ λ1 = −
√
−γδ = −i

√
γδ ❛♥❞ λ2 =

√
−γδ = i

√
γδ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡

♣✉r❡❧② ✐♠❛❣✐♥❛r② ❛♥❞ ♣❛✐r✇✐s❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t x1 ❛♥❞ x2 ♦s❝✐❧❧❛t❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ r❡st
(

δ
α
, γ
β

)

♦♥❝❡ ❞❡✢❡❝t❡❞ ❛t ♠♦st ✉♣ t♦ ❝❡rt❛✐♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ r❡st
(

δ
α
, γ
β

)

✳

❚❤❡ ♥❡①t ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✶✳✶✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡

d

dt
x1 =

− exp
(

1
2h
)

+ exp
(

−h
(

1− 1+β
β

βx2

1+βx2
− 1

2

))

(

1− exp
(

1
2h
))

(

1 + exp
(

−h
(

1− 1+β
β

βx2

1+βx2
− 1

2

))) − x1

d

dt
x2 =

− exp
(

1
2h
)

+ exp
(

−h
(

1+α12+α3

α12+α3

α12x1+α3x3

1+α12x1+α3x3
− 1

2

))

(

1− exp
(

1
2h
))

(

1 + exp
(

−h
(

1+α12+α3

α12+α3

α12x1+α3x3

1+α12x1+α3x3
− 1

2

))) − x2

d

dt
x3 =

− exp
(

1
2h
)

+ exp
(

−h
(

1+α4

α4

α4x4

1+α4x4
− 1

2

))

(

1− exp
(

1
2h
))

(

1 + exp
(

−h
(

1+α4

α4

α4x4

1+α4x4
− 1

2

))) − x3

d

dt
x4 =

− exp
(

1
2h
)

+ exp
(

−h
(

1+α14

α14

α14x1

1+α14x1
− 1

2

))

(

1− exp
(

1
2h
))

(

1 + exp
(

−h
(

1+α14

α14

α14x1

1+α14x1
− 1

2

))) − x4

✭✽✳✶✳✸✮

✇❤❡r❡ ✇❡ s❡t α12 = α4 = α14 = 1✱ β = 10 ❛♥❞ h = 10✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✳✶✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡
♥❡t✇♦r❦✳

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✳✶✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✭✽✳✶✳✸✮✳
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❲❡ ✉s❡ ❲♦❧❢r❛♠ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛✱ ♥❛♠❡❧② ❋✐♥❞❘♦♦t✱ t♦ ✜♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❛ r♦♦t ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞✲s✐❞❡
♦❢ ✭✽✳✶✳✸✮ ✇❤✐❝❤ ✐s r♦✉♥❞❡❞ ❣✐✈❡♥ ❜②

(x̄1, x̄2, x̄3, x̄4) = (0.196559, 0.13822, 0.0756964, 0.147855) . ✭✽✳✶✳✹✮

❇② ❲♦❧❢r❛♠ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞✲s✐❞❡ ♦❢ ✭✽✳✶✳✸✮✱ ❡✈❛❧✉❛t❡ ✐t ❛t
(x̄1, x̄2, x̄3, x̄4) ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ ❢♦r ✐ts ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r♦✉♥❞❡❞ ✈❛❧✉❡s

(λ1, λ2, λ3, λ4)

= (−1.6891 + 1.5129i,−1.6891− 1.5129i,−0.3109 + 1.5129i,−0.3109− 1.5129i) .

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ st❡❛❞② st❛t❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ❝❛♥ s❛② t❤❛t st❛rt✐♥❣
♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ r❡st (x̄1, x̄2, x̄3, x̄4)✱ t❤❡ st❛t❡ (x1, x2, x3, x4) ♣❡r❢♦r♠s
❛ ❞❛♠♣❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ (x̄1, x̄2, x̄3, x̄4) ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s (x̄1, x̄2, x̄3, x̄4) ✇❤❡♥ t✐♠❡ ❣♦❡s
❢♦r✇❛r❞✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤✐s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✳✷ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ◆❉❙♦❧✈❡
✇❤❡r❡

(x1 (100) , x2 (100) , x3 (100) , x4 (100)) = (0.196559, 0.13822, 0.0756964, 0.147855)

❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✐♥t ✐s (x1 (0) , x2 (0) , x3 (0) , x4 (0)) = (0, 0, 0, 0)✳

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✳✷✿ P❧♦t ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✭✽✳✶✳✸✮ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ◆❉❙♦❧✈❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ t✐♠❡ ✐s ♦♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛✳

✽✳✷ ❘❡♠❛r❦s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❖❉❊s

■❢ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✉s❡ ❛ s♦❧✈❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ r♦♦ts ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞✲s✐❞❡ f ❜✉t ❛ s♦❧✈❡r ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡
♥❡t✇♦r❦ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✽✳✶✳✶✮ ❛♥❞ t❤✉s ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦✉rs❡ ♦❢ x✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦
❜❡ ❛✇❛r❡ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s ✉s✐♥❣ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ✭✽✳✶✳✶✮✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐ss✉❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ✐s t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
s②st❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡s✳ ❆ s✉❜❥❡❝t
♦❢ t❤✐s ✐ss✉❡ ❛r❡ st✐✛ ✭❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧✮ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❲❡
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠

{

d
dt
x = λ

(

x− 1
3

)

x (0) = 4
3

✭✽✳✷✳✶✮

✇✐t❤ λ ∈ R ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② s♦❧✈❡❞ ❜② x (t) = exp (λt) + 1
3 ✇❤♦s❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

limt→∞ x (t) = 1
3 ✐❢ λ < 0✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ ✭✽✳✷✳✶✮ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❞✐s❝r❡t✐③❡ ✐ts ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧

❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✱ s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬✶✸❪✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t ❊✉❧❡r
s❝❤❡♠❡

xl+1 − xl

△t
= λ

(

xl − 1

3

)

✭✽✳✷✳✷✮
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✇❤❡r❡ xl ✐s t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ x (l△t) ✇✐t❤ △t ∈ R
+ ❛♥❞ l ∈ N0✳ ❋r♦♠

✭✽✳✷✳✷✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ xl+1 ❢r♦♠ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ♣r❡✈✐♦✉s t✐♠❡ st❡♣ ✇❤❡r❡ x0 = 4
3 ❛s ❢♦❧❧♦✇s

xl+1 = △tλ

(

xl − 1

3

)

+ xl

✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

xl+1 = (1 +△tλ)xl − 1

3
△tλ. ✭✽✳✷✳✸✮

❯s✐♥❣ ✭✽✳✷✳✸✮✱ ✇❡ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ♦❜t❛✐♥

xl+1 = −1

3
△tλ

(

l−1
∑

ℓ=0

(1 +△tλ)ℓ
)

+ (1 +△tλ)l x0 = −1

3
△tλ

1− (1 +△tλ)l

1− (1 +△tλ)
+ (1 +△tλ)l x0

= −1

3
△tλ

1− (1 +△tλ)l

−△tλ
+ (1 +△tλ)l x0 =

1

3
− 1

3
(1 +△tλ)l + (1 +△tλ)l x0

✭✽✳✷✳✹✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❝ s❡r✐❡s ❬✶❪✳ ■❢ |1 +△tλ| < 1✱ t❤❡♥ liml→∞ xl = 1
3 ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✭✽✳✷✳✶✮ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ λ = −4✱ t❤❡♥ ❢♦r △t < 1
2

t❤❡ s❝❤❡♠❡ ✭✽✳✷✳✸✮ ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✭✽✳✷✳✶✮ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❛s②♠♣t♦t✐❝
❜❡❤❛✈✐♦r✳

◆♦✇✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ s❡❡ t❤✐s st❛❜✐❧✐t② ❡✛❡❝ts ❢♦r ♦✉r s②st❡♠ ✭✽✳✶✳✸✮✳ ❲❡ s♦❧✈❡ ✭✽✳✶✳✸✮ ❢♦r t ∈ [0, 100] ❛♥❞
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s (x1 (0) , x2 (0) , x3 (0) , x4 (0)) = (0, 0, 0, 0) ✇✐t❤ t❤❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ◆❉❙♦❧✈❡
✇❤❡r❡ ✇❡ s❡t t❤❡ ♦♣t✐♦♥s ❙t❛rt✐♥❣❙t❡♣❙✐③❡ → △t✱ ▼❡t❤♦❞ → ④✧❋✐①❡❞❙t❡♣✧✱ ▼❡t❤♦❞ → ✧❊①♣❧✐❝✐✲
t❊✉❧❡r✧⑥✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❊✉❧❡r s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ ✜①❡❞ st❡♣ s✐③❡ s✉❝❤ t❤❛t xl+1 =
xl + △tf

(

xl
)

✇❤❡r❡ f ✐s t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞✲s✐❞❡ ♦❢ ✭✽✳✶✳✸✮✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✳✶✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣ s✐③❡s △t✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✜rst ✐❢ t❤❡ st❡♣
s✐③❡ △t ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✳ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✳✶❢ ❧♦♦❦s t❤❡♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② t♦ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✳✷✳



✶✶✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✽✳ ❆PP❊◆❉■❳

✭❛✮ △t = 1 ✭❜✮ △t = 0.5

✭❝✮ △t = 0.3 ✭❞✮ △t = 0.2

✭❡✮ △t = 0.1 ✭❢✮ △t = 0.001

❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✳✶✿ P❧♦ts ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✭✽✳✶✳✸✮ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ st❡♣s △t ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❡①♣❧✐❝t ❊✉❧❡r ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛✳

❘❡♠❛r❦ ✾✳ ❍❛✈✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❧✐❦❡ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✳✶❛✱ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✳✶❜ ♦r ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✳✶❝ ❢♦r ❛♥② st❡♣
s✐③❡ △t ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ t❤❛t ♠❡❛♥s ✉♥❞❛♠♣❡♥❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡♥ ✐t ✐s ✇♦rt❤ ✉s✐♥❣ ❛♥
❖❉❊✲s♦❧✈❡r ❢r♦♠ ▼❛t❧❛❜ ❧✐❦❡ ♦❞❡✹✺ ♦r ◆❉❙♦❧✈❡ ❢r♦♠ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
t♦♦❧ ✉s❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♥❡t✇♦r❦✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s d
dt
x (t) ❜② t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

q✉♦t✐❡♥ts x(t+△t)−x(t)
△t

❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❡ ♠❛② ♥♦t ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❡q✉❛❧s
❡①❛❝t❧② t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✐t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s✬
❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❧♦❝❛t❡❞ ♣♦✐♥ts ♦❢ r❡st ✇✐t❤ s♦♠❡ ❡rr♦r ❜❛rs✳ ❚❤❡♥✱ ❢r♦♠ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ✐t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t❤❛t ✇❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ st❡❛❞② st❛t❡s ♣❛✐r✇✐s❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st
♦♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡rr♦r ❜❛rs ❞♦ ♥♦t ♦✈❡r❧❛♣✳

◆❡①t✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❤♦✇ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✐❞❡❛ ✐♥ ✇❤❛t ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ t❤❡ ❡rr♦r ❜❛rs
❛r❡✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✽✳✶✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r (x1 (100) , x2 (100) , x3 (100) , x4 (100))✱ ✇❤✐❝❤ s❡r✈❡ ❛s ❛♥
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ♦✉r ♣♦✐♥t ♦❢ r❡st
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❋✐♥❞❘♦♦t✱ s❡❡ ✭✽✳✶✳✹✮ ✐❢ △t ❜❡❝♦♠❡s s♠❛❧❧❡r✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡
t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r △t = 0.2 ✇✐t❤ △t = 0.1✱ ✇❡ r❡❛❧✐③❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❛❜♦✉t ±10−5✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢
✇❡ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ✭✽✳✶✳✸✮ ✇✐t❤ △t = 0.1 ❛♥❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✐♥ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞



✽✳✷✳ ❘❊▼❆❘❑❙ ❖◆ ❚❍❊ ◆❯▼❊❘■❈❆▲ ❚❘❊❆❚▼❊◆❚ ❖❋ ❖❉❊❙ ✶✶✸

s❡✈❡r❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ r❡st✱ ❛♥ ❡rr♦r ❜❛r ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ±10−5 ♠✐❣❤t ❜❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡
✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♣♦✐♥t ♦❢ r❡st ✇✐t❤ ✐ts ❜❡st ✈❛❧✉❡s ❢♦r △t = 0.1 ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✽✳✶✳

△t x1 (100) x2 (100) x3 (100) x4 (100)

✵✳✷✶ ✵✳✶✾✻✼✸ ✵✳✶✸✽✷✼ ✵✳✵✼✺✼✶✺✾ ✵✳✶✹✽✶✶✻

✵✳✷✵ ✵✳✶✾✻✻✵✹ ✵✳✶✸✽✷✹✸ ✵✳✵✼✺✼✶✸✹ ✵✳✶✹✼✾✹✺

✵✳✶✵ ✵✳✶✾✻✺✺✾ ✵✳✶✸✽✷✷ ✵✳✵✼✺✻✾✻✹ ✵✳✶✹✼✽✺✺

❚❛❜❧❡ ✽✳✶

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✐t ✐s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❞♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥✐t✐❛❧
♣♦✐♥t ❜✉t ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣ s✐③❡s △t ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
♥♦❞❡s✬ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ r❡st t♦ ❣❡t ❛♥ ✐❞❡❛ ❢♦r t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡✐r ❡rr♦r ❜❛rs✳
❚❤❡ st❡♣ s✐③❡s ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ❜❛r s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ t♦♦ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡
st❡♣ s✐③❡ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡rr♦r ❜❛r ❜❡❝♦♠❡s ♥♦t t♦♦ ❜✐❣ ♦r
t♦♦ s♠❛❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s st✐❧❧ st❛❜❧❡✳

■❢ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s✬
❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t st❡❛❞② st❛t❡s st❛rt✐♥❣ ❡❛❝❤ ❢r♦♠ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r st❡❛❞② st❛t❡ ❛♥❞ ✐❢ t❤✐s ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ❣❡ts s♠❛❧❧❡r ❛♥❞ s♠❛❧❧❡r
✇❤❡♥ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ △t✱ t❤❡♥ t❤❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t st❡❛❞② st❛t❡s
♠✐❣❤t ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❢❛❝t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡rr♦r✳ ❇✉t ✐❢ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡
♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s✬ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ t✇♦ st❡❛❞② st❛t❡s
❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ✇❤♦s❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ③❡r♦ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ △t✱ t❤❡♥
t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡s ♠✐❣❤t r❡❛❧❧② ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♥❡s✳

❘❡♠❛r❦ ✶✵✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐s ♦♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡rr♦r✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✱ t❤❛t ♠❡❛♥s t❤❡ ❧♦❝❛t❡❞ st❡❛❞② st❛t❡s✱ ✇✐t❤ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱
✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛✇❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ❜❛rs ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ◆♦r♠❛❧❧②✱ t❤♦s❡
❡rr♦r ❜❛rs ❛r❡ ❢r♦♠ ❛♥ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❛❜♦✉t 10% ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ♦r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
❧❡✈❡❧✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ ✐s ❜❡t✇❡❡♥ 0 ❛♥❞ 1✱
t❤❛t t❤❡ ❡rr♦r ❜❛r ✐s ❛❜♦✉t ±0.1 ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥❡❣❧❡❝t ♦✉r
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡rr♦r ♦❢ ❛❜♦✉t ±10−5 ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ±0.1 ❛♥❞ ❝❛♥ s✉❜s✉♠❡ ❛❧❧ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡s ✇❤♦s❡ ✈❛❧✉❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st❡❛❞② st❛t❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❛t ❡rr♦r ❜❛r ♦❢ ±0.1 t♦ t❤❛t ♦♥❡✳ ❲❡ ❝❛♥ s❛② t❤❛t
t❤❡② ❛r❡ ❢r♦♠ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✐❢ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts t♦
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✱ ✐t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡rr♦r ❜❛rs ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r❡❛t❡r ♦♥❡✳
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❬✷❪ ❍❡r❜❡rt ❆♠❛♥♥ ❛♥❞ ❏♦❛❝❤✐♠ ❊s❝❤❡r✳ ❆♥❛❧②s✐s ■■✳ ❇✐r❦❤ä✉s❡r✱ ✷✵✵✽✳

❬✸❪ ❏ür❣❡♥ ❆s❝❤♦✛✳ ❋r❡❡r✉♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ❡♥tr❛✐♥❡❞ ❝✐r❝❛❞✐❛♥ r❤②t❤♠s✳ ■♥ ❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ r❤②t❤♠s✱ ♣❛❣❡s ✽✶✕✾✸✳
❙♣r✐♥❣❡r✱ ✶✾✽✶✳

❬✹❪ ❏ür❣❡♥ ❆s❝❤♦✛✳ ❈✐r❝❛❞✐❛♥ t✐♠✐♥❣✳ ❆♥♥❛❧s ♦❢ t❤❡ ◆❡✇ ❨♦r❦ ❆❝❛❞❡♠② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✹✷✸✭✶✮✿✹✹✷✕✹✻✽✱
✶✾✽✹✳

❬✺❪ ❉✐♠✐tr✐ P✳ ❇❡rts❡❦❛s✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ❆t❤❡♥❛ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❇❡❧♠♦♥t✱ ✶✾✾✾✳

❬✻❪ ❆❧✜♦ ❇♦r③ì ❛♥❞ ❱♦❧❦❡r ❙❝❤✉❧③✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s②st❡♠s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r✲
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❬✼❪ ◆✐❝❦ ❇♦s✱ ❯♥♥✐ P✉❧❧✐❛✐♥❡♥✱ ▲✐s❡❧♦tt❡ ❙✉♥❞strö♠✱ ❛♥❞ ❉❛❧✐❛❧ ❋r❡✐t❛❦✳ ❙t❛r✈❛t✐♦♥ r❡s✐st❛♥❝❡ ❛♥❞
t✐ss✉❡✲s♣❡❝✐✜❝ ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ str❡ss✲r❡❧❛t❡❞ ❣❡♥❡s ✐♥ ❛ ♥❛t✉r❛❧❧② ✐♥❜r❡❞ ❛♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❘♦②❛❧
❙♦❝✐❡t② ♦♣❡♥ s❝✐❡♥❝❡✱ ✸✭✹✮✿✶✻✵✵✻✷✱ ✷✵✶✻✳

❬✽❪ ❚✐♠ ❇r❡✐t❡♥❜❛❝❤ ❛♥❞ ❆❧✜♦ ❇♦r③ì✳ ❆ s❡q✉❡♥t✐❛❧ q✉❛❞r❛t✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ♣❛r❛❜♦❧✐❝
♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧

❙②st❡♠s✱ ♣❛❣❡s ✶✕✸✸✱ ✷✵✶✽✳

❬✾❪ ❚✐♠ ❇r❡✐t❡♥❜❛❝❤✱ ❈❤❛r❧♦tt❡ ❍❡❧❢r✐❝❤✲❋örst❡r✱ ❛♥❞ ❚❤♦♠❛s ❉❛♥❞❡❦❛r✳ ❆♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❡♥✲
❞♦❣❡♥♦✉s ❝❧♦❝❦s ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❝✐r❝❛❞✐❛♥ r❤②t❤♠s✱ s✉❜♠✐tt❡❞ ❢♦r ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✳
✷✵✶✽✳

❬✶✵❪ ❚✐♠ ❇r❡✐t❡♥❜❛❝❤✱ ❈❤✉♥❣✉❛♥❣ ▲✐❛♥❣✱ ◆✐❦❧❛s ❇❡②❡rs❞♦r❢✱ ❛♥❞ ❚❤♦♠❛s ❉❛♥❞❡❦❛r✳ ❆♥❛❧②③✐♥❣ ♣❤❛r✲
♠❛❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✿ ❆ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❡①t❡r♥❛❧ st✐♠✉❧✐ t♦ s✇✐t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ st❡❛❞②
st❛t❡s ✐♥ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s✱ s✉❜♠✐tt❡❞ ❢♦r ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✳ ✷✵✶✽✳

❬✶✶❪ ❆❧❡①❛♥❞r❛ ❇r✐❡t③✱ ❑r✐st✐♥ ❱❡r❡♥❛ ❙❝❤✉❝❤✱ ●❛❜② ❲❛♥❣♦rs❝❤✱ ❑r✐st✐♥❛ ▲♦r❡♥③✱ ❛♥❞ ❚❤♦♠❛s ❉❛♥✲
❞❡❦❛r✳ ❆♥❛❧②③✐♥❣ ❊❘❑ ✶✴✷ s✐❣♥❛❧❧✐♥❣ ❛♥❞ t❛r❣❡ts✳ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❜✐♦❙②st❡♠s✱ ✶✷✭✽✮✿✷✹✸✻✕✷✹✹✻✱ ✷✵✶✻✳

❬✶✷❪ ❙té♣❤❛♥❡ ❇r♦♥♥❡r✱ ❍❡♥r✐ ▼♦♥t❡✐❧✱ ❛♥❞ ●✐❧❧❡s Pré✈♦st✳ ❘❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✈✐r✉❧❡♥❝❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ✐♥
st❛♣❤②❧♦❝♦❝❝✉s ❛✉r❡✉s✿ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❋❊▼❙ ♠✐❝r♦❜✐♦❧♦❣② r❡✈✐❡✇s✱ ✷✽✭✷✮✿✶✽✸✕✷✵✵✱
✷✵✵✹✳

❬✶✸❪ ❏♦❤♥ ❈❤❛r❧❡s ❇✉t❝❤❡r✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ✫ ❙♦♥s✱
✷✵✶✻✳

❬✶✹❪ ❍✉❛ ❈❤❡♥❣✱ ❘♦❜❡rt ❘✳ ▲❛♥❣❧❡②✱ ◗✐✉②✉ ❲✉✱ ❲❡♥❥✉❛♥ ❲✉✱ ❏✐❡ ❋❡♥❣✱ ❘❛❝❤❡❧ ❚s❛♥✱ ❉♦♠✐♥✐❝ ❋❛♥✱
❛♥❞ ■s❛✐❛❤ ❏✳ ❋✐❞❧❡r✳ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦✈❡❧ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡❧② ❛❝t✐✈❡ ❝❤✐♠❡r✐❝ ❡❣❢r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ♥❡✇
t❛r❣❡ts ❢♦r t❤❡r❛♣②✳ ◆❡♦♣❧❛s✐❛✱ ✼✭✶✷✮✿✶✵✻✺✕✶✵✼✷✱ ✷✵✵✺✳

❬✶✺❪ ▼❛tt❤✐❛s ❈❤✐q✉❡t✳ ❘❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①tr❛❝❡❧❧✉❧❛r ♠❛tr✐① ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❜② ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ str❡ss✳ ▼❛tr✐①
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❬✶✻❪ ❋r❛♥❝❡s❝❛ ❉❛♠✐♦❧❛✱ ◆❣✉②❡t ▲❡ ▼✐♥❤✱ ◆✐❝♦❧❛s Pr❡✐t♥❡r✱ ❇❡♥♦✙t ❑♦r♥♠❛♥♥✱ ❋❛❜✐❡♥♥❡ ❋❧❡✉r②✲❖❧❡❧❛✱
❛♥❞ ❯❡❧✐ ❙❝❤✐❜❧❡r✳ ❘❡str✐❝t❡❞ ❢❡❡❞✐♥❣ ✉♥❝♦✉♣❧❡s ❝✐r❝❛❞✐❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✐♥ ♣❡r✐♣❤❡r❛❧ t✐ss✉❡s ❢r♦♠
t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣❛❝❡♠❛❦❡r ✐♥ t❤❡ ❙✉♣r❛❝❤✐❛s♠❛t✐❝ ◆✉❝❧❡✉s✳ ●❡♥❡s ✫ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ✶✹✭✷✸✮✿✷✾✺✵✕✷✾✻✶✱
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