Kapitel 2

Relativnormalisierte Hyperflichen

In diesem Kapitel spezialisieren wir Ergebnisse des 1. Kapitels auf Hyperflichen mit Re-
lativnormalen. Danach stellen wir einige spezielle Relativnormalen vor. Dazu gehort auch
die Definition zweier Familien von Relativnormalen: Die Manhartsche und die zentroaffine
Familie. Schliellich geben wir noch einige Beispiele an.

Wir werden in der Regel lokale Eigenschaften untersuchen und betrachten deshalb nicht
global eine Immersion xz, sondern nur die Einschrinkung auf den Definitionsbereich U C
IR" einer Karte von x. Ab diesem Kapitel sei, wie bei Satz 1.13, U eine offene, einfach
zusammenhiingende Teilmenge des IR", u € U habe die Form u = (u!,...,u™)T. Wir
nehmen U fiir M, R"™™ fiir A und fassen x als eine differenzierbare Abbildung z : U C
IR™ — IR"*! auf. Dabei identifizieren wir jeweils T IR™™! mit IR"™. D sei der kanonische
Zusammenhang auf IR"*', det die iibliche Determinantenform des IR™*! und die 0, die
kanonischen Basisfelder auf IR". Da klar ist, welche Basis benutzt wird, schreiben wir bei
Determinanten kurz Det G fiir Det(G;;).  wollen wir kurz eine Flache nennen. Weiterhin
setzen wir allerdings voraus, dafl x eine reguldre Immersion ist.

2.1 Eigenschaften von Relativhormalen

Wir werden erst einmal einige Aussagen des 1. Kapitels auf Relativnormalen {ibertragen
und einige Formeln und Eigenschaften zeigen, die wir spiter brauchen werden. Im weiteren
sind alle verwendeten Normalen Relativnormalen.

Wegen Lemma 1.3 sind folgende Gleichungen zu (1.2) bzw. (1.8) dquivalent:
—9(h") = W*D,' 4+ WD,/ (2.1)

Diese Gleichungen gelten auch fiir 7 # 0.
Aus (1.6) erhalten wir bei Relativnormalen —2h(KxY, Z) = C(X,Y, Z). Weil die kubische
Form C' aber totalsymmetrisch ist, gilt (1.7) oder gleichwertig dazu

WEK] = WEKL . (2.3)
Daraus ergibt sich fiir das Tschebyschewvektorfeld

nT" = h'KF, = i K}, (2.4)
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Das bedeutet fiir diesen hiufig benutzten Ausdruck:
h9(0:0;(f) = Tii"ou(f)) = A(f) = nT ().

Die bei den Ableitungsgleichungen der Konormale (1.15) auftretenden Grofien vereinfa-
chen sich folgendermaflen, vgl. Lemma 1.9:

ViY = VxV =ViY — KyY
MX)Y) = WS(X),Y)
KyY = —KyY

Der von 7 induzierte Zusammenhang V* ist also der zu h konjugierte Zusammenhang,
der bei Relativnormalen torsionsfrei ist. Es gilt deshalb:

19(0,0;(f) — To 0u( ) = A(f) +nT(f)

Die Volumenelemente aus Definition 1.1 und 1.8 spielen besonders in Kapitel 3 eine wich-
tige Rolle. Ihre Ableitungen kann man so errechnen:

O(w) = Zdet(ml, ey Tty ooy Ty N) +det(xq, ..., Ty, N))

= Zdet(ajl, .. ,Fm§$] + hmlNa RN ,xn,N) + det(a:l, vy Iy —Slllb'z)

= I,JJw+0
0i(|Det h))

24/ |Det h|

al |D6th|
= V| Det h| = 9)(log|Det h
2|D th| | € al Og| € |)

= hlkal(hik)él (nach Lemma 1.3)

61 (wh) =

1 . 1.4) ~
= §hlk(3k(hu) — 0;(hug) + Oi(hik) )wn, D Iyfwn
a@) = det(m,m,....n0)+ Y det(n.ni, ... s -, 7n)

= 04T, det(n,m1,...,n)

Es gilt daher!:
~ _ = k_

Man erhélt daraus fiir die Tschebyschewform
nfy = Kfy = Tyt = I = di(log [w]) — di(log lwn]) = 0:(1og | =)
Wh

und fiir das Tschebyschewvektorfeld

w
nT = grady(log |w—h|) (2.6)

Die erste Gleichung gilt nur fiir Relativnormalen, sonst ist 9;(log|w|) = I',* + 7;, siehe dazu auch
[BK], Lemma 3.11. Fiir beliebige Normalen &ndern sich dann auch weitere Formeln, z. B. (2.6).
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Nun geben wir einen Hilfssatz an, der die Flidchengréfien beziiglich verschiedener Relativ-
normalen vergleicht?, d. h. einen Spezialfall von Lemma 1.11:

Lemma 2.1 Sind N und N zwei Relativnormalen mit N = gN + x,(Z), so muff Z =
—grady(q) = —grad; (log |q|) sein. Fir die dbrigen Grifen gilt:

~ ~ %

1 * ~ ok
h = ~h, h =qh*™, §h =qh*,
q
VxY = VxY +h(X,Y)grady(loglg)), S(X)=qS(X)+ Vxgrady(q)
- 1

~= (WX V)Y (o ) + BOX V)V (log g + KV, V) X (og )
VxV = VyYV - %(X(log lg)Y + Y(log |¢))X — gradn(log |q])h(X, Y)),

- n—2

A(f) = qA(f) — grady(q)(f)

. 1
RxY = KxV+3 (X(log a))Y + Y (log |g))X + grada(log |q|)h(X, Y))

% N 2
WT(Y) = nf(V)+ =Y (loglal)

n+2
nl = an+qumdh(log|q|)

- - 1
W = qw, Wi, = m—n/Qwh,
VxY = —X(log |¢))Y —Y(log|¢))X + VxY
N 1 - 1
~ _ _ 1
h(X,Y) = h(X,Y)—-VxY(loglq|) + QX(Y(Q))

Beweis: Weil beide Normalen Relativnormalen sind, ist 7 = 7 = 0. Aus Lemma 1.11
erhédlt man

F(X)=0= X(log |q|) +7(X) + éh(X, Z) = X (loglq|) + h(X, Z).

Daher ist Z = —grad,(q) = —gradj(log|g|). Wir setzen, um die obigen Aussagen zu
zeigen, in die Gleichungen aus Lemma 1.11 jeweils dieses Z ein. Weil V* =V und K = - K
gilt, haben wir bei der Aufzdhlung im Lemma diese Groflen weggelassen. #

2.2 Spezielle Relativnormalen

In diesem Abschnitt geben wir die wichtigsten Relativnormalen, und zwar die euklidische
Normale, die Blaschkesche Affinnormale und die zentroaffine Normale, an, dazu definieren
wir noch zwei Familien von Normalen, von denen jede zwei der genannten Normalen
enthélt.

2Das geschieht auch in [SSV], 5. Kapitel.
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2.2.1 Die euklidische Normale
Sei (.,.) das kanonische Skalarprodukt in IR™*!, das parallel bzgl. D ist.

Definition 2.2 Die euklidische Normale N, ist dasjenige Einheitsvektorfeld, das im-
mer orthogonal auf dem Tangentialraum steht und mit den x; ein Rechtssystem bildet,
d. h.

V1 <i<n:(Nez;) =0, (N, Ne) =1, det(xy,...,2,,N,) > 0.

Aquivalent kann das so formuliert werden: Die euklidische Normale N, ist dasjenige trans-
versale Vektorfeld, fiir das die Konormale 7, durch

Ne = <N8v >
beschrieben ist und das det(xy, ..., z,, N.) > 0 erfiillt.
Die erste euklidische Grundform g ist festgelegt durch
oder in Koordinaten

gij = <l‘i, IL'j>.

Sie ist positiv definit. Es gilt:

det(xy,...,x,,N,) =+/Detg (2.7)

Die euklidische Konormale kann man somit darstellen als
R A WARTRVAY

e v/ Det g

Die quadratische Grundform h, heifit zweite euklidische Grundform 7. Sie ist mit g
auf diese Weise gekoppelt:

II('? ) = he('7 ) = g(Se(')7 )

Das Vorzeichen von Det h, ist also auch das Vorzeichen der euklidischen Gaufischen
Kriimmung .. Darum muf} . # 0 gelten, sonst ist h, und daher x nicht regulr.

ITI(.,.) =1I(S.(.),.) ist die dritte euklidische Grundform.

2.2.2 Die Blaschkesche Affinnormale

Definition 2.3 Die Blaschkesche Affinnormale N, (oder nur Affinnormale) ist das
Vektorfeld, bei dem zugleich
jw| = lwn| = ||

ist3.

3|lwn| = || folgt aus |w| = |wp| und (1.14).
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Wegen (2.6) verschwindet das Tschebyschewvektorfeld beziiglich N,. Daraus und aus (2.4)
folgt . .
WD =0=h"KE. (2.8)

Dies ist auch als Apolaritdtsbedingung bekannt, in invarianter Schreibweise
trKy = 0 fir alle Vektorfelder Y.
Jedes transversale Vektorfeld NV ldngs = kann beschrieben werden als Linearkombination
der Blaschkeschen Affinnormale N, mit einem tangentialen Vektorfeld:
N = qNb + $*(Z)

Die Funktion ¢ = n,(N), die Stiitzfunktion von N beziiglich N}, werden wir im weiteren
noch ofter gebrauchen. Darum geben wir einige Eigenschaften von ihr an: Da N ein
transversales Vektorfeld ist, ist ¢ # 0. Fiir eine Relativnormale N ist nach Lemma 2.1

Z = —gradp(log |q|) = —grady,(q).

Ebenfalls nach Lemma 2.1 und der Definition von N, gilt fiir eine Relativnormale N

w] = lg"% whl (2.9)
und daher nach (2.6)
>
nT = grady(log |q|)”; . (2.10)

N, und die konstanten Vielfachen von N, sind genau die Relativnormalen mit 7" = 0. T'
ist also eine Art ,,Maf}” der Abweichung einer Relativnormale von N,.
Fiir die euklidische Normale gilt (sieche Vereinbarung in 2.2.3 wegen des Vorzeichens)

(V) = K| e, (2.11)

Daraus folgt:

grady, (log |K.|) = _2n +

2
grady, (log |ny(N.)|) = —2nT, (2.12)

Bemerkung: Sei N ein transversales Vektorfeld mit N = gN} +.(Z). Weil fiir N, wegen
(2.8) W/ K},. = —h/K},; = 0 ist, erhalten wir gem#f} der Bemerkung nach Lemma 1.11
fiir Az

iJ iJ

n—2

Az =z, (hIK}0) + nN = 2.(—nZ — grady(loglq|)) +nN
und fiir An

g — n+2

An =0 (Dgyan — hin) = ———

Az ist danach nur dann proportional zu N, wenn Z = —%-2grady(log |¢|) ist. Das stimmt

Dyrady (tog a7 — B hign.

mit dem Ergebnis von [Hei| iiberein, daf sich eine Relativhormale N und die Laplace-

Normale N mit der gleichen Stiitzfunktion beziiglich N, durch z,(T') unterscheiden®. Die
Relativnormale mit Stiitzfunktion ¢ bzgl. N, ist wegen Lemma 2.1 und h = h

N = gNy — z.(grady(log|q|))-

*Wie in 1.2 erwiihnt, hat in [Hei] die quadratische Grundform und daher auch T ein anderes Vorzeichen.
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Es gilt daher
n-+2

N=N+ z.(grady(loglq|)) = N + z,(T).

n
An ist nur dann Vielfaches von 7, wenn ¢ eine Konstante ist. Insbesondere gibt es bis auf
konstante Vielfache nur eine Relativnormale, die das erfiillt, ndmlich N,. Es gilt dort

An = —h7h;m = —h"h;Sin = —tr Sn. (2.13)

2.2.3 Die Manhartsche Familie

N, und N, gehoren beide zu einer klassischen Ein—Parameter—Familie von Relativnorma-
len.

Definition 2.4 : Fine Relativnormale, die durch
Na - que + x*(Ze)
mit
e = |Ke|® a € Rund K, #0, Z, = —grady,(q.)

aus der euklidischen Normalen N, hervorgeht, gehért zur Manhartschen® Einparame-
terfamilie.

Eigenschaften der Manhartschen Familie:
1.) Die Ebene £ und die Gerade G: N, kann man als
No = |Ke|*(Ne — az.(grady, (log [K|)))

darstellen. Fiir einen festen Punkt u € U liegen daher die Elemente dieser Familie alle in
einer Ebene, und zwar in der von N,|, und z,.(grady, (log |K.|)|.) aufgespannten, bzw. in
der Ebene, die von N,|, und Ny|, erzeugt wird. Wir nennen diese Ebene £. Genauer
gesagt ist der affine Unterraum z(u) + EM hochstens 2-dimensional. Verschwindet der
Gradient von log |KC.| in dem Punkt u, haben die Normalen N,/|, alle die gleiche Richtung,
EM ist dann eine Gerade, nimlich die in Richtung von N,|,,.

Eine andere Art, sich diese Ebene vorzustellen ist die Zeichnung in [Hei]: Dort wird fiir
einen festen Punkt die Ebene z(u) + &M mit einer Hyperebene parallel zum Tangential-
raum geschnitten®. Man bekommt als Schnittmenge meist eine Gerade, diese wollen wir
GM nennen. Tritt der Fall der Degeneration ein, so ist GM nur ein Punkt.

SManhart hat in [Manl] festgestellt, dafl die euklidische, die Blaschkesche Affinnormale und weitere
mit der euklidischen Normalen geometrisch verkniipfte Normalen in einer Ebene liegen. Siehe auch die
néchste Bemerkung.

Diese Definition oder eine dhnliche kommt auch in [Man3], Abschnitt 3, [Hei], Paragraph 6, und [SSV],
S. 115, vor.

6Eigentlich werden alle Geraden durch z(u) in Richtung N,|, mit der Hyperebene geschnitten. Aber
die Vereinigung dieser Geraden ist bis auf eine Gerade, und zwar die in Richtung z.(grads, (log |Kc|)|w),
gleich z(u)+&M. Der Schnitt ist derselbe, allerdings muf man in diesem Fall eine Hyperebene nehmen, die
echt parallel zum Tangentialraum ist, da der Schnitt dieser einzelnen Geraden mit dem Tangentialraum
nur aus dem Punkt z(u) besteht.

Weil N,|, ein transversaler Vektor ist, hat die Schnittmenge von z(u) + &M mit der Hyperebene genau
eine Dimension (als affiner Unterraum) weniger als z(u) + EM.
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Ist ICo konstant auf ganz U, sind die Normalen N, konstante Vielfache von N, (Beispiele:
2.4.3, 2.4.5). Der besagte Degenerationsfall tritt dann nicht nur in einem Punkt, sondern
auf ganz U ein.

2.) Die Kurve k: Sei u € U fest. Wir definieren die Kurve
EM(a) == 2(u) + Nalu.

kM ist eine ebene Kurve, da sie ganz in der Ebene z(u) + &M enthalten ist.
Fiir grady, (log |K.|)|. = 0 verliuft kM ganz auf der Geraden durch z(u) in Richtung N,|,”
oder besteht nur aus dem Punkt x(u) + Ne|,, wenn |KC.|,| = 1 ist.

Sei nun grady, (log|K.|)|, # 0. Dann besteht kM entweder aus der Geraden x(u) +
Nely + R - z.(grady, (log|Ke|)|u), also aus einer zum Tangentialraum parallelen Gera-
den, wenn |K,.|,] = 1 ist, oder der Verlauf entspricht® dem des Graphen der Funktion
f(y) = Lylogy,y € R*, L konstant, in einem anderen Mafistab (y = |KC.|.|%, @ € R).

3.) Zur Manhartschen Familie gehoren fiir
= #2 die Blaschkesche Affinnormale NV,
e « = ( die euklidische Normale N,
e a = ; die Normale der zweiten (euklidischen) Grundform N;; mit der Eigenschaft
|Det II| = det*(zy, . ..,2n, Ni1),

d. h. das von Nj; erzeugte Volumen ist das von der euklidischen quadratischen
Grundform erzeugte Volumen, sieche Abschnitt 3.1.

e « =1 die Normale der dritten (euklidischen) Grundform N;;; mit

|D6t[[[| = d@tZ(.iUl, vy Iy, N[[[).

Weil \/[Det ITT] = \/IK.]\/[Deth] = Y7ozl /[Det b = gl ist, gilt

i det(z1,...,.n,Ne)
wegen (1.14): \/|Det I1I| = |det(ne, Ne1y - - -y Men)|- Das von Ny induzierte Volumen
ist daher das von der euklidischen Konormalen induzierte Volumen.

4.) Die Definition von Ny, Ny und Npj; ist nur bis aufs Vorzeichen eindeutig. Das hat
aber nach dem Korollar zu Lemma 1.11 fast keine Auswirkungen.

Vereinbarung: Wir wollen als N,, Ny und Nprr jeweils diejenige Normale der beiden
moglichen nehmen, die in der Manhartschen Familie ist, z. B. N, = N%. Durch Angabe
der Basisfelder 0; ist N, festgelegt und damit auch Ny, Ny und Nyg;g.

5.) Weil N, = ¢uN, + 2.(Z) und N = N, = gN, + 2.(Z) = ¢.N, + x.(7Z,) ist mit
g = |Ce| "+ (siehe (2.11)) und g, = |K.|®, gilt

(n+2)a—1‘

N) =q = qg = || 72 = |G|, v =
m(N) =q=qq = K] [Kel”, v ——

(2.14)

TSie verlduft genau gesagt auf {z(u) + a- Ne|,|a € IR,a > 0}.

8Wir erhalten ein kartesisches Koordinatensystem, wenn wir x(u) als Ursprung und die Geraden in
Richtung Ng|,, und z.(grady, (log|Ke|)|.) als Koordinatenachsen nehmen. In der Tat sind die Richtungs-
vektoren orthogonal.
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Ist v # 0, folgt aus log|¢.| = alog|K.| und ~vlog |K.| = log|g| die Gleichung log |g.| =
% log |g| und damit wegen (2.10):
a2

dy(log |g.]) = ———nT 2.1
grady(log |qel) )" (2.15)

6.) Ist K. = konst., so verschwindet - fiir & # 0 wegen (2.15), fiir &« = 0 wegen (2.12) -
auch fiir Normalen N, # N, das Tschebyschewvektorfeld. Die Umkehrung gilt auch: K,
ist konstant, wenn fiir ein N, aufler N, das Tschebyschewvektorfeld verschwindet.

2.2.4 Die zentroaffine Normale

Definition 2.5 : Ist der Ursprung o ¢ z[U], so nennen wir das Vektorfeld N, : U C
IR” — IR™*!, 4+ 0 — 2(u) die zentroaffine Normale.

Bemerkung: Man kann die Definition auch auf beliebige Punkte p € R"™ p ¢ U],
verallgemeinern: N, |, := p—x(u). Wir wollen ab jetzt jedoch nur die zentroaffine Normale
beziiglich des Fufipunkts o fiir  behandeln.

Eine bedeutsame Eigenschaft von N, ist, dal der Shape—Operator die Identitét ist.

Zur Schreibweise: Die Grofien beziiglich N, N. und N, indizieren wir wie die Normalen,
z. B. : h, ist die quadratische Grundform von N,. Nicht indizierte Gréfien beziehen sich
auf die gerade behandelte Normale.

Wir wollen Funktionen definieren, die die Beziehung der drei Normalen N,, N, und N,
untereinander beschreiben: Die Funktion

04 = ny(N,)
bezeichnet die affine Stiitzfunktion (,,affine support function”) und
O¢ := <Nea Nc>

die euklidische Stiitzfunktion. Sie sind Spezialfille von Definition 1.10: o, ist die Stiitz-
funktion von N, beziiglich N,, o, die Stiitzfunktion von N, beziiglich Nj.

Noch allgemeiner lassen sich die Funktionen o,, und o, festlegen, indem in der Definition
N, durch N, ersetzt wird.

n+2 w

Weil nach (2.9) [ny(Ne)| 2" = || ist, gilt fiir o,:

Det h,
det(xy, ..., Tn, N.)?

= Det(det(xy, ..., Tn,xi;)) T
()| = | !

det(xy,...,xn, N.)"t?

Wir wollen annehmen, daf n,(N.) positiv ist. Andernfalls vertauschen wir zwei Basisfelder.
Weil N, durch die Basisfelder eindeutig fixiert ist (siehe 2.2.1) und N, durch N, als
Mitglied der Manhartschen Familie festgelegt ist (siehe die Vereinbarung von 2.2.3), wird
dadurch —N, aus N, und —N, aus N,.
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Bemerkung: Auch wenn 7,(N.) < 0 ist, hat das in diesem und im n#chsten Kapitel
fast keine Auswirkungen. Bei manchen Formeln, wie (2.18), éndert sich das Vorzeichen.
Vergleiche auch Abschnitt 5.9.

Die Basis der Potenz oben wollen wir mit £, bezeichnen, d. h.

= Det(det(x1, ..., Tn, zij)) _ Det h,. ‘
c det(xy, ..., Tp, No)nt2 det(zy, ..., 20, N,)?

Wir kénnen I@C auch mit euklidischen Funktionen ausdriicken: Weil
det(xy,...,xn, N.) = ocdet(xq, ..., Ty, Ne)
ist, gilt nach (2.7):

g _ Det(det(z1,. .., Tn, 7)) _ Det h, _9 Ke
c 0_?+2det(x1, L 7:UTL7 Ne)n+2 0—?+2D6tg 0'?‘1‘2

K. ist ungleich 0, sonst wire K, = 0 und z nicht regulér.

Bemerkung: Im allgemeinen hat K, nichts mit der zentroaffinen Gaufischen Kriimmung
KCc zu tun. Diese ist immer konstant 1. Wenn man jedoch in % jeweils N,
durch N,, h. durch h, ersetzt, hat man K,.

Es gilt:
o — L
76(Ne)| = [ICe| "7+ (2.16)

AuBerdem folgt mit (2.10) gleich:

~ n-+ 2
gradp, (log |K.|) = =2 gradp, (log |my(N.)|) = —2nT, (2.17)

Bemerkung: Die Formeln (2.11) und (2.16) fiir die Stiitzfunktionen bzgl. N}, &hneln sich,

es kommt bei beiden Gleichungen der Exponent —#2 vor. Diese Analogien treten je bei

(2.12) und (2.17) und auch bei (2.15) und (2.19) auf. Man ersetzt immer K, durch K,
und zentroaffine Gréflen durch euklidische.

2.2.5 Die zentroaffine Familie

Wir kénnen eine Einparameterfamilie definieren, die neben der Blaschkeschen Affinnorma-
len auch die zentroaffine Normale enthilt. Wir tun dies analog zur Manhartschen Familie:

Definition 2.6 : Fine Relativnormale, die durch
Nca = chc + x*(Zc)
mit B B
¢ =K% a € Rund K. #0, Z, = —grady,(q.)

aus der zentroaffinen Normalen N. hervorgeht, gehort zur zentroaffinen Einparame-
terfamilie.

9Vgl. mit (4.15) aus [Hei] und [NoS], S. 62-63.
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Eigenschaften der zentroaffinen Familie:

1.) Die Definition 2.6 ist der Definition 2.4 &hnlich. Auch hier hat N}, den Index a = n+r2

Wir konnen analog zur Manhartschen Familie vorgehen, wenn wir nur K, durch K, und
die euklidischen durch die zentroaffinen Groflen ersetzen.

2.) Die Ebene £ und die Gerade G: Es gilt
Ng = |Ke|*(Ne — az(grady, (log|Ke]))).

Fiir einen festen Punkt u € U liegen die Elemente dieser Familie alle in einer Ebene, und
zwar in der von N,|, und z,(grad, (log|K.|)|.) aufgespannten, das ist auch die von N,
und Np|, erzeugte Ebene. Diese wollen wir £ nennen. Verschwindet der Gradient von
log |K.| in dem Punkt u, haben die Normalen alle die gleiche Richtung, £¢ degeneriert zu
einer Geraden, nédmlich der in Richtung N,|,.

Den Schnitt der Ebene z(u) + £ mit einer Hyperebene parallel zum Tangentialraum
nennen wir G¢. Im Degenerationsfall ist G ein Punkt, sonst eine Gerade.

I. a. erhéilt man mit £ und £¢ zwei Ebenen, die sich (zumindest) in der Geraden IR- Ny|,
schneiden. Es kann aber sein, dafl wenigstens eine der Ebenen degeneriert, siehe 2.4.3—
2.4.5. Fiir die Schnittgebilde mit der Hyperebene bedeutet das: In der Regel erhiilt man fiir
GM und G¢ zwei Geraden, die sich in einem Punkt schneiden, und zwar im Schnittpunkt
von z(u) + R - N,|, mit der Hyperebene. Mindestens eine Gerade kann auch zu einem
Punkt degenerieren.

Ist K. konstant, sind die Normalen N konstante Vielfache von N...

3.) Die Kurve £¢: Sei v € U fest. Wir definieren die ebene Kurve
ki(a) == z(u) + N,

Sie ist ganz in der Ebene z(u) + £ enthalten. Man erhilt einen Kurvenverlauf analog zu
dem von kM. Fiir grady, (log|K.|)|. = 0 verliuft k¢ ganz auf der Geraden durch z(u) in
Richtung N|,, das ist die Verbindungsgerade von o mit z(u), oder besteht nur aus dem
Punkt z(u) + N,|, = 0, wenn |K,|,| = 1 ist.

Wenn grady, (log|K.|)|. # 0 ist, ist k¢ entweder die Gerade

z(u) + Ne|u + R - x*(gradhc(log|lac|)|u) =0+ IR- x*(gradhc(log|lac|)|u),

also eine Gerade parallel zum Tangentialraum, wenn IK.|u] = 1 ist, oder der Verlauf
entspricht dem des Graphen der Funktion f(y) = ay + cylogy, das ist der Graph von
f(y) = Lylogy, auf den eine affine Transformation'® angewendet wurde.

4.) Zu dieser Familie gehoren fiir
e o = ( die zentroaffine Normale N,,

e o= #2 die Blaschkesche Affinnormale N,, siehe (2.16).

1°Die Koordinatenachsen sind im Gegensatz zu 2.2.3 nicht unbedingt orthogonal.
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N, hat den Index wie in der Manhartschen Familie. Dies ist so, wenn wir 7,(/N,) als positiv
voraussetzen. Sonst rechnen wir hier mit der negativen Blaschkeschen Affinnormale, wenn

1

wir NZ*? nehmen. Im Abschnitt 2.2.3 haben wir N, als Nﬁ definiert. Ist n,(N,) positiv,
_1

gilt somit Ny = N/ = N_1_.

n+2
5.) Weil N. = ¢,N, + 2.(Z,) und N = N* = ¢N, + 2.(Z) = q.Ne + x.(Z,) ist mit
Q@ = |l€c|n;+12 und ¢, = |K.|*, gilt

(n+2)a—1.

N = = (. = ’ac a+n;+12 = ’ac ’Y’ =
m(N) =q=qqp = | K| \Kel”, v —

(2.18)
Analog zur Bemerkung der Manhartschen Familie ergibt sich: Ist v # 0, folgt aus log |¢.| =
alog [Kc| und vlog K| = log[g| die Gleichung log |q.| = £ log || und damit wegen (2.10):

a2
dp (1 o) = ———nT 2.19
grad(log|a) = o (2.19)

6.) Als Vorgriff auf Abschnitt 3.1 sei noch dies erwéhnt: Die Beschéftigung mit dieser
Familie geht auf eine Bemerkung von K. Leichtweif§ auf dem Kolloquium iiber Differenti-
algeometrie zuriick. Er gab eine Familie von Volumina an, die in unseren Bezeichnungen

so aussieht, wenn w, = det(z1, ..., x,, Ne) und w. = det(z1, ..., x,, N.) bezeichne:
PR g
K. e
Ap e / (7(p1)(n+1) wedu,
Oe 7

siehe auch [Lei2], S. 160. Diese Familie enthilt fiir p = 1 das Affinvolumen und fiir p = n+1
das zentroaffine Volumen. Wir konnen diesen Term mit w,0, = w. so ausdriicken:

K, \ i
Ap:/<0—2+2) wcdu

Das ist genau die Familie der von N¢ erzeugten Volumina, nur das von der zentroaffinen

Konormalen oder von N! erzeugte Volumen fehlt, denn n+’{+p ist # 1.

7.) Ist K. = konst. auf U, so verschwindet - fiir & # 0 wegen (2.19), fiir & = 0 wegen
(2.17) - auch fiir Normalen N® # N, das Tschebyschewvektorfeld. Ist umgekehrt fiir eine
Normale der zentroaffinen Familie aufler N, das Tschebyschewvektorfeld 1" = 0, so ist I@c
konstant. Beispiele dafiir folgen in den Abschnitten 2.4.4 und 2.4.5.

2.3 Die Normalen N}, und N,

Wir werden nun keine einzelne Normale wie N, definieren, sondern N;; und N;;; auf
beliebige Relativnhormalen verallgemeinern.

Es gibt zu jeder Relativnormalen N = gN, + x,(Z) bis auf das Vorzeichen genau eine

Relativnormale Ny, = GN + 2.(Z) = q;, Ny + 2.(Z),) mit |det(z1, ..., Ty, Np)| = |wnl, siche
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[Manl]. Es gilt nach (2.9):

(.Uh n+2

=gl "2
det(xl,...,xn,N)| al
= gnl = Idql = lg| >

= gl =|

Analog gibt es eine Relativnormale N, = ¢N + 2.(2) = ¢,Ny + x.(Z,), deren Volumen-
element |det(zy,...,z,, Ny)| gleich || ist. Es gilt:

w
det(xy, ..., o, N
= gy = |ag| = |g| "V

n+2)

g = | | =gl

)

Ny, ist eine Verallgemeinerung von Ny, NV, von Nyjp. Es gilt:
(Ne)h — NII; (Ne)n = NIII

Ist N = N, aus der Manhartschen Familie", so auch N, und N,: Mit (2.14) ist |gy], der
Betrag der Stiitzfunktion von N}, beziiglich NN, eine Potenz von |/C,|,

janl = la| % = K| 72

Damit ist N, aus der Manhartschen Familie, denn wir kénnen N, darstellen als N, =
qneNe + T.(Zhe), wobei gp. auch eine Potenz von |K.| ist. Der Exponent a von g =
|ICe|® ist der Index von N}, in der Manhartschen Familie, N, = N,. Man errechnet a als

-5 + #2 = =netl ynd erhilt
— 1
Ny, = Nymita = %.
Analog kann man bei IV, vorgehen.
gl = gl Y = K Y
1
—yn+1)+ —=—-(n+1)a+1

n+2
= N,=N;mita=—-(n+1)a+1

Man kann das auch umgekehrt betrachten, indem man die Gleichung von a nach a auflost:

N, mit o = # ist die Normale, fiir die (N,), = N, ist. Genauso kann man bei IV,
vorgehen.
Wenn man nun @« =0 (d. h. N =N,) und a = #2 (N = N,) einsetzt, bekommt man:

(Ne)h — NII = N%
(Ne)n — NIII — Nl
(No)r = (No)y = N

H'Wir lassen im weiteren das Vorzeichen beiseite. Als N, oder N, nehmen wir diejenige der jeweils
zwei Relativnormalen, die in der Manhartschen Familie liegt.
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a = — ist der einzige Fall, bei dem o = —"¢* und o = —(n + 1)a + 1 ist. Eine
Besonderheit von n = 2 ist: Hier gilt immer ((V),), = N.

Bei der zentroaffinen Familie ersetzen wir (2.11), Definition 2.4, K., (2.14) durch (2.16),
Definition 2.6, K., (2.18). Dann 1Bt sich analog zeigen: Mit N = N sind auch N, und

N, aus der zentroaffinen Familie und es ergibt sich:

—na +1
2
Nn:meitd: —(n+1)a—|—1

Ny = N!mita =

2.4 Beispiele: Konkrete Flichen und ihre Normalen

Wir werden nun fiir einige Fliachen die Normalen der Manhartschen und der zentroaffinen
Familie angeben. Zunichst sind es zweidimensionale Hyperfliichen. Die Variablen u', u?
wollen wir u, v nennen.

Die Fléche z selbst wird jeweils in einer geeigneten Parametrisierung durch ihren Ortsvek-
tor bzgl. des Nullpunkts in IR"*" angegeben.  und Vektorfelder sind als Spaltenvektoren
dargestellt, deren Komponentenfunktionen differenzierbare Funktionen sind.

Der Begriff ,,degenerieren” meint nicht eine Singularitit oder Ahnliches, sondern er be-
zieht sich auf die in 2.2.3 bzw. 2.2.5 definierten Ebenen &M bzw. £¢ - sie ,,degenerieren”
in solchen Punkten zu Geraden - und die Geraden G bzw. G¢, die zu Punkten ,,degene-
rieren” konnen. Wir betrachten nur Punkte, in denen x definiert und regulér ist und N,
und N, transversal sind.

2.4.1 Wendelfldche
Die Wendelfliche in der Darstellung

v COS U
z(u,v) = | wsinu |, b#0,
bu

hat die Ableitungen

—vsiny Cos U
z1(u,v) = wcosu |, xs(u,v) =1 sinu

b 0
Aus

—bsinu
Det g = v + 0%, x1 A 2o(u,v) = bcosu
—v

folgt fiir die euklidische Normale

—bsinu
Ne(u,v) = ———==| bcosu

Vere | o
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Auflerdem gilt fiir die Ableitungen x;;
det(xl, ZUZ,QTH) = det(a:l, ZUZ,QTQZ) = 0, det(a:l, T2, ZUIQ) =b.

Darum erhilt man:

b
N

Fiir die euklidische Gauflsche Kriimmung ergibt sich:

hell = he22 = 07 hel2 =

—b?
Ke ==
(v2 + b%)?
v
01 (log |Ke[) = 0, da(log [K|) = —4m
Nun kénnen wir die Normalen N, ausrechnen:
B a (—=b— 4a%) sin u
a = b+ 402 cos u
2 1 12)2 2 12 ( b
(v* + %) vi+b (=1 +4a)v

Das von N, induzierte Volumenelement det(xy, zo, N,) =: w, ist dabei

(07

b2
V2 + b2

o T w2 b2y

Die Normalen der Manhartschen Familie spannen in jedem Punkt (u,v) mit v # 0 eine
Ebene auf, in den Punkten (u,0) allerdings haben die Normalen N, die gleiche Richtung
wie N, nur die Linge ist fiir |b| # 1 unterschiedlich.

Fiir die zentroaffine Normale

—UCoS U
Ne(u,v) = | —wvsinu
—bu

ergibt sich
det(xy, 2, N.) = buv,
1
hcll = hc22 — 07 hch -
UV
- -1
Ke = b2utvt’
Or(log |K.]) = —=, By(log |K.|) =
0] cl) = 77 0 cl) = ——-
1{10g y 2(10g v
Die Normalen der zentroaffinen Familie sind demnach

(—1 4+ 4a)v cosu — dauvsin u
N = [pPu'o'|™" [ (=1 +4a)vsinu + dauv cosu
(=1 + 4a)bu
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mit Volumenelementen
det(z1, 2, N&) = [b*u'v*| ™" buv.
Ist uv = 0, so ist NN, linear abhéngig von z1, x5, also kein transversales Vektorfeld. In die-

sem Fall ist die zentroaffine Familie nicht definiert. Fiir uv # 0 degeneriert die zentroaffine
Familie nicht.

Bemerkung: Es sei fiir das folgende Kapitel noch erwihnt, daf§ die Wendelfliche eine
euklidische Minimalfliche ist, dafl somit H, = 0 gilt. h, und A, sind beide in sogenannten

g f)? > angegeben. Das bedeutet fiir die Christoffel-

symbole des jeweiligen Levi-Civita-Zusammenhangs:

C_OF) L, 0P

~ ok
n =" e =—F sonst I, ;" = 0.

Asymptotenparametern (h;;) =

Insbesondere gilt h¥ f‘ k = 0. Das heifit jeweils fiir die Funktionen
Allog K) = 19,9, (log [K]) und grady(log | K1) (log |K]) = k10, (log |K[)3; (log | K)

A (log | K|
A (log |K,|
grady, (log |Ke|)(log | KCe|
grady, (log |K.|)(log |K.|

= Qhézalag(log |IC6|) = 0,
= 2h120,0,(log |K.|) =0
= 2h,*0(log |KCc|)ds(log [KC.|) = O

)
)
)
) = 2hP0i(log|K.|)d2(log |K.|) =

2.4.2 Rotationsflichen

Da die folgenden drei Beispiele Rotationsflichen sind, wollen wir hier einige Fléachengréfien
fiir diese Klasse ausrechnen: Eine Rotationsfliche der Parametrisierung

r(u) cosv
x(u,v) = | r(u)sinv |, r(u) #0,

hat die Ableitungen

—r(u)sinv

zy(u,v) = | r'(u)sinv |, r(u) cosv

Aus

Det g = r*(u)(r" + 2*)(u), 21 A 22(u,v)

ergibt sich die euklidische Normale!?

N 1 —zIEu)) cos v
e(U, U) \/T’Q(u) e (u) z T;uujlnv

2Wir nehmen r(u) > 0 an.
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AufBler r(u) # 0 mufl noch 7?(u) + 2?(u) # 0 sein.
Fiir die Ableitungen z;; gilt:

det(zy, v, 211) = r(u)(r'2" —r"2")(u), det(xy, 2, 712) = 0, det(x1, 2o, Toz) = 122" (u)

Damit erhalt man:

TIZ” _ T”Z, TZI

ﬁ(u), heig = 0, hego = AT
Nz Nz

Die euklidische Gauf3sche Kriimmung ist demnach:

()

hell -

[V N | V) /
(r'z" —r"2")z
(,rlQ + 212)27/-

(u)

Da K, nur von u abhéingt, also stets ds(log |K.|) = 0 ist, erhélt man die N, als
N, = |/ce|a(zve — ahl19, (log |IC8|)x1>.

Fiir die zentroaffine Normale

—r(u) cosv
Ne(u,v) = | —r(u)sinv

—2(u)
ergibt sich:

det(z1, x2, N.) = r(u)(rz' — r'z)(u)

TIZ” _ T”Z, TZI

hein = ﬁ(u), heia =0, heaa =
rzl —r'z
_ _ (TJZ” _ THZI)Z, (u)
¢ (rz! —r'z)4r

(u)

rzl —r'z

Auch bei K, ist d5(log |K.|) = 0, d. h.
No = |I€C|O‘(Nc — ahd, (log |l€c|)x1>.

Nun kommen wir aber zu drei Beispielen, die sich im Hinblick auf die beiden Familien
von Normalen als Sonderfille herausstellen.

2.4.3 Pseudosphire

Eine Hilfte der Pseudosphéire kann man darstellen als eine Rotationsfliche mit
r(u) =sinu, z(u) = cosu + log|l — cos u| — log | sin u| = cos u + log | tang|
mit 0 < u < 7. Es ergibt sich:

— COS U COS U
Ne(u,v) = | —cosusinv
sinu
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— COSUu

het1 = — , heia =0, hegs = cosusinu
sin u
Ke=—1
= No=N,= Ny, w, =cosu
—sinu cosv
Ne(u,v) = —sinusinv
U
—cosu — log | tan §
. u
det(xy, x5, N.) = — cosusinu log | tan §|

~ 1

c =

s 4 4 U
sin” u log® | tan
cos U 1

O (lOg |I€c|) =—4

sin u sinulog | tan § |

(—1 4+ 4a + 4acosulog| tan %|) sinu cos v

—4da 2

NI = sinulog|tang| (=1 + 4o+ 4acosulog | tan §|) sinusinv
(=1 +4a)cosu+ (—1 4 4acos® u) log| tan %
u |—da+
det(x1, 9, N&) = |sinulog | tan §| CoS U

Ergebnis: Die Manhartsche Familie degeneriert also in jedem Punkt zu einer Normalen,
d. h. £M ist in jedem Punkt (u,v) eine Gerade und G ein Punkt. Die zentroaffine Familie
degeneriert nur in den Punkten (u,v) mit cosulog|tan§| = —1. Sonst aber gilt: £¢ ist
eine Ebene mit €M ; £¢, G¢ eine Gerade mit GM ; Ge.

2.4.4 Rotationshyperboloid

Ein Rotationshyperboloid ist gegeben als Rotationsfliche mit

r(u) = coshu, z(u) = sinhu.

Man erhalt
1 —cosh u cosv
Ne(u,v) = — coshusinwv
\/cosh2 u + sinh® u sinh u
-1 cosh? u
hell = —5 5 hel? — 07 h622 = —— 3
\/Slnh u + cosh” u \/smh u + cosh” u

-1

(sinh® u + cosh? u)?

sinh u cosh u
01 (log |Ke|) = =8

cosh? u + sinh? v’ D2 (log [Ke) = 0

Y cosh u cosv(1 + 8asinh?® u)
N, = |cosh®u + sinh?u| ™2 [ —coshusinv(1 + 8a sinh® u)
sinh u(1 — 8a cosh? u)

. —2a+1
Wo = ‘COShQ u + sinh? u‘ 2 cosh u
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— cosh u coswv

N.(u,v) = | —coshusinv

—sinhu
det(xy, z9, N.) = coshu
K.= -1

= NI = N.=N,, det(xy, x5, NI) = coshu

Ergebnis: Hier erhédlt man den umgekehrten Fall zu 2.4.3: Die Manhartsche Familie
degeneriert nur fiir v = 0 zu einer Normalen, die zentroaffine Familie in jedem Punkt,
d. h. &¢ ist iiberall eine Gerade, G¢ ein Punkt. Fiir £, GM gilt das nur fiir u = 0, sonst
dagegen ist £¢ ; EM g ; gM.

2.4.5 Sphiére

Die Einheitssphire kann man angeben als Rotationsfliche mit

r(u) = cosu, z(u)=sinu, fiir — g <u< g

Es ergibt sich:
— COS U COS VU

Ne(u,v) = | —cosusinv
—sinu

2
heir = 1, heio = 0, heop = cos” u

Ke=1
= Ny = N,, w, =cosu
— COS U COS U
Ne(u,v) = | —cosusinv
—sinu

det(xy1, o, N.) = cosu
heit = 1, hera = 0, hego = cos*u
K.=1
= NI =N, det(xy,12, NJ) = cosu
Ergebnis: In jedem Punkt gilt N, = N, = N, = N, = N2, also die beiden Familien
degenerieren in jedem Punkt. EM = £°¢ ist in jedem Punkt (u,v) eine Gerade, M = G°
ein Punkt.

2.4.6 n—dimensionales Paraboloid

Nach diesen zweidimensionalen Beispielen geben wir nun eine Fliche in beliebiger Dimen-
sion an. Wenn ¢; € {—1,1} sind, ist ein Paraboloid durch

U1

x(u) = ;

% Z?:l eiu’)?
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gegeben mit Ableitungen

) 0 0
zi(u) = : , Ti(u) = , Tig(u) = L i £k
or 0
gt £; 0
Aus
—61’LL1 T
TIN...NTp = ,
—epu”
1

Det g = ||$1 VAN /\xn||2 =1 _|_Z(ui)2,
2
det(z1,. .., Tn, 33;) = &, det(Ty,...,Tp,2) =0, i # k,

folgt fiir die euklidische Normale

—equt
1 :
Ne(uav) = - ' )
V3I+Ywh)? | —epu”
1
Bois = i hoir = 0, i # k
27 1+ i(ui)Q, eik ) )
lCe _ €1...€n

O (log|Ke|) = —(n + 2)

uk
Die Normalen der Manhartschen Familie erhilt man als
a2+t (=1 +a(n+2))eu!
N, = :

(14 an+ 2))e
L+ an+2)>(u')?

1+ Z(u’)Q‘

mit Volumenelementen
—a(n+2)+1
2

Wo =

1+ Z(u’)Q‘

N, ist daher ein konstantes Vektorfeld, und zwar ist

0
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Fiir die zentroaffine Normale

gilt

1 .
det(xy,...,xn, N.) = 5 Zei(u’)Q,

g .
heii = QW, heiw = 0,7 # K,
~ E1...€np
K. =2"t? - ,
(D &i(ur)?)n+2
ekuk

Ok (log |K.|) = —2(n + 2>W

Damit kann man die Normalen der zentroaffinen Familie berechnen:

1(_
—a(nt2) u =1+ fx(n +2))

Ng =

1 2

u(—1+ a(n +2))
>iei(w)? (=3 + a(n +2)

| —a(n+2)+1
5 D &i(u)’

Ergebnis: Die Manhartsche Familie ist {iberall definiert und degeneriert nur im Null-
punkt. Die zentroaffine Normale ist in Punkten mit Y. &;(u’)? = 0, und so auf alle Fille
im Nullpunkt, nicht transversal, in den anderen Punkten aber ist die zentroaffine Familie
definiert und degeneriert nicht.

|det(z1,. .., 20, NO)| =

2.4.7 Translationsflachen

Als Verallgemeinerung des Abschnitts 2.4.6 untersuchen wir eine Klasse von n—dimensio-
nalen Fldchen. Seien fi,..., f, n Funktionen einer Verédnderlichen. Dann ist eine Trans-

lationsfliche durch X

z(u) = i

u
2o Ji(w)

gegeben. Ein Paraboloid ist ein Beispiel fiir eine Translationsfléiche, f;(u’) ist hier 3&;(u’)?.

Wir {ibertragen nun die Ergebnisse aus 2.4.6 auf Translationsflichen: Die Ableitungen sind

By 0 0
i\u) = ; y Tii(U) = 5 y X - | , 1 £ k.
x;(u) o xii(u) 0 Tik(u) 0 i #
fi(u') i () 0
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Aus
T

—fi(ut)
TIN ... NTp = : ,
—fn(u")
1

Detg=|lziA... Az, | =1 +Z(f,(uj))2
J
det(z1, ..., 00, i) = fI'(u"), det(zy,..., 00, zi) =0, i #k,

folgt, daB fiir die Regularitéit der Fliche fiir jedes i f(u’) # 0 sein muB. Die euklidische

Normale ergibt sich als

—fi(u')
1 :
Nelwo) = sy £
Auflerdem ist

heii = f0) =0, ik,

V()

(u') .. f”( ) .
\/1+2
”’(u’“) n Fr(u®) £ (u®)
Ok (log [ICe) = FIr(uk) ( +2)1+2j(f]{(uj))2'

Die Normalen der Manhartschen Familie erhilt man als

1+Z(f'(u]

(=14 a(n+2))fi(u") — aZ B (1 + X, f1(w)?)

_ a(n42)+1
2

= [ () )]

[0

(—1+a(n+2)) fou") - f,,u)<1+z f(w)?)
1+ a(n+2) 5, fi(w) — a3, 2l 10+ 3, fiw)?)

mit Volumenelementen
—a(n42)+1
2

= 1+Zf]'-(uj)2‘ |ty o (™)
J
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N, ergibt sich als

_ 1 A
n+2 fi’ (ul)?

= A (wh) .. f (") L'fl{’(u")

T n+2 i (um)?
f’” wl f’ )
N n+2 Z (W)

Nun kann man S}, ausrechnen und erhilt fiir ¢7S, = 0 die Bedingung von [Pabl] oder
[YWQD].

Fiir die zentroaffine Normale

Ne(u,v) = .
—u
=3, fi(w?)
gilt

det(xy,...,xn, N.) = Z(u]f]'(u]) — fi(w)),

R0 o
)~y
R (O (
SO R el e A
o ()
ak(10g|lcc|)_ é’(uk) ( +2)2J(Ujf;(uj)—f](uj))

Die zentroaffine Familie ist also nur dann definiert, wenn 3 (u/ f}(u?) — fi(uw/)) # 0 ist.
Ist dies erfiillt, kann man die Normalen der zentroaffinen Familie berechnen:

—a(n+2)

N = (£t fm)™ D W ) = fi ()

J

w1+ aln+2)) - jfl(( )Z (2w fi(uw?) — fi(u?))

n

(1 + 0+ 2)) — 0B S () — £ (o)
= 0, i) + aln+2) 5w fi(wd) — 50, Sl (7 () — f(w)

Die zugehérigen Volumenelemente sind:

—a(n+2)+1
| det(xy, ., 20, NOY| = |1 (wh) - ()] Yl fi(u') = fiu)

i

Wenn man o = n+r2 setzt und det(zy, ..., x,, N.) > 0 ist, erhdlt man Nj.
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