Kapitel 3

Minimalflachen in der
Relativgeometrie

In diesem Kapitel untersuchen wir verschiedene - in 3.1 definierte - Volumina genauer.
Nach einem Uberblick iiber Ergebnisse beziiglich Minimalfliichen in Abschnitt 3.2 und
vorbereitenden Abschnitten iiber Variationsrechnung (in 3.3) und Integralformeln (in 3.4)
berechnen wir fiir die in Abschnitt 3.1 definierten Volumina die 1. und z. T. auch die 2.
Variation. Und zwar tun wir dies zuerst fiir die zentroaffine Normale (Abschnitt 3.5), dann
fiir alle Normalen der im Abschnitt 2.2 definierten Familien (in den Abschnitten 3.7 und
3.8), nachdem wir vorher in Abschnitt 3.6 allgemeine Ausdriicke fiir die Integranden der
1. und 2. Variation dieser Volumina fiir beliebige Relativnormalen hergeleitet haben.

Wir gehen vor allem der Frage nach, ob das Verschwinden der Mittleren Kriimmung auch
bei anderen Relativnormalen das Verschwinden der 1. Variation des von der Normalen
erzeugten Volumens nach sich zieht, wie dies bei der euklidischen Normale und der Blasch-
keschen Affinnormale der Fall ist. Bei den Normalen der Manhartschen Familie ist das so,
bei den Normalen der zentroaffinen Familie gilt dies dagegen i. a. nicht.

3.1 Volumina

Sei N eine Relativnormale mit quadratischer Grundform A und Konormale 7, G eine
regulire 2-Form und W eine kompakte Teilmenge von U.

Die Volumenelemente der Definitionen 1.1 und 1.8 induzieren bestimmte Volumina. Diese
wollen wir fiir verschiedene Relativhormalen im folgenden behandeln und u. a. ihre 1.
Variation berechnen.

Definition 3.1 Wir nennen
Vy = / wdu = / det(xy, ..., 2y, N)du
w w

das von N erzeugte Volumen von z[W],
Vo = / V |Det G|du
W
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das von der 2—Form G erzeugte Volumen, als Sonderfall

Vh:/ whdu:/ V| Det h|du
W w

das von h erzeugte Volumen und

Vn:/ wdu:/ @(U,Ul,---,ﬁn)du
w w

das von 7 erzeugte Volumen.

Zwischen Volumina und Relativhormalen besteht ein enger Zusammenhang: Zu jedem
Volumen gibt es (bis aufs Vorzeichen, siehe die folgende Bemerkung) genau eine Relativ-
normale, die es erzeugt (siehe [Manl]), und jede Relativnormale erzeugt ein Volumen.
Die Betrachtung bestimmter Volumina ist der eigentliche Grund fiir die Definition der
Manhartschen Familie (in [Manl]| wurden, wie bereits erwéhnt, Ny und Nyy iiber Volu-
mina definiert), der zentroaffinen Familie (siche Abschnitt 2.2.5) und der Normalen N,
und N, (Abschnitt 2.3).

Bemerkung: Ein Volumen sollte nicht negativ sein. Wir miiiten daher die Volumina
mit Betrdgen definieren. Wir rechnen aber mit dieser Definition weiter. Gleichheit von
Volumina bedeute Gleichheit bis auf das Vorzeichen.

Die Volumenelemente, d. h. die Integranden in der Definition 3.1, verschwinden nicht
auf U, haben also stets ein Vorzeichen. Wir kénnen also durch Umparametrisieren oder
Verwenden von —N dafiir sorgen, daf sie positiv sind!.

Spezialfille:

1.) Das euklidische Volumen ist das von der ersten euklidischen Grundform g er-
zeugte Volumen V. Es ist mit Vi, identisch wegen (2.7).

2.) Das von der Blaschkeschen Affinnormalen erzeugte Volumen Vy, nennen wir Affin-
volumen. Es fillt wegen Definition 2.3 mit dem von h, und dem von 7, erzeugten
Volumen zusammen. Bei der Blaschkeschen Affinnormale gilt also Viy =V}, = V/,.

3.) Das von der zentroaffinen quadratischen Grundform h, induzierte Volumen, das ist

1
wegen Abschnitt 2.3 auch das von (N,), = NZ induzierte Volumen, bezeichnen wir
als das zentroaffine Volumen.

Warum man dieses Volumen und nicht das von N, erzeugte als zentroaffines Volu-
men nimmt, wird etwas deutlicher durch 3.2.4 und 3.5: Es gibt beziiglich V keine
Minimalflichen, beziiglich V}, schon.

4.) Fiir eine Normale N = N, der Manhartschen Familie gilt:

w=det(xy,...,x,, N) = |Kc|%et(x1,..., 05, N.) =t |Kc|%w,

'Wir kénnen jedes einzelne Volumenelement positiv normieren, nicht unbedingt alle gleichzeitig. Mit
(1.14) gilt: w - @ = Det h. Ist sign Det h = —1, n gerade, so haben w,® verschiedene Vorzeichen
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Das von N erzeugte Volumen ist demnach

/wdu:/ |ICe | wedu.
W W

Wir nennen es N,—Volumen. Ist K, konstant, so ist Vi ein konstantes Vielfaches
von V..

5.) Fiir eine Normale N = N¢ der zentroaffinen Familie erhélt man:

w=det(xy,..., 2,3, N) = |K|%det(x1,. .., 20, N) = |K.|,

/wdu:/ |I€c|awcdu:/ |I€c|a_%wh0du.
W W W

Dieses Volumen nennen wir N®—~Volumen. Auch hier ist Vi ein konstantes Vielfa-
ches von Vy_ bzw. von V},_, wenn K. eine Konstante ist.

Es gilt daher

6.) Nach der Definition von N, NV, in Abschnitt 2.3 ist fiir eine beliebige Relativnormale
N das von N, erzeugte Volumen Vy, das von h erzeugte Volumen Vj, und das von
N, erzeugte Volumen Vy, das von 7 erzeugte Volumen V.

3.2 Bisherige Ergebnisse iiber Minimalflachen

Wir wollen hier einige Ergebnisse zusammenstellen, die sich mit Minimalflaichen bzw. der
1. Variation von Volumina bei ganz bestimmten Relativnormalen beschiftigen.

3.2.1 Euklidische Minimalflichen

Euklidische Minimalflichen erhélt man als Losungen eines Variationsproblems, ndmlich
als diejenigen Flidchen, die das kleinste euklidische Volumen unter allen Vergleichsflichen
haben. Das Problem ist sehr alt. Schon Lagrange (1760)? hat es fiir n = 2 gestellt. Er gab
eine Differentialgleichung fiir Flichen, die als Graphen dargestellt sind, an. Meusnier hat
kurze Zeit spéiter die Ergebnisse geometrisch gedeutet und den Zusammenhang mit der
heute als der euklidischen Mittleren Kriimmung H, bekannten Funktion gefunden, und
Zwar:
x minimiert das von N, induzierte Volumen = H, = 0.

Genauer: die 1. Variation von Vy_ verschwindet genau fiir H, = 0. Es gibt auch Flidchen
mit verschwindendem H,, die nicht minimal gegeniiber Vergleichsflichen sind. Nitsche
gibt Beispiele dieser instabilen Minimalflichen, siehe [Nit], die Paragraphen 111 und 119.

3.2.2 Affinminimalflachen

Bereits Darboux (1894/96) und Franck (1914/20) haben sich - teilweise unter einer ande-
ren Bezeichnung - mit diesen Fléchen beschéftigt, siehe [BI2], S. 178. Blaschke (1923) hat
die bis dorthin bekannten Ergebnisse in [BI2] zusammengefafit.

“Die historischen Daten stammen aus [dCa], S. 151, [Bl1], S. 236, und [Nit], S. 3.
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Es gilt: Die 1. Variation des von der Blaschkeschen Affinnormalen N, induzierten Volu-
mens verschwindet - analog zu euklidischen Minimalfléchen - genau fiir H, = 0.

Von minimalem Volumen 148t sich aber in der Regel nicht sprechen. Calabi hat in [Call]
bewiesen, dal bei n = 2 und bei definitem h die 2. Variation immer < 0 ist. Er schlug
vor, diese Flichen Maximalflichen zu nennen. In [VV] wird ein Beispiel einer Fliche mit
indefinitem h gegeben, bei der die 2. Variation verschiedene Vorzeichen hat.

3.2.3 II-Minimalflichen

Gléssner hat das Volumen V;; = V. fiir n = 2 untersucht, siehe [Gl]. Dieses Volumen
ist nach Definition auch das von Nj; induzierte Volumen, siehe [Manl] und Unterab-
schnitt 2.2.3. Glissner stellte fest, da$§ die 1. Variation genau fiir 2H, + 1 A.(log |K.]) =0
verschwindet, vergleiche [Gl], 2.2.b. Dieser Ausdruck scheint nichts mit einer Mittleren
Kriimmung zu tun zu haben. In Wirklichkeit ist er aber (bis auf einen Faktor) die Mitt-
lere Kriimmung bzgl. N1 = Npy, siehe [Man3] oder 3.7.2.

3.2.4 Zentroaffine Minimalflichen

Bei 3.2.1 und 3.2.2 ergeben sich Minimalflichen nur, wenn die jeweilige Mittlere Kriim-
mung H gleich 0 ist. Dies ist bei der zentroaffinen Normalen N, nicht moglich. H. ist
immer gleich 1. Wang untersuchte daher das von h, induzierte Volumen in [Wang] Die 1.
Variation verschwindet genau dann, wenn tr(VT) = 0 ist. Br schlug vor, VT als neuen
Shape-Operator zu benutzen, weil die Spur die gleiche Rolle spielt, wie die Spur von S
bei N, oder N,.

3.3 Grundlegendes iiber Variationsrechnung

Bevor wir die gerade definierten Volumina untersuchen, geben wir noch einige Informatio-
nen im Zusammenhang mit Variationsrechnung an, so z. B. Vergleichsflichen, Definition
und Bedeutung der 1. und 2. Variation, Schreibweisen, Stetigkeit.

V sei eines der oben definierten Volumina Vi, Vj, oder V,,. Wir geben notwendige Bedin-
gungen dafiir an, dafl x auf W das kleinste bzw. grofite Volumen V' unter allen Vergleichs-
flichen hat. Als Vergleichsflichen nehmen wir eine Schar von Flidchen, die in Richtung der
Normale von x abweichen und dies ausschliefllich im Innern von W: Sei f eine beliebige
differenzierbare Funktion, die zusammen mit ihren ersten Ableitungen auf dem Rand von
W verschwindet, d. h.

f|3W 08( )|3W:0,1§i§n. (31)

Wir definieren fiir® ¢ € IR eine Vergleichsfliche durch

xy:=x+tfN.

3Wir brauchen aber ¢ nur in einer Umgebung von ¢ = 0. In der Bemerkung am Ende von Abschnitt
3.3 stellen wir fest, dal zumindest da z; regulér ist.
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Die partiellen Ableitungen von z; (nach den u') erhalten wir durch Differenzieren der
rechten Seite:

xtij = D@jxti = l‘i]’ =+ tajai (f)N + t@i (f)N] + ta](f)Nl + thij
= ZUZ']' — taz (f)S]la?l — taj (f)SZlib'l — tfaj(Sf)xl — thfiUlj + ta]al(f)N

- (Fijl — t0,(f)S} — t9;(f)S; — tfd;(S}) — th’kajl>5Uz

(3.3)
+(h,,~j — 1S5y + tajai(f))zv

Wir berechnen das Volumen von x;

V(t) ::/Wd)tdu,

wobei @; eines der Volumenelemente von z; ist.

V' = V(0) kann hier nur ein Extremum sein, wenn V'(0) := 0;|;—¢(V (¢)), die sogenannte
1. Variation von V, fiir beliebige Funktionen f mit Eigenschaft (3.1) verschwindet. Dies
ist allerdings nur eine notwendige Bedingung: Wenn V’(0) fiir ein f nicht 0 wird, kann
dieses Volumen nicht extremal sein. Dennoch werden wir Flichen, fiir die die 1. Variation
eines Volumens verschwindet, als ,,Minimalflichen” bezeichnen.

Daneben berechnen wir noch die 2. Variation, also V"(0). Ist V/(0) = 0 und hat V" (0)
fiir verschiedene Funktionen f verschiedene Vorzeichen, so ist dies auch ein Hinweis, daf}
das Volumen nicht extremal ist. Weiter stellen wir jedoch keine Untersuchungen an, ob
und inwieweit das behandelte Volumen wirklich ein Minimum oder Maximum oder sogar
ob es ein relatives oder absolutes Minimum (Maximum) ist. Da

8tV(t) = 8t/ @tdu:/ Gt(cbt)du
w w

gilt, werden wir jeweils zuerst die Ableitung des Integranden nach ¢ berechnen und dann
integrieren. Dabei greifen wir auf die Ergebnisse von Abschnitt 3.4 zuriick.

Schreibweise: Die Groflen der Vergleichsfliche x; indizieren wir mit ;, d. h. he; ist die
euklidische quadratische Grundform von z;. Fiir die Ableitung nach ¢ schreiben wir ’ statt
O, also wy, = Oy(wne). AuBer bei der Ableitung nach ¢ lassen wir 0 weg, so schreiben wir
wy, fiir wpo, aber wy filr O |—o(whe)-

Lemma 3.2 Sei G, eine reguldire, symmetrische 2-Form fir jedes t in einer Umgebung
von 0. Auferdem sei Gy stetig und zweimal stetig differenzierbar in t. (G}’) sei die Inverse
zu (Gyj). Dann gilt:

L) —o(GY) = Gim_stat(Gtms)

2) 8t(D€t Gt) = Gijat(GmJ)Det Gt oder

8t (log |D€t Gt|) = G?@t(Gm) ‘

3.) 0 (log|Det Gi|) = GY 07 (Guij) — GY"G7°04(Gums) 0(Gij)

3,52 (Det Gt) ij a2 im s 8t(Det Gt)2
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Beweis: 1.) und 2.) sind analog zu Lemma 1.3 zu beweisen. 3.) folgt nach Ableiten von
2.) zusammen mit 1.). #

Bemerkung: Wegen

Juij = <$ti,$tj>
D i+ 10, (F)N + tf Ny, + t3; ()N + tfN;)
= gij +10;(f){wi, N) + tf (i, Nj) 4+ t0;(f)(N, 5) + t20:(£)3; (f)(N, N)

3.4
+20:(f) (N, Nj) + tf (N3, 25) + 1205 (f) f(Ni, N) + £22(N;, Nj) .

ist g; stetig in ¢ und damit in einer Umgebung von ¢ = 0 noch positiv definit. Weil sich
nun aber die euklidische Normale von z; eindeutig aus

(i, Nty = 0, det(xy, . .., Ty, Net) = / Det g,

ergibt, ist sie in einer Umgebung von ¢ = 0 stetig wegen Det g; # 0. Die Gréflen beziiglich
Nety etwa Kepy her, grady,, (Ket) sind alle aus den in ¢ stetigen x;, T4, Tk, Net, g¢ durch
stetige Funktionen berechenbar und damit stetig in ¢. Auch Ny, die Blaschkesche Affinnor-
male von x;, ist wegen ihrer Darstellung mit N, KCp; und he; stetig in £ in einer Umgebung
von t = 0. Fiir die Differenzierbarkeit nach ¢ gilt Analoges. Die Differenzierbarkeit nach
den anderen Variablen bleibt unberiihrt. Da Det h, # 0 ist, ist h,; wenigstens fiir ¢ in
einer Umgebung von 0 regulédr. Die bis hier zusammengestellten Eigenschaften regulérer
Flidchen gelten damit auch fiir diese Flichen z;.

3.4 Integralformeln zur Vereinfachung von Variati-
onsausdriicken

Wir geben nun einige, teilweise den Greenschen Formeln #hnliche, Formeln fiir Integrale
an, die wir zur Berechnung der 1. und 2. Variation in den néchsten Abschnitten einsetzen.

f sei ab jetzt in diesem Kapitel eine differenzierbare Funktion mit Eigenschaft (3.1). Die
folgenden Hilfssétze und einige spétere Rechnungen mit Integralen haben eines gemein-
sam: Es wird partielle Integration angewandt. Dabei tritt eigentlich ein Randterm auf.
Da dieser aber f oder 0;(f) als Faktor enthilt, verschwindet er jedesmal. Wir werden dies
im weiteren nicht mehr erwihnen.

Lemma 3.3 Folgende Integrale haben diese Werte:

1) / T(f)wdu = — /W tr(VT) fwdu, 2.) /W A(f)wdu = n / (VT fwdu,

w

T(f whdu——/ tr(VT) fwndu, 4)/ A(flwpdu =0,
W

/W
/WT /W tr(VT) fodu, 6.) / A(f)odu = —n /W tr(VT) fodu,
/W

1
T(f)fwdu = ——/ tr(VT) f2wdu,
2 Jw
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Beweis: Gebraucht werden (2.1) — (2.5). Mit partieller Integration erhalten wir fiir die
ersten zwei Integrale:

1) /W T(f)wdu = /W Ty fewdu

_ /W(ai(Ti)w + 04(w)T) fdu = — / (:(T") + T, 'T") fuodu

= —/ tr(VT) fwdu
2.) A(f)wdu = /W h(8;0;(f) — Tyi* 0k (f))wdu

(=0 (W) 0;(f)w — h90;(w);(f) — T ;¥ 04 (f)w)du
(—0:(h")0;(f) = hT,'0;(f) — hT Ok (f) wdu
(WIT, 0 (f) — WD, 00 (f) Jwdu

(W F0k(f) = WIT £ Ou(f) = W KEk(f) welu

I
oI I T

= | (k)
— o | T(f)wdu = VT)fwd
n/W (f)wdu n/Wtr( ) fwdu

Nach dem gleichen Muster kann man 3.) — 6.) beweisen.
Bei 7.) folgt aus

/W fT(f)wdu = /W T, (f)wdu
= /W(_al(f)Tlf — 2T — f°T'T M wdu
= [ (=) = (v

die Behauptung.
Nach partieller Integration ergibt sich (dhnlich wie bei 2.)) fiir 8.) zunéchst:

[ Atngedn= [ (=aT (s = 1007101yt

_
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Setzen wir 7.) ein, haben wir die gewiinschte Formel.
9.) und 10.) gehen analog zu 7.) und 8.). #

Bemerkung: Die verwendeten Spurterme héngen so zusammen:

~

tr(VT) tr(VT) + tr(K7) = tr(VT) +nT(T)
= tr(VT) +nh(T,T)
tr(VT) tr(VT) — nh(T,T)

Nun kommen wir zu Integralen, die fiir die 2. Variation von Bedeutung sind.

Lemma 3.4 Es gilt:
L[ R @0,07) = T 000 ~ Tut0. ()
= [ (A =AW +0T(7) = (1= 1)S(arads () (1)
+2n(Kr grad(£))(f) + ntr (VT)grady(f)(f) ) wdu
2) /W BRI (0,0;(F) — Ty 0()) (O (f) — Ty20u(f))ondlt
= [ (A0 =aTEDAD) = (= DS(gradu (D))
(K grady(1)) (1) + 50 tr(VT)grads(7)(1) )nd
Beweis: Auch hier benutzen wir (2.1) — (2.5). Wir integrieren zuerst
[ KT 0,0,(7)(00,() = Ty )t
partiell (partInt1) und erhalten unter anderem den Ausdruck
[ =0 )O300,) = T = Tui00. i

Dann schreiben wir I';,20,0,(f) + [}, 0;05(f) — I';,n010,(f) statt ', 20;0,(f) und ersetzen
mit der Integrabilitdtsbedingung von Gauf$ aus (1.1) 0;(T",7) durch 9,(I';,?) und andere

im
Summanden. Anschlielend integrieren wir wieder partiell (partInt2), um den Term

/ W W™ 0,0,(f)(9;0m(f) — T;,505(f))wdu
w
zu bekommen. Ausfiihrlich sieht dies so aus:
[ H@2,(1) = T, Ol 1))(00n () ~ D0,
w

pastlat1 /W (= 0" (03010 (F) = D5(T,)0s(f) = Tt 0305 (F):(S)
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—(0; (W)™ 4 B 0;(W™) 4+ W' W™ ) (00 (f) — T 105 (£))0:(f)
" WO (F) (00 () = L)) ) wil

(1.1) /W ( . hilhjm(alajam(f) _ al(l“jrfl)ﬁs(f) — anslalas(f))ai(f)
=Ty = Ty T = PSS + himS7)0s (£)0:(f)
—h" W™ (L2010, (f) — Typi0;05 () 05(f)

— @ (WY W™ — BT ;") (010 (f) — Tt 0s(£)):(f)
KT O @D () — T1,20.()) )

[ (W @,0,(1) ~ 0. ()0)
w
(DA YA™ 4+ O (R™) 4+ B BT (00 (f) = T s ()0 )
I — T T, 8)0,(£)0i( f)
—(n — DRI SED;(£)0k(f)
—hipim(r Lm0i0s(f) — T,,0;05(£))0:(f)
OB — BT YO0 (1) ~ Ta0,)D)
BT O (F) 00 (f) — Ty 5(f)) )il

_ /W (H 1™ (0,0m(1) = T 05 (1)0:0( )

(=T 4 WO (™)) (0;0m (f) — T s ())0i(f)
+h BT, (0;0(f) — L7 0,(f))oi(f)
—W' T K (00 (f) — Ty 05 () 0i( f)
—(n— )h”ska](f)ak(f)
—(@;(h")R™ — W' HT ;™) (010 (f) — Tt (£))05(f)

KT O @D () — T1,20.()) )

= [ () =aTeam +aTi)
—(n = DAISED; ()W)
+R O (W™) (0;0m (f) — Tn0s(f))0i(f)
FhUI(IE, + 1) (0,0 (F) — 004
=20 WK (010 (f) — Tyt 0s(f))0i(f
0, (W™ (@10 f) — T10s(1)):(f)
=B 4 TR0k (1) (010 () = T 05(f)) )i

A\,/_\\_/

o(f)
)

Durch Umbenennung von Summationsindizes und Sortieren der Summanden ergibt das:

/W WW™(0:0;(f) = T 04 () (010 (f) = D1y 0s(f))widu
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= [ (@ =T T
—(n —1)h7SF0;(f)0k(f)
+h WK (00 (f) — Tm0s(£))0i(f)
W WO () (D10 (£) = D0 (F)
(RO (W™ + hilhjkflkm — (KT hkm — hkmhljfkli)
(050 (f) = Tjm0s(f))0i(f)
ORI T (3,0 (f) — Ty, (F))i( f))wdu

(a0 =Ty +a1()

—(n — 1A 50, (f)0k(f)
—2h" T (O0k(f) = Ty’ 0s(1))Bh(f) )

A
[N}
=
[1=
o
w
&

Den dritten Term kann man durch partielle Integration noch anders ausdriicken:
| 2T @) - Do) fedu
W

— / (2h”nT’“8;(f)8,~8k(f)w+23k(hil)nTkal(f)ai(f)w
w
+20 "0 (T, (£)0i(f)w + 20" nT 0, (f)0i(f)T ] w
FRHNTHE 0,10 ) ) d

- /W (2h”nT’“8l(f)8,~8k(f)—2h,“fs,jnT’“al(f)8,~(f)
2Ry (THYO(F)O5(F) + 2hinT*3,( f);( f)ijj)wdu

= [ (2T o) 00k~ Fuon()
+2ntr(VT)h“@l(f)ai(f)>wdu

Daraus folgt fiir diesen Ausdruck

/W —2h,zlnTk(alak(f) _ Flksas(f))ai (f)wdu
- /W (2nT*n15,0,(HK ) + ntr (VTR0 /)D1(f) ) il

Schlieflich kann man diese beiden Summenterme invariant schreiben:

SEhU0;(£)0k(f) = S(gradn(f))(f),
Ky T h"0;()0s(f) = (K grady(f))(f).

Dadurch ist die Behauptung 1.) bewiesen.
Fiir 2.) geht man analog vor.
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Bemerkung: Man kann ebenso den Integranden des ersten Ausdrucks in Lemma 3.4
invariant schreiben: Dazu verwenden wir die 2-Form Vdf. X — h*Vdf(X,.) und YV —
h*V df(.,Y) sind (1,1)-Tensorfelder. Setzt man eines in das andere ein und bildet die Spur
iiber dieses neue (1,1)-Tensorfeld, ergibt das in lokalen Koordinatenfunktionen:

W™ (0:0(f) = T3 0k () (000 () = Ty 0s(f)) = trx (WY df (., 1"V df (X))

3.5 Variation der Volumina der zentroaffinen Nor-
malen

In diesem Abschnitt werden wir noch einmal die Ergebnisse von [Wang] in unserer Nota-

tion angeben. D. h. wir berechnen die 1. und 2. Variation der induzierten Volumina der

zentroaffinen Normale. Wang beschrinkte sich auf Flichen mit definiter quadratischer

Grundform und arbeitete mit einer Orthonormalbasis fiir A. Dies ist nicht unbedingt
notwendig. Wir lassen auch indefinite Formen A zu.

3.5.1 Die 1. Variation der Volumina

Zunichst betrachten wir N,. Die zentroaffine Normale von z; ist o — x4, d. h. also
Ny =o0o—x=0—(x+1fN,)=0—(x+tf(o—z))=(1—-tf)(o—x)=(1—tf)N..
Da Szi = 6?, N¢ = —x; gilt, bekommen die z4; und 24 eine einfachere Form als in (3.2),
(3.3):
zy = T +t0;(f)Ne+tfNey = x; — tfw; + t0;(f)Ne. = (1 — tf)x; + t0;(f) N
vk = (L—tf)va — tOk(f)ws — t0;(f)wr + 10k 0;(f) Ne

Wir bestimmen nun die 1. Variation der Volumina Vi, V3, und V;, indem wir zuerst die Ab-
leitung des jeweiligen Integranden wy, wy, wy nach ¢ berechnen. Dann folgt die Integration
mit den Hilfssétzen des vorigen Abschnitts.

Das von N, erzeugte Volumen

Wir bekommen fiir den Integranden wy:

wy = det(xp, ..., Tm, No) = (1 = tf)det(zy, ..., Tm, Ne)
= (I—=tf)det(L —=tf)wr,..., (1 —tf)xn, Ne)
= (L—tf)"det(zy,..., 20, N.) = (1 —tf)" w
= Ol=o(w) = —(n+1)fw=—(n+1)fHw

Es folgt fiir die 1. Variation von Vy:

V1 (0) = —(n—l—l)/wadu

Da f eine beliebige Funktion mit Eigenschaft (3.1) und w # 0 ist, existiert also keine
Fléche, deren Volumen Vy, ein Extremum ist. Minimalflichen im Sinne der euklidischen,
also Fliachen, fiir die Vy minimal oder maximal wird, sind nicht moglich bei dieser Nor-
malen. Gehen wir zu einem anderen Volumen.

71



Das von h,. induzierte Volumen

Es ergibt sich

det(ze, ..., Tin, Tiij)
= (1 —tf)det(zn,...,Tm, i) — t0;(f)det(zn, ..., Tm,z;)
—t0;(f)det(xy, . .., Ton, x;) + 10;0;(f)det(zp, . .., Tin, Ne)
= (1—tf)det((1— )xl,...,(l—tf)xn,hich)
+(1=tf)Y det((1 = tf)xr, .. tO(f)Neyo oo, (1= )20, Ty )

0;(f)det((1 —tf)zy, ..., t0;(f)Ney. .., (L —tf)xn, z;)
—ta (f)det((L —tf)zr, ..., t0;(f)Ney ..., (L= tf)zy, ;)
+t0;0;(f)det((1 —tf)xy,..., (1 —tf)xn, N;)
= (1=tf)" " hyjw — (1= tf)"to,(f)T;;'w
+t(1 — tf)"1420;(f)0;(f)w + t8:0;(f) (1 — tf)"w

und daraus

det(ze, ..., Tin, Tiij) _ det(zp, ..., Tin, Tiij)
det(l'ﬂ, e ooy Tiny th) (]‘ - tf)n+1w

hyj =

= hij+t(L—tf)"0;0:(f) + 262 (1 — tf) 20 (f)0;(f) — t(1 — tf)flaz(f)rijl

Olo(his) = 90:(f) = A(f)T".
Aus Lemma 3.2 kann man folgern
s i | ij 1
Gt(log |u)ht|) = 8t(10g |D€t ht|) == htjat(htij)§

Hier gilt also
Wh

3t|t:0(wht) = hijat|t:0(htij)% = (A(f) - NT(f)) 9

Wir kénnen jetzt mit Hilfe von Lemma 3.3 V/(0) berechnen:

v,/ (0) = /ngodu = g/wtr(@T)fwhdu

Daher ist es verstidndlich, dafl Wang als neuen Shape—Operator vT vorschlug. Das Ver-
schwinden der Spur von VT zeigt das Verschwinden der 1. Variation eines Volumens an.

Deshalb nennen wir Flichen mit tr(VT) = 0 zentroaffine Minimalflichen.

Beispiel aus [Wang]: Die eigentlichen Affinsphéren mit Zentrum o erfiillen diese Glei-
chung. Das sind Flichen, deren zentroaffine Normale ein konstantes Vielfaches der Blasch-
keschen Affinnormale ist, siehe [NoS], S. 43. Weil jedoch das Blaschkesche Tschebyschew-
vektorfeld T}, = 0 ist, verschwindet auch 7' als konstantes Vielfaches hiervon*. Wir haben

daher insbesondere VT = 0, also auch tr(VT) =

4Man wende das Korollar zu Lemma 1.11 an.
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Das von der Konormalen induzierte Volumen

Dieses Volumen wurde nicht von Wang untersucht. Man nimmt die Gleichung (1.14), die
ebenso fiir z; gilt, d. h. |ww;| = w?,. Daraus folgt nach logarithmischer Ableitung nach :

Op(wy) Qat(wht) B Oy (wy)

(3.5)

Wi Wht Wy

Fiir die zentroaffine Normale ist damit

wp = (A(f) =nT(f) + (n+ D).
Nach Lemma 3.3 ergibt das

V,(0) = /W@(')du = 0+/W(n+ 1) fodu.

Daraus folgt, dafl es beziiglich dieses Volumens, wie bei Vy auch, keine extremalen Fléchen
gibt.

Ergebnis: Im Gegensatz zum Fall der euklidischen Normalen gibt die Mittlere Kriimmung
H,. von N, keinen Aufschlufl iiber die Minimalitit eines Volumens. Sowohl das von N,
als auch das von 7. induzierte Volumen, das ist das von N! induzierte Volumen nach
Abschnitt 2.3, wird nicht extremal (die 1. Variation verschwindet nicht). Das von h,

1
induzierte Volumen, d. h. nach Abschnitt 2.3 das von N/ induzierte Volumen, wollen wir
zentroaffines Volumen nennen. Seine 1. Variation verschwindet fiir ¢r(VT) = 0.

3.5.2 Die 2. Variation des von h, induzierten Volumens

Wir berechnen nur die 2. Variation des von A, erzeugten Volumens. Nur fiir dieses Volumen
gibt es Fléachen, fiir die die 1. Variation 0 wird, wie wir in 3.5.1 gezeigt haben.

Die 2. Variation der anderen Volumina kénnen wir auch bestimmen, nur macht es fiir
unsere Zwecke keinen Sinn, da die 1. Variation nicht verschwindet.

Leiten wir h;; zweimal nach ¢ ab, bekommen wir:
O} li—o(hui;) = 2£0;0;(f) + 40;(f)0;(f) — QfFijkak(f)
Es gilt zunéchst:

1 W W2
07 (log |wnt) = §8f(log |Det hy|) = w_ht (W)
Daher folgt mit Lemma 3.2:

o Wh .. Wh wh 2
Why = _hllhjmat|t:0(htlm)at|t:0(h’tij)7 + hl]aﬂt:O(hti]’)? + <ﬁ> W,

W
- _%hilhjm(aiaj(f) - Fijkak(f))(alam(f) — Ly 05 (f))wn
+%hij(2faiaj(f) +40:(f)0;(f) — 2fFijkak(f))wh
1

+(AW) = nT () n.
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Dies ist zu integrieren. Nach Lemma 3.3 und 3.4 ergibt sich mit S = id:
V(o) = / wllydu
W

= [ (= 50 = aTA) + 5 arad(1)(5)

n

(K gradu(f))(£) = 7§ tr(VT)grada(f)(f)

+F(A(f) = nT(f)) + 2gradn(f)(f)

+2(AG) = nT ()7 ndu

_ /W i (= AW+ 72T - 2(n + D FA()

—on(Kr grad,(f))(f) — ntr(VT)grad,(f)(f)
+2f%n tr(@T))whdu

Fiir zentroaffine Minimalfliichen, d. h. t(VT) = 0, hat man daher:

1

) = [ (= AU T) - 20+ DA

—2n(Krp gmdh(f))(f))whdu

Beispiel von Wang: Die eigentlichen Affinsphéiren mit Zentrum o - fiir sie gilt 7" = 0 -
haben als 2. Variation

V0D = [ S 20+ DA andu

1 g

= [ LW+ 2 DRI
W

Ist h negativ® definit, dann ist V}/(0) < 0. Wenn A allerdings positiv definit ist, kann das

Vorzeichen von V}'(0) je nach Funktion positiv oder auch negativ sein. In dem Fall ist

Vi, = V4 (0) bestimmt kein Extremum.

3.6 Variation der Volumina bei allgemeinen Relativ-
normalen

In diesem Abschnitt werden wir die Integranden der 1. und 2. Variation fiir eine beliebige
Relativnormale bis auf einen Ausdruck, der nur von der Art der Normalen abhéingt,
bestimmen.

Um die 1. oder 2. Variation fiir eine spezielle Normale zu berechnen, setzt man den dieser
Normale entsprechenden Ausdruck ein und integriert. Dies ist im wesentlichen der Inhalt
der beiden néchsten Abschnitte.

5Wang beschrinkt sich auf Flichen mit definitem h. Elliptisch und besonders hyperbolisch haben in
[Wang] nicht diesselbe Bedeutung wie hier im 4. und 5. Kapitel, vgl. auch [NoS], S. 125.
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Sei daher N = ¢N, + x.(Z) eine beliebige Relativnormale und N, die Relativnormale von
xt, die N entspricht, d. h. die Normale der gleichen Art (etwa die euklidische Normale von
x;, wenn N die euklidische Normale von x ist oder, wenn N = N, ist, die Normale aus
der Manhartschen Familie von z; mit dem selben Index «). V; kann man auch darstellen

als Linearkombination der Blaschkeschen Affinnormale N, von x; mit einem tangentialen
Vektorfeld, ndmlich
Ny = ¢ Ny + 24.( 7).

Dabei ist ¢; die Stiitzfunktion von N; beziiglich Ny und Z; ergibt sich aus ¢;, und zwar
durch Z, = —gradp,,(¢;). Wir haben schon festgestellt, dal Ny, hy stetig und gentigend
hiufig differenzierbar in ¢ sind, zumindest in einer Umgebung von ¢ = 0. Um die 2.
Variation ausrechnen zu konnen, miissen wir verlangen, daf} ¢; stetig in ¢ und mindestens
zweimal differenzierbar in ¢ = 0 ist. Das ist aber fiir die Fille, die hier behandelt werden,
stets erfiillt.

Bezeichnung: Wir nennen det(xy1, ..., T, Ty;) nun dy;. Ist b die quadratische Grund-
form von N, gilt:
. 1
dij = dgij = hijw und d9¥ = hY —.
w
Der folgende Hilfssatz vereinfacht einige der spéteren Berechnungen:

Lemma 3.5 FEs gilt fir die Ableitungen der dy;; und ihrer Determinante:

1) 8t|t:0(det(xt1, vy Ttpyy xtij)) =: d;]z]

= 8283 (f)w — Fijlal(f)w — fhzj tr Sw — fS’Zkhk]w
2)  Oli=o(log|Det(duj)|) = A(f) = nT(f) = f(n+1)trS

3.) 07 li=o(det (w1, - . ., Ton, Tiij)) = doij
= 2wf(trST,;™ — S/"T;, ) Om(f)
+w fA((trS)? — S8, ) hi
—2wf trS(—fohkj + 0;0;(f))
+2w0n (F)(0:(F)S]" + 0;()SI* + fO;(S[") + FSiTy;™)

4)  Ofli=o(log|Det(dy;)I)
= —(n+1)f*5"S,
+207 (S0 (f) — FSI"Ty; O (f) + 20, (F)B(F) ST + F;(S7)0m(f))
~h W™ (010 (F) = T 0 (£) (@05 () = T 04 (1))

Beweis: 1.) Man setzt x4, und z; ein in

at(det(xﬂ, A ) xtij)) :Z d€t(l‘t1, Ceey at(l'tk), v ooy Tiny l'tij)+d€t(l't1, v ooy Tins 8t(xtij)).
k

Aus (3.2), (3.3) erhilt man

wh. = O(f)N — fSa,
thy = (0S8} = 0,(1)S! = FO,(S!) = FSIT, Dy
+(—fohkj + 0;0:(f))N.
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Insgesamt ergibt sich:

at|t:[)(d€t(ﬁl'1t1, <oy Ttmy fvtij))

= Zdet(ml, e By ey Ty i)+ det (T, Ty, 20;5)

= Zdet 1, .-, O(f)N — fSkxl,...,xn,xij)

+0 +det(zy, ..., 70,0;0;(f)N — fSFh;N)
= hij(—=fSH)w = T, 0 (f)w + (8:0;(f) — fSFhj)w
_ (aiaj( f) =Tyt 0u(f) — fhajtr S — fohkj)w

2.) Nach Lemma 3.2 gilt

Orli=o(log | Det(dyj)|) = d]3t|t o(dm)
1

= A(f)—nT(f)—f(n )trs.

3.) Man setzt 2y und x4; aus (3.2), (3.3) ein in die zweite Ableitung.

a2|t O(det(xtla c oy T,y CUtij)) = at|1t:0(31t(d€t(ﬁl'1t1, <oy Tim,y xtij)))
= Oli=o Zdet Tty ey Ol(Tu)y - -y T xtij) +det(zey, - - ., Tin, at(xtij)))

= E det( $1,---,$01,---,$0m,---,$n,$ij)
I#m

+0 + Zdet(ml, e Ty ey T x;)ij)
+Zdet(m1, e Ty ,xn,xgij) +0, da 9} (xy) = 0} (4;) =0
)

= w(fSIT,™ = ST )0m(f) + w(fSpT = £S5,T,™)ai(f)
+w(f2555m fQSmSl )hij 2wal( fohkj + 0;,0;(f))
+2u)6m(f)(&(f)S;?1 + @(f)S{” + f0,;(S{") + foFljm)

= wa(trSFijm — sg"rijl)am(f)
+wf2((tr5)2 — S{”an)hz-j —2wf trS(—fohkj + 0;0;(f))
+2w0m () (0:(F)S]" + 0;(F)ST" + fO;(ST") + FSIT,;™)

Wir kénnen oben >, ~durch }7,  ersetzen, weil der Summand bei [ = m 0 wird.
4.) Nach Lemma 3.2 ist

0 li=o (log | Det (dui;)|) = d 0} |i=o(duij) — d"d"™ tli=o(dris) Otle=0 (dum).
Den ersten Summanden erhélt man mit 3.) als

A0} |i=o (i)
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= 7 (2f(trST,;" = SP"T,")0m(f)
+F2((trS)2 — SPSE ) hi; — 2 trS(— £SEhy; + 3:0;(f))
20, (1) (O:(/)S" + 0;(F)SI" + [9;(S") + [SIT,;™))
= =2ftrS(A(f) = nT(f)) + (n+2) f*(trS)* — nf>S/" Sk,
+207 (= ST 5 0 (f) + 20 (£)O(F)ST + F0;(ST)0m(f) + FSIT1" O (f)),

den zweiten nach 1.) als

A" ™ 3y 1=0 (dyim) Osli=0 (dui;)
= B (= f (b tr S + SEhim) + 00m(f) — Tk 0k (f))
(= f(hijtr S + SFhy) + 0,0;(f) — Fijkak(f))
= BRI f (b tr S 4 SFhpn) f (haj tr S + SFhy;)
2RI (0,0 (f) — Dyf O () f (i tr S + SEhyy)
+h W00 (f) = Ty Ok ())(030;(f) — Ti" 0k (f))
= B f2tr Shijtr S + 207 f* tr SSih; + h'S] [257 b,
=20 (80 (f) = Ly Ok () f 11 S
—2h™ F ST 0,0, (f) — T, 0k (f))
+h ™ (010 (f) = Ty O (£))(8:0; () = T3 0k (f))
= (n+2)f2(trS)? + f25mst
=2ftr S(A(f) — nT(f))

=2h" £ ST (010 (f) = Tiyn Ok (f))
+h R (0,0, (f) — Fm]fak(f))(aiaj(f) - Fz’jkak(f))'
Nach Subtraktion folgt 4.). #

Bemerkung: Das Volumenelement w; ist wegen
Wy = q det(xtl, <oy Tin,y th)

und der Stetigkeit von ¢; stetig in ¢. In einer Umgebung von ¢ = 0 ist w; # 0, da w # 0
ist. Das bedeutet
SN Wy = SN W.

Da signw; in dieser Umgebung eine Konstante ist, gilt

‘/ widu :/ |wt|du:signw/ wydu.

W W W

! (/ |wt|du> = sign -w & </ wtdu> , ] =1,2.
W W

Wir werden feststellen, dafl

Es folgt damit

/8g|t:0(wt)du:/ FI - wdu
W W
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ist mit Funktionen F7, j = 1,2, die je nach Ordnung der Ableitung und Art der Normalen
eine andere Form haben. Insgesamt erhélt man

ag|t0(/w|wt|du) :/VVFj-|w|du.

Auch wenn wir w; nicht als positiv voraussetzen und V(¢) als | [ wydu| definieren wiirden,
kénnten wir mit den Ergebnissen aus 3.5, 3.7, 3.8 arbeiten, indem wir nur das Vorzeichen
entsprechend dndern wiirden. Das ist ein weiteres Argument, der Einfachheit halber davon
auszugehen, dafl die Volumenelemente jeweils > 0 sind. Man sieht hier auch, daf§ das
Vorzeichen der 2. Variation dasjenige von F2, dem einen Faktor im Integranden, ist.

3.6.1 Die Integranden der 1. Variation der drei induzierten Vo-
lumina

Wir werden hier die Ableitungen der drei Volumenelemente nach ¢ fiir ¢ = 0, d. h.
Wy Whos Wy, darstellen durch die Flichengrofien beziiglich N und einen Ausdruck, der nur
von der Stiitzfunktion ¢; von N; beziiglich N,; abhéngt. Dazu nutzen wir die Beziehungen
der drei Volumenelemente aus, die durch (2.9) und (3.5) gegeben sind.

Zunichst behandeln wir w; und wy;: Wir haben zwei Gleichungen, die sowohl w; als auch
wpe enthalten. Wir eliminieren zuerst wy; und l6sen nach w; auf. Im einzelnen geht das so:
Wir erhalten hy;; aus

det - ny Ttid dy;j
hti]‘ _ € (xtla y Lipy Tt ]) _ ﬂ (36)
Wi Wy
und nach Lemma 3.5
wh Detd
w—hho = 8t|0(10g|wht| 8t|t 0 IOg \ |D€tht 8t|t 0 | |w |nt|)
¢
1 n
= §5t|t=0(10g |Det dy]) — §3t|t=0(10g |wi])
1
= (~(n+1)ftrS+A(f) —nT(f) - n%)i.
Das ist die eine Gleichung. Die andere erhalten wir aus (2.9), d. h. |w;| = Iqt wht| Nach

logarithmischer Ableitung gilt

w n+2q¢ W
e R i 1 (3.7)
Wi 2 q Wht

Setzen wir wj,, aus der ersten Gleichung in (3.7) ein und 16sen nach wj auf®, erhalten wir

!/

! dp 1
== — (= 1 A(f)—nT ) )
A q0w+n+2( (n+1)ftr S+ A(f) —nT(f))w (3.8)
Mit (3.7) folgt dann sofort:

o =~ B 5 (o D ftr S+ () = (1)) (3.9)

®Dies ist stets moglich, denn —2 # 1.
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Bemerkung: Das Vorgehen ist eine Verallgemeinerung dessen, was normalerweise zur
Berechnung der 1. Variation von Vy bei N = N, angewandt wird. Nur ist dort die zweite
Gleichung einfacher: Man setzt in die erste Gleichung statt (3.7) bzw. (2.9) dort |w¢| = |wp
ein, siehe etwa [VV].

Jetzt konnen wir mit (3.5) wj berechnen:

l

o 1 ~
Wy = (n—i—l)%w—i-?( (n+1)ftr S+ A(f) —nT(f))w (3.10)

Es bleibt allerdings ein Quotient Z—g stehen, den man nicht kennt, wenn man keine ndheren
Angaben hat, um welche Normale es sich handelt. Kennt man ¢;, kann man einsetzen und
erhilt den Integranden der 1. Variation. Ist N z. B. die Blaschkesche Affinnormale, so ist
¢; = 1 und der Quotient verschwindet. In den folgenden Abschnitten 3.7, 3.8 werden wir
die entsprechenden Ausdriicke fiir die Manhartsche und die zentroaffine Familie ausrech-
nen. Wir héitten auch schon bei N, so rechnen kénnen, aber die einfache Form der Gréflen
(Ny = (1 —tf)N,, SF = 6F) legt es nahe, es wie in Abschnitt 3.5 zu tun. Wir werden aber
in Abschnitt 3.8 NV, als Spezialfall erhalten.

3.6.2 Integranden der 2. Variation

Wir betrachten nun den Integranden der 2. Variation des von der Normalen induzierten
Volumens: Dabei gehen Wir wie in 3.6.1 vor mit einer Ableitungsstufe hoher: Aus zwei
Gleichungen, die wy und wy, enthalten, eliminieren wir wj, und lésen nach wg auf.

Zuerst bestimmen wir 8t|0(:%) mit Lemma 3.5:

62|t o(log |wpel)

Detd
— —a li=o(log | Det hy|) = 82|t o(log | " |nt|)
t

= —52|t=0(10g |Det dy|) — §3§|t=0(10g |wil)

__n + lfQSmSl
+h”(f5i’”3j3m(f) — ST 0 (f) + 20()0:(£) S + £0;(S1)0m(f))

—ghwm(alamm — T f0u(1)) (305 (f) = TF k(1)

wl

~50=o())

Das ist die eine Gleichung, die wj und wy, enthilt. Setzen wir sie in die nach ¢ abgeleitete
Gleichung (3.7) ein’, bekommen wir

!

wy _n+2 q; Why
U2 = "2 0o+ 0o (22

Whit

"Dies ist die zweite Gleichung. Es ist die Verallgemeinerung von |w{j| = |w}/,|, siehe 3.6.1.
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n+2 n+1

F2smst

OUi=o(L) -
ST TS 00(1) + DTS+ 50T
= S @100 (1) — T kO ()@0() — T, k(1)

wl

~5o=o(7h)

Losen wir nach wj auf, so ergibt das

o (q;>w+( by — 11 pagp
2 WISP0,0,() — FSIT D) + 200 (DANST + F0,(5)00 (1))
@)~ TS0 OD,T) ~ T ) (3.11)

Das ist der Integrand der 2. Variation des von N erzeugten Volumens. Wir konnen mit
den nach t abgeleiteten Gleichungen (3.7) und (3.5) noch die Integranden fiir die anderen

Volumina berechnen. Aus
! 2 ! !
o (2) =520 () +a ()
Wi 2 qi Whi

folgt
Who wp, n+2 q, who\’
w—ho = a1t|1t:0(;t) T at|t:0(;) + <w—ho>
— _ﬁ q_, i n+ 1 m Ql
= =50 () + () = g S0 Sm
2 (FS70,0,(7) fslmri/am<f> £ 20u (NS + O,(S7)0m(F))
—%Hh“hjm(azam(f) — T, E0u())(@:0;(F) — T 0e(f). (3.12)

Analog geht dies bei w.

3.7 Anwendung auf die Normalen der Manhartschen
Familie

Wir werden in diesem Abschnitt die 1. Variation von Vy, Vj, und V; und die 2. Variation
von Vy fiir Normalen der Manhartschen Familie bestimmen, indem wir die Ausdriicke Z—:‘;
und 8t|t:0(g—:i) berechnen, in die Gleichungen (3.8), (3.9), (3.10) und (3.11) von Abschnitt
3.6 einsetzen und mit Hilfe der Ergebnisse des Abschnitts 3.4 integrieren.

Fiir die Berechnung der Stiitzfunktion ¢; benutzen wir eine Eigenschaft der Stiitzfunktion

bei Normalen der Manhartschen Familie: Sie ist eine bestimmte Potenz der euklidischen
Gauflschen Kriimmung.
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3.7.1 Die 1. Variation der induzierten Volumina

Sei N = N, eine Normale der Manhartschen Familie. IV, ist in diesem Fall die Normale
N der Manhartschen Familie von x; mit dem Index «r. Wir mé6chten ja das Volumen von
xy, das Vi, entspricht, bestimmen, also V}_,, und dann dieses Volumen nach ¢ ableiten,
also O|i—0(Vn,,) berechnen. Fiir z; als einer (fiir ¢ in einer Umgebung von 0) regulidren
Fldche gelten die bis jetzt beschriebenen Eigenschaften, also auch die Beziehung (2.14)
der Stiitzfunktion ¢; von N; beziiglich Ny, zur euklidischen Gauflschen Kriimmung K, fiir
eine Normale der Manhartschen Familie:

|Qt| = |’Cet|7

Es gilt nach logarithmischer Ableitung nach ¢:

/ !

K
% = JYli=o(log |q]) = Olr=o(log |[Ker") = v 722
0

Ke
K. ist aber auszudriicken mit Hilfe der Grundformen I1; = h,; und g¢;, namlich
. Det het
" Detg,
Es gilt daher:
IC,
lCeO = at|t:0(10g |’Cet|) = 3t|t:0(10g |D€t het|) — 3t|t:0(log Det gt)

Wir miissen also nur die beiden Summanden 0|y(log |Det h.;|) und 0|o(log|Det g;|) be-
stimmen. Erst einmal berechnen wir den Summanden mit g;. Dazu verwenden wir:

Lemma 3.6 Man kann diese Skalarprodukte so mit den lokalen Funktionen und q. =
|Ce|®* ausdriicken:

(N,N) = ¢+ h"9;(log |ge|)h™* ) (108 |ge]) gim
(i, N) = —h"™ 0 (1og|qe|)gim

(Ni,N) = h™0,(log |ge|)S? gjm

(xj, Ni) = —SFgj

(Njs Ni) SIS Gm

Beweis: Wir setzen N = ¢, N, — h"™ 0 (log |q.|) ., nach Definition 2.4 und N; = —ngj
ein. #

Wegen (3.4) und Lemma 3.6 gilt
g0i; = O (f)wi, N) + 0i(f)(xs, N) + fxs, Nj) + flx;, Ny
= —0;(f)h*™ 0, (10g |qe]) gim — 0 (f) W™ 0k (108 |qe]) gjm — £S5 gri — S grs-

Aus Lemma 3.2 folgt damit die Darstellung des Summanden 9;|o(log Det g;):

9tli=o(log | Det g;|) = gijg(')ij
= g7(=0;(f/)h*" 8y (10g |ge)) gim — O:(F)WF 0 (10g |ge|) gjm — FSEgri — FSE ki)
= —2(0;(f)h" 0k (log lge]) + f tr S)
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Nun kommen wir zu 9y|o(log |Det het|): het erhalten wir aus

det(xtla <oy Tin, l"tz‘j) dtij
Boyii = — . 3.13
& det(xp, ..., Tiny Net)  \/Det g; ( )
Mit Lemma 3.5 ist
|D€t dt|
Otli=o(log |Det het]) = 0li=o(log —5
li=0(log | Det he|) A O(Og\/m )
n
= 8t|t:0(log |D€t dt|) — §3t|t:0(10g Det gt)
n
= —f(n+DtrS+A(f) —nT(f) - §5t|t:0(10g Det g;).
Wir haben jetzt die beiden Summanden berechnet. 0;|o(log |K|) ergibt sich als
K, n+2
IC—O = A(f)=nT(f)— (n+1)ftr S — 5 Ot|i=o (log Det g;)
e0
= A(f) =nT(f) + ftr S+ (n + 2)0(f)h" 0 (log |gc|)-
Fiir v # 0 kann man dies wegen (2.15) so darstellen:
0o ]Clo
By = A = nT () + fir ) + 20T (£) (3.14)

Ist v = 0, das ist genau fiir N = N, der Fall, so kann man i. a. ¢. nicht als Potenz von
g = 1 ausdriicken (es sei denn, |IC.| = 1). Hier fillt einerseits der ganze Ausdruck rechts
weg, denn 7' = T, = 0. Andererseits ist ¢, = 0, weil ¢, = 1 fiir jedes ¢ gilt. Daher kann
man die Darstellung (3.14) auch fiir ¥ = 0 nehmen.

Wenn man (3.14) in (3.8) einsetzt, d. h.
wy = Y(A(f) =nT(f)+ ftr S)w + 2anT (f)w
b (= ) fir S + A() —nT (1))
= a(A(f)+nT(f))w+ («—1)ftr Sw,

und integriert, erhélt man nach Anwendung des Lemmas 3.3
Vi(0) = / wgdu:/ (a—1)ftr Swdu
w w
= / (o — 1) fnHwdu.
w
Das in 3.2.1 und 3.2.2 Erwéhnte gilt also allgemein fiir - fast - die ganze Familie: Fiir

alle Normalen N, der Manhartschen Familie, aufler fiir Ny = N;;;, verschwindet die 1.
Variation des von N, erzeugten Volumens genau dann, wenn H = H,, identisch 0 ist.

Definition 3.7 Wir wollen Flichen, fir die fir ein o € IR die Mittlere Kriimmung
H = H, beziiglich N, identisch verschwindet, N,—Minimalflichen bzw. N,—minimal
nennen.
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Wir werden dies auch fiir & = 1 tun, obwohl hier die 1. Variation immer verschwindet. In
3.7.3 werden wir darauf noch kurz eingehen.

Wir kénnen nun aqch die 1. Variation der anderen Volumina berechnen. Setzt man ndmlich
den in (3.14) fiir Z—g erhaltenen Ausdruck in (3.9) und in (3.10) ein, ergibt das

Wy = —gv(A(f) —nT(f)+ ftrS)w, — gQOznT(f)wh
b (= 1) 1S+ A() = 0T (7))
= LA~ " T ()~ " b S,
0y = —(n+YA) =nT(f)+ ftrS)o— (n+1)2anT(f)
b (0 ) tr S+ A() = nT (1))

= (—(n+Da+1)(A(f) —nT(f))w— (n+ 1)2anT(f)w — (n+ L)af tr Sw.
Integriert man diese Terme, so erhilt man nach Lemma 3.3
1
Vy(0) = / whodu = / _nat (nT'(f) + ftr S)wrdu
W W 2

1 A
= / na (tr(VT) — H)n fwpdu,
w2

V,(0) = /W@()du = /W —a(n+ 1)2nT(f) + f tr S)odu
= / —a(n+1)(H — 2tr(VT))nfwodu.

Fiir die anderen Volumina gilt daher Entsprechendes wie bei V. Die 1. Variation von V},
verschwindet genau dann, wenn tr(@T) — H = 0 ist, auler bei o = —%, dort verschwindet
die 1. Variation immer. Das ist aber schon bekannt, denn aus Abschnitt 2.3 wissen wir,
daf

(N_1)p= N1 = Nt

ist, und das von N;;; induzierte Volumen hat stets eine verschwindende 1. Variation.
Die 1. Variation von V;, verschwindet fiir H — 2¢r(VT) = 0, aufler bei o = 0. Das von der
euklidischen Konormale erzeugte Volumen ist das von

(No)y = N1 = N1z
erzeugte Volumen.

Ergebnis: Wie beim euklidischen und dquiaffinen Fall verschwindet bei Normalen der
Manhartschen Familie die 1. Variation des von der Normalen erzeugten Volumens, wenn
die Mittlere Kriimmung bzgl. dieser Normalen identisch 0 ist.

3.7.2 N,—Minimalflichen und Mittlere Kriimmung

Wir werden nun die Mittlere Kriimmung H, durch euklidische Gréflen darstellen, Gleich-
zeitigkeitsprobleme untersuchen und die Mittlere Kriimmung beziiglich N, und N, aus-
rechnen.
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Wie wir in 3.7.1 gesehen haben, verschwindet die 1. Variation des von N = N, erzeugten
Volumens genau fiir H = 0. Dabei ist H die Mittlere Kriimmung beziiglich der Nor-
malen N aus der Manhartschen Familie, nicht notwendig H,. Wir kénnen aber H mit
euklidischen Groflen ausdriicken. Wegen (1.5), (2.12) gilt:

Ac(log |Ke|) = tr(@e gradp, (log |KC.|)) = —2n tr(@e T.)
nl,(grady, (log |K.|)) = nT.(log |K.|)

1
= —ggmdhe(log IKc|)(log |K.]) = —2n2h6(Te,Te)

Nach Lemma 2.1 und Definition 2.4 erhalten wir

A

nH =trS = qetr Se + tT(VeQegradhe (lOg |Qe|)) + getr Keg’radhe (lOg |qe|)

~

= qenH, + qetT(VegTadhe (log |Qe|)) + gradp, (log |q6|) (QB) + QenTe(log |q6|)

= qe(nH, + tr(Vegrady, (log|g|)) + grady, (log |g|)(log [¢e|) + nTe(log |g.]))
= |[K.|*(nH, — 2antr(V.T,) — 2a(l — 2a)n?h.(T,, T.))

1
= |Kc|*(nH, + aA.(log |K.|) — 504(1 — 2a)grady, (log |K.|)(log |K.])) (3.15)

Man vergleiche (3.15) mit (3.11) in [Man3].

Fiir a = % und n = 2 hat man bis auf einen nicht verschwindenden Faktor genau den
Ausdruck, den Gléssner fiir //-Minimalflichen errechnete, siehe 3.2.3. Beispiele fiir 11—
Minimalfléichen sind in [Gl] und [Man2] angegeben.

Man kann jetzt auch die Fille ndher betrachten, in denen Fléchen gleichzeitig N,— und
Ng—Minimalfléichen sind fiir zwei verschiedene reelle Zahlen «, 3: Der Ausdruck in (3.15)
muf} dann fiir beide Zahlen 0 werden, es folgt deshalb:

1

nH, + aA.(log |K.|) — 5&(1 —2a)grady, (log |K.|)(log |Ke]) = 0
1

nH, + A (log |ICc|) — 55(1 — 2f8)grady, (log |Kc|)(log |K.[) = 0

Zieht man die zweite von der ersten Gleichung ab und teilt durch o — 3 # 0, so ergibt
das:

nH, + aA.(log|K.|) — %a(l —2a)grady, (log |Ke|)(log [ICe|) = 0
1
Ac(log|Ke]) = 5 (1 = 2(a + B))grady, (log[ICe[)(log IC[) =0

Beispiele: Eine Fliche, die gleichzeitig euklidische und I/-Minimalfliche ist, muf} die
Gleichungen fiir « =0, § = % erfiillen:

H, = 0
Ae(10g|lce|) =

Eine euklidische und zugleich Affinminimalflache erfiillt sie mit a =0, § = #2:

H, =0

Ac(log|Ke]) — 5 grady, (log [KCe|)(log |Kc[) =0

(n +2)
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Fiir eine 71— und Affinminimalfliche setzt man o = %, B = -1 ein:
n+2

1
nHe+§Ae(log|lCe|) =0

Ac(log [Ke|) +

5 9rad.(log [K.[)(log [K.[) = 0

In [Gl] werden Beispiele fiir n = 2 angegeben.
Nun untersuchen wir, welche Flichen N,—Minimalflachen fiir alle & € IR sind. Das gilt

bereits, wenn eine Fléche fiir drei verschiedene Zahlen «;, ¢ = 1,2, 3, N,,—Minimalfliche
ist. Denn die drei Gleichungen

1
nH. + a;Ac(log |[KC.|) — 5042-(1 —2a;)grady, (log |[K.|)(log |[K.|) = 0,1 =1,2,3,

oder in Matrixschreibweise

1 (6%} 041(1 — 2@1) 7’LH€ 0
1 ay (1l —2a0) A, (log |[KCe|) =10 ],
1 a3 az(l—2a3) —sgrady, (log |K.|)(log | Ke|) 0

sind genau dann erfiillt, wenn
H, = A.(log |K.|) = grady, (log |K.[)(log [K[) = 0

gilt. Denn die Matrix ist genau dann regulér, wenn die «; verschiedene Zahlen sind. Der
Vektor rechts der Matrix muf} also der Nullvektor sein, d. h. die Komponentenfunktionen
verschwinden. Mit diesen Funktionen verschwindet jedoch der Ausdruck

1
nH. + aA.(log|C.|) — 504(1 — 2a)grady, (log | K. |) (log | KCe|)

fiir jedes a.

Beispiel: Fiir n = 2 ist die Wendelfliche eine N,~Minimalflache fiir jedes «. Das folgt
aus der Bemerkung in 2.4.1, vgl. [Gl], Satz 11.

Sei N eine beliebige Relativnormale mit der quadratischen Grundform h. Wir berechnen
nun die Mittlere Kriimmung H;, = tr S, von N, in Groflen beziiglich N. Es gilt wegen
(2.10) und Abschnitt 2.3 mit ¢ = n,(N)

- -~ = - 5 5 n—+2 5
Ny =qN 4+ 2.(2), Z = —grad,(q) = —q grad,(log|q|) = ¢ gradp(log|q|) = nqT.

Deshalb erhalten wir nach Lemma 2.1 fiir die Mittlere Kriimmung von Np:

trS, = qtrS —tr(VngT
= qtrS — mjtr(@T
= qtrS — mjtr(@T
= {trS — n(jtr(@T

=qtrS —ngtr(VT) —nT(q)
—nqtrKr — ngT (log|q|)
—ngnT' (T) + ngnT'(T)

= gn(H — tr(VT))

~— ' N N
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Bei Normalen N = N, der Manhartschen Familie ist das fast der Integrand von V}/(0).
Es gilt damit (auBer fiir o = —+): Die 1. Variation von V}, ist genau dann 0, wenn die
Mittlere Kriimmung von N}, identisch verschwindet.

Wir kénnen analog die Mittlere Kriimmung von N, berechnen:

trS, = qn(H — 2tr(VT))

Die 1. Variation von V; verschwindet (aufler fiir « = 0) genau dann, wenn ¢rS, = 0 ist.
Das ist kein Zufall. Bei allen Normalen N = N,, der Manhartschen Familie (aufler & = 1)
ist das Verschwinden der Mittleren Kriimmung mit dem Verschwinden der 1. Variation des
von N erzeugten Volumens dquivalent. N, ist - wie NV - auch aus der Manhartschen Familie
und erzeugt das von h induzierte Volumen, dessen 1. Variation genau fiir tr(VT) —H = 0
verschwindet. Also muf die Mittlere Kriimmung von N, ein Vielfaches von H — tr(VT)
sein. Genauso ist es beim von der Konormalen erzeugten Volumen.

Fiir zentroaffine Minimalflichen gilt das nicht, dort verschwindet die 1. Variation von
Vi, vergleiche 3.5, wenn ¢r(VT) = 0 ist. Die Mittlere Kriimmung der Normalen (N,),,
verschwindet nach den obigen Berechnungen aber genau dann, wenn H — tr(@T) =1-
tr(VT) = 0 ist. Beide kénnen nicht zusammen verschwinden. Das ist schon ein Hinweis,
dal das Verschwinden der Mittleren Kriimmung nicht immer das Verschwinden der 1.
Variation des von der Normalen induzierten Volumens impliziert. Bei den Normalen der
zentroaffinen Familie ist das so, vergleiche Abschnitt 3.8.

Bemerkung: Ist N = N,, 5o ist a = —5 und T' = 0. Es gilt

1
Va(0) = Vi0) = V;(0) = =2 [ puttedu,

was nicht tiberraschen kann, denn bei N, stimmen Vi, Vj,, und V;, iiberein. Nicht nur bei
Ny, sondern auch bei Ny ist das so.
Betrachten wir jetzt den Fall, da8 |[IC.| = ¢ konstant ist. Fiir eine Normale N = N, gilt

dort ebenfalls T' = 0, auch bei o # 5, vgl. (2.12) und (2.15), und es folgt:

Vi (0) = /W(a — 1)e*nH, fwdu

Vx(0) ist ein konstantes Vielfaches von V3, (0). Das scheint selbstverstéandlich zu sein, weil
sich die Volumina Vy und Vi, nur durch einen konstanten Faktor unterscheiden. Bei der
zweiten Ableitung ist es aber nicht so, dazu mehr in 3.7.3.

Wir fiihren diesen Vergleich von V3 (0) und Vy (0) durch, obwohl es sich eigentlich i. a.
um verschiedene Variationen mit verschiedenen Vergleichsflichen handelt. Wir lassen dies
aufler acht. Fiir V}(0) berechnen wir das von N; erzeugte Volumen der Vergleichsfliche
x+tfN, bei Vy (0) das von N erzeugte Volumen der Fliche 2 +¢fN,. Es gilt N = c*N,.
Verwenden wir bei der Variation von Vy, die Funktion ¢*f, sind die Vergleichsflichen
gleich: x + tfN = x + tc*fN,. Daraus folgt aber nicht, dal auch fiir die Normalen
N; = c*Ng; gilt.
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3.7.3 Die 2. Variation des von der Normalen induzierten Volu-
mens

Bei der zweiten Variation gehen wir dhnlich wie in 3.7.1 vor: Wir stellen 0|9 (3—;) nach

(2.14) durch he; und g, dar, setzen dies in (3.11) ein und integrieren.

Wir berechnen zuerst den Summanden mit g; von

07 |i=o(log |q:]) = 707 |i=0(log | Ket|) = 7(at2|t=0(10g |Det hey|) — 07|10 (log Det gt)).

"

Hierzu leiten wir fiir gg,; (3.4) zweimal nach ¢ ab und verwenden Lemma 3.6. Wir erhalten

07 li=o(gug) = 20:(f)0;(F)(N, N) +20;(f) f(N, N;) +20;(f) f(N, Ni) + 2f*(N;, N;)
= 20,()0;(f)(qZ + h*'B* "0y (log |ge|) Dm (108 |ge]) gsr)
+20;(f) fR"Om (10g |ge|) St got + 20;(f) f 1™ O (l0g | ¢e|) S g
+2%5; S gim

und daraus

990 i=o(9u) = 2970:(/)9;(f)(4Z + h*'H*"0)(log |qc[) O (10 |g. ) gor)
4970, £) Fh O (108 |g.]) Sl
+29" f25;S7" gurn-

Daneben gilt, wenn man gp,;; aus 3.7.1 verwendet:

gilgjmat|t:0(gtij)at|t:0(gtlm)
= g"g"™(0;(f)1"* O (log |qe|) gis + 0: (f)h** Ok (log |ge)) gjs + £ SFgrs + F ST gui)
(O (f)R** 0 (10g | qe| ) g1s + O (f)R 0 (108 |¢e ) Grms + [ ST Gom + f Sk git)
= g"(0;(f)n*" O (log |qe|) + £S5
(O ()1 Ok (10 |ge|) g1s + O (f) 1" Ok (108 |ge] ) gms + £ SF Gem + f Sgit)
+97"(9;(f)hM Ok (log |qe|) + £55)
(O (f)R** 0 (108 | qe|) g1s + O (f)R 0 (108 |¢e ) Grms + [ ST Gom + f Sk git)
= (Bi(S)P* 0 (10g |ge]) + fS7) (O ()P Ok (l0g |gc]) + f5S},)
+g"(8:(f) "0k (10g |ge ) + £S7™) (D1 ()11 (108 |ge| ) gms + FST Grm)
+(0;(f)h*" 0, (108 |gc]) + S (A ))R 0k (log |ge|) + fS])
+97" (0 (f)P*' 01 (10g ge|) + £55) (O ()P Or(10g |ge]) gus + f Sy Git)
= 2(0(/)W*" O (log |gc|) + fS7") (O ()P Ok (log lc]) + f5S),)
+2¢" (8 (f) "0k (10g |ge ) + £S7) (Di(f) 101 (108 |ge]) gums + ST Grom)

Zusammen ergibt das nach Lemma 3.2

a152|t:0(10<‘-]§ Detg;) = _gilgjmat|t:0(gtij)at|t:0(gtlm) + gij83|t:0(gtij)
= —=20;(f)h*" ) (10g |ge|) O (£)h* D5 (l0g lge])
—40;(f)R*F" O (log |qc|) £ S, — 27 STS),
+2¢"0:(£)9;(f)q:.
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Nun kommen wir zum anderen Summanden: Aus Lemma 3.5 folgt

| Det d,| )
VDet g,"
= 2|i=o(log | Det dy|) — gaﬂtzo(log Det g,)
= —(n+1)f*S"s,,
+2h,ij(fS{”8j8m(f) — fSlmFijlam(f) + 20, (f)0, (f)sm + f0;(S™ 0 (f))
— B ™00 () — Tk 0 (£))(0:0;(f) — Ti* 0 (f))
—gaﬂtzo (log Det g;).

07]o(log | Det hey|) = 97 [1=o(log

Insgesamt erhalten wir damit fiir 97 |;—q(log [Ke):

02 |,—o(log | Ket|) = 02|1—o(log | Det hey|) — 02]1—o(log Det g;)
= —(n+ 15,
F2 (ST 0,0 (F) = ST O () + 20m(FOUF)ST + F0,(ST) (1))
—h W™ (0,0 (f) — Do 0 (£))(0:0;(F) — T1* 0k (f))

on + 2
82|t O(IOg Det gt)

= fZSmen
+20"7(fS70;0m(f) — fSlTnFijlam(f)+2a (£)0:i(f)S]" + f0;(57)0m(f))
W ™(0,0m (f) = Ty (£))(8:0;(f) = T 0k (f))
+(n + 2)0;(f) W0k (108 |ge]) 9 (£)1* s (10g | ge )
+2(n + 2)3i(f)h*™" 0y (log |gc]) Sy,
—(n+2)g"0:(£)0;(f)a:
Fiir 07|,=0(log |¢;|) bedeutet das

07 li=0(l0g lae]) = 70} |i=o (log |[KCer )
= 7f*S"S,,

+29h7 (fS7"0;0m(f) — fSlTnFijlam(f)+2a (£)0:(f)S]" + f0;(57)0m(f))

YW W™ (80 (f) = Ty Ok (£)) (0:0;(f) — Ty Ou(f))

+y(n +2)0;(f) 1" 0k (10g |ge|) 0 (£) 10 (log |ge )

+27(n + 2)0,(f) "0k (log g |) £S5,

—y(n +2)g70:(f)0;(f)gz-
Ersetzen wir mit (2.15) fiir 7 # 0 einige Terme der Form h"0;(log |g.|) durch
so ist

nTl

81:2|t:0(10g @:]) = VfQSzmen

+2vh" (fS]"0;0rm (f) meF ! O (f)+2a (£)0:(f)S;" + f0;(S{")0m(f))
B W00 (f) = Ty Ok (£))(0:0;(F) — T* k()

+2anT(f )hkmak(log|qe|) Om(f) + 4ad;(f)nT™ St
—y(n+2)g"0:(f)0;(f)4:
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Ahnlich wie bei (3.14) gilt dies nicht nur fiir v # 0: Fiir v = 0 (N = N,) wird der
Ausdruck rechts 0, da 7' =T, = 0 gilt. Da ¢, = 1 ist, ist mit ¢ und g; auch die linke Seite
0. Deshalb kann man die Darstellung fiir v = 0 ebenfalls nehmen. Damit haben wir den
Term 0~ 0(q ) vollstéindig berechnet. Setzen wir ihn in (3.11) ein, erhalten wir

=L = Nf25rSk
+29h7 ([ S 0;0,(f) = [SI"T3j 0m(f) + 20,()Di(F)S] + FO;(S7)Om([))
YR B (00 (f) = Tim Ok ())(0:0;(f) — Ti5" 0 (f))
+2anT (f)0;(f)h*0,(log |qe|) + 4ad;(f)nT™fS:,
—y(n+2)g”:(f)0;(f)a

et 1f25msl + (AW +nT() + (a - 1)ftr5>2

+?h“(f5§"3j3m(f) — [SI"Ti 0 (f) + 200 (F)O(F) ST + fO;(S1")Om(f))

WO (f) ~ T kO OD,() ~ T 0k
= (a-nrsps,
F20hI(FSP,0m() = TSI 0 (1) +
—ah (@10 (1) Tk 0L(1)) (00,
+2anT (f)0:(f)h*0,(log |qe|) + 4ad;

—(n+2)7990:()9;(f)a? + (a(A(S

+ 20, (1)0:(f)S] + [0;(ST)Om(f))
Ly 0k (f))
finTmfS:

+nT(f)) + (o — 1)ftrS)2.

Das mufl man integrieren. Vorher werden wir den zweiten Summanden des Integrals mit
partieller Integration noch vereinfachen, denn dieser ist fast 9;(h f S0y, (f)w):

/W W (fS]0;0m(f) = FSI'T i Om(f) + Om (F)0;(f) ST + F0;(ST) 0 (f) )wdu
= [ (- wrsr on(pe+ 0y (101570 (1))
w
—0;(h7) £ S0y (f)w — hijfsfam(f)Fj/w)du
(22 / (=h'IT £S7 O (f)w + 0+ BT FS7 0 (f)w)
w
= [ 2paTtSpo, (fedu (3.16)
w

Die Gleichung (3.16) gilt auch fiir andere Relativnormalen. Setzen wir (3.16) ein und
verwenden Lemma 3.4, so bekommen wir

Vi(0) = /Ww(')'du

_ / (0= 1) 725750, + 20090, (F)O:(1)S}"
w
—4a fnT*S0,,(f)
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—a(A(f) = nT(f)(A(f) +nT(f))
+a(n — 1A S;oL(£)9;(f)

—2ah™ nT™ K}, 0,(£)0i(f) — antr(VNT)h"0;(£)0;(f)
+2anT ()R 9y (10g |¢]) O (f) + 4ad;(f)nT™ £ S,
—(n+2)79"70;(f)9; (f)|Ke|*

(@A) +nT(f)) + (o — 1) ftr S)Q)wdu.

| (= 0r57s, + atn+ DW90,(NOUNS]

—2ah™nT™ K} 0,(f)0i(f) — antr(NT)h"0,(f)oi(f)
+20*nT (f) 1" 0y (log |Ke )i (f)
—(n+2)7g"0i(£)0;(f) el

oo — D)A(f)? + 222 A(f)nT(f) + ala + 1)n*T(f)?

+2a(a — 1) (A(f) +nT(f))ftr S+ (a— 1)2f2(tr S)2>wdu.

Fir H = 0 erhalten wir in invarianter Schreibweise

Vi(0) =

/W ((0 = 1)7%r(S 0 ) +aln +1)S(grady(£)(f)

—2an(Krgrady(f))(f) — antr(VT)grady(f)(f)
+20nT(f)grad,(f)(log |K,|)

—(n +2)y grady(f)(f) ™

ta(a — DA()? + 202A(F)nT () + ala + 1)n?T f)?)wdu.

(3.17)

(3.18)

Das ist die 2. Variation einer N,—Minimalfliche in den Grofien beziiglich N = N,. Dieses
Integral ist i. a. nicht immer positiv, wie der Name Minimalfliche es andeutet. Es kann
auch verschwinden, es gibt sogar Fille, in denen verschiedene Vorzeichen auftreten je
nach verwendeter Funktion f. In dem Fall ist Vy sicher kein Extremum. Wir werden
Vi (0) spéter fiir Spezialfille betrachten.

Zuerst formen wir aber fiir v # 0 das Integral [i,, b7 S70,,(f)0i(f)wdu etwas um. Es gilt
zum einen mit Lemma 2.1

S(X) = qeSe(X) + Vxgrady(log |g.]) — X (log|ge|)grady(log |gel|),

zum anderen ergibt sich fiir die Matrix (h%)

(hd) = (heis) ™ = ((Sem) (935)) ™" = (955) ™" (Sem) ™"

und daher (h¥)(S',,) = (¢/). So erhalten wir, da h*¥ = q.h¥ ist,

7S

= hYq.S + bV (9; (W™ 0k (log |ge|)) + T "h**0p (log |qel))
—h"9;(log |g.|)h*™ D5 (log lg. )
= ;g™ + h(0;(h™ 0y (log |ge|)) + T; W6, (log |ge )
—h"0;(log |ge|)h*™ D5 (10g |ge]).
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na2

Fiir v # 0 schreiben wir nach (2.15) statt grady(log|g.|) nur Tonyay - Integrieren wir
partiell, 1Bt sich der mittlere Term von [}, b7 S}y, (f)0i(f)wdu weiter veréindern:

[ @) £ T 1)0n P

= [ (00T 00 (1) = W00 )0 )
WIT" O 1)) — KT O 1) (T
BT T 04 f) O () )i

= [ (=108 1)0u1) + HITO.(NO T,
Ty £)0;0m () + BT " T°04( )0 f) ) il

= [ (~@w e
R (D, T 0 () = T" 050 ()01 f) )

Den zweiten Summanden kennen wir aus dem Beweis von Lemma 3.4:
[T 0,1) = T 0,00 (1)
_ /W (W KT 0, (NN f) + %hifai( 1o;(f)r(VT) )wdu

Zusammen ergibt das fiir v #£ 0

| Wanpansydn= [ oo, (0ot
w

w
noa

0 [ (=280 + AT T+ 20 01T

Fh0,(£)0;(f)tr (VT — 2079, (log |qe|)0s(f)T( f))wdu. (3.19)

Bemerkung: Es gilt bei trS =0

0= (ZS,’;)Q =3 sk 2y sk

k<l

Deshalb ist fiir n = 2

SLSm = (S1)? 4+ S2S) + 8182 + (S2)% = —25152 + 25281 = —2Det S = —2K.

Spezialfille:
1.) N =N,
Wir setzen o =0, v = —n+r2 in (3.18) ein: Fiir euklidische Minimalfiichen gilt

Vi0) = [ (-1l + 40110y

91



V = V. ist der Levi-Civita-Zusammenhang von ¢. Nach partieller Integration er-
halten wir den Ausdruck

Vi) = /W (= £2518h, = 0g™MO, (1) f = 4900, (1)f = g70;(f) T el
_ /W (= 12818k, = 670:0;(£)f + 9T, 0u(f) ) wlu
_ / (_ FSmst — Ag(f))fwdu
w

mit dem von ¢ induzierten Laplace-Operator A,.

Ist n = 2, so folgt fiir die 2. Variation von Vy
VIO = [ @FK+ e grady (£)]Phuda
w
- / (22K = Ag(f)f)wdu,
w

wenn ||z,(X)]]? = (z.(X), 2.(X)) = g(X, X) die euklidische Norm bezeichnet.

Die Untersuchung, ob V}/(0) positiv oder negativ ist, fiilhrt zu einem Eigenwert-
problem, siehe [Bl1], Paragraph 116, [Nit], Paragraph 108. Beide verweisen auf die
Gesammelten Abhandlungen von H. A. Schwarz.

8

N = Nbi
Wir setzen o = =5, v =0, T'= 0 in (3.18) ein: Fiir Affinminimalfléichen ist damit
" n+1 2gm gl iJ m 1 2
V) = 55 [ PSSt 190,(N0U)S] — g AU

Wie in Unterabschnitt 3.2.2 erwéhnt, hat Calabi bewiesen, daf} fiir n = 2, h definit
dieser Ausdruck < 0 ist, weitere Untersuchungen gibt es etwa bei [Kral], [Kra2]. In
[VV] wird anhand der Wendelfléiche gezeigt, dal die Ungleichung fiir indefinites h
nicht immer gilt: V(0) hat verschiedene Vorzeichen fiir verschiedene f und kann
kein Extremum sein. Fiir uneigentliche Affinsphéren, d. h. Flachen mit S = 0, ist
Vi (0) auf alle Fille nichtpositiv.

N # N, und |[K.| =: ¢ # 0, ¢ konstant. Dann ist 7" = 0. Aus Lemma 1.11 folgert
man, indem man Z = 0, ¢, = ¢* einsetzt:
hY = c®h7 S = c*ST A(f) = *A(f),w = “we

el

Nach (3.19) erhalten wir:
[ 1ann0)spwdn= [ g0, f)adwiu
147 w
Fiir Viy (0) ergibt sich mit (3.17), (3.19):
Va0 = [ (= PSSk + HI0n(NOUN)SE + £2(tr S
w
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Daher gilt, wenn wir (3.17) benutzen:

V0 = [ ((a=DFSPSh + aln+ DA0,(10.0)S]
—(n+2)vg" 0 ()0; ()| e

tala — DAf)? +2a(a — DA(f) ftr S+ (o — 1) f2(tr S)Q)wdu

_ /W ((a = 1)128181, = (a = DAT0.(NO:())S]"

tala — DA()? + 2a(a — DA(F)Ftr S + (a — 1)2f2(tr 5)2)w

= (@-1) /W (fZS{”an — W90, (F)Oi(f)S]" — f2(tr S)Z)wdu

+a(a— 1)/W (A(f)2+2A(f)ftrS+f2(tr S)Z)wdu

= —(a—1)VE(0) +a(a — 1)/ (A(f) + ftr S)*wdu

Damit ist - anders als bei der 1. Ableitung - VJ(0) i. a. kein konstantes Vielfaches
von V (0). Das gilt fiir ein beliebiges f nur, wenn o = 0, d. h. N = N, oder a = 1
ist. Schon in 3.7.2 sind wir darauf eingegangen. Wenn es {iberhaupt moglich ist, die
verschiedenen Variationen zu vergleichen, sollte man bedenken, daf fiir |K,|* = ¢*
zwar die Volumina Vy = ¢*Vy, und die Normalen N = ¢*N, konstante Vielfache
voneinander sind. Fiir ¢ # 0 muf} das nicht mehr erfiillt sein, |K,;| muf also nicht

konstant ¢ sein.

N = Nyp: Wir setzen oo = 1 und (3.19) in (3.17) ein. Das vereinfacht die Gleichung,

es gilt

Vv (0)

w

| (@ nmian(nonsy

20T K 8,(£)8:(f) — ntr(VT)R™8,(f)d;(f)
+2nT(f)R*™8),(10g |¢e|) O (f)
—(n+1)g"0;(f)0;(f)q?

F2A(F)nT(f) + 2n2T(f)2)wdu

| (e naa,naine

2(::11) (A(f) +nT(f)nT(f)
n2(n +1)
T
n(n+1)
o1 N (ir(VT)

_%ﬂ%( F)RE" 0, (log |, O ()

20 T™ K3, 05(F)0:(f) — ntr(VT) W8, f)0;(f)

W0, (f) K O (£)T

_|_
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+2nT (f)h*" 0, (1og |ge|) O (f)

—(n+ 1)g"0:(£)0;(f)a;

20 )T (f) + 20°T(f)? ) wilu
= 0

fiir jede Fliche, auch wenn tr S # 0 ist. Bei N;;; ist damit sowohl die 1. als auch
die 2. Variation stets 0 und daher keine Aussage moglich {iber die Minimalitit des
Volumens Vi;r.

Ergebnis: Bei der 2. Variation 148t sich keine einheitliche Tendenz bzgl. der Definitheit
feststellen, siehe auch [Gl], S. 195. Es treten sogar fiir die relativ einfachen Ausdriicke
bei N, und N, die verschiedensten Félle auf: Es gibt Fléchen, bei denen V{(0) nur ein
Vorzeichen hat, aber auch solche, bei denen das Vorzeichen je nach Funktion f wechselt.
Der Fall V{(0) = 0 tritt bei N = Ny;; immer auf.

3.8 Anwendung auf die Normalen der zentroaffinen
Familie

Wir untersuchen jetzt die entsprechenden Ausdriicke fiir Z—g bzw. 0;|i—o (%) bei Normalen
der zentroaffinen Familie. Hierbei gehen wir analog zu Abschnitt 3.7 vor. Der Unterschied
besteht im wesentlichen darin, daf§ wir die Stiitzfunktion ¢; bzgl. Ny, aus (2.18), nicht aus

(2.14) erhalten.

3.8.1 Die 1. Variation der induzierten Volumina

Sei also N = N aus der zentroaffinen Familie. N; ist dann die Normale N§ aus der
zentroaffinen Familie von x; mit dem Index a. Nach (2.18) gilt

!
~ ~ K
% Otli—o(log i) = Bsli—o(log |Ker|") = ¥Orli=o(log [Ker]) = =2
do K.
I@Ct ist aber auszudriicken durch
= Det(det(xy, ..., Tm, v4u5)) Det d;
o det(xtl, vy Tipy th)n-i-Z - det(xtl, R ) th)n—l—? '

Dabeli ist
Ny=o—x,=0— (x+tfN)=0—x—tfN=N.—tfN.

Anders als in 3.5 ist N, i. a. nicht ein Vielfaches von . Es folgt also:
at|t:0(10g |,€Ct|) = 3t|t:0(log |D€t dt|) — (n + 2)8t|t:0(10g |d€t(l‘t1, vy Tip, Nc — th)D
Wir kiirzen det(zy,. .., 2,, N;) durch w, ab. Es gilt

w=det(ry,...,2T,, N) =det(x1,...,Tn,q:Ne) = qew,.
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Dabei bezeichne ¢, = |K.|*. Aus Definition 2.6 erhalten wir:
N = ¢.N, — z.(grady(log |g.|))

Zur Berechnung von 8;|o(log |K|) bestimmen wir zuerst schrittweise den Summanden
Ot|i=o(log |det(z1, - . ., Tin, Net)|):

O|i=o(det(xy, . . ., Tyn, Ne))
= Zdet(xl, ey Ty - -+ Ty N
k

= Zdet(xl,...,ak(f)]\f—fS,lcxl,...,xn,Nc)
k

= —0(f)h"0i(log |gc|)we — Si fw

= —gradp(log |q.|)(f)we — ftr Sw,
Otli=o(tfdet(ze, ..., T4m, N))

= fdet(z1,...,25, N)+ 0= fqw,
Olt=o(log |det(z, - - ., Tin, Net)])

1
= at|t:0(d675(51%1, ooy T, Ne ))w—

c

= —grady(log|g.|)(f) — ftr S — fq.

Den anderen Summanden erhélt man aus Lemma 3.5. Zusammen gilt damit

%’ = A(f) =nT(f) = (n+ 1) ftrS = (n + 2)(=gradn(log|g.)(f) = fir S = fqc)

= A(f) =nT(f) + ftr S+ (n + 2)grady(log |gc|)(f) + (n + 2)qcf.
Fiir v # 0 kann man dies mit (2.19) so darstellen:

& 7’2 — Y(A(f) = nT(f) + ftrS) +(n +2)af + 2anT(f)

Mit den gleichen Uberlegungen wie bei (3.14) gilt diese Gleichung auch fiir v = 0: Ist
v = 0, das ist genau fiir N = N, der Fall, fillt einerseits der Ausdruck auf der rechten
Seite weg, denn T = T}, = 0, andererseits ist ¢y = 0. Obiger Ausdruck ist (3.14) #hnlich,
nur der Summand y(n + 2)g.f, der i. a. nicht verschwindet, ist jetzt dabei.

Wenn man den Ausdruck fiir Z—E in (3.8) einsetzt, d. h.
wy = YAf) =nI(f) + fir S)w + 20T (flw + v(n + 2) fgew
b (o 1)t S+ A() 0T (7))
= a(A(f) + 0T (f))w + (o= 1) f tr Sw+y(n+ 2)¢cfw,

und integriert, erhdlt man nach Anwendung des Lemmas 3.3

Vi (0) = /Ww(')du: /W <(a— 1)ftrS+fy(n+2)qu>wdu

= /W f((a —1)nH + v(n + 2)qc)wdu
_ /W F((0 = DnH + 5 (0 + DK ) wilu.
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Wir nennen X )
nH = (a —1)nH + v(n + 2)|IC.|*.

V/.(0) ist genau dann 0, wenn H verschwindet. Wir definieren analog zu Definition 3.7:

Definition 3.8 FEine Fliche mit H = H, = 0 nennen wir N®~Minimalfliiche oder
N—minimal.

Wir konnen nun auch die 1. Variation der anderen Volumina berechnen. Setzt man namlich
2 in (3.9) und in (3.10) ein, ergibt sich

o = A — AT (e — e S = S(n - 2) facen,
0y = (—(n+1Da+1)(A(f) = nT(f)o— (n+1)2anT(f)o — (n+ 1)af tr So

—(n+1)y(n+2)fgw.

Integriert man das, so folgt

Vi0) = [ st = [ (PR 0T() + firS) = G0+ faendu

- /W(”O‘;r Ltr(9T) - HYnf - gv(n +2) fae)wndu,
V,(0) = /W@gdu = /W(—a(n +1)2nT(f)+ ftrS) — (n+ 1)y(n+2) fq.)wdu
_ /W(—a(n +D)(H = 260 (VT))nf — (n+ 1)y(n + 2) fao)odu.

Die 1. Variation von V}, und von Vj, verschwindet damit genau dann, wenn der jeweilige
Integrand verschwindet. Die Integranden sind den an der gleichen Stelle in Abschnitt 3.7.1
auftretenden Ausdriicken dhnlich, der Unterschied besteht nur in dem Summanden mit
g, der nicht verschwindet.

A~

3.8.2 Mittlere Kriimmung und H

Wir driicken H in zentroaffinen Gréfen aus und betrachten Gleichzeitigkeitsprobleme.

Sehen wir von dem Fall N = N,, d. h. v = 0, ab. Dann haben wir eine andere Situation
als bei N, und Nj. Ist die Mittlere Kriimmung H gleich 0, verschwindet die 1. Variation
von Vy nicht, auler im Fall N = N, es ist sogar so, dafl das Verschwinden von H anzeigt,
daf es sich nicht um eine Minimalfliche handeln kann. In diesem Fall ist

Vi (0) = /W fy(n+ 2)|Ke|*wdu

und verschwindet nicht fiir beliebige f.
Nur wenn H = 0 ist, verschwindet die 1. Variation.
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H ist die Mittlere Kriimmung zur Normalen N = N aus der zentroaffinen Familie. Wir
konnen analog zu Abschnitt 3.7.2 H mit zentroaffinen Groflen ausdriicken. Mit (1.5),
(2.17) ist

A.(log |I€c|) = tr(@c gradp, (log |I€c|)) = —-2n tr(@CTc)
nTc(gmdhC(log IK:])) = nT.(log |K.|)

1 - N
= —§9mdhc (log |KC.|)(log |K.|) = —2n? he(Te., T.)

Nach Lemma 2.1 und Definition 2.6 ergibt sich analog zu den Rechnungen bei (3.15) mit
H. =1

nH = |KJ|%n —2antr(V.T.) + 2a(2a — 1)nh(T.,T.))
= [Kel"(n+ 0 (log|Kel) + sa(20 — grads, log |K.])(og K ))
Damit erhélt man
nH = |KJ]%n+1)(2a—1)
—2a(a — 1)K, (n tr(V.L) — (20 — 1)n*hy(T, TC))
= |K.|*(n+1)(2a — 1)

(3.20)
+a(a— 1)K <Ac(log IICe|) + %(2@ — 1)gradp, (log |K.|)(log |ICC|)>
Man erkennt gleich, dal fir « = 0 und o = 1 H stets von 0 verschieden ist. Genauer:
Fiir oo = 0 ist nH = —(n 4 1), fiir @ = 1 ist nH = |K.|(n + 1). In beiden Fillen kann
es keine Minimalflaichen von Vjy geben. Das haben wir auch schon in 3.5.1 gesehen. Das
von N, = N? induzierte Volumen und das von der zentroaffinen Konormalen induzierte
Volumen, das ist das von N} = (N,), induzierte Volumen, kénnen keine Extrema sein.

Jetzt untersuchen wir, ob zwischen H = H), bzgl. Nj, und dem Integranden von V}(0)
auch ein Zusammenhang besteht, dhnlich wie zwischen der Mittleren Kriimmung von N},
und dem Integranden von V}/(0) bei Normalen der Manhartschen Familie in 3.7.2. Wie in
3.7.2 werden wir sehen, dafl sie Vielfache voneinander sind.

Genauso wie in 3.7.2 werden wir aber nicht vorgehen. Dort haben wir allgemein fiir eine
beliebige Relativnormale Hj, berechnet. H aber kénnen wir nicht fiir beliebige Normalen
mit Hilfe von Lemma 2.1 darstellen, wenigstens nicht in der Form, in der wir oben H de-
finiert haben, weil diese Definition vom Index « der Normalen innerhalb der zentroaffinen
Familie abhéngt.

Aus diesem Grund stellen wir H), und den Integranden beide durch die zentroaffinen
GrofBen dar und vergleichen dies.

Zu dem Zweck driicken wir zungchst 7' und ¢r(VT) mit zentroaffinen GroBen aus: Nach
(2.17) und Lemma 2.1 ist®

T = —(n+2)yq¢T,,
#(VT) = 0.2 (Ad(log K.
r = {qc o Y\ RAclog [Ae

n—2

a grady, (log | K./ (log [K.]) ).

8Fiir T erhélt man hier ein Vielfaches von T,. Analog ist bei Normalen der Manhartschen Familie T
ein Vielfaches von T,.
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Damit kann man den Integranden der 1. Variation von V}, so ausdriicken:

na+1
2

= K= (n+ Da+

n+2
9 qc

noa+1lna—1

2n 2
na+1na —

1 - _
—a R grady, (log K. ) (log K- )

(tr(VT) — H) —~

A, (log|K.|)

Dies ist - bis auf einen Faktor, der nicht verschwindet - gerade H,=H “natl, also H fiir
—na+1
die Normale (N%), = N. ? aus der zentroaffinen Familie. Der Ausdruck entsteht, wenn

man in (3.20) statt o nun =22+l einsetzt. Die 1. Variation von V}, verschwindet also wie
gewiinscht dann und nur dann, wenn H,, verschwindet.

Man erkennt auch, dafl dieser Ausdruck fiir o = —% und o = % nicht verschwindet.
Diese Ausnahmen leiten sich von den Ausnahmen bei der 1. Variation von Vy her: Dort

_1 L
n n

verschwindet H nicht fiir « = 1 und a = 0 und es ist (N; "), = N! und (N), = N?.

Analog gilt fiir den Integranden der 1. Variation von V:

- 2
a(H = 2tr(VT) +2nh(T,T)) + ’Y%qc

L e W)
L2+ o — ;L«n 092D ad, (1og [ )05 K.

Das ist bis auf einen Faktor genau H,, also H fiir die Normale (N2), = N; "*Y*™!_ Dies
ergibt sich, wenn man in (3.20) —(n + 1)a + 1 einsetzt.

Ist « =0 oder a = #1 verschwindet die 1. Variation von V;, nicht. Es gilt:

(N(?)n = Ncla (Ncm)n = N(?

Wie wir gesehen haben, gibt es - im Gegensatz zur Manhartschen Familie - einige Indizes
a, fiir die die 1. Variation von Vy nicht verschwindet. Es ist daher nutzlos, Flichen zu
suchen, die fiir alle & € R N®~Minimalflichen sind. Aber wir kénnen Bedingungen dafiir
angeben, daf} eine Fliche sowohl N als auch N°~Minimalfléiche ist fiir zwei unterschied-
liche Zahlen «, 3 ¢ {0,1}. Eine solche Fliche erfiillt die Gleichungen

(m+1)2a—1)+ala—1) <Ac(log |l€c|) + = (2a — 1)grady, (log |l€c|)(10g |l€c|)> = 0,

N~ DN =

(n+1)(20 - 1)+ 65— 1) (Ac(log Kol + L (26 - 1)grads, (10g [K.]) (g m) i

Das kann man umformen. Man erhélt:

(n+1)2a—1)

N 1 . .
Aclog [Kcl) + 5 (2a — L)grady, (log [Kc|)(log [K|) = —

ala—1)
Aullog ) + (25— igrads flog (Ko og e = D0
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Dieses System linearer Gleichungen ist eindeutig l6sbar, wenn «, 3 unterschiedlich und
weder 0 noch 1 sind:

grady, (log|K.|)(log |K.)) = 4n”h(T.,T.) = (n+1) ( — 1)1«3 — aiﬁ)
(20— D28~ )1 - a — )
20(a — 1)(5— 1)

A(log|Ke) = —2ntr(V.I.) = (n+1)

Beispiel: Fiir n = 2, a = §, § = &5 muf (vergleiche [Liu)

gmdhc(log|I€C|)(log|I€C|) = 32
Ac(log|.) = 0

erfiillt sein. Die Wendelflache ist also eine zentroaffine Minimalfliche und Affinminimal-
fliche. Das erhilt man aus der Bemerkung in 2.4.1.

Betrachten wir nun noch ein paar Spezialfille und vergleichen sie mit den Ergebnissen
aus 3.5 und 3.7.

1.) N:Nb,d.h.a:n%r?:Hieristfy:()undT:O.Esist

n+1
Va(0) = Vi0) = V(0 = ~2 [ i,
Dies ist gerade das, was wir auch in 3.7 bekommen haben. Die 1. Variation ver-
schwindet genau bei H = 0.

2.) N = N, a = 0: Der Shape-Operator ist die Identitit und damit ¢r S = n. Es folgt
mit vy = n_—+12, ge = 1, vergleiche 3.5,

Vi(0) = /Wf(—n—l)wdu:—(nle)/wadu,
Vi) = [ Gr(9T) = 1)fn = G0 pranitu = |

ﬁtr(@T)fwhalu,
w2

Vi) = /W (0+ (n+1)f)odu.

3.) Sei N = N # Ny, IK.| = ¢, ¢ konstant, d. h. T" = 0. nH ist fiir jedes o konstant,
und zwar gilt nach (3.20)

nH = c*(n+1)(20 — 1).

Es folgt deshalb: Nur fir & = % verschwindet V}(0), fiir die anderen « ist nH

ungleilch 0, d. h. die 1. Variation verschwindet nicht fiir beliebige f. So eine Fliche
ist N2-minimal, aber fiir die restlichen a nicht N®-minimal. AuBlerdem ist - analog
zu der Bemerkung aus 3.7.2 - die 1. Variation V};(0) ein konstantes Vielfaches von
V. (0), nicht jedoch von Vz:r% (0).
Ergebnis: Die Mittlere Kriimmung hat bei den Normalen der zentroaffinen Familie nicht
mehr die Bedeutung wie bei der Manhartschen Familie, sie zeigt i. a. nicht Minimalflichen
an, diese Aufgabe iibernimmt H. Es gibt - dhnlich wie N; = Ny bei der Manhartschen
Familie - zwei Ausnahmefille von Normalen: N? und N!. Wihrend die 1. Variation von
Vi, fiir jede Fliche verschwindet, ist die 1. Variation von Vyo und Vi stets ungleich 0
(auBler fiir ganz bestimmte f).
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3.8.3 Die 2. Variation

In Analogie zu Abschnitt 3.7.3 kénnen wir auch die 2. Variation von Vi berechnen, zusétz-
lich bestimmen wir noch den Integranden der 2. Variation von V.

Fiir eine Normale N = N der zentroaffinen Familie kann man 0;|,—o( f) ausrechnen:

/ I@'
O |i= 0(q) 0|10 (log |@:]) = 70} |i=o(log |Ket|) = 73t|t:0(lad

ct

)

Dabei gilt:
8t2|t:0(10g |,€Ct|) = 8f|t:0(10g |D€t dt|) — (n + 2)8t2|t=0(10g |d€t(l‘t1, vy Tppy th)D

Von 0 |o(log |,€ct|) rechnen wir den zweiten Summanden aus. Dazu verwenden wir N =
q.N. — 17*(97”adh(10g |qc|)) und IL‘Sl =0:

8f|t:0(det(xﬂ, v ooy Tins Nc))
= Zdet(xl,...,x{)i, ce s gy ey Ty Ne)

— Zdet o1, (/)N = fSlmy, .., 0;(f)N = [Six,,. .. 2, Ne)
= Za )det( a:l,...,—hlsal(log|qc|)xs,...,—fS]l-xl,...,xn,Nc)

+Z@ Ydet(xy, ..., —fSlxy, ..., —h0(log ¢ zs, - . ., 20, N,)
1]

+Zf SSsdet (X1 ooy Ty ey Ty ey Ty Ne)
i£]

= 0i(f)f(h"0n(log |gc])S? — h'0)(log |gc|) S})we
+0,(1) £ (Sin01(10g [ac]) — S7h01(10g [ac]) e
+f2(SfS]]- - S{Sj-)wc

= 2ftr Sgrady(f)(loggc)we — 2/ S]h"d1(1og |ac])3; (f)we
+f2((tr S)* — S{Sj)wc
8t2|t:0(tfdet(xﬂ, v ooy Tins N))

= 2f8t|t:0(d6t(l't1, R ) N))

= 2deet(x1,...,xf]i,...,xn,N)

= Qdeetxl,..., (/)N — fSla;, ..., xp, N)

= —2f Stw = —2f%tr Sqew.
8f|t:0(log |d€t(.’L’t1, vy Tip, th)|)
. at(det(xﬂ, v ooy Tins th))
= Otle=o( )
det(xtl, vy T,y th)
8,52|t:0(d6t(l"t1, <oy Liny th)) _ a1t|1t:0(d€t(331t1, <oy Tiny th))2
We w?
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= 2ftr Sgrady(loglg.|)(f) — 2fh"di(log |g.|)S;i(f)
+/%((tr S)* — SIS%) + 2 f*tr Sq.
—(grady(log lgc) () + ftr S + fqc)®

= —2fh'9,(log |qc|)5;32(f) — fZS]l:SZJ
—grady(log |¢.|)(f)* — 2fqcgrady(log |a|)(f) — f*a;

Der andere Summand ergibt sich aus Lemma 3.5 und wir erhalten:

0} li=o(log |[Ket|) = —(n + 1) f25" S},

+2h7 (£S70;0m(f) = FSI"T 35 0 (f) + 20 (£)0:(f)S]" + f0;(Si")Om ()
—h' W™ (0,0 (f) — Di 0k () (0:0;(f) — Ti;" 0k (f))

—(n+ 2)( — 2fh'8,(log |q.|) Sidi(f) — f25iS!

—grady(log|g.|)()? — 2f gegradi(log|a)(f) - /*a?)
Fiir 07|;=0(log |¢;|) bedeutet das

07 li=o (log |qs|) = 707 |i=o (log |Keu)
= 1578,
+29h7 (fS7'0;0m(f) = [SIT3 0m () + 20m(£)Di(F)S] + FO;(ST)Om([))
— W W™ (0,0 (f) = Ty 0 (f))(0:0;(f) — Ti;* 0k (f))
+27(n + 2) fhV 9, (log |qc|) Si0i(f)
+y(n +2)grad,(log l¢|)(f)*
+29(n + 2) fgegrady (log lqc)) (f) + 7(n + 2) f*¢.

Ersetzen wir mit (2.19) fiir v # 0 einige Terme der Form h"9;(log|q.|) durch 7(3432) nT,
so ist

07 li=o(log |g:])
= 7f*SS,,
+29h7 (fS7'0;0m(f) = ST 0m () + 20m(£)Di(F)S] + FO;(ST)Om([))
— W W00 (f) = Ty 0 ())(0:0;(f) — Ti;* 0k (f))
+4ad;(f)nT™ f Sy, + 2anT (f)h*" 0k (10g |gc]) O (f)
+afgnT(f) +v(n +2)f*¢.

Wie bei (3.14) gilt dies auch fiir v = 0. Denn dann wird der Ausdruck rechts 0, da
T =T, =0 ist. ¢f und ¢ sind auch 0. Damit haben wir den Term vollstdndig berechnet.
Setzen wir ein in (3.11), erhalten wir

w_(l)l

w

= 2SSy,
+29h7 (fS70;0m(f) = FSI"Tyy' O (f) + 20m(£)O:(f)S]" + £05(S7")Om(f))
— Y W™ (010 (f) = Ty Ok (£))(3:05(f) = Ty 0r(f))
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+20nT ()h*" 94 (10g |gc)) O (f) + 400;(F)nT™ £ S,
HafenT(f) +v(n + 2) f2¢2
2
(oA + 0T () + (= ) f trS +5(n+2)fa.)
n+1
n+42

W17 0,00 (1) — FSPT 0 () + 200 (DO F)S] + 10,(S7)0n (1)

W @00 () ~ T A0 @305 (1) — T, k()
= (a-1)fsps),
PRI FST 0,00 () — FSTT 0 ) + 200 (DO} + 10,(S7)0m (1)
—ah" W™ (010 (f) = Ty O (£)) (30 () = T3 0k (f))
F20nT(F)R" 04108 lac)0n (1) + 100k (f)nT™ £ S,
HafanT(f) +1(n +2) ¢

+<a(A(f) +nT(f)) + (= 1)ftrS+(n+ 2)7ch)2

sy,

Das mufl man integrieren. Mit (3.16) gilt:
Vi) = [ wdu
W

_ /W <(a — 1) f25]SL, + 2090, (f):(f)ST — 4afnT Sy, (f)
—a(A(f) = nT(fNAf) +nT(f))
+a(n — 1)h7 SF9;(f)ok(f)
—2ah"nT™ K}, 0,(f)0i(f) — antr(VNT)h" 0;(£)0;(f)
+2anT ()R8, (1og |g.))Om (f) + daf nT™0;(f)SE
+aafqnT (f) +v(n+2) f2¢;
H(@(AS) + T () + (@ = 1) ftr S +7(n +2) fg.)? )wdu

_ /W ((a — 1) f2S Sk, + a(n + 1)WY, (£)d:(f)ST

—2ah" nT™ K} 0,(f)0;(f) — antr(VNT)h o, (f)oi(f)
+20°nT ()R (10g |Kc|)Om ()

+afqnT(f) +v(n +2)f*q

+ala — DA(f)? 4+ 202 A(F)nT(f) + a(a+ 1)n*T(f)?
+2a(A(f) + 0T (f))((a = 1) ftr S+ (n+2)7fq)
+((a=1)ftrS+~y(n+ 2)ch)2>wdu

Fiir H = 0 erhalten wir in invarianter Schreibweise

Vi) = /W (0= 1)7r(S o $) + aln + 1)S(grady()(f)
—2an(Krgrady(f))(f) — antr(VT)grady(f)(f)
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+20*nT(f)grady(log | K.|)(f)
+4anf|l€c|aT(f) +y(n + 2)f2|’€c|2a

Fala — DA(f)? + 202A(F)nT(f) + ala + 1)n2T(f)2>wdu

Das ist die 2. Variation in den Gréflen beziiglich N = N£.
Wir untersuchen nun wieder bestimmte Normalen:

Spezialfille:

1.) N = Ny: Setzt man o = —5, v =0, T = 0 in V(0) ein, so erhilt man den Ausdruck

aus 3.7.3, also fiir H = H =0:

n—+1 1

V0 = =5 [ (£0(5 0.9) = S(aradu(1) () + 5 AU

Auch fiir H # 0 ist es derselbe Ausdruck fiir Viy (0) wie in 3.7.3.

2.) Fir N = N, a = 0, hat man keinen Nutzen (zumindest fiir Extrema) von der 2.
Variation des Volumens Vi, da ja die 1. Variation nicht verschwindet. Die 2. Variation
des von h, induzierten Volumens erhalten wir, indem wir o = % einsetzen. Dies kénnen
wir aber nicht mit dem Ergebnis aus 3.5.2 Verlgleichen, weil dieser Ausdruck in 3.5.2 die

Grofen beziiglich N, der hier die beziiglich N2 verwendet. Darum rechnen wir nun die 2.
Variation des von der quadratischen Grundform induzierten Volumens aus. Nach (3.12)
ist
Who N r2omcl
A0~ _ZypSs,
n ..
=520 (fS70;0m(f) = FSIT ' Om(f) + 20m(£)O:(£)SF" + FO;(S7")Om ()
n o
+ T (0,0;(f) = Ty 0k (£)) (00 (f) = Tuin0s(f))
n . n
~ 240 nTISi0,(f) — S20mT (f)grada(£) log la)

~5dafanT () = S1(n +2) ¢

Wh

—noa—1 —no+1 —na—1 n 2
(T S+ TT=A(f) + =T (f) — Sa(n+ 2) fa.)
n -+ 1 2 aom gl
n+2f 51" Sm
2

+n—Hhij(fs;"ajam(f) — ST 0 () + 200 ()i (f) ST + f0;(S7") 0 (f))
1 o
—n—thth’"(aiaj(f) =L 0k () (@0m(f) = T 05(f))
= i),
(1= na)h ([ S 00 (f) = ST 0m(f) + 20m(£)i(F)S] + FO;(S7)Om([))

+%_lhz‘lhjm(aiaj(f) — Fz_jkak(f))(alam(f) —T,°0,(f))

—2n*afT7S;0i(f) — n*aT (f)grady(f)(log lac|)
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—2n’afaT(f)) = 57(n +2)f%

(—na—l —noa+1 —no — 1

2
S fir S + =S A(f) + =T (f) - 59(n + 2)fa.)

Setzen wir nun a = 0, SF = §F, so erhalten wir:

Yho  _ _ng +h7(0,05(f) f — Ty 0m (f) f + 20:(£)0;(f))
P O3,(F) ~ T D)@ (1) — Tui0.(£)
n

n 1 n n
3P (5 +5AU0) = 3TN + 3 1)°

— _%hizhjm(aiaj(f) — rijkak(f))(alam(f) —T,,50,(f))
HA(f) = 0T (f) f + 2grady(f)(f)
HA() —nT(f))

Wh

)
)
Das ist der Integrand von V/(0), den man auch in 3.5.2 erhalten hat.

Zusammenfassung: Die Ergebnisse aus 3.5 fiir N, und fiir NV, aus 3.7 erhélt man hier
als Spezialfille.

Auch hier kann man iiber die Definitheit der 2. Variation nichts Einheitliches sagen: Schon
bei den einfachsten Volumenarten der zentroaffinen Familie (V = Vi,, V = V},) gibt es
Flichen, bei denen die 2. Variation ein Vorzeichen hat (siehe 3.7.3 oder [Call] bzw. 3.5.2
oder [Wang]), aber auch solche mit wechselndem Vorzeichen (siehe 3.7.3 oder [VV] bzw.
3.5.2 oder [Wang]).
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