
Kapitel 3

Minimal
�achen in der

Relativgeometrie

In diesem Kapitel untersuchen wir verschiedene - in 3.1 de�nierte - Volumina genauer.
Nach einem �Uberblick �uber Ergebnisse bez�uglich Minimal
�achen in Abschnitt 3.2 und
vorbereitenden Abschnitten �uber Variationsrechnung (in 3.3) und Integralformeln (in 3.4)
berechnen wir f�ur die in Abschnitt 3.1 de�nierten Volumina die 1. und z. T. auch die 2.
Variation. Und zwar tun wir dies zuerst f�ur die zentroa�ne Normale (Abschnitt 3.5), dann
f�ur alle Normalen der im Abschnitt 2.2 de�nierten Familien (in den Abschnitten 3.7 und
3.8), nachdem wir vorher in Abschnitt 3.6 allgemeine Ausdr�ucke f�ur die Integranden der
1. und 2. Variation dieser Volumina f�ur beliebige Relativnormalen hergeleitet haben.

Wir gehen vor allem der Frage nach, ob das Verschwinden der Mittleren Kr�ummung auch
bei anderen Relativnormalen das Verschwinden der 1. Variation des von der Normalen
erzeugten Volumens nach sich zieht, wie dies bei der euklidischen Normale und der Blasch-
keschen A�nnormale der Fall ist. Bei den Normalen der Manhartschen Familie ist das so,
bei den Normalen der zentroa�nen Familie gilt dies dagegen i. a. nicht.

3.1 Volumina

Sei N eine Relativnormale mit quadratischer Grundform h und Konormale �, G eine
regul�are 2{Form und W eine kompakte Teilmenge von U .

Die Volumenelemente der De�nitionen 1.1 und 1.8 induzieren bestimmte Volumina. Diese
wollen wir f�ur verschiedene Relativnormalen im folgenden behandeln und u. a. ihre 1.
Variation berechnen.

De�nition 3.1 Wir nennen

VN =

Z
W

!du =

Z
W

det(x1; : : : ; xn; N)du

das von N erzeugte Volumen von x[W ],

VG =

Z
W

p
jDetGjdu
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das von der 2{Form G erzeugte Volumen, als Sonderfall

Vh =

Z
W

!hdu =

Z
W

p
jDet hjdu

das von h erzeugte Volumen und

V� =

Z
W

�!du =

Z
W

det(�; �1; : : : ; �n)du

das von � erzeugte Volumen.

Zwischen Volumina und Relativnormalen besteht ein enger Zusammenhang: Zu jedem
Volumen gibt es (bis aufs Vorzeichen, siehe die folgende Bemerkung) genau eine Relativ-
normale, die es erzeugt (siehe [Man1]), und jede Relativnormale erzeugt ein Volumen.
Die Betrachtung bestimmter Volumina ist der eigentliche Grund f�ur die De�nition der
Manhartschen Familie (in [Man1] wurden, wie bereits erw�ahnt, NII und NIII �uber Volu-
mina de�niert), der zentroa�nen Familie (siehe Abschnitt 2.2.5) und der Normalen Nh

und N� (Abschnitt 2.3).

Bemerkung: Ein Volumen sollte nicht negativ sein. Wir m�u�ten daher die Volumina
mit Betr�agen de�nieren. Wir rechnen aber mit dieser De�nition weiter. Gleichheit von
Volumina bedeute Gleichheit bis auf das Vorzeichen.
Die Volumenelemente, d. h. die Integranden in der De�nition 3.1, verschwinden nicht
auf U , haben also stets ein Vorzeichen. Wir k�onnen also durch Umparametrisieren oder
Verwenden von �N daf�ur sorgen, da� sie positiv sind1.

Spezialf�alle:

1.) Das euklidische Volumen ist das von der ersten euklidischen Grundform g er-
zeugte Volumen Vg. Es ist mit VNe identisch wegen (2.7).

2.) Das von der Blaschkeschen A�nnormalen erzeugte Volumen VNb
nennen wir A�n-

volumen. Es f�allt wegen De�nition 2.3 mit dem von hb und dem von �b erzeugten
Volumen zusammen. Bei der Blaschkeschen A�nnormale gilt also VN = Vh = V�.

3.) Das von der zentroa�nen quadratischen Grundform hc induzierte Volumen, das ist

wegen Abschnitt 2.3 auch das von (Nc)h = N
1

2
c induzierte Volumen, bezeichnen wir

als das zentroa�ne Volumen.

Warum man dieses Volumen und nicht das von Nc erzeugte als zentroa�nes Volu-
men nimmt, wird etwas deutlicher durch 3.2.4 und 3.5: Es gibt bez�uglich VN keine
Minimal
�achen, bez�uglich Vh schon.

4.) F�ur eine Normale N = N� der Manhartschen Familie gilt:

! = det(x1; : : : ; xn; N) = jKej�det(x1; : : : ; xn; Ne) =: jKej�!e
1Wir k�onnen jedes einzelne Volumenelement positiv normieren, nicht unbedingt alle gleichzeitig. Mit

(1.14) gilt: ! � �! = Det h. Ist signDet h = �1, n gerade, so haben !; �! verschiedene Vorzeichen
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Das von N erzeugte Volumen ist demnach

Z
W

!du =

Z
W

jKej�!edu:

Wir nennen es N�{Volumen. Ist Ke konstant, so ist VN ein konstantes Vielfaches
von VNe

.

5.) F�ur eine Normale N = N�
c der zentroa�nen Familie erh�alt man:

! = det(x1; : : : ; xn; N) = j ~Kcj�det(x1; : : : ; xn; Nc) =: j ~Kcj�!c
Es gilt daher Z

W

!du =

Z
W

j ~Kcj�!cdu =

Z
W

j ~Kcj�� 1

2!hcdu:

Dieses Volumen nennen wir N�
c {Volumen. Auch hier ist VN ein konstantes Vielfa-

ches von VNc
bzw. von Vhc, wenn ~Kc eine Konstante ist.

6.) Nach der De�nition von Nh; N� in Abschnitt 2.3 ist f�ur eine beliebige Relativnormale
N das von Nh erzeugte Volumen VNh

das von h erzeugte Volumen Vh und das von
N� erzeugte Volumen VN� das von � erzeugte Volumen V�.

3.2 Bisherige Ergebnisse �uber Minimal
�achen

Wir wollen hier einige Ergebnisse zusammenstellen, die sich mit Minimal
�achen bzw. der
1. Variation von Volumina bei ganz bestimmten Relativnormalen besch�aftigen.

3.2.1 Euklidische Minimal
�achen

Euklidische Minimal
�achen erh�alt man als L�osungen eines Variationsproblems, n�amlich
als diejenigen Fl�achen, die das kleinste euklidische Volumen unter allen Vergleichs
�achen
haben. Das Problem ist sehr alt. Schon Lagrange (1760)2 hat es f�ur n = 2 gestellt. Er gab
eine Di�erentialgleichung f�ur Fl�achen, die als Graphen dargestellt sind, an. Meusnier hat
kurze Zeit sp�ater die Ergebnisse geometrisch gedeutet und den Zusammenhang mit der
heute als der euklidischen Mittleren Kr�ummung He bekannten Funktion gefunden, und
zwar:

x minimiert das von Ne induzierte Volumen ) He � 0:

Genauer: die 1. Variation von VNe verschwindet genau f�ur He � 0. Es gibt auch Fl�achen
mit verschwindendem He, die nicht minimal gegen�uber Vergleichs
�achen sind. Nitsche
gibt Beispiele dieser instabilen Minimal
�achen, siehe [Nit], die Paragraphen 111 und 119.

3.2.2 A�nminimal
�achen

Bereits Darboux (1894/96) und Franck (1914/20) haben sich - teilweise unter einer ande-
ren Bezeichnung - mit diesen Fl�achen besch�aftigt, siehe [Bl2], S. 178. Blaschke (1923) hat
die bis dorthin bekannten Ergebnisse in [Bl2] zusammengefa�t.

2Die historischen Daten stammen aus [dCa], S. 151, [Bl1], S. 236, und [Nit], S. 3.
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Es gilt: Die 1. Variation des von der Blaschkeschen A�nnormalen Nb induzierten Volu-
mens verschwindet - analog zu euklidischen Minimal
�achen - genau f�ur Hb � 0.

Von minimalem Volumen l�a�t sich aber in der Regel nicht sprechen. Calabi hat in [Cal1]
bewiesen, da� bei n = 2 und bei de�nitem h die 2. Variation immer � 0 ist. Er schlug
vor, diese Fl�achen Maximal
�achen zu nennen. In [VV] wird ein Beispiel einer Fl�ache mit
inde�nitem h gegeben, bei der die 2. Variation verschiedene Vorzeichen hat.

3.2.3 II{Minimal
�achen

Gl�assner hat das Volumen VII = Vhe f�ur n = 2 untersucht, siehe [Gl]. Dieses Volumen
ist nach De�nition auch das von NII induzierte Volumen, siehe [Man1] und Unterab-
schnitt 2.2.3. Gl�assner stellte fest, da� die 1. Variation genau f�ur 2He+

1
2
�e(log jKej) � 0

verschwindet, vergleiche [Gl], 2.2.b. Dieser Ausdruck scheint nichts mit einer Mittleren
Kr�ummung zu tun zu haben. In Wirklichkeit ist er aber (bis auf einen Faktor) die Mitt-
lere Kr�ummung bzgl. N 1

2

= NII , siehe [Man3] oder 3.7.2.

3.2.4 Zentroa�ne Minimal
�achen

Bei 3.2.1 und 3.2.2 ergeben sich Minimal
�achen nur, wenn die jeweilige Mittlere Kr�um-
mung H gleich 0 ist. Dies ist bei der zentroa�nen Normalen Nc nicht m�oglich. Hc ist
immer gleich 1. Wang untersuchte daher das von hc induzierte Volumen in [Wang]. Die 1.
Variation verschwindet genau dann, wenn tr(r̂T ) � 0 ist. Er schlug vor, r̂T als neuen
Shape{Operator zu benutzen, weil die Spur die gleiche Rolle spielt, wie die Spur von S
bei Ne oder Nb.

3.3 Grundlegendes �uber Variationsrechnung

Bevor wir die gerade de�nierten Volumina untersuchen, geben wir noch einige Informatio-
nen im Zusammenhang mit Variationsrechnung an, so z. B. Vergleichs
�achen, De�nition
und Bedeutung der 1. und 2. Variation, Schreibweisen, Stetigkeit.

V sei eines der oben de�nierten Volumina VN , Vh oder V�. Wir geben notwendige Bedin-
gungen daf�ur an, da� x aufW das kleinste bzw. gr�o�te Volumen V unter allen Vergleichs-

�achen hat. Als Vergleichs
�achen nehmen wir eine Schar von Fl�achen, die in Richtung der
Normale von x abweichen und dies ausschlie�lich im Innern von W : Sei f eine beliebige
di�erenzierbare Funktion, die zusammen mit ihren ersten Ableitungen auf dem Rand von
W verschwindet, d. h.

f j@W = 0; @i(f)j@W = 0; 1 � i � n: (3.1)

Wir de�nieren f�ur3 t 2 IR eine Vergleichs
�ache durch

xt := x + tfN:

3Wir brauchen aber t nur in einer Umgebung von t = 0. In der Bemerkung am Ende von Abschnitt
3.3 stellen wir fest, da� zumindest da xt regul�ar ist.
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Die partiellen Ableitungen von xt (nach den ui) erhalten wir durch Di�erenzieren der
rechten Seite:

xti = (xt)�(@i) = xi + t@i(f)N + tfNi = xi � tfSl
ixl + t@i(f)N (3.2)

xtij = D@jxti = xij + t@j@i(f)N + t@i(f)Nj + t@j(f)Ni + tfNij

= xij � t@i(f)S
l
jxl � t@j(f)S

l
ixl � tf@j(S

l
i)xl � tfSl

ixlj + t@j@i(f)N

=
�
� l
ij � t@i(f)S

l
j � t@j(f)S

l
i � tf@j(S

l
i)� tfSk

i �
l

kj

�
xl

(3.3)
+
�
hij � tfSk

i hkj + t@j@i(f)
�
N

Wir berechnen das Volumen von xt

V (t) :=

Z
W

~!tdu;

wobei ~!t eines der Volumenelemente von xt ist.

V = V (0) kann hier nur ein Extremum sein, wenn V 0(0) := @tjt=0(V (t)), die sogenannte
1. Variation von V , f�ur beliebige Funktionen f mit Eigenschaft (3.1) verschwindet. Dies
ist allerdings nur eine notwendige Bedingung: Wenn V 0(0) f�ur ein f nicht 0 wird, kann
dieses Volumen nicht extremal sein. Dennoch werden wir Fl�achen, f�ur die die 1. Variation
eines Volumens verschwindet, als ,,Minimal
�achen" bezeichnen.

Daneben berechnen wir noch die 2. Variation, also V 00(0). Ist V 0(0) = 0 und hat V 00(0)
f�ur verschiedene Funktionen f verschiedene Vorzeichen, so ist dies auch ein Hinweis, da�
das Volumen nicht extremal ist. Weiter stellen wir jedoch keine Untersuchungen an, ob
und inwieweit das behandelte Volumen wirklich ein Minimum oder Maximum oder sogar
ob es ein relatives oder absolutes Minimum (Maximum) ist. Da

@tV (t) = @t

Z
W

~!tdu =

Z
W

@t(~!t)du

gilt, werden wir jeweils zuerst die Ableitung des Integranden nach t berechnen und dann
integrieren. Dabei greifen wir auf die Ergebnisse von Abschnitt 3.4 zur�uck.

Schreibweise: Die Gr�o�en der Vergleichs
�ache xt indizieren wir mit t, d. h. het ist die
euklidische quadratische Grundform von xt. F�ur die Ableitung nach t schreiben wir 0 statt
@t, also !

0
ht = @t(!ht). Au�er bei der Ableitung nach t lassen wir 0 weg, so schreiben wir

!h f�ur !h0, aber !
0
h0 f�ur @tjt=0(!ht).

Lemma 3.2 Sei Gt eine regul�are, symmetrische 2{Form f�ur jedes t in einer Umgebung

von 0. Au�erdem sei Gt stetig und zweimal stetig di�erenzierbar in t. (Gij
t ) sei die Inverse

zu (Gtij). Dann gilt:

1:) �@t(Gij
t ) = Gim

t Gjs
t @t(Gtms)

2:) @t(DetGt) = Gij
t @t(Gtij)DetGt oder

@t(log jDetGtj) = Gij
t @t(Gtij)

3:) @2t (log jDetGtj) = Gij
t @

2
t (Gtij)�Gim

t Gjs
t @t(Gtms)@t(Gtij)

) @2t (DetGt)

DetGt

= Gij
t @

2
t (Gtij)�Gim

t Gjs
t @t(Gtms)@t(Gtij) +

@t(DetGt)
2

(DetGt)2
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Beweis: 1.) und 2.) sind analog zu Lemma 1.3 zu beweisen. 3.) folgt nach Ableiten von
2.) zusammen mit 1.). #

Bemerkung: Wegen

gtij = hxti; xtji
(3:2)
= hxi + t@i(f)N + tfNi; xj + t@j(f)N + tfNji
= gij + t@j(f)hxi; Ni + tfhxi; Nji+ t@i(f)hN; xji+ t2@i(f)@j(f)hN;Ni

(3.4)
+t2@i(f)fhN;Nji+ tfhNi; xji+ t2@j(f)fhNi; Ni+ t2f 2hNi; Nji

ist gt stetig in t und damit in einer Umgebung von t = 0 noch positiv de�nit. Weil sich
nun aber die euklidische Normale von xt eindeutig aus

hxti; Neti = 0; det(xt1; : : : ; xtn; Net) =
p
Det gt

ergibt, ist sie in einer Umgebung von t = 0 stetig wegen Det gt 6= 0. Die Gr�o�en bez�uglich
Net, etwa Ket, het, gradhet(Ket) sind alle aus den in t stetigen xt, xti, xtik, Net, gt durch
stetige Funktionen berechenbar und damit stetig in t. Auch Nbt, die Blaschkesche A�nnor-
male von xt, ist wegen ihrer Darstellung mit Net, Ket und het stetig in t in einer Umgebung
von t = 0. F�ur die Di�erenzierbarkeit nach t gilt Analoges. Die Di�erenzierbarkeit nach
den anderen Variablen bleibt unber�uhrt. Da Det he 6= 0 ist, ist het wenigstens f�ur t in
einer Umgebung von 0 regul�ar. Die bis hier zusammengestellten Eigenschaften regul�arer
Fl�achen gelten damit auch f�ur diese Fl�achen xt.

3.4 Integralformeln zur Vereinfachung von Variati-

onsausdr�ucken

Wir geben nun einige, teilweise den Greenschen Formeln �ahnliche, Formeln f�ur Integrale
an, die wir zur Berechnung der 1. und 2. Variation in den n�achsten Abschnitten einsetzen.

f sei ab jetzt in diesem Kapitel eine di�erenzierbare Funktion mit Eigenschaft (3.1). Die
folgenden Hilfss�atze und einige sp�atere Rechnungen mit Integralen haben eines gemein-
sam: Es wird partielle Integration angewandt. Dabei tritt eigentlich ein Randterm auf.
Da dieser aber f oder @j(f) als Faktor enth�alt, verschwindet er jedesmal. Wir werden dies
im weiteren nicht mehr erw�ahnen.

Lemma 3.3 Folgende Integrale haben diese Werte:

1:)

Z
W

T (f)!du = �
Z
W

tr(rT )f!du; 2:)

Z
W

�(f)!du = n

Z
W

tr(rT )f!du;

3:)

Z
W

T (f)!hdu = �
Z
W

tr(r̂T )f!hdu; 4:)

Z
W

�(f)!hdu = 0;

5:)

Z
W

T (f)�!du = �
Z
W

tr(rT )f �!du; 6:)

Z
W

�(f)�!du = �n
Z
W

tr(rT )f �!du;

7:)

Z
W

T (f)f!du = �1

2

Z
W

tr(rT )f 2!du;
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8:)

Z
W

�(f)f!du =

Z
W

(
n

2
tr(rT )f 2 � gradh(f)(f))!du;

9:)

Z
W

T (f)f!hdu = �1

2

Z
W

tr(r̂T )f 2!hdu;

10:)

Z
W

�(f)f!hdu = �
Z
W

gradh(f)(f)!hdu:

Beweis: Gebraucht werden (2.1) { (2.5). Mit partieller Integration erhalten wir f�ur die
ersten zwei Integrale:

1:)

Z
W

T (f)!du =

Z
W

T i@i(f)!du

= �
Z
W

(@i(T
i)! + @i(!)T

i)fdu = �
Z
W

(@i(T
i) + � l

il T
i)f!du

= �
Z
W

tr(rT )f!du

2:)

Z
W

�(f)!du =

Z
W

hij(@i@j(f)� �̂ k
ij @k(f))!du

=

Z
W

(�@i(hij)@j(f)! � hij@i(!)@j(f)� hij�̂ k
ij @k(f)!)du

=

Z
W

(�@i(hij)@j(f)� hij� l
il @j(f)� hij�̂ k

ij @k(f))!du

=

Z
W

(hij�
k

ij @k(f)� hij�̂ k
ij @k(f))!du

=

Z
W

(hij�̂ k
ij @k(f)� hij�̂ k

ij @k(f)� hijKk
ij@k(f))!du

=

Z
W

(�hijKk
ki@j(f))!du

= �n
Z
W

T (f)!du
1:)
= n

Z
W

tr(rT )f!du

Nach dem gleichen Muster kann man 3.) { 6.) beweisen.
Bei 7.) folgt aus

Z
W

fT (f)!du =

Z
W

fT l@l(f)!du

=

Z
W

(�@l(f)T lf � f 2@l(T
l)� f 2T l� k

lk )!du

=

Z
W

(�fT (f)� f 2tr(rT ))!du

die Behauptung.
Nach partieller Integration ergibt sich (�ahnlich wie bei 2.)) f�ur 8.) zun�achst:

Z
W

�(f)f!du =

Z
W

(�nT (f)f � hij@i(f)@j(f))!du
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Setzen wir 7.) ein, haben wir die gew�unschte Formel.
9.) und 10.) gehen analog zu 7.) und 8.). #

Bemerkung: Die verwendeten Spurterme h�angen so zusammen:

tr(rT ) = tr(r̂T ) + tr(KT ) = tr(r̂T ) + n T̂ (T )

= tr(r̂T ) + nh(T; T )

tr(rT ) = tr(r̂T )� nh(T; T )

Nun kommen wir zu Integralen, die f�ur die 2. Variation von Bedeutung sind.

Lemma 3.4 Es gilt:

1:)

Z
W

hilhjm(@i@j(f)� � k
ij @k(f))(@l@m(f)� � s

lm@s(f))!du

=

Z
W

�
(�(f)� nT (f))(�(f) + nT (f))� (n� 1)S(gradh(f))(f)

+2n(KT gradh(f))(f) + n tr(rT )gradh(f)(f)
�
!du

2:)

Z
W

hilhjm(@i@j(f)� � k
ij @k(f))(@l@m(f)� � s

lm@s(f))!hdu

=

Z
W

�
(�(f)� nT (f))�(f)� (n� 1)S(gradh(f))(f)

+n(KT gradh(f))(f) +
1

2
n tr(r̂T )gradh(f)(f)

�
!hdu

Beweis: Auch hier benutzen wir (2.1) { (2.5). Wir integrieren zuerst

Z
W

hilhjm@j@i(f)(@l@m(f)� � s
lm@s(f))!du

partiell (partInt1) und erhalten unter anderem den Ausdruck

Z
W

�hilhjm@i(f)(@j@l@m(f)� @j(�
s

lm)@s(f)� � s
lm@j@s(f))!du:

Dann schreiben wir � s
jm@l@s(f) + � s

lm@j@s(f)� � s
jm@l@s(f) statt �

s
lm@j@s(f) und ersetzen

mit der Integrabilit�atsbedingung von Gau� aus (1.1) @j(�
s

lm) durch @l(�
s

jm) und andere
Summanden. Anschlie�end integrieren wir wieder partiell (partInt2), um den Term

Z
W

hilhjm@i@l(f)(@j@m(f)� � s
jm@s(f))!du

zu bekommen. Ausf�uhrlich sieht dies so aus:Z
W

hilhjm(@i@j(f)� � k
ij @k(f))(@l@m(f)� � s

lm@s(f))!du

partInt1
=

Z
W

�
� hilhjm(@j@l@m(f)� @j(�

s
lm)@s(f)� � s

lm@j@s(f))@i(f)
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�(@j(hil)hjm + hil@j(h
jm) + hilhjm� k

jk )(@l@m(f)� � s
lm@s(f))@i(f)

�hilhjm� k
ij @k(f)(@l@m(f)� � s

lm@s(f))
�
!du

(1:1)
=

Z
W

�
� hilhjm(@l@j@m(f)� @l(�

s
jm)@s(f)� � s

jm@l@s(f))@i(f)

�hilhjm(� s
jk �

k
lm � � s

lk �
k

jm � hlmS
s
j + hjmS

s
l )@s(f)@i(f)

�hilhjm(� s
jm@l@s(f)� � s

lm@j@s(f))@i(f)

�(@j(hil)hjm � hilhjs�
m

js )(@l@m(f)� � s
lm@s(f))@i(f)

�hilhjm� k
ij @k(f)(@l@m(f)� � s

lm@s(f))
�
!du

partInt2
=

Z
W

�
hilhjm(@j@m(f)� � s

jm@s(f))@i@l(f)

+(@l(h
il)hjm + hil@l(h

jm) + hilhjm� k
lk )(@j@m(f)� � s

jm@s(f))@i(f)

�hilhjm(� s
jk �

k
lm � � s

lk �
k

jm)@s(f)@i(f)

�(n� 1)hijSk
i @j(f)@k(f)

�hilhjm(� s
jm@l@s(f)� � s

lm@j@s(f))@i(f)

�(@j(hil)hjm � hilhjs�
m

js )(@l@m(f)� � s
lm@s(f))@i(f)

�hilhjm� k
ij @k(f)(@l@m(f)� � s

lm@s(f))
�
!du

=

Z
W

�
hilhjm(@j@m(f)� � s

jm@s(f))@i@l(f)

+(�hjmhkl� i

kl + hil@l(h
jm))(@j@m(f)� � s

jm@s(f))@i(f)

+hilhjm� k
lm (@j@k(f)� � s

jk @s(f))@i(f)

�hilhjm� k
jm(@l@k(f)� � s

lk @s(f))@i(f)

�(n� 1)hijSk
i @j(f)@k(f)

�(@j(hil)hjm � hilhjs�
m

js )(@l@m(f)� � s
lm@s(f))@i(f)

�hilhjm� k
ij @k(f)(@l@m(f)� � s

lm@s(f))
�
!du

=

Z
W

�
(�(f)� nT (f))(�(f) + nT (f))

�(n� 1)hijSk
i @j(f)@k(f)

+hil@l(h
jm)(@j@m(f)� � s

jm@s(f))@i(f)

+hilhjm(Kk
lm + �̂ k

lm )(@j@k(f)� � s
jk @s(f))@i(f)

�2hilhjmKk
jm(@l@k(f)� � s

lk @s(f))@i(f)

�@j(hil)hjm(@l@m(f)� � s
lm@s(f))@i(f)

�hilhjm(Kk
ij + �̂ k

ij )@k(f)(@l@m(f)� � s
lm@s(f))

�
!du

Durch Umbenennung von Summationsindizes und Sortieren der Summanden ergibt das:

Z
W

hilhjm(@i@j(f)� � k
ij @k(f))(@l@m(f)� � s

lm@s(f))!du
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=

Z
W

�
(�(f)� nT (f))(�(f) + nT (f))

�(n� 1)hijSk
i @j(f)@k(f)

+hilhjkKm
lk (@j@m(f)� � s

jm@s(f))@i(f)

�hilhjmKk
ij@k(f)(@l@m(f)� � s

lm@s(f))

+(hil@l(h
jm) + hilhjk�̂ m

lk � @k(h
ij)hkm � hkmhlj�̂ i

kl )

�(@j@m(f)� � s
jm@s(f))@i(f)

�2hilnT k(@l@k(f)� � s
lk @s(f))@i(f)

�
!du

(2:1);(2:3)
=

Z
W

�
(�(f)� nT (f))(�(f) + nT (f))

�(n� 1)hijSk
i @j(f)@k(f)

�2hilnT k(@l@k(f)� � s
lk @s(f))@i(f)

�
!du

Den dritten Term kann man durch partielle Integration noch anders ausdr�ucken:

Z
W

�2hilnT k(@l@k(f)� �̂ s
lk @s(f))@i(f)!du

=

Z
W

�
2hilnT k@l(f)@i@k(f)! + 2@k(h

il)nT k@l(f)@i(f)!

+2hiln@k(T
k)@l(f)@i(f)! + 2hilnT k@l(f)@i(f)�

j
kj !

+2hilnT k�̂ s
lk @s(f)@i(f)!

�
du

=

Z
W

�
2hilnT k@l(f)@i@k(f)� 2hsl�̂ i

sknT
k@l(f)@i(f)

+2hiln@k(T
k)@l(f)@i(f) + 2hilnT k@l(f)@i(f)�

j
kj

�
!du

=

Z
W

�
2hilnT k@l(f)(@i@k(f)� �̂ s

ik @s(f))

+2n tr(rT )hil@l(f)@i(f)
�
!du

Daraus folgt f�ur diesen Ausdruck

Z
W

�2hilnT k(@l@k(f)� � s
lk @s(f))@i(f)!du

=

Z
W

�
2nT khilKs

lk@s(f)@i(f) + n tr(rT )hil@i(f)@l(f)
�
!du:

Schlie�lich kann man diese beiden Summenterme invariant schreiben:

Sk
i h

ij@j(f)@k(f) = S(gradh(f))(f);

Ks
lkT

khil@i(f)@s(f) = (KT gradh(f))(f):

Dadurch ist die Behauptung 1.) bewiesen.
F�ur 2.) geht man analog vor. #
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Bemerkung: Man kann ebenso den Integranden des ersten Ausdrucks in Lemma 3.4
invariant schreiben: Dazu verwenden wir die 2{Form r df . X 7! h�r df(X; :) und Y 7!
h�r df(:; Y ) sind (1,1){Tensorfelder. Setzt man eines in das andere ein und bildet die Spur
�uber dieses neue (1,1){Tensorfeld, ergibt das in lokalen Koordinatenfunktionen:

hilhjm(@i@j(f)� � k
ij @k(f))(@l@m(f)� � s

lm@s(f)) = trX(h
�r df(:; h�r df(X; :)))

3.5 Variation der Volumina der zentroa�nen Nor-

malen

In diesem Abschnitt werden wir noch einmal die Ergebnisse von [Wang] in unserer Nota-
tion angeben. D. h. wir berechnen die 1. und 2. Variation der induzierten Volumina der
zentroa�nen Normale. Wang beschr�ankte sich auf Fl�achen mit de�niter quadratischer
Grundform und arbeitete mit einer Orthonormalbasis f�ur h. Dies ist nicht unbedingt
notwendig. Wir lassen auch inde�nite Formen h zu.

3.5.1 Die 1. Variation der Volumina

Zun�achst betrachten wir Nc. Die zentroa�ne Normale von xt ist o� xt, d. h. also

Nct := o� xt = o� (x + tfNc) = o� (x + tf(o� x)) = (1� tf)(o� x) = (1� tf)Nc:

Da Sj
ci = �ji , Nci = �xi gilt, bekommen die xti und xtik eine einfachere Form als in (3.2),

(3.3):

xti = xi + t@i(f)Nc + tfNci = xi � tfxi + t@i(f)Nc = (1� tf)xi + t@i(f)Nc

xtik = (1� tf)xik � t@k(f)xi � t@i(f)xk + t@k@i(f)Nc

Wir bestimmen nun die 1. Variation der Volumina VN , Vh und V�, indem wir zuerst die Ab-
leitung des jeweiligen Integranden !t; !ht; �!t nach t berechnen. Dann folgt die Integration
mit den Hilfss�atzen des vorigen Abschnitts.

Das von Nc erzeugte Volumen

Wir bekommen f�ur den Integranden !t:

!t = det(xt1; : : : ; xtn; Nct) = (1� tf)det(xt1; : : : ; xtn; Nc)

= (1� tf)det((1� tf)x1; : : : ; (1� tf)xn; Nc)

= (1� tf)n+1det(x1; : : : ; xn; Nc) = (1� tf)n+1!

) @tjt=0(!t) = �(n + 1)f! = �(n + 1)fHc!

Es folgt f�ur die 1. Variation von VN :

V 0
N(0) = �(n+ 1)

Z
W

f!du

Da f eine beliebige Funktion mit Eigenschaft (3.1) und ! 6= 0 ist, existiert also keine
Fl�ache, deren Volumen VNc ein Extremum ist. Minimal
�achen im Sinne der euklidischen,
also Fl�achen, f�ur die VN minimal oder maximal wird, sind nicht m�oglich bei dieser Nor-
malen. Gehen wir zu einem anderen Volumen.
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Das von hc induzierte Volumen

Es ergibt sich

det(xt1; : : : ; xtn; xtij)

= (1� tf)det(xt1; : : : ; xtn; xij)� t@j(f)det(xt1; : : : ; xtn; xi)

�t@i(f)det(xt1; : : : ; xtn; xj) + t@i@j(f)det(xt1; : : : ; xtn; Nc)

= (1� tf)det((1� tf)x1; : : : ; (1� tf)xn; hijNc)

+(1� tf)
X
l

det((1� tf)x1; : : : ; t@l(f)Nc; : : : ; (1� tf)xn;�
m

ij xm)

�t@j(f)det((1� tf)x1; : : : ; t@i(f)Nc; : : : ; (1� tf)xn; xi)

�t@i(f)det((1� tf)x1; : : : ; t@j(f)Nc; : : : ; (1� tf)xn; xj)

+t@i@j(f)det((1� tf)x1; : : : ; (1� tf)xn; Nc)

= (1� tf)n+1hij! � (1� tf)nt@l(f)�
l

ij !

+t(1� tf)n�1t2@i(f)@j(f)! + t@i@j(f)(1� tf)n!

und daraus

htij =
det(xt1; : : : ; xtn; xtij)

det(xt1; : : : ; xtn; Nct)
=

det(xt1; : : : ; xtn; xtij)

(1� tf)n+1!

= hij + t(1� tf)�1@j@i(f) + 2t2(1� tf)�2@i(f)@j(f)� t(1� tf)�1@l(f)�
l

ij

@tj0(htij) = @j@i(f)� @l(f)�
l

ij :

Aus Lemma 3.2 kann man folgern

@t(log j!htj) = @t(log
p
jDet htj) = hijt @t(htij)

1

2
:

Hier gilt also

@tjt=0(!ht) = hij@tjt=0(htij)
!h
2

= (�(f)� nT (f))
!h
2
:

Wir k�onnen jetzt mit Hilfe von Lemma 3.3 V 0
h(0) berechnen:

V 0
h(0) =

Z
W

!0
h0du =

n

2

Z
W

tr(r̂T )f!hdu

Daher ist es verst�andlich, da� Wang als neuen Shape{Operator r̂T vorschlug. Das Ver-
schwinden der Spur von r̂T zeigt das Verschwinden der 1. Variation eines Volumens an.
Deshalb nennen wir Fl�achen mit tr(r̂T ) � 0 zentroa�ne Minimal
�achen.

Beispiel aus [Wang]: Die eigentlichen A�nsph�aren mit Zentrum o erf�ullen diese Glei-
chung. Das sind Fl�achen, deren zentroa�ne Normale ein konstantes Vielfaches der Blasch-
keschen A�nnormale ist, siehe [NoS], S. 43. Weil jedoch das Blaschkesche Tschebyschew-
vektorfeld Tb = 0 ist, verschwindet auch T als konstantes Vielfaches hiervon4. Wir haben
daher insbesondere r̂T = 0, also auch tr(r̂T ) = 0.

4Man wende das Korollar zu Lemma 1.11 an.
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Das von der Konormalen induzierte Volumen

Dieses Volumen wurde nicht von Wang untersucht. Man nimmt die Gleichung (1.14), die
ebenso f�ur xt gilt, d. h. j!t�!tj = !2

ht. Daraus folgt nach logarithmischer Ableitung nach t:

@t(�!t)

�!t
= 2

@t(!ht)

!ht
� @t(!t)

!t
(3.5)

F�ur die zentroa�ne Normale ist damit

�!0
0 = (�(f)� nT (f) + (n+ 1)f)�!:

Nach Lemma 3.3 ergibt das

V 0
�(0) =

Z
W

�!0
0du = 0 +

Z
W

(n+ 1)f �!du:

Daraus folgt, da� es bez�uglich dieses Volumens, wie bei VN auch, keine extremalen Fl�achen
gibt.

Ergebnis: Im Gegensatz zum Fall der euklidischen Normalen gibt die Mittlere Kr�ummung
Hc von Nc keinen Aufschlu� �uber die Minimalit�at eines Volumens. Sowohl das von Nc

als auch das von �c induzierte Volumen, das ist das von N1
c induzierte Volumen nach

Abschnitt 2.3, wird nicht extremal (die 1. Variation verschwindet nicht). Das von hc

induzierte Volumen, d. h. nach Abschnitt 2.3 das von N
1

2
c induzierte Volumen, wollen wir

zentroa�nes Volumen nennen. Seine 1. Variation verschwindet f�ur tr(r̂T ) = 0.

3.5.2 Die 2. Variation des von hc induzierten Volumens

Wir berechnen nur die 2. Variation des von hc erzeugten Volumens. Nur f�ur dieses Volumen
gibt es Fl�achen, f�ur die die 1. Variation 0 wird, wie wir in 3.5.1 gezeigt haben.
Die 2. Variation der anderen Volumina k�onnen wir auch bestimmen, nur macht es f�ur
unsere Zwecke keinen Sinn, da die 1. Variation nicht verschwindet.

Leiten wir htij zweimal nach t ab, bekommen wir:

@2t jt=0(htij) = 2f@i@j(f) + 4@i(f)@j(f)� 2f� k
ij @k(f)

Es gilt zun�achst:

@2t (log j!htj) =
1

2
@2t (log jDet htj) = !00

ht

!ht
� (!0

ht)
2

(!ht)2

Daher folgt mit Lemma 3.2:

!00
h0 = �hilhjm@tjt=0(htlm)@tjt=0(htij)

!h
2

+ hij@2t jt=0(htij)
!h
2
+

�
!0
h0

!h

�2

!h

= �1

2
hilhjm(@i@j(f)� � k

ij @k(f))(@l@m(f)� � s
lm@s(f))!h

+
1

2
hij(2f@i@j(f) + 4@i(f)@j(f)� 2f� k

ij @k(f))!h

+
1

4
(�(f)� nT (f))2!h:
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Dies ist zu integrieren. Nach Lemma 3.3 und 3.4 ergibt sich mit S = id:

V 00
h (0) =

Z
W

!00
h0du

=

Z
W

�
� 1

2
(�(f)� nT (f))�(f) +

n� 1

2
gradh(f)(f)

�n

2
(KT gradh(f))(f)� n

4
tr(r̂T )gradh(f)(f)

+f(�(f)� nT (f)) + 2gradh(f)(f)

+
1

4
(�(f)� nT (f))2

�
!hdu

=

Z
W

1

4

�
� (�(f))2 + n2(T (f))2 � 2(n+ 1)f�(f)

�2n(KT gradh(f))(f)� n tr(r̂T )gradh(f)(f)
+2f 2n tr(r̂T )

�
!hdu

F�ur zentroa�ne Minimal
�achen, d. h. tr(r̂T ) � 0, hat man daher:

V 00
h (0) =

Z
W

1

4

�
� (�(f))2 + n2(T (f))2 � 2(n+ 1)f�(f)

�2n(KT gradh(f))(f)
�
!hdu

Beispiel von Wang: Die eigentlichen A�nsph�aren mit Zentrum o - f�ur sie gilt T = 0 -
haben als 2. Variation

V 00
h (0) =

Z
W

1

4
(�(�(f))2 � 2(n+ 1)f�(f))!hdu

=

Z
W

1

4
(�(�(f))2 + 2(n+ 1)hij@i(f)@j(f))!hdu:

Ist h negativ5 de�nit, dann ist V 00
h (0) � 0. Wenn h allerdings positiv de�nit ist, kann das

Vorzeichen von V 00
h (0) je nach Funktion positiv oder auch negativ sein. In dem Fall ist

Vh = Vh(0) bestimmt kein Extremum.

3.6 Variation der Volumina bei allgemeinen Relativ-

normalen

In diesem Abschnitt werden wir die Integranden der 1. und 2. Variation f�ur eine beliebige
Relativnormale bis auf einen Ausdruck, der nur von der Art der Normalen abh�angt,
bestimmen.
Um die 1. oder 2. Variation f�ur eine spezielle Normale zu berechnen, setzt man den dieser
Normale entsprechenden Ausdruck ein und integriert. Dies ist im wesentlichen der Inhalt
der beiden n�achsten Abschnitte.

5Wang beschr�ankt sich auf Fl�achen mit de�nitem h. Elliptisch und besonders hyperbolisch haben in
[Wang] nicht diesselbe Bedeutung wie hier im 4. und 5. Kapitel, vgl. auch [NoS], S. 125.
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Sei daher N = qNb+ x�(Z) eine beliebige Relativnormale und Nt die Relativnormale von
xt, die N entspricht, d. h. die Normale der gleichen Art (etwa die euklidische Normale von
xt, wenn N die euklidische Normale von x ist oder, wenn N = N� ist, die Normale aus
der Manhartschen Familie von xt mit dem selben Index �). Nt kann man auch darstellen
als Linearkombination der Blaschkeschen A�nnormale Nbt von xt mit einem tangentialen
Vektorfeld, n�amlich

Nt = qtNbt + xt�(Zt):

Dabei ist qt die St�utzfunktion von Nt bez�uglich Nbt und Zt ergibt sich aus qt, und zwar
durch Zt = �gradhbt(qt). Wir haben schon festgestellt, da� Nbt, hbt stetig und gen�ugend
h�au�g di�erenzierbar in t sind, zumindest in einer Umgebung von t = 0. Um die 2.
Variation ausrechnen zu k�onnen, m�ussen wir verlangen, da� qt stetig in t und mindestens
zweimal di�erenzierbar in t = 0 ist. Das ist aber f�ur die F�alle, die hier behandelt werden,
stets erf�ullt.

Bezeichnung: Wir nennen det(xt1; : : : ; xtn; xtij) nun dtij. Ist h die quadratische Grund-
form von N , gilt:

dij := d0ij = hij! und dij = hij
1

!
:

Der folgende Hilfssatz vereinfacht einige der sp�ateren Berechnungen:

Lemma 3.5 Es gilt f�ur die Ableitungen der dtij und ihrer Determinante:

1:) @tjt=0(det(xt1; : : : ; xtn; xtij)) =: d
0
0ij

= @i@j(f)! � � l
ij @l(f)! � fhij tr S! � fSk

i hkj!

2:) @tjt=0(log jDet(dtij)j) = �(f)� nT (f)� f(n+ 1)trS

3:) @2t jt=0(det(xt1; : : : ; xtn; xtij)) =: d
00
0ij

= 2!f(trS� m
ij � Sm

l �
l

ij )@m(f)

+!f 2((trS)2 � Sm
l S

l
m)hij

�2!f trS(�fSk
i hkj + @i@j(f))

+2!@m(f)(@i(f)S
m
j + @j(f)S

m
i + f@j(S

m
i ) + fSl

i�
m

lj )

4:) @2t jt=0(log jDet(dtij)j)
= �(n + 1)f 2Sm

l S
l
m

+2hij(fSm
i @j@m(f)� fSm

l �
l

ij @m(f) + 2@m(f)@i(f)S
m
j + f@j(S

m
i )@m(f))

�hilhjm(@l@m(f)� � k
lm @k(f))(@i@j(f)� � k

ij @k(f))

Beweis: 1.) Man setzt xtk und xtij ein in

@t(det(xt1; : : : ; xtn; xtij)) =
X
k

det(xt1; : : : ; @t(xtk); : : : ; xtn; xtij)+det(xt1; : : : ; xtn; @t(xtij)):

Aus (3.2), (3.3) erh�alt man

x00k = @k(f)N � fSl
kxl;

x00ij = (�@i(f)Sl
j � @j(f)S

l
i � f@j(S

l
i)� fSk

i �
l

kj )xl

+(�fSk
i hkj + @j@i(f))N:
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Insgesamt ergibt sich:

@tjt=0(det(xt1; : : : ; xtn; xtij))

=
X
k

det(x1; : : : ; x
0
0k; : : : ; xn; xij) + det(x1; : : : ; xn; x

0
0ij)

=
X
k

det(x1; : : : ; @k(f)N � fSl
kxl; : : : ; xn; xij)

+0 + det(x1; : : : ; xn; @i@j(f)N � fSk
i hkjN)

= hij(�fSk
k )! � � k

ij @k(f)! + (@i@j(f)� fSk
i hkj)!

=
�
@i@j(f)� � k

ij @k(f)� fhij tr S � fSk
i hkj

�
!

2.) Nach Lemma 3.2 gilt

@tjt=0(log jDet(dtij)j) = dij@tjt=0(dtij)

= hij
1

!
(@i@j(f)� � k

ij @k(f)� fhij trS � fhikS
k
j )!

= �(f)� nT (f)� f(n+ 1)tr S:

3.) Man setzt xtk und xtij aus (3.2), (3.3) ein in die zweite Ableitung.

@2t jt=0(det(xt1; : : : ; xtn; xtij)) = @tjt=0(@t(det(xt1; : : : ; xtn; xtij)))

= @tjt=0(
X
l

det(xt1; : : : ; @t(xtl); : : : ; xtn; xtij) + det(xt1; : : : ; xtn; @t(xtij)))

=
X
l 6=m

det(x1; : : : ; x
0
0l; : : : ; x

0
0m; : : : ; xn; xij)

+0 +
X
l

det(x1; : : : ; x
0
0l; : : : ; xn; x

0
0ij)

+
X
l

det(x1; : : : ; x
0
0l; : : : ; xn; x

0
0ij) + 0; da @2t (xtl) = @2t (xtij) = 0

= !(fSl
l�

m
ij � fSm

l �
l

ij )@m(f) + !(fSm
m�

l
ij � fSl

m�
m

ij )@l(f)

+!(f 2Sl
lS

m
m � f 2Sm

l S
l
m)hij � 2!fSl

l(�fSk
i hkj + @i@j(f))

+2!@m(f)(@i(f)S
m
j + @j(f)S

m
i + f@j(S

m
i ) + fSl

i�
m

lj )

= 2!f(trS� m
ij � Sm

l �
l

ij )@m(f)

+!f 2((trS)2 � Sm
l S

l
m)hij � 2!f trS(�fSk

i hkj + @i@j(f))

+2!@m(f)(@i(f)S
m
j + @j(f)S

m
i + f@j(S

m
i ) + fSl

i�
m

lj )

Wir k�onnen oben
P

l 6=m durch
P

l;m ersetzen, weil der Summand bei l = m 0 wird.

4.) Nach Lemma 3.2 ist

@2t jt=0(log jDet(dtij)j) = dij@2t jt=0(dtij)� dildjm@tjt=0(dtij)@tjt=0(dtlm):

Den ersten Summanden erh�alt man mit 3.) als

dij@2t jt=0(dtij)
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= hij
�
2f(trS� m

ij � Sm
l �

l
ij )@m(f)

+f 2((trS)2 � Sm
l S

l
m)hij � 2f trS(�fSk

i hkj + @i@j(f))

+2@m(f)(@i(f)S
m
j + @j(f)S

m
i + f@j(S

m
i ) + fSl

i�
m

lj )
�

= �2f trS(�(f)� nT (f)) + (n + 2)f 2(trS)2 � nf 2Sm
l S

l
m

+2hij(�fSm
l �

l
ij @m(f) + 2@m(f)@i(f)S

m
j + f@j(S

m
i )@m(f) + fSl

i�
m

lj @m(f));

den zweiten nach 1.) als

dildjm@tjt=0(dtlm)@tjt=0(dtij)

= hilhjm(�f(hlm tr S + Sk
l hkm) + @l@m(f)� � k

lm @k(f))

(�f(hij tr S + Sk
i hkj) + @i@j(f)� � k

ij @k(f))

= hilhjmf(hlm tr S + Sk
l hkm)f(hij tr S + Sk

i hkj)

�2hilhjm(@l@m(f)� � k
lm @k(f))f(hij tr S + Sk

i hkj)

+hilhjm(@l@m(f)� � k
lm @k(f))(@i@j(f)� � k

ij @k(f))

= hijf 2 tr Shij tr S + 2hijf 2 tr SSl
ihlj + hilSj

l f
2Sm

i hmj

�2hlm(@l@m(f)� � k
lm @k(f))f tr S

�2hilfSm
i (@l@m(f)� � k

lm @k(f))

+hilhjm(@l@m(f)� � k
lm @k(f))(@i@j(f)� � k

ij @k(f))

= (n + 2)f 2(trS)2 + f 2Sm
l S

l
m

�2f tr S(�(f)� nT (f))

�2hilfSm
i (@l@m(f)� � k

lm @k(f))

+hilhjm(@l@m(f)� � k
lm @k(f))(@i@j(f)� � k

ij @k(f)):

Nach Subtraktion folgt 4.). #

Bemerkung: Das Volumenelement !t ist wegen

!t = qt det(xt1; : : : ; xtn; Nbt)

und der Stetigkeit von qt stetig in t. In einer Umgebung von t = 0 ist !t 6= 0, da ! 6= 0
ist. Das bedeutet

sign !t = sign !:

Da sign !t in dieser Umgebung eine Konstante ist, gilt����
Z
W

!tdu

���� =
Z
W

j!tjdu = sign !

Z
W

!tdu:

Es folgt damit

@jt

�Z
W

j!tjdu
�
= sign � ! @jt

�Z
W

!tdu

�
; j = 1; 2:

Wir werden feststellen, da� Z
W

@jt jt=0(!t)du =

Z
W

F j � !du
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ist mit Funktionen F j, j = 1; 2, die je nach Ordnung der Ableitung und Art der Normalen
eine andere Form haben. Insgesamt erh�alt man

@jt jt=0

�Z
W

j!tjdu
�
=

Z
W

F j � j!jdu:

Auch wenn wir !t nicht als positiv voraussetzen und V (t) als j R !tduj de�nieren w�urden,
k�onnten wir mit den Ergebnissen aus 3.5, 3.7, 3.8 arbeiten, indem wir nur das Vorzeichen
entsprechend �andern w�urden. Das ist ein weiteres Argument, der Einfachheit halber davon
auszugehen, da� die Volumenelemente jeweils > 0 sind. Man sieht hier auch, da� das
Vorzeichen der 2. Variation dasjenige von F 2, dem einen Faktor im Integranden, ist.

3.6.1 Die Integranden der 1. Variation der drei induzierten Vo-

lumina

Wir werden hier die Ableitungen der drei Volumenelemente nach t f�ur t = 0, d. h.
!0
0; !

0
h0; �!

0
0, darstellen durch die Fl�achengr�o�en bez�uglich N und einen Ausdruck, der nur

von der St�utzfunktion qt von Nt bez�uglich Nbt abh�angt. Dazu nutzen wir die Beziehungen
der drei Volumenelemente aus, die durch (2.9) und (3.5) gegeben sind.

Zun�achst behandeln wir !t und !ht: Wir haben zwei Gleichungen, die sowohl !t als auch
!ht enthalten. Wir eliminieren zuerst !ht und l�osen nach !t auf. Im einzelnen geht das so:
Wir erhalten htij aus

htij =
det(xt1; : : : ; xtn; xtij)

!t
=

dtij
!t

(3.6)

und nach Lemma 3.5

!0
h0

!h
= @tj0(log j!htj) = @tjt=0(log

p
jDet htj) = 1

2
@tjt=0(log

jDet dtj
j!tjn )

=
1

2
@tjt=0(log jDet dtj)� n

2
@tjt=0(log j!tj)

= (�(n + 1)f tr S +�(f)� nT (f)� n
!0
0

!
)
1

2
:

Das ist die eine Gleichung. Die andere erhalten wir aus (2.9), d. h. j!tj = jq
n+2
2

t !htj. Nach
logarithmischer Ableitung gilt

!0
t

!t
=

n+ 2

2

q0t
qt
+
!0
ht

!ht
: (3.7)

Setzen wir !0
h0 aus der ersten Gleichung in (3.7) ein und l�osen nach !0

0 auf
6, erhalten wir

!0
0 =

q00
q0
! +

1

n+ 2
(�(n + 1)ftr S +�(f)� nT (f))!: (3.8)

Mit (3.7) folgt dann sofort:

!0
h0 = �n

2

q00
q0
!h +

1

n + 2
(�(n+ 1)ftr S +�(f)� nT (f))!h (3.9)

6Dies ist stets m�oglich, denn �n

2
6= 1.
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Bemerkung: Das Vorgehen ist eine Verallgemeinerung dessen, was normalerweise zur
Berechnung der 1. Variation von VN bei N = Nb angewandt wird. Nur ist dort die zweite
Gleichung einfacher: Man setzt in die erste Gleichung statt (3.7) bzw. (2.9) dort j!tj = j!htj
ein, siehe etwa [VV].

Jetzt k�onnen wir mit (3.5) �!0
0 berechnen:

�!0
0 = �(n + 1)

q00
q0
�! +

1

n+ 2
(�(n+ 1)ftr S +�(f)� nT (f))�! (3.10)

Es bleibt allerdings ein Quotient
q0
0

q0
stehen, den man nicht kennt, wenn man keine n�aheren

Angaben hat, um welche Normale es sich handelt. Kennt man qt, kann man einsetzen und
erh�alt den Integranden der 1. Variation. Ist N z. B. die Blaschkesche A�nnormale, so ist
qt � 1 und der Quotient verschwindet. In den folgenden Abschnitten 3.7, 3.8 werden wir
die entsprechenden Ausdr�ucke f�ur die Manhartsche und die zentroa�ne Familie ausrech-
nen. Wir h�atten auch schon bei Nc so rechnen k�onnen, aber die einfache Form der Gr�o�en
(Nct = (1� tf)Nc, S

k
i = �ki ) legt es nahe, es wie in Abschnitt 3.5 zu tun. Wir werden aber

in Abschnitt 3.8 Nc als Spezialfall erhalten.

3.6.2 Integranden der 2. Variation

Wir betrachten nun den Integranden der 2. Variation des von der Normalen induzierten
Volumens: Dabei gehen wir wie in 3.6.1 vor mit einer Ableitungsstufe h�oher: Aus zwei
Gleichungen, die !00

0 und !00
h0 enthalten, eliminieren wir !00

h0 und l�osen nach !00
0 auf.

Zuerst bestimmen wir @tj0(!
0

ht

!ht
) mit Lemma 3.5:

@2t jt=0(log j!htj)
=

1

2
@2t jt=0(log jDet htj) = 1

2
@2t jt=0(log

jDet dtj
j!tjn )

=
1

2
@2t jt=0(log jDet dtj)� n

2
@2t jt=0(log j!tj)

= �n + 1

2
f 2Sm

l S
l
m

+hij(fSm
i @j@m(f)� fSm

l �
l

ij @m(f) + 2@m(f)@i(f)S
m
j + f@j(S

m
i )@m(f))

�1

2
hilhjm(@l@m(f)� � k

lm @k(f))(@i@j(f)� � k
ij @k(f))

�n

2
@tjt=0(

!0
t

!t
)

Das ist die eine Gleichung, die !00
0 und !00

h0 enth�alt. Setzen wir sie in die nach t abgeleitete
Gleichung (3.7) ein7, bekommen wir

@tjt=0(
!0
t

!t
) =

n+ 2

2
@tjt=0(

q0t
qt
) + @tjt=0

�
!0
ht

!ht

�

7Dies ist die zweite Gleichung. Es ist die Verallgemeinerung von j!00

0 j = j!00

h0
j, siehe 3.6.1.
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=
n+ 2

2
@tjt=0(

q0t
qt
)� n + 1

2
f 2Sm

l S
l
m

+hij(fSm
i @j@m(f)� fSm

l �
l

ij @m(f) + 2@m(f)@i(f)S
m
j + f@j(S

m
i )@m(f))

�1

2
hilhjm(@l@m(f)� � k

lm @k(f))(@i@j(f)� � k
ij @k(f)))

�n

2
@tjt=0(

!0
t

!t
)

L�osen wir nach !00
0 auf, so ergibt das

!00
0 = @tj0(q

0
t

qt
)! + (

!0
0

!
)2! � n+ 1

n+ 2
f 2Sm

l S
l
m!

+
2

n+ 2
hij(fSm

i @j@m(f)� fSm
l �

l
ij @m(f) + 2@m(f)@i(f)S

m
j + f@j(S

m
i )@m(f))!

� 1

n + 2
hilhjm(@l@m(f)� � k

lm @k(f))(@i@j(f)� � k
ij @k(f))!: (3.11)

Das ist der Integrand der 2. Variation des von N erzeugten Volumens. Wir k�onnen mit
den nach t abgeleiteten Gleichungen (3.7) und (3.5) noch die Integranden f�ur die anderen
Volumina berechnen. Aus

@t

�
!0
t

!t

�
=

n + 2

2
@t

�
q0t
qt

�
+ @t

�
!0
ht

!ht

�

folgt

!00
h0

!h
= @tjt=0(

!0
t

!t
)� n+ 2

2
@tjt=0(

q0t
qt
) +

�
!0
h0

!h

�2

= �n

2
@tj0(q

0
t

qt
) + (

!0
h0

!h
)2 � n+ 1

n+ 2
f 2Sm

l S
l
m

+
2

n+ 2
hij(fSm

i @j@m(f)� fSm
l �

l
ij @m(f) + 2@m(f)@i(f)S

m
j + f@j(S

m
i )@m(f))

� 1

n + 2
hilhjm(@l@m(f)� � k

lm @k(f))(@i@j(f)� � k
ij @k(f)): (3.12)

Analog geht dies bei �!.

3.7 Anwendung auf die Normalen der Manhartschen

Familie

Wir werden in diesem Abschnitt die 1. Variation von VN , Vh und V� und die 2. Variation

von VN f�ur Normalen der Manhartschen Familie bestimmen, indem wir die Ausdr�ucke
q00
q0

und @tjt=0(
q0t
qt
) berechnen, in die Gleichungen (3.8), (3.9), (3.10) und (3.11) von Abschnitt

3.6 einsetzen und mit Hilfe der Ergebnisse des Abschnitts 3.4 integrieren.
F�ur die Berechnung der St�utzfunktion qt benutzen wir eine Eigenschaft der St�utzfunktion
bei Normalen der Manhartschen Familie: Sie ist eine bestimmte Potenz der euklidischen
Gau�schen Kr�ummung.
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3.7.1 Die 1. Variation der induzierten Volumina

Sei N = N� eine Normale der Manhartschen Familie. Nt ist in diesem Fall die Normale
N�t der Manhartschen Familie von xt mit dem Index �. Wir m�ochten ja das Volumen von
xt, das VN� entspricht, bestimmen, also VN�t, und dann dieses Volumen nach t ableiten,
also @tjt=0(VN�t) berechnen. F�ur xt als einer (f�ur t in einer Umgebung von 0) regul�aren
Fl�ache gelten die bis jetzt beschriebenen Eigenschaften, also auch die Beziehung (2.14)
der St�utzfunktion qt von Nt bez�uglich Nbt zur euklidischen Gau�schen Kr�ummung Ket f�ur
eine Normale der Manhartschen Familie:

jqtj = jKetj


Es gilt nach logarithmischer Ableitung nach t:

q00
q0

= @tjt=0(log jqtj) = @tjt=0(log jKetj
) = 

K0

e0

Ke

Ket ist aber auszudr�ucken mit Hilfe der Grundformen IIt = het und gt, n�amlich

Ket =
Det het
Det gt

:

Es gilt daher:

K0
e0

Ke

= @tjt=0(log jKetj) = @tjt=0(log jDet hetj)� @tjt=0(log Det gt)

Wir m�ussen also nur die beiden Summanden @tj0(log jDet hetj) und @tj0(log jDet gtj) be-
stimmen. Erst einmal berechnen wir den Summanden mit gt. Dazu verwenden wir:

Lemma 3.6 Man kann diese Skalarprodukte so mit den lokalen Funktionen und qe =
jKej� ausdr�ucken:

hN;Ni = q2e + hij@j(log jqej)hmk@k(log jqej)gim
hxi; Ni = �hmk@k(log jqej)gim
hNi; Ni = hmk@k(log jqej)Sj

i gjm

hxj; Nii = �Sk
i gjk

hNj; Nii = Sm
j S

k
i gkm

Beweis: Wir setzen N = qeNe � hmk@k(log jqej)xm nach De�nition 2.4 und Ni = �Sj
i xj

ein. #

Wegen (3.4) und Lemma 3.6 gilt

g00ij = @j(f)hxi; Ni+ @i(f)hxj; Ni + fhxi; Nji+ fhxj; Nii
= �@j(f)hkm@k(log jqej)gim � @i(f)h

km@k(log jqej)gjm � fSk
j gki � fSk

i gkj:

Aus Lemma 3.2 folgt damit die Darstellung des Summanden @tj0(log Det gt):

@tjt=0(log jDet gtj) = gijg00ij

= gij(�@j(f)hkm@k(log jqej)gim � @i(f)h
km@k(log jqej)gjm � fSk

j gki � fSk
i gkj)

= �2(@j(f)hkj@k(log jqej) + f tr S)
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Nun kommen wir zu @tj0(log jDet hetj): het erhalten wir aus

hetij =
det(xt1; : : : ; xtn; xtij)

det(xt1; : : : ; xtn; Net)
=

dtijp
Det gt

: (3.13)

Mit Lemma 3.5 ist

@tjt=0(log jDet hetj) = @tjt=0(log
jDet dtjp
Det gt

n )

= @tjt=0(log jDet dtj)� n

2
@tjt=0(log Det gt)

= �f(n+ 1)trS +�(f)� nT (f)� n

2
@tjt=0(log Det gt):

Wir haben jetzt die beiden Summanden berechnet. @tj0(log jKetj) ergibt sich als

K0
e0

Ke0

= �(f)� nT (f)� (n + 1)ftr S � n + 2

2
@tjt=0(log Det gt)

= �(f)� nT (f) + ftr S + (n+ 2)@l(f)h
kl@k(log jqej):

F�ur 
 6= 0 kann man dies wegen (2.15) so darstellen:

q00
q0

= 

K0

e0

Ke0
= 
(�(f)� nT (f) + ftr S) + 2�nT (f) (3.14)

Ist 
 = 0, das ist genau f�ur N = Nb der Fall, so kann man i. a. qe nicht als Potenz von
q � 1 ausdr�ucken (es sei denn, jKej � 1). Hier f�allt einerseits der ganze Ausdruck rechts
weg, denn T = Tb = 0. Andererseits ist q00 = 0, weil qt � 1 f�ur jedes t gilt. Daher kann
man die Darstellung (3.14) auch f�ur 
 = 0 nehmen.

Wenn man (3.14) in (3.8) einsetzt, d. h.

!0
0 = 
(�(f)� nT (f) + ftr S)! + 2�nT (f)!

+
1

n+ 2
(�(n + 1)ftr S +�(f)� nT (f))!

= �(�(f) + nT (f))! + (�� 1)f tr S!;

und integriert, erh�alt man nach Anwendung des Lemmas 3.3

V 0
N(0) =

Z
W

!0
0du =

Z
W

(�� 1)f tr S!du

=

Z
W

(�� 1)fnH!du:

Das in 3.2.1 und 3.2.2 Erw�ahnte gilt also allgemein f�ur - fast - die ganze Familie: F�ur
alle Normalen N� der Manhartschen Familie, au�er f�ur N1 = NIII, verschwindet die 1.
Variation des von N� erzeugten Volumens genau dann, wenn H = H� identisch 0 ist.

De�nition 3.7 Wir wollen Fl�achen, f�ur die f�ur ein � 2 IR die Mittlere Kr�ummung

H = H� bez�uglich N� identisch verschwindet, N�{Minimal
�achen bzw. N�{minimal

nennen.
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Wir werden dies auch f�ur � = 1 tun, obwohl hier die 1. Variation immer verschwindet. In
3.7.3 werden wir darauf noch kurz eingehen.

Wir k�onnen nun auch die 1. Variation der anderen Volumina berechnen. Setzt man n�amlich
den in (3.14) f�ur

q00
q0
erhaltenen Ausdruck in (3.9) und in (3.10) ein, ergibt das

!0
h0 = �n

2

(�(f)� nT (f) + f tr S)!h � n

2
2�nT (f)!h

+
1

n+ 2
(�(n + 1)f tr S +�(f)� nT (f))!h

=
�n� + 1

2
�(f)!h � n� + 1

2
nT (f)!h � n� + 1

2
f tr S!h;

�!0
0 = �(n+ 1)
(�(f)� nT (f) + f tr S)�! � (n+ 1)2�nT (f)�!

+
1

n+ 2
(�(n + 1)f tr S +�(f)� nT (f))�!

= (�(n+ 1)� + 1)(�(f)� nT (f))�! � (n+ 1)2�nT (f)�! � (n+ 1)�f tr S�!:

Integriert man diese Terme, so erh�alt man nach Lemma 3.3

V 0
h(0) =

Z
W

!0
h0du =

Z
W

�n� + 1

2
(nT (f) + ftr S)!hdu

=

Z
W

n� + 1

2
(tr(r̂T )�H)nf!hdu;

V 0
�(0) =

Z
W

�!0
0du =

Z
W

��(n+ 1)(2nT (f) + f tr S)�!du

=

Z
W

��(n+ 1)(H � 2tr(rT ))nf �!du:

F�ur die anderen Volumina gilt daher Entsprechendes wie bei VN . Die 1. Variation von Vh
verschwindet genau dann, wenn tr(r̂T )�H = 0 ist, au�er bei � = � 1

n
, dort verschwindet

die 1. Variation immer. Das ist aber schon bekannt, denn aus Abschnitt 2.3 wissen wir,
da�

(N� 1

n
)h = N1 = NIII

ist, und das von NIII induzierte Volumen hat stets eine verschwindende 1. Variation.
Die 1. Variation von V� verschwindet f�ur H � 2tr(rT ) � 0, au�er bei � = 0. Das von der
euklidischen Konormale erzeugte Volumen ist das von

(N0)� = N1 = NIII

erzeugte Volumen.

Ergebnis: Wie beim euklidischen und �aquia�nen Fall verschwindet bei Normalen der
Manhartschen Familie die 1. Variation des von der Normalen erzeugten Volumens, wenn
die Mittlere Kr�ummung bzgl. dieser Normalen identisch 0 ist.

3.7.2 N�{Minimal
�achen und Mittlere Kr�ummung

Wir werden nun die Mittlere Kr�ummung H� durch euklidische Gr�o�en darstellen, Gleich-
zeitigkeitsprobleme untersuchen und die Mittlere Kr�ummung bez�uglich Nh und N� aus-
rechnen.
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Wie wir in 3.7.1 gesehen haben, verschwindet die 1. Variation des von N = N� erzeugten
Volumens genau f�ur H = 0. Dabei ist H die Mittlere Kr�ummung bez�uglich der Nor-
malen N aus der Manhartschen Familie, nicht notwendig He. Wir k�onnen aber H mit
euklidischen Gr�o�en ausdr�ucken. Wegen (1.5), (2.12) gilt:

�e(log jKej) = tr(r̂e gradhe(log jKej)) = �2n tr(r̂e Te)

nT̂e(gradhe(log jKej)) = nTe(log jKej)
= �1

2
gradhe(log jKej)(log jKej) = �2n2he(Te; Te)

Nach Lemma 2.1 und De�nition 2.4 erhalten wir

nH = tr S = qetr Se + tr(r̂eqegradhe(log jqej)) + qetr Kegradhe(log jqej)
= qenHe + qetr(r̂egradhe(log jqej)) + gradhe(log jqej)(qe) + qenTe(log jqej)
= qe(nHe + tr(r̂egradhe(log jqej)) + gradhe(log jqej)(log jqej) + nTe(log jqej))
= jKej�(nHe � 2�n tr(r̂eTe)� 2�(1� 2�)n2he(Te; Te))

= jKej�(nHe + ��e(log jKej)� 1

2
�(1� 2�)gradhe(log jKej)(log jKej)) (3.15)

Man vergleiche (3.15) mit (3.11) in [Man3].
F�ur � = 1

2
und n = 2 hat man bis auf einen nicht verschwindenden Faktor genau den

Ausdruck, den Gl�assner f�ur II{Minimal
�achen errechnete, siehe 3.2.3. Beispiele f�ur II{
Minimal
�achen sind in [Gl] und [Man2] angegeben.

Man kann jetzt auch die F�alle n�aher betrachten, in denen Fl�achen gleichzeitig N�{ und
N�{Minimal
�achen sind f�ur zwei verschiedene reelle Zahlen �, �: Der Ausdruck in (3.15)
mu� dann f�ur beide Zahlen 0 werden, es folgt deshalb:

nHe + ��e(log jKej)� 1

2
�(1� 2�)gradhe(log jKej)(log jKej) = 0

nHe + ��e(log jKej)� 1

2
�(1� 2�)gradhe(log jKej)(log jKej) = 0

Zieht man die zweite von der ersten Gleichung ab und teilt durch � � � 6= 0, so ergibt
das:

nHe + ��e(log jKej)� 1

2
�(1� 2�)gradhe(log jKej)(log jKej) = 0

�e(log jKej)� 1

2
(1� 2(� + �))gradhe(log jKej)(log jKej) = 0

Beispiele: Eine Fl�ache, die gleichzeitig euklidische und II{Minimal
�ache ist, mu� die
Gleichungen f�ur � = 0, � = 1

2
erf�ullen:

He = 0

�e(log jKej) = 0

Eine euklidische und zugleich A�nminimal
�ache erf�ullt sie mit � = 0, � = 1
n+2

:

He = 0

�e(log jKej)� n

2(n+ 2)
gradhe(log jKej)(log jKej) = 0
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F�ur eine II{ und A�nminimal
�ache setzt man � = 1
2
, � = 1

n+2
ein:

nHe +
1

2
�e(log jKej) = 0

�e(log jKej) + 1

n+ 2
gradhe(log jKej)(log jKej) = 0

In [Gl] werden Beispiele f�ur n = 2 angegeben.

Nun untersuchen wir, welche Fl�achen N�{Minimal
�achen f�ur alle � 2 IR sind. Das gilt
bereits, wenn eine Fl�ache f�ur drei verschiedene Zahlen �i, i = 1; 2; 3, N�i{Minimal
�ache
ist. Denn die drei Gleichungen

nHe + �i�e(log jKej)� 1

2
�i(1� 2�i)gradhe(log jKej)(log jKej) � 0; i = 1; 2; 3;

oder in Matrixschreibweise0
@ 1 �1 �1(1� 2�1)

1 �2 �2(1� 2�2)
1 �3 �3(1� 2�3)

1
A
0
@ nHe

�e(log jKej)
�1

2
gradhe(log jKej)(log jKej)

1
A =

0
@ 0

0
0

1
A ;

sind genau dann erf�ullt, wenn

He = �e(log jKej) = gradhe(log jKej)(log jKej) � 0

gilt. Denn die Matrix ist genau dann regul�ar, wenn die �i verschiedene Zahlen sind. Der
Vektor rechts der Matrix mu� also der Nullvektor sein, d. h. die Komponentenfunktionen
verschwinden. Mit diesen Funktionen verschwindet jedoch der Ausdruck

nHe + ��e(log jKej)� 1

2
�(1� 2�)gradhe(log jKej)(log jKej)

f�ur jedes �.

Beispiel: F�ur n = 2 ist die Wendel
�ache eine N�{Minimal
�ache f�ur jedes �. Das folgt
aus der Bemerkung in 2.4.1, vgl. [Gl], Satz 11.

Sei N eine beliebige Relativnormale mit der quadratischen Grundform h. Wir berechnen
nun die Mittlere Kr�ummung Hh = tr Sh von Nh in Gr�o�en bez�uglich N . Es gilt wegen
(2.10) und Abschnitt 2.3 mit q = �b(N)

Nh = ~qN + x�( ~Z); ~Z = �gradh(~q) = �~q gradh(log j~qj) = ~q
n+ 2

2
gradh(log jqj) = n~qT:

Deshalb erhalten wir nach Lemma 2.1 f�ur die Mittlere Kr�ummung von Nh:

trSh = ~q tr S � tr(rn~qT ) = ~q tr S � n~q tr(rT )� nT (~q)

= ~q trS � n~q tr(r̂T )� n~q trKT � n~qT (log j~qj)
= ~q trS � n~q tr(r̂T )� n~qnT̂ (T ) + n~qnT̂ (T )

= ~q trS � n~q tr(r̂T ) = ~qn(H � tr(r̂T ))
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Bei Normalen N = N� der Manhartschen Familie ist das fast der Integrand von V 0
h(0).

Es gilt damit (au�er f�ur � = � 1
n
): Die 1. Variation von Vh ist genau dann 0, wenn die

Mittlere Kr�ummung von Nh identisch verschwindet.
Wir k�onnen analog die Mittlere Kr�ummung von N� berechnen:

trS� = �qn(H � 2tr(rT ))

Die 1. Variation von V� verschwindet (au�er f�ur � = 0) genau dann, wenn trS� = 0 ist.
Das ist kein Zufall. Bei allen Normalen N = N� der Manhartschen Familie (au�er � = 1)
ist das Verschwinden der Mittleren Kr�ummung mit dem Verschwinden der 1. Variation des
von N erzeugten Volumens �aquivalent.Nh ist - wieN - auch aus der Manhartschen Familie
und erzeugt das von h induzierte Volumen, dessen 1. Variation genau f�ur tr(r̂T )�H = 0
verschwindet. Also mu� die Mittlere Kr�ummung von Nh ein Vielfaches von H � tr(r̂T )
sein. Genauso ist es beim von der Konormalen erzeugten Volumen.

F�ur zentroa�ne Minimal
�achen gilt das nicht, dort verschwindet die 1. Variation von
Vh, vergleiche 3.5, wenn tr(r̂T ) � 0 ist. Die Mittlere Kr�ummung der Normalen (Nc)h
verschwindet nach den obigen Berechnungen aber genau dann, wenn H � tr(r̂T ) = 1�
tr(r̂T ) � 0 ist. Beide k�onnen nicht zusammen verschwinden. Das ist schon ein Hinweis,
da� das Verschwinden der Mittleren Kr�ummung nicht immer das Verschwinden der 1.
Variation des von der Normalen induzierten Volumens impliziert. Bei den Normalen der
zentroa�nen Familie ist das so, vergleiche Abschnitt 3.8.

Bemerkung: Ist N = Nb, so ist � = 1
n+2

und T = 0. Es gilt

V 0
N(0) = V 0

h(0) = V 0
�(0) = �n + 1

n + 2

Z
W

fnH!du;

was nicht �uberraschen kann, denn bei Nb stimmen VN , Vh und V� �uberein. Nicht nur bei
Nb, sondern auch bei Nbt ist das so.
Betrachten wir jetzt den Fall, da� jKej = c konstant ist. F�ur eine Normale N = N� gilt
dort ebenfalls T = 0, auch bei � 6= 1

n+2
, vgl. (2.12) und (2.15), und es folgt:

V 0
N(0) =

Z
W

(�� 1)c�nHef!du

V 0
N(0) ist ein konstantes Vielfaches von V

0
Ne
(0). Das scheint selbstverst�andlich zu sein, weil

sich die Volumina VN und VNe nur durch einen konstanten Faktor unterscheiden. Bei der
zweiten Ableitung ist es aber nicht so, dazu mehr in 3.7.3.
Wir f�uhren diesen Vergleich von V 0

N(0) und V 0
Ne
(0) durch, obwohl es sich eigentlich i. a.

um verschiedene Variationen mit verschiedenen Vergleichs
�achen handelt. Wir lassen dies
au�er acht. F�ur V 0

N(0) berechnen wir das von Nt erzeugte Volumen der Vergleichs
�ache
x+ tfN , bei V 0

Ne
(0) das von Net erzeugte Volumen der Fl�ache x+ tfNe. Es gilt N = c�Ne.

Verwenden wir bei der Variation von VNe die Funktion c�f , sind die Vergleichs
�achen
gleich: x + tfN = x + tc�fNe. Daraus folgt aber nicht, da� auch f�ur die Normalen
Nt = c�Net gilt.
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3.7.3 Die 2. Variation des von der Normalen induzierten Volu-

mens

Bei der zweiten Variation gehen wir �ahnlich wie in 3.7.1 vor: Wir stellen @tjt=0

�
q0t
qt

�
nach

(2.14) durch het und gt dar, setzen dies in (3.11) ein und integrieren.

Wir berechnen zuerst den Summanden mit gt von

@2t jt=0(log jqtj) = 
@2t jt=0(log jKetj) = 

�
@2t jt=0(log jDet hetj)� @2t jt=0(log Det gt)

�
:

Hierzu leiten wir f�ur g000ij (3.4) zweimal nach t ab und verwenden Lemma 3.6. Wir erhalten

@2t jt=0(gtij) = 2@i(f)@j(f)hN;Ni+ 2@i(f)fhN;Nji+ 2@j(f)fhN;Nii+ 2f 2hNi; Nji
= 2@i(f)@j(f)(q

2
e + hslhkm@l(log jqej)@m(log jqej)gsk)

+2@i(f)fh
sm@m(log jqej)Sl

jgsl + 2@j(f)fh
sm@m(log jqej)Sl

igsl

+2f 2Sl
iS

m
j glm

und daraus

gij@2t jt=0(gtij) = 2gij@i(f)@j(f)(q
2
e + hslhkm@l(log jqej)@m(log jqej)gsk)

+4gij@i(f)fh
sm@m(log jqej)Sl

jgsl

+2gijf 2Sl
iS

m
j glm:

Daneben gilt, wenn man g00ij aus 3.7.1 verwendet:

gilgjm@tjt=0(gtij)@tjt=0(gtlm)

= gilgjm(@j(f)h
ks@k(log jqej)gis + @i(f)h

ks@k(log jqej)gjs + fSk
i gkj + fSk

j gki)

(@m(f)h
ks@k(log jqej)gls + @l(f)h

ks@k(log jqej)gms + fSk
l gkm + fSk

mgkl)

= gil(@i(f)h
km@k(log jqej) + fSm

i )

(@m(f)h
ks@k(log jqej)gls + @l(f)h

ks@k(log jqej)gms + fSk
l gkm + fSk

mgkl)

+gjm(@j(f)h
kl@k(log jqej) + fSl

j)

(@m(f)h
ks@k(log jqej)gls + @l(f)h

ks@k(log jqej)gms + fSk
l gkm + fSk

mgkl)

= (@i(f)h
km@k(log jqej) + fSm

i )(@m(f)h
ki@k(log jqej) + fSi

m)

+gil(@i(f)h
km@k(log jqej) + fSm

i )(@l(f)h
ks@k(log jqej)gms + fSk

l gkm)

+(@j(f)h
kl@k(log jqej) + fSl

j)(@l(f)h
kj@k(log jqej) + fSj

l )

+gjm(@j(f)h
kl@k(log jqej) + fSl

j)(@m(f)h
ks@k(log jqej)gls + fSk

mgkl)

= 2(@i(f)h
km@k(log jqej) + fSm

i )(@m(f)h
ki@k(log jqej) + fSi

m)

+2gil(@i(f)h
km@k(log jqej) + fSm

i )(@l(f)h
ks@k(log jqej)gms + fSk

l gkm)

Zusammen ergibt das nach Lemma 3.2

@2t jt=0(log Det gt) = �gilgjm@tjt=0(gtij)@tjt=0(gtlm) + gij@2t jt=0(gtij)

= �2@i(f)hkm@k(log jqej)@m(f)hsi@s(log jqej)
�4@i(f)hkm@k(log jqej)fSi

m � 2f 2Sm
i S

i
m

+2gij@i(f)@j(f)q
2
e :
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Nun kommen wir zum anderen Summanden: Aus Lemma 3.5 folgt

@2t j0(log jDet hetj) = @2t jt=0(log
jDet dtjp
Det gt

n )

= @2t jt=0(log jDet dtj)� n

2
@2t jt=0(logDet gt)

= �(n + 1)f 2Sm
l S

l
m

+2hij(fSm
i @j@m(f)� fSm

l �
l

ij @m(f) + 2@m(f)@i(f)S
m
j + f@j(S

m
i )@m(f))

�hilhjm(@l@m(f)� � k
lm @k(f))(@i@j(f)� � k

ij @k(f))

�n

2
@2t jt=0(log Det gt):

Insgesamt erhalten wir damit f�ur @2t jt=0(log jKetj):
@2t jt=0(log jKetj) = @2t jt=0(log jDet hetj)� @2t jt=0(log Det gt)

= �(n + 1)f 2Sm
l S

l
m

+2hij(fSm
i @j@m(f)� fSm

l �
l

ij @m(f) + 2@m(f)@i(f)S
m
j + f@j(S

m
i )@m(f))

�hilhjm(@l@m(f)� � k
lm @k(f))(@i@j(f)� � k

ij @k(f))

�n + 2

2
@2t jt=0(log Det gt)

= f 2Sm
l S

l
m

+2hij(fSm
i @j@m(f)� fSm

l �
l

ij @m(f) + 2@m(f)@i(f)S
m
j + f@j(S

m
i )@m(f))

�hilhjm(@l@m(f)� � k
lm @k(f))(@i@j(f)� � k

ij @k(f))

+(n+ 2)@i(f)h
km@k(log jqej)@m(f)hsi@s(log jqej)

+2(n+ 2)@i(f)h
km@k(log jqej)fSi

m

�(n + 2)gij@i(f)@j(f)q
2
e

F�ur @2t jt=0(log jqtj) bedeutet das
@2t jt=0(log jqtj) = 
@2t jt=0(log jKetj)

= 
f 2Sm
l S

l
m

+2
hij(fSm
i @j@m(f)� fSm

l �
l

ij @m(f) + 2@m(f)@i(f)S
m
j + f@j(S

m
i )@m(f))

�
hilhjm(@l@m(f)� � k
lm @k(f))(@i@j(f)� � k

ij @k(f))

+
(n+ 2)@i(f)h
km@k(log jqej)@m(f)hsi@s(log jqej)

+2
(n+ 2)@i(f)h
km@k(log jqej)fSi

m

�
(n + 2)gij@i(f)@j(f)q
2
e :

Ersetzen wir mit (2.15) f�ur 
 6= 0 einige Terme der Form hlj@j(log jqej) durch �2

(n+2)

nT l,
so ist

@2t jt=0(log jqtj) = 
f 2Sm
l S

l
m

+2
hij(fSm
i @j@m(f)� fSm

l �
l

ij @m(f) + 2@m(f)@i(f)S
m
j + f@j(S

m
i )@m(f))

�
hilhjm(@l@m(f)� � k
lm @k(f))(@i@j(f)� � k

ij @k(f))

+2�nT (f)hkm@k(log jqej)@m(f) + 4�@i(f)nT
mfSi

m

�
(n + 2)gij@i(f)@j(f)q
2
e :
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�Ahnlich wie bei (3.14) gilt dies nicht nur f�ur 
 6= 0: F�ur 
 = 0 (N = Nb) wird der
Ausdruck rechts 0, da T = Tb = 0 gilt. Da qt � 1 ist, ist mit q000 und q

0
0 auch die linke Seite

0. Deshalb kann man die Darstellung f�ur 
 = 0 ebenfalls nehmen. Damit haben wir den

Term @tjt=0(
q0t
qt
) vollst�andig berechnet. Setzen wir ihn in (3.11) ein, erhalten wir

!00
0

!
= 
f 2Sm

l S
l
m

+2
hij(fSm
i @j@m(f)� fSm

l �
l

ij @m(f) + 2@m(f)@i(f)S
m
j + f@j(S

m
i )@m(f))

�
hilhjm(@l@m(f)� � k
lm @k(f))(@i@j(f)� � k

ij @k(f))

+2�nT (f)@i(f)h
si@s(log jqej) + 4�@i(f)nT

mfSi
m

�
(n + 2)gij@i(f)@j(f)q
2
e

�n + 1

n + 2
f 2Sm

l S
l
m +

�
�(�(f) + nT (f)) + (�� 1)f tr S

�2

+
2

n+ 2
hij(fSm

i @j@m(f)� fSm
l �

l
ij @m(f) + 2@m(f)@i(f)S

m
j + f@j(S

m
i )@m(f))

� 1

n + 2
hilhjm(@l@m(f)� � k

lm @k(f))(@i@j(f)� � k
ij @k(f))

= (�� 1)f 2Sm
l S

l
m

+2�hij(fSm
i @j@m(f)� fSm

l �
l

ij @m(f) + 2@m(f)@i(f)S
m
j + f@j(S

m
i )@m(f))

��hilhjm(@l@m(f)� � k
lm @k(f))(@i@j(f)� � k

ij @k(f))

+2�nT (f)@i(f)h
si@s(log jqej) + 4�@i(f)nT

mfSi
m

�(n + 2)
gij@i(f)@j(f)q
2
e +

�
�(�(f) + nT (f)) + (�� 1)f tr S

�2
:

Das mu� man integrieren. Vorher werden wir den zweiten Summanden des Integrals mit
partieller Integration noch vereinfachen, denn dieser ist fast @j(h

ijfSm
i @m(f)!):Z

W

hij(fSm
i @j@m(f)� fSm

l �
l

ij @m(f) + @m(f)@j(f)S
m
i + f@j(S

m
i )@m(f))!du

=

Z
W

�
� hijfSm

l �
l

ij @m(f)! + @j

�
hijfSm

i @m(f)!
�

�@j(hij)fSm
i @m(f)! � hijfSm

i @m(f)�
l

jl !
�
du

(2:2)
=

Z
W

(�hij� l
ij fS

m
l @m(f)! + 0 + hij�

k

ij fS
m
k @m(f)!)du

=

Z
W

�2fnT kSm
k @m(f)!du (3.16)

Die Gleichung (3.16) gilt auch f�ur andere Relativnormalen. Setzen wir (3.16) ein und
verwenden Lemma 3.4, so bekommen wir

V 00
N(0) =

Z
W

!00
0du

=

Z
W

�
(�� 1)f 2Sm

l S
l
m + 2�hij@m(f)@i(f)S

m
j

�4�fnT kSm
k @m(f)
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��(�(f)� nT (f))(�(f) + nT (f))

+�(n� 1)hijSk
i @k(f)@j(f)

�2�hilnTmKs
lm@s(f)@i(f)� �n tr(rT )hij@i(f)@j(f)

+2�nT (f)hkm@k(log jqej)@m(f) + 4�@i(f)nT
mfSi

m

�(n + 2)
gij@i(f)@j(f)jKej2�

+(�(�(f) + nT (f)) + (�� 1)ftr S)2
�
!du:

=

Z
W

�
(�� 1)f 2Sm

l S
l
m + �(n+ 1)hij@m(f)@i(f)S

m
j

�2�hilnTmKs
lm@s(f)@i(f)� �n tr(rT )hil@l(f)@i(f)

+2�2nT (f)hkm@k(log jKej)@m(f)
�(n + 2)
gij@i(f)@j(f)jKej2� (3.17)

+�(�� 1)�(f)2 + 2�2�(f)nT (f) + �(�+ 1)n2T (f)2

+2�(�� 1)(�(f) + nT (f))f tr S + (�� 1)2f 2(tr S)2
�
!du:

F�ur H = 0 erhalten wir in invarianter Schreibweise

V 00
N(0) =

Z
W

�
(�� 1)f 2tr(S � S) + �(n+ 1)S(gradh(f))(f)

�2�n(KTgradh(f))(f)� �n tr(rT )gradh(f)(f)
+2�2nT (f)gradh(f)(log jKej) (3.18)

�(n + 2)
 gradg(f)(f)jKej2�

+�(�� 1)�(f)2 + 2�2�(f)nT (f) + �(� + 1)n2T (f)2
�
!du:

Das ist die 2. Variation einer N�{Minimal
�ache in den Gr�o�en bez�uglich N = N�. Dieses
Integral ist i. a. nicht immer positiv, wie der Name Minimal
�ache es andeutet. Es kann
auch verschwinden, es gibt sogar F�alle, in denen verschiedene Vorzeichen auftreten je
nach verwendeter Funktion f . In dem Fall ist VN sicher kein Extremum. Wir werden
V 00
N(0) sp�ater f�ur Spezialf�alle betrachten.

Zuerst formen wir aber f�ur 
 6= 0 das Integral
R
W
hijSm

j @m(f)@i(f)!du etwas um. Es gilt
zum einen mit Lemma 2.1

S(X) = qeSe(X) +rXgradh(log jqej)�X(log jqej)gradh(log jqej);

zum anderen ergibt sich f�ur die Matrix (hije )

(hije ) = (heij)
�1 = ((Sl

em)(gij))
�1 = (gij)

�1(Sl
em)

�1

und daher (hije )(S
l
em) = (gij). So erhalten wir, da hij = qeh

ij
e ist,

hijSm
j = hijqeS

m
ej + hij(@j(h

mk@k(log jqej)) + � m
js hks@k(log jqej))

�hij@j(log jqej)hsm@s(log jqej)
= q2eg

im + hij(@j(h
mk@k(log jqej)) + � m

js hks@k(log jqej))
�hij@j(log jqej)hsm@s(log jqej):
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F�ur 
 6= 0 schreiben wir nach (2.15) statt gradh(log jqej) nur n�2

(n+2)

T . Integrieren wir

partiell, l�a�t sich der mittlere Term von
R
W
hijSm

j @m(f)@i(f)!du weiter ver�andern:

Z
W

hij(@j(T
m) + � m

js T s)@i(f)@m(f)!du

=

Z
W

�
� @j(h

ij)Tm@i(f)@m(f)� hijTm@j@i(f)@m(f)

�hijTm@i(f)@j@m(f)� hijTm@i(f)@m(f)�
s

js

+hij� m
js T s@i(f)@m(f)

�
!du

=

Z
W

�
� hijTm@j@i(f)@m(f) + hijTm@s(f)@m(f)�

s

ji

�hijTm@i(f)@j@m(f) + hij� m
js T s@i(f)@m(f)

�
!du

=

Z
W

�
� (�(f) + nT (f))T (f)

+hij(� m
js T s@m(f)� Tm@j@m(f))@i(f)

�
!du

Den zweiten Summanden kennen wir aus dem Beweis von Lemma 3.4:Z
W

hij(� m
js T s@m(f)� Tm@j@m(f))@i(f)!du

=

Z
W

�
hijKm

jsT
s@m(f)@i(f) +

1

2
hij@i(f)@j(f)tr(rT )

�
!du

Zusammen ergibt das f�ur 
 6= 0Z
W

hij@m(f)@i(f)S
m
j !du =

Z
W

gij@j(f)@i(f)q
2
e!du

+
n�


(n + 2)

Z
W

�
� 2(�(f) + nT (f))T (f) + 2hij@i(f)K

m
js@m(f)T

s

+hij@i(f)@j(f)tr(rT )� 2hij@j(log jqej)@i(f)T (f)
�
!du: (3.19)

Bemerkung: Es gilt bei trS = 0

0 =
�X

k

Sk
k

�2
=
X
k

(Sk
k )

2 + 2
X
k<l

Sk
kS

l
l :

Deshalb ist f�ur n = 2

Sl
mS

m
l = (S1

1)
2 + S2

1S
1
2 + S1

2S
2
1 + (S2

2)
2 = �2S1

1S
2
2 + 2S2

1S
1
2 = �2Det S = �2K:

Spezialf�alle:

1.) N = Ne:
Wir setzen � = 0, 
 = � 1

n+2
in (3.18) ein: F�ur euklidische Minimalf�achen gilt

V 00
N(0) =

Z
W

(�f 2Sm
l S

l
m + gij@i(f)@j(f))!du:
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r = re ist der Levi{Civit�a{Zusammenhang von g. Nach partieller Integration er-
halten wir den Ausdruck

V 00
N(0) =

Z
W

�
� f 2Sm

l S
l
m � @i(g

ij)@j(f)f � gij@i@j(f)f � gij@j(f)f�
l

li

�
!du

=

Z
W

�
� f 2Sm

l S
l
m � gij@i@j(f)f + gij� k

ij @k(f)f
�
!du

=

Z
W

�
� fSm

l S
l
m ��g(f)

�
f!du

mit dem von g induzierten Laplace{Operator �g.

Ist n = 2, so folgt f�ur die 2. Variation von VN

V 00
N(0) =

Z
W

(2f 2K + jjx�(gradg(f))jj2)!du

=

Z
W

(2f 2K ��g(f)f)!du;

wenn jjx�(X)jj2 = hx�(X); x�(X)i = g(X;X) die euklidische Norm bezeichnet.

Die Untersuchung, ob V 00
N(0) positiv oder negativ ist, f�uhrt zu einem Eigenwert-

problem, siehe [Bl1], Paragraph 116, [Nit], Paragraph 108. Beide verweisen auf die
Gesammelten Abhandlungen von H. A. Schwarz.

2.) N = Nb:
Wir setzen � = 1

n+2
, 
 = 0, T = 0 in (3.18) ein: F�ur A�nminimal
�achen ist damit

V 00
N(0) =

n+ 1

n+ 2

Z
W

(�f 2Sm
l S

l
m + hij@m(f)@i(f)S

m
j � 1

(n+ 2)
�(f)2)!du:

Wie in Unterabschnitt 3.2.2 erw�ahnt, hat Calabi bewiesen, da� f�ur n = 2, h de�nit
dieser Ausdruck � 0 ist, weitere Untersuchungen gibt es etwa bei [Kra1], [Kra2]. In
[VV] wird anhand der Wendel
�ache gezeigt, da� die Ungleichung f�ur inde�nites h
nicht immer gilt: V 00

N(0) hat verschiedene Vorzeichen f�ur verschiedene f und kann
kein Extremum sein. F�ur uneigentliche A�nsph�aren, d. h. Fl�achen mit S = 0, ist
V 00
N(0) auf alle F�alle nichtpositiv.

3.) N 6= Nb und jKej =: c 6= 0, c konstant. Dann ist T = 0. Aus Lemma 1.11 folgert
man, indem man Z = 0, qe = c� einsetzt:

hij = c�hije ; S
m
l = c�Sm

el ;�(f) = c��e(f); ! = c�!e

Nach (3.19) erhalten wir:

Z
W

hij@m(f)@i(f)S
m
j !du =

Z
W

gij@j(f)@i(f)q
2
e!du

F�ur V 00
Ne
(0) ergibt sich mit (3.17), (3.19):

V 00
Ne
(0) =

Z
W

�
� f 2Sm

elS
l
em + hije @m(f)@i(f)S

m
ej + f 2(tr Se)

2
�
!edu:
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Daher gilt, wenn wir (3.17) benutzen:

V 00
N(0) =

Z
W

�
(�� 1)f 2Sm

l S
l
m + �(n+ 1)hij@m(f)@i(f)S

m
j

�(n+ 2)
gij@i(f)@j(f)jKej2�

+�(�� 1)�(f)2 + 2�(�� 1)�(f)f tr S + (�� 1)2f 2(tr S)2
�
!du

=

Z
W

�
(�� 1)f 2Sm

l S
l
m � (�� 1)hij@m(f)@i(f)S

m
j

+�(�� 1)�(f)2 + 2�(�� 1)�(f)f tr S + (�� 1)2f 2(tr S)2
�
!

= (�� 1)

Z
W

�
f 2Sm

l S
l
m � hij@m(f)@i(f)S

m
j � f 2(tr S)2

�
!du

+�(�� 1)

Z
W

�
�(f)2 + 2�(f)ftr S + f 2(tr S)2

�
!du

= �(�� 1)c3�V 00
Ne
(0) + �(�� 1)

Z
W

(�(f) + f tr S)2!du

Damit ist - anders als bei der 1. Ableitung - V 00
N(0) i. a. kein konstantes Vielfaches

von V 00
Ne
(0). Das gilt f�ur ein beliebiges f nur, wenn � = 0, d. h. N = Ne, oder � = 1

ist. Schon in 3.7.2 sind wir darauf eingegangen. Wenn es �uberhaupt m�oglich ist, die
verschiedenen Variationen zu vergleichen, sollte man bedenken, da� f�ur jKej� = c�

zwar die Volumina VN = c�VNe und die Normalen N = c�Ne konstante Vielfache
voneinander sind. F�ur t 6= 0 mu� das nicht mehr erf�ullt sein, jKetj mu� also nicht
konstant c sein.

4.) N = NIII : Wir setzen � = 1 und (3.19) in (3.17) ein. Das vereinfacht die Gleichung,
es gilt

V 00
N(0) =

Z
W

�
(n+ 1)hij@m(f)@i(f)S

m
j

�2hilnTmKs
lm@s(f)@i(f)� n tr(rT )hil@l(f)@i(f)

+2nT (f)hkm@k(log jqej)@m(f)
�(n + 1)gij@i(f)@j(f)q

2
e

+2�(f)nT (f) + 2n2T (f)2
�
!du

=

Z
W

�
(n+ 1)gij@j(f)@i(f)q

2
e

�2(n+ 1)

n+ 1
(�(f) + nT (f))nT (f)

+
n2(n+ 1)

n+ 1
hij@j(f)K

m
is @m(f)T

s

+
n(n+ 1)

n+ 1
hij@i(f)@j(f)tr(rT )

�2n(n + 1)

n+ 1
T (f)hkm@k(log jqej)@m(f)

�2hilnTmKs
lm@s(f)@i(f)� n tr(rT )hil@l(f)@i(f)
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+2nT (f)hkm@k(log jqej)@m(f)
�(n + 1)gij@i(f)@j(f)q

2
e

+2�(f)nT (f) + 2n2T (f)2
�
!du

= 0

f�ur jede Fl�ache, auch wenn tr S 6= 0 ist. Bei NIII ist damit sowohl die 1. als auch
die 2. Variation stets 0 und daher keine Aussage m�oglich �uber die Minimalit�at des
Volumens VIII .

Ergebnis: Bei der 2. Variation l�a�t sich keine einheitliche Tendenz bzgl. der De�nitheit
feststellen, siehe auch [Gl], S. 195. Es treten sogar f�ur die relativ einfachen Ausdr�ucke
bei Nb und Ne die verschiedensten F�alle auf: Es gibt Fl�achen, bei denen V 00

N(0) nur ein
Vorzeichen hat, aber auch solche, bei denen das Vorzeichen je nach Funktion f wechselt.
Der Fall V 00

N(0) = 0 tritt bei N = NIII immer auf.

3.8 Anwendung auf die Normalen der zentroa�nen

Familie

Wir untersuchen jetzt die entsprechenden Ausdr�ucke f�ur
q0
0

q0
bzw. @tjt=0

�
q0t
qt

�
bei Normalen

der zentroa�nen Familie. Hierbei gehen wir analog zu Abschnitt 3.7 vor. Der Unterschied
besteht im wesentlichen darin, da� wir die St�utzfunktion qt bzgl. Nbt aus (2.18), nicht aus
(2.14) erhalten.

3.8.1 Die 1. Variation der induzierten Volumina

Sei also N = N�
c aus der zentroa�nen Familie. Nt ist dann die Normale N�

ct aus der
zentroa�nen Familie von xt mit dem Index �. Nach (2.18) gilt

q00
q0

= @tjt=0(log jqtj) = @tjt=0(log j ~Kctj
) = 
@tjt=0(log j ~Kctj) = 

~K0

c0

~Kc

:

~Kct ist aber auszudr�ucken durch

~Kct =
Det(det(xt1; : : : ; xtn; xtij))

det(xt1; : : : ; xtn; Nct)n+2
=

Det dt
det(xt1; : : : ; xtn; Nct)n+2

:

Dabei ist
Nct = o� xt = o� (x + tfN) = o� x� tfN = Nc � tfN:

Anders als in 3.5 ist Nct i. a. nicht ein Vielfaches von N . Es folgt also:

@tjt=0(log j ~Kctj) = @tjt=0(log jDet dtj)� (n + 2)@tjt=0(log jdet(xt1; : : : ; xtn; Nc � tfN)j)

Wir k�urzen det(x1; : : : ; xn; Nc) durch !c ab. Es gilt

! = det(x1; : : : ; xn; N) = det(x1; : : : ; xn; qcNc) = qc!c:
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Dabei bezeichne qc = j ~Kcj�. Aus De�nition 2.6 erhalten wir:

N = qcNc � x�(gradh(log jqcj))
Zur Berechnung von @tj0(log j ~Kctj) bestimmen wir zuerst schrittweise den Summanden
@tjt=0(log jdet(xt1; : : : ; xtn; Nct)j):

@tjt=0(det(xt1; : : : ; xtn; Nc))

=
X
k

det(x1; : : : ; x
0
0k; : : : ; xn; Nc)

=
X
k

det(x1; : : : ; @k(f)N � fSl
kxl; : : : ; xn; Nc)

= �@k(f)hkl@l(log jqcj)!c � Sk
kf!c

= �gradh(log jqcj)(f)!c � ftr S!c

@tjt=0(tfdet(xt1; : : : ; xtn; N))

= fdet(x1; : : : ; xn; N) + 0 = fqc!c

@tjt=0(log jdet(xt1; : : : ; xtn; Nct)j)
= @tjt=0(det(xt1; : : : ; xtn; Nct))

1

!c
= �gradh(log jqcj)(f)� ftr S � fqc

Den anderen Summanden erh�alt man aus Lemma 3.5. Zusammen gilt damit

~K0

c0

~Kc

= �(f)� nT (f)� (n + 1)ftr S � (n + 2)(�gradh(log jqcj)(f)� ftr S � fqc)

= �(f)� nT (f) + ftr S + (n+ 2)gradh(log jqcj)(f) + (n + 2)qcf:

F�ur 
 6= 0 kann man dies mit (2.19) so darstellen:

q00
q0

= 

~K0

c0

~Kc

= 
(�(f)� nT (f) + ftr S) + 
(n+ 2)qcf + 2�nT (f)

Mit den gleichen �Uberlegungen wie bei (3.14) gilt diese Gleichung auch f�ur 
 = 0: Ist

 = 0, das ist genau f�ur N = Nb der Fall, f�allt einerseits der Ausdruck auf der rechten
Seite weg, denn T = Tb = 0, andererseits ist q00 = 0. Obiger Ausdruck ist (3.14) �ahnlich,
nur der Summand 
(n+ 2)qcf , der i. a. nicht verschwindet, ist jetzt dabei.

Wenn man den Ausdruck f�ur
q0
0

q0
in (3.8) einsetzt, d. h.

!0
0 = 
(�(f)� nT (f) + ftr S)! + 2�nT (f)! + 
(n + 2)fqc!

+
1

n+ 2
(�(n + 1)ftr S +�(f)� nT (f))!

= �(�(f) + nT (f))! + (�� 1)f tr S! + 
(n+ 2)qcf!;

und integriert, erh�alt man nach Anwendung des Lemmas 3.3

V 0
N (0) =

Z
W

!0
0du =

Z
W

�
(�� 1)f tr S + 
(n+ 2)qcf

�
!du

=

Z
W

f
�
(�� 1)nH + 
(n+ 2)qc

�
!du

=

Z
W

f
�
(�� 1)nH + 
(n+ 2)j ~Kcj�

�
!du:

95



Wir nennen
nĤ := (�� 1)nH + 
(n+ 2)j ~Kcj�:

V 0
N(0) ist genau dann 0, wenn Ĥ verschwindet. Wir de�nieren analog zu De�nition 3.7:

De�nition 3.8 Eine Fl�ache mit Ĥ = Ĥ� = 0 nennen wir N�
c {Minimal
�ache oder

N�
c {minimal.

Wir k�onnen nun auch die 1. Variation der anderen Volumina berechnen. Setzt man n�amlich
q0
0

q0
in (3.9) und in (3.10) ein, ergibt sich

!0
h0 =

�n� + 1

2
�(f)!h � n� + 1

2
nT (f)!h � n� + 1

2
f tr S!h � n

2

(n+ 2)fqc!h;

�!0
0 = (�(n + 1)�+ 1)(�(f)� nT (f))�! � (n+ 1)2�nT (f)�! � (n + 1)�f tr S�!

�(n + 1)
(n+ 2)fqc�!:

Integriert man das, so folgt

V 0
h(0) =

Z
W

!0
h0du =

Z
W

(�n� + 1

2
(nT (f) + ftr S)� n

2

(n+ 2)fqc)!hdu

=

Z
W

(
n� + 1

2
(tr(r̂T )�H)nf � n

2

(n+ 2)fqc)!hdu;

V 0
�(0) =

Z
W

�!0
0du =

Z
W

(��(n + 1)(2nT (f) + f tr S)� (n + 1)
(n+ 2)fqc)�!du

=

Z
W

(��(n + 1)(H � 2tr(rT ))nf � (n+ 1)
(n+ 2)fqc)�!du:

Die 1. Variation von Vh und von V� verschwindet damit genau dann, wenn der jeweilige
Integrand verschwindet. Die Integranden sind den an der gleichen Stelle in Abschnitt 3.7.1
auftretenden Ausdr�ucken �ahnlich, der Unterschied besteht nur in dem Summanden mit
qc, der nicht verschwindet.

3.8.2 Mittlere Kr�ummung und ^H

Wir dr�ucken Ĥ in zentroa�nen Gr�o�en aus und betrachten Gleichzeitigkeitsprobleme.

Sehen wir von dem Fall N = Nb, d. h. 
 = 0, ab. Dann haben wir eine andere Situation
als bei Ne und Nb. Ist die Mittlere Kr�ummung H gleich 0, verschwindet die 1. Variation
von VN nicht, au�er im Fall N = Nb, es ist sogar so, da� das Verschwinden von H anzeigt,
da� es sich nicht um eine Minimal
�ache handeln kann. In diesem Fall ist

V 0
N(0) =

Z
W

f
(n+ 2)j ~Kcj�!du

und verschwindet nicht f�ur beliebige f .
Nur wenn Ĥ � 0 ist, verschwindet die 1. Variation.
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H ist die Mittlere Kr�ummung zur Normalen N = N�
c aus der zentroa�nen Familie. Wir

k�onnen analog zu Abschnitt 3.7.2 H mit zentroa�nen Gr�o�en ausdr�ucken. Mit (1.5),
(2.17) ist

�c(log j ~Kcj) = tr(r̂c gradhc(log j ~Kcj)) = �2n tr(r̂cTc)

nT̂c(gradhc(log j ~Kcj)) = nTc(log j ~Kcj)
= �1

2
gradhc(log j ~Kcj)(log j ~Kcj) = �2n2 hc(Tc; Tc)

Nach Lemma 2.1 und De�nition 2.6 ergibt sich analog zu den Rechnungen bei (3.15) mit
Hc = 1

nH = j ~Kcj�(n� 2�n tr(r̂cTc) + 2�(2�� 1)n2hc(Tc; Tc))

= j ~Kcj�(n+ ��c(log j ~Kcj) + 1

2
�(2�� 1)gradhc(log j ~Kcj)(log j ~Kcj))

Damit erh�alt man

nĤ = j ~Kcj�(n+ 1)(2�� 1)

�2�(�� 1)j ~Kcj�
�
n tr(r̂cTc)� (2�� 1)n2hc(Tc; Tc)

�

= j ~Kcj�(n+ 1)(2�� 1)
(3.20)

+�(�� 1)j ~Kcj�
�
�c(log j ~Kcj) + 1

2
(2�� 1)gradhc(log j ~Kcj)(log j ~Kcj)

�

Man erkennt gleich, da� f�ur � = 0 und � = 1 Ĥ stets von 0 verschieden ist. Genauer:
F�ur � = 0 ist nĤ = �(n + 1), f�ur � = 1 ist nĤ = j ~Kcj(n + 1). In beiden F�allen kann
es keine Minimal
�achen von VN geben. Das haben wir auch schon in 3.5.1 gesehen. Das
von Nc = N0

c induzierte Volumen und das von der zentroa�nen Konormalen induzierte
Volumen, das ist das von N1

c = (Nc)� induzierte Volumen, k�onnen keine Extrema sein.

Jetzt untersuchen wir, ob zwischen Ĥ = Ĥh bzgl. Nh und dem Integranden von V 0
h(0)

auch ein Zusammenhang besteht, �ahnlich wie zwischen der Mittleren Kr�ummung von Nh

und dem Integranden von V 0
h(0) bei Normalen der Manhartschen Familie in 3.7.2. Wie in

3.7.2 werden wir sehen, da� sie Vielfache voneinander sind.
Genauso wie in 3.7.2 werden wir aber nicht vorgehen. Dort haben wir allgemein f�ur eine
beliebige Relativnormale Hh berechnet. Ĥ aber k�onnen wir nicht f�ur beliebige Normalen
mit Hilfe von Lemma 2.1 darstellen, wenigstens nicht in der Form, in der wir oben Ĥ de-
�niert haben, weil diese De�nition vom Index � der Normalen innerhalb der zentroa�nen
Familie abh�angt.
Aus diesem Grund stellen wir Ĥh und den Integranden beide durch die zentroa�nen
Gr�o�en dar und vergleichen dies.
Zu dem Zweck dr�ucken wir zun�achst T und tr(r̂T ) mit zentroa�nen Gr�o�en aus: Nach
(2.17) und Lemma 2.1 ist8

T = �(n + 2)
qcTc;

tr(r̂T ) = qc
n+ 2

2n


�
�c(log j ~Kcj)

�n� 2

2
� gradhc(log j ~Kcj)(log j ~Kcj)

�
:

8F�ur T erh�alt man hier ein Vielfaches von Tc. Analog ist bei Normalen der Manhartschen Familie T

ein Vielfaches von Te.
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Damit kann man den Integranden der 1. Variation von Vh so ausdr�ucken:

n� + 1

2
(tr(r̂T )�H)� 


n+ 2

2
qc

= j ~Kcj�
�
� (n+ 1)� +

n� + 1

2n

n�� 1

2
�c(log j ~Kcj)

��n� + 1

4

n� � 1

2
gradhc(log j ~Kcj)(log j ~Kcj)

�

Dies ist - bis auf einen Faktor, der nicht verschwindet - gerade Ĥh = Ĥ�n�+1
2

, also Ĥ f�ur

die Normale (N�
c )h = N

�n�+1
2

c aus der zentroa�nen Familie. Der Ausdruck entsteht, wenn
man in (3.20) statt � nun �n�+1

2
einsetzt. Die 1. Variation von Vh verschwindet also wie

gew�unscht dann und nur dann, wenn Ĥh verschwindet.
Man erkennt auch, da� dieser Ausdruck f�ur � = � 1

n
und � = 1

n
nicht verschwindet.

Diese Ausnahmen leiten sich von den Ausnahmen bei der 1. Variation von VN her: Dort

verschwindet Ĥ nicht f�ur � = 1 und � = 0 und es ist (N
� 1

n
c )h = N1

c und (N
1

n
c )h = N0

c .

Analog gilt f�ur den Integranden der 1. Variation von V�:

�(H � 2tr(r̂T ) + 2nh(T; T )) + 

n+ 2

n
qc

= j ~Kcj�
�2(n+ 1)�� 1

n
� �

(n+ 1)�� 1

n
�c(log j ~Kcj)

+�
(2(n+ 1)�� 1)((n+ 1)�� 1)

2n
gradhc(log j ~Kcj)(log j ~Kcj)

�

Das ist bis auf einen Faktor genau Ĥ�, also Ĥ f�ur die Normale (N�
c )� = N

�(n+1)�+1
c . Dies

ergibt sich, wenn man in (3.20) �(n+ 1)� + 1 einsetzt.
Ist � = 0 oder � = 1

n+1
verschwindet die 1. Variation von V� nicht. Es gilt:

(N0
c )� = N1

c ; (N
1

n+1
c )� = N0

c

Wie wir gesehen haben, gibt es - im Gegensatz zur Manhartschen Familie - einige Indizes
�, f�ur die die 1. Variation von VN nicht verschwindet. Es ist daher nutzlos, Fl�achen zu
suchen, die f�ur alle � 2 IR N�

c {Minimal
�achen sind. Aber wir k�onnen Bedingungen daf�ur
angeben, da� eine Fl�ache sowohl N�

c { als auch N
�
c {Minimal
�ache ist f�ur zwei unterschied-

liche Zahlen �; � =2 f0; 1g. Eine solche Fl�ache erf�ullt die Gleichungen

(n+ 1)(2�� 1) + �(�� 1)

�
�c(log j ~Kcj) + 1

2
(2�� 1)gradhc(log j ~Kcj)(log j ~Kcj)

�
= 0;

(n+ 1)(2� � 1) + �(� � 1)

�
�c(log j ~Kcj) + 1

2
(2� � 1)gradhc(log j ~Kcj)(log j ~Kcj)

�
= 0:

Das kann man umformen. Man erh�alt:

�c(log j ~Kcj) + 1

2
(2�� 1)gradhc(log j ~Kcj)(log j ~Kcj) = �(n + 1)(2�� 1)

�(�� 1)

�c(log j ~Kcj) + 1

2
(2� � 1)gradhc(log j ~Kcj)(log j ~Kcj) = �(n + 1)(2� � 1)

�(� � 1)
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Dieses System linearer Gleichungen ist eindeutig l�osbar, wenn �; � unterschiedlich und
weder 0 noch 1 sind:

gradhc(log j ~Kcj)(log j ~Kcj) = 4n2 hc(Tc; Tc) = (n + 1)

�
1

(�� 1)(� � 1)
+

1

��

�

�c(log j ~Kcj) = �2n tr(r̂cTc) = (n+ 1)
(2�� 1)(2� � 1)(1� �� �)

2��(�� 1)(� � 1)

Beispiel: F�ur n = 2, � = 1
2
, � = 1

n+2
mu� (vergleiche [Liu])

gradhc(log j ~Kcj)(log j ~Kcj) = 32

�c(log j ~Kcj) = 0

erf�ullt sein. Die Wendel
�ache ist also eine zentroa�ne Minimal
�ache und A�nminimal-

�ache. Das erh�alt man aus der Bemerkung in 2.4.1.

Betrachten wir nun noch ein paar Spezialf�alle und vergleichen sie mit den Ergebnissen
aus 3.5 und 3.7.

1.) N = Nb, d. h. � = 1
n+2

: Hier ist 
 = 0 und T = 0. Es ist

V 0
N(0) = V 0

h(0) = V 0
�(0) = �n + 1

n + 2

Z
W

fnH!du:

Dies ist gerade das, was wir auch in 3.7 bekommen haben. Die 1. Variation ver-
schwindet genau bei H � 0.

2.) N = Nc, � = 0: Der Shape{Operator ist die Identit�at und damit tr S = n. Es folgt
mit 
 = �1

n+2
, qc = 1, vergleiche 3.5,

V 0
N(0) =

Z
W

f(�n� 1)!du = �(n + 1)

Z
W

f!du;

V 0
h(0) =

Z
W

(
1

2
(tr(r̂T )� 1)fn� n

2
(�1)f)!hdu =

Z
W

n

2
tr(r̂T )f!hdu;

V 0
�(0) =

Z
W

(0 + (n + 1)f)�!du:

3.) Sei N = N�
c 6= Nb, j ~Kcj = c, c konstant, d. h. T = 0. nĤ ist f�ur jedes � konstant,

und zwar gilt nach (3.20)

nĤ = c�(n+ 1)(2�� 1):

Es folgt deshalb: Nur f�ur � = 1
2
verschwindet V 0

N(0), f�ur die anderen � ist nĤ
ungleich 0, d. h. die 1. Variation verschwindet nicht f�ur beliebige f . So eine Fl�ache

ist N
1

2
c {minimal, aber f�ur die restlichen � nicht N�

c {minimal. Au�erdem ist - analog
zu der Bemerkung aus 3.7.2 - die 1. Variation V 0

N (0) ein konstantes Vielfaches von
V 0
Nc
(0), nicht jedoch von V 0

N
1
2
c

(0).

Ergebnis: Die Mittlere Kr�ummung hat bei den Normalen der zentroa�nen Familie nicht
mehr die Bedeutung wie bei der Manhartschen Familie, sie zeigt i. a. nicht Minimal
�achen
an, diese Aufgabe �ubernimmt Ĥ. Es gibt - �ahnlich wie N1 = NIII bei der Manhartschen
Familie - zwei Ausnahmef�alle von Normalen: N0

c und N1
c . W�ahrend die 1. Variation von

VNIII
f�ur jede Fl�ache verschwindet, ist die 1. Variation von VN0

c
und VN1

c
stets ungleich 0

(au�er f�ur ganz bestimmte f).
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3.8.3 Die 2. Variation

In Analogie zu Abschnitt 3.7.3 k�onnen wir auch die 2. Variation von VN berechnen, zus�atz-
lich bestimmen wir noch den Integranden der 2. Variation von Vh.

F�ur eine Normale N = N�
c der zentroa�nen Familie kann man @tjt=0(

q0t
qt
) ausrechnen:

@tjt=0(
q0t
qt
) = @2t jt=0(log jqtj) = 
@2t jt=0(log j ~Kctj) = 
@tjt=0(

~K0

ct

~Kct

)

Dabei gilt:

@2t jt=0(log j ~Kctj) = @2t jt=0(log jDet dtj)� (n+ 2)@2t jt=0(log jdet(xt1; : : : ; xtn; Nct)j)
Von @2t j0(log j ~Kctj) rechnen wir den zweiten Summanden aus. Dazu verwenden wir N =
qcNc � x�(gradh(log jqcj)) und x000i = 0:

@2t jt=0(det(xt1; : : : ; xtn; Nc))

=
X
i6=j

det(x1; : : : ; x
0
0i; : : : ; x

0
0j; : : : ; xn; Nc)

=
X
i6=j

det(x1; : : : ; @i(f)N � fSl
ixl; : : : ; @j(f)N � fSs

jxs; : : : ; xn; Nc)

=
X
i6=j

@i(f)det(x1; : : : ;�hls@l(log jqcj)xs; : : : ;�fSl
jxl; : : : ; xn; Nc)

+
X
i6=j

@j(f)det(x1; : : : ;�fSl
ixl; : : : ;�hls@l(log jqcj)xs; : : : ; xn; Nc)

+
X
i6=j

f 2Sl
iS

s
jdet(x1; : : : ; xl; : : : ; xs; : : : ; xn; Nc)

= @i(f)f(h
li@l(log jqcj)Sj

j � hlj@l(log jqcj)Si
j)!c

+@j(f)f(S
i
ih

lj@l(log jqcj)� Sj
i h

li@l(log jqcj))!c
+f 2(Si

iS
j
j � Sj

i S
i
j)!c

= 2ftr Sgradh(f)(log jqcj)!c � 2fSj
i h

li@l(log jqcj)@j(f)!c
+f 2((tr S)2 � Sj

iS
i
j)!c

@2t jt=0(tfdet(xt1; : : : ; xtn; N))

= 2f@tjt=0(det(xt1; : : : ; xtn; N))

= 2f
X
i

det(x1; : : : ; x
0
0i; : : : ; xn; N)

= 2f
X
i

det(x1; : : : ; @i(f)N � fSl
ixl; : : : ; xn; N)

= �2f 2Si
i! = �2f 2tr Sqc!c

@2t jt=0(log jdet(xt1; : : : ; xtn; Nct)j)
= @tjt=0(

@t(det(xt1; : : : ; xtn; Nct))

det(xt1; : : : ; xtn; Nct)
)

=
@2t jt=0(det(xt1; : : : ; xtn; Nct))

!c
� @tjt=0(det(xt1; : : : ; xtn; Nct))

2

!2
c
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= 2ftr Sgradh(log jqcj)(f)� 2fhlj@l(log jqcj)Si
j@i(f)

+f 2((tr S)2 � Sj
iS

i
j) + 2f 2tr Sqc

�(gradh(log jqcj)(f) + ftr S + fqc)
2

= �2fhlj@l(log jqcj)Si
j@i(f)� f 2Si

jS
j
i

�gradh(log jqcj)(f)2 � 2fqcgradh(log jqcj)(f)� f 2q2c

Der andere Summand ergibt sich aus Lemma 3.5 und wir erhalten:

@2t jt=0(log j ~Kctj) = �(n+ 1)f 2Sm
l S

l
m

+2hij(fSm
i @j@m(f)� fSm

l �
l

ij @m(f) + 2@m(f)@i(f)S
m
j + f@j(S

m
i )@m(f))

�hilhjm(@l@m(f)� � k
lm @k(f))(@i@j(f)� � k

ij @k(f))

�(n + 2)
�
� 2fhlj@l(log jqcj)Si

j@i(f)� f 2Si
jS

j
i

�gradh(log jqcj)(f)2 � 2fqcgradh(log jqcj)(f)� f 2q2c

�

F�ur @2t jt=0(log jqtj) bedeutet das
@2t jt=0(log jqtj) = 
@2t jt=0(log j ~Kctj)

= 
f 2Sm
l S

l
m

+2
hij(fSm
i @j@m(f)� fSm

l �
l

ij @m(f) + 2@m(f)@i(f)S
m
j + f@j(S

m
i )@m(f))

�
hilhjm(@l@m(f)� � k
lm @k(f))(@i@j(f)� � k

ij @k(f))

+2
(n+ 2)fhlj@l(log jqcj)Si
j@i(f)

+
(n+ 2)gradh(log jqcj)(f)2
+2
(n+ 2)fqcgradh(log jqcj)(f) + 
(n+ 2)f 2q2c :

Ersetzen wir mit (2.19) f�ur 
 6= 0 einige Terme der Form hlj@j(log jqcj) durch �2

(n+2)

nT l,
so ist

@2t jt=0(log jqtj)
= 
f 2Sm

l S
l
m

+2
hij(fSm
i @j@m(f)� fSm

l �
l

ij @m(f) + 2@m(f)@i(f)S
m
j + f@j(S

m
i )@m(f))

�
hilhjm(@l@m(f)� � k
lm @k(f))(@i@j(f)� � k

ij @k(f))

+4�@i(f)nT
mfSi

m + 2�nT (f)hkm@k(log jqcj)@m(f)
+4�fqcnT (f) + 
(n+ 2)f 2q2c :

Wie bei (3.14) gilt dies auch f�ur 
 = 0. Denn dann wird der Ausdruck rechts 0, da
T = Tb = 0 ist. q000 und q00 sind auch 0. Damit haben wir den Term vollst�andig berechnet.
Setzen wir ein in (3.11), erhalten wir

!00
0

!
= 
f 2Sm

l S
l
m

+2
hij(fSm
i @j@m(f)� fSm

l �
l

ij @m(f) + 2@m(f)@i(f)S
m
j + f@j(S

m
i )@m(f))

�
hilhjm(@l@m(f)� � k
lm @k(f))(@i@j(f)� � k

ij @k(f))
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+2�nT (f)hkm@k(log jqcj)@m(f) + 4�@i(f)nT
mfSi

m

+4�fqcnT (f) + 
(n+ 2)f 2q2c

+
�
�(�(f) + nT (f)) + (�� 1)f tr S + 
(n + 2)fqc

�2

�n + 1

n + 2
f 2Sm

l S
l
m

+
2

n+ 2
hij(fSm

i @j@m(f)� fSm
l �

l
ij @m(f) + 2@m(f)@i(f)S

m
j + f@j(S

m
i )@m(f))

� 1

n + 2
hilhjm(@l@m(f)� � k

lm @k(f))(@i@j(f)� � k
ij @k(f))

= (�� 1)f 2Sm
l S

l
m

+2�hij(fSm
i @j@m(f)� fSm

l �
l

ij @m(f) + 2@m(f)@i(f)S
m
j + f@j(S

m
i )@m(f))

��hilhjm(@l@m(f)� � k
lm @k(f))(@i@j(f)� � k

ij @k(f))

+2�nT (f)hkm@k(log jqcj)@m(f) + 4�@i(f)nT
mfSi

m

+4�fqcnT (f) + 
(n+ 2)f 2q2c

+
�
�(�(f) + nT (f)) + (�� 1)f tr S + (n + 2)
fqc

�2

Das mu� man integrieren. Mit (3.16) gilt:

V 00
N(0) =

Z
W

!00
0du

=

Z
W

�
(�� 1)f 2Sm

l S
l
m + 2�hij@m(f)@i(f)S

m
j � 4�fnT kSm

k @m(f)

��(�(f)� nT (f))(�(f) + nT (f))

+�(n� 1)hijSk
i @j(f)@k(f)

�2�hilnTmKs
lm@s(f)@i(f)� �n tr(rT )hij@i(f)@j(f)

+2�nT (f)hkm@k(log jqcj)@m(f) + 4�fnTm@i(f)S
i
m

+4�fqcnT (f) + 
(n+ 2)f 2q2c

+(�(�(f) + nT (f)) + (�� 1)ftr S + 
(n + 2)fqc)
2
�
!du

=

Z
W

�
(�� 1)f 2Sm

l S
l
m + �(n+ 1)hij@m(f)@i(f)S

m
j

�2�hilnTmKs
lm@s(f)@i(f)� �n tr(rT )hil@l(f)@i(f)

+2�2nT (f)hkm@k(log j ~Kcj)@m(f)
+4�fqcnT (f) + 
(n+ 2)f 2q2c
+�(�� 1)�(f)2 + 2�2�(f)nT (f) + �(�+ 1)n2T (f)2

+2�(�(f) + nT (f))((�� 1)f tr S + (n+ 2)
fqc)

+((�� 1)f tr S + 
(n+ 2)fqc)
2
�
!du

F�ur Ĥ = 0 erhalten wir in invarianter Schreibweise

V 00
N(0) =

Z
W

�
(�� 1)f 2tr(S � S) + �(n+ 1)S(gradh(f))(f)

�2�n(KT gradh(f))(f)� �n tr(rT )gradh(f)(f)
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+2�2nT (f)gradh(log j ~Kcj)(f)
+4�nf j ~Kcj�T (f) + 
(n+ 2)f 2j ~Kcj2�

+�(�� 1)�(f)2 + 2�2�(f)nT (f) + �(�+ 1)n2T (f)2
�
!du

Das ist die 2. Variation in den Gr�o�en bez�uglich N = N�
c .

Wir untersuchen nun wieder bestimmte Normalen:

Spezialf�alle:

1.) N = Nb: Setzt man � = 1
n+2

, 
 = 0, T = 0 in V 00
N(0) ein, so erh�alt man den Ausdruck

aus 3.7.3, also f�ur H = Ĥ = 0:

V 00
Nb
(0) = �n + 1

n + 2

Z
W

�
f 2tr(S � S)� S(gradh(f))(f) +

1

n+ 2
�(f)2

�
!du

Auch f�ur H 6= 0 ist es derselbe Ausdruck f�ur V 00
Nb
(0) wie in 3.7.3.

2.) F�ur N = Nc, � = 0, hat man keinen Nutzen (zumindest f�ur Extrema) von der 2.
Variation des Volumens VN , da ja die 1. Variation nicht verschwindet. Die 2. Variation
des von hc induzierten Volumens erhalten wir, indem wir � = 1

2
einsetzen. Dies k�onnen

wir aber nicht mit dem Ergebnis aus 3.5.2 vergleichen, weil dieser Ausdruck in 3.5.2 die

Gr�o�en bez�uglich Nc, der hier die bez�uglich N
1

2
c verwendet. Darum rechnen wir nun die 2.

Variation des von der quadratischen Grundform induzierten Volumens aus. Nach (3.12)
ist

!00
h0

!h
= �n

2

f 2Sm

l S
l
m

�n

2

2hij(fSm

i @j@m(f)� fSm
l �

l
ij @m(f) + 2@m(f)@i(f)S

m
j + f@j(S

m
i )@m(f))

+
n

2

hilhjm(@i@j(f)� � k

ij @k(f))(@l@m(f)� � s
lm@s(f))

�n

2
4�fnT jSi

j@i(f)�
n

2
2�nT (f)gradh(f)(log jqcj)

�n

2
4�fqcnT (f)� n

2

(n+ 2)f 2q2c

+
��n� � 1

2
ftr S +

�n� + 1

2
�(f) +

�n� � 1

2
nT (f)� n

2

(n+ 2)fqc

�2

�n + 1

n + 2
f 2Sm

l S
l
m

+
2

n+ 2
hij(fSm

i @j@m(f)� fSm
l �

l
ij @m(f) + 2@m(f)@i(f)S

m
j + f@j(S

m
i )@m(f))

� 1

n + 2
hilhjm(@i@j(f)� � k

ij @k(f))(@l@m(f)� � s
lm@s(f))

=
�n�� 1

2
f 2Sm

l S
l
m

+(1� n�)hij(fSm
i @j@m(f)� fSm

l �
l

ij @m(f) + 2@m(f)@i(f)S
m
j + f@j(S

m
i )@m(f))

+
n�� 1

2
hilhjm(@i@j(f)� � k

ij @k(f))(@l@m(f)� � s
lm@s(f))

�2n2�fT jSi
j@i(f)� n2�T (f)gradh(f)(log jqcj)
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�2n2�fqcT (f))� n

2

(n + 2)f 2q2c

+
��n� � 1

2
ftr S +

�n� + 1

2
�(f) +

�n� � 1

2
nT (f)� n

2

(n+ 2)fqc

�2

Setzen wir nun � = 0, Sk
l = �kl , so erhalten wir:

!00
h0

!h
= �n

2
f 2 + hij(@i@j(f)f � � m

ij @m(f)f + 2@i(f)@j(f))

�1

2
hilhjm(@i@j(f)� � k

ij @k(f))(@l@m(f)� � s
lm@s(f))

+
n

2
f 2 + (�n

2
f +

1

2
�(f)� n

2
T (f) +

n

2
f)2

= �1

2
hilhjm(@i@j(f)� � k

ij @k(f))(@l@m(f)� � s
lm@s(f))

+(�(f)� nT (f))f + 2gradh(f)(f)
1

4
(�(f)� nT (f))2

Das ist der Integrand von V 00
h (0), den man auch in 3.5.2 erhalten hat.

Zusammenfassung: Die Ergebnisse aus 3.5 f�ur Nc und f�ur Nb aus 3.7 erh�alt man hier
als Spezialf�alle.
Auch hier kann man �uber die De�nitheit der 2. Variation nichts Einheitliches sagen: Schon
bei den einfachsten Volumenarten der zentroa�nen Familie (V = VNb

, V = Vhc) gibt es
Fl�achen, bei denen die 2. Variation ein Vorzeichen hat (siehe 3.7.3 oder [Cal1] bzw. 3.5.2
oder [Wang]), aber auch solche mit wechselndem Vorzeichen (siehe 3.7.3 oder [VV] bzw.
3.5.2 oder [Wang]).
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