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1 Einleitung

Durch den technischen Fortschritt lassen sich immer grofler werdende Systeme quanten-
mechanisch beschreiben. [77,100] Dieser Erfolg ist vor allem der computerunterstiitzten
Berechnung und der Entwicklung neuer effizienter Verfahren in der theoretischen Chemie
zu verdanken. [29,46,47] Aufgrund der Komplexitéat ist eine Beschreibung der Systeme
jedoch nur durch Naherungsverfahren moglich. Eine der bekanntesten und am meisten
angewandten Ndherungen ist die Born-Oppenheimer (BO) Néaherung. [25,26] Diese liefert
fiir Berechnungen im elektronischen Grundzustand meist sehr gute Ergebnisse und versagt,
wenn mehrere Zustiande miteinander koppeln, was bei elektronisch angeregten Zustanden
die Regel ist. [35,60,111] Allerdings gibt es auch GroBen bei deren Berechnung die BO
Naherung versagt, obwohl die Bedingungen der Néherung erfiillt sind. Dies ist unter
anderem der Fall fiir die Bestimmung der elektronischen Wahrscheinlichkeitsflussdichte
und der Matrixelemente des elektronischen Impulsoperators, welche eine wichtige Rolle in
der Berechnung von Infrarotspektren spielen. [30,66, 102]

Elektronisch angeregte Zustinde sind von grundlegender Bedeutung fiir eine Vielzahl
chemischer Prozesse, die zum Beispiel in Solarzellen stattfinden. [3,27,50] Dabei spielen
konische Durchschneidungen (conical intersections) (CIs) eine entscheidende Rolle fiir
Relaxationsprozesse zwischen zwei Zustanden. [36] Die Berechnungen dieser Prozesse
erfolgen meist durch semi-klassische Methoden, deren Ergebnisse stark von den gewéahlten
Berechnungsmethoden abhéngen konnen. [57,75,108]

Die Aussagekraft quantenchemischer Berechnungen héngt somit stark von den Eigen-
schaften der zu bestimmenden Gréfle, den Grenzen der verwendeten Nédherungen und
dem Rechenverfahren ab. Die Untersuchung dieser Punkte ist deshalb von fundamentaler
Bedeutung und meist nur in einfachen Systemen moglich. Aus diesem Grund bilden Mo-
dellsysteme, in denen eine exakte Berechnung der Elektronen-Kerndynamik moglich ist,
die Grundlage fiir das Verstédndnis komplexerer Systeme.

Diese Arbeit befasst sich mit grundlegenden Untersuchungen verschiedener quantenmecha-
nischer Groflen und deren Berechnung innerhalb von Naherungen, wobei besonders auf die
Eigenschaften der BO Néherung eingegangen wird. Dies geschieht anhand von Modellsys-
temen. [98,99] Diese Modelle erlauben die Beschreibung der korrelierten Elektronen-Kern-
Dynamik, innerhalb einer numerisch exakten Losung.

Die Arbeit ist folgendermaflen gegliedert: In Kapitel 2 werden die fiir diese Arbeit wichtigen
mathematischen Beziehungen und quantenmechanischen Relationen vorgestellt. In Kapitel
3 wird der verwendete numerische Rahmen, so wie die verwendeten Berechnungsmethoden
zur Losung der quantenmechanischen Probleme, aufgezeigt. Die verwendeten Modellsyste-
me werden in Kapitel 4 beschrieben.

Kapitel 5 befasst sich mit der Wellenpaketdynamik in der Nahe eine CI. Dabei wird auf



eine klassische Naherung eingegangen und die Beschreibung der Dynamik fiir verschiedene
Situationen untersucht. [81]

Kapitel 6 setzt sich mit der Elektronen- und Kernwahrscheinlichkeitsflussdichte auseinan-
der. Im ersten Teil wird das Verschwinden der elektronischen Wahrscheinlichkeitsflussdichte
innerhalb der BO Naherung untersucht. Der zweite Teil befasst sich mit dem Verhalten
der Flussdichten in der Umgebung einer CI. [82]

In Kapitel 7 wird auf die Berechnung des elektronischen Impulserwartungswerts innerhalb
der BO Naherung eingegangen. Zwei Moglichkeiten diesen zu berechnen werden vorgestellt,
wobei eine Methode versagt, wihrend die andere sehr gute Ergebnisse liefert. Im weiteren
Verlauf wird dieser Sachverhalt aufgeklart und weiter auf den Grenzwert der BO Néherung
eingegangen. (80,83, 84]

In Kapitel 8 wird eine neue Dichte (Translationsdichte) und eine Flussdichte (Translati-
onsflussdichte) vorgestellt. Anschlieend wird auf die Bedeutung und Eigenschaften der
neuen Groflen eingegangen, wobei auch deren Verfiigbarkeit innerhalb der BO Nédherung
untersucht wird.

Die beiden letzten Kapitel 9 und 10 liefern eine Zusammenfassung dieser Arbeit auf deutsch

und englisch.



2 Quantenmechanische Grundlagen

In diesem Kapitel werden die theoretischen Grundlagen fiir diese Arbeit zusammengefasst.

2.1 Dirac-Notation

Die Dirac-Notation, auch Bra-Ket-Notation genannt, ist ein darstellungsfreier Formalismus
fiir quantenmechanische Systeme. Dabei werden quantenmechanische Zustidnde durch
Vektoren, den sogenannten Kets |a) und den dazugehérigen dualen Vektoren, den Bras
(al, reprasentiert. [33]

Die mathematische Beschreibung der Quantenmechanik erfolgt im Hilbert-Raum H, dieser
entspricht einem unendlich dimensionalen, komplexen, linearen Vektorraum. Die Vektoren
dieses Raums sind die Kets, entsprechend sind die Vektoren des dualen Raums H* die

Bras. Die verschiedenen Vektoren sind durch ein Skalarprodukt (Bra-Ket),
(a|by = a*b, (2.1)

miteinander verbunden. [71, S. 139-149] Der Bra-Vektor (a| ist dabei der adjungierte
Vektor des Kets |a). [33, S. 18-21]

Der Hilbertraum lasst sich stets durch einen Satz orthonormierter Vektoren, die iiber
das Skalarprodukt normiert sind (o | ;) = d0;; (6;; = Kronecker-Delta), aufspannen. Ein
solche Menge von Vektoren wird als vollstandiges Orthonormalsystem (VON) bezeichnet

und erfiillt die Vollstandigkeitsrelation,

> Jai){a;] = 1. (2.2)

7

Jeder Vektor |b) lasst sich als Linearkombination der Basisvektoren ausdriicken:

) = 2_ {ai | b)]as). (2.3)

Die komplexen Zahlen ¢; sind die Entwicklungskoeffizienten.

Der bislang besprochene mathematische Rahmen reicht noch nicht aus um kontinuierliche
Groflen wie zum Beispiel den Ortsraum zu beschreiben, dazu werden zusatzlich noch die
uneigentlichen Hilbert-Vektoren oder auch Dirac-Vektoren benotigt. Diese Dirac-Vektoren
|r) konnen dabei analog zu den Vektoren im Hilbertraum tiber ein Skalarprodukt normiert

werden,

(ri|rs) = o(rs —1y), (2:4)



mit §(r; — r;) = Delta-Distribution und spannen ein VON auf. Die entsprechende Voll-

standigkeitsrelation fiir die kontinuierlichen Zustande ist:

/dri ) (ri] = 1. (2.5)

Allgemein lasst sich auch ein VON |a) konstruieren, das sowohl aus kontinuierlichen als
auch diskreten Zustianden besteht. Die Entwicklung von |¥) in diese Basis kann wie folgt
beschrieben werden [71, S.139-185]:

9) = Y (o | W) as) = 3o | W) + [ dovi (o | W) ). (2.6)

i

2.2 Quantenmechanische Postulate

In diesem Kapitel soll kurz auf einige wichtige quantenmechanische Postulate der Quan-

tenmechanik eingegangen werden. [90-93]

2.2.1 Wellenfunktion und Wahrscheinlichkeitsdichte

Ein quantenmechanischer Zustand eines Systems (Teilchens) wird vollstdndig durch einen
Zustandsvektor |¥) beschrieben. [7, S. 19-32] Meist wird die Wellenfunktion im Ortsraum
betrachtet W(r). Dafiir wird der allgemeine Zustand |¥) mithilfe von Gleichung 2.5 in die
Basis des Ortsraums |r) entwickelt, [96, S. 109-113] [22]

B = /dr 1) (2.7)

{r| )
——
v (r)
Die ortsabhingige Wellenfunktion W(r) entspricht dem Koeffizienten (r | ¥). Die Wellen-

funktion W(r) hat selbst keine direkte physikalische Bedeutung, jedoch gibt das Betrags-
quadrat die Wahrscheinlichkeitsdichte (p(r)) wieder, das System am Ort r zu finden,

(W) = p(r). (2.8)

Fiir normierte Funktionen ist die Wahrscheinlichkeit, das System (Teilchen) im kompletten
Ortsraum zu finden, gleich eins, [7, S. 19-32]

/ dr p(r) = 1. (2.9)

2.2.2 Observablen und Erwartungswerte

In der Quantenmechanik werden direkt messbare physikalische Gréfien (Observablen)
durch hermitesche Operatoren beschrieben. Misst man an einem System, welches sich im
Zustand |¥) befindet, die Observable A so geht durch den Messvorgang der Zustand in



einen Eigenzustand (|a;)) des zugeordneten Operators A iiber und es wird der dazugehérige
Eigenwert a; gemessen. Entwickelt man |¥) in die Basis der Eigenfunktionen von A (Gl.

2.3), so lasst sich iiber das Betragsquadrat

(W[9) = 3 (W] i) (0| ) = 3 Jef] = 1. (2.10)

die Wahrscheinlichkeit w; berechnen mit der ein Messwert a; gemessen wird. [71, S.185-
204] Wie oben bereits erwéhnt, geht bei der Messung |¥) in einen Eigenzustand |a;) des
Operators A iiber. Aus diesem Messprinzip der Quantenmechanik lasst sich auch direkt die
Unscharferelation erkennen, denn zwei Observablen A und B kénnen nur dann gleichzeitig
gemessen werden, wenn die zugeordneten Operatoren gemeinsame Eigenzustinde besitzen.
[96, S. 11-17]

Der Erwartungswert

(A) = (U|A|D) = ZZ \If\al (a;| A|ay) aj\xp Zzazmmccﬂ

CJ a; |aJ )

ZZZ@H%)%CZ‘% Z|02|az sz‘ai
i j T~ i

(2.11)

ist der Mittelwert, welcher durch viele Messungen der Observablen A erhalten wird.
Wie in der Gleichung zu sehen ist, setzt sich der Erwartungswert aus einer iiber die

Messwahrscheinlichkeit w; gewichteten Summe der Eigenwerte a; zusammen. [7, S. 21-23]

2.2.3 Schrodingergleichung

Die zeitliche Entwicklung der Wellenfunktion W(r,¢) wird durch die zeitabhéngige Schro-
dingergleichung (time-dependent Schrodinger equation) (TDSE),

0 —~
ihalll(r, t)=HWY(rt), (2.12)
beschrieben. [7, S. 23-25] Der Operator H wird als Hamiltonoperator bezeichnet und ist
der Observablen der Gesamtenergie des Systems zugeordnet. Dieser setzt sich in dieser
Arbeit aus dem impulsabhéngigen (p) Operator der kinetischen Energie T(p) und einem

ortsabhégigen (7) Operator der potentiellen Energie V(r) zusammen,

—

H="T(p)+V(r). (2.13)

Der Impulsoperator p entspricht im Ortsraum einem Differentialoperator

h o
i Or’

~

p= (2.14)



was die Anwendung von impulsabhéngigen Operatoren auf die Wellenfunktion, wie dem

Operator der kinetischen Energie,

-~ D e,
Tp=L -2y 2.1
() om om (2.15)

mit m = Masse der Teilchen im Ortsraum verkompliziert. [95, S. 26-29] Eine elegante
Losung, um solche Operatoren anwenden zu konnen, bietet die Darstellung der Wellenfunk-
tion im Impulsraum ¥(p) (siehe Kapitel 2.2.4), da die Operatoren dort rein multiplikativ
wirken.

Fiir den Fall, dass der Hamiltonoperator zeitunabhéngig ist und die Wellenfunktion wie

folgt angesetzt werden kann,

W(r,t) = f()v(r), (2.16)

lasst sich die Schrodingergleichung (Gl. 2.12) in einen zeitabhéngigen und einen ortsab-
hangigen Teil separieren,
1 0 1 =

——ih— f(t) = ——=Hy(r). (2.17

OO )
Die linke Seite ist somit eine Funktion die von der Zeit ¢t abhédngt, wihrend die rechte
Seite nur vom Ort r abhangt. Variiert man ¢, so kann sich nur die linke Seite verandern,
allerdings muss die Gleichung weiterhin erfiillt sein, somit miissen beide Seiten einer
Konstanten E entsprechen. Die Konstante hat dabei die Einheit der Energie.

Die beiden Seiten konnen also separat voneinander betrachtet werden,

1 .0

*f(t)mé (t) = FE, (2.18)
1 ~

) (r)Hw(r) —E. (2.19)

Aus dem ortsabhingigen Teil (Gl. 2.19) folgt direkt die zeitunabhéngige Schrodingerglei-
chung (time-independent Schrodinger equation) (TISE),

Hip(r) = Eg(r). (2.20)

Aufgrund der Hermitizitat des Hamiltonoperators bilden die Energiecigenzustande v, (r)
ein VON, welches oft fiir Basisentwicklungen benutzt wird. Die Lésung des zeitabhéngigen
Teils ist:

flt) =e 7. (2.21)

Setzt man das Ergebnis aus Gleichung 2.21 in Gleichung 2.16 ein, so erhalt man fiir die



Gesamtwellenfunktion
U(r,t) =e r(r). (2.22)

Der in Gleichung 2.16 verwendete Ansatz gilt nur fiir Eigenzustdnde des zeitunabhén-
gigen Hamiltonoperators. Die Wahrscheinlichkeitsdichte dieser Zustande ist ebenfalls

zeitunabhéngig

By

U (r, )2 = eTle Tl ()2 = [v(r) 2, (2.23)

1

weshalb sie auch als stationdre Zustande bezeichnet werden. [7, S. 23-25]

2.2.4 Impulsraum

Analog zu der in Kapitel 2.2.1 eingefithrten Darstellung der Wellenfunktion im Ortsraum
U(r), kann der Zustand |¥) auch in die Basis des Impulsraums |p) entwickelt werden [96, S.
09-115] [22, S. 84-94]

w) = [ dplp) (p| W) (2.24)
¥(p)

und man erhalt die impulsabhéangige Wellenfunktion ¥(p). Wendet man die Vollstandig-
keitsrelation des Impulsraums (Gl. 2.5) auf W(r) an, so ldsst sich ein Zusammenhang

zwischen dem Orts- und dem Impulsraum herstellen,

()= [dp(r|p) (o] ). (2.25)

Up(r)  W(p)

Die Komponente W, (r) ist die Darstellung der Impulseigenfunktion [p) im Ortsraum und
stellt eine Verbindung zwischen den Raumen her. W,(r) lésst sich iiber den Ausdruck

(r|p|p) und die Darstellung des Impulsoperators p im Ortsraum (Gl. 2.14) berechnen,

A ho
(r|p]p) —p<r|p>—;§<rlp> (2.26)

und man erhalt
U,(r) = (r|p) = Ne'r. (2.27)

Fir einen eindimensionalen Fall ist die Konstante N als N = \/ﬁ bestimmt. Durch

Einsetzen von Gleichung 2.27 in Gleichung 2.25 wird ersichtlich, dass beide Raume tiber
eine Fourier-Transformation miteinander verkniipft sind,

ipr

W(r) = \/217T_h/dpeh‘ll(p). (2.28)



Auf dieselbe Art und Weise kann man die entgegengesetzte Fourier-Transformation erhalten.

Dafiir wird die Gleichung

V) = [drp|r) (r] 0) (2.29)
Yr(p)  W(r)

benutzt. Uber den Ausdruck (p|7|r) und den Ortsoperator 7 in der Impulsdarstellung,

P = zhaap, (2.30)

lésst sich die Eigenfunktion des Ortsoperators |r) im Impulsraum W, (p) bestimmen:

—ipr

U.(p)=(p|ry=Nen . (2.31)
Dadurch ergibt sich fiir den eindimensionalen Fall
U(p) = — / dr e~ (r). (2.32)
V27h
Die de-Broglie-Beziehung [56],
p = hk, (2.33)

liefert schliefllich noch den Zusammenhang zum Wellenvektor k, welcher die Ausbreitungs-
richtung der Wellenfunktion beschreibt. [96, S. 99-115]

2.3 Zeitentwicklungsoperator

Im Kapitel 2.2.3 wurde die TDSE vorgestellt (Gl. 2.12). Aus dieser ergibt sich, fur einen
zeitunabhéngigen Hamiltonoperator, der Zeitenwicklungsoperator U (t,to) (Propagator)
[107, S. 147-183]

U(r,t) = e TG (r, o) = U (t, ) U (r, to). (2.34)

Dieser beschreibt die zeitliche Entwicklung des Zustands W(r,ty) von ty bis t.
Entwickelt man den Zustand ¥(r, to) in die Eigenzustande des Hamiltonoperators v, (r)

(Kapitel 2.1, Gl. 2.3) unter Verwendung von Gleichung 2.34 so erhélt man eine allgemeine
Losung der TDSE in der Basis von 9, (r),

Vo t) = Ut to) X | [ dr ()W t0)] ). (2.35)

n

Die Gleichung lisst sich weiter vereinfachen indem man den Operator U (t,to) in einer



Taylorreihe entwickelt,

U(r,t) = 0(1,0) Y en(0)in(r) = 3 [cn(O)(l _ ;ﬁt _ 21712?{\%2 oY)
Z z (2.36)

ch(())(l — ;Ent - 21712E2t2 + . )U(r) = ch(O)e_%E"tiﬂn(r),

mit ¢y = 0. [107, 147-183] Jeder Zustand W(r,t) kann also als Superposition der Ener-
gieeigenzustinde v, (r) dargestellt werden, welche sich abhéngig vom Eigenwert E,, (Ei-
genenergie des Zustands) in der Zeit entwickeln. Eine solche Darstellung wird auch als
Wellenpaket bezeichnet. [107, S.3-7]

2.4 Ehrenfest-Theorem

Das Ehrenfest-Theorem ist eine elementare Relation, welche 1927 vorgestellt wurde um
den Zusammenhang zwischen der Wellenmechanik und der klassischen Mechanik zu

verdeutlichen. [37] Allgemein beschreibt es die zeitliche Anderung von Erwartungswerten

((4)):
d ~ d, - v | ~ DA ~| 0w

Fiir das Ehrenfest-Theorem erhalt man schlieflich unter Verwendung von Gleichung

2.12 [107, S. 35-38]:

<A>:_1<EW|Q|W>+<M>+;Z<\D|A|H\1/>:Z,1h<11/’[21, ﬁ”q;>+<3/‘>,

a
dt ih ot

2.4.1 Ehrenfest-Theorem fiir den Orts- und Impulsoperator

Fiir die Anwendung des Ehrenfest-Theorems auf den Ortsoperator 7 verschwindet der Term
<%‘?> (GL. 2.38), da der Ortsoperator nicht explizit zeitabhéngig ist. Fiir H = =+ V(r)

erhalt man

(W|[7. plp+p[F. 5| V)

- 1h2m



S = ). (239)

Die zeitliche Entwicklung des Ortserwartungswertes steht somit im direkten Zusammenhang
mit dem Erwartungswert des Impulsoperators und &dhnelt dem Zusammenhang zwischen

Ort ry und Impuls p; aus der klassischen Physik,

d 1
— Ty = —De. 2.40
dtrl mpl ( )

Analog zum Ortsoperator 7 kann das Ehrenfest-Theorem auch auf den Impulsoperator p

angewendet werden:
d 1
2y = —(w
i zh<

—_<\p

@’w> + Zlh<\11] 5. V()] |w) =~ <x11| laar’ V(r)] ‘\11>

=0

aar (V(r) ‘xp> - <qf

d <_aV(r)

01 = (=250 = (P, (2.1

Auch hier wird die Ahnlichkeit zur klassischen Physik deutlich,

d _a‘/cl(rcl)

—,Pcl =

di 87“d = Fcl (rcl)7 (242)

wenn man die Kraft (F(r)) einfithrt. Die klassische Physik gilt somit fiir die Mittelwerte
(Erwartungswerte). Dies bedeutet aber nicht, dass im allgemeinen die Erwartungswerte (7)
und (p) den klassischen Bewegungsgleichungen folgen. Verschwindet allerdings die zweite

und alle hoheren Ableitungen der Kraft so gilt (F(r)) = F((r)) und die Erwartungswerte
folgen den klassischen Bewegungsgleichungen. [95, S. 29-31]

2.5 Kontinuitatsgleichung

Die Kontinuitatsgleichung

0

ist aus der Elektrodynamik bekannt, in welcher sie mit dem Ladungserhaltungssatz
verkniipft ist. Dort besagt sie, dass die zeitliche Anderung der Ladungsdichte p in einem
Volumenelement V' gleich der Stromdichte oder dem Stromfluss j durch die Oberfliche O
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des Volumenelements entspricht,

0
/dV—p + dej — 0. (2.44)
ot
Mit dem Gauf‘schen Satz,

/dV VF = fdo F, (2.45)

welcher die Volumeneigenschaften mit den Oberflicheneigenschaften eines Vektorfelds

verkntipft, ldsst sich schliefllich die Integralform der Kontinuitédtsgleichung herleiten:

/dV;p+/dV Vj = 0. (2.46)

Damit diese Relation fiir beliebige Volumina V' erfiillt ist, muss schliefSlich die Kontinui-
tatsgleichung (Gl. 2.43) erfiillt sein. [70] Analog zur Elektrodynamik kann man nun eine
Kontinuitéatsgleichung fiir die Quantenmechanik aufstellen, welche die Aufenthaltswahr-
scheinlichkeitsdichte p(r,t) (siehe Kapitel 2.2.1) mit einer Wahrscheinlichkeitsstromdichte
(Flussdichte) j(r,t) verkniipft. Nach Gleichung 2.43 kann man 2 p(r, ) berechnen um den
Term der Flussdichte —Vj(r, t) zu erhalten. Dazu wird direkt die TDSE (GL. 2.12 mit H

aus Gleichung 2.13) eingesetzt und man erhalt

—Vij(r,t) = gtp(r,t) = laat\lf*(r,t)] U(r,t) + U*(r,t) lgtllf(r, t)]
= ;1 { (-5’; - v(r)> U*(r, )W (r,t) + U*(r, 1) (2‘32 + V(r)> \I/(r,t)}
= ;h [‘P*(Lt), 213;] U(r, 1) + [0 (r,t), V(r)] \If(r,t)} (2.47)
_ 2;2 (0 (2, ) [V20(r, 1)) = [V20° (2, 0)] W, )
= 2;Z,V {U*(r,t) [VU(r,t)] — [V (r,t)] ¥(r, 1)}

Durch den Vergleich von Gleichung 2.47 mit der Kontinuitatsgleichung (Gl. 2.43) ergibt
sich direkt die Flussdichte

_h

=5 {U*(r,t) [VU(r,t)] — U(r,t) [VE*(r,t)]}. (2.48)

i(r, )
Der Ausdruck kann unter Verwendung von

(ﬁﬂ/*(r,t) VO(r, t)]>* - —?\If(r, £) [V (r, 1)] (2.49)

]

11



P e E *(r r * = E *(r r
g\If (r,t) [VU(r,t)] + <z U*(r,t) [VU( ,t)]) 23‘&{ - U*(r,t) [VI( ,t)]} (2.50)
= 2R{U*(r,t)p ¥ (r,t)}
noch weiter vereinfacht werden, sodass man
j(r,t) = ;%{ﬁl*(r,t)f)\lf(r,t)} (2.51)

erhélt (R = Realteil). Die Kontinuitétsgleichung fir die Quantenmechanik beschreibt die
Erhaltung der Wahrscheinlichkeitsdichte p(r,t).[S. 219-227] [31]

2.6 Adiabatische Entwicklung

Die Losung der TISE (Gl. 2.20) fir ein gekoppeltes System aus Elektronen (r = Elektro-
nenkoordinate) und Atomkernen (R = Kernkoordinate) gestaltet sich oft als schwierig.
Der adiabatische Ansatz besteht darin, die Losung des elektronischen Problems von dem
der Kerne zu separieren.

Der Gesamthamiltonoperator,

H = Ti(pr) + To(pr) + Vie(R) + Vie(r) + Vir(r, R), (2.52)
V(r,R)

fiir ein System aus mehreren Atomkernen und Elektronen, setzt sich aus der kinetischen
Energie der Kerne Ty (pr), der kinetischen Energie der Elektronen 1. (pr) und den potentiel-
len Energietermen fiir die Repulsion der Kerne ka(R), die Repulsion der Elektronen 1766(7“)
und der Attraktion der verschieden geladenen Teilchen \A/ek(r, R), hervorgerufen durch
die Coulomb-Kréfte, zusammen. Lost man die TISE fiir eine konstante Kernkoordinate
R so verschwindet der kinetische Term fiir die Kerne, da dieser Ableitungen nach den
Kernkoordinaten enthilt (Tj(pr) = 52 -25) und das elektronische Problem kann von den

2m OR?
Kernen separiert werden (H = Ty(pr) + H.). Mit dem elektronischen Hamiltonoperator

—~

H, =T.(p,) + Vie(R) + Voe(r) + Vir(r, R) (2.53)

ldsst sich die elektronische Schrodingergleichung (electronic Schrodinger equation) (ESE),

—~

H.on(r,R) =V, (R)pn(r, R), (2.54)

aufstellen und parametrisch fiir jede Kerngeometrie 16sen. [107, S. 335-339] Die Losung der
ESE ergibt fiir jede Kerngeometrie R ein VON an reellen elektronischen Eigenfunktionen
©on(r, R). Die zugehorigen Eigenwerte V,(R) stellen adiabatische Potentialhyperflichen
fir die Kerne im Potential der Elektronen dar [107, S. 335-339]. Diese adiabatischen

12



Potentialflichen konnen sich lediglich an Entartungspunkten beriihren aber nicht durch-
schneiden [110].
Durch den Basissatz an elektronischen Eigenfunktionen kann nun die Gesamtwellenfunktion

U(r, R) in die adiabatische Basis entwickelt werden

U(r, R) = znj (/ dr o (1, R)U (1, R)) on(r, R), (2.55)

¥n(R)

mit ¢, (R) als Kernwellenfunktion zum Zustand n. [25,26] Setzt man diese Entwicklung in
die TISE (GI. 2.20) ein und projiziert von links auf ¢,,(r, R) erhalt man einen Satz an
gekoppelten Differentialgleichungen fiir die Kernwellenfunktionen v, (R),

(om(r, R) | tZAjk(pR) + H\e | an(R>§0n(rv R)),

H(r,R) (2.56)
= (om(r, R) | E| Z¢n(R)¢n(Ta R)),.

FE ist die Gesamtenergie und enthélt die elektronische-, Translations-, Schwingungs- und Ro-

tationsenergie. Wendet man H, auf seine Eigenfunktionen ¢, (r, R) an, nutzt anschlieend

deren Orthogonalitat aus (@, (r, R) | on(r, R)) = 6pn und setzt explizit T, (pr) = ;—zaa—};

ein so erhalt man

>~ (m(r, R) | H | u(r, R)), ¥n(R)
! Hnn
n* 9 h? 0 0
=5 ap¥a(f) + an [— o 2 P, B) | 50 [@a(r R))r o5 2.57)
Tmn(R)

2 2

o, )| o |90, B} 0 (R) + ViR (R) = Evi(R).

2(R)

_%<

Betrachtet man den Term 7,,(R), so erkennt man, dass dieser antihermitesch ist 7,,,(R) =
—75,.(R). Somit verschwindet dieser Term fiir n = m (7,,(R) = 0), da die elektronische
Wellenfunktion ¢, (r, R) reell ist. Das Gleichungssystem kann dann, wie nachfolgend fiir

ein System mit zwei elektronischen Zusténden gezeigt, ausgedriickt werden:

2 \2m(R) g+l (R) g+ 731 (R) 0 Va(R)

| (WR)) . (%(R)) |
s(R) Vs(R)

Aus der Matrixdarstellung wird ersichtlich, dass das Gleichungssystem nur iiber Nebendia-

(2.58)

gonalelemente in der linken Matrix (7,,,(R) und 72)(R)) gekoppelt ist, wihrend die rechte

Matrix diagonal ist. Diese Kopplungselemente enthalten Ableitungen der elektronischen
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Wellenfunktionen nach den Kernkoordinaten und werden als nicht adiabatische kinetische
Kopplungselemente (non-adiabatic coupling terms) (NACTS) bezeichnet. [107, S. 335-339)
Spannt eine Gruppe von Zustédnden einen Hilbertraum auf, so miissen die NACTs die

Divergenzbedingung

0
@(R) =*(R) + - 7(R 2.59
rOR) = 7(R) + () (259
im betrachteten Raum R erfiillen. [8, 10, 54] Entsprechend kann durch Einsetzen der
Divergenzbedingung in Gleichung 2.57 und geschicktes Umformen
[y

(55 + Tmn(R))an<R) + Va(R)¥n(R) = EYn(R) (2.60)

2m 5 0R

erhalten werden. [73,101] Diese Gleichung gilt nur, wenn die Gruppe aus Basiszustédnden
©n(r, R) einen Hilbertraum iiber R aufspannt, was an einer konischen Durchschneidung
(conical intersection) (CI) nicht der Fall ist. Die Gleichung 2.57 ist hingegen allgemein
gultig. [14, S. 26-28]

2.7 Born-Oppenheimer-Naherung

Die Born-Oppenheimer (BO) Néherung ist eine der wichtigsten Naherungsmethoden in
der Quantenchemie. Diese liefert fiir den elektronischen Grundzustand und in der Néhe des
Gleichgewichtsabstandes meist sehr gute Ergebnisse. Sie beruht auf der Annahme, dass
die elektronische Wellenfunktion ¢(r, R) nur sehr schwach von der Kerndynamik abhéngt.
Dementsprechend sind die NACTs (7(R) und 72 (R)) aus Gl. 2.57 (Kapitel 2.6) sehr klein
und koénnen nédherungsweise Null gesetzt werden. Durch die Vernachlassigung der NACTs

vereinfacht sich Gleichung 2.57 und man erhalt

h2 82
2m OR?

71 BO
H?’L

+ Vi(R) | P9 (R) = EyPO(R). (2.61)

Gleichung 2.61 hingt nur noch von der Kernkoordinate R ab, mit ?°(R) als BO Kern-
wellenfunktion und f{\fo als BO Kernhamiltonoperator. Entsprechend gibt es keine Wech-
selwirkung zwischen den einzelnen elektronischen Zustanden mehr. Dies hat zur Folge,
dass die gesamte Kerndynamik in einem einzigen elektronischen Zustand (auf einer Poten-
tialhyperfliche V,(R)) stattfindet. [107, S. 335-339]

Die BO Gesamtwellenfunktion W29(r, R) ldsst sich durch den Produktansatz

V7O, R) = 4, O (R)a(r, R) (2.62)
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aufstellen. [106, S. 43-45] Kommen sich elektronische Zusténde sehr nahe, wie es zum
Beispiel bei einer vermiedenen Kreuzung oder einer konischen Durchschneidung (conical
intersection) (CI) der Fall ist, so hangt ¢(r, R) stark von der Kerndynamik ab und die
NACTs (7(R) und 7®(R)) konnen nicht mehr vernachlissigt werden. In solchen Regionen
wird die Energiedifferenz der elektronischen Zustédnde vergleichbar mit dem Abstand der
Vibrationsniveaus, wodurch strahlungslose Uberginge zwischen elektronischen Zustinden
ermoglicht werden. Dies fithrt zum Zusammenbruch der BO Naherung, da sie ohne duflere
Storung keine elektronischen Ubergéinge erlaubt. [107, S. 335-339]

Eine Moglichkeit die Giite der BO Néherung zu charakterisieren, besteht in der Berechnung

der sogenannten Fidelity Funktion

2

F(t) = ’/dR/dfr (¥5°(r, R, 1)) W(r, R, 1)

(2.63)

Dazu wird ein exakt propagiertes Wellenpaket W(r, R,t) auf ein BO Wellenpaket
UBO(r R, t) projiziert. Die Fidelity Funktion nimmt einen Wert von Eins an, falls die
exakte und BO Propagation identisch sind, je weiter der Wert von Eins abweicht desto
schlechter ist die BO Néherung. [113,114]

2.8 Diabatische Entwicklung

Wie bereits in Kapitel 2.7 erwahnt, versagt die BO Néherung in Regionen in denen die
elektronische Wellenfunktion stark von der Dynamik der Kernbewegung abhingt. Die
adiabatische Entwicklung (Kapitel 2.6) liefert dagegen auch in diesen Regionen gute
Ergebnisse, allerdings sind die NACTs (7(R) und 7(®)(R)) meist sehr schwer zu berechnen,
da sie Ableitungen der elektronischen Wellenfunktion nach den Kernkoordinaten enthalten.
Eine Moglichkeit dieses Problem zu umgehen, bietet die diabatische Entwicklung, welche
darauf beruht, die NACTs zu entfernen oder moglichst klein werden zu lassen. Es gibt eine
Vielzahl verschiedener Methoden um eine diabatische Basis zu erzeugen [14,36,38,41].
Eine der simpelsten Methoden besteht darin, eine elektronische Basis (elektronische
Wellenfunktion ¢(r, Ry)) zu wéhlen, welche nicht von der Kernkoordinate R abhéngt. Dafiir
kann die ESE analog zu Kapitel 2.6, fiir eine feste Kerngeometrie Ry gelost werden [14, S.
28-29],

HY 0u(r, Ro) = [T.(p) + V(r, Ro)| u(r, Ro) = E2(Ro)pa(r, Ry).  (2.64)

Eine elektronische Basis welche nicht von der Kerngeometrie abhangt wird auch als ’crude

adiabatic basis’ bezeichnet. Die Gesamtwellenfunktion W(r, R) kann gemé&fl

U(r, R) = Enj (/ dr o (r, Ro) W (r, R)> on(r, Ro) (2.65)

¥ (R)
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in diese Basis entwickelt werden, mit 1¢(R) als diabatische Kernwellenfunktion. [36, S.
175-180] Der Gesamthamiltonoperator H kann fiir die diabatische Losung der TISE (GL.
2.20) in folgende Form gebracht werden:

H= Tk(pR) + fe(pr) + ‘7(7“’ Ro) + ‘7(7“7 R) - ‘7(7"7 Ry). (2.66)

~

Hd U(r,R)

Setzt man nun die Gesamtwellenfunktion aus Gleichung 2.65 und den Hamiltonoperator
aus Gleichung 2.66 in die TISE (Gl. 2.20) ein und projiziert von links auf ¢,,(r, Ry), so
erhélt man ein Set an gekoppelten Gleichungen [107, S. 339-342]:

(&m(r, Ro) | Ti(pr) + HZ + U(r,R) | > VL(R)pn(r, Ro))r

(2.67)
= (m(r, Ro) | E| 3 ¥ (R)gu(r, Ro))r.

Die Integration tiber die Elektronenkoordinate r und die Ausnutzung der Orthogonalitét
der elektronischen Basis ({¢., (7, Ro) | ¢n(r, Ro)) = dpmn) fihrt auf

Ti(pr)VE(R) + EX(Ro)VL(R) + > {@m(r, Ro) | U(r, R) | u(r, Ro))s Y2 (R)
" Unn (R) (2.68)

= Byp(R).
Die diabatischen Potentiale V¢(R) haben somit die Form:
VAR) = Um(R) + EX(Ry). (2.69)
Fiir zwei elektronische Zustande ergibt sich in der Matrixschreibweise
(ﬁ(m) 0 ) . (W(R) U12<R>) (wfu%)) . (Wm) e
0 Ta(pr) Uxn(R) V3(R) U5(R) U5(R)

Gleichung 2.70 zeigt, dass, im Gegensatz zum adiabatischen Bild, keine kinetischen Kopp-

lungsterme vorliegen. Das diabatische Bild erleichtert somit deutlich die Berechnung der
Kopplungselemente, da es sich hier nicht um Ableitungen nach den Kernkoordinaten han-
delt. Die Diagonalelemente der Potentialmatrix stellen die diabatischen Potentialflichen
fiir die Bewegung der Kerne dar, welche empfindlich von der Wahl der Referenzgeometrie
Ry abhangen und sich im Gegensatz zu den adiabatischen Potentialflichen schneiden
konnen. Es ist anzumerken, dass im allgemeinen die Basis, um ein Problem korrekt zu
beschreiben, im diabatischen Bild viel grofler sein muss als im adiabatischen Bild. Dies
ist darin begriindet, dass, im Gegensatz zur diabatischen Annahme, die elektronische
Wellenfunktion sehr wohl von der Kernbewegung abhéngt. [107, S. 339-342]
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2.9 Transformation zwischen dem adiabatischen und
dem diabatischen Bild

In den vorherigen Kapiteln wurden zwei verschiedene Basissétze vorgestellt, die adiabatische
und die diabatische Basis. Fiir beide Entwicklungen wurde die Schrédingergleichung
aufgestellt und beide Basissitze sollten zum selben Ergebnis fithren. Dies wiederum
bedeutet, dass die Basissatze durch eine orthogonale Transformation verkniipft sein miissen.
Es stellt sich nun die Frage, wie und unter welchen Bedingungen man die beiden Basisséatze

ineinander uberfithren kann.

2.9.1 Transformation iiber die Entwicklung in eine andere Basis

Eine der simpelsten Methoden eine Transformation zwischen den beiden Bildern herzu-
stellen besteht darin, die elektronische Basis in das jeweils andere Bild zu entwickeln.
Der Entwicklungskoeffizient entspricht dann der Transformationsmatrix A. Dies setzt
allerdings voraus, dass die elektronische Basis fiir beide Bilder bereits bekannt ist. Deshalb
wird diese Methode meist nur angewendet, wenn man aus der adiabatischen Basis ¢(r, R)
die diabatische Basis ¢(r, Ry) an einer festen Kerngeometrie R, definiert (siehe Kapitel
2.8). Die Gleichungen

= > (pm(r, Ro) | (7, R))r o (7, Ro) (2.71)
" An’m(R)
und
(r,Ro) = > (on(r, R) | om(r, Ro))r (7, R) (2.72)
! m'!L(R)

zeigen die Entwicklung der elektronischen Wellenfunktion in das jeweils andere Bild und
die Berechnung der Transformationsmatrixkoeffizienten (A,,,(R) und AZ (R)). Uber die
Transformationsmatrizen (A(R) und AT(R)) kénnen dann die jeweiligen Matrizen der
Potentiale (V¢ und V@) in das andere Bild iiberfiihrt werden:

V4(R)
VI(R)

A(R)V4R) AT(R), (2.73)
AT(R)V*(R) A(R). (2.74)

17



2.9.2 Transformation iiber adiabatische Kopplungselemente

Existiert eine orthogonale Transformationsmatrix A(R), die die adiabatische Kopplungs-
matrix 7(R) entfernt, so kann die adiabatische Kernwellenfunktionsmatrix (n, m = elek-

tronische Quantenzahl)

7v/}m—l(}%)
Y(R) = | ¢m(R) (2.75)
wm+1 (R)

gemaf
W(R) = A(R)p*(R) (2.76)

aus der diabatischen Matrix

o1 (R)

PI(R) = | vi(R) (2.77)
i (R)

erhalten werden. [8] [14, S. 33-37] Dieser Ansatz kann in den Ausdruck (Vg + 7(R))?*®(R)
der adiabatischen Schrodingergleichung (Gl. 2.60) eingesetzt werden und man erhélt

(Vi +7(R))*A(R)y"(R)
= A(R)V3p*(R) + 2(VRA(R) + 7(R)A(R))Vryp*(R) (2.78)
+[(7(R) + Vr)(VRA(R) + 7(R)A(R) %" (R),
wobei im dritten Term von Gleichung 2.78 der Differentialoperator nicht iiber die eckigen
Klammern hinauswirkt. [14, S. 33-37] Solange es sich in einer bestimmten Region R bei

den Matrixelementen von 7(R) um analytische Funktionen handelt, besteht zwischen der
Transformationsmatrix A(R) und 7(R) eine Orthogonalitatsbedingung [25] [14, S. 14],

VwA(R) + T(R)A(R) = 0. (2.79)

ODb es sich bei 7(R) um eine analytische Funktion handelt, kann mit der 'extended curl
condition’ iiberpriift werden. Ist diese in dem Raumbereich R erfiillt, so handelt es sich

in dieser Region um eine analytische Funktion. Fiir ein zweidimensionales System, mit

18



(g=1,y)
0
Tamn = (P (1, B) | 5 a(r, R)): (2.80)
q
und
Tqm—ln—l(R) Tqm—ln(R) 7—qm—ln—&-l(R)

T(R)=| .. Tgmn—1(1) Tgmn (RR) Temni1(R) |, (2.81)

Tqm—i—ln—l(R) Tqm—i-ln(R) Tqm+1n+1(R)

lautet die 'extended curl condition’ [12]

0 0

T (R) — IR

oR, ™ (R) — (12(R) 7y(R) — Ty(R) T(R)) = 0. (2.82)

Setzt man die Orthogonalitdtsbedingung von Gleichung 2.79 in Gleichung 2.78 ein, so

vereinfacht sich der Ausdruck zu
(Vi + 7(R)*A(R)Yp*(R) = AV3p*(R). (2.83)

Gleichung 2.76 und der neu gefundene Ausdruck aus Gleichung 2.83 kénnen dann wiederum
in die adiabatische Schrodingergleichung (Gl. 2.60) eingesetzt werden und man erhilt

_Zh:nAV%%’lpd(R) + V(R)A(R)qu(R) — EA(R)’(bd(R). (2.84)

Multipliziert man diese Gleichung von links mit AT(R) und nutzt die Orthogonalitit der
Matrizen aus (AT(R)A(R) = 1), erhilt man die Schrédingergleichung fiir das diabatische
Bild [14, S. 33-37],
h2
—5-Vry“(R) + AT (R)V (R)A(R) $*(R) = Ey“(R). (2.85)

U(R)+E(Ro)

Analog zu Gleichung 2.85 kann mit der Transformationsmatrix aus dem diabatischen

Potential das adiabatische erhalten werden,
A(R)[U(R) + E(Ry)|A"(R) = V(R). (2.86)

Da die adiabatische Matrix (V' (R)) per Definition diagonal ist, wird aus Gleichung 2.86
deutlich, dass durch das Diagonalisieren der diabatischen Matrix (U (R) + E(Ry)) die
adiabatische erhalten wird. Dies bedeutet, dass die Eigenwerte der diabatischen Matrix
den Elementen der adiabatischen Matrix entsprechen. [107, S. 139-142]

Die allgemeine Losung der Transformationsmatrix A(R) aus der Matrix Differentialglei-
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chung (Gl. 2.79) ist ein Wegintegral [9],

R
. / T(R)dR'
Ry

AR)=e ™  A(R,). (2.87)

Dabei wird ausgehend von einer Referenzgeometrie Ry, die Transformationsmatrix A(R)
tiber das Wegintegral v(R) aufgebaut. y(R) stellt einen Transformationswinkel fiir die
iiber 7 gekoppelten Zustande dar.

2.9.2.1 Beispiel fiir eine Transformationsmatrix an einem Zwei-Niveausystem

Betrachtet man ein zwei Niveausystem mit den Kopplungselementen 79 = —75; so ist die

Kopplungsmatrix 7(R) gegeben durch [11,13,15]

_ 0 m2(R)\ 0 1
T(R) = (721(3) 0 ) = 72(R) (—1 O) ' (2.88)

Gemaf Gleichung 2.87 erhilt man somit

R
— 7'12(R>dR( 0 1)
Ro -1 0

AR)=e W A(Ry). (2.89)

Die Exponentialfunktion aus Gleichung 2.89 kann in eine Taylorreihe entwickelt werden,

0 1
eW(R)(_l 0) :1+7(R)(0 1)_72(3) (1 O)_’Yg(R)<O 1)+

-1 0 2 01 6 -1 0
(2.90)
g DR (L0) s (EDTTR) (0]
— (2n)! 0 1 = (2n+1)! -1 0/’
cos(v(R)) sin(v(R))

sodass sich die Transformationsmatrix als

))) A(Ry). (2.91)

ergibt [14, S. 58-61].
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2.10 Zusammenhang zwischen Quanten- und
klassischer Mechanik durch die Bohmsche
Mechanik

In diesem Kapitel wird ein alternativer Formalismus zur Quantenmechanik, die Bohmsche
Mechanik, vorgestellt. [23,24] Die Bohmsche Mechanik weist viele Parallelen zur klassischen
Mechanik auf, wodurch die Zusammenhénge zwischen der klassischen Mechanik und der
Quantenmechanik veranschaulicht werden koénnen.

Dazu wird die hydrodynamische Formulierung der TDSE und die quantenmechanische
Hamilton-Jacobi Gleichung (HJG) hergeleitet. Die quantenmechanische HJG besitzt grofie
Ahnlichkeit zur klassischen HJG und soll den Zusammenhang zwischen der Quanten- und
klassischen Mechanik verdeutlichen.

Fiir die hydrodynamische Formulierung wird eine Wellenfunktion W(r,t) mit der reellen

Amplitute A(r,t) und der reellen Phase S(r,t) angesetzt [55, S. 108-122] [107, S. 38-44],
U(r,t) = A(r, t)ensSrD. (2.92)

Setzt man diesen Ansatz in die TDSE (Gl. 2.12, Kapitel 2.2.3) mit dem Hamiltonoperator

aus Gleichung 2.13 ein und kiirzt iiber die Exponentialfunktion, so erhilt man [34]

2 92
maA(r, t) Al t>8S(r, t) V() A(rt) — e 9P A(r,t)
8t 8t 2m 87‘2 (2 93)
B @GA(T, t) 9S(r,t) B ﬂA( t)GQS(T’, t) N LA( t)aS(r, t) 0S(r,t) '
m  Or or 2m " or? 2m " or or

Da diese Gleichung rein reelle und rein imaginire Anteile enthélt, lasst sich diese in zwei

Gleichungen separieren. Fiir den reellen Anteil ergibt sich nach dem Umformen Gleichung

aS(r,t) 1 0S(r,t)dS(r,t) R 0PA(rt)
ot * 2m  Or or Vi) = 2mA(r,t)  Or? (2.94)
und fir den imaginédren Teil [34]
2
OA(r, t) N l@A(r, t) 0S(r,t) N A(r,t) 02S(r,t) _o (2.95)

ot m  Or or 2m or?

Diese beiden Gleichungen werden als hydrodynamische Formulierung der TDSE bezeichnet,
wobei Gleichung 2.94 der quantenmechanischen HJG entspricht. Gleichung 2.95 kann durch

Multiplikation von 2A(r,t) weiter zu einem bekannten Ausdruck umgeformt werden,

QA% (rt) 0 ([ 10S(r,t)\
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Der Ausdruck A?(r,t) entspricht einer Wahrscheinlichkeitsdichte p(r,t) = |¥(r,¢)|* und

% kann als Impuls interpretiert werden. Somit ergibt sich aus dem Term in der Klammer

eine Multiplikation aus einer Wahrscheinlichkeitsdichte und einer Geschwindigkeit, was
wiederum einer Flussdichte j(r,t) = p(r,t)v(r,t) entspricht und woraus sich aus Gleichung

2.96 die Kontinuitatsgleichung ergibt,

op(r.t) | 5.1

5 5 =0. (2.97)

Diese wurde bereits ausfiihrlich in Kapitel 2.5 diskutiert und beschreibt in der Quantenme-
chanik die Erhaltung der Wahrscheinlichkeitsdichte. [107, S. 38-44] Die quantenmechanische
HJG (GI. 2.94) kann wie folgt umgeschrieben werden [55, S. 131-135] [107, S. 38-44]:

0S(r,t) N 1 98(r,t) 95(r, 1)
ot 2m  Or or

+V(r)+Q(p,r,t)=0

2.98
Q(p,r,t) _ 7 = (r t)Lp%(T’t) o
p7 ) - 2mp ) 67’2 .
Diese Gleichung entspricht, bis auf den Term Q(p, r,t), der klassischen HJG,
t 1 t t
aS(r, )+iaS(r, )9S (r, )+V(r):0 (2.99)

ot 2m  Or or

und somit der klassischen Mechanik. Der Ausdruck Q(p,r,t) kann als zeitabhéngiges

Quantenpotential betrachtet werden, welches den Zusammenhang zwischen klassischer

Mechanik und Quantenmechanik herstellt. S(r,t) ist die Wirkung und % = % =

v(r,t) die Geschwindigkeit, somit erhélt man den Ausdruck fiir die Hamiltonfunktion H,

T

mit der kinetischen Energie 7" und der Gesamtenergie E. [34] Wendet man auf Gleichung

2.100 abermals % an und nutzt % = v(r,t) aus, ergibt sich
ov(r) ov(r,t)  Ov(r,t)

— = t . 2.101

o " <”(r’ T (2.101)

Beriicksichtigt man, dass die rechte Seite die Lagrangesche Zeitableitung

dv(r,t) ov(r,t)  Ov(r,t)

= t 2.102

i DT Ty (2.102)
erfiillt, erhélt man die zur HJG gleichbedeutende Newtonsche Bewegungsgleichung,

do(r,t
Fy = m“c(;;) — ma, (2.103)
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mit der klassischen Kraft F,, = —%—‘T/ und der Beschleunigung a. [107, S. 38-44] Analog

lasst sich aus der quantenmechanischen HJG ein newtonscher Ausdruck herleiten, welcher

sich von Gleichung 2.103 durch eine zusatzliche quantenmechanische Kraft Fj, = —%
unterscheidet,
Fg+F,=ma. (2.104)

Oft wird falschlicherweise fiir das klassische Limit die Grenzwertbildung A = 0 durchgefiihrt
[34]. Dadurch verschwindet die rechte Seite von Gleichung 2.94 und man erhélt die
klassischen Bewegungsgleichungen. Diese Annahme ist allerdings falsch, da sowohl A(r,t)
als auch S(r,t) von h abhéngen. [107, S. 38-44]
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3 Numerische Methoden

Der Grofiteil quantenmechanischer Probleme ist analytisch nicht oder nur mit sehr hohem

Rechenaufwand losbar, weshalb haufig auf numerische Berechnungen zuriickgegriffen wird.

3.1 Grid basierte Rechnungen

Eine Untergruppe numerischer Rechenmethoden bilden Grid basierte Berechnungen.

In diesen Methoden bildet man den Hilbertraum auf eine endliche, diskrete Basis, dem Grid
(Gitter) ab. In den nachfolgenden Unterkapiteln werden die in dieser Arbeit verwendeten
Grids vorgestellt, welche sich auf die Arbeit von Kosloff [112, S. 185-230] beziehen.

3.1.1 Ortsgrid

Eine Methode die Wellenfunktion numerisch wiederzugeben, besteht darin, die im Ortsraum
kontinuierliche Wellenfunktion W(r), mit 7€ R als Ortskoordinate, in ein diskretes Ortsgrid

r, zu uberfithren,
U(r) — Y(ry,). (3.1)

Das Grid wird dabei von 7,4 bis reng mit Ny (N, € IN) Gridpunkten/Stiitzstellen aufge-

spannt, sodass sich ein aquidistantes Ortsgrid mit der Schrittweite dr ergibt,

Tend — Tstart
dr = ———. 3.2
el (3.2)

Die Ortskoordinate r,, an der Stiitzstelle n (ne{l,2,..., N,}) lasst sich dann gemafl
rn = (Tl - 1)d7’ + Tstart (33)

berechnen. Die Wahl des Ortsgrids bestimmt mafigeblich die Genauigkeit, aber auch die
Rechenzeit der numerischen Berechnung. Dementsprechend ist darauf zu achten, dass die
kontinuierliche Wellenfunktion gut durch das Grid reprasentiert werden kann und die
Rechenzeit moglichst gering ist. Eine Verbesserung der Auflosung der Wellenfunktion lasst
sich durch eine Erhohung der Stiitzstellen N, erreichen. [94, S. 24]
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3.1.2 K-Grid

Das k-Grid (Wellenvektor-Grid) wird verwendet, um impulsabhéngige Operatoren einfach
auf die Wellenfunktion anwenden zu koénnen. Die Wellenfunktion wird dazu durch eine
Fouriertransformation (sieche Kapitel 2.2.4) in den Impulsraum bezichungsweise k-Raum
iiberfiihrt.

Analog zum Ortsraum wird auch im k-Raum ein diskretes Grid aufgespannt, welches
VO Kgpare DIS keng mit Ny (N, € IN) Stiitzstellen reicht. Der Wechsel vom Ortsraum in den
Impulsraum kann dann durch eine diskrete Fouriertransformation erfolgen. [45]

Der erste Eintrag auf dem k-Grid entspricht der Projektion auf eine konstante Funktion,
sodass kst = 0 ist und der Startwert, im Gegensatz zum Ortsgrid, nicht beliebig gewahlt

werden kann. Die Schrittweite im k-Raum dk ergibt sich dann wie folgt:

kend

N, -1’

dk =

(3.4)

Die Uberfithrung in den k-Raum kann als Frequenzanalyse aufgefasst werden. Nach dem
Shannon-Nyquist Abtasttheorem [97] ist diese Analyse nur dann eindeutig, wenn der
Abstand zwischen den Gridpunkten im Raum dicht genug ist. Entsprechend koénnen ebene
Wellen, die im Ortsraum diskretisiert sind ¥(r,) (r, = Ortsgridpunkt an der Position n)
und sich um z k00 = 23—: (z € Z) unterscheiden, numerisch nicht unterschieden werden, da

gemaf

A= (3.5)

dr somit ein Vielfaches der Wellenlange A\ ware,

2
dr = % =z (3.6)

Dies soll durch Abbildung 3.1 verdeutlicht werden. Die Wellenvektoren der gezeigten
Funktionen unterscheiden sich um k,,,,, wodurch beide Funktionen an den Gridpunkten

denselben Wert annehmen und numerisch nicht zu unterscheiden sind. Entsprechend ist

das Ende des Grids durch
2
kong = — — )
ond o dk (3.7)
~—

k’rnaz

gegeben und fiir die auftretenden Impulse gilt

k < Kumas. (3.8)
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Abbildung 3.1: Gezeigt sind zwei ebene Wellen im Ortsraum. In blau ist ¥(r) = sin(k'r) + a
zu sehen und in grin ¥(r) = sin((K' + kmaz)r) + a, mit ¥ > 0 und aeR. Die roten Linien
markieren die Gridpunkte des Ortsraums.

Setzt man Gleichung 3.7 in Gleichung 3.4 ein, so erhélt man das Inkrement des Impulsraums

2

dk = .
drNy

(3.9)

Die Grenze der auftretenden Impulse muss allerdings noch weiter verscharft werden, da
entgegengesetzt laufende Wellen mit —k (k > 0 und k < kjq.) ebenfalls unterschieden
werden miissen. Abbildung 3.2 zeigt einen solchen Fall. Die blau dargestellte Funktion
breitet sich entgegengesetzt zur griinen aus, auch in diesem Fall sind die Funktionen an den
Gridpunkten nicht zu unterscheiden. Damit die Eindeutigkeit der Funktionen gewahrleistet

ist gilt fiir den Betrag der auftretenden Impulse

kmam
[kl < —— (3.10)

Sind alle diese Bedingungen erfiillt, ist die Darstellung der Wellenfunktion im Ortsraum

und damit auch die Projektion in den Impulsraum eindeutig. Durch kg, = 0 tauchen
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Abbildung 3.2: Gezeigt sind zwei ebene Wellen im Ortsraum. In blau ist ¥(r) = sin(—k'r) +a
zu sehen und in grin ¥(r) = sin((kmae — k')r) + a, mit ¥’ > 0 und aeR. Die roten Linien
markieren die Gridpunkte des Ortsraums.

die negativen Impulswerte am rechten Rand des k-Grids auf und man erhélt fir die
Impulskoordinate am Gridpunkt n [94, S. 24-28]:

(n—1):2 n=1,.,% +1
ko= N . (3.11)
(N, +1 n)Nng n=5t+2..,Ng

Gemaf dieser Gleichung wird der Impulsraum durch die Schrittweite im Ortsraum dr und
die Anzahl an Stiitzstellen N, festgelegt. Das Ortsgrid sollte dabei so gewéhlt werden, dass

die maximale kinetische Energie Ex;,nrq durch das k-Grid reprasentiert werden kann,

h2
Exindar < %kﬁnd. (3.12)
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3.1.3 Zeitgrid und Kurzzeitpropagator

Analog zum Ortsgrid wird auch die Zeit in ein diskretes Grid tiberfithrt. Dafiir wird die
Zeitspanne von ty bis te,q in Ny (N, eIN) Zeitschritte unterteilt, die jeweils dt (dteR)

tiberspannen [61],

tend - tO
dt = ———. 3.13
N, ( )
Durch die Diskretisierung der Zeit muss auch der Propagator U (tena, to) (siehe Kapitel

2.3) in N; Kurzzeitpropagatoren aufgespalten werden,

Ny

Ult,to) = [TU: + dt, t;). (3.14)
=0

Diese Kurzzeitpropagatoren beschreiben die zeitliche Entwicklung einer Wellenfunktion

U(r,t;) vom Zeitpunkt ¢; bis t; + dt,

Nt Ne o
U(t,to)W(r,t) = [T Ut + dt, t)¥(r,to) = [[ e T* W (r, t). (3.15)
=0 1=0

Das Inkrement dt muss klein genug gewahlt werden, um eine Oszillation mit der maximal
auftretenden Energie F,, .. aufzulosen. Dafiir sind mindestens zwei Stiitzstellen pro Periode
notig, sodass sich folgende Bedingung ergibt [94, S. 28-29]:

h
dt < (3.16)

max

3.2 Quantenmechanische Methoden

In diesem Kapitel werden Naherungsverfahren vorgestellt, um quantenmechanische Pro-

blemstellungen auf den in Kapitel 3.1 eingefithrten Grids zu l6sen.

3.2.1 Split-Operator Methode

Die Split-Operator Methode ist eine Méglichkeit, die TDSE (siehe Kapitel 2.2.3) naherungs-
weise zu losen. Dabei wird der Propagator U (t) in die einzelnen Terme des zeitunabhéangigen
Hamiltonoperators (H = V(r) + T(p)) aufgespalten [43,44],

O(t) = el _ (FVOHTOt o (FV (), FT ) (3.17)

Diese Aufspaltung ist im allgemeinen mathematisch nicht exakt, da die einzelnen Terme
des Hamiltonoperators nicht kommutieren ([\7(7“), T (p)} # O). Entwickelt man die exakte
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Form

~

st _ T V) () + V)

TRV s P ODE (315
P r T P 3
— 57,2 +O(dt’) + ...

und die aufgespaltene Form
o~ 3Tt~V ()t
B iT(p)t  T*(p)t? ; WVt V(r)e ;
= (1 5 5h? +O(t°) + ... 1 5 +O(t°) + ... (3.19)
(Tp)+ VNt (Tp) + V() 2T (p)V(r)e?

=1 — _ _ 3
=1 - o2 oz HO[) + ..

in einer Taylor-Reihe, kann man die GroBenordnung des Fehlers durch die Aufspaltung

erkennen. Der erste Fehler tritt ab der zweiten Ordnung in ¢ auf:

~

T(p)V(r)+V(r)T(p) #2T(p)V (7). (3.20)

Die Groflenordnung des Fehlers ldsst sich durch die symmetrische Aufspaltung eines

Operators

DN AP . 2 (/2 2
— V() — T ()t — V() _ (1 iVt VE(r)t O + .

e ¢ oh 872
_q i(T(p) +V(r)t  (T2(p) + V3(r))t?
T h o
(T(P)V(r)+V(r)T(p)) 3
- o +O(#) +

bis in die dritte Ordnung von ¢ verschieben. Welcher Operator aufgespalten wird spielt dabei
keine Rolle. Allerdings wird die Wellenfunktion meist im Ortsraum betrachtet, wodurch
die Aufspaltung des potentiellen Terms den Vorteil bietet, nur eine Fourier-Transformation
fiir den kinetischen Teil vornehmen zu miissen. Die Methode versagt jedoch falls einer der

Operatoren sowohl vom Orts- als auch vom Impulsoperator abhangt.

3.2.2 Imaginire Zeitpropagation

Die imagindre Zeitpropagation ist eine numerische Methode die TISE (siche Kapitel 2.2.3)
zu losen, um die Eigenfunktionen 1), (r) und Eigenwerte F,, des Hamiltonoperators zu
erhalten. [62]

Dafir wird ein Startwellenpaket W(r, (), welches die gesuchten Eigenfunktionen enthalt,

in der imaginéren Zeit propagiert. Mathematisch bedeutet dies eine Substitution der Zeit:
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t = —it (T eR). Somit ergibt sich fiir die zeitliche Entwicklung des Wellenpakets:
U(r,7) = U(r, 1) W(r, m0) = e+ ™0 (r, 7). (3.22)

Das Wellenpaket kann in die Eigenfunktionsbasis des Hamiltonoperators entwickelt werden,

wodurch die Funktionsweise dieser Methode ersichtlich wird,

U(r,7) =Y ealro)e 50T, (7). (3.23)
n=0

Aus Gleichung 3.23 geht hervor, dass durch die Propagation mit der imaginéren Zeit
jede Eigenfunktion 4, (r) durch ihre Eigenenergie E, (E, > 0) geddmpft wird. Die
Grundzustandsfunktion vg(r) erfahrt somit, im Vergleich zu den héheren Zusténden, die
niedrigste Dampfung. Nach jedem Propagationsschritt dr vergroflert sich dadurch der
Anteil an der Grundzustandsfunktion in dem Wellenpaket W(r, 7). Durch die imaginéare
Zeit ist der Propagator U (7, 70) nicht unitdr, wodurch die Normerhaltung verloren geht.
Fir lange Zeiten 7 — oo wiirde somit auch der Funktionswert der Grundzustandsfunktion
gegen Null abfallen, weshalb nach jedem Propagationsschritt dm normiert werden muss.
Beachtet man diese Normierungsbedingung, geht das Wellenpaket W(r, 1) fiir 7 — oo in
den Grundzustand () tiber,

lim W(r,7) & o(r). (3.24)

T—00

Ist der Grundzustand erreicht, wird das System fiir jeden weiteren Zeitschritt dr mit der

Eigenenergie Ey gedampft,
YU (r) = e wBodmy (1), (3.25)

¥¢(r) kennzeichnet die unnormierte Eigenfunktion. Durch die Uberpriifung der Norm von

i (r), lasst sich die Eigenenergie Ey berechnen:

(WU () | 0e(r)) = (o(r) [to(r)) e 750,
. ! (3.26)
By = —5 = In((r) | 4§ (r)).

Uber die imagindre Zeitpropagation lassen sich auch iterativ energetisch héhere Zustande
bestimmen. Dafiir werden aus dem Wellenpaket U(r, 7) alle bereits berechneten Zusténde

(m Anzahl der berechneten Zustande) v;(r) herausprojiziert
W(r,m) = W(r,m) = 3 (i(r) [ (r,7))etdi(r). (3.27)

=0

Das so gewonnene neue Wellenpaket W’(r, 7) kann dann wieder der imaginiren Zeitpropa-

gation unterzogen werden, um den nachsten Zustand zu bestimmen.
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3.3 Klassische Methoden

Numerische quantenmechanische Berechnungen sind meist sehr rechenintensiv und zeit-
aufwendig, weshalb fiir manche Problemstellungen eine Naherung iiber die klassische
Mechanik von Nutzen sein kann. In diesem Kapitel werden deshalb numerische Methoden

fiir die klassische Mechanik vorgestellt.

3.3.1 Verlet Algorithmus

Der Verlet Algorithmus dient zur Losung der klassischen Bewegungsgleichung (Kapitel
2.10, Gl. 2.103) in einem Vielteilchensystem. [65,109]

In einem Vielteilchensystem sind die Bewegungen aller Teilchen miteinander gekoppelt,
wodurch eine analytische Losung des Problems unmoglich wird. Betrachtet man jedoch
einen infinitesimalen Zeitschritt dt so kann in guter Naherung davon ausgegangen werden,
dass die auf ein Teilchen P wirkende Kraft fiir den Zeitraum ¢ + dt konstant ist. Innerhalb
dieses Zeitschrittes ist die Bewegung des Teilchens somit unabhéngig von der Bewegung
der anderen und es lasst sich die neue Position rp(t + dt) des Teilchens bestimmten. Dazu

entwickelt man rp(t 4 dt) und rp(t — dt) in einer Taylorreihe um die Entwicklungsstellen ¢,
: L. L 3.
T‘p(t + dt) = Tp(t) + dt?”p(t) + §dt T‘p(t) + édt Tp(t) + ey (328)
1 1
rp(t — dt) = rp(t) — dtip(t) + 5dt%‘~'P(1t) - 6dti”'f*p(t) + ... (3.29)

Addiert man diese beiden Gleichungen und berticksichtigt nur die Terme bis zur dritten

Ordnung, so erhélt man
rp(t 4+ dt) = 2rp(t) — rp(t — dt) + dt*ip(t), (3.30)

zur Berechnung von rp(t + dt) bezichungsweise

Fp(t) = rp(t+dt) — 27"digt) +7rp(t — dt)’ (3.31)

zur Berechnung der Beschleunigung 7p(t). Durch die Addition verschwinden die Terme
erster und dritter Ordnung aus der Gleichung, wodurch die Geschwindigkeit 7p(t) nicht ex-
plizit in den Algorithmus mit eingeht. Diese kann jedoch iiber die finite Differenzenmethode

erhalten werden,

_ |7’P<t + dt) - Tp(t — Clt)‘

rr(t) 2dt

. (3.32)

Der grofite Nachteil des Algorithmus liegt darin, dass er nicht selbst startend ist. Denn wie
Gleichung 3.30 zeigt, benotigt der Algorithmus die Position zum Zeitpunkt ¢ — dt, welche

im allgemeinen fiir ¢ = 0 nicht bekannt ist.
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3.3.2 Velocity Verlet Algorithmus

Der Velocity Verlet Algorithmus beruht auf dem Verlet Algorithmus, ist aber im Gegensatz
dazu selbst startend. [65]

Dafiir wird zp(t) = %w definiert, wodurch sich die Gleichungen

und

aufstellen lassen. [105] Diese beiden Gleichungen sind mathematisch dquivalent zu Gleichung
3.30. Fiihrt man nun noch die Geschwindigkeit
2p(t) + zp(t — dt)

vp(t) = 5 (3.35)

ein, so lassen sich die Gleichungen

ip(t)dt?
2

rp(t+dt) = rp(t) + vp(t)dt + (3.36)

und

(Fp(t+ dt) +7p(t)) dt
2

vp(t+ dt) = vp(t) + (3.37)

aufstellen. [105] Diese Gleichungen sind wiederum dquivalent zu 3.30 und 3.32 jedoch
unterscheiden sie sich numerisch. In dieser Form lassen sich alle Werte von rp(t + dt) und
vp(t 4 dt) aus den Werten zum Zeitpunkt ¢ berechnen, wodurch der Algorithmus selbst

startend wird.
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4 Modellsysteme

Fir die Durchfithrung der Simulationen werden unterschiedliche Modelle verwendet, welche

in diesem Kapitel vorgestellt werden.

4.1 Atomare Einheiten

In dieser Arbeit wird fiir alle Berechnungen das Hartree atomare Einheiten (a.u.) System
verwendet. Wodurch die Elementarladung e, die Masse des Elektrons m., das reduzierte
Planksche Wirkungsquantum A und die Coulomb-Konstante ﬁ per Definition Eins gesetzt
werden. [51]

Alle nachfolgenden Gleichungen sind somit, falls nicht explizit erwédhnt, in atomaren
Einheiten aufzufassen. Einen guten Uberblick iiber die Umrechnungsfaktoren verschiedener
physikalischen GroBen bietet [69].

4.2 1D Shin-Metiu-Modell

Bei dem urspriinglichen Shin-Metiu-Modell [98, 99] handelt es sich um ein simples
Modellsystem, welches eingefithrt wurde, um den Ladungstransfer in einem gebunde-
nen System zu untersuchen. Das Modellsystem wurde in der Zwischenzeit fiir zahlreiche
Untersuchungen eingesetzt und entsprechend verandert [1,2,40,49].

Das verwendete Modell (Abb. 4.1) besteht aus zwei fixierten positiv geladenen Ionen mit
den Ladungen Q)p, und Q) ,, welche sich an den Positionen Rz und Rpo befinden. Zwischen
diesen fixierten Ionen befindet sich ein bewegliches positiv geladenes Teilchen/Atomkern
(Ladung Qg, Position R und Masse mg) und ein bewegliches Elektron (Ladung @,., Position

r und Masse m,), welche sich in einer Dimension bewegen konnen.

—a r

fest R fest

| L
R 0 Re2

Abbildung 4.1: Gezeigt ist das 1D Shin-Metiu-Modell. @1 und Q) g2 bezeichnet feste positive
Ionen an den Positionen Rp; und Rps. In rot ist das bewegliche positive Teilchen Qg (Position
R) und in blau das bewegliche Elektron @, (Position r) zu sehen.
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Fiir das Modellsystem werden standardméfig die Werte aus Tabelle 4.1 verwendet, falls
nicht explizit auf eine andere Parametrisierung hingewiesen wird. Das Modell beschreibt
somit im Normalfall die Bewegung eines Protons und eines Elektrons im elektrischen Feld

von zwei festen Protonen (H3" Ion).

Tabelle 4.1: Standardsystemparameter fiir das 1D Shin-Metiu-Modell.

Parameter Erlauterung

Qr =e=1la.u. Ladung erstes festes Ion

QR =e=la.u. Ladung zweites festes Ion
Rp = —5A Position erstes festes Ion

Rp, =5 A Position zweites festes Ion
QRr=¢€e¢=1lau. Ladung bewegliches Ion/Atomkern
Qr=—e=—-lau. Ladung Elektron
mpr = m, = 1836, 15a.u. | Masse des beweglichen Ions/Kerns entspricht einem Proton

me = la.u. Masse des Elektrons

Der Hamiltonoperator

H(r,R) =T(pr) + T(p,;) + V(r, R) = 2%3 7’2’“ V(r,R) (4.1)

des Systems setzt sich aus der kinetischen Energie der beweglichen Teilchen (f(R) und
T(r)) und der Coulomb-Wechselwirkung V(R,7) zusammen. Ein Teil der Coulomb-
Wechselwirkung 17(7“, R) wird dabei, wie im Original Shin-Metiu-Modell [98], durch Error-

funktionen er f beschrieben,

QriQr Qr2Qr n QrQr erf('R T|>

1 r, R
( )= |Rp1— R|  |Rp2 — R| |R— 7| (4.2)
QFlQr eTf (IRFI T|) QFQQv €T’f (“;FQRFT) AE |
T Ra—r [Bea-d 0T

wodurch sogenannte Soft-Coulomb-Potentiale entstehen. Diese besitzen, im Gegensatz zum
Coulomb-Potential, eine endliche energetische Hohe und weisen somit keine Singularitét
auf. Dies macht die numerische Behandlung einfacher. Die Abschirmparameter P, p und
P, r, steuern die Stérke der Coulomb-Wechselwirkung und dienen dazu verschiedenste
Systemsituationen zu realisieren. Der letzte Term AFE dient dazu, das globale Minimum
des Potentials auf den Nullpunkt zu setzen.

Numerisch erfolgt die Propagation in dem System tiber die Split-Operator Methode (Kapitel
3.2.1) und die Losung der ESE (Gl. 2.54) mithilfe der imaginére Zeitpropagation (siehe

Kapitel 3.2). Die dafiir verwendeten Standardparameter sind Tabelle 4.2 zu entnehmen
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und beruhen auf vorherigen Untersuchungen [40].

Tabelle 4.2: Numerische Standardparameter fiir das 1D Shin-Metiu-Modell.

Parameter Erlauterung
[Ratart; Rend) = [—6;6] A Gridlinge fiir R
Ng =512 Anzahl Gridpunkte in R
[Tstart; Tena) = [—12512] A Gridlange fir r
N, =512 Anzahl Gridpunkte in r
dt = 0.5a.u. Zeitschritt fir die Split-Operator Methode
dr =0.5a.u. Zeitschritt fiir die imaginare Zeitpropagation

4.3 1D Shin-Metiu-Modell mit zwei Elektronen

In dem hier vorgestellten Modell handelt es sich um eine Erweiterung des 1D Shin-Metiu-
Modells durch ein zuséatzliches Elektron. Dieses Modell beinhaltet somit eine Elektron-
Elektron Wechselwirkung und wurde bereits fiir verschiedenste Untersuchungen verwendet
[39,42,104].

Es besteht, wie auch das 1D Shin-Metiu-Modell, aus zwei fixierten positiv geladenen
Ionen mit den Ladungen Qp, und Qg,, an den Positionen Rp; und Rpy. Zwischen diesen
Ionen befinden sich ein bewegliches positiv geladenes Teilchen/Atomkern (Ladung Qrg,
Position R, Masse mpg) und zwei bewegliche Elektronen (Ladungen @,; und @, Position
r1 und 7o, Masse jeweils m,), die sich in einer Dimension bewegen kénnen (Abb. 4.2). Der
Standardparametersatz ist Tabelle 4.3 zu entnehmen, durch welchen effektiv ein H3™ Ion

beschrieben wird.

fest fest

o

Qr2

r,rs,R

| | 2’

RE 0 Reo

Abbildung 4.2: Gezeigt ist das 1D Shin-Metiu-Modell mit zwei Elektronen. Q1 und Qs sind
feste positive Ionen an den Positionen Rp1 und Rpo. In rot ist das bewegliche positive Teilchen
Qr (Position R) zu sehen. In blau sind die beweglichen Elektronen @1 und Q.o (Positionen r;
und ry) dargestellt.
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Tabelle 4.3: Standardsystemparameter fiir das 1D Shin-Metiu-Modell mit zwei Elektronen.

Parameter Erlauterung
Qr1=e=1lau. Ladung erstes festes Ion
QRr2=e=1a.u. Ladung zweites festes Ion
Rp1 = -5 A Position erstes festes Ion
Rps =5 A Position zweites festes Ion
Qr=¢e=1lau. Ladung bewegliches Ton/Atomkern
Q1 =Qp=—-e=—1la.u. Ladung Elektronen
mpr =m, = 1836,15a.u. | Masse des beweglichen Ions/Kerns entspricht einem Proton
me = 1l a.u. Masse der Elektronen

Durch das zusétzliche Elektron erhélt der Hamiltonoperator des Systems

ﬁ(rl, o, R) = T(pR) + f(prl) + f(pr‘?) + V(Tv R)

=~
Pr prl pr2 >

= r1,T9, R
omp | 2 2 (1,72, )

(4.3)

einen zusatzlichen kinetischen Energieterm und das Potential

|r1—r
QmQ@r n QrQ@r n QrQr2 erf( Pr,r2|)
’RFI ’ ’RF2 - R\ ’7’1 - 7"2’

QrQuerf (H)  QrQuerf (H2)
’R—Tll ’R_7n2’

Qr@n €Tf(|RF1 Tl') QrQrerf (R“ r2|>

_|_
\RF1—7"1’ ’RFl—Tz\

QraQrerf ('Rm ml) Qr2Qraerf (RF2 r2|>
+ +
|[Bra =] |Rpa — 72|

V(r R) =

(4.4)

_|_

zusétzliche Wechselwirkungsterme, welche wie zuvor durch Soft-Coulomb-Potentiale be-
schrieben werden. Uber die Parameter P, r, Py g, und P, kann die Stérke der Coulomb-
Wechselwirkung eingestellt werden. Fir die numerische Realisierung des Systems werden

standardmafig die Werte aus Tabelle 4.4 verwendet, welche auf den Untersuchungen

von [39,42,104] beruhen.
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Tabelle 4.4: Numerische Standardparameter fiir das 1D Shin-Metiu-Modell mit 2 Elektronen.

Parameter Erlauterung
[Rstart; Rena] = [—6; 6] A Gridlange fiir R
Ng = 256 Anzahl Gridpunkte in R
[Tstart; Tena) = [—15;15] A Gridlange fiir r; und 7o
N, = 256 Anzahl Gridpunkte in r; und 7o
dt =1.0a.u. Zeitschritt fir die Split-Operator Methode
dr = 0.5a.u. Zeitschritt fir die imaginire Zeitpropagation

4.4 2D Shin-Metiu-Modell

Eine andere Erweiterung des 1D Shin-Metiu-Modells besteht darin, die Anzahl der Frei-
heitsgrade zu erhéhen, sodass die Teilchen sich in zwei Dimensionen bewegen konnen.
Durch diese Erweiterung ist es moglich konische Durchschneidungen (conical intersecti-
ons) (CIs) zu untersuchen. Das Modell wurde das erste mal in [68] eingefithrt um die
Berry Phase [78] zu untersuchen. AnschlieBend wurden weitere Untersuchungen mit dem
Modellsystem an Cls durchgefiihrt, [5,48].

Analog zu den vorherigen Modellsystemen besteht dieses aus zwei fixierten positiv geladenen
Ionen (Ladungen Qg und Qpo, Positionen Ry = (Rp1y, Rpy) und Rye = (Rpos, Rry)),
einem beweglichen positiv geladenen Teilchen (Ladung Qg, Position R = (R,, R,), Masse
mp) und einem beweglichen Elektron (Ladung @,, Position r = (r,,r,), Masse m.), die
sich jeweils in zwei Dimensionen bewegen konnen (Abb. 4.3). Die Standardparameter in
Tabelle 4.5 sind so gewéhlt, dass im Ursprung des Koordinatensystems durch die drei
Protonen eine Dj;, Geometrie vorliegt. Dadurch kann am Ursprung eine CI zwischen zwei

elektronischen Zustinden entstehen. Der Hamiltonoperator, mit den Impulsoperatoren des

Tabelle 4.5: Standardsystemparameter fiir das 2D Shin-Metiu-Modell.

Parameter Erlauterung
Qri=e=1la.u. Ladung erstes festes Ion
Qr2=e=1la.u. Ladung zweites festes Ion
Ry = (—0.4\/57 1.2) a.u. Position erstes festes Ion
Ryo = (0.4\/3, 1.2) a.u. Position zweites festes Ion
Qr=e€e=1a.u. Ladung bewegliches Ion/Atomkern
Qr=—e=—-lau. Ladung Elektronen
mpr =m, = 1836,15a.u. | Masse des bewegliches Ions/Kerns entspricht einem Proton
me. = la.u. Masse Elektronen
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Abbildung 4.3: Gezeigt ist das 2D Shin-Metiu-Modell. Q1 und Q2 sind feste positive Ionen an
den Positionen (Rp14, Rpy) und (Rp2z, Rry). Inrot ist das bewegliche positive Teilchen/Atomkern
Qg (Position (R, Ry)) und in blau das bewegliche Elektron @, (Position (r;,,) dargestellt.

beweglichen Kerns pr = (pgrs, Pry) und des Elektrons py = (pys, pry), lautet wie folgt:

— 132 f)2 ~
H(r,R) = 27;{ + 5 V(I R). (4.5)

In diesem Modellsystem wird das Coulomb-Potential

PR - Qr@n  QrOx
VPr+ R—Rpi2  \/Pr+|R — Rpaf?
Qr1Qr2 RQr1Qr QraQy
T + (4.6)
VPr+Rer—Rpal? /P +|r—Rp2 /P +[r — Rpal?
. R[\*
n QrQ n <| |>
P, +|r—RJ? Pro

durch eine andere Form der Soft-Coulomb-Potentiale [58,64,103] als bisher ausgedriickt.
Zuséatzlich zu den Coulomb Wechselwirkungen erhélt das Potential einen weiteren Term,
welcher mit |R|* eingeht und dafiir sorgt, dass das System gebunden bleibt. Durch die
Parameter Pg, P, und Pgy konnen die einzelnen Wechselwirkungsterme variiert werden.
Beruhend auf den Untersuchungen von [5, 48] werden, falls nicht explizit vorgegeben,

numerisch folgende Parameter verwendet:
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Tabelle 4.6: Numerische Standardparameter fiir das 2D Shin-Metiu-Modell.

Parameter Erlauterung
[Rstart; Rena] = [—1.5; 1.5] a.u. Gridlénge fiir R, und R,
Ngr =50 Anzahl Gridpunkte in R, und R,
[Tstart; Tend) = [—8; 8] a.u. Gridlange fir r, und 7,
N, =80 Anzahl Gridpunkte in r, und r,
dt =0.1a.u. Zeitschritt fiir die Split-Operator Methode
dr = 0.05a.u. Zeitschritt fiir die imaginére Zeitpropagation

4.5 Quantenmechanische Propagation

Fiir alle eingefithrten Modellsysteme ist die quantenmechanische Propagation dhnlich.
Lediglich die Anzahl der Teilchen und Freiheitsgrade dndert sich durch die Wahl des

Modellsystems, wodurch im zweidimensionalen Fall r und R Vektoren sind. [5,48, 68]

4.5.1 Gekoppelte Dynamik

Die Propagation des Wellenpakets W(r, R, t) erfolgt dabei tiber die Split-Operator Methode
(Kapitel 3.2.1) auf dem tatséichlichen Wechselwirkungspotential V (r, R), welches von den
Koordinaten des beweglichen Elektrons und des beweglichen positiv geladenen Teilchens
(meist Proton) abhéingt. Aufgrund der Dimensionalitdt kann das Potential nur fir das
1D Shin-Metiu Modell dargestellt werden (Abb. 4.4). Durch Lésen der ESE (Kapitel 2.6,
Gl. 2.54) iber die imaginére Zeitpropagation (Kapitel 3.2.2) konnen die adiabatischen
Potentiale V,,(R) (Abb. 4.5) und die zugehorigen elektronischen Wellenfunktionen ¢, (r, R)
(Abb. 4.6) erhalten werden. Das normierte Startwellenpaket W(r, R,t = 0) fiir die Pro-
pagation hat grundsitzlich folgende Form (mit der Normierungskonstanten N und der
Konstanten /3):

U(r,R,t =0) = Ne PRl (1 R). (4.7)

Durch die Beschreibung des Elektrons iiber die elektronische Wellenfunktion ¢,,(r, R) kann
im adiabatischen Bild der elektronische Zustand gewéhlt werden in dem die Dynamik
des Wellenpakets starten soll. Der bewegliche Atomkern wird durch eine Gaufifunktion
beschrieben, die um R., zentriert ist.

Die Populationen P, (t), der einzelnen adiabatischen Zustande konnen durch eine Projektion

des Wellenpakets auf die entsprechenden elektronischen Wellenfunktionen erhalten werden,

2

P.(t) = / dR ‘/dr on(r R)U(r, R, 1)| . (4.8)
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Abbildung 4.4: Wechselwirkungspotential 17(7’, R) des 1D Shin-Metiu Modells mit den Pa-
rametern P gp = 0.8 A und P, g, = 1.5 A. Die Konturen reichen von 2eV bis 20eV, in 2eV
Schritten.
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Abbildung 4.5: Die zum Wechselwirkungspotential (Abb. 4.4) zugehorigen adiabatischen
Potentiale V,,(R) mit den elektronischen Quantenzahlen n =0, 1, 2.

Die Gesamtwahrscheinlichkeitsdichte
p(r,R,t) = |¥(r, R, t)|2 (4.9)

kann, wie auch das Wechselwirkungspotential ‘A/(T, R), aufgrund der Dimensionalitidt nur
fiir das 1D Shin-Metiu Modell dargestellt werden, weshalb fiir die meisten Félle integrierte
Wahrscheinlichkeitsdichten (Kerndichte py(R,t) und Elektronendichte p.(r,t)) verwendet
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Abbildung 4.6: Elektronische Wellenfunktionen, zu den in Abbildung 4.5 dargestellten Po-

tentialen, fiir die elektronischen Quantenzahlen n = 0,1, 2. Der Farbcode reicht von —0.5 a.u.
(schwarz) bis 0.5 a.u. (blau).

werden,

on (R, ) = /dr U (r, R, 1), (4.10)

pe(r 1) = /dR|\If(r, R,1)). (4.11)
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4.5.2 Propagation innerhalb der BO-Niherung

Innerhalb der BO Niherung erfolgt die Propagation eines Kernwellenpakets W29 (R, t) mit
der Split-Operator Methode (Kapitel 3.2.1) und dem BO Kernhamiltonoperator (Kapitel
2.7 Gl 2.61) in einem festen elektronischen Zustand, sodass ohne dufleren Einfluss die

Dynamik auf nur diesem Zustand stattfindet. Das Startwellenpaket
WPO(R,t = 0) = Ne P Rea)? (4.12)
entspricht dabei dem Kernwellenpaket aus Kapitel 4.5. Die gesamte BO Wellenfunktion
UB9(r R t) = PO (R, 1) on(r, R) (4.13)

erhiilt man durch Multiplikation des Kernteils ¥B°(R,t) mit der zum Potential V,,(R)
zugehorigen elektronischen Wellenfunktion ¢, (r, R). Analog zu Kapitel 4.5 ldsst sich eine

Gesamtwahrscheinlichkeitsdichte

2

pPO(r, Rot) = [95°(r, Ryt (4.14)
eine Kerndichte
pRO(R.1) = [6PO(R. 1) (4.15)
und eine Elektronendichte
pEO(r,t) = / dR [V (r, R,1)|’ (4.16)

aufstellen.
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5 Vergleich Quanten- und klassische
Mechanik in der Umgebung einer

konischen Durchschneidung [81]

Quantenmechanische Berechnungen sind meist sehr rechen- und zeitaufwendig, weshalb
oft auf klassische oder semiklassische Naherungen [52, 76] zuriick gegriffen wird. In diesem
Kapitel werden quantenmechanische und klassische Wellenpaketdynamiken in der Umge-
bung einer CI verglichen, wobei iiber das 2D Shin-Metiu Modell verschiedene Situationen
simuliert werden. Dabei handelt es sich um eine Erweiterung bereits vorausgegangener
Untersuchungen an dem 1D Shin-Metiu Modell, [6,79].

5.1 Klassische Propagation

Um die klassische Wellenpaketdynamik mit der quantenmechanischen vergleichen zu kon-
nen ist die Nachbildung des quantenmechanischen Startwellenpakets W(r, R,t = 0) durch
klassische Trajektorien ein entscheidender Faktor. Diese werden meist durch das Monte
Carlo Sampling [74] erzeugt. Eine andere Methode, um die Vergleichbarkeit zu garantieren,
besteht darin, die Trajektorien direkt aus dem Ortsgrid des quantenmechanischen Wellen-
paket zu bilden. Dazu werden an jedem Gridpunkt im Orts- (r; und R;) und Impulsraum

(pr, und pg,,) Trajektorien erzeugt,
W(ri> Rj> Pr,., pR'rn?t = O) = |\I](ri> ijt = 0)|2 |\Ij(p7“n7 pR'rn?t = O)|2 ) (51)

welche tiber die Wahrscheinlichkeitsdichte des Wellenpakets an dieser Position gewichtet
sind. Um die Anzahl der Trajektorien zu reduzieren kann gegebenenfalls nur ein Teil des
Wellenpakets berticksichtigt werden, sodass Gridpunkte, an denen die Wahrscheinlichkeits-
dichte |¥(r;, R, Pr,, Pr,,,t = 0)]* unter einen gewissen Prozentsatz des Maximalwerts
fallt, nicht beriicksichtigt werden. In [79] wurde allerdings gezeigt, dass fiir eine gute
klassische Beschreibung auch Bereiche, in denen |¥(r;, R;, p;,,Pr,.,t = O)]2 einen nied-
rigen Funktionswert annimmt, eine wichtige Rolle spielen. Deshalb sollte der Grenzwert
fir die Berticksichtigung der Trajektorien moglichst niedrig liegen. Die Propagation der
Trajektorien erfolgt dann iiber den Velocity Verlet Algorithmus (Kapitel 3.3.2) mit einem

Zeitschritt von dt = 0.1 a.u.. Analog zur quantenmechanischen Wahrscheinlichkeitsdichte
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p(r,R) lasst sich auch eine klassische Wahrscheinlichkeitsdichte

pd(rv Ru Pr; Pr, t) =N Z W(ria Rj7 Pr.; PR, t)
irj,n,m (5.2)

O(r —1;)0(R — R;)0(pr — Pr,,)0(PR — PR,,)

berechnen (Normierungskonstante N). Numerisch werden die Trajektorien durch die 6-
Funktionen auf dem Ortsgrid reprasentiert. Durch Integration lassen sich dann aus der

Gesamtwahrscheinlichkeitsdichte die integrierte Kerndichte

LR, ) = /dr/dpr/dpR p?(r,R, p,, Pr;t) (5.3)

und Elektronendichte

pzl<r7 t) - /dR/dpr/dpRpCl<r7R7pT7pR7t)7 (54)

erhalten.

5.2 Klassische und quantenmechanische Dynamiken

Nachfolgend werden unterschiedliche Wellenpaketdynamiken gezeigt, bei denen zwei ange-
regte elektronische Zustiande durch eine CI gekoppelt sind. Fiir diese Berechnungen wird
das 2D Shin-Metiu Modell (Kapitel 4.4) mit den Parametern Pr = 10 a.u., P, = 0.5 a.u.
und Pry = 1.5 a.u. verwendet. Die adiabatischen Potentiale sind in Abbildung 5.1 zu sehen.

Durch verschiedene Auslenkungen Req und die Wahl der elektronischen Anfangskonfigu-

Abbildung 5.1: Adiabatische Potentialflichen fiir die elektronischen Quantenzahlen n = 1
(schwarz) und n = 2 (blau), welche tiber eine CI an der Position R = (0.0, 0.0) a.u. verbunden
sind. Die roten Punkte markieren die Position verschiedener Startkernwellenpakete.

ration ¢, (r, R) im Startwellenpaket (¥(r,R,¢ = 0) Gl. 4.7, mit 8 = 10 a.u.) lassen sich
verschiedenste Dynamiken realisieren. So findet einmal ein fast vollstandiger Populations-

transfer zwischen den beiden Zustdnden statt (diabatischer Fall), einmal wird ca. 50 % der
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Population iibertragen (gemischter Fall) und einmal findet fast gar kein Ubertrag statt
(adiabatischer Fall).

5.2.1 Diabatischer Fall

Fir diesen Fall startet das Wellenpaket im elektronischen Zustand mit n = 2 und
Req = (0.0,0.8) a.u. (Abb. 5.1 oberer roter Punkt). Fiir die klassische Beschreibung wurden
52632096 Trajektorien bis zu einem Abfall auf 1% des Maximalwerts von
|¥(r;, R, Pr,s PR, t = O)\2 berticksichtigt.

Das Wellenpaket durchquert die CI beim ersten Mal also von oben und bewegt sich
in den unteren elektronischen Zustand. Abbildung 5.2 zeigt den Populationsverlauf der

beiden Zustdnde. Es ist zu erkennen, dass bereits nach etwa 3 fs ein fast vollstandiger

0.8 Po(t) \ | [N
0.6
o

0.4}

02} Pyt [ |\ / -

1 2 3 4 5 6 7 8 9
t [fs]

Abbildung 5.2: Populationsverlauf der beiden elektronischen Zusténde mit n = 1 (schwarz)

und n = 2 (blau) fiir den diabatischen Fall. Die vertikalen roten Linien markieren die Zeiten an
denen die Kern- (Abb. 5.4) und Elektronendichten (Abb. 5.3) dargestellt werden.

Ubertrag (ca. 85 %) von dem zweiten in den ersten elektronischen Zustand erfolgt ist.
AnschlieBend findet zwischen 5.5 fs und 8 fs ebenfalls ein fast vollstindiger Ubertrag
in die entgegengesetzte Richtung statt. Dieser starke Populationstransfer zeigt, dass das
Wellenpaket sehr viel Energie besitzt und sich entsprechend sehr schnell (ballistisch) durch
die CI bewegt.

In Abbildung 5.3 ist die Elektronendichte fir die quantenmechanische (links) und klassische
(rechts) Propagation fiir verschiedene Zeiten dargestellt. Die quantenmechanische wie auch
die klassische Dichte bleiben wahrend der gesamten Propagation beinahe konstant und
andern sich kaum beim Durchqueren der CI. Die beiden Dichten zeigen jedoch einen Un-
terschied. Sie sind zum Zeitpunkt ¢ = 0 identisch und beinhalten einen Knoten entlang der
Koordinate r,. Dieser bleibt in der quantenmechanischen Propagation erhalten, wahrend
die Knotenstruktur in der klassischen Beschreibung gleich zu Beginn verschwindet. Im
Gegensatz zur Quantenmechanik existiert in der klassischen Elektronendichte kein Raum-
bereich den die Trajektorien nicht betreten diirfen. Dies fiihrt dazu, dass sich zu Beginn

Trajektorien in diesen Bereich bewegen und anschlieflend darin gefangen sind. Ungeachtet
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Abbildung 5.3: Elektronendichten fiir den diabatischen Fall. Quantenmechanische Dichte pe(r, t)
(links) und klassisch Dichte p¢(r,t) (rechts) fiir verschiedene Zeiten. Die Werte der Dichten
reichen von 0 (weifl) bis 0.1 a.u. (blau).

dieses Unterschieds lasst sich eine dhnliche Struktur zwischen der quantenmechanischen
und klassischen Elektronendichte erkennen.

In Abbildung 5.4 sind die zu Abbildung 5.3 zugehorigen Kerndichten zu erkennen. Wie man
an den quantenmechanischen Dichten (links) erkennen kann, dndert sich die Gestalt des
Kernwellenpakets kaum, wéihrend es die CI durchquert. Das klassische Wellenpaket (rechts)
bewegt sich im Mittel etwas langsamer als das quantenmechanische, aber stimmt ansonsten,
trotz der unterschiedlichen Elektronendynamik, sehr gut mit dem quantenmechanischen
iiberein. Fiir langere Zeiten wird der Unterschied grofier, was durch die Anharmonizitét

des Potentials verursacht wird.
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Abbildung 5.4: Kerndichten fiir den diabatischen Fall. Quantenmechanische Dichte pn (R, )

(links) und klassische Dichte p (R, t) (rechts) fiir verschiedene Zeiten. Die Werte der Dichten
reichen von 0 (weif) bis 5a.u. (blau).
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5.2.2 Gemischter Fall

Das Wellenpaket startet im elektronischen Zustand n = 1 mit Req = (0.0,0.8) a.u. (Abb.
5.1 mittlerer roter Punkt). Fiir die klassische Beschreibung werden 52197084 Trajektorien
bis zu einem Abfall auf 1% des Maximalwerts von |¥(r;, R;, pr,., Pr,.,t = O)|2 berticksich-
tigt. Das Wellenpaket durchlauft die CI somit beim ersten Mal von unten, sodass sich das
Wellenpaket von dem Zustand n = 1 in den Zustand n = 2 bewegt. Abbildung 5.5 zeigt

den Populationsverlauf der beiden Zustdnde. Aus dem Populationsverlauf ist zu erkennen,

0.8 P4(t)
4/:'\067

N\
0.4 / N

0.2} P,(t) /

1 2

4 S5 6 7
t [fs]
Abbildung 5.5: Populationsverlauf der beiden elektronischen Zusténde mit n = 1 (schwarz)

und n = 2 (blau) fiir den gemischten Fall. Die vertikalen roten Linien markieren die Zeiten an
denen die Kern- (Abb. 5.7) und Elektronendichten (Abb. 5.6) dargestellt werden.

dass das Wellenpaket die CI zwischen t = 1.8 fs und ¢ = 3.5 fs durchlauft. Dabei wird
ca. 50 % der Population tibertragen, sodass beide Zustidnde gleich stark besetzt sind. Im
spéteren Verlauf (¢ > 6 fs) findet eine weitere Durchquerung statt, wobei der Grofteil des
Pakets in den n = 1 Zustand zuriickkehrt.

Abbildung 5.6 zeigt die Elektronendichten zu verschiedenen Zeiten. Im Gegensatz zum
diabatischen Fall ist hier eine zeitliche Veranderung der quantenmechanischen Elektro-
nendichte (links) zu erkennen. Die Anfangskonfiguration der Dichte entspricht einer 2p,
Orbitaldichte und enthélt einen Knoten entlang r,. Diese Struktur andert sich wahrend
die CI durchquert wird und nimmt ab etwa 4 fs, wenn beide Zustande gleich stark be-
setzt sind, eine ringformige Struktur an. Die klassische Elektronendichte (rechts) zeigt zu
Beginn eine dhnliche Struktur zur quantenmechanischen Dichte, allerdings verschwindet
die Knotenstruktur, wie auch im diabatischen Fall gleich zu Beginn. Der Grof3teil der
Dichte verbleibt in dieser Konfiguration. Beim Durchschreiten der CI bewegen sich jedoch
einige Trajektorien dhnlich zur Quantenmechanik, sodass ab 4 fs eine Kreisstruktur zu
erkennen ist. Die quantenmechanischen Aspekte lassen sich somit auch in der klassischen
Beschreibung wiederfinden.

In Abbildung 5.7 sind die zugehérigen Kerndichten gezeigt. Diese verhalten sich &hnlich
zum diabatischen Fall. Das quantenmechanische (links) wie auch das klassische (rechts)

Wellenpaket zeigt keine signifikanten Anderungen beim Durchqueren der CI. Das klassische
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Abbildung 5.6: Elektronendichten fiir den gemischten Fall. Quantenmechanische Dichte pe(r,t)
(links) und klassisch Dichte p¢(r,t) (rechts) fiir verschiedene Zeiten. Die Werte der Dichten
reichen von 0 (weifl) bis 0.1 a.u. (blau).

Wellenpaket bewegt sich etwas langsamer als das quantenmechanische, stimmt aber im

Mittel sehr gut mit dem quantenmechanischen tiberein.
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Abbildung 5.7: Kerndichten fiir den gemischter Fall. Quantenmechanische Dichte pn (R, t)

(links) und klassische Dichte p% (R, t) (rechts) fiir verschiedene Zeiten. Die Werte der Dichten
reichen von 0 (weif}) bis 5 a.u. (blau).
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5.2.3 Adiabatischer Fall

Das Wellenpaket startet im elektronischen Zustand n = 1 mit Req = (0.0,0.4) a.u. (Abb.
5.1 unterer roter Punkt). Fiir die klassische Beschreibung werden 61223312 Trajektorien bis
zu einem Abfall auf 1% des Maximalwerts von |¥(r;, R;, p.., Pr,.,t = 0)|2 berticksichtigt.
Abbildung 5.8 zeigt den Populationsverlauf und die Fidelity Funktion (Gl. 2.63), auf
welche weiter unten im Text ndher eingegangen wird. Aus den Populationsverldufen ist zu
erkennen, dass nahezu kein Ubertrag in den n = 2 Zustand stattfindet und somit fast die

gesamte Dynamik in einem elektronischen Zustand erfolgt. Die Elektronendichten sind

0.8l P4(t)
0.6
O 0.4t
0.2 Po(1)
1 2 3 456 7 8 9101112

t [fs]

Abbildung 5.8: Populationsverlauf der beiden elektronischen Zustdnde mit n = 1 (schwarz)
und n = 2 (blau) fir den adiabatischen Fall. Die vertikalen roten Linien markieren die Zeiten an
denen die Kern- (Abb. 5.7) und Elektronendichten (Abb. 5.6) dargestellt werden. Zusétzlich ist
der zeitliche Verlauf der Fidelity Funktion (orange) fiir den n = 1 Zustand dargestellt.

Abbildung 5.9 zu entnehmen. Wie auch im gemischten Fall besitzt die quantenmechanische
Elektronendichte (links) am Anfang eine Form, die der 2p, Orbitaldichte entspricht. Diese
geht wahrend des zeitlichen Verlaufs in eine Ringstruktur (¢t = 5.32 fs) und anschliefSend
in eine 2p, Orbitaldichte (¢ = 12.09 fs) iiber, sodass sich die Elektronendichte effektiv um
90 Grad dreht. In der klassischen Dichte (rechts) geht, wie auch in den anderen Fallen, die
Knotenstruktur gleich am Anfang verloren. Wahrend der Propagation bleibt die Dichte
beinahe konstant. Es lésst sich lediglich eine leichte Ausbreitung in r, < 0 erkennen, im
Zuge dessen weicht die klassische Beschreibung deutlicher von der quantenmechanischen
ab als in den vorherigen Féllen.

In der linken Spalte in Abbildung 5.10 sind die quantenmechanischen Kerndichten gezeigt.
Die Dichte teilt sich in zwei Teile auf, wobei ein Teil die CI im Uhrzeigersinn umrundet
und der andere gegen den Uhrzeigersinn. Ab etwa 9 fs treffen die Teile auf der anderen
Seite der CI aufeinander und interferieren destruktiv (¢t = 12.09 fs).

Die Spalte mittig links zeigt die entsprechenden klassischen Dichten. Die Dichten verhalten
sich ahnlich zum gemischten Fall, sodass sich die Dichte nicht aufteilt und die CI umrundet.
Die klassische Beschreibung versagt somit fiir den adiabatischen Fall vollig. Dies ist
darin begriindet, dass sich die Trajektorien in der Elektronendichte in den Bereich der

Knotenstruktur bewegen und in diesem Raumbereich festsitzen. Dadurch kann keine 90
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Abbildung 5.9: Elektronendichten fir den adiabatischen Fall. Quantenmechanische Dichte

pe(r,t) (links) und klassisch Dichte p¢(r,t) (rechts) fiir verschiedene Zeiten. Die Werte der
Dichten reichen von 0 (weif) bis 0.1 a.u. (blau).

Grad Drehung der Elektronendichte erfolgen, was wiederum zu einer falschen Kerndynamik
fithrt.

Wie bereits weiter oben erwéhnt, ist fast ausschliellich der Zustand n = 1 wahrend der
gesamten Propagation populiert, weshalb sich fiir diesen Fall die BO Naherung anbietet. Das
BO Startwellenpaket entspricht dabei der Gauifunktion aus der gekoppelten Dynamik. Die
quantenmechanischen Kerndichten aus der BO Néaherung sind mittig rechts in Abbildung
5.10 dargestellt. Es zeigt sich ein dhnlicher Verlauf wie in den quantenmechanischen
Dichten aus der exakten Propagation, jedoch findet beim Zusammentreffen auf der anderen

Seite der CI konstruktive anstatt destruktive Interferenz statt. Es existiert somit ein
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Phasenunterschied zwischen den beiden Propagationen, welcher auf die Geometrische
Phase [88,89] zuriickzufiihren ist. Dieser Phasenunterschied zeigt sich auch in dem Abfall
der Fidelity Funktion in Abbildung 5.8, ab ca. 6 fs. Bei etwa 11 fs ist die Funktion nahe
Null. Dies bedeutet, dass das exakte und das BO Wellenpaket komplett aufler Phase sind
und somit ein Phasenunterschied von 7 vorliegt.

Es ist auch moglich, die BO Néherung auf die klassische Beschreibung anzuwenden. Die

entsprechenden Trajektorien ergeben sich aus der anfanglichen Wichtungsfunktion
2 2
WPO(R, pr,.,t = 0) = [P (R;,t = 0)| [P (g, t = 0)| (5.5)
und man erhélt die Kerndichte (N = Normierungskonstante)

VOR ) = N [ dpr Y W O(Ry, pr,, (R — R;)3(pr — Pr,).  (5.6)
jm

Die rechte Spalte in Abbildung 5.10 zeigt die klassische Kerndichte innerhalb der BO Nahe-
rung, woftir 128226 Trajektorien verwendet werden. Die Anzahl an Trajektorien entspricht
dem vollstandigen sampling von leO(Rj, PRr,,,t = O)f. Die klassische BO Dynamik zeigt,
wie auch die quantenmechanische Dynamik, eine Aufspaltung des Startwellenpakets und
eine anschlieBende Umrundung der CI, wobei durch klassische Trajektorien beim wieder
Aufeinandertreffen der beiden Teile keine Interferenz moglich ist. Diese deutlich bessere
klassische Beschreibung ergibt sich dadurch, dass innerhalb der BO Naherung nur ei-
ne Bewegung in den Kernfreiheitsgraden stattfindet und dadurch die falsche klassische

Beschreibung der Elektronendynamik nicht zum Tragen kommt.
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Abbildung 5.10: Kerndichten fiir den adiabatischen Fall fir verschiedene Zeiten. Links sind die
quantenmechanischen Kerndichten px(R,t), mittig links die klassischen Kerndichten pf\l,(R, t),
mittig rechts die quantenmechanischen Kerndichten innerhalb der BO Niherung p¥° (R, ¢) und
rechts die klassischen Kerndichten innerhalb der BO Naherung p%’BO(R, t) gezeigt. Die Werte
der Dichten reichen von 0 (wei) bis 5a.u. (blau).

54



5.3 Zusammenfassung: Vergleich der klassischen und

quantenmechanischen Propagation

Im diabatischen Fall findet eine ballistische Bewegung eines Wellenpakets durch eine CI
statt, welche mit einem fast vollstdndigen Populationstransfer zwischen zwei elektronischen
Zustanden einhergeht. Das Durchlaufen der Position der CI kann fiir kurze Zeiten in guter
Naherung klassisch beschrieben werden, falls die Dynamik im kompletten Phasenraum
stattfindet.

Im gemischten Fall wird ein Populationsiibertrag von ca. 50 % erreicht, sodass nach dem
Durchqueren der CI beide elektronischen Zustédnde gleich stark besetzt sind. Auch hier
kann fiir kurze Zeiten eine gute klassische Naherung erreicht werden.

Im adiabatischen Fall findet fast die komplette Dynamik auf nur einem elektronischen
Zustand statt. Das Kernwellenpaket teilt sich dabei in zwei Teile auf, welche einmal im
Uhrzeigersinn und einmal gegen den Uhrzeigersinn die CI umkreisen. Die beiden Teile
treffen auf der anderen Seite der CI aufeinander und interferieren destruktiv. Innerhalb
der BO Néaherung findet dagegen konstruktive Interferenz statt. Dieses unterschiedliche
Interferenzmuster wird durch die geometrische Phase [88,89] verursacht. Die klassische
Beschreibung unterscheidet sich dabei deutlich von den quantenmechanischen, da die
Elektronenbewegung falsch beschrieben wird. Fiihrt man eine klassische Beschreibung
innerhalb der BO Néherung durch, sodass sich die Trajektorien nur entlang der Kernfrei-
heitsgrade bewegen konnen, verschwindet der Fehler durch die Elektronenbewegung und

die klassische BO Dynamik stimmt gut mit der quantenmechanischen tiberein.
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6 Elektronen- und Kern-

wahrscheinlichkeitsflussdichte

Verdnderungen in Molekiilen, zum Beispiel Anregungsprozesse oder chemische Reaktionen,
gehen mit einer Veranderung der Wahrscheinlichkeitsdichte einher. Um die Prozesse besser
verstehen zu konnen, ist es wichtig, die Dynamik der Wahrscheinlichkeitsdichte zu verfolgen.
Eine wichtige und sensible Grofle ist deshalb die Wahrscheinlichkeitsflussdichte, welche
die Bewegungsrichtung der Wahrscheinlichkeitsdichte angibt. Zahlreiche Untersuchungen
zur Flussdichte wurden deshalb vorgenommen [17,18,28,53]. Das 1D Shin-Metiu Modell

wurde bereits ebenfalls fiir Flusskalkulationen verwendet [4].

6.1 Elektronen- und Kernwahrscheinlichkeits-
flussdichte innerhalb der BO-Niherung [85]

Die BO Naherung ist eine der bekanntesten Naherungen in der theoretischen Chemie
und findet grole Anwendung in dieser. [16,32,59,67] Innerhalb der Ndherung wird die
Kernbewegung von der elektronischen entkoppelt und es findet keine Wechselwirkung zu
anderen elektronischen Zustanden statt. Daher ist es bekannt, dass die Naherung versagt,
wenn mehrere elektronische Zustande involviert sind. [19,21,63] Es gibt allerdings auch
Situationen, in denen die Bedingungen der BO Néherung erfiillt sind und diese dennoch
falsche Ergebnisse liefert. Ein solches Beispiel ist die Berechnung der Elektronenflussdichte,
welche, direkt berechnet, innerhalb der BO Néaherung verschwindet. In [4] wurde gezeigt,
dass durch Integration der Kontinuititsgleichung (Kapitel 2.5, Gl. 2.43) eine Elektro-
nenflussdichte aus der BO Néherung erhalten werden kann. Dies gilt aber nur fiir den
Spezialfall einer Dimension, sodass fiir komplexere Fille die Grole unzugénglich bleibt.
Die Berechnung der Kernflussdichte liefert hingegen sehr gute Ergebnisse. [4,18,87] Dieser

Sachverhalt wird in diesem Kapitel untersucht.

6.1.1 Wahrscheinlichkeitsflussdichten innerhalb des
1D Shin-Metiu Modells

Fir die Untersuchung der Flussdichten innerhalb der BO Naherung werden die Ergebnisse
aus dieser mit den exakten verglichen. Fiir die entsprechenden Propagationen wird das 1D
Modell mit den Parametern P,z = 1.0 A, P.g. = 1.5A und AE = —16.3 eV verwendet.
Abbildung 6.1 zeigt das Wechselwirkungspotential (oben) fiir die exakte Propagation.
Ebenfalls enthalten sind die adiabatischen Potentiale des Grundzustands V5(R) und des

ersten angeregten Zustands Vi (R) (unten). Der adiabtische Grundzustand ist energetisch
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Abbildung 6.1: Oben: Wechselwirkungspotential V (r, R) fiir das 1D Shin-Metiu Modell mit
den Parametern P.r = 1.0 jl, P.r. = 1.5A und AE = —16.3¢V. Die Konturlinien reichen
von 2 bis 20eV, in 2eV Schritten. Unten: Die zu dem Wechselwirkungspotential zugehorigen
adiabatischen Potentiale V,,(R) fir den Grundzustand n = 0 und den ersten angeregten Zustand
n = 1. Der rote Punkt markiert die Startposition Rey = —3.5 A des Wellenpakets.

gut von den angeregten Zustinden separiert, sodass fir die BO Propagation der Grundzu-
stand verwendet werden kann.

Fir die Gesamtwahrscheinlichkeitsdichte p(r, R,t) ( Kapitel 4.5.1 G1.4.9) kann analog zu
Kapitel 2.5 die Kontinuitéatsgleichung fiir zwei Teilchen hergeleitet werden und man erhélt

(in atomaren Einheiten) [28]

0 0 0
—p(r, R, t) + Eje(r, R, t) + —jn(r, R, 1)

ot OR
9 o1 [, ) o

— ap(h Ra t) + @277/ [\I’ (7"7 R7 t) E \I](/r” R7 t) - \Ij<7n7 R,t) E l:[] (r, R, t)] (61)
0o 1 . o o B

T ORomp [‘If (r R t) o5 W(r Rot) = W(r, R 1) =5 W (r, R t)] ~0,

mit der Gesamtwahrscheinlichkeitsflussdichte fiir das Elektron

. 1 . 0 o .
Je(r, R, t) = 2% [\If (r,R,t) o U(r,R,t) — U(r,R,t) o U*(r, R, t)] (6.2)
und den Kern
in(r, R, t) = \I’*(TRt)i\IJO‘Rt)—\I/(TRt)i\I/*(TRt) (6.3)
Jn\T, ) - mRi ) ) 8R ’ ) 9 ) 8R ) ) . .

Integriert man Gleichung 6.1 iiber die Kernkoordinate und beachtet bei der partiellen

Integration, dass die Wellenfunktion und ihre Ableitung im Unendlichen verschwinden
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miissen, so ergibt sich fiir den letzten Term:

o[ . B
,/de [\p (1 o) 5 W Rot) =W, Ry ) o

2mp1

_/dR <x1/ r R, t)) aaR\If(r,R,t)

9 y(r R, t)]

) T A T /dR (R 2w R
OR R
(6.4)
=0
—/dR —\Iert) Oy (r, B, 1)
aR Y )
e D)L v mt) +/dR —\If Rt)) L v Rt) =0
n Rt o (r, (r, g L (it =0.
=0
Durch die Integration verschwindet dieser Term und man erhalt aus Gleichung 6.1
/dRap (r, R, t)
(6.5)

0 J _, _
+/dR6?7’2z [ PR S U Ry ) = U R o (r,R,t)] —0.

or

Der zweite Term kann geméf Gleichung 2.50 (Kapitel 2.5) weiter vereinfacht werden und
man bekommt die elektronische Wahrscheinlichkeitsflussdichte (R = Realteil)

jolr 1) = /dRSR{\II*(r, R4)p, U(r, R, 1)} (6.6)

Der erste Term in Gleichung 6.5 entspricht wiederum der zeitlichen Ableitung der elek-
tronischen Wahrscheinlichkeitsdichte (Kapitel 4.5.1, Gl. 4.11), sodass diese durch die

Kontinuitéitsgleichung

0 0 .
ape(r, t) + Eje(r, t)=0 (6.7)

mit der elektronischen Wahrscheinlichkeitsflussdichte verkniipft ist. Analog dazu kann
Gleichung 6.1 iiber die Elektronenkoordinate integriert werden und man erhalt die Kern-

wahrscheinlichkeitsflussdichte
in(R.1) /drm{qf (r, R,t) pr W(r, R, 1)}, (6.8)
welche die Kontinuitéatsgleichung

0 0
apN(R t) + @JN(R t)=0. (6.9)
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erfiillt. [28]
Die selben Groflen lassen sich nun innerhalb der BO Naherung definieren. Fiir den Kern

erhalt man somit

BO(R, 1) = Wf dr R {(¥5°(r, R, t))* PrUPO(r R 1)}, (6.10)
gt pRO(R,1) +86R °(R,t) = 0. (6.11)

Analog erhélt man fiir das Elektron

iE0rt) = [ ARR{ (W50 (r, R, 1) B O, R, 1)}

_ /dRp (R,t) R{po(r, R) pr po(r, R)},

=0

(6.12)

mit
0 wo )
ape ( ) + 87 (T t) 0. (613)

Der Term in der geschweiften Klammer von Gleichung 6.12 verschwindet, da die elektroni-
sche Wellenfunktion ¢(r, R) rein reell ist und der Impulsoperator p, komplett imaginér.
Entsprechend ist der Elektronenfluss innerhalb der BO Naherung Null.

6.1.2 Vergleich der exakten und BO Dynamik

Das Zentrum des GauBen Wellenpakets (8 = 7.14 A=2) fiir die Beschreibung des Kerns
liegt bei R, = —3.5 A. Fiir die BO Propagation ist die entsprechende Auslenkung im
Potential, in Abbildung 6.1 unten, durch einen roten Punkt markiert. Das Elektron wird
durch die elektronische Wellenfunktion des Grundzustands beschrieben. Um die Giiltigkeit
der BO Naherung fiir diesen Fall zu untermauern, wurde aus der exakten Propagation die
Population des adiabatischen Grundzustands und die Fidelity Funktion dieses Zustands
bestimmt. Der jeweilige Verlauf ist in Abbildung 6.2 dargestellt. Bis zum Ende bleibt die
Population wie auch die Fidelity nahe Eins, sodass die Bedingungen der BO Nédherung
erfiillt sind. Die Verldufe der elektronischen wie auch der Kernwahrscheinlichkeitsdichte
sind, sowohl fiir die exakte als auch fiir die BO Propagation, in Abbildung 6.3 darge-
stellt. Aus der Abbildung geht hervor, dass sowohl die exakte Kerndichte (a) als auch die
Elektronendichte (b) nahezu identisch mit den entsprechenden BO Gréflen (c¢) und (d)
sind. Aus diesem Grund reicht es aus, die Dynamik der exakten Rechnung zu betrachten
und die Ergebnisse fiir die BO Naherung zu iibernehmen. Zu Beginn ist das Wellenpaket
lokalisiert, was an der Kerndichte (a) zu erkennen ist. Das Wellenpaket bewegt sich dann
in Richtung von R > 0 und wird am klassischen Umkehrpunkt (R = 3.5 A) bei t =40 fs

reflektiert. Durch Dispersionseffekte wird das Wellenpaket zerstreut, sodass es nach der
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Abbildung 6.2: Populationsverlauf fiir den elektronischen Grundzustand Py(¢) und die zugehd-
rige Fidelity Funktion Fy(t).
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Abbildung 6.3: Oben: Wahrscheinlichkeitsdichte des Kerns fiir die exakte Propagation (a)
und die BO Propagation (b). Der Farbcode reicht von 0 (weif}) bis 1.4 a.u. (blau). Unten: Die

entsprechende elektronische Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die exakte Propagation (c) und die
BO Propagation (d). Der Farbcode reicht von 0 (wei}) bis 0.3 a.u. (blau).

Reflexion delokalisiert ist. Fiir das Elektron (c) zeigt sich im Wesentlichen dasselbe Bild,
was typisch fiir eine adiabatische Bewegung ist, in der das Elektron dem Kern folgt. Auch
die Elektronendichte wird nach der Reflexion zerstreut, behélt aber im Gegensatz zur
Kerndichte seine gaufiformige Verteilung bei.

Die Kernflussdichten (Abb. 6.4) (a) und (b) sind, wie auch die Wahrscheinlichkeitsdichten,
fiir beide Propagationen identisch. Ein anderes Bild ergibt sich fiir die Elektronenfluss-
dichte. In der exakten Propagation verhélt sich die Elektronenflussdichte (c¢) d&hnlich zur
Kernflussdichte. Diese Flussdichte folgt dem Verlauf der Wahrscheinlichkeitsdichte (Abb.
6.3 (c)) und weist bis zur Reflexion bei t = 40 fs positive Werte auf. Anschlieflend bewegt
sich das Wellenpaket zuriick in Richtung R < 0 und die Flussdichte wird entsprechend

60



negativ. Die BO Elektronenflussdichte ist dagegen Null (siehe Gl. 6.12), was das Versagen
der BO Naherung illustriert. Um den Erhalt der Kernflussdichte und das Verschwinden

41N @IN g
— 2 i
o% O i
-2 -
—4F | | |
4 {80 (d)
— 2 i
°$ 0 i
= g 7
4 - |

20 40 60 80 20 40 60 80
t [fs] t [fs]

Abbildung 6.4: Oben: Wahrscheinlichkeitflussdichte des Kerns fiir die exakte Propagation
(a) und die BO Propagation (b). Unten: Die entsprechende elektronische Wahrscheinlichkeits-
flussdichte fiir die exakte Propagation (¢) und die BO Propagation (d). Der Farbcode fiir die
Kernflussdichte und die Elektronenflussdichte reicht von —0.001 a.u. (schwarz) bis 0.001 a.u.
(blau).

der Elektronenflussdichte innerhalb der BO Nédherung besser zu verstehen, wird das Wel-
lenpaket aus der exakten Propagation gemafl Gleichung 2.55 in die adiabatische Basis

iiberfiihrt. In der adiabatischen Basis ergibt sich fiir die Kernflussdichte
Jn(R 1) =D > AN (R, 1), (6.14)
mit
A% (Bt = - [ arR{G(R 0 B bR Oon(r R} (619
und fiir die Elektronenflussdichte
Je(r,t) = zn: %: AC (1), (6.16)
mit

Ay (rit) = [ AR RAG; (R (B, Opn(r, B) By o, R)}. (6.17)

=0 fir n=m
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Dies erméglicht die Betrachtung des Beitrags der einzelnen Komponenten AY und A¢
zur jeweiligen Flussdichte (Abb. 6.5). Das Grundzustandselement A), enthilt fast die
gesamte Information tber die Kernflussdichte. Die anderen Elemente beinhalten nur
verschwindend geringe Beitrige (man berticksichtige den Faktor 10~ fiir die anderen
Elemente AY ). Innerhalb der BO Néherung wird nur das Grundzustandselement be-
riicksichtigt, da dieses aber beinahe die gesamte Kernflussdichte wiedergibt, stimmt die
BO Kernflussdichte sehr gut mit dem exakten Wert iiberein (Abb. 6.4). Anders verhélt
es sich fiir die Elektronenflussdichte. Dort verschwinden die Diagonalelemente n = m,
wodurch auch die BO Elektronenflussdichte verschwindet. Des weiteren beinhalten viele der
Nebendiagonalelemente n # m nicht vernachlassigbare Beitrige zur Elektronenflussdichte.
Dies soll durch die abgebildeten Elemente Aj, und A{, verdeutlicht werden, aber auch
noch héher angeregte Zustande (nicht gezeigt) tragen wesentlich zur Elektronenflussdichte

bei. Abbildung 6.6 demonstriert, dass die Summe der adiabatischen Komponenten die

4+ AN e
Ao Ao

R [A]

r [A]

2

107

20 40 60 80 20 40 60 80
t[fs] t[fs]

Abbildung 6.5: Gezeigt sind die adiabatischen Komponenten der Kernflussdichte A2~ (linke
Spalte) und der Elektronenflussdichte AS,,, (rechte Spalte) fur die elektronischen Zustédnden
n,m = 0, 1. Der Farbcode geht von —0.001 a.u. (schwarz) bis 0.001 a.u. (blau).

exakte Kern- beziehungsweise Elektronenflussdichte widerspiegeln. Dazu wurden die ers-
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ten fiinf elektronischen Zustédnde beriicksichtigt. Ein Vergleich der so berechneten Kern-
(oben) und Elektronenflussdichte (unten) mit den entsprechenden Flussdichten der exakten

Propagation aus Abbildung 6.4 beweist dies.

4rsAN
— 27
e% 07
2 e
—4F ‘ ‘ ‘ ‘
_ 5 A ‘
< ol
=
-4 ‘ ‘ ‘ ‘
20 40 60 80

t[fs]

Abbildung 6.6: Gezeigt ist die Kernflussdichte (oben) und die Elektronenflussdichte (unten)
unter Beriicksichtigung der adiabatischen Zustédnde bis n,m = 4. Der Farbcode geht von
—0.001 a.u. (schwarz) bis 0.001 a.u. (blau).

6.2 Zusammenfassung: Flussdichten innerhalb der
BO-Naherung

Es zeigt sich, dass, auch wenn die Bedingungen fiir die BO Naherung erfiillt sind, diese
bei der Berechnung gewisser Groflen versagt. Dementsprechend verschwindet die BO
Elektronenflussdichte, wohingegen die BO Kernflussdichte sehr gut mit der exakt berech-
neten Kernflussdichte iibereinstimmt. Durch eine Entwicklung des exakt propagierten
Wellenpakets in die adiabatische Basis konnen die Beitrédge der einzelnen Zustande zu
den Flussdichten identifiziert werden. Die Kernflussdichte wird beinahe komplett durch
das Grundzustandselement wiedergegeben, was sich in den guten Ergebnissen fir die
BO Kernflussdichte widerspiegelt. Fiir die Elektronenflussdichte verschwinden die Dia-
gonalelemente und somit auch die BO Elektronenflussdichte. Die Elektronenflussdichte
setzt sich also nur aus den Nebendiagonalelementen zusammen. Des weiteren tragen,
im Gegensatz zur Kernflussdichte, sehr viele Zustinde in der gleichen Groéflenordnung
zur Elektronenflussdichte bei, sodass fiir diese viel mehr Zustinde beriicksichtigt werden

miissen, um eine aussagekraftige Elektronenflussdichte berechnen zu kénnen.
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6.3 Elektronen- und Kernwahrscheinlichkeits-

flussdichte in der Umgebung einer konischen
Durchschneidung [82]

ClIs spielen eine zentrale Rolle fiir Relaxationsprozesse in angeregten Molekiilen und die
Bewegung eines Wellenpakets durch die CI geht meist mit einem starken Populations-
transfer einher. [36] Sowohl die elektronische als auch die Kern- Wahrscheinlichkeitsdichte
andert sich dabei kaum (Kapitel 5.2), weshalb sich die Frage stellt, ob man in der sen-
sibleren Flussdichte eine Verdnderung beim Durchqueren der CI beobachten kann. Dies
soll in diesem Kapitel untersucht werden, dabei wird die Elektronen- und Kernflussdichte

berechnet, um die Bewegung der jeweiligen Wahrscheinlichkeitsdichte zu verstehen.

6.3.1 Dynamiken zur Flussdichte

Nachfolgend werden verschiedene Dynamiken mit dem 2D Shin-Metiu Modell simuliert. Die
verwendeten Parameter fiir das Modell sind Pr = 10 a.u., P, = 0.5 a.u. und Pry = 1.5a.u..
Abbildung 6.7 zeigt die adiabatischen Potentialflichen und die Startposition (Req) der
Kernstartwellenpakete (Gl. 4.7, mit 5 = 10 a.u.) fiir die verschiedenen Simulationen. Das
Elektron wird zu Beginn durch die elektronische Wellenfunktion ¢, (r, R) des entspre-

chenden elektronischen Zustands beschrieben. Wie auch im vorherigen Kapitel kann die

El[a.u] -0.2/

-0.3¢

Abbildung 6.7: Adiabatische Potentialflachen fiir den ersten n = 1 (schwarz) und zweiten n = 2
(blau) elektronisch angeregten Zustand. An der Postion R = (0.0, 0.0) a.u. befindet sich eine CI
der Flichen. Die roten Punkte markieren die Positionen des Kernstartwellenpakets.

Gesamtwahrscheinlichkeitsflussdichte j(r, R, t) iiber Gleichung 2.51 (Kapitel 2.5) berechnet
werden. Die Gesamtwahrscheinlichkeitsflussdichte kann im 2D Modell aufgrund der vier
Freiheitsgrade nicht dargestellt werden, weshalb auch hier auf integrierte Flussdichten fiir
das Elektron

jo(r,t) = / dR R {U*(r,R,1) P, ¥(r, R, 1)} (6.18)

64



und den Kern

1
inR,t) = — [ deR{V*(r,R, 1) pr V(r,R, 1)} (6.19)
mpg
zuriickgegriffen wird (R = Realteil). Hierbei ist zu beachten, dass es sich, im Gegensatz
zum 1D System, bei j. und jy um eine vektorielle GroBle handelt. Diese integrierten

Flussdichten erfiillen jeweils die zugehorige Kontinuitédtsgleichung

0
&pe(rvt) + Vrje(rat) =0 (620)
und
0 .
apN(R,t) +VRJN(R,t) = 0. (621)

Innerhalb der BO Néaherung lasst sich ebenfalls eine Kernflussdichte

) 1 x
JﬁO(R,t):m—R dr R {(¥P°(r, R, 1)) pr¥"O(r, R, 1)} (6.22)

berechnen, fiir welche die Kontinuitatsgleichung
d .
erfiillt ist.

6.3.1.1 Diabatischer Fall auf der Symmetrielinie

In dieser Simulation startet das Wellenpaket im n = 2 Zustand mit einer Auslenkung
von Req = (0.0,0.8) a.u. (Abb. 6.7 linker roter Punkt auf der V2(R) Potentialfliche).
Der Populationsverlauf (Abb. 6.8) zeigt einen effizienten Transfer zwischen den beiden
Potentialen, sodass in guter Naherung immer nur ein Zustand besetzt ist. Dies entspricht
einer Dynamik auf einer diabatischen Potentialfliche. Die elektronische Wellenfunktion
@o(r,R) ist fiir Werte R, > 0 symmetrisch und fiir Werte R, < 0 antisymmetrisch zu
R, = 0. Das Wellenpaket startet somit symmetrisch zu R, = 0 und es gilt

\Il(rxyrnyx;Ryaﬂ = \I](_rzarya_vaRgnt)- (624>

Entsprechend hat die Komponente der Flussdichte j,(z,y,t) (x =1y, y = r, bzw. £ = R,,
y = R,) die Symmetrieeigenschaft

jx(x7y>t) = _jx(_may>t) (625)
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Abbildung 6.8: Populationsverlauf der beiden elektronischen Zustéande n = 1 (schwarz) und
n = 2 (blau) fir den diabatischen Fall auf der Symmetrielinie. Die vertikalen roten Linien
markieren die Zeiten, an denen die Elektronen- (Abb. 6.10) und Kernflussdichte (Abb. 6.9)
dargestellt wird.

und die Komponente j,(x,y,t) die Eigenschaft

Jy(,y,t) = Jy(—2,y,1). (6.26)

Die Kerndichte (links in Abb. 6.9) zeigt eine Bewegung entlang R, = 0. Die Form
des Wellenpakets bleibt weitgehend unverédndert wahrend die CI durchquert wird. Mehr
Informationen iiber die Dynamik liefert die Kernflussdichte (rechts im Bild). Diese zeigt
zu Beginn in die R, < 0 Richtung. Beim durchqueren der CI wird das Wellenpaket leicht
komprimiert (¢ = 1.94 fs) und anschlieflend entlang R, verbreitert (¢ = 2.90 fs), was
durch die Lage der Vektoren der Flussdichte ersichtlich wird. Ab etwa 4 fs wird das
Wellenpaket am Rand des Potentials reflektiert und die Flussdichte weist in die R, > 0
Richtung. Beim zweiten Durchlaufen der CI wiederholen sich die Beobachtungen und
die Kompression (t = 4.96 fs) als auch die Verbreiterung (t = 7.01 fs) sind deutlicher
zu erkennen. Des weiteren bestétigt die Ausrichtung der Vektoren die oben genannten
Symmetrieeigenschaften.

Die Elektronendichten (links in Abb. 6.10) bleiben wihrend der gesamten Propagation
beinahe konstant. Dies ist typisch fiir einen diabatischen Fall, bei dem das Elektron durch
eine konstante Elektronenkonfiguration beschrieben wird. Die Elektronenflussdichte (rechts
im Bild) zeigt hingegen, dass sich das Elektron sehr wohl bewegt. Die Dichte bewegt sich
jedoch nur sehr langsam entsprechend den kleinen Werten fir die Elektronenflussdichte.
Die Elektronenflussdichte weist zu Beginn fiir r, < 0 eine Drehung im Uhrzeigersinn
und fir r, > 0 eine Drehung gegen den Uhrzeigesinn auf. Dadurch entsteht ein in sich
geschlossenes Muster, sodass effektiv keine Verdnderung der Dichte ersichtlich ist. Die
Elektronenflussdichte bleibt wahrend des Passierens der CI unverandert. Fiir spatere Zeiten
t > 4 fs, wenn das Kernwellenpaket am Potential reflektiert wird und sich in die andere

Richtung bewegt, erfolgt eine Umkehr der Elektronenflussdichte.
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Abbildung 6.9: Links ist die Kerndichte py(R,t) fiir den symmetrischen diabatischen Fall zu

-0.5 0 0.5

verschiedenen Zeiten gezeigt. Die Dichte nimmt Werte zwischen 0 (weif}) und 5 a.u. (blau) an.

Rechts sind die dazugehorigen Kernflussdichten jy (R, t) abgebildet. Der Farbcode der Vektoren

reicht von 1073 a.u. (dunkel blau) bis 8 - 1073 a.u. (dunkel rot).
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Abbildung 6.10: Links ist die Elektronendichte pe(r,¢) fiir den diabatischen Fall auf der
Symmetrielinie zu verschiedenen Zeiten gezeigt. Die Dichte nimmt Werte zwischen 0 (weifl) und
0.1 a.u. (blau) an. Rechts sind die dazugehorigen Elektronenflussdichten je(r,t) abgebildet. Der
Farbcode der Vektoren reicht von 10~* a.u. (dunkel blau) bis 6 - 107% a.u. (dunkel rot).
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6.3.1.2 Diabatischer Fall auf der Diagonalen

Aufgrund seiner Symmetrieeigenschaften war der zuvor diskutierte diabatische Fall speziell.
In diesem Kapitel startet das Wellenpaket deshalb nicht auf der Symmetrielinie, sondern
auf der Diagonalen Req = (0.6,0.6) a.u. des n = 2 Zustands (Abb. 6.7 oberer, rechter, roter
Punkt), um die Eigenschaften der Flussdichten beim Durchqueren einer CI zu untersuchen.

Der Populationstiibertrag (Abb. 6.11) ist dabei fast identisch zum Fall der symmetrischen

Startbedingung.
Po(t) |
08 ° — |
306’
O 0.4}
0.2} Ne—
P1(t)J | | | | | K
1 2 3 4 5 6 7

t [fs]

Abbildung 6.11: Populationsverlauf der beiden elektronischen Zustdnde n =1 (schwarz) und
n = 2 (blau) fiir den diabatischen Fall auf der Diagonalen. Die vertikalen roten Linien markieren
die Zeiten an denen die Elektronen- (Abb. 6.13) und Kernflussdichte (Abb. 6.12) dargestellt wird.

Fir die Kerndichte (links in Abb. 6.12), wie auch fir die Flussdichte (rechts im Bild),
ergibt sich ein dhnliches Bild zu der Simulation auf der Symmetrielinie. Die Flussdichte
weist entlang der Diagonalen R, = R, auf die CI. Das Wellenpaket wird beim Passieren
der CI komprimiert (t = 1.69 fs) und anschlieend entlang R, verbreitert (t = 3.02 fs).
Die Verbreiterung erfolgt allerdings nicht symmetrisch um die Diagonale, sondern leicht
in Richtung der Symmetrielinie R, = 0 verschoben. Nach der Reflexion des Pakets am
Potential ab ca. 4 fs dreht sich die Flussdichte um und das Paket durchquert ein zweites
Mal die CI. Dabei wiederholen sich die Beobachtungen der Kompression (¢t = 5.56 fs) und
der Verbreiterung, welche leicht in R, = 0 Richtung verschoben ist.

Die Elektronendichte (links in Abb. 6.13) bleibt, typisch fiir einen diabatischen Fall,
weitgehend konstant. Vergleicht man die Dichte zum Zeitpunkt ¢ = 1.69 fs und t =
6.77 fs, so lasst sich eine leichte Verschiebung in Richtung der Symmetrielinie bei r, = 0
feststellen. Die gesamte Elektronenflussdichte (rechts im Bild) zeigt eine Drehung gegen
den Uhrzeigersinn und bleibt beim Passieren der CI unverdndert. Auch nach der Reflexion
des Kernwellenpakets tritt keine Umkehrung der Elektronenflussdichte ein, wodurch sich

die Dichte weiter an die Symmetrielinie annéhert.
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Abbildung 6.12: Links ist die Kerndichte py (R, t) fir den diabatischen Fall auf der Diagonalen
zu verschiedenen Zeiten gezeigt. Die Dichte nimmt Werte zwischen 0 (weif}) und 5 a.u. (blau) an.
Rechts sind die dazugehorigen Kernflussdichten jy (R, t) abgebildet. Der Farbcode der Vektoren
reicht von 1073 a.u. (dunkel blau) bis 8 - 1073 a.u. (dunkel rot).
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Abbildung 6.13: Links ist die Elektronendichte pe(r,¢) fiir den diabatischen Fall auf der
Diagonalen zu verschiedenen Zeiten gezeigt. Die Dichte nimmt Werte zwischen 0 (weifl) und
0.1 a.u. (blau) an. Rechts sind die dazugehorigen Elektronenflussdichten je(r,t) abgebildet. Der
Farbcode der Vektoren reicht von 10~* a.u. (dunkel blau) bis 6 - 107% a.u. (dunkel rot).
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6.3.1.3 Gemischter Fall

Das Wellenpaket startet nun im n = 1 Zustand mit Req = (0.0, 0.8) a.u. (Abb. 6.7 linker,
roter Punkt auf der V;(R) Flache), sodass nach dem Durchlaufen der CI (ab ca. t = 3.5 fs)
beide Zustande ungefihr gleich stark populiert sind (Abb. 6.14). Die Kerndichten (links

P4(t) ] —
0.8}
/_.:067
E/ >—<
0.4}
0.2}
Pz‘(t)% | | | | | +—
1 2 3 4 5 6 7 8 9

t [fs]

Abbildung 6.14: Populationsverlauf der beiden elektronischen Zustdnde n =1 (schwarz) und
n = 2 (blau) fiir den gemischten Fall. Die vertikalen roten Linien markieren die Zeiten an denen
der Elektronen- (Abb. 6.16) und Kernfluss (Abb. 6.15) dargestellt wird.

in Abb. 6.15) sowie die Kernflussdichte (rechts im Bild) zeigen das gleiche Verhalten
wie in den anderen Féllen. Beim Durchqueren der CI wird das Paket komprimiert und
anschliefend entlang R, verbreitert. Lediglich die Form wird durch die Besetzung beider
Zustande und die anschlieBende Reflexion an der jeweiligen Potentialwand etwas diffuser.
Die Elektronendichte (links in Abb. 6.16) weist zu Beginn einen 2p, Charakter auf, welcher
nach dem Durchqueren der CI in eine ringférmige Struktur tibergeht (¢ = 6.05 fs). Zu
Beginn zeigt sich eine schwache Elektronenflussdichte (rechts im Bild), welche eine Drehung
im Uhrzeigersinn fiir R, > 0 und eine gegen den Uhrzeigersinn fiir R, < 0 besitzt. Die
Flussdichte ist somit entgegengesetzt zum diabatischen Fall auf der Symmetrielinie (Kapitel
6.3.1.1). Nach der Passage der CI (¢ = 3.02 fs) nimmt die Flussdichte zu, wodurch die
Ringstruktur in der Elektronendichte entsteht. Anschlieend wird die Flussdichte wieder
schwécher bis die CI ein weiteres Mal bei ¢t = 9.19 fs passiert wird und die Dichte sich

wieder der 2p, Form annahert.
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Abbildung 6.15: Links ist die Kerndichte px(R,t) fiir den gemischten Fall zu verschiedenen
Zeiten gezeigt. Die Dichte nimmt Werte zwischen 0 (weif}) und 5a.u. (blau) an. Rechts sind
die dazugehorigen Kernflussdichten jy (R, t) abgebildet. Der Farbcode der Vektoren reicht von
1073 a.u. (dunkel blau) bis 8 - 1072 a.u. (dunkel rot).
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Abbildung 6.16: Links ist die Elektronendichte p(r,t) fiir den gemischten Fall zu verschiedenen
Zeiten gezeigt. Die Dichte nimmt Werte zwischen 0 (weil) und 0.1 a.u. (blau) an. Rechts sind
die dazugehorigen Elektronendichten j.(r,t) abgebildet. Der Farbcode der Vektoren reicht von
10~* a.u. (dunkel blau) bis 6 - 1074 a.u. (dunkel rot).



6.3.1.4 Adiabatischer Fall

In diesem Fall startet das Wellenpaket im n = 1 Zustand mit einer Auslenkung von
Req = (0.0,0.4) (Abb. 6.7 unterer roter Kreis). Unter dieser Startbedingung umléauft das
Wellenpaket die CI, sodass fast kein Ubertrag in den n = 2 Zustand eintritt (Abb. 6.17)

und die gesamte Dynamik nur auf dem n = 1 Zustand stattfindet.
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Abbildung 6.17: Populationsverlauf der beiden elektronischen Zustidnde n = 1 (schwarz) und
n = 2 (blau) fiir den adiabatischen Fall. Die vertikalen roten Linien markieren die Zeiten an
denen die Elektronen- (Abb. 6.19) und Kernflussdichte (Abb. 6.18) dargestellt wird. In orange
ist zusétzlich die Fidelity Funktion fiir den n = 1 Zustand dargestellt.

Die elektronische Wellenfunktion ¢;(r, R) ist in dem Startbereich antisymmetrisch zu

r, = 0, wodurch fiir das Wellenpaket
U(ry,ry, Ry, Ry, t) = =V (—ry, 17y, —Ry, Ry, t) (6.27)

gilt. Aus der Kerndichte (links in Abb. 6.18), wie auch der Kernflussdichte (rechts im Bild)
geht hervor, dass das Wellenpaket symmetrisch zu R, = 0 in zwei Teilt aufgespalten wird
(t =2.90 fs). Die beiden Teile umkreisen anschlieBend die CI, wobei ein Teil sich im und
der andere entgegen dem Uhrzeigersinn bewegt (¢t = 4.84 fs). Auf der anderen Seite der
CI treffen sich beide Wellenpakete und es entsteht ein Interferenzmuster (t = 9.68 fs) mit
einem Knoten in R, = 0, welcher sowohl in der Dichte als auch in der Flussdichte zu sehen
ist. Nachdem die Komponenten sich gegenseitig durchquert haben, bewegen sie sich auf
der jeweils anderen Seite weiter in Richtung R, > 0, was an der Orientierung der Vektoren
der Flussdichte zu erkennen ist (t = 14.51 fs).

Die Elektronendichte (links in Abb. 6.19) startet mit einer 2p, Ausrichtung und geht
wihrend der Umrundung der CI in eine ringférmige Struktur tiber (¢ = 4.84 fs). Die
Flussdichte (rechts im Bild) verhalt sich dabei dhnlich zum gemischten Fall (Kapitel
6.3.1.3). Diese besitzt eine Drehung im Uhrzeigersinn fiir R, > 0 und eine entgegen fiir
R, < 0. Beim Ubergang der Dichte in die Ringstruktur nimmt die Flussdichte zu. Zum
Zeitpunkt der Interferenz bei ¢t = 9.68 fs hat sich fiir die Dichte eine 2p, Form eingestellt
und die Flussdichte wird schwécher. Effektiv hat sich die Dichte somit um 90 Grad gedreht,
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Abbildung 6.18: Links ist die Kerndichte py(R,t) fiir den adiabatischen Fall zu verschiedenen
Zeiten gezeigt. Die Dichte nimmt Werte zwischen 0 (weil) und 5a.u. (blau) an. Rechts sind

die dazugehorigen Kernflussdichten jn(R,t) abgebildet. Der Farbcode der Vektoren reicht von
1073 a.u. (dunkel blau) bis 8 - 1073 a.u. (dunkel rot).

dass dies jedoch keine simple Drehung der Dichte ist, macht die komplexe Struktur der
Flussdichte deutlich. Nachdem die beiden Kernkomponenten sich durchquert haben, geht
die Elektronendichte erneut in eine Ringstruktur tiber, was mit einer Umkehrung der
Flussdichte verbunden ist (t = 14.51 fs).

Da die gesamte Dynamik in einem Zustand erfolgt, bietet sich die BO Néherung fiir diesen

Fall an. Das BO Wellenpaket ist symmetrisch zur R, = 0 Linie und es gilt

VPO (R,, Ry, t) = VPP (=R, Ry, ). (6.28)
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Abbildung 6.19: Links ist die Elektronendichte p.(r,t) fiir den adiabatischen Fall zu verschie-
denen Zeiten gezeigt. Die Dichte nimmt Werte zwischen 0 (weifl) und 0.1 a.u. (blau) an. Rechts
sind die dazugehorigen Elektronenflussdichten j(r,t) abgebildet. Der Farbcode der Vektoren
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reicht von 10™% a.u. (dunkel blau) bis 6 - 10~* a.u. (dunkel rot).

Die Kerndichte (links in Abb. 6.20) und der Kernfluss (rechts im Bild) verhalten sich bis
zum Eintreten der Interferenz bei ¢t = 9.68 fs beinahe identisch zu der exakten Propagation.
Das Interferenzmuster ist jedoch ein anderes. Dieses zeigt in der Dichte wie auch in der
Flussdichte keine destruktive, sondern eine konstruktive Interferenz bei R, = 0. Zwischen
dem exakt und BO propagierten Wellenpaket existiert also ein Phasenunterschied. Dies ist

ein bekanntes Phanomen, das auch unter dem Begriff Berry-Phase [78] bekannt ist und

bereits in Kapitel 5.2.3 kurz

Eine Erkldarung fir das unterschiedliche Interferenzmuster bietet die Betrachtung der

Symmetrieeigenschaften beider Propagationen. Das exakt propagierte Wellenpaket besteht

erwahnt wurde.
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zu Beginn aus einer zur R, = 0 Linie symmetrischen Gauffunktion fiir die Beschreibung
des Kerns und einer zu r, = 0 antisymmetrischen elektronischen Wellenfunktion zur

Beschreibung des Elektrons. Dadurch ist das Gesamtwellenpaket antisymmetrisch zu
R, = 0,

U(r,, Ty, R, Ry, t) = —¥(-r,, Ty, —Ra, Ry, t). (6.29)

Zum Zeitpunkt der Interferenz liegt hingegen ein zu r, = 0 symmetrischer elektronischer
Teil vor (Abb. 6.19 mit ¢t = 9.68 fs). Da die Gesamtwellenfunktion weiterhin antisymme-
trisch sein muss lasst sich folgern, dass zu diesem Zeitpunkt der Kernanteil antisymmetrisch
ist. Dies fithrt zu der destruktiven Interferenz in der exakten Propagation.

Das BO Wellenpaket 5°(R,t) ist hingegen von Beginn an symmetrisch. Auch diese
Symmetrie bleibt wihrend der Propagation erhalten, sodass auch zum Zeitpunkt der
Interferenz ein symmetrischer Kernteil vorliegt. Aus diesem ergibt sich wiederum das
konstruktive Interferenzmuster.

Nach dieser Interferenzphase (¢t = 14.51 fs) werden die Unterschiede zwischen den beiden
Propagationen wieder kleiner, sodass sich die Dichten und Flussdichten wieder &hneln.
Der Unterschied zwischen den beiden Propagationen ist auch in der Fidelity Funktion in
Abbildung 6.17 zu erkennen. Diese ist zu Beginn nahe Eins und fallt zum Zeitpunkt der
Interferenz auf beinahe Null ab, was auf den starken Unterschied zu diesem Zeitpunkt
hinweist. Anschliefend werden die Dichten und Fliisse sich wieder d&hnlicher, entsprechend

nahert sich der Wert der Fidelity Funktion wieder der Eins an.
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Abbildung 6.20: Links ist die Kerndichte p5° (R, ) fiir den BO Fall zu verschiedenen Zeiten
gezeigt. Die Dichte nimmt Werte zwischen 0 (weifl) und 5a.u. (blau) ein. Rechts sind die
dazugehorigen Kernflussdichten jy(R,t) abgebildet. Der Farbcode der Vektoren reicht von
1073 a.u. (dunkel blau) bis 8 - 1072 a.u. (dunkel rot).
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6.4 Zusammenfassung: Untersuchung der
Wahrscheinlichkeitsflussdichte in der Umgebung

einer CI

Fiir den diabatischen Fall auf der Symmetrielinie zeigt sich, dass sich die Form der Kern-
dichte und der Kernflussdichte beim Durchlaufen der CI nicht signifikant verdndert. Die
Elektronenflussdichte bleibt analog zur Elektronendichte beinahe konstant. Aus der Fluss-
dichte deutet sich allerdings eine Bewegung der Elektronendichte an. Somit bleibt zwar
nach auflen das Erscheinungsbild der Elektronendichte konstant, jedoch findet innerhalb
der Dichte stdndig eine Bewegung statt.

Fiir den diabatischen Fall auf der Diagonalen verhélt sich die Kerndichte und die Kern-
flussdichte ahnlich zum Fall auf der Symmetrielinie. Ein Unterschied zeigt sich fiir das
Elektron. Die Elektronendichte ndhert sich mit der Zeit der r, = 0 Linie an. Dies wird
vor allem aus der Elektronenflussdichte ersichtlich, welche sich deutlich vom Fall auf der
Symmetrielinie unterscheidet.

Fir den gemischten Fall tritt durch die Besetzung beider elektronischen Zusténde ein
deutlich diffuseres Muster in der Kerndichte und der Kernflussdichte auf. Die Elektronen-
dichte geht von der 2p, férmigen Konfiguration in eine Ringstruktur iiber. Die zugehorige
Elektronenflussdichte gibt dabei Aufschluss wie diese Umformung vonstatten geht.

Im adiabatischen Fall wird die CI von zwei entgegengesetzt laufenden Kernwellenpaketen
umkreist, wobei beim Zusammentreffen ein destruktives Interferenzmuster entsteht. Fur
die BO Naherung ergibt sich ein analoges Bild, allerdings mit einem konstruktiven Interfe-
renzmuster. Dieser Phasenunterschied zwischen den beiden Propagationen ist sowohl in
den jeweiligen Dichten als auch den Flussdichten zu sehen. Wéahrend der Umkreisung der
CI geht die Elektronendichte von einer 2p, in eine 2p, Struktur iiber. Die Elektronenfluss-
dichte zeigt, dass es sich dabei nicht um eine simple 90 Grad Drehung der Dichte handelt,
sondern eine komplexere Bewegung zugrunde liegt.

Aus den verschiedenen Féllen geht hervor, dass die Flussdichte durch die zusétzliche Rich-
tungsinformation eine deutlich sensiblere Grofle als die Dichte ist. Durch die Flussdichte
konnen somit auch kleinste Veranderungen angezeigt werden, welche aus der Dichte nicht

ersichtlich sind.
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7 Elektronischer Impuls-
erwartungswert innerhalb der
BO-Naherung

Der Impulserwartungswert des Kerns und des Elektrons ist gegeben durch

<ﬁR> = <\I/(7”, R7 t) |p\R | \I/(T‘, R? t))

_ /dR / dr W* (r, R, 1)pr¥ (r, R, 1) (7.1)

und

<ﬁr> = <\I/(1”, R, t) ‘ﬁr ‘ \I/(T, R, t>>

_ /dR/dr U (r, R, )P,V (r, R, ). (72

Wie bereits in Kapitel 6.1 anhand des Elektronenflusses gezeigt wurde, gibt es Groflen, die
innerhalb der BO Néherung unzugénglich sind, auch wenn die Bedingungen der Naherung
erfiillt sind. Dies gilt auch fiir die direkte Berechnung des elektronischen Impulserwar-

tungswerts (Geschwindigkeitsform),

(pr)PC = (TP(r, R, t) | b | UBO(r, R, 1))

]
= /dRpﬁO(R,t)i/dr o(r, R) {7", ﬁe} o(r, R) (7.3)

= [ar (R, t)i [ dr (e, R) [ V(R ol B) = 0.

Der Impulserwartungswert des Kerns ist hingegen, innerhalb der BO Naherung, direkt

zuganglich:

<ﬁR>BO - <‘IIBO(T7 R, t) |]/5R | o ho (’f‘, R, t))

_ / dR / dr (W50, B.1)) PO, R, 1) (7.4)

Eine weitere Moglichkeit den Impulserwartungswert zu berechnen, bietet das Ehrenfest-
Theorem (Gl. 2.39, Kapitel 2.4.1). Es stellt einen Zusammenhang zwischen dem Ortserwar-
tungswert und dem Impulserwartungswert her (Léngenform). Uber diese Herangehensweise

muss der elektronische Impulserwartungswert nicht zwingend verschwinden (u(R) =
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Dipolmoment im vorgegebenen elektronischen Zustand),

. d . d
()"0 = 270 = [ AR T pRORY) [ dri(r R)r (. R)
n(R)

- 1 / dR ($PO(R, 1)) [n(R), H"®| 4PO(R, 1)

[ar (6" (R.0)" [u(R), 53] 67 (R, 1)

QimR

7.1 BO-Simulation im 1D Shin-Metiu Modell [80]

Fiir die Realisierung eines Falls, in dem die BO Naherung fiir den elektronischen Grund-
zustand eine gute Giiltigkeit aufweist, werden die Parameter P, p = 0.8 fol, P g, = 1.5A
und AE = —20.3eV fir das 1D Shin-Metiu Modell verwendet. Dies ermoglicht den
Vergleich der Ergebnisse aus der gekoppelten, exakten Propagation, unter Verwendung

des Wechselwirkungspotentials (Abb. 7.1 oben), mit denen aus der BO Néaherung. Die

R [A]

Abbildung 7.1: Oben: Wechselwirkungspotential V(r R) fiir das 1D Shin-Metiu Modell mit den
Parametern P, r = 0.8 A PR, = 1. 54 und AE = 20.3eV. Die Konturlinien reichen von 2 bis
20eV, in 2 eV Schritten. Unten: Die zu dem Wechselwirkungspotential zugehorigen adiabatischen
Potentiale V,(R) fiir den Grundzustand n = 0 und den ersten angeregten Zustand n = 1. Der
rote Punkt markiert die Startposition des Wellenpakets R.q = —2.8 A.

adiabatischen Potentiale (unten in Abb. 7.1) zeigen einen grofien energetischen Abstand
zwischen dem Grundzustand V(R) und dem ersten angeregten Zustand Vi(R). Somit
ist die Wechselwirkung zwischen dem Grundzustand und den héher angeregten Zustan-
den gering, wodurch der Grundzustand die Bedingungen fiir die BO Naherung erfiillt.
Entsprechend wird die BO Propagation auf diesem durchgefiihrt. Der rote Punkt in der
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Abbildung zeigt die Position des Kernstartwellenpakets bei R., = —2.8A4 (8= 7.14%1*2).
Das Elektron wird durch ¢o(r, R) beschrieben. Analog dazu wird das Startwellenpaket
fiir die exakte Propagation angesetzt. Das Wellenpaket besitzt eine mittlere Energie in
Hohe der Barriere des Grundzustands. Die Giiltigkeit der BO Néherung wird durch den
Populationsverlauf des Grundzustands Fy(¢) und die Fidelity Funktion Fy(¢) in Abbildung
7.2, welche beide einen Wert nahe Eins annehmen, untermauert.

Die Kerndichte fiir die exakte Propagation py(R,t) (Abb. 7.3 oben) ist identisch mit der
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Abbildung 7.2: Populationsverlauf fiir den elektronischen Grundzustand Py(¢) und die zugeho-
rige Fidelity Funktion Fy(t).

Kerndichte aus der BO Propagation p5°(R,t) (unten), was abermals die Giiltigkeit der BO
Naherung aufzeigt. Ab etwa 50 fs erreicht das Wellenpaket die Barriere des Grundzustands
an der Position R = 0. Ein Teil des Wellenpakets tiberwindet diese Barriere und bewegt sich
in Richtung R > 0 und wird anschlieBend am Potential bei R ~ 3 A (ca. 80 fs) reflektiert.
Der andere Teil des Wellenpakets besitzt nicht gentigend Energie, um die Barriere zu
iiberwinden und oszilliert entsprechend in dem linken Minimum zwischen R ~ —2.8A
und R = 0. Auch in den Elektronendichten (Abb. 7.4) ist kein Unterschied zwischen der
exakten Dichte (oben) und der BO Dichte (unten) zu erkennen. Die Elektronendichten
zeigen das gleiche Bild wie die Kerndichten. Ab ungefihr 50 fs iiberwindet ein Teil die
Barriere, wihrend der andere an ihr reflektiert wird. Dieser dhnliche Verlauf zwischen
der Kern- und Elektronendichte ist typisch fiir einen adiabatischen Fall, bei welchem das
Elektron dem Kern folgt. Die Kernimpulserwartungswerte (Abb. 7.5 oben) aus den beiden
Propagationen sind ebenfalls identisch. Wahrend sich das Kernwellenpaket in Richtung
R > 0 bewegt, ist ein positiver Impuls zu erkennen. Ab ca. 80 fs, wenn das Paket am
Potential reflektiert wird, wechselt der Erwartungswert ins Negative. Der Verlauf ist somit
im Einklang mit der Kerndichte. Das Elektron folgt dem Kern, wodurch sich auch ein
dhnliches Verhalten im elektronischen Impulserwartungswert (Abb. 7.5 unten) ergibt. Es
zeigt sich, dass auch hier die Werte aus der BO Naherung, tiber die Langenform sehr gut
mit den exakten Werten tibereinstimmen und durchaus ein elektronischer Impulserwar-
tungswert innerhalb der BO Néherung berechnet werden kann. Ein kleiner Unterschied

ist dennoch zu erkennen. Die exakten Werte enthalten zusétzliche Oszillationen, welche

83



- PR

o% 0 |
—2 ——
_4 1

5 PRY

o% O |
—2*-.." ———— e
_4)

40 80 120 160
t [fs]
Abbildung 7.3: Oben: Verlauf der Kerndichte py(R,t) fir die exakte Propagation. Unten:

Verlauf der Kerndichte pRC (R, ) fiir die BO Propagation. Die Dichten nehmen Werte zwischen
0 (weiB) und 1.4 a.u. (blau) an
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Abbildung 7.4: Oben: Verlauf der Elektronendichte pe(r,t) fur die exakte Propagation. Unten:
Verlauf der Elektronendichte pZ€(r,t) fiir die BO Propagation. Die Dichten nehmen Werte
zwischen 0 (weifl) und 0.3 a.u. (blau) an

in der BO Néherung nicht enthalten sind und gegen Ende der Propagation etwas starker
werden. Die Fidelity Funktion (Abb. 7.2) zeigt gegen Ende einen leichten Abfall. Dies legt

den Schluss nahe, dass die Oszillationen durch nicht BO Effekte verursacht werden.
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Abbildung 7.5: Oben: Impulserwartungswert fiir den Kern aus der exakten Propagation (pr)
(schwarz) und der BO Propagation (pr)?¢ (orange). Unten: Elektronischer Impulserwartungswert
aus der exakten Propagation (p,) (schwarz) und der BO Propagation iiber die Lingenform (p,)5°
(orange).
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7.2 Unterschied zwischen der Geschwindigkeits-
und Langenform des elektronischen

Impulserwartungswerts [84]

Im vorherigen Kapitel wurde gezeigt, dass der elektronische Impulserwartungswert inner-
halb der BO Néherung tiber die Geschwindigkeitsform verschwindet, wahrend sich iiber die
Langenform eine sehr gute Ubereinstimmung mit den exakten Werten ergibt. In diesem
Kapitel soll der Unterschied zwischen den beiden Formen aufgezeigt werden. Dazu wird
das Wellenpaket aus der exakten Propagation in die adiabatische Basis (siehe Kapitel 2.6)

entwickelt. Fiir die Geschwindigkeitsform erhalt man
<ﬁr> = Z Z<¢n(R7 t)%(ﬁ R) |p\r | wm(Ra t)%n(ﬂ R))
=2 % [dR G (R)un(BY) [ drou(R) B oulr.R)

o~

pnm (R,t) %[T,HE]

:;;1/d3pnm(3,t>/dr

(7.6)
QOn(T', R)T ﬁe@m(rru R) - gan(r, R)ﬁe ﬂpm(ra R)
Vin(R)em(r.R)  on(r,R)Va(R)
1
=5 [ AR pun(Ro8) (Vi B) = Vi) [ dr o, B 7 ).
HnM(R)
Die einzelnen Komponenten der Geschwindigkeitsform (A?, ) sind
1

Ayt = = [ AR pun(R.1) (Vi R) = V() pron(R). (7.7)

Analog kann die Entwicklung fir die Langenform durchgefiihrt werden und man erhélt

() = X S (R 1)eulr R) |7 i (B o, )

=> 3 / dR jtpnm(R, t) /dr on(r, R)rom(r, R) . (7.8)
nr tnm (R)
Die Komponenten der Langenform sind entsprechend
4 (6) = [ AR S pun (R Ot (). (7.9

Zur numerischen Simulation werden die gleichen Paramter wie im vorherigen Kapitel
verwendet. Lediglich die Startposition des Kernwellenpakets wird auf R., = —3.6 A ge-
andert (roter Punkt in Abb. 7.6), sodass die mittlere Energie des Wellenpakets hoher ist
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als die Barriere. Die Population des n = 0 Zustandes und die Fidelity Funktion (Abb.

6 w
= V4(R)
o 4
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Abbildung 7.6: Adiabatische Potentiale V,,(R) fiir den Grundzustand n = 0 und den ersten
angeregten Zustand n = 1. Der rote Punkt markiert die Startposition des Wellenpakets Re;, =
~3.6 A.

7.7) dokumentieren, dass, wie auch in dem vorherigen Fall, die BO Nédherung eine gute

Approximation ist. Abbildung 7.8 zeigt, dass die exakte Kerndichte (oben im Bild) und
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Abbildung 7.7: Populationsverlauf fiir den elektronischen Grundzustand Py(t) und die zugeho-
rige Fidelity Funktion Fy(t).

die BO Kerndichte (unten im Bild) iibereinstimmen. Durch die grofere Auslenkung von
Rey = —3.6 A besitzt nun das gesamte Wellenpaket geniigend Energie um die Barriere zu
iiberwinden. Es oszilliert somit zwischen den klassischen Wendepunkten bei R = —4A
und R =4 A. Ein analoges Bild zeigen die Elektronendichten (Abb. 7.9), diese folgen der
Kerndichte.

Die verschiedenen Komponenten fiir die Geschwindigkeits- und Langenform des elektro-
nischen Impulserwartungsswerts sind in Abbildung 7.10 dargestellt. In die Elemente der
Geschwindigkeitsform geht geméf Gleichung 7.7 die Potentialdifferenz (V,,(R) —V,,(R)) ein.
Die Diagonalelemente miissen entsprechend Null sein. Dies ist auch an den Diagonalelemen-
ten fiir n = m = 0 (oben im Bild), n = m = 1 (mittig) und n = m = 2 (unten) zu erkennen.

Fiir die Geschwindigkeitsform ist fast der gesamte Beitrag zum Impulserwartungswert
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Abbildung 7.8: Oben: Verlauf der Kerndichte py(R,t) fir die exakte Propagation. Unten:
Verlauf der Kerndichte pRCP (R, t) fiir die BO Propagation. Die Dichten nehmen Werte zwischen
0 (weiB) und 1.4 a.u. (blau) an.
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Abbildung 7.9: Oben: Verlauf der Elektronendichte pe(r,t) fur die exakte Propagation. Unten:
Verlauf der Elektronendichte pZ€(r,t) fiir die BO Propagation. Die Dichten nehmen Werte

e
zwischen 0 (weifl) und 0.3 a.u. (blau) an.

in den ersten Nebendiagonalelementen AL, und A%, enthalten, die Summe dieser beiden
Elemente ist 2R(Af§;) (zweite Zeile im Bild). Die hoheren Nebendiagonalemente enthalten
ebenfalls Beitrige, diese sind allerdings gering (siche Skala in Zeile vier).

In der Langenform ist dagegen fast der komplette Anteil zum Impulserwartungswert im

ersten Diagonalelement (Af,) enthalten (oben im Bild). Die Beitrdge anderer Elemente
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(Zeile zwei bis fiinf) sind dagegen sehr gering.

Innerhalb der BO Néherung findet die Dynamik auf nur einer Potentialfliche statt. Somit
geht in den Impulserwartungswert der BO Naherung nur der Beitrag aus dem dazugeho-
rigen Diagonalelement ein, weshalb dieser iiber die Geschwindigkeitsform verschwindet.
In dem hier demonstrierten Fall erfolgt die Dynamik im Grundzustand. Den einzigen
Anteil zum elektronischen Impulserwartungswert innerhalb der BO Néherung liefert so-
mit das Element n = m = 0. In der Langenform enthélt dieses wiederum beinahe den
gesamten Impulserwartungswert, wodurch sich eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen

dem exakten und dem BO elektronischen Impulserwartungswert ergibt. Der Fakt, dass
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Abbildung 7.10: Gezeigt sind die Komponenten des Impulserwartungswerts in der Geschwin-
digkeitsform AP = (rot) und der Léngenform A] . (blau) fiir verschiedene elektronische Zustédnde
n und m. Fir Nebendiagonalelemente n # m wird zwei Mal der Realteil gezeigt, da A, und
Ay zueinander komplex konjugiert sind.

fiir die exakte Propagation beide Formen identisch sind, ist oben in Abbildung 7.11 zu

sehen. Bereits unter der Beriicksichtigung von fiinf Zustédnden sind die Kurven aus der
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Geschwindigkeits- und Langenform fast deckungsgleich mit der exakten Kurve. Ebenfalls
ist zu erkennen, dass die Geschwindigkeitsform langsamer konvergiert und noch mehr
Zustande berticksichtigt werden miissten, um die kleine Abweichung zur exakten Kurve zu
eliminieren. Die untere Hélfte der Abbildung zeigt, dass, wie auch im vorherigen Kapitel,
der elektronische BO Impulserwartungswert tiber die Langenform sehr gut mit dem exakten
Wert iibereinstimmt. Wie auch zuvor findet sich lediglich ein kleiner Unterschied durch
schnelle Oszillationen in der exakten Kurve. Der Impulserwartungswert nimmt zu Beginn
positive Werte an, wéhrend sich die Elektronendichte in Richtung r» > 0 bewegt und
wird Null beim Erreichen des klassischen Umkehrpunkts (¢ = 40 fs). Anschlieend wird
das Wellenpaket reflektiert und bewegt sich in Richtung r < 0, was mit einem negativen

Impulserwartungswert einhergeht.

40 80 120 160
t [fs]

Abbildung 7.11: Oben: In schwarz ist der elektronische Impulserwartungswert aus der exakten
Propagation gezeigt ((p,)). In blau ist die Summe der Koeffizienten aus der Langenform (A47,,)
und in rot die Summe der Koeffizienten aus der Geschwindigkeitsform (AP, ) fir n = m = 4
Zusténde dargestellt. Unten: Vergleich des exakten Impulserwartungswerts (schwarz) und des
BO ((p,) B9 orange) Impulserwartungswerts.

7.3 Grenzwert der BO-Niherung [84)]

In Kapitel 7.2 wird der Unterschied zwischen der Geschwindigkeits- und Léngenform
des elektronischen Impulserwartungswerts aufgezeigt. Durch die schnellere Konvergenz,
bei der beinahe nur ein Zustand bendétigt wird, ist die Berechnung eines elektronischen
Impulserwartungswerts innerhalb der BO Naherung mit der Langenform moéglich, wiahrend
der Erwartungswert tiber die Geschwindigkeitsform Null ist. Fiir die exakte Propagation
sind beide Formeln aquivalent und liefern dasselbe Ergebnis.

Nimmt man einen Fall an, bei welchem die BO Naherung der exakten Losung entspricht,
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miissen somit auch beide Formeln innerhalb der BO Naherung zum gleichen Ergebnis
fithren. Der Erwartungswert tiber die Geschwindigkeitsform bleibt dabei unverédndert Null.
Dementsprechend muss der Erwartungswert iiber die Liangenform ebenfalls verschwinden.

Damit die BO Naherung mit der exakten Losung iibereinstimmt, miissen die NACTs

1 1 0
miRTnm(R) = m7R<90n(7“> R) | R | om (7, R))r (7.10)
und
1 1 0?
= (2 - =
L0 = et )| o ol 711

aus der adiabatischen Entwicklung (Kapitel 2.6) verschwinden. Entsprechend dieser Glei-
chungen besteht eine Moglichkeit die Giite der BO Naherung zu verbessern darin, die
Kopplungsterme durch eine Erhohung der Masse mpz moglichst klein werden zu lassen.

Die Kopplungselemente wiirden ebenfalls verschwinden, wenn die elektronische Wellenfunk-
tion ¢(r, R) unabhéngig von der Kernkoordinate R ist. Somit wéren die Ableitungen nach
der Kernkoordinate (3% ¢,,,(r, R) und 8‘9—1; ©m(r, R)) Null. Dies wiirde dem diabatischen

Limit entsprechen. Die beiden Falle werden im Folgenden untersucht.

7.3.1 Verbesserung der BO-Niherung durch Erhohung

der Masse

In diesem Kapitel wird der Einfluss der Masse mp auf die BO Naherung und den elektroni-
schen Impulserwartungswert untersucht. Fiir die numerische Simulation werden die selben
Potentiale und dasselbe Startwellenpaket wie in Kapitel 7.2 verwendet, lediglich die Masse
mp wird variiert. Die Propagation wird einmal mit der Masse mp = 2m,, und einmal mit
mp = 3m, durchgefiihrt. Bei dem beweglichen Ion handelt es sich somit einmal um ein
Deuteron und einmal um ein Triton.
Der Populationsverlauf des Grundzustands ist fiir das Proton (Kapitel 7.2 Abb. 7.7), das
Deuteron (Abb. 7.12 oben) und das Triton (Abb. 7.12 unten) fast identisch. Die Fidelity
Funktion zeigt dagegen kleine Differenzen. Ihr Abfall wird mit zunehmender Masse kleiner,
was auf die bessere Giiltigkeit der BO Naherung mit zunehmender Masse hinweist. Die
Kerndichten des Deuterons (Abb. 7.13 oben) und des Tritons (Abb. 7.13 unten) zeigen,
wie auch fiir das Proton aus Kapitel 7.2 (Abb. 7.8) eine Oszillation zwischen den klas-
sischen Wendepunkten bei R = —4 A und R = 4 A. Durch die héhere Masse wird die
Geschwindigkeit des Wellenpakets verlangsamt, wodurch sich der Zeitpunkt der Reflexion
an den Wendepunkten auf eine spateren Zeiten verschiebt. Diese Verschiebung wird durch
die roten vertikalen Linien illustriert.

Ein &hnliches Verhalten ergibt sich auch aus den Elektronendichten (Abb. 7.14 oben
Deuteron, unten Triton). Diese folgen dem Kern, wodurch sich auch hier der Reflexions-

zeitpunkt mit zunehmender Masse des Kerns nach hinten verschiebt.
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Abbildung 7.12: Oben: Populationsverlauf fiir den elektronischen Grundzustand PO2 "' (1) und
die zugehorige Fidelity Funktion Fo2 "' (¢) fiir das Deuteron. Unten: Populationsverlauf fiir den

elektronischen Grundzustand P03 "' () und die zugehérige Fidelity Funktion Fg’ "' (1) fiir das
Triton.

Die BO Kerndichten und BO Elektronendichten sind identisch zu den exakten Dichten,
weshalb auf die zuséitzliche Darstellung verzichtet wird. Aus Kapitel 7.2 geht hervor, dass
im wesentlichen nur die Komponente Af;, zur Langenform und Af; beziehungsweise A,
zur Geschwindigkeitsform des Impulserwartungswerts beitragen. Diese sind in Zeile eins
und zwei in Abblidung 7.15 dargestellt. Vergleicht man diese Komponenten fiir die Masse
des Protons (Abb. 7.10 Kapitel 7.2), des Deuterons (links) und des Tritons (rechts), so
zeigt sich, dass die Werte mit zunehmender Masse etwas kleiner werden. Dies gilt ebenfalls
fiir die Summe der einzelnen Komponenten in Zeile drei. In Zeile vier wird der exakte mit
dem BO Erwartungswert verglichen. Der exakte Wert unterscheidet sich, wie auch in den
vorherigen Kapiteln, nur durch kleine Oszillationseffekte von dem aus der BO Naherung.
Diese Ostzillationseffekte nehmen mit zunehmender Masse ab, wodurch die Differenzen
kleiner werden.

Die Ergebnisse belegen, dass durch sukzessive Erhohung der Masse die BO Naherung in
die exakte Losung tibergeht. Dadurch wird der elektronische BO Impulserwartungswert
aus der Langenform kleiner und strebt fiir groBe Massen gegen den Wert Null aus der

Geschwindigkeitsform.
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Abbildung 7.13: Oben: Verlauf der Kerndichte p?vmp (R,t) fiir das Deuteron. Unten: Verlauf der

Kerndichte p?vmp (R,t) fiir das Triton. Die Dichten nehmen Werte zwischen 0 (weifl) und 1.4 a.u.
(blau) an. Die roten vertikalen Linien zeigen den Zeitpunkt der Reflexion des Wellenpakets an.
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Abbildung 7.14: Oben: Verlauf der Elektronendichte pgm” (r,t) fiir das Deuteron. Unten: Verlauf
der Elektronendichte pgm” (r,t) fiir das Triton. Die Dichten nehmen Werte zwischen 0 (weif}) und
0.3 a.u. (blau) an. Die roten vertikalen Linien zeigen den Zeitpunkt der Reflexion des Wellenpakets
an.
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Abbildung 7.15: Die Werte fiir das Deuteron sind links und die des Tritons rechts dargestellt.
Die ersten beiden Zeilen zeigen die wichtigsten Komponenten der Geschwindigkeitsform A?
(rot) und der Léngenform A} = (blau). Zeile drei enthélt einen Vergleich der elektronischen
Impulserwartungswerte aus den zwei Formen (n = m = 4 Zustdnden) mit dem exakten Im-
pulserwartungswert (p,). Zeile vier zeigt einen Vergleich zwischen dem exakten und dem BO
Impulserwartungswert (p,)?¢ aus der Léngenform.
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7.3.2 Verbesserung der BO-Niherung durch Anndherung an den
diabatischen Grenzwert

Durch die Wahl einer diabatischen Basis (i, (r, Ro) siehe Kapitel 2.8) verschwinden die

NACTs (Gl 7.10 und 7.11) und man erhélt potentielle Kopplungselemente U,,,,,(R). Analog

zu der adiabatischen Geschwindigkeits- und Langenform des elektronischen Impulserwar-

tungswerts lasst sich jeweils eine entsprechende diabatische Form aufstellen. Dafiir wird

das Wellenpaket der exakten Propagation in die diabatische Basis entwickelt und man

erhalt fiir die Geschwindigkeitsform

ZZ (Yn(R, ) @n(r, Ro) | Br |5 (R, ) om(r, Ro))

_ dR Rt/an?m,R
ZZ/ pnm T Pn\T Uf/@(r 0)

L[rHe)

=S [dRpl(Rot) [ drour, Ro) [ HE -+ Tr, B)] o, Ro)

1 -
— sz/dRpZm(R,t)/drgpn(r, Ro)r H%p,,(r, Ro)
n om —_—

Ed,(Ro)@m(r,Ro) (7.12)

—ZZ /danm (R, 1) /dr ©n(r, Ro) H T ©m(r, Ro)
\—,_/
@n(r,Ro)Ed(Ro)
1
=5 ¢ [ AR gl (1) (B (Ro) — B(R)) [ drulr, Ro)rn(r Bo

Hnm (RO)

=22 Drnlfiot)

Die einzelnen Komponenten der Geschwindigkeitsform (DZ? ) sind

D2, (Ro, 1) = = (Ro) [ dR ol (R, 1) (BLL(Ro) — EA(R0)) (7.13)

Fiir die Langenform erhélt man
N d
(Pr) = =2 22 D (Un(B,)on(r Ro) [ [ 45, (R, ) om(r, Ro))

— Zn:%:/dR ipﬁm(ﬁ’, t)/dr ©n(r, Ro) 7 pn (1, Ro) (7.14)

#nM(RO)

=22 Dinlfio.t)

mit den Komponenten

D (B, 1) = po(Ro) [ Rt (R, ). (7.15)
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7.3.2.1 Diabatische BO-Naherung

Fasst man die BO Naherung dahingehend auf, dass die gesamte Dynamik auf nur ei-
ner Potentialflache erfolgt und keine Wechselwirkung zu anderen Zustdnden besteht, so
kann eine diabatische BO Naherung definiert werden. Dazu werden die diabatischen

Kopplungselemente U,,,,(R) gleich Null gesetzt und man erhélt die diabatische BO Kern-

schrodingergleichung
9 dBO(R 1) = —ia—2+ﬁ (R) + E%(Ry)| v&BO(R, 1) (7.16)
at n ) 2m aRQ nn n 0 n y .
ﬁg,BO

mit dem diabatischen BO Kernhamiltonoperator ﬁngO. Die Gesamtwellenfunktion
WO (r, R, 1) = ¢ PO (R, )pa(r, Ro) (7.17)

besteht aus dem Produkt des Kernwellenpakets U489 (R, ¢) mit der zu H4B° zugehdrigen
elektronischen Wellenfunktion ¢, (r, Ro). Berechnet man den elektronischen Impulserwar-

tungswert innerhalb der diabatischen BO Naherung tiber die Geschwindigkeitsform,
(r)BPO(t) = (OO (r, R )| b | UPO(r, R, 1))
~
o]
1 o~ ~
— [ARpEPOR 1) [ dr ol Ro) [ HE + 0 )] (7, Ro)
1 -~
= /dRp}i\}BO(R, t)g/dr o(r, Roy) _r, Hg} o(r, Roy)

1 -
= /dRp}j\}BO(R, t)g/dr o(r, Ro) & Ed(RO)] o(r,Ry) =0,
0

(7.18)

so ist dieser, wie auch in der adiabatischen BO Néherung (Gl. 7.3), gleich Null. Ein
Unterschied zur adiabatischen BO Naherung (Gl. 7.5) findet sich jedoch, wenn man die

Langenform verwendet. Diese ist fiir die diabatische BO Néherung

. d, . d
(B0 = 270 = = [ AR (R,1) [ drplr, Ro)r (v, Ro)

T dt
N(RO) (7 19)
B d d,BO _ d._ '
— ul(Ro) % [ AR pk"O (R, 1) = p(Fo) 51 = 0
Y iy

und somit immer Null. Die Propagation des Kenwellenpakets ¢*5°(R,t) innerhalb der
diabatischen BO Naherung erfolgt fast identisch zur Propagation in der adiabatischen BO
Néherung (Kapitel 4.5.2).
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Das diabatische BO Kernwellenpaket
Y*BO(R,t = 0) = Ne PH-Re)® (7.20)

entspricht dem aus der exakten Propagation (Kapitel 4.5 Gl. 4.12). Die Gesamtwahr-
scheinlichkeitsdichte p»B9(r, R, t), die Kerndichte p%”?(R,t) und die Elektronendichte

p&BO(r t) sind durch folgende Gleichungen gegeben:
#P0(r R, 1) = [0 (r, Rt (7.21)
2
PO (R,t) = ¢ PO (R, 1) (7.22)
pBO (1 4 = / dR W40 (1, R, 1) (7.23)

Um die Giite dieser BO Naherung in Bezug auf die exakte Propagation bestimmen zu

konnen léasst sich die Population der einzelnen diabatischen Zustédnde

2

Pt = [ar ‘ [ dron(r, Royu(r, R0 (7.24)
und die diabatische Fidelity Funktion
« 2
Fi(t) = ‘ / dR / dr (W0 (r, R, 1)) W(r, R, 1) (7.25)

berechnen.

7.3.2.2 Erste Parametrisierung

Fir das 1D Shin-Metiu Modell werden die Parameter P, g = 2.5 A, P g, = 1.5 A und
AFE = —10.04 eV verwendet, um einen moglichst diabatischen Fall zu generieren. Das
Wechselwirkungspotential (Abb. 7.16 oben) zeigt zwei Minima, die sich ausgehend von der
Position r = +5A und R = +1.5 A entlang der R Koordinate erstrecken.

Die adiabatischen Potentiale (mittig) besitzen eine vermiedene Kreuzung bei R = 0 mit
einem energetischen Abstand von 0.048 ¢V. An dieser Stelle schneiden sich die diabati-
schen Potentiale (Referenzgeometrie Ry = —2 A unten, siehe Kapitel 2.8 GI. 2.69). Die
Startposition des Wellenpakets (8 = 7.14 A) ist mit einem roten Punkt im adiabatischen
und diabatischen Potential markiert. Das Kernwellenpaket startet somit jeweils im ersten
angeregten elektronischen Zustand mit einer Auslenkung von R., = —1.86 A. Abbildung
7.17 zeigt die elektronischen Wellenfunktionen ¢, (r, R) fir die beiden Zustdnde. Die roten
vertikalen Linien markieren die Referenzgeometrie Ry = —2 A, an welcher die diabatischen
elektronischen Wellenfunktionen ,,(r, Ry) definiert werden. Fiir R < 0 ist das Elektron im
Grundzustand zum Grofteil am festen Kern bei = —5 A und fiir R > 0 am festen Kern
bei r = 5 A lokalisiert. Fiir den angeregten Zustand ist die Situation genau umgekehrt.
Das Elektron wird fiir die exakte wie auch die adiabatische BO Propagation durch die
adiabatische elektronische Wellenfunktion ¢;(r, R) beschrieben. Fiir die diabatische BO
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Abbildung 7.16: Oben: Wechselwirkungspotential 17(r, R) fiir das 1D Shin-Metiu Modell mit
den Parametern P.p = 2.5 /01, P.r. = 1.5A und AE = —10.04¢V. Die Konturlinien reichen
von 2 bis 20eV, in 2eV Schritten. Mitte: Die zu dem Wechselwirkungspotential zugehorigen
adiabatischen Potentiale V,,(R) fiir den Grundzustand n = 0 und den ersten angeregten Zustand
n = 1. Unten: Die zu dem Wechselwirkungspotential zugehorigen diabatischen Potentiale qu(R)
(Referenzgeometrie Ry = —2 A) fiir den Grundzustand n = 0 und den ersten angeregten Zustand
n = 1. Die roten Punkte markieren die Startposition des Wellenpakets R., = —1.86 A.

Propagation dient die diabatische elektronische Wellenfunktion ¢ (r, Ry). Die adiabati-
schen Populationen (Abb. 7.18 oben) zeigen einen fast vollstandigen, sich wiederholenden
Populationstransfer zwischen dem Grundzustand und dem ersten angeregten Zustand.
Entsprechend handelt es sich um einen diabatischen Fall, sodass die adiabatische BO
Néherung hier vollig versagen wiirde, weshalb nicht weiter auf diese eingegangen wird.
Dies wird ebenfalls durch die adiabatische Fidelity Funktion Fj(t) verdeutlicht, welche
Werte nahe Null annimmt.

Im diabatischen Bild (unten) ist iiber die gesamte Dauer der erste angeregte Zustand am
starksten populiert, jedoch findet mit der Zeit ein Ubertrag in den Grundzustand statt.
Die diabatische BO Naherung ist entsprechend besser als die adiabatische. Sie wird aber
mit der Zeit zunehmend schlechter, was durch den Populationstransfer und den Abfall
der Fidelity Funktion veranschaulicht wird. Die exakte Kerndichte (Abb. 7.19 oben) wie
auch die der diabatischen BO Néherung (unten) zeigen fur den Grofiteil der Dichte eine
Oszillation zwischen R = —1.9 A und R = 3.2 A. Diese entspricht der Bewegung auf dem

diabatischen n = 1 Zustand zwischen den klassischen Wendepunkten. In der exakten
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Abbildung 7.17: Oben: Elektronische Wellenfunktion fiir den Zustand n = 1. Unten: Elektroni-
sche Wellenfunktion fiir den Zustand n = 0. Die roten Linien markieren die Referenzgeometrie
der diabatischen elektronischen Wellenfunktion bei Ry = —2A. Die Wellenfunktionen nehmen
Werte zwischen —0.1 a.u. (schwarz) und 0.1 a.u. (blau) ein.

Kerndichte ist zusatzlich eine Bewegung zwischen R = —33A4 und R = 2.0 fol, welche
ab t = 40 fs auftritt, zu erkennen. Zu diesem Zeitpunkt findet ein Populationsiibertrag
in den diabatischen n = 0 Zustand statt, sodass diese Bewegung einer Oszillation zwi-
schen den klassischen Wendepunkten des diabatischen Grundzustands entspricht. Diese
zusatzliche Oszillation ist ein weiterer Hinweis darauf, dass der hier generierte Fall noch
kleinere Abweichungen zu der diabatischen BO Néherung aufweist. Die diabatische BO
Elektronendichte (Abb. 7.20 unten) ist geméaf ihrer Definition tiber den gesamten Zeitraum
konstant und am festen Kern bei Rpg = 5 A lokalisiert. Gleiches gilt fiir den Hauptteil der
exakten Elektronendichte (oben). Durch den Populationstransfer in den n = 0 Zustand
wechselt iiber die Dauer ein kleiner Teil der Dichte zu der Position des anderen festen
Kerns bei Ry = —5 A.

Betrachtet man die Beitrage zum elektronischen Impulserwartungswert siecht man, dass die
Diagonalelemente (Abb. 7.21 Zeile eins und drei) der Geschwindigkeitsform im adiabati-
schen (links) und diabatischen (rechts) Bild Null sind. Im adiabatischen Bild finden sich nur
in den Elementen A5, und A%, (zweite Zeile) sehr kleine Beitrage zur Geschwindigkeitsform.
Die anderen Komponenten sind nahezu Null. In der Léngenform zeigen sich dagegen sehr

grofle Beitrage in den Diagonalelementen. Diese besitzen jedoch inverse Vorzeichen, sodass
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Abbildung 7.18: Oben: Adiabatischer Populationsverlauf fiir die Zustédnde n = 0 (schwarz),
n =1 (blau) und die Fidelity Funktion fiir n = 1 (orange). Unten: Diabatischer Populationsverlauf
fir die Zustdnde n = 0 (schwarz), n = 1 (blau) und die Fidelity Funktion fiir n = 1 (orange).
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Abbildung 7.19: Oben: Kerndichte aus der exakten Propagation pn(R,t). Unten: Kerndichte
aus der diabatischen BO Propagation p?l\’,BO (R,t). Die Dichten nehmen Werte zwischen 0 (weif3)

und 0.4 a.u. (blau) ein.
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Abbildung 7.20: Oben: Elektronendichte aus der exakten Propagation pe(r,t). Unten: Elektro-
nendichte aus der diabatischen BO Propagation pg’BO(r, t). Die Dichten nehmen Werte zwischen
0 (weiB) und 0.1 a.u. (blau) ein.

sie sich in der Summe gegenseitig aufheben.

Die Werte der diabatischen Komponenten sind im Vergleich zu den adiabatischen deutlich
kleiner (siehe Skala). Von den gezeigten Elementen tragt fast nur Dfj, und DY, (zweite
Zeile) zur Geschwindigkeitsform bei. Im Gegensatz zur adiabatischen Beschreibung spielen
jedoch hier auch héhere Nebendiagonalelemente eine wichtige Rolle (nicht gezeigt). Die
Léngenform zeigt in allen Elementen der Abbildung, wie auch in den nicht gezeigten
hoheren Elementen, Beitrage.

Vergleicht man die Zeiten, in welchen Beitrige zur jeweiligen Geschwindigkeits- oder
Langenform auftreten, mit den Populationen aus Abbildung 7.18, so erkennt man, dass
nur Beitrage entstehen, wenn ein Populationstransfer stattfindet. In Situationen, in denen
ein diabatisches Verhalten vorliegt, ist der exakte Impulserwartungswert (Abb. 7.22 oben
und unten) sehr gering, da sich das Elektron beinahe stationér verhélt (siche Abb. 7.20).
Die Komponenten addieren sich sowohl im adiabatischen (Abb. 7.22 oben) als auch im
diabatischen Bild (unten) zum exakten elektronischen Impulserwartungswert auf. Dabei
miissen fiir das diabatische Bild deutlich mehr Zustande, durch die langsamere Konver-
genz der Reihe, verwendet werden, um eine richtige Beschreibung sicher zu stellen. Der

diabatische BO Erwartungswert ist nach Gleichung 7.18 und 7.19 immer Null.
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Abbildung 7.21: Links: Adiabatische Komponenten der Geschwindigkeits- AP = und Léngenform

T Ve oo
2R(Alp) —
2R(AY,) — | [ 2R(DR,) —

40 80 120 160 40 80 120 160

t [fs]

t [fs]

1 0.002

1-0.002

1-0.006

1 0.002

-0.002

1-0.006

1 0.002

1-0.002

1-0.006

1 0.002

1-0.002

1-0.006

[a.u.]

A7 ... Rechts: Diabatische Komponenten der Geschwindigkeits- D? =~ und Langenform D;,, ..
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Abbildung 7.22: Oben: Adiabatischer elektronischer Impulserwartungswerte fiir n = m = 4
Zustande in der Geschwindigkeits- (rot) und Léngenform (blau). In schwarz ist der exakte
Erwartungswert dargestellt. Unten: Diabatischer elektronischer Impulserwartungswerte fiir n =
m = 15 Zustande in der Geschwindigkeits- (rot) und Léngenform (blau). In schwarz ist der
exakte und in orange der diabatische BO Erwartungswert dargestellt.
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7.3.2.3 Zweite Parametrisierung

Fiir diesen Fall werden die Parameter P, p = 5.0 1401, P r. =15 Aund AE = —9.03¢eV fiir
das 1D Shin-Metiu Modell verwendet. Durch diese Parameterisierung wird die Wechselwir-
kung zwischen dem beweglichen Kern und dem Elektron weiter abgeschwécht, wodurch
eine noch diabatischere Situation als in Kapitel 7.3.2.2 entsteht. Dies zeigt sich auch
im Wechselwirkungspotential (Abb. 7.23 oben). Die beiden Minima an den Positionen
r = £5 A erstrecken sich jetzt noch weiter entlang der R Koordinate. Ebenso ist der
energetische Abstand an der vermiedenen Kreuzung der adiabatischen Potentiale (mittig)
bei R = 0 mit 0.008 eV noch kleiner als in der vorherigen Parameterisierung. Die beiden
diabatischen Potentiale (unten) sind zusammen deckungsgleich mit den beiden adiaba-

tischen und schneiden sich bei R = 0. Die Beschreibung der Startwellenpakete erfolgt

= ——
= ——
< 0> <
-4
= —
S 2 Vi(R)
9,
LRV
V{(R)
< 2
9,
w 1 g
Vo(R)
-3 -2 -1 0. 1 2 3
R [A]

Abbildung 7.23: Oben: Wechselwirkungspotential V(r, R) fiir das 1D Shin-Metiu Modell mit
den Parametern P, r = 5. OA P.r, = 1. 54 und AE = —9.03¢V. Die Konturlinien reichen
von 2 bis 20€eV, in 2eV Schritten. Mitte: Die zu dem Wechselwirkungspotential zugehorigen
adiabatischen Potentiale V;,(R) fiir den Grundzustand n = 0 und den ersten angeregten Zustand
n = 1. Unten: Die zu dem Wechselwirkungspotential zugehorigen diabatischen Potentiale V¢(R)
(Referenzgeometrie Ry = —2 A) fiir den Grundzustand n = 0 und den ersten angeregten Zustand
n = 1. Die roten Punkte markieren die Startposition des Wellenpakets R., = —1.86 A.

analog zum vorherigen Kapitel. Die elektronische Wellenfunktion des Grundzustands (Abb.
7.24 unten) und des ersten angeregten Zustands sind stérker an der Postion der festen
Kerne bei r = £5 A lokalisiert als im vorherigen Fall, wodurch der kleine energetische

Abstand in der vermiedenen Kreuzung erklart wird. Im adiabatischen Bild findet wahrend
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Abbildung 7.24: Oben: Elektronische Wellenfunktion fiir den Zustand n = 1. Unten: Elektroni-
sche Wellenfunktion fiir den Zustand n = 0. Die roten Linien markieren die Referenzgeometrie
der diabatischen elektronischen Wellenfunktion bei Ry = —2 A. Die Wellenfunktionen nehmen
Werte zwischen —0.1 a.u. (schwarz) und 0.1 a.u. (blau) ein.

der Propagationsdauer standig ein nahezu 100 %iger Populationstransfer (Abb. 7.25 oben)
zwischen dem ersten angeregten und dem Grundzustand statt. Somit ist die Fidelity Funk-
tion Fi(t) beinahe Null. Die Population und die Fidelity Funktion des diabatischen n =1
Zustands sind dagegen wihrend der Zeitdauer beinahe Eins. Entsprechend findet nahezu
die komplette Dynamik auf diesem Zustand statt, wodurch die diabatische BO Néherung
fiir diesen Fall eine gute Beschreibung liefern sollte. Dies wird durch den Vergleich der
exakten (Abb. 7.26 oben) mit der diabatischen BO Kerndichte (unten) bestétigt. Diese sind
deckungsgleich und zeigen eine Oszillation auf dem diabatischen n = 1 Zustand zwischen
den klassischen Umkehrpunkten R = —2A und R = 3 A. Die exakte Elektronendichte
(Abb. 7.27 oben) ist ebenfalls deckungsgleich mit der diabatischen BO Elektronendichte
(unten). Das Elektron ist wihrend der kompletten Zeitspanne am festen Kern mit r = 5 A
lokalisiert. Die Impulskomponenten verhalten sich ahnlich zum vorherigen Kapitel. Die
Diagonalelemente (Abb. 7.28 Zeile eins und drei) sind weiterhin in beiden Bildern (links
und rechts) Null fiir die Geschwindigkeitsform.

Im adiabatischen Bild (links) sind die Beitrége der Geschwindigkeitsform sehr viel geringer
als die der Léngenform und gehen im Vergleich dazu gegen Null. Die Werte der adiabati-

schen Langenform sind deutlich grofler als zum vorherigen Kapitel, doch 16schen sie sich
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Abbildung 7.25: Oben: Adiabatischer Populationsverlauf fiir die Zustdnde n = 0 (schwarz),
n =1 (blau) und die Fidelity Funktion fiir n = 1 (orange). Unten: Diabatischer Populationsverlauf
fir die Zustande n = 0 (schwarz), n = 1 (blau) und die Fidelity Funktion fiir n = 1 (orange).
Man beachte die verschiedenen Skalen.

durch das entgegengesetzte Vorzeichen beim Aufsummieren gegenseitig aus.

Die Werte in der diabatischen Form (rechts) sind dagegen deutlich kleiner geworden
(siehe Skala). In der Langenform finden sich in allen gezeigten Komponenten, wie auch in
den nicht gezeigten hoheren Komponenten, Beitrage zum Impulserwartungswert. Fir die
Geschwindigkeitsform findet sich der grofite Anteil im Element Df; und DY (zweite Zeile).
Die anderen gezeigten Elemente tragen dagegen nur wenig bei, wobei auch hier hohere
Elemente beriicksichtigt werden miissen.

Wie auch im vorherigen Fall, enthalten die einzelnen Komponenten nur Anteile am Impul-
serwartungswert, wenn ein Populationstransfer (Abb. 7.25) stattfindet. Durch die starke
Lokalisation des Elektrons (Abb. 7.27) strebt der exakte elektronische Impulserwartungs-
wert gegen Null (Abb. 7.29 unten und oben). Dieses Verhalten zeigt die Anndherung der
exakten Propagation an die diabatische BO Naherung (unten). Die Summe der Elemente
aus der Geschwindigkeits- und Langenform bilden sowohl im adiabatischen (oben) als auch

im diabatischen (unten) den exakten Wert nach.
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Abbildung 7.26: Oben: Kerndichte aus der exakten Propagation py(R,t). Unten: Kerndichte
aus der diabatischen BO Propagation p?\}BO (R,t). Die Dichten nehmen Werte zwischen 0 (weif3)

und 0.4 a.u. (blau) ein.
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Abbildung 7.27: Oben: Elektronendichte aus der exakten Propagation pe(r,t). Unten: Elektro-
nendichte aus der diabatischen BO Propagation pg’BO (r,t). Die Dichten nehmen Werte zwischen
0 (weiB) und 0.1 a.u. (blau) ein.
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Abbildung 7.28: Links: Adiabatische Komponenten der Geschwindigkeits- A? = und Léngenform
A7 ... Rechts: Diabatische Komponenten der Geschwindigkeits- D? =~ und Langenform D;,, ..
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Abbildung 7.29: Oben: Adiabatischer elektronischer Impulserwartungswerte fiir n = m = 4
Zustande in der Geschwindigkeits- (rot) und Léngenform (blau). In schwarz ist der exakte
Erwartungswert dargestellt. Unten: Diabatischer elektronischer Impulserwartungswerte fiir n =
m = 15 Zustande in der Geschwindigkeits- (rot) und Léngenform (blau). In schwarz ist der
exakte und in orange der diabatische BO Erwartungswert dargestellt.

109



7.3.2.4 Diabatischer Grenzwert

Entfernt man im 1D Shin-Metiu Modell aus dem Wechselwirkungspotential V (r, R) die

Wechselwirkung zwischen dem Elektron und dem beweglichen Proton, sodass

~ QRQrmQr QRrQr
% —
) = R — R T B - R

. . 7.26
OnQeert (%) @r@eos () (726)
Y ’ E
" |Rp1 — 7| * [Rpa — 7| N

ist, so erhélt man ein Potential (Abb. 7.30) fiir eine vollstandig entkoppelte Kern- und
Elektronenbewegung. Die Wechselwirkung mit den festen Kernen sorgt dafiir, dass das
System weiterhin gebunden bleibt. Durch die attraktive Wechselwirkung des Elektrons mit
den festen Kernen und die Abstoffung des beweglichen Protons entstehen zwei Minima
an der Position R = 0 und r = £5 A. Die elektronische Wellenfunktion bleibt konstant,

>

o N A~ O

r [A]

4 -2 0 2 4
R[A]
Abbildung 7.30: Wechselwirkungspotential 17(7', R) fir das 1D Shin-Metiu Modell mit den

Parametern P g, = 1.5A und AE = —6.52¢V. Die Konturlinien reichen von 2 bis 20 eV, in
2 eV Schritten.

wodurch die adiabtischen und die diabatischen Wellenfunktionen identisch sind (Abb.
7.31). Durch die vollstindige Entkopplung des Elektrons vom Kern verschwinden die
Ableitungen der elektronischen Wellenfunktionen nach der Kernkoordinate R und somit
die NACTs (GIl. 7.10 und 7.11), weshalb die adiabtische BO Naherung und die exakte
Losung iibereinstimmen.

Das Wechselwirkungspotential ‘A/(r, R) setzt sich in diesem Fall aus einem elektronischen

Potential V'(r) und einem Kernpotential V' (R) zusammen. Dadurch ergibt sich fir die
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Abbildung 7.31: Unten: Elektronische Wellenfunktion fiir den Grundzustand. Oben: Elek-
tronische Wellenfunktion fiir den ersten angeregten Zustand. Die roten Linien markieren die
Referenzgeometrie fiir die diabatische elektronische Wellenfunktion bei Ry = —2 A. Die Wellen-
funktionen nehmen Werte zwischen —0.1 a.u. (schwarz) und 0.1 a.u. (blau) ein.

diabatischen Kopplungselemente U,,,(R) (n # m):
R

(r, R) = V(r, Ro) | om(r, Bo))x

(@n(r, Ro) | U(r, R) | om(r, Ro))r = (pn(r |4
©m (T, Ro))r (7.27)
0.

= (@n(r; Ro) [V(r) + V(R) = V(r) = V(R
= (VI(R) = V(Ro)) {en(r, Ro) | om(r, Ro)

(snm

o) |
o) |
)r

Diese Kopplungselemente verschwinden ebenfalls, wodurch auch die diabatische BO Néhe-
rung in die exakte und damit auch in die adiabatische BO Néherung tibergeht. Entsprechend
sind die adiabatischen und die diabatischen Potentiale identische (Abb. 7.32). Der ener-
getische Abstand der Potentiale n = 0 und n = 1 ist durch die fehlende Wechselwirkung
zwischen dem Elektron und dem beweglichen Kern sehr gering (siehe Skala). Die Startwel-
lenpakete werden identisch zu den beiden vorherigen Kapiteln angesetzt. Entsprechend
starten diese in der adiabatischen als auch in der diabatischen BO Néherung im ersten
angeregten Zustand (n = 1) an der Position R., = —1.86 A. Die Elektronendichte bleibt
konstant und ist, wie zu erwarten war identisch fiir die exakte (Abb. 7.33 oben), die
adibatische BO (mittig) und die diabatische BO (unten) Propagation. Ebenso sind die

Kerndichten identisch (Abb. 7.34 oben und unten) und zeigen eine Oszillation im ersten
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Abbildung 7.32: Adiabatische (V,,(R)) und diabatische (V,¢(R)) Potentiale fiir den Grund- und
ersten angeregten Zustand.
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Abbildung 7.33: Oben: Elektronendichte aus der exakten Propagation p.(r,t). Mittig: Elek-

tronendichte aus der adiabatischen BO Propagation pZ¢(r,t). Unten: Elektronendichte aus der

diabatischen BO Propagation p®#9(r,t). Die Dichten nehmen Werte zwischen 0 (weifl) und
0.1a.u. (blau) ein.

angeregten Zustand zwischen den klassischen Umkehrpunkten bei R = —2 Aund R=2A.
Dass die exakte Propagation identisch mit den beiden BO Néherungen ist, wird auch durch
die Fidelity-Funktionen in Abbildung 7.35 (oben) bestétigt. Diese besitzen durchgehend
den Wert Eins, sodass kein Unterschied zwischen den verschieden propagierten Wellenpa-
keten eintritt. Entsprechend verschwindet der elektronische Impulserwartungswert sowohl
tiber die exakte Beschreibung als auch tiber die BO Beschreibungen (unten), wobei es egal

ist, ob der Erwartungswert iiber die Langen- oder Geschwindigkeitsform berechnet wird.
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Abbildung 7.34: Oben: Kerndichte aus der exakten Propagation py(R,t). Mittig: Kerndichte
aus der abatischen BO Propagation pﬁo (R,t). Unten: Kerndichte aus der diabatischen BO
Propagation p‘]i\}BO(R, t). Die Dichten nehmen Werte zwischen 0 (wei}) und 0.4 a.u. (blau) ein.
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Abbildung 7.35: Oben: Fidelity-Funktion fiir den adiabatischen (F(t) blau) und den diabati-
schen (F{(t) orange) n = 1 Zustand. Unten: Elektronischer Impulserwartungswert fiir die exakte-
((pr) schwarz), die adiabatisch BO- ((p,)?© blau) und die diabatische BO Propagation ((p,)%#¢
orange).
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7.4 Erweiterung auf drei Teilchen [83]

Die vorherigen Simulationen bezogen sich alle auf das 1D Shin-Metiu Modell. In diesem
Kapitel wird tiberpriift, ob die Ergebnisse auch fiir mehr als zwei Teilchen gelten, wofir
das 1D Modell mit zwei Elektronen verwendet wird (Kapitel 4.3)

Die verwendeten Parameter sind P, gp = P g, = P, = 1.5 A. Fiir jedes der beiden Elektro-
nen (Koordinaten r, und ry) lésst sich eine Elektronendichte und ein Impulserwartungswert

berechnen. Fur das erste Elektron erhalt man:

pe(r1,t /dR /drg (U (ry, 79, R, 1), (7.28)

pT‘1 /dR/d'rl/dTZ 1”1,7’2, )pTl\I[(r17T27R) (729>

Entsprechendes gilt auch fiir die BO Naherung;:

pBO (1) /dR/dr B0y, ra, R 1) (7.30)

(Pry) /dR— BO (R, 1) /drl/drggp r1, 72, R)r1 o(r, e, R). (7.31)

Aufgrund der Austauschsymmetrie, welche aus der Ununterscheidbarkeit der beiden Elek-
tronen [20, 72| hervorgeht und besagt, dass sich die Gesamtwahrscheinlichkeitsdichte beim
Vertauschen der Elektronen (Vertauschen der Indizes 1 und 2 von r) nicht dndern darf,
sind die Dichten und Erwartungswerte der beiden Elektronen identisch. Nachfolgend wird
deshalb auf den Index 1 (beziehungsweise 2) von r in den jeweiligen Grofien verzichtet.

Die adiabtischen Potentiale (Abb. 7.36) fiir die Singulett- und Triplettzustinde der beiden
Elektronen kénnen durch Festlegung der raumlichen Symmetrie bestimmt werden. Ist
die elektronische Wellenfunktion ¢(r,re, R) symmetrisch in Bezug auf den Austausch
der beiden Elektronen, so handelt es sich um einen Singulettzustand. Entsprechend ist

die antisymmetrische Konfiguration ein Triplettzustand. Die Potentiale des Grundzustan-

Abbildung 7.36: Adiabatische Potentiale fiir den Grundzustand und den ersten angeregten
Zustand in der Singulett- (V,¥(R)) und der Triplettkonfiguration (V,!(R)). Der rote Punkt markiert
die Startposition des Kernwellenpakets auf dem Triplettgrundzustand.
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des sind, hervorgerufen durch die hohe Barriere bei R = 0, fiir beide Konfigurationen
nahezu identisch. Der erste angeregte Singulettzustand liegt energetisch tiefer als der
Triplettzustand und ist somit weniger gut vom Grundzustand separiert. Durch den fiir
die Propagation verwendeten Hamiltonoperator erfolgt keine Wechselwirkung zwischen
Singulett und Triplett. Demnach kann wahrend der Propagation nur ein Populations-
iibertrag in Zustinde gleicher Symmetrie erfolgen. Aus diesem Grund eignet sich der
Triplettgrundzustand eher fiir die BO Néaherung als der Singulettgrundzustand, da dieser
besser von den angeregten Zustinden separiert ist. Entsprechend wird fiir die Beschreibung
des Elektrons die elektronische Wellenfunktion des Triplettgrundzustands verwendet. Die
Paramenter der exakten und BO Anfangswellenfunktion (Kapitel 4.5.1 Gl. 4.7 und Kapitel
4.5.2 Gl. 4.12) sind R., = —3.3A und B8 = 7.14472. Fiir die BO Propagation ist die
Startposition mit einem roten Punkt im Potential markiert (Abb. 7.36).

Die Population des Grundzustands, wie auch die zugehorige Fidelity Funktion haben
wahrend des zeitlichen Verlaufs durchgehend einen Wert nahe Eins (Abb. 7.37). Die BO
Néherung sollte somit gute Ergebnisse liefern. Es zeigen sich aber auch leichte Schwan-

kungen, sodass ein minimaler Ubertrag in den ersten angeregten Zustand erfolgt. Durch

0.999| |
50998
< 0.997|
0.996]

Po(t)

20 40 60 80 100
t [fs]

Abbildung 7.37: Populationsverlauf P}(t) fiir den Triplettgrundzustand (schwarz) und die
Fideltity Funktion des Zustands F{(t) (orange).

die starke Auslenkung des Wellenpakets (R, = —3.3 A Abb. 7.36) besitzt es eine deutlich
hohere Energie als die Barriere des Grundzustands bei R = 0. Entsprechend oszilliert die
Kerndichte (Abb. 7.38) zwischen den klassischen Umkehrpunkten des Potentials, wobei
mit der Zeit ein immer grofler werdender Dispersionseffekt eintritt. Zwischen der exakten
(oben) und der BO Kerndichte (unten) ist kein Unterschied erkennbar. Das Gleiche gilt fir
die Elektronendichte (Abb. 7.39 oben und unten). Die Elektronendichte ist hauptsachlich
an der Position der festen Kerne bei r = +5 A lokalisiert. Ein Teil folgt aber auch der
Bewegung des Kerns. Entsprechend ist bei ¢ = 20 fs ein Dichteiibertrag von r = —5A4
nach r = 5 4 zu erkennen, wahrend sich der Kern in Richtung R > 0 bewegt. Nach der
Umkehrung der Bewegungsrichtung des Kerns erfolgt in der Elektronendichte ein Ubertrag
von r =5 A nach r = —5 A bei t = 70 fs. Die Impulserwartungswerte fiir den Kern (Abb.

7.40 oben) aus der exakten und der BO Propagation stimmen sehr gut tiberein. Zu Beginn
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Abbildung 7.38: Oben: Kerndichte aus der exakten Propagation py(R,t). Unten: Kerndichte
aus der BO Propagation pS(R,t). Die Dichten nehmen Werte zwischen 0 (wei) und 1.4 a.u.
(blau) ein.
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Abbildung 7.39: Oben: Elektronendichte aus der exakten Propagation p(r,t). Unten: Elektro-

nendichte aus der BO Propagation p29(r,t). Die Dichten nehmen Werte zwischen 0 (weifl) und

0.1a.u. (blau) ein.

nimmt der Impuls zu, bis das Wellenpaket das linke Potentialminimum (Abb. 7.36) bei
t = 10 fs erreicht. Anschlieend passiert das Wellenpaket die Barriere, wodurch der Impuls
leicht abnimmt. Danach (¢ = 20 fs) nimmt er wieder leicht zu bis das rechte Minimum
(t = 35 fs) erreicht wird. Dann trifft das Wellenpaket auf die rechte Potentialwand und
der Impuls nimmt ab. Bei t = 50 fs ist der klassische Wendepunkt erreicht und der Impuls
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wird Null. Nach der Reflexion des Pakets bewegt es sich in Richtung R < 0 und der Impuls
wird negativ.

Auch der elektronische BO Impulserwartungswert, berechnet iiber die Langenform, stimmt
gut mit dem exakten Wert iiberein (unten). Sie unterscheiden sich lediglich, wie im Fall

mit einem Elektron, durch schnelle Oszillationen im exakten Wert. Untersucht man die

. ' A
g —0002' ’ <pr> -

— —0.004} ‘ <F/5r>BO

20 40 60 80 100
t [fs]

Abbildung 7.40: Oben: Impulserwartungswert fiir den Kern aus der exakten Propagation (pr)
(schwarz) und der BO Propagation (p5¢) (orange). Unten: Elektronische Impulserwartungswerte
aus der exakten Propagation (p,) (schwarz) und der BO Propagation (p2°) (orange).

Impulserwartungswerte des Kerns genauer, so finden sich auch dort kleine Unterschiede
zwischen dem exakten und dem BO Wert. Diese fallen jedoch aufgrund der grofleren Werte,
die der Kernerwartungswerts im Gegensatz zum elektronischen einnimmt, kaum auf. Um
diese Abweichungen zu untersuchen kann man die Differenz ¢¢(ry, 79, R, t) zwischen dem

exakt- und BO propagierten Wellenpaket berechnen,

wd(rla T, R7 t) = \I](rh T, R> t) - \IIBO(TD T2, R7 t) (732)

117



Der elektronische Impulserwartungswert kann dann wie folgt ausgedriickt werden

. d
<p7“> = %<7"1>
d
= %(WBO(TMT% R7 t) + wd(rerv R7 t) |T1 | \IJBO(Tla T, R7 t) + wd(rlv T, R7 t)>
d
= %(WBO(TMTQ) R7 t) ’TI ’ \I]BO(Tlar%Ra t)>
(pr)BO
d
+ £<¢d(r1,r2,R, t)[ry |4 (ry,ra, R, 1))

(pr)?

d
+ %2§R<‘PBO<T1, T, R, t) | 1 ’ wd(T’l, Ta, R, t)) .

(pr)i

(7.33)

Dadurch erhélt man zwei Korrekturterme zum BO Impulserwartungswert. Einen Term,
der nur aus der Differenz zwischen exakt und BO besteht ((p,)?) und einen Interferenzterm
zwischen dem BO Wellenpaket und der Differenz ((p,)?). Die unterschiedlichen Beitrige sind
in Abbildung 7.41 dargestellt. Diese Korrekturen enthalten die Oszillationen des exakten
Impulserwartungswerts, wobei der Einfluss des Interferenzterms grofler ist als der des
Differenzterms. Vergleicht man die Korrekturen mit der Fidelity Funktion (Abb. 7.37), so
fillt eine gewisse Ahnlichkeit auf. Bei ¢ = 20 fs ist ein Abfall im Interferenzterm erkennbar,
sodass ein Unterschied zwischen dem exakten Wellenpaket und dem BO Wellenpaket
vorliegt. Entsprechend fallt auch die Fidelity Funktion zu diesem Zeitpunkt stark ab. Fiir
spatere Zeiten findet man in den Korrekturtermen wie auch in der Fidelity Funktion

Ostzillationen, hervorgerufen durch nicht adiabatische Wechselwirkungen.
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Abbildung 7.41: Korrekturterme zum elektronischen BO Impulserwartungswert. Der Differenz-

term (p,)? in rot und der Interferenzterm (p,)? in schwarz.

7.5 Erweiterung auf zwei Dimensionen [83]

Bisher wurde gezeigt, dass fiir den eindimensionalen Fall die Berechnung eines elektroni-
schen Impulserwartungswerts innerhalb der BO Naherung moglich ist. Diese Untersuchung
wird nun auf zwei Dimensionen unter Verwendung des 2D Shin-Metiu Modells (Kapitel
4.4) erweitert.

Fir das Modell werden die Parameter P = 10a.u., P, = 0.5a.u. und Pry = 1.5a.u.
verwendet. Das adiabatische Grundzustandspotential (Abb. 7.42) ist energetisch gut vom
ersten angeregten Zustand separiert, sodass eine Beschreibung durch die BO Naherung
auf diesem Zustand moglich ist. Analog zu den vorherigen Kapiteln wird das exakte und
das BO Startwellenpaket identisch angesetzt, sodass die Beschreibung des Elektrons durch
die elektronische Grundzustandswellenfunktion erfolgt. Das Potential besitzt ein einziges
Minimum an der Position R = (0,0.5) a.u.. Das Kernwellenpaket (§ = 10a.u.) startet
an der Position Req = (—0.6,—0.6) a.u. (grine Markierung) und bewegt sich entlang
der Diagonalen durch das Potential. Die roten Markierungen zeigen fiir verschiedene
Zeiten, auf welche spater genauer eingegangen wird, den Ortserwartungswert des Kerns.
Die Population des Grundzustands und die Fidelity Funktion des Grundzustands (Abb.
7.43) sind nahezu Eins, was die Giite der BO Néherung fir diesen Fall widerspiegelt.
In Abbildung 7.44 sind die Kerndichten fiir die exakte Propagation (links) und die BO
(rechts) Propagation zu verschiedenen Zeiten gezeigt. Diese sind nahezu identisch und
zeigen die Bewegung des Wellenpakets von der Startposition bis zur ersten Reflexion am
klassischen Umkehrpunkt (¢ = 3.87 fs) des Potentials. Wahrend dieser Zeit bewegt sich
das Kernwellenpaket auf der Diagonalen durch das Potential und die Dichte bleibt in
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-0.5
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Abbildung 7.42: Adiabatischer Grundzustand mit Konturlinien von —1.5 a.u. bis 0, in 0.1 a.u.
Schritten. Der griine Punkt markiert die Startposition des Wellenpakets Req = (—0.6, —0.6) a.u..
Rot markiert ist der Ortserwartungswerte (R) zu den Zeiten der in Abbildung 7.44 und 7.45
gezeigten Grofen.

1 [ j j j j j ]
0.99998 \\ Pol®
L. 0.99994/
0.99992}

2 4 6 8 10
t [fs]
Abbildung 7.43: Populationsverlauf P}(¢) fiir den Grundzustand (schwarz) und die Fideltity

Funktion des Zustands F{(t) (orange). Die roten vertikalen Linien markieren die Zeiten der in
Abbildung 7.44 und 7.45 gezeigten Grofien.

einem kleinen Raumbereich lokalisiert.
Die Elektronendichten der beiden Propagationen (Abb. 7.45 links und rechts) sind eben-
falls identisch. Diese verandern sich wahrend dieser Zeit nur minimal und bleiben zwischen

den zwei festen Kernen bei r = (0, 1.2) a.u. lokalisiert. Durch die zusétzliche Dimension
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Abbildung 7.44: Links: Kerndichte aus der exakten Propagation px(R,t). Rechts: Kerndichte
aus BO Propagation pRC(R,t). Die Dichten nehmen Werte zwischen 0 (weifl) und 6 a.u. (blau)
ein.

besitzt der Impulserwartungswert des Kerns zwei Komponenten. Eine entlang R, ((Pg,)
Abb. 7.46 oben) und eine entlang R, ((pr,) unten). Beide Komponenten stimmen sehr
gut mit denen aus der BO Naherung tiberein. Durch die beinahe diagonale Bewegung
durch das Potential ahneln sich die R,- und R, -Komponente. Zu Beginn nimmt der Impuls
in beide Richtungen zu bis das Minimum des Potentials bei 2.50 fs erreicht ist und das
Wellenpaket auf die Potentialwand trifft. AnschlieBend nimmt der Erwartungswert ab
und erreicht am klassischen Umkehrpunkt des Potentials (¢ = 3.87 fs) den Wert Null.
Dann wird das Paket reflektiert und der Erwartungswert wird negativ. Die Komponenten

des elektronischen Impulserwartungswerts sind in Abbildung 7.47 (oben und unten) zu
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Abbildung 7.45: Links: Elektronendichte aus der exakten Propagation pc(r,t). Rechts: Elek-
tronendichte aus der BO Propagation pZ©(r,t). Die Dichten nehmen Werte zwischen 0 (weif)
und 0.1 a.u. (blau) ein.

sehen. Bis auf kleine Unterschiede stimmt auch im zweidimensionalen Fall der exakte Wert
sehr gut mit dem aus der BO Langenform iiberein. Die Komponenten des elektronischen
Erwartungswerts verhalten sich analog zu denen des Kerns, sodass, auch wenn aus der
Elektronendichte nicht ersichtlich, das Elektron dennoch dem Kern folgt.
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Abbildung 7.46: Oben: Impulserwartungswertkomponente des Kerns ((pr,)) aus der exakten
Propagation in schwarz und der BO Propagation in orange. Unten: Vergleich der Impulserwar-
tungswertkomponente des Kerns ({pr,)) aus der exakten Propagation (schwarz) und der BO
Propagation (orange). Die vertikalen roten Linien markieren die Zeiten der in Abbildung 7.44
und 7.45 gezeigten Groflen.

0004’ Y X
— 0.002 | \ <B > T

t [fs]

Abbildung 7.47: Oben: Impulserwartungswertkomponente des Elektrons ((p,,)) aus der exakten
Propagation in schwarz und der BO Propagation in orange. Unten: Vergleich der Impulserwar-
tungswertkomponente des Elektrons ({p,,)) aus der exakten Propagation (schwarz) und der BO
Propagation (orange). Die vertikalen roten Linien markieren die Zeiten der in Abbildung 7.44
und 7.45 gezeigten Grofien.
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7.6 Zusammenfassung aus den Untersuchungen zum

elektronischen Impulserwartungswert innerhalb
der BO-Naherung

Versucht man den elektronischen Impulserwartungswert innerhalb der BO Naherung direkt
aus seiner Definition (Geschwindigkeitsform) zu berechnen, so ist dieser gleich Null. Erfolgt
die Berechnung dagegen iiber das Ehrenfest-Theorem (Léngenform (p,) = £(r)), so
verschwindet dieser nicht und man erhalt einen Wert, der sehr gut mit dem exakten Wert
iibereinstimmt.

Durch eine adiabatische Entwicklung der Wellenfunktion lassen sich die Geschwindigkeits-
(AP ) und Langenform (A}, ) in Terme, abhdngig von den elektronischen Zusténden (n
und m), entwickeln. In die Geschwindigkeitsform geht dabei die Potentialdifferenz der
beiden beteiligten Zustédnde ein, wodurch die Diagonalterme verschwinden. Entsprechend
kann aus der BO Naherung kein Wert erhalten werden, da die gesamte Dynamik in nur
einem Zustand erfolgt und demnach nur ein Diagonalterm berticksichtigt wird. In der
Langenform ist dagegen der Hauptanteil an dem Impulserwartungswert im Diagonalelement
des besetzten elektronischen Zustands enthalten, wodurch tiber die BO Naherung ein sehr
guter Wert erhalten werden kann. Das Versagen der Geschwindigkeitsform ist somit auf
die langsamere Konvergenz der Reihe zuriickzufiihren.

Fiir einen Fall, fiir den die BO Néaherung identisch mit der exakten Losung ist, miissen, wie
auch fiir die exakte Losung, beide Formen innerhalb der BO Naherung dquivalent sein und
somit Null ergeben. Um so einen Fall zu konstruieren miissen die NACTs verschwinden.
Durch eine Erhéhung der Kernmasse kénnen die Werte der NACTs verringert werden
und der elektronische Erwartungswert néhert sich der Null. Eine andere Methode die
Kopplungselemente verschwinden zu lassen, liegt in der Wahl einer kernunabhangigen
elektronischen Wellenfunktion, wie es fiir das diabatische Anschauungsbild der Fall ist.
Innerhalb dieses Bildes lésst sich eine diabatische BO Naherung definieren, bei der die
gesamte Dynamik in nur einem diabatischen Zustand erfolgt. Die Anndherung an dieses
diabatische Bild erfolgt durch eine Verringerung der Elektronen-Kern-Wechselwirkung,
wodurch sich der elektronische Impulserwartungswert aus der exakten Propagation dem
Wert Null anndhert. Vernachlassigt man die Elektronen-Kern-Wechselwirkung komplett,
so gelangt man zum diabatischen Grenzwert. Fiir diesen Fall gehen die adiabatische BO
Néherung, die diabatische BO Naherung und die exakte Beschreibung ineinander iiber
und der elektronische Impulserwartungswert verschwindet. Dies zeigt auf, dass die BO
Néherung streng genommen nur fiir ein unphysikalisches System gilt, bei dem es keine
Wechselwirkung zwischen Kernen und Elektronen gibt und somit keine Molekiile existieren.
Die Ergebnisse aus den eindimensionalen Untersuchungen kénnen auf Systeme mit mehr

Teilchen und mehr Dimensionen tibertragen werden.

124



8 Einfiihrung einer neuen
Flussdichte

In Kapitel 7 wird ausfiihrlich iber den Impulserwartungswert diskutiert, wobei die Be-
rechnung tiber die Geschwindigkeitsform und die Langenform des Ehrenfest-Theorems
vorgestellt wird. In diesem Kapitel wird nochmals auf die beiden Formen zuriickgegriffen.
Die Langenform lasst sich ausdriicken als

d 9p(q,1)

(p) =m—{a) = mi/dqw*(q,t)qﬁ’(q,t) = m/dqu, (8.1)

wobei m der Masse und q dem Ortsoperator entspricht. Fiir die Geschwindigkeitsform ist

eine Formulierung tiber die Wahrscheinlichkeitsflussdichte j(q,¢) moglich und wir erhalten

(o) = [ daw(a,1)pe(a,t)= [ da (b W(a ) ¥la,b) + ¥ (a1) (p¥(a,0)

1 ) (8.2)
=m [ da —R[¥(a,1)p¥(a,t)] =m [ daja.t).
Fasst man beide Formulierungen zusammen,
Jp(q,t .
(p) = m/dq q p(aqt ) - m/qu(q,t), (8.3)
—_——

j(at)

wird ersichtlich, dass auch der Ausdruck aus der Langenform einer Flussdichte j(q, t) ent-
sprechen muss. Diese Flussdichte wird nachfolgend als Translationsflussdichte bezeichnet.
Die beiden Flussdichten j und j unterscheiden sich deutlich, wie aus ihren Definitionen
hervorgeht, jedoch ist das Ortsintegral {iber beide dquivalent. Wie die Wahrscheinlichkeits-

flussdichte, so muss auch die Translationsflussdichte eine Kontinuitédtsgleichung,

erfiillen. Entsprechend léasst sich die zugehorige Translationsdichte p(q, t) tber die Konti-

nuitdtsgleichung berechnen,

~ B T . dp(q,t)
Ep(q,t) = —Vqilq,t) = =Vq A5 (8.5)
und wir erhalten
pla,t) = =Vqap(a,t) = —p(q,t)Vqq — qVqp(q,t). (8.6)
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Diese Dichte unterscheidet sich von der bekannten Wahrscheinlichkeitsdichte, da sie sowohl
negative als auch positive Werte annehmen kann und folglich auch Knoten aufweisen kann.

Das Integral der Translationsdichte tiber den Ortsraum ist

/dqﬁ(q, t) = —/dqp<q, t)Vqaq — /dquq p(q,t). (8.7)

Der hintere Term lésst sich durch partielle Integration umformen und wir erhalten

—/dquq pla,t) = — [qp(q,t)]i"ooJr/dqp(q, t)Vqa. (88)

—_——
=0

Beachtet man, dass die Wellenfunktion und somit auch die Wahrscheinlichkeitsdichte an

den Réndern verschwindet, ergibt sich schliellich

/dqﬁ(q,t) = —/dqp(q,t)VquL/dqp(q,t)qu = 0. (8.9)

Die Translationsdichte ist somit “auf Null normiert*.

8.1 Interpretation der Flussdichte [85]

Zur numerischen Simulation wird das 1D Shin-Metiu Modell mit den Parametern P,.p =
1.0 /i, P g, = 2.0A und AE = —16.2 ¢V verwendet. Die Parameter sind so gewahlt, dass
der adiabatische Grundzustand gut von den hoher gelegenen Zustanden separiert ist. Die
Propagation fiir den Fall der gekoppelten Elektronen-Kern-Dynamik erfolgt jedoch auf dem
Wechselwirkungspotential. Das Wechselwirkungspotential (oben) und die adiabatischen
Potentiale fiir die elektronischen Zustinde n = 0,1 (unten) sind in Abbildung 8.1 zu
sehen. Zusatzlich ist die Auslenkung des Kernwellenpakets R., = —3.0 A(B=T14472)
im adiabatischen Potential durch einen roten Punkt markiert. Zu Beginng erfolgt die
Beschreibung des Elektrons durch die elektronische Wellenfunktion des Grundzustands
@o(r, R). Um die Flussdichten und die Dichte fiir den Kern und das Elektron getrennt
voneinander betrachten zu kénnen, werden integrierte Grofien berechnet. Die Wahrschein-
lichkeitsflussdichten sind durch Gleichung 6.6 und 6.8 aus Kapitel 6.1.1 gegeben. Fiir den

Kern ergibt sich die Translationsflussdichte als

~ 0
mit der zugehorigen Kontinuitatsgleichung
95 (Rt)+i*(Rt)—0 (8.11)
825/0N ) OR INU, L) = U, .
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Abbildung 8.1: Oben: Wechselwirkungspotential V (r, R) fiir das 1D Shin-Metiu Modell mit den
Parametern P, g = 1.0 jl, PR, = 2.0 A und AE = —16.2 ¢V. Die Konturlinien reichen von 2 bis
20eV, in 2 eV Schritten. Unten: Die zu dem Wechselwirkungspotential zugehdrigen adiabatischen
Potentiale V,,(R) fiir den Grundzustand (n = 0) und den ersten angeregten Zustand (n = 1). Der
rote Punkt markiert die Startposition des Wellenpakets bei Ry = —3.0 A.

Die Translationskerndichte ist entsprechend

(B, = —pn(R.1) — R (R 1) (.12)

Analog erhélt man fir das Elektron

Je(r,t) =7 aatpe(r, t), (8.13)
aatﬁe(r, t) + aarje(r, t)=0 (8.14)
und
_ )
Pe(rt) = —pe(r,t) —r o pe(r, t). (8.15)

Abbildung 8.2 zeigt die Wahrscheinlichkeitsdichte und die Translationsdichte fiir den Kern
(oben) und das Elektron (unten). Sowohl die Kern- (a) als auch die elektronische (c)
Wahrscheinlichkeitsdichte zeigen eine Oszillation zwischen den klassischen Umkehrpunkten
bei +3 A. Dies ist typisch fiir eine adiabatische Bewegung, bei der das Elektron dem
Kern folgt. Das Wellenpaket ist fiir kurze Zeiten t < 50 fs, vor dem Erreichen des ersten
Umkehrpunkts, weitestgehend lokalisiert. Das elektronische Wellenpaket weist dabei eine
groflere Verteilung iiber den Ort auf als der Kern. Fiir spétere Zeiten tritt vor allem beim

Kern durch Dispersionseffekte eine starke Zerstreuung des Wellenpakets ein. Auch fiir das
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elektronische Wellenpaket ist nach der Reflexion eine Verbreiterung zu erkennen, diese ist
jedoch deutlich geringer. Die Translationsdichte des Kerns (b) und des Elektrons (d) weisen
sowohl positive als auch negative Werte auf, wodurch ein Knoten entsteht. Im allgemeinen
folgen sie dem Verlauf der entsprechenden Wahrscheinlichkeitsdichten, sodass auch hier
die Dichte des Kerns und des Elektrons fiir kurze Zeiten dhnlich verlaufen. Analog zur
Wahrscheinlichkeitsdichte ist die Dispersion der Kerntranslationsdichte nach der Reflexion
deutlich starker als fiir das Elektron.

Um ein Bild fiir die Interpretation der elektronischen Translationsdichten zu bekommen,

4’pN - (a)
— 2r
o% 07
2/
_4"
4 o,
2
<
h j
4

20 40 60 80 100 20 40 60 80 100
t [fs] t[fs]

Abbildung 8.2: Oben: Kernwahrscheinlichkeitsdichte (a) und Translationsdichte (b). Der
Farbcode reicht von —1.4a.u. (schwarz) bis 1.4 a.u. (blau). Unten: Elektronische Wahrschein-
lichkeitsdichte (c) und Translationsdichte (d). Der Farbcode reicht von —0.3 a.u. (schwarz) bis
0.3 a.u. (blau).

kann man einen GaufBansatz fir die Dichte des Elektrons benutzen. Dadurch erhilt man

0
ﬁe(r, t) ~ —pu 672/3(r77‘eq)2 —Trpm 56725(1"7%&2 = pum 6*26(T7Teq)2 (_1 + 4572 . 457,6(1 T') )
(8.16)

par entspricht dabei dem Maximalwert von p., 3 beschreibt die Breite der Gaufifunktion
und r., gibt das Zentrum der Funktion wieder. Das Verschwinden der Terme in der

Klammer definiert den Knoten und wir erhalten fiur deren Positionen

Teq T /T2 + 1
! LN (8.17)

2

T2 =

Fiir eine lokalisierte Wahrscheinlichkeitsdichte (5 >> 1), die sich an einer Position r < 0
befindet, liegen die Positionen der Knoten bei 7 ~ 7., und r; ~ 0. Dies ist auch an der
elektronischen Translationsdichte (Abb. 8.2 (d)) zu erkennen, dort verlauft der Knoten
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r; fir t < 20 fs entlang einer Geraden in der Nahe des Zentrums der elektronischen
Wahrscheinlichkeitsdichte. Der Knoten r, ist zu diesem Zeitpunkt nicht zu erkennen, da
sich zu wenig der Wahrscheinlichkeitsdichte im Bereich von r» = 0 befindet. Fir t = 10 fs
zeigt Abbildung 8.3 den Verlauf der elektronischen Wahrscheinlichkeitsdichte (oben) und
der elektronischen Translationsdichte (unten). Die Wahrscheinlichkeitsdichte zeigt einen
gauBiformigen Verlauf, sodass die oben verwendete Ndherung gerechtfertigt ist. In rot
sind die Positionen r = r., und r = 0 markiert. Diese Markierungen entsprechen den
zu erwartenden Knotenpunkten der Translationsdichte fiir eine lokalisierte gaufiformige
Wahrscheinlichkeitsdichte. In griin sind die tatsdchlichen Knotenpunkte markiert. Auf-
grund der etwas breiteren Verteilung der elektronischen Wahrscheinlichkeitsdichte stimmen
die tatsachlichen Punkte nicht mit den roten Markierungen iiberein. Sie befinden sich
jedoch in der Néhe, sodass die Annahme eines lokalisierten Wellenpakets giiltig ist. Die
Absténde von r; und ry zu den entsprechenden roten Markierungen sind nicht identisch,
wie es fiir eine perfekte gauBférmige Verteilung der Wahrscheinlichkeitsdichte der Fall
ware. Dies unterstreicht den Fakt, dass es sich hierbei lediglich um eine Naherung handelt.
Bei t = 20 fs passiert die Wahrscheinlichkeitsdichte die Position r = 0, wodurch der

0.25} t=10 fs
S 0.2
S, 0.15}
& 0.1}
0.05}
0.4}
5 0.2
S0
2 —0.2
~0.4}

—4 _2 0 2 4

r [A]

Abbildung 8.3: Verlauf der elektronischen Wahrscheinlichkeitsdichte (oben) und der elektro-
nischen Translationsdichte (unten) fiir ¢ = 10 fs. In rot sind die Positionen der Knoten der
Translationsdichte fiir ein lokalisiertes gaufiformiges Wellenpaket bei r = 0 und r = r¢, markiert.
In griin sind die Positionen der Knoten r; und 75 der elektronischen Translationsdichte markiert.

Knoten bei r ~ 0 ersichtlich wird. Mit dem Ubergang der Wahrscheinlichkeitsdichte zu
r > 0 wechseln auch die Knoten ihre Rolle, sodass 7, ~ r., und r; =~ 0 ist. Dies soll
durch Abbildung 8.4 verdeutlicht werden, welche fiir t = 40 fs, analog zur vorherigen
Abbildung, die Wahrscheinlichkeits- und Translationsdichte zeigt. Des weiteren ist zu
erkennen, dass sich im Vergleich zu ¢ = 10 fs die Wahrscheinlichkeitsdichte ein wenig

verbreitert hat. Diese Verbreiterung geht mit einem grofler werdenden Abstand zwischen
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den rot und griin markierten Punkten einher. Nach der Reflexion bei ¢ = 50 fs wird das

0.25} t=40 fs
S 0.2
S, 0.15}
& 0.1t
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Abbildung 8.4: Verlauf der elektronischen Wahrscheinlichkeitsdichte (oben) und der elektro-
nischen Translationsdichte (unten) fiir ¢ = 40 fs. In rot sind die Positionen der Knoten der
Translationsdichte fiir ein lokalisiertes gaulformiges Wellenpaket bei r = 0 und r = r., markiert.
In griin sind die Positionen der Knoten 71 und r9 der elektronischen Translationsdichte markiert.

Gauflsche Wellenpakets durch Dispersionseffekte verbreitert (5 wird kleiner). Entsprechend
entfernt sich der Knoten ry vom Zentrum der Gauffunktion. Analog verhalt sich der
Knoten r; in Bezug auf den Nullpunkt. Dies soll unterstiitzend durch Abbildung 8.5 fir
t =70 fs illustriert werden. Zu diesem Zeitpunkt ist die Wahrscheinlichkeitsdichte breit
iiber den Ortsraum verteilt. Ein entsprechend grofier Abstand zwischen den griinen und
roten Markierungen ist zu erkennen. Der Verlauf der Knoten in Abbildung 8.2 lasst somit
Riickschliisse auf die Dispersion des Wellenpakets zu. Da sich die Translationsdichte des
Kerns analog verhalt konnen diese Ergebnisse direkt tibertragen werden.

Abbildung 8.6 zeigt die Flussdichten des Kerns (oben) und des Elektrons (unten). Die
Kernwahrscheinlichkeitsflussdichte (a) wie auch die elektronische Wahrscheinlichkeitsfluss-
dichte (d) folgen dem Verlauf der zugehérigen Wahrscheinlichkeitsdichten und weisen fiir
die Bewegung der Wahrscheinlichkeitsdichten, in Richtung von R > 0 beziehungsweise
r > 0, positive Werte auf. Bei t = 50 fs wird das Wellenpaket an der Potentialwand
reflektiert und die Flussdichten werden negativ. Die Kern- (b) und die elektronische
(e) Translationsflussdichte folgen ebenfalls dem Verlauf der Wahrscheinlichkeitsdichten
und sind fiir Zeiten ¢ < 50 fs sehr dhnlich. Danach werden die Unterschiede durch die
stiarkere Dispersion des Kerns groer. Aufgrund des gleichartigen Verlaufs wird die Inter-
pretation der Translationsflussdichte nur anhand des Elektrons besprochen. Geméf3 ihrer
Definition (Gl. 8.13) beinhaltet diese Informationen tiber die zeitliche Veranderung der
Wahrscheinlichkeitsdichte, was durch die positiven und negativen Bereiche der Flussdichte

widergespiegelt wird. Entsprechend gibt es einen Zusammenhang zwischen den Vorzeichen
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Abbildung 8.5: Verlauf der elektronischen Wahrscheinlichkeitsdichte (oben) und der elektro-
nischen Translationsdichte (unten) fiir ¢ = 70 fs. In rot sind die Positionen der Knoten der
Translationsdichte fiir ein lokalisiertes gaufiformiges Wellenpaket bei r = 0 und r = r¢, markiert.
In griin sind die Positionen der Knoten r; und 75 der elektronischen Translationsdichte markiert.

R[A]
AN O N A

o A~

r [A]

AR

20 50 80 20 50 80 20 50 80
t [fs] t [fs] t [fs]

Abbildung 8.6: Oben: Kernwahrscheinlichkeitsflussdichte (a), Translationsflussdichte (b) und
die Differenz zwischen den beiden (c). Unten: Elektronische Wahrscheinlichkeitsflussdichte (d),
Translationsflussdichte (e) und die Differenz zwischen den beiden (f). Der Farbcode fiir den Kern
und das Elektron reicht von —0.001 a.u. schwarz bis 0.001 a.u. blau.

von %pe(r, t) und j.(r,t). Befindet sich die Wahrscheinlichkeitsdichte in einem Bereich
r < 0, besitzt %pe(r, t) das entgegengesetzte Vorzeichen von j.(r,t). Ist die Dichte im
Bereich von r > 0, besitzen beide Groflen dasselbe Vorzeichen. Fiir die Interpretation

der Knoten kann ein Gauflansatz verwendet werden, wobei die zeitliche Ableitung durch
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einen Differenzenquotienten mit kleinem dt genadhert und die Dispersion wahrend dieses

Zeitschritts vernachléssigt wird. Somit erhalt man fiir das Elektron

= ~ L —2B8(r+Ar—req)? _ —2B(r—7eq)?
Je(r,t) = Py (e " —e a ) : (8.18)
Der Ausdruck Ar représentiert dabei die Verschiebung der Gaufifunktion im Zeitschritt
dt. Der Fluss hat somit einen trivialen Knoten bei » = r; = 0. Um die Lage des zweiten

Knotens zu bestimmen, muss der Ausdruck in der Klammer verschwinden und man erhélt

rzrgzreq—A;. (8.19)
Ist die Verschiebung der GauBfunktion innerhalb des Zeitschritts dt sehr gering
(Ar << 1), so verlauft der Knoten nahe des Zentrums (r,) des Gaufischen Wellenpakets.
Dies bestéatigt auch der Vergleich mit dem Verlauf der elektronischen Wahrscheinlichkeits-
dichte (Abb. 8.2 (c)). Abbildung 8.6 zeigt zusétzlich in der rechten Spalte ((c) und (f)) die
Differenz der Flussdichten Vj = j — j, um die Unterschiede der beiden zu verdeutlichen.
Entsprechend Gleichung 8.3 ist das Integral jedoch identisch, was aus Abbildung 8.7
entnommen werden kann. Oben ist der Verlauf des Kernimpulserwartungswerts iiber die
Wahrscheinlichkeitsflussdichte und die Translationsflussdichte zu sehen, wobei beide For-
men zum identischen Wert fiihren. Entsprechend dem Verlauf der Wahrscheinlichkeitsdichte
steigt der Impuls zu Beginn an und erreicht seinen maximalen Wert bei ¢ ~ 20 fs, wenn
sich das Wellenpaket im Bereich des Potentialminimums befindet. Im weiteren Verlauf
nimmt der Impuls ab und erreicht am klassischen Umkehrpunkt bei ¢ = 50 fs den Wert
Null. Anschliefend wird das Wellenpaket reflektiert und der Impuls wird negativ. Dasselbe

ergibt sich fir das Elektron (unten).
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Abbildung 8.7: Oben: Impulserwartungswert des Kerns tber die Wahrscheinlichkeitsfluss-
dichte und die Translationsflussdichte. Unten: Impulserwartungswert des Elektrons iiber die
Wahrscheinlichkeitsflussdichte und die Translationsflussdichte.

8.1.1 Adiabatische Untersuchung der Flussdichte [85]

In diesem Kapitel wird die Translationsflussdichte innerhalb des adiabatischen Bildes
betrachtet. Dazu wird die Wellenfunktion gemafi Gleichung 2.55 in die adiabatische Basis
(elektronische Zustande n,m) iberfithrt. Fiir die elektronische Translationsflussdichte (Gl.
8.13) ergibt sich somit

=3 "N A (r,t), (8.20)
Ag(r,t) = r/ngt (Vn (R, 1) on(r, R) hm (R, 1) om(r, R)) (8.21)

und fir den Kern

jn(R,1) ZZA (8.22)

AN (R, t) = Ra

o (B 1) v (R, 1)) /dr on(r, R) om(r, R). (8.23)

:énm

Aus den adiabatischen Komponenten fiir den Kern AY (R, t) folgt direkt, dass die Neben-
diagonalelemente verschwinden. Dies ist auch in Abbildung 8.8 (linke Spalte) zu erkennen,
in welcher die Elemente A), und A, Null sind. Beinahe die gesamte Information der Kern-
translationsflussdichte ist im Grundzustandselement A, enthalten. Die hoheren Zusténde
enthalten nur minimale Anteile (siche Faktor 1072 fiir AN). Im Gegensatz dazu, verteilt

sich der Anteil an der elektronischen Translationsflussdichte auch tiber die Nebendiagonal-
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elemente (rechte Spalte), jedoch spielen auch hier, im Vergleich zum Grundzustandselement
Ag,, die hoheren Zustinde eine untergeordnete Rolle (siehe Faktor 10~2). Dies steht im
volligen Gegensatz zur elektronischen Wahrscheinlichkeitsflussdichte (siehe Kapitel 6.1.2

Abb. 6.5), in welcher viele Komponenten entscheidend zur Flussdichte beitragen. Aufgrund

r AN
Ao i
2| i ’
0 R

r [A]

RIA]

i
2l |2
/ 1072 e 1072
20 40 60 80 100 20 40 60 80 100
t [fs] t[fs]

Abbildung 8.8: Gezeigt sind die adiabatischen Komponenten der Kerntranslationsflussdichte
AN (linke Spalte) und der elektronischen Translationsflussdichte A¢ . (rechte Spalte) fiir die
elektronischen Zustédnden n,m = 0, 1. Der Farbcode geht von —0.001 a.u. (schwarz) bis 0.001 a.u.
(blau).

dieser Untersuchungen sollte sowohl die elektronische als auch die Kerntranslationsfluss-
dichte innerhalb der BO Naherung gute Ergebnisse liefern. Um zu demonstrieren, dass das
adiabatische Bild die exakte Translationsflussdichte korrekt wiedergibt, ist in Abbildung
8.9 die Summe der einzelnen Komponenten bis zu n, m = 4 aufgezeigt. Der Vergleich mit
Abbildung 8.6 bestétigt, dass beide Ergebnisse identisch sind.
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Abbildung 8.9: Gezeigt ist die Kerntranslationsflussdichte (oben) und die elektronische Trans-
lationsflussdichte (unten), unter Beriicksichtigung der adiabatischen Zusténde bis n,m = 4. Der
Farbcode geht von —0.001 a.u. (schwarz) bis 0.001 a.u. (blau).

8.1.2 Flussdichte innerhalb der BO Niherung [85]

Der Populationsverlauf des adiabatischen Grundzustands und der Verlauf der Fidelity
Funktion aus der vorherigen Propagation (Kapitel 8.1) sind in Abbildung 8.10 dargestellt.
Beide Funktionen sind wahrend der gesamten Propagation nahe dem Wert Eins, sodass
die Ergebnisse aus diesem Kapitel gut durch die BO Naherung wiedergegeben werden

sollten. Aufgrund dessen wird das Anfangswellenpaket fiir die BO Propagation analog

Po(t)

—n 1 e — -
>
S,

0.999¢

0.998 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
20 40 60 80 100
t [fs]
Abbildung 8.10: Populationsverlauf fiir den elektronischen Grundzustand Py(t) und die zuge-
horige Fidelity Funktion Fy(t).

angesetzt und das adiabatische Grundzustandspotential (siche Abb. 8.1 unten) fir die

Propagation verwendet. Fiir die elektronische Translationsdichte erhalt man innerhalb der

BO Naherung

- 0 2 0

“BO _ 9 |,BO _ .9 Bo

JE0t) = v [ dR o (WOt B[ =1 o 0P ), (8.24)
9 _po 9 =pog. ,_
atpe (T’ t) + ar ]e (T7 t) - 0 (825)

135



und fiur die Kerntranslationsflussdichte

~ 0 2 0
INC(B.1) = R [0PO(R )| = R pRO(R.1), (8.26)
9 5o 9 =pop g —

Durch die Kontinuitatsgleichungen (GI. 8.25 und 8.27) lassen sich die zugehorigen Transla-

tionsdichten als

N 0
PO 1) = —E0(r,1) —r 2 pEO(r, 1) (5.28)
und
. 0

definieren. Die berechneten BO Wahrscheinlichkeitsdichten und Translationsdichten sind in
Abbildung 8.11 zu sehen. Sowohl die Kern- (oben) als auch die Elektronendichten (unten)
sind identisch mit den aus Kapitel 8.1 (Abb. 8.6) berechneten Grofien und unterstreichen
die Giiltigkeit der BO Néaherung. Die mit den Dichten verbundenen Fliisse sind Abbildung

4 BO (a) - xBO (b)
PN PN 7
_ 2 P TN
<L 0"
T2/
—4r
4L BO
_ 2
< 0
T2

20 40 60 80 100 20 40 60 80 100
t [fs] t [fs]

Abbildung 8.11: Oben: BO Kernwahrscheinlichkeitsdichte (a) und Translationsdichte (b). Der
Farbcode reicht von —1.4 a.u. (schwarz) bis 1.4 a.u. (blau). Unten: Elektronische BO Wahrschein-
lichkeitsdichte (c) und Translationsdichte (d). Der Farbcode reicht von —0.3 a.u. (schwarz) bis
0.3 a.u. (blau).

8.12 zu entnehmen. Auch die Kernflussdichten (Abb. 8.6 oben) sind identisch mit denen
aus Kapitel 8.1. Anders verhélt es sich fiir die elektronische Wahrscheinlichkeitsflussdichte
(c). Diese verschwindet innerhalb der BO Néaherung, was bereits ausfiihrlich in Kapitel 6.1.2

diskutiert wurde. Die elektronische Translationsflussdichte (d) hingegen stimmt abermals
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mit der entsprechenden Grofle aus Kapitel 8.1 (Abb. 8.6) tiberein. Dies erméglicht es,

zusatzliche Informationen iiber das Elektron aus der BO Naherung zu erhalten.

i

20 40 60 80 100 20 40 60 80 100
t [fs] t [fs]

Abbildung 8.12: Oben: BO Kernwahrscheinlichkeitsflussdichte (a) und Translationsflussdichte
(b). Unten: Elektronische BO Wahrscheinlichkeitsflussdichte (c¢) und Translationsflussdichte (d).
Der Farbcode fiir den Kern und das Elektron reicht von —0.001 a.u. (schwarz) bis 0.001 a.u.
(blau).

8.2 Flussdichte in zwei Dimensionen [86]

In diesem Kapitel soll die Ubertragbarkeit der bisher gewonnenen Erkenntnisse auf komple-
xere Dynamiken tiberpriift werden, wozu das 2D Shin-Metiu Modell mit den Parametern
Pr=10a.u., P, = 0.5a.u., Pgy = 1.5a.u., Ng = 100 und N, = 160 verwendet wird. Fir
das Kernstartwellenpaket wird Req = (—0.9,—0.5) a.u. und 8 = 10 a.u. angesetzt. Das
Elektron wird zu Beginn durch die elektronische Wellenfunktion ¢q(r, R) beschrieben.
Aufgrund der Dimensionalitét ist es schwierig das Wechselwirkungspotential darzustellen.
Entsprechend wird zur Veranschaulichung auf das adiabatische Grundzustandspotential
zurlickgegriffen. Dieses ist in Abbildung 8.13 zu erkennen und es ist gut von den hoheren
Zustanden separiert. Es ist jedoch anzumerken, dass die nachfolgend gezeigte Elektronen-
Kern-Dynamik auf Wechselwirkungspotential erfolgt.

Das Potential zeigt ein Minimum bei R = (0, 0.5) a.u., zusétzlich ist in griin die Position
des initialen Kernwellenpakets markiert. Die roten Markierungen entsprechen dem Orts-
erwartungswert des Kerns zu bestimmten Zeiten, welche nachfolgend genauer betrachtet
werden sollen. Gemafl den Markierungen, ist eine diagonale Bewegung des Kerns durch
das Potential zu erwarten. Dies zeigt auch der Verlauf der Kerndichten in Abbildung 8.14

(links). Das Wellenpaket bewegt sich rasch in Richtung des Potentialminimums und ist
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Abbildung 8.13: Adiabatischer Grundzustand mit Konturlinien von —1.5 a.u. bis 0, in 0.1 a.u.
Schritten. Der griine Punkt markiert die Startposition des Wellenpakets Req = (—0.9, —0.5) a.u..

Rot markiert sind die Ortserwartungswerte (R) zu den in Abbildung 8.14 und 8.15 gezeigten
Groflen.

bei t = 2.42 fs nahe diesem lokalisiert. Anschlieflend bewegt es sich weiter entlang der
Diagonalen und erreicht bei ¢t = 3.14 fs den klassischen Umkehrpunkt, wéhrend dieser
Zeitspanne, ist eine deutliche Verbreiterung des Wellenpakets durch Dispersionseffekte
zu erkennen. Die Vektoren der Kernflussdichte (rechts) richten sich, bis zum Erreichen
des Umkehrpunktes, passend zur Dichte entlang der Diagonalen aus. Bei ¢t = 3.14 fs
bewegt sich der Grofiteil der Dichte weiter in Richtung der Diagonalen, wéhrend ein kleiner
Teil bereits reflektiert wurde, wodurch die zugehorigen Vektoren in die entgegengesetzte
Richtung weisen. Die Elektronendichte, in Abbildung 8.15 (links), bewegt sich kaum merk-
lich wéhrend der Propagation. Die Wahrscheinlichkeitsflussdichte (rechts) zeigt allerdings
ebenfalls entlang der Diagonalen, sodass das Elektron der Bewegung des Kerns folgt.

Die Translationsflussdichten lassen sich analog zum eindimensionalen Fall berechnen. Im
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Abbildung 8.14: Links: Kerndichte py (R, t) zu verschiedenen Zeiten. Die Dichten nehmen Werte
zwischen 0 (weil) und 6 a.u. (blau) ein. Rechts: Die zugehorige Wahrscheinlichkeitsflussdichte
jn(R,t). Der Farbcode der Vektoren reicht von 1072 a.u. (dunkel blau) bis 8 - 1073 a.u. (dunkel
rot).

Unterschied dazu, erhélt man hier vektorielle Groflen. Somit gilt

< 0
0 ~
aﬁN(R, t)+ Vejn(R,t) =0, (8.31)
Je(r,t) = raatpe(r, t), (8.32)
gtﬁe(r, t) + V,Je(r,t) = 0. (8.33)
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Abbildung 8.15: Links: Elektronendichte pe(r,t) zu verschiedenen Zeiten. Die Dichten nehmen
Werte zwischen 0 (weif}) und 0.1 a.u. (blau) ein. Rechts: Die zugehorige Wahrscheinlichkeitsfluss-
dichte je(r,t). Der Farbcode der Vektoren reicht von 10~*a.u. (dunkel blau) bis 6 - 1074 a.u.
(dunkel rot).

Durch die Kontinuitétsgleichungen (Gl. 8.31 und 8.33) lassen sich dann die Translations-
dichten
Pe(r,t) = —2pc(r,t) — vV, pe(r,t) (8.34)

und

ﬁN(R, t) = —2pN(R, t) — RVR pN(R, t) (835)
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berechnen. Die Translationskerndichte (links) und die Kerntranslationsflussdichte (rechts),
sind in Abbildung 8.16 zu sehen. Wie auch im eindimensionalen Fall folgt die Transla-
tionsdichte der Richtung der Wahrscheinlichkeitsdichte. Der Verlauf des Knotens ist im
zweidimensional Fall elliptisch. Die Vektoren des Flusses weisen ebenfalls eine Knoten-
struktur auf. Geméafl der Definition (Gl. 8.30) befindet sich ein trivialer Knotenpunkt
am Nullpunkt. Die weitere Knotenstruktur ist auf die zeitliche Verdanderung der Wahr-
scheinlichkeitsdichte zurtickzufithren. Der Knoten teilt die Vektoren in zwei Gruppen ein,
wobei eine Gruppe in Richtung des Nullpunkts zeigt und die andere vom Nullpunkt weg.

Analog zur Wahrscheinlichkeitsdichte d&ndert sich die elektronische Translationsdichte in

~
-

1 L
0 2
A Y %

-7 0.97 fs

1 L

ok

o &

-7 1.69 fs

Ry [a.u.]

I #- &’*Wf%’é%
0 g

2.42 fs

1
1 a ﬁ”’%%

314 fs | | ‘ ‘
—1 0 1 -1 0 1
R, [a.u.]

Abbildung 8.16: Links: Translationskerndichte pn(R.,t) zu verschiedenen Zeiten. Die Dichten
nehmen Werte zwischen —6 (schwarz) und 6 a.u. (blau) ein. Rechts: Die zugehorige Translations-
flussdichte jn (R, t). Der Farbcode der Vektoren reicht von 1072 a.u. (dunkel blau) bis 8-1072 a.u.
(dunkel rot).
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Abbildung 8.17 (links) kaum. Wie auch beim Kern ist eine rundliche Knotenstruktur
zu erkennen. Bei der Flussdichte (rechts) dhnelt der Verlauf des Knotens einer Geraden.
Diese teilt, wie auch beim Kern, die Vektoren in zwei Gruppen, wobei eine Gruppe in

Richtung des Nullpunkts zeigt und die andere von diesem weg weist. Analog zum vorherigen

¥ ¥ ¥ » Ll d \(\(}(
2 hd R L i 4
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R IR RN ' 7 5
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Abbildung 8.17: Links: Elektronische Translationsdichte pe(r,t) zu verschiedenen Zeiten. Die
Dichten nehmen Werte zwischen —0.1 a.u. (schwarz) und 0.1 a.u. (blau) ein. Rechts: Die zugehorige
Translationsflussdichte je(r,t). Der Farbcode der Vektoren reicht von 10~ a.u. (dunkel blau) bis
6 -10~* a.u. (dunkel rot).

Kapitel kann man einen Gauflansatz fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte benutzen, um die

Eigenschaften der Translationsdichte zu untersuchen. Dies soll anhand der elektronischen
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Wahrscheinlichkeitsdichte geschehen, sodass zu einer festen Zeit ¢ approximativ gilt:
ey 1y 1) A pag €720 ean 2800 e (3.36)

Das Zentrum der Gauflfunktionen ist dabei durch 7.4, reqy gegeben und o, 8 definieren
die Breite entlang der Koordinaten r,, r,. Der Vorfaktor p; entspricht dem Maximalwert

von p.. Fur die Translationsdichte erhalten wir somit

a(re—Teqa )2*2ﬁ(7"y*T6qy)2

iy 67204(7"1- —Tegn)?—2B(ry—reqy)?

De T 7t ~ =2 - Sz
Pe(Tz, Ty 1) Pm € " ory
_ Ty i pM 6_204(7‘;8_Teqw)Q_Qﬁ(Ty_reqy)2 (837)
ory

1
— 4PM 6—2(1(7"95—Tquc)Q_Q,B('l'y—Teqy)Q (_2 + OZT’I(Tw . reqz) + /67"y (’]"y — T’eqy)) .

An einer Nullstelle muss folglich der Term in Klammern verschwinden und man erhélt

1
ary(Ty — Teqw) + Bry(ry — Teqy) = 3 (8.38)
beziehungsweise
1 2 1 21 1 1

Durch weitere Umformung kann die Gleichung auf folgende Form gebracht werden

1 2 1 2
(Tx — ETeqx) (Ty — ETeqy>
1. 1,,2 13,2 T, 1.2 .1 =L (8.40)
ot gregetyBrigy atgordautiBrigy
a B
Der Vergleich mit der Definition einer Ellipse,
2 2
x Y

macht deutlich, dass auch Gleichung 8.40 einer Ellipse mit den Halbachsen

1 1 1
= \/2 R Gl el (8.42)
(6]

und

1 1 1
b= J 2+ 50 e T 30 ey (8.43)

B

entspricht. Die Halbachsen sind somit mit der Breite des Wellenpakets verkniipft. Dem-
nach verdandert sich auch die Exzentrizitat der Ellipse, wenn sich das Wellenpaket durch

Dispersionseffekte entlang der Raumrichtungen unterschiedlich stark verbreitert. Die Form
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der Ellipse lasst sich gut an den elektronischen Translationsdichten erkennen (Abb. 8.17
links). Auch die Kerntranslationsdichten (Abb. 8.16 links) zeigen diese elliptische Form fiir
frithe Zeiten. Fiir spétere Zeiten sind die Abweichungen zu einer elliptischen Form grofler,
da die Ndherung eines Gauflschen Wellenpakets zunehmend schlechter wird. Derselbe

Gauflansatz kann auch fiir die elektronische Translationsflussdichte verwendet werden,

v Ty pM
e\Tz, T 7t ~ T

. <e—2a(7“x—Teqx+Arm)2—25(7’y—Teqy+A7“y)2 _ 6—2a(Tac—Teqw)2_2ﬂ(7“y_7“eqy)2)
)

wobei die zeitliche Ableitung durch ein infinitesimalen Zeitschritt dt gendhert wird und
Ar,, Ar, der Verschiebung der GaufBfunktionen innerhalb des Zeitschritts entspricht.
Direkt lasst sich ein trivialer Knotenpunkt bei r = (0,0) erkennen. Fir die restliche

Knotenstruktur muss der Term in den Klammern verschwinden,

6—20[(7"96—reqx—f—Arx)2—26(ry—reqy+Ary)2 . 6—204(7‘3:—reqa;)2—25(7’y—7"eqy)2 =0. (845)

Dieser Ausdruck kann umgeformt werden zu

—2a(rz —Teqe +Arz)2725(ry freqy+Ary)2 —2a(rz—Teqe )2725(7“@,77"5%,)2

(& =€

—20(ry — Teqw + Arm)2 —20(ry — Teqy + Ary)2

= —2a(r, — Teqﬂc)Q —28(ry, — 7“eqy)Q

—dary Ary + dareg, Ary — 2a(Ar,)? — 43 Ty ATy + 4B T eqy Ary — QB(ATy)z =0

und man erhéalt schlieBlich:

alAr, QT eqr AT alAr? e Ar,
eqy 2 :

T BAr, T T BAr,  2BAr,

ry = (8.46)
Dementsprechend verléduft der Knoten entlang einer Geraden. Die Steigung wird durch das
Verhéltnis der Breiten der GauBfunktionen «a, § und das Verhéltnis der Verschiebungen
Ar,, Ar, beeinflusst. Die Stirke der Verschiebung entlang der Koordinaten (Ar, und
Ar,) wird von den Impulsen entlang der Koordinaten (p,, und p,,) beeinflusst, sodass
die Verschiebung proportional zum jeweiligen Impuls ist. Die Steigung gibt somit unter
anderem das Verhaltnis der Impulse entlang der Koordinaten wieder. Der geradlinige
Verlauf des Knotens lésst sich gut in Abbildung 8.17 (rechts) und fiir frithe Zeiten auch
fir den Kern in Abbildung 8.16 (rechts) erkennen. Fur spétere Zeiten wird die Nédherung
durch eine Gauflfunktion zunehmend schlechter, wodurch beim Kern Abweichungen zum
geradlinigen Verlauf entstehen.

Auch im zweidimensionalen Fall lassen sich die Komponenten des Impulserwartungswerts
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iiber die Komponenten der Wahrscheinlichkeitsflussdichte und der Translationsflussdich-
te berechnen (Gl. 8.9), wobei das Integral tiber beide Funktionen identisch sein muss.
Abbildung 8.18 zeigt die Berechnung der Impulserwartungswertkomponenten tiber beide
Formeln fiir den Kern (oben) und das Elektron (unten). Trotz der deutlichen Unterschiede
zwischen der Wahrscheinlichkeitsflussdichte und der Translationsflussdichte fithren beide
Formeln zum selben Impulserwartungswert. Die Verldufe aller Erwartungswertelement
ahneln sich, da es sich um eine diagonale Bewegung handelt und das Elektron dem Kern
folgt. Die roten Linien markieren die gezeigten Zeiten der Dichten und Flussdichten. Zu
Beginn nimmt der Impuls zu und das Wellenpaket bewegt sich entlang der Diagonalen. Bei
t = 2.42 fs befindet sich die Dichte nahe dem Potentialminimum und der Impuls néhert
sich seinem maximalen Wert, anschlieend nimmt der Impuls wieder ab. Bei t = 3.14 fs
befindet sich das Wellenpaket nahe dem klassischen Umkehrpunkt und der Impuls néhert
sich dem Wert Null. Nach der Reflexion des Wellenpakets bei t ~ 3.5 fs wird der Impuls

negativ.
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Abbildung 8.18: Oben: Impulserwartungswert fiir die Kernkomponenten (p)r,, (p)r, iiber
die Wahrscheinlichkeitsflussdichte und die Translationsflussdichte. Unten: Impulserwartungswert
fir die Elektronenkomponenten (p),,, (p)r, iiber die Wahrscheinlichkeitsflussdichte und die
Translationsflussdichte. In rot sind die Zeiten der gezeigten Dichten und Fliisse markiert (Abb.
8.14 bis Abb. 8.17).
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8.2.1 Flussdichte innerhalb der BO Naherung in zwei

Dimensionen

Abbildung 8.19 zeigt den Verlauf der Population des adiabatischen Grundzustands (Abb.
8.13) und der Fidelity Funktion aus dem vorherigen Kapitel. Diese nehmen Werte nahe Eins
an, sodass die BO Naherung eine gute Ubereinstimmung liefern sollte. Fiir die BO Dynamik
wird das initiale Wellenpaket identisch zum vorherigen Kapitel angesetzt. Die Propagation

erfolgt auf dem adiabatischen Grundzustandspotential. Die innerhalb der BO Néaherung

1 ﬁ\-\_‘w/F\_d/_\
Po(t
. 0.9999| ol)
-]
5,
0.9998|
2 4 6

t [fs]

Abbildung 8.19: Populationsverlauf fiir den elektronischen Grundzustand Py(¢) und die zuge-
horige Fidelity Funktion Fy(t).

berechnete Wahrscheinlichkeitsdichte des Kerns (links), die Wahrscheinlichkeitsflussdichte
des Kerns (mittig) und die Wahrscheinlichkeitsdichte des Elektrons (rechts) in Abbildung
8.20 sind identisch zu den Groflen in Abbildung 8.14 und 8.15. Dagegen lasst sich die
elektronische Wahrscheinlichkeitsflussdichte, wie bereits mehrmals erwdhnt wurde, in
der BO Naherung nicht berechnen. Fiir die Translationsflussdichte in zwei Dimensionen

erhalten wir innerhalb der BO Néaherung fiir das Elektron

~ 0 2 0
“BO _ Y |gBO _ .Y Bo
20 (r,t) = r/dRat ’\Il (r,R,t)’ TP (r,t), (8.47)
0 ~
5P (0 1) + Vi j2o(r,1) = 0 (8.48)
und fiir den Kern
TBO 9 | Bo 2 9 po
NOR1) =R [POR 0[] =R pRO(R, 1), (8.49)
J =
5PN (R 8) + Vriy” (R, ) = 0. (8.50)
Die entsprechenden Translationsdichten sind
FEO(x,8) = =2pP0(r,8) — TV, pPO(x, 1) (8.51)
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Abbildung 8.20: Links: Kerndichte pﬁO(R,t) zu verschiedenen Zeiten. Die Dichten nehmen
Werte zwischen 0 (weif) und 6 a.u. (blau) ein. Mittig: Die zugehorige Wahrscheinlichkeitsfluss-
dichte jB° (R, t). Der Farbcode der Vektoren reicht von 1072 a.u. (dunkel blau) bis 8 - 1073 a.u.
(dunkel rot). Rechts: Elektronendichte p29(r,t) zu verschiedenen Zeiten. Die Dichten nehmen
Werte zwischen 0 (weifl) und 0.1 a.u. (blau) ein

und

Analog zu den Wahrscheinlichkeitsgrofen des Kerns ist auch die BO Kerntranslationsdichte
(links) und Kerntranslationsflussdichte (rechts) in Abbildung 8.21 identisch zu denen in
Abbildung 8.16. Auch die elektronische BO Translationsdichte (links) und Translations-
flussdichte (rechts) in Abbildung 8.22 stimmen gut mit denen aus Abbildung 8.17 iiberein.
Lediglich in den Translationsflussdichten lassen sich kleine Unterschiede erkennen, welche
sich vor allem bei t = 0.97 fs bemerkbar machen. Im Vergleich zur Translationsflussdichte
des Kerns nimmt die des Elektrons deutlich geringere Werte ein. Dies héngt mit der
kaum merklichen Bewegung des Elektrons zusammen. Dementsprechend ist die zeitliche

Anderung der elektronischen Wahrscheinlichkeitsdichte sehr gering, welche direkten Ein-
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Abbildung 8.21: Links: BO Translationskerndichte 559 (R, t) zu verschiedenen Zeiten. Die
Dichten nehmen Werte zwischen —6 a.u. (schwarz) und 6 a.u. (blau) ein. Rechts: Die zugehorige
Translationsflussdichte jﬁO(R, t). Der Farbcode der Vektoren reicht von 1073 a.u. (dunkel blau)
bis 8 - 1072 a.u. (dunkel rot).

fluss auf die Translationsflussdichte hat (Gl. 8.47). Durch die niedrigen Werte schlagen
sich geringe Unterschiede zwischen den beiden Propagationen weitaus grofieren auf die
elektronische Translationsflussdichte nieder als auf die Kerntranslationsflussdichte. Dieser
Effekt macht sich vor allem fiir frithe Zeiten bemerkbar, da das Wellenpaket mit einem
Impuls von Null startet und somit zu Beginn die zeitliche Anderung der elektronischen
Wahrscheinlichkeitsdichte noch geringer ist. Fiir spéatere Zeiten ist die zeitliche Veranderung
der Wahrscheinlichkeitsdichte grofier, sodass sich die geringfiigigen Unterschiede zwischen

den Propagationen nicht mehr bemerkbar machen. Dies zeigt auch der Vergleich von
Abbildung 8.22 mit Abbildung 8.17 fiir t = 2.42 fs und ¢t = 3.14 fs. Fiir diese Zeiten sind
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die elektronischen Translationsflussdichten kaum zu unterscheiden.
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Abbildung 8.22: Links: Elektronische BO Translationsdichte 52 (r,t) zu verschiedenen Zeiten.
Die Dichten nehmen Werte zwischen —0.1 a.u. (schwarz) und 0.1 a.u. (blau) ein. Rechts: Die
zugehorige Translationsflussdichte jZO(r,t). Der Farbcode der Vektoren reicht von 10~ a.u.
(dunkel blau) bis 6 - 10~* a.u. (dunkel rot).
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8.3 Zusammenfassung: Charakterisierung einer

neuen Flussdichte

Uber das Ehrenfest-Theorem lisst sich eine neue Wahrscheinlichkeitsflussdichte (Trans-
lationsflussdichte) identifizieren. Diese ist wiederum durch eine Kontinuitiatsgleichung
mit einer Dichte (Translationsdichte) verkniipft und unterscheidet sich merklich von der
bekannten Wahrscheinlichkeitsdichte, da sie positive und negative Werte einnehmen kann.
Entsprechend weist die Translationsdichte eine Knotenstruktur auf. Innerhalb des 1D
Shin-Metiu Modells lésst sich feststellen, dass die Lage der Knoten durch die raumli-
che Verteilung des Wellenpakets beeinflusst wird und entsprechend Informationen tiber
diese liefert. Die Translationsflussdichte dagegen wird durch die zeitliche Anderung der
Wahrscheinlichkeitsdichte beeinflusst. Auch die Flussdichte enthéalt eine Knotenstruktur,
dessen Lage wiederum Riickschliisse auf die zeitliche Anderung der Wahrscheinlichkeits-
dichte zulésst. Eine adiabatische Untersuchung der Translationsflussdichte zeigt, dass diese
weitgehend durch nur einen Zustand beschrieben werden kann. Dies ermoglicht, im Gegen-
satz zur elektronischen Wahrscheinlichkeitsflussdichte, die Berechnung der elektronischen
Translationsflussdichte innerhalb der BO Naherung. Die Werte aus der BO Naherung sind
im Einklang mit denen aus der vollstandig gekoppelten Propagation. Dementsprechend
ermoglicht die Translationsflussdichte einen zusétzlichen Informationsgewinn iiber die
elektronische Bewegung innerhalb der BO Néherung. Die weitere Untersuchung mit dem
2D Modell zeigt, dass die Ergebnisse aus dem 1D Fall auch fiir mehrere Dimensionen

gelten.
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9 Zusammenfassung

Im Rahmen dieser Arbeit werden unterschiedliche Aspekte der korrelierten Elektronen-
Kerndynamik, anhand verschiedener Modellsysteme untersucht. Dabei wird vor allem
auf den Vergleich numerisch exakter und approximativer Methoden zur Beschreibung
der Wellenpaketdynamik eingegangen, wobei bei letzterem das Augenmerk auf der Born-
Oppenheimer (BO) Naherung liegt. Die verwendeten Modellsysteme erlauben es,; die
gekoppelte Elektronen-Kern-Dynamik exakt zu beschreiben. Die daraus gewonnenen Er-
gebnisse dienen als Referenz fiir den Vergleich mit den Naherungsmethoden.

Im ersten Teil der Arbeit wird die Dynamik eines Wellenpakets in der Umgebung einer
konischen Durchschneidung (conical intersection) (CI) untersucht, wobei die Beschreibung
des Wellenpakets quantenmechanisch und durch die klassische Mechanik im Phasenraum
erfolgt.

Im diabatischen Fall wird eine Situation konstruiert, in der sich das Wellenpaket ballistisch
vom hoher angeregten Zustand in den energetisch tieferen bewegt, wobei ein fast vollstan-
diger Populationstransfer eintritt. Fiir kurze Zeiten findet sich eine gute Ubereinstimmung
zwischen den beiden Beschreibungen.

Dasselbe ergibt sich fiir eine gemischte Situation, in der ein Teil des Wellenpakets die CI
vom energetisch tieferen in den energetisch hoheren Zustand durchquert, sodass effektiv
beide Zustande gleich stark populiert sind.

Im adiabatischen Fall ist nur ein Zustand besetzt und das Wellenpaket spaltet sich in zwei
Teile auf, welche die CI im und entgegen dem Uhrzeigersinn umrunden. Auf der anderen
Seite der CI treffen die Teile wieder aufeinander und interferieren destruktiv. Wahrend der
Umrundung dreht sich die Elektronendichte effektiv um 90 Grad von einer 2p, dhnlichen
in eine 2p, Orbitaldichte. Fir diese Situation versagt die klassische Naherung vollig, da
sich die klassischen Trajektorien in die Region des 2p, Knotens bewegen und somit die
Drehung der Dichte nicht wiedergeben kénnen.

Innerhalb der quantenmechanischen BO Néherung kénnen die Ergebnisse der gekoppelten
Dynamik zum grofiten Teil reproduziert werden, jedoch ist hier eine konstruktive Inter-
ferenz der beiden Wellenpaketteile zu erkennen. Dieses Phdnomen ist als Berry-Phase
bekannt und ergibt sich aus einem Phasenunterschied zwischen der gekoppelten Dynamik
und der BO Dynamik.

Zuletzt wird die BO Néaherung innerhalb der klassischen Mechanik angewandt. Innerhalb
der BO Néaherung wird nur die Bewegung des Kerns betrachtet, wodurch die fehlerhafte
Beschreibung des Elektrons eliminiert wird. Dadurch kénnen die klassischen BO Ergebnisse
die der Quantenmechanik widerspiegeln.

Im zweiten Teil wird die Wahrscheinlichkeitsflussdichte untersucht. Zuerst wird ein Fall

konstruiert, in welchem die Bewegung im elektronischen Grundzustand stattfindet, sodass
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die Bedingungen der BO Néherung erfiillt sind. Sowohl die Wahrscheinlichkeitsdichten als
auch die Kernwahrscheinlichkeitsflussdichte stimmen zwischen der gekoppelten und BO
Dynamik tiberein. Die Naherung versagt jedoch bei der Berechnung der elektronischen
Wahrscheinlichkeitsflussdichte.

Um diesen Fakt zu verstehen, wird eine Entwicklung der Flussdichten in die adiabatische
Basis vorgenommen. Dies ermdoglicht die Betrachtung der einzelnen Beitrage bezogen auf
die elektronischen Zustédnde. Die Kernflussdichte wird beinahe vollsténdig durch das Grund-
zustandselement beschrieben. Dieses ist auch das Einzige, welches in die BO Naherung
eingeht, weshalb in dieser die Berechnung der Kernflussdichte moglich ist. Das Elektron
wird hingegen hauptséchlich durch die Nebendiagonalelemente des Grund- und ersten
angeregten Zustands beschrieben, wahrend die Diagonalelemente keinen Beitrag besitzen.
Entsprechend verschwindet die Elektronenflussdichte innerhalb der BO Néherung.

Im weiteren Verlauf werden die Flussdichten in der Umgebung einer CI untersucht, wobei
wie zuvor unterschiedliche Situationen modelliert werden. In den diabatischen Fallen und
dem gemischten Fall zeigt sich, sowohl in der Kerndichte als auch in der Flussdichte, beim
Durchlaufen der CI eine Kompression des Wellenpakets. Die Elektronendichte dndert sich
wahrend dieser Zeit nicht. Ein Blick auf die elektronische Flussdichte zeigt jedoch ein
anderes Bild. Dort lasst sich eine Bewegung des Elektrons erkennen, welche aus der Dichte
nicht ersichtlich ist. Dies verdeutlicht die Empfindlichkeit der Flussdichte im Vergleich zur
Wahrscheinlichkeitsdichte.

Im adiabatischen Fall spaltet sich, wie bereits weiter oben erwéahnt, das Wellenpaket auf und
umrundet die CI. Auf der anderen Seite der CI treffen diese Teile aufeinander, wodurch ein
destruktives Interferenzmuster entsteht. Dieses ist sowohl in der Wahrscheinlichkeitsdichte
als auch in der Flussdichte erkennbar. In der Elektronendichte ist wahrend des Verlaufs
die Drehung um 90 Grad zu verfolgen. Die elektronische Flussdichte zeigt dagegen, dass
diesem Prozess keine simple Rotation zugrunde liegt, sondern eine komplexere Bewegung
innerhalb der Elektronendichte.

Im dritten Teil wird die Berechnung des elektronischen Impulserwartungswerts innerhalb
der BO Néaherung untersucht, wozu eine Situation konstruiert wird, in der die Naherung
fiir den Grundzustand des Modellsystems gilt. Der elektronische Impulserwartungswert
verschwindet innerhalb der BO Néherung, wenn man diesen direkt berechnet (Geschwin-
digkeitsform), wihrend der Kernimpulserwartungswert ohne weiteres zugénglich ist. Das
Ehrenfest Theorem bietet die Moglichkeit den Impulserwartungswert iiber den Ortserwar-
tungswert zu berechnen (Langenform). Dadurch ldsst sich auch innerhalb der BO Néherung
ein elektronischer Impulserwartungswert berechnen, der sehr gut mit den Berechnungen aus
der gekoppelten Dynamik tibereinstimmt. Eine kleine Abweichung findet sich in schnellen,
zusdtzlichen Oszillationen des Erwartungswerts aus der korrelierten Rechnung.

Um das Versagen der Geschwindigkeitsform und den Erfolg der Langenform zu untersuchen
wird eine adiabatische Entwicklung der beiden Formen hergeleitet. Fiir die Geschwindig-

keitsform zeigt sich, dass, wie auch fiir die elektronische Wahrscheinlichkeitsflussdichte,
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das Nebendiagonalelement zwischen dem Grund- und dem ersten angeregten Zustand den
grofiten Beitrag liefert und die Diagonalelemente verschwinden. Im Gegensatz dazu bildet
das Grundzustandselement der Langenform beinahe den gesamten Impulserwartungswert
ab, wodurch die Berechnung innerhalb der BO Néherung méoglich wird. Des weiteren
sind in den hoheren Elementen die schnellen Oszillationen des Erwartungswerts aus der
gekoppelten Dynamik enthalten, welche somit nicht in die BO Néherung eingehen und auf
nicht-adiabatische Wechselwirkungen zuriickzufithren sind.

Im weiteren Verlauf wird der Grenzwert der BO Néherung untersucht. Unter der Annahme,
dass die BO Néaherung der exakten, gekoppelten Rechnung entspricht, miissen, wie auch
fiir die exakte Berechnung, beide Formen dasselbe Ergebnis liefern. Der Erwartungswert,
iiber die Geschwindigkeitsform berechnet, ist innerhalb der BO Néherung immer gleich
Null, weshalb fiir diese Annahme auch der Impulserwartungswert iiber die Liangenform
und tber die gekoppelte Propagation verschwinden muss. Damit die BO Naherung in
die korrelierte Propagation iibergeht, miissen die nicht-adiabatischen Kopplungselemente
verschwinden. Die erste Moglichkeit, diese moglichst klein werden zu lassen, besteht in der
Erhohung der Kernmasse. Durch sukzessive Erhohung der Masse erkennt man, dass sich
in der Tat der elektronische Impulserwartungswert dem Wert Null nahert.

Eine weitere Moglichkeit besteht darin, das Elektron durch eine kernunabhéngige Basis zu
beschreiben. Dies entspricht einer diabatischen Entwicklung. Innerhalb des diabatischen
Bildes léasst sich eine diabatische BO Naherung definieren, indem man keine Kopplung
zwischen den diabatischen Zustédnden zulédsst. In diesem Fall verschwindet der Impulser-
wartungswert des Elektrons immer. Durch die Anpassung der Coulomb-Wechselwirkung
im Modellpotential wird die gekoppelte Elektronen-Kern-Dynamik schrittweise in die
diabatische BO Naherung tiberfithrt, wodurch sich auch hier der elektronische Impulserwar-
tungswert dem Wert Null anndhert. Entfernt man die Wechselwirkung zwischen dem Kern
und dem Elektron komplett, so gehen die BO Néherung, die diabatische BO Néherung
und die exakte Dynamik ineinander iiber. Fiir diesen Fall entspricht die BO Naherung der
exakten Losung, wodurch der elektronische Impulserwartungswert den Wert Null annimmt.
Im vierten Teil wird eine neue Flussdichte, die Translationsflussdichte, vorgestellt. Diese
ergibt sich aus der Uberlegung, dass die Geschwindigkeitsform des Impulserwartungswerts
durch die Wahrscheinlichkeitsflussdichte ausgedriickt werden kann. Demnach muss auch
die Langenform einer Flussdichte entsprechen und man erhélt die Translationsflussdichte.
Diese Flussdichte spiegelt unter anderem die zeitliche Ableitung der Wahrscheinlichkeits-
dichte wieder, wodurch die Flussdichte Knoten aufweist. Trotz der deutlichen Unterschiede
zwischen den beiden Flussdichten ist das Ortsintegral tiber diese identisch. Die Trans-
lationsflussdichte ist wiederum, wie auch die Wahrscheinlichkeitsflussdichte, tiber eine
Kontinuitatsgleichung mit einer Dichte verkntipft, welche entsprechend Translationsdichte
genannt wird. Diese kann im Unterschied zur Wahrscheinlichkeitsdichte auch negative
Werte einnehmen und weist somit ebenfalls Knoten auf.

Die neuen Groflien werden fiir einen Fall untersucht, in dem die BO Naherung im Grundzu-

154



stand giiltig ist. Es zeigt sich, dass die Lage und Form der Knoten in der Translationsdichte
mit der Dispersion des Wellenpakets zusammenhéngen. Auch die Knoten der Translati-
onsflussdichte héangen mit der Dispersion und zuséatzlich mit der Translation entlang der
Raumkoordinaten zusammen.

Eine adiabatische Entwicklung der Translationsflussdichte zeigt, dass sowohl die Kern-
als auch die elektronische Translationsflussdichte zum groiten Teil durch das Grundzu-
standselement beschrieben werden. Entsprechend liegt es nahe, dass die Groflien auch
innerhalb der BO Néherung zuganglich sind. Dies wird durch einen Vergleich zwischen den
Werten aus der gekoppelten Dynamik mit denen aus der BO Naherung bestatigt. Somit
ist es gelungen, eine elektronische Flussdichte zu identifizieren, die auch innerhalb der BO

Néherung berechnet werden kann.
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10 Summary

In the present work different aspects of the correlated electron nuclear dynamics are
investigated based on different model systems. The focus is set on the comparison of
numerically exact and approximate methods, especially on the Born-Oppenheimer (BO)
approximation, for the description of wave packet dynamics. The employed model systems
allows a numerically exact solution for the coupled dynamics which serves as a reference
for the comparison with the approximate description.

In the first part of this thesis, wave packet dynamics are studied in the vicinity of a conical
intersection (CI). The wave packet motion is treated quantum mechanically and also using
classical mechanics.

In the diabatic case a situation is constructed, in which the wave packet moves ballistically
from the energetically higher excited electronic state to a lower one. This motion is
connected with an almost complete population transfer between the two states. For short
time intervals the quantum and classical descriptions are in a good agreement.

The same holds for a mixed case where a part of the wave packet moves from the
energetically lower to the higher state, such that both states are populated equally.

In the adiabatic case only one state is occupied, and the wave packet splits into two parts,
which surround the CI clockwise and counterclockwise, respectively. On the opposite side
of the CI the parts meet and interfere destructively. During this motion the electronic
density changes from a 2p, to a 2p, like orbital density, such that the density effectively
rotates by 90 degrees. For this situation the classical description completely fails, because
the classical trajectories move into the node region of the 2p, density and are trapped
there. Accordingly, the classical trajectories can not reflect the rotation of the electronic
density.

Within the BO approximation, the results of the correlated dynamics can be reproduced.
The only difference is seen in the constructive interference pattern when the two parts of
the wave packet recombine below the CI. This is a well known phenomenon associated
with the Berry phase which is caused by a phase difference between the coupled and BO
dynamics.

After that the BO approximation is used within the classical mechanics. Within the BO
approximation, only the movement of the nucleus is considered, which eliminates the
wrong description of the electron. With the use of the classical BO approximation the
results of the coupled dynamics can be reproduced.

In the second part of this work the probability flux density is examined. A case is constructed
where nearly the complete dynamics take place in the electronic ground state, so that the
BO approximation is valid. The probability densities as well as the nuclear probability

flux density obtained from the coupled and BO dynamics are identical. However, the
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approximation fails when calculating the electronic probability flux density.

To understand this, the flux densities are expanded into the adiabatic electronic basis.
It is then possible to identify the individual contributions of the electronic states to the
flux densities. The nuclear flux density is almost completely described by the ground
state element. This element is the only one which is present in the BO approximation
and therefore can be employed for the calculation of the nuclear flux density within
this approximation. The electronic flux density, on the other hand, is mainly described
by the off diagonal elements between the ground and first excited state while diagonal
elements do not contribute. This leads to a vanishing electronic flux density within the
BO approximation.

The flux densities are studied in the vicinity of a CI whereby, as before, different situations
are constructed. In the diabetic, as well as in the mixed case, a compression of the wave
packet can be seen in the nuclear density and the nuclear flux density while it moves
through the CI. The electronic density does not change during this time. However, the
electronic flux density shows a different picture. The flux density clearly indicates a motion
of the electron which can not be seen in the probability density. This illustrates the
sensitivity of the flux density as compared to the probability density.

In the adiabatic case, as already mentioned above, the wave packet splits and circles
around the CI. On the other side of the CI, upon recombination, a destructive interference
pattern appears. This can be seen in both, the probability density and the flux density. As
before this motion is followed by a rotation of 90 degrees of the electronic density. The
electronic flux density shows that this process is not a simple rotation, but a more complex
dynamics within the electronic density occurs.

In the third part of this thesis, the calculation of the electronic momentum expectation
value within the BO approximation is examined. Therefore, a situation is modeled in which
the BO approximation holds for the electronic ground state. The electronic momentum
expectation value disappears within the BO approximation if it is directly calculated
(velocity form), while the nuclear counterpart is accessible. The Ehrenfest theorem offers
the possibility to calculate the momentum expectation value via the expectation value
of the position operator (length form). The length form can be used to calculated an
electronic momentum expectation value within the BO approximation which is in very
good agreement with the one obtained from the coupled dynamics. A small deviation
is manifested by rapid, additional oscillations of the expect mean electronic momentum
obtained from the correlated calculation.

In order to investigate the failure of the velocity form and the success of the length form,
an adiabatic expansion of the two expectation values is performed. It can be seen that for
the velocity form, as is the case for the electronic probability flux density, the off diagonal
elements between the ground and first excited state represent the largest contribution to
the flux density while the diagonal elements vanish. In contrast to this, the ground state

element of the length form represents almost the entire electronic momentum expectation
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value, which then can be calculated accurately within the BO approximation. Furthermore,
the other elements contain the fast oscillations of the expected value from the coupled
dynamics, which are therefore not included in the BO approximation and are caused by
non-adiabatic interactions.

As a special situation, the limit of the BO approximation is studied. Assuming that the
BO is exact, the velocity form and the length form have to give the same result. The
expectation momentum value, calculated via the velocity form, is always zero within the
BO approximation. Therefore, the expectation value derived from the length form and from
the coupled dynamics have to vanish. In order that the results of the BO approximation
are identical to those from the coupled dynamics, the non-adiabatic coupling elements
must vanish. One possibility to reduce their magnitude is to increase the mass of the nuclei.
Indeed the electronic momentum expectation value is approaching the value of zero, by
increasing the mass of the nuclei.

Another possibility is to choose a nuclear independent basic set for the description of
the electron. This corresponds to diabatic expansion. This framework allows to define
a diabatic BO approximation, where the diabatic states do not couple between each
other. In this case the electronic expectation value will always disappear. By adapting the
screened Coulomb interaction in the model system, the coupled electron-nucleus dynamics
is gradually converted into the diabatic BO approximation, whereby the expectation value
approaches zero. If the interaction between the nucleus and the electron is completely
removed, the BO approximation, the diabatic BO approximation and the exact dynamics
merge become identical, so that the electronic momentum expectation value is zero.

In the fourth part of the thesis a new flux density, the translational flux density, is presented.
This flux density emerges from the property that the velocity form of the momentum
expectation value can be expressed by the probability flux density. Accordingly, the length
form must also result from a flux density which identifies the translation flux density.
This flux density contains the time derivative of the probability density which possesses
nodal structures. Despite the clear differences between the two flux densities, their spatial
integrals are identical. Like the probability flux density, the translation flux density is
associated, via the continuity equation, to a density. In contrast to the probability density
the translation density can also assume negative values and thus also contains nodes.
The new quantities are examined for a case in which the BO approximation is valid for
the ground state. The analysis shows, that the position and shape of the nodes in the
translation density are related to the dispersion of the wave packet. The nodes of the
translation flux density are also related to the dispersion and additionally to the translation
along the spatial coordinates.

An adiabatic expansion of the translation flux density shows that both, the nuclear
and the electronic translation flux density, are mainly described by the ground state
element. Accordingly, it is obvious that the quantities are also accessible within the BO

approximation. This is confirmed by a comparison between coupled dynamics and the BO
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approximation. As a result it is possible to identify an electronic flux density that can also

be calculated within the BO approximation.
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Abkiirzungsverzeichnis

VON  vollstindiges Orthonormalsystem

TDSE zeitabhiangige Schrodingergleichung (time-dependent Schrédinger equation)
TISE zeitunabhdngige Schrodingergleichung (time-independent Schrodinger equation)
ESE  elektronische Schrodingergleichung (electronic Schrodinger equation)

NACT nicht adiabatisches kinetisches Kopplungselement (non-adiabatic coupling term)
BO Born-Oppenheimer

CI konischen Durchschneidung (conical intersection)

HJG  Hamilton-Jacobi Gleichung
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zu sehen und in grim V(r) = sin((k" + kpae)r) + @, mit &' > 0 und aeR.
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Elektronendichten fiir den diabatischen Fall. Quantenmechanische Dichte
pe(r,t) (links) und klassisch Dichte p&(r,t) (rechts) fiir verschiedene Zeiten.
Die Werte der Dichten reichen von 0 (wei}) bis 0.1 a.u. (blau). In Anlehnung
an [81], mit der Erlaubnis von AIP Publishing. . . . . . . . ... ... ...
Kerndichten fiir den diabatischen Fall. Quantenmechanische Dichte py (R, t)
(links) und klassische Dichte p$ (R, t) (rechts) fiir verschiedene Zeiten. Die
Werte der Dichten reichen von 0 (weifl) bis 5a.u. (blau). In Anlehnung
an [81], mit der Erlaubnis von AIP Publishing. . . . . . . . ... ... ...
Populationsverlauf der beiden elektronischen Zustdnde mit n = 1 (schwarz)
und n = 2 (blau) fir den gemischten Fall. Die vertikalen roten Linien
markieren die Zeiten an denen die Kern- (Abb. 5.7) und Elektronendichten
(Abb. 5.6) dargestellt werden. . . . . . . ... oL
Elektronendichten fiir den gemischten Fall. Quantenmechanische Dichte
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Kerndichten fir den gemischter Fall. Quantenmechanische Dichte py (R, )
(links) und klassische Dichte p% (R, ) (rechts) fiir verschiedene Zeiten. Die
Werte der Dichten reichen von 0 (weifl) bis 5a.u. (blau). In Anlehnung
an [81], mit der Erlaubnis von AIP Publishing. . . . . . . . ... ... ...
Populationsverlauf der beiden elektronischen Zustinde mit n = 1 (schwarz)
und n = 2 (blau) fiir den adiabatischen Fall. Die vertikalen roten Linien
markieren die Zeiten an denen die Kern- (Abb. 5.7) und Elektronendichten
(Abb. 5.6) dargestellt werden. Zusétzlich ist der zeitliche Verlauf der Fidelity
Funktion (orange) fir den n = 1 Zustand dargestellt. . . . . .. ... ...
Elektronendichten fiir den adiabatischen Fall. Quantenmechanische Dichte
pe(r,t) (links) und klassisch Dichte p¢(r,t) (rechts) fiir verschiedene Zeiten.
Die Werte der Dichten reichen von 0 (weifl) bis 0.1 a.u. (blau). In Anlehnung
an [81], mit der Erlaubnis von AIP Publishing. . . . . . .. ... ... ...
Kerndichten fiir den adiabatischen Fall fiir verschiedene Zeiten. Links sind
die quantenmechanischen Kerndichten px (R, t), mittig links die klassischen
Kerndichten p$ (R, t), mittig rechts die quantenmechanischen Kerndichten
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der Erlaubnis von AIP Publishing. . . . . . .. ... ... ... ... ...
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6.5
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Oben: Wechselwirkungspotential V(r, R) fir das 1D Shin-Metiu Modell
mit den Parametern P,z = 1.0 A, Pz, = 1.5A und AE = —16.3eV. Die
Konturlinien reichen von 2 bis 20 eV, in 2 eV Schritten. Unten: Die zu dem
Wechselwirkungspotential zugehorigen adiabatischen Potentiale V,,(R) fir
den Grundzustand n = 0 und den ersten angeregten Zustand n = 1. Der
rote Punkt markiert die Startposition R., = —3.5 A des Wellenpakets. . .
Populationsverlauf fiir den elektronischen Grundzustand Py(¢) und die
zugehorige Fidelity Funktion Fy(t). . . . . . . . . . ... ... ... ...
Oben: Wahrscheinlichkeitsdichte des Kerns fir die exakte Propagation (a)
und die BO Propagation (b). Der Farbcode reicht von 0 (weif}) bis 1.4 a.u.
(blau). Unten: Die entsprechende elektronische Wahrscheinlichkeitsdichte
fur die exakte Propagation (c) und die BO Propagation (d). Der Farbcode
reicht von 0 (weif) bis 0.3 a.u. (blau). . . . . .. ... ... oL
Oben: Wahrscheinlichkeitflussdichte des Kerns fiir die exakte Propagation
(a) und die BO Propagation (b). Unten: Die entsprechende elektronische
Wahrscheinlichkeitsflussdichte fiir die exakte Propagation (c¢) und die BO
Propagation (d). Der Farbcode fiir die Kernflussdichte und die Elektronen-
flussdichte reicht von —0.001 a.u. (schwarz) bis 0.001 a.u. (blau). . . . . . .
Gezeigt sind die adiabatischen Komponenten der Kernflussdichte A2~ (linke
Spalte) und der Elektronenflussdichte AS, = (rechte Spalte) fir die elektroni-
schen Zustédnden n,m = 0, 1. Der Farbcode geht von —0.001 a.u. (schwarz)
bis 0.001 a.u. (blaw). . . . . . ...
Gezeigt ist die Kernflussdichte (oben) und die Elektronenflussdichte (unten)
unter Berticksichtigung der adiabatischen Zustdnde bis n,m = 4. Der
Farbcode geht von —0.001 a.u. (schwarz) bis 0.001 a.w. (blau). . . . . . ..
Adiabatische Potentialflichen fiir den ersten n = 1 (schwarz) und zwei-
ten n = 2 (blau) elektronisch angeregten Zustand. An der Postion R =
(0.0,0.0) a.u. befindet sich eine CI der Flachen. Die roten Punkte markieren
die Positionen des Kernstartwellenpakets. In Anlehnung an [82], mit der
Erlaubnis von AIP Publishing. . . . . . . ... ... ... ... ... ...
Populationsverlauf der beiden elektronischen Zustinde n = 1 (schwarz) und
n = 2 (blau) fiir den diabatischen Fall auf der Symmetrielinie. Die vertikalen
roten Linien markieren die Zeiten, an denen die Elektronen- (Abb. 6.10)
und Kernflussdichte (Abb. 6.9) dargestellt wird. . . . . .. ... ... ...
Links ist die Kerndichte py (R, t) fiir den symmetrischen diabatischen Fall zu
verschiedenen Zeiten gezeigt. Die Dichte nimmt Werte zwischen 0 (weif) und
5a.u. (blau) an. Rechts sind die dazugehorigen Kernflussdichten jy (R, t)
abgebildet. Der Farbcode der Vektoren reicht von 1072 a.u. (dunkel blau)
bis 8 - 1072 a.u. (dunkel rot). In Anlehnung an [82], mit der Erlaubnis von
AIP Publishing. . . . . . . .. .
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6.10

6.11

6.12

6.13

6.14

6.15

6.16

Links ist die Elektronendichte p.(r,t) fir den diabatischen Fall auf der
Symmetrielinie zu verschiedenen Zeiten gezeigt. Die Dichte nimmt Werte
zwischen 0 (weifl) und 0.1 a.u. (blau) an. Rechts sind die dazugehorigen
Elektronenflussdichten j.(r,t) abgebildet. Der Farbcode der Vektoren reicht
von 107* a.u. (dunkel blau) bis 6 - 10~*a.u. (dunkel rot). In Anlehnung
an [82], mit der Erlaubnis von AIP Publishing. . . . . . . . ... ... ...
Populationsverlauf der beiden elektronischen Zusténde n = 1 (schwarz) und
n = 2 (blau) fiir den diabatischen Fall auf der Diagonalen. Die vertikalen
roten Linien markieren die Zeiten an denen die Elektronen- (Abb. 6.13) und
Kernflussdichte (Abb. 6.12) dargestellt wird. . . . . . ... ... ... ...
Links ist die Kerndichte py(R.,t) fiir den diabatischen Fall auf der Diago-
nalen zu verschiedenen Zeiten gezeigt. Die Dichte nimmt Werte zwischen 0
(weifl) und 5 a.u. (blau) an. Rechts sind die dazugehérigen Kernflussdichten
jn(R,t) abgebildet. Der Farbcode der Vektoren reicht von 1072 a.u. (dunkel
blau) bis 8 - 1072 a.u. (dunkel rot). In Anlehnung an [82], mit der Erlaubnis
von AIP Publishing. . . . . . .. ... .. ...
Links ist die Elektronendichte p.(r,t) fiir den diabatischen Fall auf der Dia-
gonalen zu verschiedenen Zeiten gezeigt. Die Dichte nimmt Werte zwischen
0 (wei) und 0.1a.u. (blau) an. Rechts sind die dazugehorigen Elektro-
nenflussdichten j.(r,?) abgebildet. Der Farbcode der Vektoren reicht von
10~* a.u. (dunkel blau) bis 6 - 107% a.u. (dunkel rot). In Anlehnung an [82],
mit der Erlaubnis von AIP Publishing. . . . . . . ... ... ... .....
Populationsverlauf der beiden elektronischen Zusténde n = 1 (schwarz) und
n = 2 (blau) fiir den gemischten Fall. Die vertikalen roten Linien markieren
die Zeiten an denen der Elektronen- (Abb. 6.16) und Kernfluss (Abb. 6.15)
dargestellt wird. . . . . . . . ..o
Links ist die Kerndichte py(R,t) fiir den gemischten Fall zu verschiedenen
Zeiten gezeigt. Die Dichte nimmt Werte zwischen 0 (weifl) und 5 a.u. (blau)
an. Rechts sind die dazugehorigen Kernflussdichten jy (R, t) abgebildet. Der
Farbcode der Vektoren reicht von 107 a.u. (dunkel blau) bis 8 - 1072 a.u.
(dunkel Tot). . . . . . ..
Links ist die Elektronendichte p.(r,t) fir den gemischten Fall zu verschiede-
nen Zeiten gezeigt. Die Dichte nimmt Werte zwischen 0 (weil) und 0.1 a.u.
(blau) an. Rechts sind die dazugehorigen Elektronendichten j.(r,t) abge-
bildet. Der Farbcode der Vektoren reicht von 107* a.u. (dunkel blau) bis
6-107*a.u. (dunkel rot). . . . . . ..o
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6.17

6.18

6.19

6.20

7.1

7.2

7.3

7.4

Populationsverlauf der beiden elektronischen Zustinde n = 1 (schwarz) und
n =2 (blau) fiir den adiabatischen Fall. Die vertikalen roten Linien markie-
ren die Zeiten an denen die Elektronen- (Abb. 6.19) und Kernflussdichte
(Abb. 6.18) dargestellt wird. In orange ist zusétzlich die Fidelity Funktion
fiir den n = 1 Zustand dargestellt. . . . . . . . .. .. ... ..
Links ist die Kerndichte py (R, t) fiir den adiabatischen Fall zu verschiedenen
Zeiten gezeigt. Die Dichte nimmt Werte zwischen 0 (weifl) und 5 a.u. (blau)
an. Rechts sind die dazugehorigen Kernflussdichten jy (R, t) abgebildet. Der
Farbcode der Vektoren reicht von 1072 a.u. (dunkel blau) bis 8 - 1073 a.u.
(dunkel rot). In Anlehnung an [82], mit der Erlaubnis von AIP Publishing.
Links ist die Elektronendichte p.(r,t) fiir den adiabatischen Fall zu ver-
schiedenen Zeiten gezeigt. Die Dichte nimmt Werte zwischen 0 (weil) und
0.1a.u. (blau) an. Rechts sind die dazugehorigen Elektronenflussdichten
je(r, t) abgebildet. Der Farbcode der Vektoren reicht von 10™* a.u. (dunkel
blau) bis 6 - 107* a.u. (dunkel rot). In Anlehnung an [82], mit der Erlaubnis
von AIP Publishing. . . . . . .. ... .. ...
Links ist die Kerndichte pR° (R, ) fiir den BO Fall zu verschiedenen Zeiten
gezeigt. Die Dichte nimmt Werte zwischen 0 (weifl) und 5 a.u. (blau) ein.
Rechts sind die dazugehorigen Kernflussdichten jy(R,t) abgebildet. Der
Farbcode der Vektoren reicht von 107 a.u. (dunkel blau) bis 8 - 1072 a.u.
(dunkel rot). In Anlehnung an [82], mit der Erlaubnis von AIP Publishing.

Oben: Wechselwirkungspotential ‘7(7“, R) fiir das 1D Shin-Metiu Modell
mit den Parametern P, p = 0.8 fi, P r. = 1.5A und AE = 20.3¢V. Die
Konturlinien reichen von 2 bis 20 eV, in 2 eV Schritten. Unten: Die zu dem
Wechselwirkungspotential zugehorigen adiabatischen Potentiale V,,(R) fiir
den Grundzustand n = 0 und den ersten angeregten Zustand n = 1. Der
rote Punkt markiert die Startposition des Wellenpakets R., = —2.8 A In
Anlehnung an [84], mit der Erlaubnis von AIP Publishing. . . ... .. ..
Populationsverlauf fiir den elektronischen Grundzustand Py(¢) und die
zugehorige Fidelity Funktion Fo(t). . . . . . . . .. .. L.
Oben: Verlauf der Kerndichte py(R,t) fir die exakte Propagation. Unten:
Verlauf der Kerndichte p¥°(R,t) fiir die BO Propagation. Die Dichten
nehmen Werte zwischen 0 (weil) und 1.4 a.u. (blau) an. In Anlehnung
an [80], mit der Erlaubnis von Springer Nature. . . . . .. ... ... ...
Oben: Verlauf der Elektronendichte p.(r,t) fiir die exakte Propagation.
Unten: Verlauf der Elektronendichte pZ¢(r,t) fiir die BO Propagation.
Die Dichten nehmen Werte zwischen 0 (weifl) und 0.3 a.u. (blau) an. In

Anlehnung an [80], mit der Erlaubnis von Springer Nature. . . . . . . . ..

165

76

79



7.5

7.6

7.7

7.8

7.9

7.10

7.11

7.12

7.13

Oben: Impulserwartungswert fiir den Kern aus der exakten Propagation (pr)
(schwarz) und der BO Propagation (pr)P¢ (orange). Unten: Elektronischer
Impulserwartungswert aus der exakten Propagation (p,) (schwarz) und
der BO Propagation iiber die Liangenform (p,)?¢ (orange). In Anlehnung
an [80], mit der Erlaubnis von Springer Nature. . . . . .. ... ... ...
Adiabatische Potentiale V,,(R) fir den Grundzustand n = 0 und den ersten
angeregten Zustand n = 1. Der rote Punkt markiert die Startposition des
Wellenpakets Ry = —3.6 A. In Anlehnung an [84], mit der Erlaubnis von
AIP Publishing. . . . . . . . . .. .
Populationsverlauf fiir den elektronischen Grundzustand Py(¢) und die
zugehorige Fidelity Funktion Fy(t). . . . . . . . . . .. ... .. ... ...
Oben: Verlauf der Kerndichte py (R, t) fir die exakte Propagation. Unten:
Verlauf der Kerndichte p8°(R,t) fiir die BO Propagation. Die Dichten
nehmen Werte zwischen 0 (weil) und 1.4 a.u. (blau) an. In Anlehnung
an [84], mit der Erlaubnis von AIP Publishing. . . . . . . . ... ... ...
Oben: Verlauf der Elektronendichte p.(r,t) fiir die exakte Propagation.
Unten: Verlauf der Elektronendichte pZ¢(r;t) fiir die BO Propagation.
Die Dichten nehmen Werte zwischen 0 (weif) und 0.3 a.u. (blau) an. In
Anlehnung an [84], mit der Erlaubnis von AIP Publishing. . . . ... ...
Gezeigt sind die Komponenten des Impulserwartungswerts in der Geschwin-
digkeitsform AP =~ (rot) und der Langenform A7 —(blau) fiir verschiedene
elektronische Zustiande n und m. Fir Nebendiagonalelemente n # m wird
zwei Mal der Realteil gezeigt, da A,,,, und A,,, zueinander komplex konju-
giert sind. In Anlehnung an [84], mit der Erlaubnis von AIP Publishing. . .
Oben: In schwarz ist der elektronische Impulserwartungswert aus der exakten
Propagation gezeigt ((p,)). In blau ist die Summe der Koeffizienten aus
der Léngenform (A7 ) und in rot die Summe der Koeffizienten aus der
Geschwindigkeitsform (A? ) fiir n = m = 4 Zustande dargestellt. Unten:
Vergleich des exakten Impulserwartungswerts (schwarz) und des BO ((p,) ¢
orange) Impulserwartungswerts. In Anlehnung an [84], mit der Erlaubnis
von AIP Publishing. . . . . . .. . ... ... .. ... .
Oben: Populationsverlauf fiir den elektronischen Grundzustand P()Qm"(t)
und die zugehorige Fidelity Funktion Fozmp (t) fiir das Deuteron. Unten:
Populationsverlauf fiir den elektronischen Grundzustand Pg’ " (t) und die
zugehorige Fidelity Funktion F'"? (¢) fiir das Triton. . . . . . . . ... ...
Oben: Verlauf der Kerndichte p?vm” (R, t) fir das Deuteron. Unten: Verlauf der
Kerndichte py' (R, t) fiir das Triton. Die Dichten nehmen Werte zwischen
0 (weifl) und 1.4a.u. (blau) an. Die roten vertikalen Linien zeigen den
Zeitpunkt der Reflexion des Wellenpakets an. In Anlehnung an [84], mit der

Erlaubnis von AIP Publishing. . . . . . . . . ... ... ... ... ... ..
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7.14

7.15

7.16

7.17

7.18

7.19

Oben: Verlauf der Elektronendichte p*™»(r,t) fiir das Deuteron. Unten:
Verlauf der Elektronendichte p>™»(r,t) fir das Triton. Die Dichten nehmen
Werte zwischen 0 (weifl) und 0.3 a.u. (blau) an. Die roten vertikalen Linien
zeigen den Zeitpunkt der Reflexion des Wellenpakets an. In Anlehnung
an [84], mit der Erlaubnis von AIP Publishing. . . . . . . . ... ... ...
Die Werte fiir das Deuteron sind links und die des Tritons rechts dargestellt.
Die ersten beiden Zeilen zeigen die wichtigsten Komponenten der Geschwin-
digkeitsform A2~ (rot) und der Langenform A7 = (blau). Zeile drei enthélt
einen Vergleich der elektronischen Impulserwartungswerte aus den zwei
Formen (n = m = 4 Zustanden) mit dem exakten Impulserwartungswert
(p,). Zeile vier zeigt einen Vergleich zwischen dem exakten und dem BO
Impulserwartungswert (p,)?¢ aus der Lingenform. In Anlehnung an [84],
mit der Erlaubnis von AIP Publishing. . . . .. ... ... .. ... ... ..
Oben: Wechselwirkungspotential V (r, R) fiir das 1D Shin-Metiu Modell mit
den Parametern P, p = 2.5 1401, P p. = 1.5A und AE = —10.04¢V. Die
Konturlinien reichen von 2 bis 20eV, in 2 eV Schritten. Mitte: Die zu dem
Wechselwirkungspotential zugehorigen adiabatischen Potentiale V,,(R) fiir
den Grundzustand n = 0 und den ersten angeregten Zustand n = 1. Unten:
Die zu dem Wechselwirkungspotential zugehorigen diabatischen Potentiale
VI(R) (Referenzgeometrie Ry = —2 A) fiir den Grundzustand n = 0 und
den ersten angeregten Zustand n = 1. Die roten Punkte markieren die
Startposition des Wellenpakets R., = —1.86 A. In Anlehnung an [84], mit
der Erlaubnis von AIP Publishing. . . . . . ... ... ... ... .....
Oben: Elektronische Wellenfunktion fiir den Zustand n = 1. Unten: Elek-
tronische Wellenfunktion fiir den Zustand n = 0. Die roten Linien markie-
ren die Referenzgeometrie der diabatischen elektronischen Wellenfunktion
bei Ry = —2A. Die Wellenfunktionen nehmen Werte zwischen —0.1 a.u.
(schwarz) und 0.1 a.u. (blau) ein. In Anlehnung an [84], mit der Erlaubnis
von AIP Publishing. . . . . ... ... .. ...
Oben: Adiabatischer Populationsverlauf fiir die Zustédnde n = 0 (schwarz),
n =1 (blau) und die Fidelity Funktion fiir n = 1 (orange). Unten: Diaba-
tischer Populationsverlauf fiir die Zusténde n = 0 (schwarz), n =1 (blau)
und die Fidelity Funktion fir n = 1 (orange). In Anlehnung an [84], mit
der Erlaubnis von AIP Publishing. . . . . . ... ... ... ... .....
Oben: Kerndichte aus der exakten Propagation py(R,t). Unten: Kerndichte
aus der diabatischen BO Propagation p%”°(R,t). Die Dichten nehmen
Werte zwischen 0 (weifl) und 0.4 a.u. (blau) ein. In Anlehnung an [84], mit
der Erlaubnis von AIP Publishing. . . . . ... ... ... ... ......
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7.20

7.21

7.22

7.23

7.24

7.25

7.26

Oben: Elektronendichte aus der exakten Propagation p.(r,t). Unten: Elek-
tronendichte aus der diabatischen BO Propagation pB9(r t). Die Dichten
nehmen Werte zwischen 0 (weif) und 0.1 a.u. (blau) ein. In Anlehnung
an [84], mit der Erlaubnis von AIP Publishing. . . . . . . . ... ... ...
Links: Adiabatische Komponenten der Geschwindigkeits- AP~ und Léngen-
form A7 . Rechts: Diabatische Komponenten der Geschwindigkeits- D?
und Léngenform D], . In Anlehnung an [84], mit der Erlaubnis von AIP
Publishing. . . . . . . . .
Oben: Adiabatischer elektronischer Impulserwartungswerte fiir n = m =
4 Zustande in der Geschwindigkeits- (rot) und Langenform (blau). In
schwarz ist der exakte Erwartungswert dargestellt. Unten: Diabatischer
elektronischer Impulserwartungswerte fiir n = m = 15 Zustdnde in der
Geschwindigkeits- (rot) und Langenform (blau). In schwarz ist der exakte
und in orange der diabatische BO Erwartungswert dargestellt. In Anlehnung
an [84], mit der Erlaubnis von AIP Publishing. . . . . . . . ... ... ...
Oben: Wechselwirkungspotential V (r, R) fiir das 1D Shin-Metiu Modell
mit den Parametern P,z = 5.0 /01, P g, = 1.5A und AE = —9.03¢V. Die
Konturlinien reichen von 2 bis 20eV, in 2 eV Schritten. Mitte: Die zu dem
Wechselwirkungspotential zugehorigen adiabatischen Potentiale V,(R) fiir
den Grundzustand n = 0 und den ersten angeregten Zustand n = 1. Unten:
Die zu dem Wechselwirkungspotential zugehorigen diabatischen Potentiale
VA(R) (Referenzgeometrie Ry = —2 A) fiir den Grundzustand n = 0 und
den ersten angeregten Zustand n = 1. Die roten Punkte markieren die
Startposition des Wellenpakets R, = —1.86 A. In Anlehnung an [84], mit
der Erlaubnis von AIP Publishing. . . . . ... .. ... .. ... .....
Oben: Elektronische Wellenfunktion fiir den Zustand n = 1. Unten: Elek-
tronische Wellenfunktion fiir den Zustand n = 0. Die roten Linien markie-
ren die Referenzgeometrie der diabatischen elektronischen Wellenfunktion
bei Ry = —2 A. Die Wellenfunktionen nehmen Werte zwischen —0.1 a.u.
(schwarz) und 0.1 a.u. (blau) ein. In Anlehnung an [84], mit der Erlaubnis
von AIP Publishing. . . . . . .. . ... ... .. ... .
Oben: Adiabatischer Populationsverlauf fiir die Zustédnde n = 0 (schwarz),
n =1 (blau) und die Fidelity Funktion fiir n = 1 (orange). Unten: Diabati-
scher Populationsverlauf fiir die Zustande n = 0 (schwarz), n = 1 (blau) und
die Fidelity Funktion fiir n = 1 (orange). Man beachte die verschiedenen
Skalen. In Anlehnung an [84], mit der Erlaubnis von AIP Publishing.
Oben: Kerndichte aus der exakten Propagation py(R,t). Unten: Kerndichte
aus der diabatischen BO Propagation p‘]i\}BO(R, t). Die Dichten nehmen
Werte zwischen 0 (weifl) und 0.4 a.u. (blau) ein. In Anlehnung an [84], mit
der Erlaubnis von AIP Publishing. . . . .. ... ... ... ... .....
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7.27

7.28

7.29

7.30

7.31

7.32

7.33

7.34

7.35

Oben: Elektronendichte aus der exakten Propagation p.(r,t). Unten: Elek-
tronendichte aus der diabatischen BO Propagation pB9(r t). Die Dichten
nehmen Werte zwischen 0 (weif) und 0.1 a.u. (blau) ein. In Anlehnung
an [84], mit der Erlaubnis von AIP Publishing. . . . . . . . ... ... ...
Links: Adiabatische Komponenten der Geschwindigkeits- AP~ und Léngen-
form A7 . Rechts: Diabatische Komponenten der Geschwindigkeits- D?
und Léngenform D], . In Anlehnung an [84], mit der Erlaubnis von AIP
Publishing. . . . . . . . .
Oben: Adiabatischer elektronischer Impulserwartungswerte fiir n = m =
4 Zustande in der Geschwindigkeits- (rot) und Langenform (blau). In
schwarz ist der exakte Erwartungswert dargestellt. Unten: Diabatischer
elektronischer Impulserwartungswerte fiir n = m = 15 Zustdnde in der
Geschwindigkeits- (rot) und Langenform (blau). In schwarz ist der exakte
und in orange der diabatische BO Erwartungswert dargestellt. In Anlehnung
an [84], mit der Erlaubnis von AIP Publishing. . . . . . . . ... ... ...
Wechselwirkungspotential V (r, R) fiir das 1D Shin-Metiu Modell mit den
Parametern P, g, = 1.5A4 und AE = —6.52 V. Die Konturlinien reichen
von 2 bis 20eV, in 2eV Schritten. . . . . . ... ..o
Unten: Elektronische Wellenfunktion fiir den Grundzustand. Oben: Elektro-
nische Wellenfunktion fiir den ersten angeregten Zustand. Die roten Linien
markieren die Referenzgeometrie fiir die diabatische elektronische Wellen-
funktion bei Ry = —2 A. Die Wellenfunktionen nehmen Werte zwischen
—0.1a.u. (schwarz) und 0.1a.u. (blau) ein. . . . . . .. .. ... ... ...
Adiabatische (V,,(R)) und diabatische (V4(R)) Potentiale fiir den Grund-
und ersten angeregten Zustand. . . . . . ... ... oL
Oben: Elektronendichte aus der exakten Propagation p.(r,t). Mittig: Elek-
tronendichte aus der adiabatischen BO Propagation pZ°(r,t). Unten: Elek-
tronendichte aus der diabatischen BO Propagation p#9(r t). Die Dichten
nehmen Werte zwischen 0 (weifl) und 0.1 a.u. (blau) ein. . . . . ... ...
Oben: Kerndichte aus der exakten Propagation py(R,t). Mittig: Kerndich-
te aus der abatischen BO Propagation p¥°(R,t). Unten: Kerndichte aus
der diabatischen BO Propagation p&”°(R,t). Die Dichten nehmen Werte
zwischen 0 (weifl) und 0.4 a.u. (blau) ein. . . . . . ... .. ...
Oben: Fidelity-Funktion fiir den adiabatischen (F%(¢) blau) und den diaba-
tischen (F{(t) orange) n = 1 Zustand. Unten: Elektronischer Impulserwar-
tungswert fiir die exakte- ((p,) schwarz), die adiabatisch BO- ({p,)5° blau)
und die diabatische BO Propagation ({p,)¢5° orange). . . .. ... .. ..
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7.36 Adiabatische Potentiale fiir den Grundzustand und den ersten angeregten
Zustand in der Singulett- (V,*(R)) und der Triplettkonfiguration (V!(R)).
Der rote Punkt markiert die Startposition des Kernwellenpakets auf dem
Triplettgrundzustand. . . . . . . . . ... Lo
7.37 Populationsverlauf P}(t) fiir den Triplettgrundzustand (schwarz) und die
Fideltity Funktion des Zustands F{(t) (orange). In Anlehnung an [83], mit
der Erlaubnis von AIP Publishing. . . . .. ... ... ... ... .....
7.38 Oben: Kerndichte aus der exakten Propagation py(R,t). Unten: Kerndichte
aus der BO Propagation pRP(R,t). Die Dichten nehmen Werte zwischen 0
(weil) und 1.4 a.u. (blau) ein. In Anlehnung an [83], mit der Erlaubnis von
AIP Publishing. . . . . . . .. ..
7.39 Oben: Elektronendichte aus der exakten Propagation p.(r,t). Unten: Elek-
tronendichte aus der BO Propagation pZ©(r,t). Die Dichten nehmen Werte
zwischen 0 (weif) und 0.1 a.u. (blau) ein. In Anlehnung an [83], mit der
Erlaubnis von AIP Publishing. . . . . . . . . .. .. ... ... ... ....
7.40 Oben: Impulserwartungswert fiir den Kern aus der exakten Propagation (pg)
(schwarz) und der BO Propagation (p5°) (orange). Unten: Elektronische
Impulserwartungswerte aus der exakten Propagation (p,) (schwarz) und der
BO Propagation (pZ°) (orange). In Anlehnung an [83], mit der Erlaubnis
von AIP Publishing. . . . . . . . .. ...
7.41 Korrekturterme zum elektronischen BO Impulserwartungswert. Der Diffe-
renzterm (p,)? in rot und der Interferenzterm (p,)? in schwarz. In Anlehnung
an [83], mit der Erlaubnis von AIP Publishing. . . . . . . . ... ... ...
7.42 Adiabatischer Grundzustand mit Konturlinien von —1.5 a.u. bis 0, in 0.1 a.u.
Schritten. Der griine Punkt markiert die Startposition des Wellenpakets
Req = (—0.6,—0.6) a.u.. Rot markiert ist der Ortserwartungswerte (R) zu
den Zeiten der in Abbildung 7.44 und 7.45 gezeigten Grofen. In Anlehnung
an [83], mit der Erlaubnis von AIP Publishing. . . . . ... ... ... ...
7.43 Populationsverlauf Pf(t) fir den Grundzustand (schwarz) und die Fideltity
Funktion des Zustands F(¢) (orange). Die roten vertikalen Linien markieren
die Zeiten der in Abbildung 7.44 und 7.45 gezeigten Groflen. . . . . . . . .
7.44 Links: Kerndichte aus der exakten Propagation px(R,t). Rechts: Kerndichte
aus BO Propagation pR° (R, t). Die Dichten nehmen Werte zwischen 0 (weif)
und 6 a.u. (blau) ein. In Anlehnung an [83], mit der Erlaubnis von AIP
Publishing. . . . . . . . .
7.45 Links: Elektronendichte aus der exakten Propagation p(r,t). Rechts: Elek-
tronendichte aus der BO Propagation pZ¢(r,t). Die Dichten nehmen Werte
zwischen 0 (weifl) und 0.1 a.u. (blau) ein. In Anlehnung an [83], mit der

Erlaubnis von AIP Publishing. . . . . . . . ... . ... ... ... .....
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7.46

7.47

8.1

8.2

8.3

8.4

8.5

Oben: Impulserwartungswertkomponente des Kerns ({pr,)) aus der exakten
Propagation in schwarz und der BO Propagation in orange. Unten: Vergleich
der Impulserwartungswertkomponente des Kerns ((pr,)) aus der exakten
Propagation (schwarz) und der BO Propagation (orange). Die vertikalen
roten Linien markieren die Zeiten der in Abbildung 7.44 und 7.45 gezeigten
Grofen. In Anlehnung an [83], mit der Erlaubnis von AIP Publishing. . .
Oben: Impulserwartungswertkomponente des Elektrons ((p,,)) aus der ex-
akten Propagation in schwarz und der BO Propagation in orange. Unten:
Vergleich der Impulserwartungswertkomponente des Elektrons ((p,,)) aus
der exakten Propagation (schwarz) und der BO Propagation (orange). Die
vertikalen roten Linien markieren die Zeiten der in Abbildung 7.44 und
7.45 gezeigten Grofen. In Anlehnung an [83], mit der Erlaubnis von AIP
Publishing. . . . . . . . .

Oben: Wechselwirkungspotential V(r, R) fir das 1D Shin-Metiu Modell
mit den Parametern P,z = 1.0 121, P g, = 2.0A und AE = —16.2¢V. Die
Konturlinien reichen von 2 bis 20 eV, in 2 eV Schritten. Unten: Die zu dem
Wechselwirkungspotential zugehorigen adiabatischen Potentiale V;,(R) fiir
den Grundzustand (n = 0) und den ersten angeregten Zustand (n = 1). Der
rote Punkt markiert die Startposition des Wellenpakets bei R, = —3.0 A
Oben: Kernwahrscheinlichkeitsdichte (a) und Translationsdichte (b). Der
Farbcode reicht von —1.4 a.u. (schwarz) bis 1.4 a.u. (blau). Unten: Elektroni-
sche Wahrscheinlichkeitsdichte (c) und Translationsdichte (d). Der Farbcode
reicht von —0.3 a.u. (schwarz) bis 0.3 a.u. (blau). . . . . . . ... ... ...
Verlauf der elektronischen Wahrscheinlichkeitsdichte (oben) und der elektro-
nischen Translationsdichte (unten) fiir ¢ = 10 fs. In rot sind die Positionen
der Knoten der Translationsdichte fiir ein lokalisiertes gau3formiges Wel-
lenpaket bei r = 0 und r = r., markiert. In griin sind die Positionen der
Knoten r; und 7o der elektronischen Translationsdichte markiert. . . . . . .
Verlauf der elektronischen Wahrscheinlichkeitsdichte (oben) und der elektro-
nischen Translationsdichte (unten) fiir ¢ = 40 fs. In rot sind die Positionen
der Knoten der Translationsdichte fiir ein lokalisiertes gauf3formiges Wel-
lenpaket bei r = 0 und r = r,, markiert. In griin sind die Positionen der
Knoten r; und 75 der elektronischen Translationsdichte markiert. . . . . . .
Verlauf der elektronischen Wahrscheinlichkeitsdichte (oben) und der elektro-
nischen Translationsdichte (unten) fiir ¢ = 70 fs. In rot sind die Positionen
der Knoten der Translationsdichte fiir ein lokalisiertes gaufformiges Wel-
lenpaket bei r = 0 und r = r., markiert. In griin sind die Positionen der

Knoten r; und 7o der elektronischen Translationsdichte markiert. . . . . . .
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8.6

8.7

8.8

8.9

8.10

8.11

8.12

8.13

8.14

8.15

Oben: Kernwahrscheinlichkeitsflussdichte (a), Translationsflussdichte (b)
und die Differenz zwischen den beiden (c). Unten: Elektronische Wahr-
scheinlichkeitsflussdichte (d), Translationsflussdichte (e) und die Differenz
zwischen den beiden (f). Der Farbcode fiir den Kern und das Elektron reicht
von —0.001 a.u. schwarz bis 0.001 a.w. blau. . . . . . ... .. ... ... ..
Oben: Impulserwartungswert des Kerns tiber die Wahrscheinlichkeitsfluss-
dichte und die Translationsflussdichte. Unten: Impulserwartungswert des
Elektrons tiber die Wahrscheinlichkeitsflussdichte und die Translationsfluss-
dichte. . . . . . . .
Gezeigt sind die adiabatischen Komponenten der Kerntranslationsflussdichte
AN (linke Spalte) und der elektronischen Translationsflussdichte A
(rechte Spalte) fiir die elektronischen Zustéanden n,m = 0, 1. Der Farbcode
geht von —0.001 a.u. (schwarz) bis 0.001 a.u. (blau). . . . . ... ... ...
Gezeigt ist die Kerntranslationsflussdichte (oben) und die elektronische
Translationsflussdichte (unten), unter Beriicksichtigung der adiabatischen
Zustande bis n,m = 4. Der Farbcode geht von —0.001 a.u. (schwarz) bis
0.00La.w. (blau). . . . ...
Populationsverlauf fiir den elektronischen Grundzustand Fy(t) und die
zugehorige Fidelity Funktion Fo(t). . . . . . . . . ... L
Oben: BO Kernwahrscheinlichkeitsdichte (a) und Translationsdichte (b).
Der Farbcode reicht von —1.4a.u. (schwarz) bis 1.4 a.u. (blau). Unten:
Elektronische BO Wahrscheinlichkeitsdichte (c¢) und Translationsdichte (d).
Der Farbcode reicht von —0.3 a.u. (schwarz) bis 0.3 a.u. (blau). . . . . . . .
Oben: BO Kernwahrscheinlichkeitsflussdichte (a) und Translationsflussdich-
te (b). Unten: Elektronische BO Wahrscheinlichkeitsflussdichte (c¢) und
Translationsflussdichte (d). Der Farbcode fiir den Kern und das Elektron
reicht von —0.001 a.u. (schwarz) bis 0.001 a.u. (blau). . . . ... ... ...
Adiabatischer Grundzustand mit Konturlinien von —1.5 a.u. bis 0, in 0.1 a.u.
Schritten. Der griine Punkt markiert die Startposition des Wellenpakets
Req = (—0.9,—0.5) a.u.. Rot markiert sind die Ortserwartungswerte (R)
zu den in Abbildung 8.14 und 8.15 gezeigten Grofien. In Anlehnung an [86],
mit der Erlaubnis von AIP Publishing. . . . . . . .. .. ... ... ....
Links: Kerndichte py(R,t) zu verschiedenen Zeiten. Die Dichten nehmen
Werte zwischen 0 (wei) und 6 a.u. (blau) ein. Rechts: Die zugehorige
Wahrscheinlichkeitsflussdichte jy(R.,t). Der Farbcode der Vektoren reicht
von 1073 a.u. (dunkel blau) bis 8 - 1072 a.u. (dunkel rot). . . . ... .. ..
Links: Elektronendichte p.(r,t) zu verschiedenen Zeiten. Die Dichten neh-
men Werte zwischen 0 (weifl) und 0.1 a.u. (blau) ein. Rechts: Die zugehorige
Wahrscheinlichkeitsflussdichte je(r,t). Der Farbcode der Vektoren reicht
von 107 a.u. (dunkel blau) bis 6 - 10~* a.u. (dunkel rot). . . . ... .. ..
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8.16

8.17

8.19

8.20

8.21

8.22

Links: Translationskerndichte py (R, t) zu verschiedenen Zeiten. Die Dichten
nehmen Werte zwischen —6 (schwarz) und 6 a.u. (blau) ein. Rechts: Die
zugehorige Translationsflussdichte jy(R,t). Der Farbcode der Vektoren
reicht von 1072 a.u. (dunkel blau) bis 8 - 1072 a.u. (dunkel rot). . . . . . . .
Links: Elektronische Translationsdichte p,(r,t) zu verschiedenen Zeiten. Die
Dichten nehmen Werte zwischen —0.1 a.u. (schwarz) und 0.1 a.u. (blau) ein.
Rechts: Die zugehérige Translationsflussdichte j.(r, ). Der Farbcode der
Vektoren reicht von 107 a.u. (dunkel blau) bis 6 - 107* a.u. (dunkel rot).
Oben: Impulserwartungswert fiir die Kernkomponenten (p),, (p)r, tiber
die Wahrscheinlichkeitsflussdichte und die Translationsflussdichte. Unten:
Impulserwartungswert fiir die Elektronenkomponenten (p),,, (p)r, iiber die
Wabhrscheinlichkeitsflussdichte und die Translationsflussdichte. In rot sind
die Zeiten der gezeigten Dichten und Fliisse markiert (Abb. 8.14 bis Abb.
8.17). In Anlehnung an [86], mit der Erlaubnis von AIP Publishing.
Populationsverlauf fiir den elektronischen Grundzustand Fy(t) und die
zugehorige Fidelity Funktion Fo(t). . . . . . . . .. .. L
Links: Kerndichte pRY (R, t) zu verschiedenen Zeiten. Die Dichten nehmen
Werte zwischen 0 (weifl) und 6 a.u. (blau) ein. Mittig: Die zugehérige Wahr-
scheinlichkeitsflussdichte j¥°(R,,t). Der Farbcode der Vektoren reicht von
1073 a.u. (dunkel blau) bis 8 - 1073 a.u. (dunkel rot). Rechts: Elektronendich-
te pP9(r,t) zu verschiedenen Zeiten. Die Dichten nehmen Werte zwischen 0
(weil) und 0.1a.w. (blau) ein . . . . . . .. ... .. Lo
Links: BO Translationskerndichte p¥°(R,t) zu verschiedenen Zeiten. Die
Dichten nehmen Werte zwischen —6 a.u. (schwarz) und 6 a.u. (blau) ein.
Rechts: Die zugehérige Translationsflussdichte j5°(R.,t). Der Farbcode der
Vektoren reicht von 1072 a.u. (dunkel blau) bis 8 - 1072 a.u. (dunkel rot).
Links: Elektronische BO Translationsdichte pZ°(r,t) zu verschiedenen Zei-
ten. Die Dichten nehmen Werte zwischen —0.1 a.u. (schwarz) und 0.1 a.u.
(blau) ein. Rechts: Die zugehérige Translationsflussdichte jZ€(r,t). Der
Farbcode der Vektoren reicht von 107* a.u. (dunkel blau) bis 6 - 107* a.u.
(dunkel Tot). . . . . . ..
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