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Kurzfassung

Die Untersuchung stark korrelierter Elektronensysteme anhand des zweidimensionalen Hub-
bard-Modells bildet das zentrale Thema dieser Arbeit. Wir analysieren das Schicksal des
Mott-Isolators bei Dotierung als auch bei Reduzierung der Wechselwirkungsstéirke. Die
numerische Auswertung erfolgt mit Hilfe von Quanten-Cluster-Approximationen, die eine
thermodynamisch konsistente Beschreibung der Grundzustandseigenschaften garantieren.

Der hier verwendete Rahmen der Selbstenergiefunktional-Theorie bietet eine grofie Fle-
xibilitét bei der Konstruktion von Cluster-Naherungen. Eine detaillierte Analyse gibt Auf-
schluss iiber die Qualitdt und das Konvergenzverhalten unterschiedlicher Cluster-Néherun-
gen innerhalb der Selbstenergiefunktional-Theorie. Wir verwenden fiir diese Untersuchun-
gen das eindimensionale Hubbard-Modell und vergleichen unsere Resultate mit der exakten
Losung.

In zwei Dimensionen finden wir als Grundzustand des Teilchen-Loch-symmetrischen
Modells bei Halbfiillung einen antiferromagnetischen Isolator unabhéngig von der Wech-
selwirkungsstarke. Die Beriicksichtigung kurzreichweitiger raumlicher Korrelationen durch
unsere Cluster-Naherung fiihrt, im Vergleich mit der dynamischen Mean-Field-Theorie, zu
einer deutlichen Verbesserung des antiferromagnetischen Ordnungsparameters. Dariiber-
hinaus beobachten wir in der paramagnetischen Phase einen Metall-Isolator-Ubergang als
Funktion der Wechselwirkungsstérke, der sich qualitativ vom reinen Mean-Field-Szenario
unterscheidet.

Ausgehend vom antiferromagnetischen Mott-Isolator zeigt sich ein fiillungsgetriebener
Metall-Isolator-Ubergang in eine paramagnetische metallische Phase. Abhiingig von der
verwendeten Cluster-Approximation tritt dabei zunéchst eine antiferromagnetische me-
tallische Phase auf. Neben langreichweitiger antiferromagnetischer Ordnung haben wir in
unseren Rechnungen auch Supraleitung beriicksichtigt. Das Verhalten des supraleitenden
Ordnungsparameters als Funktion der Dotierung ist dabei in guter Ubereinstimmung so-
wohl mit anderen numerischen Verfahren als auch mit experimentellen Ergebnissen.
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Abstract

The central goal of this thesis is the examination of strongly correlated electron systems
on the basis of the two-dimensional Hubbard model. We analyze how the properties of the
Mott insulator change upon doping and with interaction strength. The numerical evalua-
tion is done using quantum cluster approximations, which allow for a thermodynamically
consistent description of the ground state properties.

The framework of self-energy-functional theory offers great flexibility for the construc-
tion of cluster approximations. A detailed analysis sheds light on the quality and the con-
vergence properties of different cluster approximations within the self-energy-functional
theory. We use the one-dimensional Hubbard model for these examinations and compare
our results with the exact solution.

In two dimensions the ground state of the particle-hole symmetric model at half-filling
is an antiferromagnetic insulator, independent of the interaction strength. The inclusion
of short-range spatial correlations by our cluster approach leads to a considerable im-
provement of the antiferromagnetic order parameter as compared to dynamical mean-field
theory. In the paramagnetic phase we furthermore observe a metal-insulator transition as
a function of the interaction strength, which qualitatively differs from the pure mean-field
scenario.

Starting from the antiferromagnetic Mott insulator a filling-controlled metal-insulator
transition in a paramagnetic metallic phase can be observed. Depending on the cluster
approximation used an antiferromagnetic metallic phase may occur at first. In addition to
long-range antiferromagnetic order, we also considered superconductivity in our calculati-
ons. The superconducting order parameter as a function of doping is in good agreement
with other numerical methods, as well as with experimental results.

III



v



Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung

2 Hubbard-Modell

2.1 Ein-Band-Hubbard-Modell . . . . . . . . . ... .. ... ... ... .....
2.2 Eigenschaften des (Ein-Band-)Hubbard-Modells . . . . . ... ... ... ..
2.2.1 Teilchen-Loch-Transformation . . . . . . . . .. .. ... ... ....
222 DerLimesU — 00 . . . . . . . .
2.2.3  Mott-Metall-Isolator-Ubergang . . . . . . . ... ... .. ......
2.2.4 Magnetismus . . . . ...
2.2.5 Exakte Ergebnissein D=1und D=o00 . . . .. .. .. ... ....
2.3 Das zweidimensionale Hubbard-Modell . . . . . . . . ... ... ... ....

Selbstenergiefunktional-Theorie

3.1 Selbstenergiefunktional . . . . . .. ... 00000
3.1.1 Parametrisierung der Selbstenergie: Referenzsysteme . . . . . . . ..
3.1.2 Eingeschrénkte Translationsinvarianz . . . . . . . ... ... .. ...
3.1.3 Thermodynamische Konsistenz . . . . .. . ... ... ... .....

3.2 Numerische Auswertung . . . . . . . . . . ...
3.2.1 Q@Q-Matrix-Methode . . . . . . . .. ...
3.2.2  Numerische Integration . . . . .. ... ... ... ... ... ...
3.2.3 Laufzeitaspekte . . . . . . . ..o
3.2.4 Parameteroptimierung . . . . . .. . ... L oo

3.3 Exakte Diagonalisierung . . . . . . . . .. .. oo
3.3.1 Invariante Unterrdume . . . . . . . . . .. .. ... L.
3.3.2 (Block-)Lanczos . . . . . . ... o
3.3.3 Green-Funktion . . . . . . .. ... L
3.3.4 Implementierung des Lanczos-Algrorithmus . . . . . . ... ... ..

Dotierung des Mott-Isolators: Variational Cluster Approach

4.1 Teilchen-Loch-Symmetrie . . . . . ... ... ... ... ... ... .. ..

4.2 Dotierung des Mott-(Heisenberg-)Isolators . . . . . . .. .. ... ... ...
4.2.1 Charakterisierung der Phaseniibergénge . . . . . .. .. ... .. ..
4.2.2 Koexistenz paramagnetischer und antiferromagnetischer Losung . . .

4.3 Phasenseparation im Hubbard- und ¢-J-Modell . . . . . . .. ... ... ..
4.3.1 Phasendiagramm . . . . . ... ..o
4.3.2 Next-Nearest-Neighbor-Hopping . . . . . . ... .. ... .. ....
4.3.3 Clusterfiillung und Variationsparameter . . . .. .. ... ... ...

4.4 Einfluss von Clustergréfe und Clustergeometrie . . . . . . . . . .. ... ..

v

13
13
15
17
19
20
20
21
23
24
26
26
27
29
30



VI

INHALTSVERZEICHNIS

4.4.1 Bandliicke A und Phasenseparation . . .. ... ... ........
4.4.2 Analyse der Finite-Size-Effekte . . . . . . . .. ... ... ... ...

5 Das 1D-Hubbard-Modell: Eine Analyse der Clusterndherungen

5.1 Mott-Isolator bei Halbfillung . . .

5.1.1 Optimierung der Hopping-Parameter: Grundzustandsenergie . . . . .

5.1.2 Ein-Teilchen-Anregungen .

5.1.3 Unabhéngige Optimierung mehrerer Variationsparameter . . . . . .

5.1.4 Bad-Platze . ... ... ..

5.1.5  Einfluss von Bad-Plédtzen auf dynamische Gréfen . . . . . . . . . ..

5.2 Fiillungsabhéngiger Mott-Ubergang

5.2.1 Variation der On-Site-Energien . . . . . . .. ... ... ... ....
5.2.2 Bad-Platze als Ladungsreservoirs . . . . . . . . ... ... ... ...
5.3 Auswahlkriterien fiir Referenzsysteme . . . . . . . .. ... ... ... ..

6 2D-Hubbard-Modell: Variational Cluster Approach mit Bad-Platzen

6.1 Teilchen-Loch-Symmetrie . . . . .

6.1.1  Antiferromagnetischer Grundzustand . . . . . . .. .. ... ... ..
6.1.2 Paramagnet: Mott-Hubbard-Ubergangin D=2 . . . . ... ... ..

6.2 Dotierung des Mott-Isolators . . .

6.2.1 Paramagnetischer Metall-Isolator-Ubergang . . . . . . .. ... ...
6.2.2 Antiferromagnetische Ordnung . . . . . . . ... ... ... ... ..

7 Supraleitung

7.1 Spinabhéngige Teilchen-Loch-Transformation . . . . . ... ... ... ...

7.2 Supraleitender Ordnungsparameter
8 Zusammenfassung

Literaturverzeichnis

54
56
56
58
61
63
66
70
71
74
79

82
82
82
87
94
94
97

103
103
105

109

112



Kapitel 1

Einleitung

Die moderne Festkorperphysik ist in der Lage, physikalische Eigenschaften einer Vielzahl
von Materialien zu erkléren [1|. Dies trifft insbesondere auf einfache Metalle sowie einige
Halbleiter und Isolatoren zu. Dagegen sind Materialien, deren Eigenschaften durch Elektro-
nen in schmalen d- und f-Orbitalen bestimmt werden, deutlich schwieriger zu beschreiben.
In Ubergangsmetallen, wie z. B. Vanadium, Eisen, Kupfer und deren Oxiden, erfahren die
d-Elektronen aufgrund ihrer rdumlichen Einschrankung eine starke Coulomb-Abstoffung.
Das Wechselspiel der internen Freiheitsgrade (Spin, Ladung, Drehimpuls) der d- und f-
Elektronen kann eine Reihe unterschiedlicher Phasen hervorbringen, die sich energetisch
nur wenig unterscheiden und daher konkurrieren oder auch kooperieren. Stark korrelierte
Elektronensysteme konnen daher &dufserst empfindlich auf die Verdnderung externer Para-
meter wie Temperatur, Druck oder Dotierung reagieren.

Beispiele sind die extrem groken Widerstandsinderungen beim Ubergang vom Metall
zum Isolator in Vanadiumoxid und beachtliche Volumené&nderungen bei Phaseniibergdngen
in Actinoiden und Lanthanoiden [1]. Hohe Sprungtemperaturen (iiber dem Siedepunkt von
Stickstoff) in Supraleitern mit Kupferoxidebenen (Kuprate) stellen ein weiteres Beispiel fiir
hochinteressante, aber auch bislang noch weitgehend unverstandene Effekte elektronischer
Korrelationen dar. In sogenannten Heavy-Fermion-Systemen verhalten sich Elektronen bei
tiefen Temperaturen, als besiifien sie ein Vielfaches (102 — 10%) der Masse freier Elektronen
in einfachen Metallen. Die Vielfalt dieser und weiterer Phéanomene sowie die Sensitivitat
bzgl. duflerer Einfliisse gestaltet die experimentelle und theoretische Behandlung stark
korrelierter Elektronensysteme besonders schwierig.

Schwach korrelierte Elektronensysteme, wie Silizium oder Aluminium, lassen sich gut in
einem Modell effektiv unabhingiger Elektronen beschreiben. Die Grundlage dafiir bildet
die Fermi-Fliissigkeits-Theorie. Niedrig angeregte Zustéinde werden fiir tiefe Temperatu-
ren durch voneinander im Wesentlichen unabhéngige Quasiteilchen in Analogie zu einem
nichtwechselwirkenden System beschrieben. Stark korrelierte Elektronensysteme machen es
dagegen erforderlich, {iber das Bild unabhéngiger Elektronen wesentlich hinauszugehen. So
versagt die Annahme starrer Bander (bestehend aus unabhéngigen Ein-Teilchen-Niveaus)
bei der Beschreibung von Isolatoren wie Nickeloxid oder Manganoxid, die magnetische
Ordnung erst bei relativ niedrigen Temperaturen zeigen, aber eine grofse Bandliicke auf-
weisen. Die Band-Theorie sagt hier falschlicherweise einen metallischen Zustand voraus,
sofern langreichweitige magnetische Ordnung auszuschlieffen ist.

Mott hat durch seine Arbeiten wesentlich zum Verstdndnis korrelationsinduzierter Iso-
latoren (Elektron-Elektron-Wechselwirkung bedingt einen isolierenden Zustand in partiell
gefiillten Béndern) beigetragen [2, 3]. Der isolierende Zustand wird nach ihm als Mott-
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Isolator bezeichnet. Im einfachsten Fall betrachtet man ein Gittermodell mit einem einzi-
gen Orbital auf jedem Gitterplatz. Ohne Elektron-Elektron-Wechselwirkung entsteht durch
Uberlapp der Orbitale ein einzelnes Band. Ein Mott-Isolator kann in diesem Modell bei
einer Besetzung von einem Elektron je Gitterplatz entstehen. Wahrend hier ohne Elektron-
Elektron-Wechselwirkung ein exakt halbgefiilltes Band existiert und somit ein metallischer
Zustand vorliegt, fiihrt die starke Coulomb-Abstofung, die zwei Elektronen am selben Platz
erfahren, nach Mott zu einer Aufspaltung in zwei Bénder. Ein-Teilchen-Anregungen, bei
denen ein Elektron entfernt wird (unteres Hubbard-Band) bzw. ein Elektron hinzugefiigt
wird (oberes Hubbard-Band) sind durch ein grofes Gap energetisch voneinander getrennt.
Dies ist charakteristisch fiir einen Mott-Isolator.

Zur theoretischen Behandlung stark korrelierter Elektronensysteme und insbesonde-
re von Mott-Isolatoren werden vereinfachte Gittermodelle verwendet, die die relevanten
physikalischen Eigenschaften der Materialen wiedergeben. Das einfachste nichttriviale Git-
termodell in diesem Zusammenhang ist das Hubbard-Modell [4], das im folgenden Kapitel
im Detail vorgestellt wird. Mit Hilfe des Hubbard-Modells lassen sich sowohl der Mott-
Isolator als auch Phaseniiberginge (vom Mott-Isolator) in metallische und supraleitende
Phasen beschreiben. Phaseniibergénge treten hier als Funktion der Wechselwirkungsstérke
oder in Abhéngigkeit der Dotierung auf.

Zur exakten bzw. approximierten Losung des Hubbard-Modells sind eine Vielzahl un-
terschiedlicher numerischer und analytischer Methoden herangezogen worden. In Uberein-
stimmung mit Motts Bild vom korrelationsinduzierten Isolator schlug Hubbard, ausgehend
vom Limes grofser Wechselwirkung, eine Aufspaltung der urspriinglichen (freien) Zustands-
dichte in ein unteres und oberes Hubbard-Band vor [5]. Ein Metall-Isolator-Ubergang durch
Verringerung der Wechselwirkungsstérke kann als Uberlappen der beiden Hubbard-Bénder
verstanden werden. Fermi-Fliissigkeits-Eigenschaften des metallischen Zustands fiir schwa-
che Wechselwirkung vermag Hubbards Ansatz allerdings nicht zu beschreiben. Brinkman
und Rice [6] erkliren den Metall-Isolator-Ubergang im Hubbard-Modell dagegen durch ei-
ne Divergenz der effektiven Masse der Quasiteilchen, indem sie vom metallischen Zustand
fiir schwache Wechselwirkung starten. Dieser Ansatz liefert eine angemessene Beschreibung
der niederenergetischen Physik des Metalls, hochfrequente Anregungen im Ein-Teilchen-
Spektrum werden aber nicht erfasst.

Grofse Fortschritte konnten durch die Entwicklung der Dynamical Mean-Field Theory
(DMFT) [7] erzielt werden. Mit diesem Ansatz gelingt eine konsistente Beschreibung sowohl
des Metalls als auch des Isolators. Die DMFT bildet dabei das Gitterproblem selbstkon-
sistent auf ein effektives Ein-Platz-Modell ab. Der Einfluss des umgebenden Gitters wird
durch ein Reservoir nichtwechselwirkender Elektronen (Bad) beschrieben. Der betrachte-
te Gitterplatz kann Elektronen mit dem Bad austauschen, zeitliche quantenmechanische
Fluktuationen werden dadurch beriicksichtigt. Im Gegensatz zur statischen Molekularfeld-
Theorie wird das umgebende Medium in der DMFT nicht durch eine Zahl, sondern mittels
einer frequenzabhéngigen Hybridisierungsfunktion A(w) beschrieben, die selbstkonsistent
bestimmt wird. Wahrend rdumliche Fluktuationen durch die Abbildung auf ein effektives
FEin-Platz-Modell im Rahmen der DMFT vernachlédssigt werden, wird die lokale Dynamik
der Elektronen exakt behandelt.

Die DMFT-Losung des Hubbard-Modells fiihrt bereits auf ein komplexes Phasendia-
gramm fiir den Mott-Metall-Isolator-Ubergang. Quanten-Cluster-Methoden [8] erlauben als
Erweiterung der DMFT, zuséatzlich auch kurzreichweitige raumliche Korrelationen in der
Beschreibung stark korrelierter Systeme zu berticksichtigen und deren Relevanz fiir die phy-
sikalischen Eigenschaften des Systems zu untersuchen. Als Clustererweiterungen der DMFT



existieren die Cellular Dynamical Mean-Field Theory (CDMFT) [9, 10] und die Dynamical
Cluster Approximation (DCA) [11]. Wéhrend in CDMFT eine Aufteilung des Gitters in
identische Cluster im Ortsraum vorgenommen wird, basiert die DCA auf einer Formulie-
rung im reziproken Raum. Wie in DMFT beschreibt das Bad den Einfluss des umgebenden
Mediums jenseits der Clustergrenzen und wird durch entsprechende Selbstkonsistenzglei-
chungen bestimmt. Fine numerisch exakte Losung des selbstkonsistenten Clusterproblems
ist mit Hilfe von Quanten-Monte-Carlo-Methoden mdoglich. Dieses Verfahren funktioniert
allerdings nur fiir endliche (gentigend hohe) Temperaturen 7' > 0 und in Abwesenheit
des fermionischen Vorzeichenproblems. Reduziert man das (kontinuierliche) Bad auf einige
wenige Bad-Platze, lasst sich das Clusterproblem durch exakte Diagonalisierung sogar fiir
T = 0 16sen. Als Konsequenz konnen die Selbstkonsistenzgleichungen allerdings nur noch
naherungsweise erfiillt werden, so dass eine thermodynamisch konsistente Beschreibung im
Allgemeinen nicht mehr gegeben ist.

Clusterapproximationen im Rahmen der Selbstenergiefunktional-Theorie (SFT) [12]
bilden eine neue Moglichkeit, Grundzustandseigenschaften des Hubbard-Modells thermo-
dynamisch konsistent zu behandeln. Uberdies erlaubt die Formulierung der Theorie, sich
bei der Optimierung der Clusterparameter auf wenige relevante Grofsen zu konzentrieren,
ohne die thermodynamische Konsistenz zu verletzen. Dadurch l&sst sich der numerische
Aufwand zum Teil erheblich reduzieren, wihrend die Qualitdt der Resultate praktisch un-
verandert bleibt.

Die Untersuchung des Hubbard-Modells in D = 2 steht im Mittelpunkt dieser Arbeit.
Wenn auch stark motiviert durch die enge Verbindung zur Hochtemperatur-Supraleitung
in den Kupraten, ist unser eigentliches Interesse am 2D-Hubbard-Modell grundlegender
Natur und konzentriert sich auf universelle im Gegensatz zu materialspezifischen Aspek-
ten. Das Schicksal des Mott-Isolators bei Dotierung oder bei Reduzierung der Wechselwir-
kungsstérke steht dabei im Vordergrund. Neben physikalischen Fragestellungen sollen auch
die Eigenschaften der verwendeten variationellen Clustermethode herausgearbeitet werden,
wie der Einfluss von Clustergrofe, Clustergeometrie oder Wahl der Variationsparameter.

Im folgenden Kapitel gehen wir detailliert auf das Hubbard-Modell mit seinen, im Rah-
men dieser Arbeit, relevanten Eigenschaften ein. Die zugrundeliegende Theorie sowie die
numerischen Aspekte der Methode werden danach vorgestellt (Kap. 3). Anschliefend folgt
die Anwendung auf das 2D-Hubbard-Modell (Kap. 4). Eine detaillierte Untersuchung der
Eigenschaften der Clustermethode wird fiir das eindimensionale Hubbard-Modell durch-
gefiihrt, da hier ein Vergleich mit der exakten Losung moglich ist (Kap. 5). Mit den so
gewonnenen Erkenntnissen kann schlieflich die Berechnung in D = 2 verfeinert werden
(Kap. 6 und 7).



Kapitel 2

Hubbard-Modell

Aus dem Wechselspiel von kinetischer Energie auf der einen Seite und Elektron-Elektron-
Wechselwirkung auf der anderen Seite resultieren eine Reihe nichttrivialer Viel-Teilchen-
Effekte. Metall-Isolator-Ubergéinge, die durch Wechselwirkung getrieben werden (Mott-
Metall—Isolator—Ubergang), sind faszinierende Aspekte dieses Wechselspiels. Ein weiteres
hochinteressantes Viel-Teilchen-Phénomen ist die Entstehung langreichweitiger magne-
tischer Ordnung, die in vielen Fillen auf starke Korrelationen zuriickzufiihren ist [13].
Desweiteren kann in diesem Zusammenhang schliefslich die Hochtemperatur-Supraleitung
erwdhnt werden. Charakteristische Eigenschaften der kupratbasierten Hochtemperatur-
Supraleiter lassen sich, als eine mogliche Sichtweise, als die Physik eines dotierten Mott-
Isolators verstehen [14]. Grundlegende Eigenschaften stark korrelierter Materialien, wie
vieler Ubergangsmetalloxide (einschlieflich der Kuprate), lassen sich im Rahmen theo-
retischer Modelle beschreiben. Vor allem aufgrund des starken Interesses an der Physik
der Kuprate haben effektive Modelle wie das zweidimensionale Hubbard-Modell bzw. (im
Limes starker Wechselwirkung) das ¢t-J-Modell besondere Bedeutung erlangt. Obwohl die-
se effektiven Modelle als stark vereinfachte Beschreibung der elektronischen Struktur der
Kuprate zu betrachten sind, enthalten sie dennoch wesentliche physikalische Aspekte, wie
numerische Rechnungen zeigen. Dazu gehoren unter anderem Antiferromagnetismus, Strei-
fenphasen, Pseudogap-Verhalten sowie d,2_,2-Paarung [15]. Wie empfindlich das Wechsel-
spiel zwischen den verschiedenen Phasen sein kann, zeigt sich z. B. in den abweichenden
Ergebnissen, die unterschiedliche numerische Methoden ergeben kénnen.

2.1 Ein-Band-Hubbard-Modell

Das Hubbard-Modell ist das einfachste nichttriviale fermionische Gittermodell. Es wurde
urspringlich eingefiihrt, um die niederenergetischen Anregungen schmaler d-Bénder in der
Néhe der Fermi-Energie zu diskutieren [16]. Trotz seiner Einfachheit ist eine exakte Losung
nur in wenigen Ausnahmeféillen moéglich. Im Allgemeinen muss auf Nadherungsverfahren
zuriickgegriffen werden.

Als Standardmodell zur Untersuchung der Hochtemperatur-Supraleitung der Kuprate
hat insbesondere das zweidimensionale Drei-Band- bzw. (effektive) Ein-Band-Hubbard-
Modell Bedeutung erlangt. Ausgangspunkt hierfiir ist der Umstand, dass die Physik der
Hochtemperatur-Supraleiter durch die Eigenschaften der Kupferoxidebenen bestimmt wird
[14]. Relevant fiir die Darstellung der elektronischen Zusténde sind das d,2_,2-Orbital des
zentralen Kupferatoms sowie die p-Orbitale der umgebenden Sauerstoffatome, die mit dem
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Abbildung 2.1: Relevante Orbitale der Kupferoxidebene zur Beschreibung der elektroni-
schen Struktur der Kuprate. Als Parameter des Drei-Band-Hubbard-Modells treten die
Hopping-Integrale t,,, t,q4, die On-Site-Energien ¢, 4 sowie die Coulomb-Wechselwirkung
Up, Ug, Upq auf. Bei der Abbildung auf das Ein-Band-Hubbard-Modell wird der Parameter
U entscheidend durch Upg bestimmt [14].

dy2_,2-Orbital eine starke kovalente Bindung eingehen (sieche Abb. 2.1). Daraus resultiert
eine Einheitszelle bestehend aus einem Kupferatom und zwei Sauerstoffatomen, die auf eine
Beschreibung der Kupferoxidebenen in Form eines Drei-Band-Modells fiihrt, das zweidi-
mensionale Drei-Band-Hubbard-Modell. Wesentliche Aspekte der niederenergetischen Phy-
sik lassen sich aber bereits in einem effektiven Ein-Band-Modell verstehen.

Im Ortsraum ist das Ein-Band-Hubbard-Modell in zweiter Quantisierung durch den
Ausdruck

Z ti;c ZUc](, + UanTnzl (2.1)

ijo
gegeben. Die Operatoren é;ro und ¢&;, erzeugen bzw. vernichten ein Teilchen im Ein-Teilchen-
Zustand mit Spin ¢ =T, ] an einem Gitterplatz ¢, der Besetzungszahloperator ist durch
Nig = ézoéw definiert. Die Parameter ¢;; enthalten sowohl die Werte fiir die Hopping-
Integrale als auch die On-Site-Energien t¢;; (= ) des Gittermodells. Die lokale Coulomb-
Wechselwirkung, relevant bei Doppelbesetzung eines Gitterplatzes, wird durch die Grofse
U beschrieben. Effektive Werte fiir die Modellparameter lassen sich mit Hilfe von Band-
strukturrechnungen gewinnen.

2.2 Eigenschaften des (Ein-Band-)Hubbard-Modells

Einige ausgewihlte Eigenschaften des Hubbard-Modells!, die fiir die Diskussion unserer Da-
ten hilfreich sind, sollen im Folgenden vorgestellt werden. Neben Symmetrieeigenschaften
sind insbesondere exakte Resultate in den Dimensionen D = 1 und D = oo interessant. Wir
beschrénken uns hierbei auf die Betrachtung hyperkubischer Gitter mit Nearest-Neighbor-
Hopping ¢ und Next-Nearest-Neighbor-Hopping ¢’ als Modellparameter. Werden Gitter mit
endlicher Anzahl L an Gitterpldtzen betrachtet, so setzen wir periodische Randbedingun-
gen voraus. Der Energienullpunkt wird € = 0 gewahlt. Der Hamilton-Operator Gl. 2.1 lasst

!Die Bezeichnung Hubbard-Modell wird im Weiteren synonym mit Ein-Band-Hubbard-Modell verwen-
det.
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sich dadurch in der speziellen Form

H=—t> el tjo—t D eltjo—nd hig+ U i (2.2)
(ij)o (o io i

schreiben, wobei die Notation (ij) und ((ij)) die Summe {iber néchste bzw. iibernéchste
Gitterplétze meint. Die groftkanonische Formulierung erlaubt die Festlegung der Teilchen-
zahl N (bzw. Teilchendichte n = N/L) mit Hilfe des chemischen Potenzials .

2.2.1 Teilchen-Loch-Transformation

Das hyperkubische Gitter ist ein bipartites Gitter?, so dass als geeignete Teilchen-Loch-
Transformation

é;'fa = 1iCig (éio = 777;620) (2.3)
gewahlt wird. Der Phasenfaktor wird auf 7; = 1 flir Gitterplétze ¢ des Untergitters A bzw.

auf 1; = —1 fiir Untergitter B gesetzt. Angewendet auf den Hamilton-Operator Gl. 2.2
ergibt die Teilchen-Loch-Transformation

P =t elotje +10 Y ptio = (U =) D i + U Y giiy + (U = 2p) L (2.4)
(ij)o {(ig))o io i

fiir ein Modell mit L Gitterplatzen. Es ist zu bemerken, dass die Transformation das

Vorzeichen von ¢ dndert. Bei einer Abbildung von Loch- auf Elektrondotierung ist daher,

neben einer Verschiebung der Grundzustandsenergie, die Parameterdnderung ¢ — —t' zu

beriicksichtigen. Teilchen-Loch-Symmetrie liegt offensichtlich nur fir ¢ = 0 und pu = U/2
vor.

2.2.2 Der Limes U — o©

Im Limes U — oo lisst sich das Hubbard-Modell (mit Elektronenfiillung N < L und N —
L) auf das t-J-Modell abbilden. Zweite Ordnung Stérungstheorie in 1/U unter Ausschluss
von Doppelbesetzung fiihrt auf

. L 202 /. 1.
Htfj = — Z tz‘jCIO_Cjo— + Z # <SZSJ - 4771%77,]) (25)
ijo 1#]
mit den Heisenberg-Spinoperatoren S; fiir Spin 1 /2 [17]. Im Spezialfall von Halbfiillung
(N = L) ergibt sich das antiferromagnetische Heisenberg-Modell

. P |
Hy = ij‘j (Sz‘sj - 4> ) (2.6)
i#j
wobei J;; = Zt?j /U gilt. Folglich beschreibt das halbgefiillte Hubbard-Modell im Limes U —

oo einen antiferromagnetischen Isolator. Wird ausschlieflich Nearest-Neighbor-Hopping ¢
betrachtet, ldsst sich die magnetische Wechselwirkung vereinfachend durch J Z< S;S;

mit J = 2t2/U darstellen (Anderson-Superaustausch [7]).

i)

2Ein bipartites Gitter kann in zwei sich durchdringende Untergitter A und B derart aufgeteilt werden,
dass alle nichsten Nachbarn eines beliebigen Gitterplatzes zum jeweils anderen Untergitter gehoren [17].
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=
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Abbildung 2.2: Schematische Darstellung des Mott-Isolators mit unterem (LHB) und
oberem (UHB) Hubbard-Band. Der Mott-Metall-Isolator-Ubergang lisst sich daraus fiir
U~ (WLHB + WUHB)/2 ablesen.

2.2.3 Mott-Metall-Isolator-Ubergang

Waihrend Band-Isolatoren aus einem effektiven Ein-Teilchen-Bild heraus (unbesetztes oder
vollstandig besetztes Band) verstanden werden konnen, ldsst sich der Mott-Isolator nur als
Viel-Teilchen-Effekt erklaren. Mit Hilfe des halbgefiillten Hubbard-Modells kann ein solcher
durch Elektron-Elektron-Wechselwirkung erzeugter Isolator beschrieben werden.

Die grundlegende Idee des Mott-Metall-Isolator-Ubergangs ist in einem quasi-atomaren
Bild zu verstehen [17]. Fiir hinreichend grofe Werte der Wechselwirkung U > W (W
Bandbreite des nichtwechselwirkenden Systems) ist jeder Gitterplatz einfach besetzt. Das
Hinzufiigen eines weiteren Elektrons erfordert daher die Energie U — Wypgp/2. Das zu-
sitzliche Teilchen kann von einem Gitterplatz zu einem anderen Gitterplatz hiipfen (¢;;),
es entsteht ein oberes Hubbard-Band (UHB) der Breite Wyyp. In dhnlicher Weise fiihren
die Hopping-Integrale zu einer Verbreiterung der atomaren Niveaus, wenn ein Elektron
entfernt wird, d. h. ein einzelnes Loch betrachtet wird (unteres Hubbard-Band (LHB) mit
WiLHB).

Das Spektrum der Ladungsanregungen ist somit durch das untere und obere Hubbard-
Band gegeben, der Abstand (der Schwerpunkte) dieser Bander wird grob durch die Wech-
selwirkung U festgelegt (sieche Abb. 2.2). Unteres und oberes Hubbard-Band sind keine
starren Bander (wie in der Beschreibung unabhéngiger Elektronen), sondern entstehen als
Viel-Teilchen-Effekt und sind als solcher von der Elektronenzahl abhéngig. Bei Halbfiillung
(N = L) in Teilchen-Loch-Symmetrie ist Wigp = Wygp und das Spektrum symmetrisch
zu w = 0. In einem sehr einfachen Bild kann der Ubergang vom Mott-Isolator zum Metall
bei Halbfiillung als Funktion von U durch Uberlappen der beiden Hubbard-Teilbénder fiir
U~ (Wrus + Wyns)/2 verstanden werden.

2.2.4 Magnetismus

Ferromagnetismus tritt nicht als wesentliche Eigenschaft des Ein-Band-Hubbard-Modells
auf, sondern ist eher als Ausnahme zu betrachten. Lieb konnte z. B. nachweisen, dass der
Grundzustand des repulsiven Hubbard-Modells (U > 0) fiir bipartite Gitter bei Halbfiillung
ein Singulett ist, sofern beide Untergitter die gleiche Anzahl an Gitterplétzen besitzen [18|.
Liebs Theorem behalt unabhéngig von der Gitterstruktur fiir beliebige Dimensionen seine
Giiltigkeit.

Der Nachweis eines ferromagnetischen Grundzustands gelingt im Grenzfall eines ein-
zelnen Lochs im halbgefiillten Band fiir U = oo [17]. Diese Phase ist als Nagaoka-Ferro-
magnetismus bekannt. Der Nagaoka-Ferromagnet wird auch fiir endliche Lochdotierung als
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stabil angenommen, allerdings existiert fiir diesen Fall kein formaler Beweis.

Aus der Abbildung des Hubbard-Modells auf das (Spin-1/2-)Heisenberg-Modell fiir
grofe Wechselwirkung (Gl. 2.6) wird deutlich, dass antiferromagnetische Korrelationen
nahe Halbfiillung eine besondere Rolle spielen. Wahrend sich in D = 1 aufgrund von
Quantenfluktuationen keine langreichweitige antiferromagnetische Ordnung ausbildet, ist
die Existenz von Néel-Ordnung fiir D > 3 gesichert [17]. In D = 2 ist eine exakte Aussa-
ge zum Antiferromagnetismus im Heisenberg-Modell nicht moglich, numerische Resultate
lassen aber auf einen antiferromagnetischen Grundzustand schliefsen (vergl. Abschnitt 2.3).

Es sei darauf hingewiesen, dass Aussagen zu langreichweitiger magnetischer Ordnung
in D < 2 aufgrund des Mermin-Wagner-Theorems [19] nur fir den Grundzustand rele-
vant sind, da hier fiir endliche Temperaturen jede Art von langreichweitiger magnetischer
Ordnung auszuschlieffen ist.

2.2.5 Exakte Ergebnisse in D =1 und D = o0

Trotz seiner einfachen Struktur ldsst sich das Hubbard-Modell nur fiir wenige Ausnahme-
falle exakt 16sen. Exakte Losungen sind in D = 1 mit Hilfe des Bethe-Ansatzes sowie im
Limes D — oo im Rahmen der Dynamical Mean-Field Theory (DMFT) méglich.

Eindimensionales Hubbard-Modell

Wir betrachten zunéchst das Hubbard-Modell Gl. 2.1 in D = 1. Dabei soll nur Nearest-
Neighbor-Hopping ¢ beriicksichtigt werden. Teilchen-Loch-Symmetrie (und damit Halbfiil-
lung N = L) liegt fiir p = U/2 vor (siche Abschnitt 2.2.1). Die exakte Grundzustands-
energie Iy folgt aus dem Bethe-Ansatz und ist fiir Halbfiillung durch

Jo(x)J1(x)
1+ exp(zU/2t))

oo
Ey/L = —4t/ dx (2.7)
0 a(
gegeben [20]. Jo, Ji sind Bessel-Funktionen. Wahrend sich fiir U = 0 ein metallischer
Zustand ergibt, sind unteres und oberes Hubbard-Band fiir alle U > 0 durch eine Bandliicke
voneinander getrennt. Die exakte Grofse des Gaps A ist durch

16t2 [ 22 -1
JAN g (R PP 2.8
U /1 ¥ sinh(2rtz/U) (28)

bestimmt [21]. Eine Betrachtung der Grenzfille starker und schwacher Wechselwirkung
fithrt auf [17]
—27 - w _
(8t/m) /Ut e 2™/U  fir U < 5 o=2t
A — . (2.9)
U — 4t +8In(2)t?/U fiir U > W =4t

Das Gap ist endlich fiir alle U > 0, wenn auch exponentiell klein im Limes U — 0. Im
Bereich kleiner Wechselwirkung wird die Bandliicke im Mott-Isolator durch die Tendenz
zu magnetischer Ordnung bestimmt (A ~ exp(—t/U)), ab U ~ O(W) spielen Ladungskor-
relationen die wesentliche Rolle. Die Bandbreite der Hubbard-Bénder fiir U > W ergibt
sich als Wiy = Wyup = 4t [17].

Der fiillungsabhiingige Mott-Metall-Isolator-Ubergang kann durch die Ladungssuszep-
tibilitat (,Kompressibilitat®) 5

n

= 5 (2.10)

K
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charakterisiert werden. Fiir U = 0 ist die Kompressibilitdt x proportional zur (Tight-
Binding-)Zustandsdichte an der Fermi-Energie und damit endlich fiir jede Bandfiillung
mit Ausnahme von n = 0 und n = 2 (wegen der Van-Hove-Singularititen an der unteren
und oberen Bandkante). Aufgrund des Gaps im Ein-Teilchen-Anregungsspektrum ergibt
sich fiir beliebige Wechselwirkung U > 0 der Wert x = 0 fiir die Ladungssuszeptibilitit
im Mott-Isolator. Die Kompressibilitit ist allerdings unstetig am Metall-Isolator-Ubergang
und zeigt sogar divergentes Verhalten in der metallischen Phase fiir n — 1. Im Metall in
der Nihe von Halbfiillung (n < 1) gilt

K=ad (2.11)

fiir § — 0 mit der Lochdotierung 6 = 1 —n und einer U-abhéngigen Konstante oo > 0 [22].
Daraus folgt, dass der Wert der Dotierung  als Funktion des chemischen Potenzials in der
Nihe des Metall-Isolator-Ubergangs durch

5 oc /u(0) — (o) (2.12)

bestimmt ist, woraus sich eine unendliche Steigung von §(y) beim Ubergang zu Halbfiillung
(d. h. § = 0) ablesen lésst.

Numerische Rechnungen im Rahmen der Dynamical Density-Matrix Renormalization
Group (DDMRQG) zeigen im Prinzip exakte Ubereinstimmung mit analytischen Resultaten
des Bethe-Ansatzes und liefern weitaus mehr Information [23]. DDMRG bietet einen ge-
eigneten numerischen Zugang zum eindimensionalen Hubbard-Modell in Ergdnzung zum
Bethe-Ansatz.

Unendlichdimensionales Hubbard-Modell

2 U< Ug
2
B
|72}
2
g or
=
N U<Ug
LHB UHB
U>Ug
®=0

Abbildung 2.3: Schematische Darstellung des Mott-Metall-Isolator-Ubergangs in D = oo
(DMFT). Der Phasentibergang (U = U,) ist durch das Verschwinden des Quasiteilchen-
Peaks (QP) im bereits voll ausgebildeten Mott-Hubbard-Gap bestimmt (,preformed-gap
scenario®).

Eine exakte Behandlung des Hubbard-Modells im Limes D — oo ist im Rahmen der
DMFT moglich. Raumliche quantenmechanische Fluktuationen werden hier vernachléssig-
bar, die Selbstenergie ist eine rein lokale Grofe. Modelle, in denen die Wechselwirkung auf
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einen einzelnen Platz beschriankt ist, zeigen ebenfalls eine rein lokale Selbstenergie und sind
daher (im Limes D — oo) #dquivalent zum Hubbard-Modell. Die Verbindung wird dabei
durch die sogenannte DMFT-Selbstkonsistenzbedingung hergestellt [7]. Ein Beispiel fiir
ein solches effektives Modell ist das Storstellen-Anderson-Modell. Obgleich die DMFET eine
exakte Theorie des unendlichdimensionalen Hubbard-Modells darstellt, ist eine analytische
Losung der DMFT-Selbstkonsistenzgleichungen im Allgemeinen nicht moglich, so dass auf
numerische Methoden zuriickgegriffen werden muss.

Der Grenziibergang D — oo setzt eine geeignete Reskalierung der Hopping-Parameter
voraus, so dass sich ein endlicher Erwartungswert der kinetischen Energie (pro Gitterplatz)
ergibt. Fiir das hyperkubische Gitter mit Nearest-Neighbor-Hopping ¢ folgt mit der Wahl

~ t

=5 (2.13)

fiir das reskalierte Hopping eine Gaufs-Verteilung als freie Zustandsdichte [17]

1 o2
po(w):mte 22, (2.14)

Das so definierte Band ist nicht beschréankt, so dass als effektive Bandbreite die Standard-

abweichung
1
oo 3
W =4 </ dw po(w)w2> (2.15)

—00

verwendet wird.
Im Gegensatz zum eindimensionalen halbgefiillten Hubbard-Modell kann sich in D =
oo langreichweitige antiferromagnetische Ordnung ausbilden, sofern die Perfect-Nesting-
Bedingung
ek+Q)=—¢ck), Q= (mm,...,7) (2.16)

erfiillt ist (was fiir das hyperkubische Gitter ohne magnetische Frustration zutrifft). Diese
Eigenschaft lasst sich fiir schwache Wechselwirkung in Hartree-Fock-Naherung verifizieren,
fiir starke Wechselwirkung ergibt sie sich aus der Abbildung auf das Heisenberg-Modell
(sieche Abschnitt 2.2.2). Analytische Argumente und numerische Rechnungen fithren somit
auf einen antiferromagnetischen Isolator als Grundzustand fiir beliebige Wechselwirkung
[7, 17]. Im Limes U — oo ist der exakte Grundzustand der Néel-Zustand. In endlichen
Dimensionen dagegen spielen Spinfluktuationen eine wesentliche Rolle und fithren zu einer
Reduktion des magnetischen Ordnungsparameters.

In Abwesenheit langreichweitiger magnetischer Ordnung lassen analytische Uberlegun-
gen auf einen Mott-Metall-Isolator-Ubergang schliefen [7]. Der kritische Wert der Wech-
selwirkung U, ergibt sich aus numerischen Rechnungen zu U, ~ 1.5W (im Gegensatz zu
U.=0in D = 1). Abweichend vom einfachen Bild des Metall-Isolator-Ubergangs in Ab-
schnitt 2.2.3 ist der Phaseniibergang nicht allein durch ein Aufspalten der Zustandsdichte
in unteres und oberes Hubbard-Band mit zunehmender Wechselwirkung U charakterisiert.
Vielmehr tritt in der metallischen Phase zusétzlich ein Quasiteilchen-Peak um w = 0
auf (siche Abb. 2.3). Dadurch bleibt der Zustand metallisch, obwohl die beiden Hubbard-
Béander bereits ausgebildet sind (preformed Gap). Erst das Verschwinden des Quasiteilchen-
Peaks fiihrt zum Mott-Metall-Isolator-Ubergang in D = oo. Fiir grofe Wechselwirkung
U > W gilt wie in D =1 fiir die Breite der Hubbard-Bénder Wigp = Wypg = W [17].

Ein wesentlicher Aspekt des Mott-Metall-Isolator-Ubergangs in D = oo ist das Auftre-
ten eines Koexistenzbereichs U.1(T) < U < Ueo(T) fiir Temperaturen 7' unterhalb eines
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Abbildung 2.4: Koexistenzbereich des unendlichdimensionalen Hubbard-Modells mit pa-
ramagnetischer metallischer und isolierender Phase. Die Phasengrenze ist durch U.(T')
festgelegt.

kritischen Werts T.. In diesem Parameterbereich folgt aus den DMFT-Selbstkonsistenz-
gleichungen sowohl die Existenz einer metallischen als auch einer isolierenden paramag-
netischen Losung [7]. Der eigentliche Phaseniibergang (erster Ordnung) bestimmt sich aus
dem Vergleich der freien Energie der beiden Losungen und fithrt auf die Phasengrenze
Uc(T') (siehe Abb. 2.4). Nur an den kritischen Endpunkten U.(0) bzw. U.(1¢) ist der Pha-
seniibergang zweiter Ordnung.

Dotierung des Hubbard-Modells in D = oo erzeugt im Unterschied zum eindimen-
sionalen Hubbard-Modell keine Divergenz in der Kompressibilitit beim Ubergang zum
Mott-Isolator (n — 1). Die Kompressibilitdt bleibt endlich fir alle U > U, und es gilt
0 < k < o0 fiir n — 1 bzw. k = 0 bei Halbfiillung |7].

2.3 Das zweidimensionale Hubbard-Modell

Wiéhrend in den Dimensionen D = 1 und D = oo der Grundzustand des Hubbard-Modells
(numerisch) exakt bestimmt werden kann, ist ein vergleichbarer Zugang in D = 2 nicht
moglich. Zur Untersuchung des zweidimensionalen Hubbard-Modells ist man folglich auf
geeignete Naherungen angewiesen. Dementsprechend ist die Physik des Modells in D = 2
bei weitem nicht so gut verstanden wie in D =1 und D = oo.

Im Limes U — 0 bieten Hartree-Fock-Rechnungen einen méglichen Zugang. So resul-
tiert fiir das halbgefiillte Hubbard-Modell mit Nearest-Neighbor-Hopping ¢ in D = 2 aus
der Perfect-Nesting-Bedingung (Gl. 2.16) ein antiferromagnetischer Grundzustand fiir be-
liebige U > 0. Unter Beriicksichtigung der Singularitét in der freien Zustandsdichte ergibt
sich fiir die Abhéngigkeit der Bandliicke von U der Ausdruck [24]

A ~ te2mVHU, (2.17)

Der Grenzfall starker Wechselwirkung kann wie iiblich durch die Abbildung auf das Heisen-
berg-Modell (J = 2t?/U) behandelt werden. Aufgrund von Quantenfluktuationen ist der
Ordnungsparameter (m = n; —n|) gegeniiber dem Wert m = 1 fiir den klassischen Néel-
Zustand reduziert. Numerische Rechnungen zum zweidimensionalen Heisenberg-Modell er-
geben m ~ 0.61 [25]. Ergénzend zu den betrachteten Grenzfillen schwacher und star-
ker Wechselwirkung bestétigen schon Rechnungen von Hirsch [24] und White et al. [26]
das Auftreten von langreichweitiger antiferromagnetischer Ordnung fiir beliebige repulsive
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Abbildung 2.5: Schematisches Phasendiagramm der Hochtemperatur-Supraleiter fiir Elek-
trondotierung (links) und Lochdotierung (rechts) mit supraleitenden (SC) und antiferro-
magnetischen (AF) Phasen. Aus Rev. Mod. Phys. 75, 473 - 541 (2003), Ref. [27].

Wechselwirkung. Bereits die Betrachtung des Antiferromagneten bei Halbfiillung macht
deutlich, dass eine umfassende Untersuchung des zweidimensionalen Hubbard-Modells oh-
ne geeignete numerische Verfahren nicht moglich ist.

Aufgrund des grofsen Interesses an der Untersuchung der Hochtemperatur-Supraleitung
hat das zweidimensionale (Ein-Band-)Hubbard-Modell einen besonderen Stellenwert er-
langt. Ein schematisches Phasendiagramm der Hochtemperatur-Supraleiter ist in Abb. 2.5
zu sehen. Ausgehend vom Mott-Isolator zeigt sich zunéchst eine antiferromagnetische me-
tallische Phase, mit weiterer Dotierung kann der Ubergang in die supraleitende Phase be-
obachtet werden. Die Herausforderung besteht somit darin, vom Mott-Isolator kommend,
ein Verstédndnis des dotierten Hubbard-Modells zu entwickeln.



Kapitel 3

Selbstenergiefunktional-Theorie

Clustermethoden basieren auf der Idee, die physikalischen Eigenschaften eines Modells im
thermodynamischen Limes durch selbstkonsistente oder variationelle Einbettung endlicher
Cluster in ein unendliches Gitter zu bestimmen. Grundlage der vorliegenden Arbeit bildet
die Variational Cluster Approximation (VCA) [28], eine mogliche Naherung im Rahmen der
Selbstenergiefunktional-Theorie (SFT) [12]. Die SFT sowie daraus ableitbare Ndherungen
sollen im Folgenden vorgestellt werden.

3.1 Selbstenergiefunktional

Es soll zunichst ein allgemeines Modellsystem H = Hy(t) + Hy(U) mit Ein-Teilchen-
Parametern t und Zwei-Teilchen-Wechselwirkung U betrachtet werden, das sich in zweiter
Quantisierung durch

N . 1 T
H = Ztag CLCg + B Z Uapys CLC]LBC(;C7 (3.1)
af aByo
darstellen lasst. Die Indizes «, 3, . . . beziehen sich dabei auf eine vollstandige (Ein-Teilchen-)
Orthonormalbasis. In grokkanonischer Formulierung gilt
H=H-puN (3.2)
mit dem Teilchenzahloperator N = Yoa ¢héa. Der Parameter 1 bezeichnet wie iiblich

das chemische Potenzial. Die zugehorige Green-Funktion G(w) des Modells H ist in der
Lehmann-Darstellung durch den Ausdruck [29]
1 . At e PEm 4 e=PEn
Gasle) = 5 S mlealm) i) S~ (33

bestimmt. Dabei bezeichnen Z die (grofskanonische) Zustandssumme und § die inverse
Temperatur 7. Die Eigenzustande und Eigenenergien von H sind mit |m) und E,, notiert.
Unter Einfithrung der Selbstenergie 3(w) ldsst sich G(w) alternativ durch die Dyson-

Gleichung [29]
1

Gw) = — (3.4)
Gj'(w) — B(w)
darstellen; fiir die freie Green-Funktion Go(w) gilt
1
G = 3.5
o(w) wtp—t (3.5)

13
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Man beachte, dass es sich bei den angegebenen Grofen im Allgemeinen um Matrizen
handelt (fett dargestellt). Funktionen dieser Matrizen sind iiber die entsprechende Potenz-
reihenentwicklung definiert.

Aufbauend auf der Selbstenergie ¥ (die Abhéngigkeit von w wird im Weiteren nicht
mehr explizit angegeben) als unabhéngiger Variable erlaubt die SFT sowohl die Bestim-
mung statischer thermodynamischer Grofen als auch die Beschreibung von Ein-Teilchen-
Anregungen. Die zentrale Rolle nimmt hierbei das sogenannte Selbstenergiefunktional ein,
das durch [12] )

0[¥] =Trln Gt_ﬁ S + F[X] (3.6)
definiert wird. Der Index t soll auf die implizite Abhéngigkeit von den Ein-Teilchen-
Parametern hinweisen. Es wurde die Abkiirzung Tr = T') eiwn07 gy (0" ist ein positi-
ves Infinitesimal) mit iiblicher Definition der Spur tr und der fermionischen Matsubara-
Frequenzen w, = (2n + 1)7T verwendet. Das Funktional F[X] ist durch die Legendre-
Transformierte des Luttinger-Ward-Funktionals ®[G]

FIZ] = 2[G[Z]] - TH(SG[=)) (3.7)

gegeben. Eine wesentliche Eigenschaft von ®[G], die in die Definition des Selbstenergie-
funktionals eingeht, ist
109[G]
T G
wodurch G[X] formal als inverses Funktional von X[G| festgelegt wird. Die physikalische
Selbstenergie wird durch Variation von 4[X] bestimmt. Aus der Stationaritét des Selbst-
energiefunktionals folgt

- 3[q), (3.8)

0 [X] 1

5> =0 & G_m, (3.9)
d. h. es gilt die Dyson-Gleichung 3.4 fiir die Green-Funktion. Es ist zu betonen, dass die
Stationaritatsbedingung Gl. 3.9 ein exaktes Resultat darstellt. Die durch entsprechende
Losung der Stationaritdtsbedingung festgelegte Selbstenergie 3,,; und Green-Funktion
G[X,pt] sind exakte Grofen des betrachteten Modells H. Das physikalische groftkanonische
Potenzial ist durch den Wert des Selbstenergiefunktionals = Q¢[2¢] gegeben.

Obwohl sich die Eigenschaft Gl. 3.9 formal herleiten ldsst, ist eine explizite Auswertung
des Selbstenergiefunktionals (im Allgemeinen) nicht moglich. Das rithrt daher, dass die De-
finition des Selbstenergiefunktionals geméf Gl. 3.6 keinen geschlossenen Ausdruck fiir ;[X]
liefert. Eine Berechnung von 4[] auf einer gewissen Mannigfaltigkeit von Selbstenergien
ist aber durchaus moglich. Dabei wird auf ein (exakt l6sbares) sogenanntes Referenzsystem
Bezug genommen. Hier wird ausgenutzt, dass F'[X] universell ist, d. h. nur von den Zwei-
Teilchen-Parametern U abhéngt, nicht aber von den Ein-Teilchen-Grofien ¢. Das bedeutet
im Speziellen, dass das Funktional F[X] fiir die beiden Modelle H = Hy(t) + Hy(U) bzw.
H' = Hy(t') + H,(U) identisch ist. Unter Beriicksichtigung dieser Eigenschaft berechnet
sich die Differenz der zugehorigen Selbstenergiefunktionale als

1 1
W] - QW] =Trlh ——= - Trln . (3.10)
Gio— % Gyo— X%
Da nach Voraussetzung das sogenannte Referenzsystem H' exakt losbar ist, folgt mit der
physikalischen Selbstenergie X (t') von H’

Q[S(t)) = + Trln —

————— ~TrlnG’ (3.11)
Gyo — S(t)
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mit dem physikalischen Wert des grofkanonischen Potenzials fiir das Referenzsystem Q' =
Qu[X(t)] und mit der exakten Green-Funktion G’ des Referenzsystems.

3.1.1 Parametrisierung der Selbstenergie: Referenzsysteme

Mit Hilfe eines geeignet gewéhlten Referenzsystems lésst sich das Selbstenergiefunktio-
nal geméfs Gl. 3.11 auswerten. Entscheidend ist hierbei, dass nur nur die Ein-Teilchen-
Parameter t' von den Werten t des urspriinglichen Modellsystems verschieden sein diirfen,
der Wechselwirkungsanteil beider Modelle muss iibereinstimmen (U’ = U). Die Wahl der
Parameter t' wird allein dadurch eingeschrankt, dass das Referenzsytem H' exakt 15sbar
bleiben muss. Die thermodynamischen Parameter Temperatur 7" und chemisches Potenzial
p sind im Modell- und Referenzsystem identisch.

Néherungen im Rahmen der SFT, wie die zu Beginn des Kapitels erwihnte VCA,
lassen sich dadurch konstruieren, dass man den Raum der Test-Selbstenergien auf einen
ausgewdhlten Unterraum S einschrankt. Ein solcher Unterraum kann dadurch festgelegt
werden, dass ein Referenzsystem H vorgegeben wird und alle oder einige der Ein-Teilchen-
Parameter ¢’ als Variationsparameter betrachtet werden. Auf diese Weise wird eine Parame-
trisierung der (Test-)Selbstenergien X (') impliziert, die S definiert. Die Ndherung besteht
nun darin, die Stationaritdtsbedingung Gl. 3.9 auf den Unterraum S einzuschranken, d. h.
durch die Bedingung =)

Qt it |

— - 0 (3.12)
zu ersetzen. Die Gleichungen 3.11 und 3.12 bilden die Grundlage fiir die numerische Rech-
nung.

Im Sinne der Naherung Gl. 3.12 werden die physikalischen Grofien des betrachteten Mo-
dells H durch die optimalen Variationsarameter top definiert. Wesentliche Eigenschaften
werden dabei durch das groftkanonische Potenzial

0 1= QS ()], (3.13)

die Green-Funktion

G(w) := ST (3.14)

X » Yopt

sowie die Ein-Teilchen-Spektralfunktion
1
Aw) = —;Im G(w +i0™) (3.15)

beschrieben. Obige Definition der Spektralfunktion geht von einer Darstellung im Ortsraum
aus. Im Zuge der Diskussion der Resultate in den folgenden Kapiteln werden wir auf die
Definitionen 3.13 bis 3.15 zuriickkommen.

Die Wahl des Referenzsystems bestimmt den Charakter der Approximation. Es sind
sowohl (dynamische) Mean-Field-Naherungen als auch Clusterapproximationen denkbar.
Abb. 3.1 illustriert die Konstruktion ausgewéhlter Referenzsysteme zu einem gegebenen
Modellsytem. Referenzsystem (a) dient als Beispiel einer Mean-Field-Ndherung. Wie in
Abb. 3.1 (a) dargestellt, erlaubt der Ubergang vom Modell- zum Referenzsystem die Ein-
fithrung zusétzlicher unkorrelierter Plitze (Bad-Platze). Der Wechselwirkungsanteil bleibt
dadurch unverdndert, die Selbstenergie 3(t') existiert weiterhin nur auf den korrelierten
Pléatzen. Diese Naherung wird als Two-Site Dynamical Impurity Approximation bezeichnet.
Wird das urspriingliche Gitter in identische entkoppelte Cluster endlicher Grofse aufgeteilt,
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Modellsystem Referenzsysteme
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Abbildung 3.1: Konstruktion moglicher Referenzsysteme zu einem vorgegebenen Modellsy-
tem. Der Ubergang zum Referenzsystem erlaubt das Hinzufiigen unkorrelierter Bad-Plitze.
Der Charakter der Néherung wird durch das Referenzsystem bestimmt. (a) Two-Site Dy-
namical Impurity Approximation. (b) Variational Cluster Approximation.

so ergibt sich als Ndaherung die einleitend erwiahnte VCA. Alle Ein-Teilchen-Parameter ¢/
konnen als Variationsparameter behandelt werden.

Die Kombination von korrelierten Platzen und Bad-Platzen sowie die Wahl der Va-
riationsparameter lassen grofle Freiheit bei der Wahl des Referenzsystems. In der Praxis
limitierende Faktoren sind die Clustergrofe (korrelierte Plitze und Bad-Pléitze) sowie die
Anzahl zu optimierender Parameter. Es lassen sich auch etablierte Clustertechniken als
abgeleitete Ndherungen innerhalb der SF'T interpretieren. Entscheidend hierbei ist die Be-
zugnahme auf ein passendes Referenzsystem mit geeigneten Variationsparametern. Als
Beispiele solcher Clustermethoden werden im Folgenden die Cluster Perturbation Theory
(CPT) [30] sowie die Cellular Dynamical Mean-Field Theory (CDMFT) [31] diskutiert.

Cluster Perturbation Theory

Im Rahmen der CPT wird das urspriingliche Gitter in identische Cluster (offene Rand-
bedingungen) mit jeweils L. Plitzen aufgeteilt, das Inter-Cluster-Hopping V' wird in St6-
rungstheorie behandelt. In der ersten nichttrivialen Ordnung ergibt sich die Green-Funktion

des Modells als .

G lw) -V

cl

mit der Cluster-Green-Funktion G¢(w). Die Verbindung der CPT zur SFT zeigt der Ver-
gleich von GI. 3.16 mit Gl. 3.14. Als geeignetes Referenzsystem werden die gleichen Cluster
wie in CPT gewé&hlt. Mit Hilfe der Dyson-Gleichung 3.4 gilt fiir die Selbstenergie des Re-
ferenzsystems X(t') = G;,lo — G'"!. Eingesetzt in Gl. 3.14 folgt

Gepr(w) = (3.16)

1
Gl (w) = (E—ty)

G(w) = (3.17)

als alternative Darstellung der SFT-Green-Funktion. Werden die Ein-Teilchen-Parameter
des Referenzsystems (d. h. des Clusters) auf den physikalischen Werten des urspriingli-
chen Gitters festgehalten, so ist die SFT-Green-Funktion identisch mit der CPT-Green-
Funktion. Unter diesem Gesichtspunkt kann die CPT als ein Spezialfall der VCA interpre-
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tiert werden. Die Ein-Teilchen-Parameter des Referenzsystems werden dann nicht varia-

tionell bestimmt, sondern durch das Inter-Cluster-Hopping fixiert (£ — ¢ = V). Dieser
Aspekt verdeutlicht zugleich einen entscheidenden Vorteil der VCA gegeniiber der CPT,
namlich die Moglichkeit z. B. langreichweitige magnetische Ordnung durch entsprechende
Variationsparameter (symmetriebrechende Weiss-Felder) zu beriicksichtigen. Dies ist im

Rahmen der CPT nicht moglich.

Cellular Dynamical Mean-Field Theory

Ausgangspunkt der CDMF'T ist die Aufteilung des Gitters in identische Cluster, analog zur
CPT. Die grundlegende Idee der CDMF'T besteht nun darin, den Einfluss des umgebenden
Gitters auf den Cluster durch ein kontinuierliches Bad (eine unendliche Anzahl an Bad-
Plétzen) an jedem korrelierten Platz zu beschreiben [31]. Es wird angenommen, dass die
Parameter fiir das Bad derart gefunden werden konnen, dass die Selbstkonsistenzgleichung

1 !
(Gié(w) - E(t’,w)) = Gielw) (3.18)

ijo

gilt [32]. Die Indizes i und j beziehen sich auf die (korrelierten) Plétze innerhalb eines
Clusters, d. h. sie schliefen keine Bad-Pléitze mit ein. Mit ¢ ist der Spinfreiheitsgrad be-
zeichnet.

Fithrt man die partiellen Ableitungen 9Q:[X(¢')]/0t' in der Stationaritdtsbedingung
3.12 explizit aus, so folgt daraus [32]

1 1. azijg(t,,iwn) _
TZ Z (G;l(iwn) _ E(t', iwn) -G (an)> T = 0. (3.19)

n  ijo 0 jio

Die Matrixelemente der Selbstenergie ¥;;, sowie auch deren Ableitungen 0%;;,/0t" kon-
nen per Konstruktion des Referenzsystems nur von Null verschiedene Werte annehmen,
sofern i und j zum selben Cluster gehoren. Alle Ein-Teilchen-Parameter des Bads (On-
Site-Energien der Bad-Plitze sowie Hybridisierung mit den korrelierten Plétzen) werden
als Variationsparameter behandelt. Kénnen demnach Bad-Parameter gefunden werden,
die die Selbstkonsistenzgleichung 3.18 der CDMF'T erfiillen, wird Gl. 3.19 ebenfalls trivial
erfiillt und das Selbstenergiefunktional ist stationidr an der CDMFT-Selbstenergie.

In praktischen CDMFT-Rechnungen wird das kontinuierliche Bad durch eine endliche
Anzahl an Bad-Plédtzen ersetzt. Durch diese Reduktion der Bad-Freiheitsgrade kann die
Selbstkonsistenzbedingung allerdings nicht mehr exakt erfiillt werden.

3.1.2 Eingeschriankte Translationsinvarianz

Real-Space-Cluster-Ndherungen brechen per Konstruktion die Translationsinvarianz des
urspriinglichen Gitters. Identische Cluster vorausgesetzt, definiert die periodische Anord-
nung der Cluster ein Supergitter, so dass eine eingeschrankte Translationssymmetrie er-
halten bleibt. Jeder Gitterplatz @ des urspriinglichen Gitters lasst sich als Summe

r=R+r (3.20)

aus einem Supergittervektor R und einem Clustervektor r darstellen (siche Abb. 3.2).
Eine Groke G, die im Ortsraum definiert ist (mit den Matrixelementen Gy = Gg, a;),
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Abbildung 3.2: Die Abbildung illustriert die Definition des Supergitters durch entsprechen-
de Basisvektoren (griin) und die Zerlegung des urspriinglichen Gitters in Supergitter- und
Clustervektoren (rot). Die erste Brillouin-Zone des reziproken Gitters sowie des reziproken
Supergitters (grau) sind ebenfalls dargestellt.

kann daher durch partielle Fourier-Transformation

1 ‘o R, iaR
CGagar = N, Zelq& GRitre,Rj+r, €7 B (3.21)
c ..
ij

auf Blockdiagonalform gebracht werden. N, bezeichnet die Anzahl der Cluster, die (dis-
kreten) Vektoren g sind aus der ersten Brillouin-Zone des reziproken Supergitters.

Die Formulierung der Translationsinvarianz geméf Gl. 3.21 ist allerdings ungeeignet zur
Darstellung physikalischer Grofen wie z. B. der Spektralfunktion. Zur (n&herungsweisen)
Wiederherstellung der uneingeschrankten Translationssymmetrie betrachten wir die volle
Fourier-Transformation. Die Vektoren k der ersten Brillouin-Zone des reziproken Gitters
lassen sich eindeutig in einen Vektor q der ersten Brillouin-Zone des reziproken Supergitters
und einen weiteren Vektor @ des reziproken Supergitters als

E=Q+q (3.22)

zerlegen (siche Abb. 3.2). Es gilt mit '@ = 1:

1 . . / !
Gurw = Z (Q+a)-(Ritra) GRitra Rytm, e~ UQ+4d)(Rj+mp)
NeLe ijab

1 : -
- L. Z e Gg,abdqq ek, (3.23)

¢ ab

Die volle Translationssymmetrie wird wiederhergestellt, indem die Nicht-Diagonalelemente
G vernachlissigt werden und man Gy := Ggg per Definition festlegt.

Grundsétzlich enthalten die Green-Funktion und die Selbstenergie dieselbe Informati-
on, so dass exakte Resultate unabhéngig davon sind, von welcher Gréfe die physikalischen
Eigenschaften eines Modells abgeleitet werden. Die Wiederherstellung der Translations-
invarianz bei Verwendung von Clusterapproximationen lasst sich entweder auf die Green-
Funktion oder auf die Selbstenergie anwenden, die jeweils komplementére Grofe wird durch
die Dyson-Gleichung 3.4 festgelegt. Aufgrund der Matrixinversion in der Dyson-Gleichung
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fiihren beide Varianten zu unterschiedlichen Ergebnissen. Erfahrungsgeméf lassen sich bes-
sere Ergebnisse erzielen, wenn die Green-Funktion als Ausgangsgrofe verwendet wird (siehe
auch [31]).

3.1.3 Thermodynamische Konsistenz

Die Festlegung auf ein Referenzsystem sowie die Wahl der Variationsparameter berticksich-
tigt (nach Moglichkeit) die physikalischen Grofen des Modells, die fiir die Rechnung von
Interesse sind. Insbesondere fiir die Wahl der Variationsparameter ist in diesem Zusammen-
hang der Aspekt der thermodynamischen Konsistenz von Bedeutung. Thermodynamische

Konsistenz bezeichnet den Sachverhalt, dass eine Grofse <é;faéja> sowohl durch

<éjaéjg> - 6230 (3.24)

aus einer statischen thermodynamischen Grofe als auch unter Benutzung des Spektral-
theorems (Ein-Teilchen-Anregungen)

o0

(elyés0) = / dw Aizr () (3.25)

1+ e

—0o0

tibereinstimmend berechnet werden kann [32]. Da sowohl das grofkanonische Potenzial
Q als auch die Green-Funktion G(w) und damit die Spektralfunktion A(w) approxima-
tiv bestimmt werden (siche Gl. 3.13 - 3.15), ist die Aquivalenz obiger Gleichungen nicht
notwendig gegeben.

Thermodynamisch konsistente Approximationen setzen voraus, dass der ¢;;, entspre-
chende Parameter t;j » im Referenzsystem als Variationsparameter behandelt wird. Fiir die
Ableitung des Selbstenergiefunktionals gilt ndmlich

8Qt[2(tgpt)] _ TZeiw"0+ — 1 :
Otijo — Gy (iwn) — Bt iwn) )

Jio
OB Oy 0
at/ t' =t 8tl]0’ ’ .

opt

wobei der erste Term auf der rechten Seite aus der expliziten Abhéngigkeit der freien
Green-Funktion G von t;;, folgt. Mit Hilfe des Cauchyschen Integralsatzes [33] lasst sich
die Summe {iber die fermionischen Matsubara-Frequenzen in ein Integral iiber reelle Fre-
quenzen transformieren und man erhélt die Darstellung geméfs Gl. 3.25 (rechte Seite). Die
implizite Abhéngigkeit der optimalen Parameter tgpt von t;j, wird mit dem zweiten Term
beriicksichtigt. Stationaritdt von Q¢[3(t,,)] bedeutet, dass dieser Term keinen Beitrag
liefert, solange t;j als Variationsparameter optimiert wird. Nur unter dieser Bedingung
sind die Gleichungen 3.24 und 3.25 dquivalent. Wird im Speziellen die Teilchenzahl

N=3" (lyéio ) (3.27)

betrachtet, so ist als zugehoriger Variationsparameter eine gitterplatzunabhéngige On-
Site-Energie, d. h. ein Shift im chemischen Potenzial des Clusters erforderlich, um die
thermodynamische Konsistenz der Naherung sicherzustellen.
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3.2 Numerische Auswertung

Wesentliche Schritte zur Auswertung des Selbstenergiefunktionals sind zum einen die (nu-
merisch) exakte Losung des Referenzsystems, zum anderen die Berechnung der Spur ver-
bunden mit der Summation iiber die Matsubara-Frequenzen (T} ei“’"0+tr).

Eigenwerte E,, und Eigenzustédnde |m) des Referenzsystems werden hier mittels ex-
akter Diagonalisierung bestimmt (siehe Kap. 3.3). Damit sind sowohl das grofskanonische
Potenzial €’ als auch die Green-Funktion G’(w) bekannt. Ausgehend von der Lehmann-
Darstellung (Gl. 3.3) gelingt eine elegante Darstellung von G'(w) durch Einfiihren der
Matrizen

R e_ﬁEm _|_ e_ﬁEn
Qok = <m|ca|n>\/ 7
=" (0B,Bo(Mm|éaln) + 0B, B (M|Ca|n)) / /g (3.28)

und

_ Okq _ Okg

Die (grofskanonische) Grundzustandsenergie des Referenzsystems wird mit Ey bezeichnet,
k ist als Multi-Index (m, n) zu verstehen. Mogliche Grundzustandsentartung ist durch den
Entartungsgrad g beriicksichtigt. Damit ldsst sich die Green-Funktion des Referenzsystems
kompakt als

G'(w) = Qg(w)Q" (3.30)

schreiben.! Pole und Gewichte von Gop(w) sind entsprechend durch wj und QakQL o gege-
ben. Man beachte, dass Q keine quadratische Matrix ist. Es gilt QQ' = 1, aber QTQ # 1.

Die numerische Berechnung der Tr-Terme des Selbstenergiefunktionals geméafs Gl. 3.11
ist als Summe {iber die Polstellen von G(w) und G’(w) moglich. Alternativ lasst sich die
Summation tiber die Matsubara-Frequenzen als direkte (numerische) Integration auf der
imagindren Achse ausfiihren.

3.2.1 @Q-Matrix-Methode

Wie die analytische Auswertung von Gl. 3.11 zeigt [34]|, kann die Funktion Q') =
Q[X(t)] auf die Form

Qt) = QT (1) -7 (14 e
k k

T—0

=" Bo— ) wiO(—wi) + > wkO(—wi) (3.31)
k p

gebracht werden. Wéhrend die Polstellen wj der Green-Funktion G’ des Referenzsystems
bekannt sind, miissen die Polstellen wy von G noch berechnet werden.

'Die Matrix G'(w) der Green-Funktion des Referenzsystems hat die gleiche Dimension L x L (L = N.L.
ist die Anzahl der Gitterplatze des Modellsystems) wie die Matrix G(w), schlieft also nicht nur einen
einzelnen Cluster ein. Da simtliche Cluster dquivalent behandelt werden, ist eine Darstellung von G'(w)
in Blockdiagonalform (mit identischen Blocken) moglich. Fiir die praktische Auswertung ist daher die
formale Unterscheidung zwischen der Green-Funktion eines einzelnen Clusters (G, (w)) bzw. des gesamten
Referenzsystems (G'(w)) unerheblich.
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Unter Verwendung der @-Matrizen findet sich fiir die SFT-Green-Funktion geméfs Gl.
3.17 die Darstellung

1 o n
¢ = T =QeQ' Y (VaeQ!
@oQh v ,;)< 9Q)
_ (o "ot — 1 t
- anZO(Q VQ9) Q'=Q 5@ (3.32)
mit der Abkiirzung
V=t-t. (3.33)

Da g7! =w — A (Agy = dqw},), sind die Polstellen von G die Eigenwerte der Matrix
M=A+Q'VQ. (3.34)

Die Dimension von M ist durch die Anzahl der Anregungsenergien (mit endlichem spek-
tralen Gewicht) der Green-Funktion G’ festgelegt, d. h. durch die Dimension von g.

Aus der Hinzunahme von Bad-Platzen im Referenzsystem folgt strenggenommen die
Relation dim#' > dim ¢, so dass die Matrix V nicht definiert ist. Aus diesem Grund ist es
notwendig, Bad-Platze formal auch im Modellsystem einzufiihren, allerdings vollig entkop-
pelt von den korrelierten Platzen. Dadurch werden die physikalischen Eigenschaften des
Modellsystems nicht verédndert, der Beitrag der Bad-Plédtze zum groffkanonischen Poten-
zial kann nachtréglich eliminiert werden. Eine sinnvolle Wahl der On-Site-Energien dieser
Bad-Plétze ist z. B. epatn = 0 oder epan = p.

Da die Green-Funktion des Modellsystems geméft Gl. 3.32 durch die Q-Matrizen aus-
gedriickt werden kann, lassen sich auch Erwartungswerte, die iiber das Spektraltheorem
Gl. 3.25 gegeben sind, mit Hilfe der Q-Matrizen berechnen. Als Beispiel sei hier die Teil-
chendichte n angefiihrt. Fiir 7= 0 gilt

0
n— 22 / dw Asiy (), (3.35)

woraus mit Aji,(w) = —%Im {QmQT} _ die einfache Beziehung
1Mo
1 2
= Ut 3.36
=123 |eul (3.36)
0 wp<0

folgt. Die unitéire Transformation U diagonalisiert die Matrix M, wy, = (UM UT) kk- Eine
numerische Integration von Gl. 3.35 kann dadurch umgangen werden.

3.2.2 Numerische Integration

Mit Hilfe der Identitét trln = Indet und der Rechenregeln fiir Determinanten kann €2;(t')
(Gl 3.11) alternativ durch

Q) = Q- Tzewno+ Indet (1 — VG'(iw,))
- 1 T
=0 ' — —lim [ dwe™ndet (1 — V& (iw)) (3.37)
2w n—0

—00
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berechnet werden. Man beachte die Aquivalenz

det (1 - VG'(iw)) = det G (iw)det (G'(iw) — G'(iw)VG' (iw))
= det (1 - G'(iw)V). (3.38)

Die numerische Integration erfolgt in zwei Schritten. Dazu wird das Integral I aufgeteilt
in einen niederfrequenten Anteil [;(w.) im Intervall [—w,,w.] und einen hochfrequenten
Anteil I5(w.) innerhalb der Grenzen (—o0, —w.| und |we, 00), also I = I1(w.) + I2(w.). Die
Cutoff-Frequenz w, ist geeignet zu wihlen. Mit Hilfe der Eigenschaft G'(—iw) = [G'(iw)]'
kann der niederenergetische Anteil [ (w.) weiter umgeformt werden:

We

1 ‘
L(we) = ~5- %13(1) dw e*"Indet (1 — VG (iw))

_ _% /dw [lndet (1 - VG (iw)) + Indet (1 — G’(iw)V)q
0

- —i/dw In |det (1 — VG (iw))] . (3.39)
0

Wegen der endlichen Cuttoff-Frequenz w, ist der Limes 17 — 0 trivial. In dieser Form l&sst
sich der Wert von I = Ij(w.) mit Standardmethoden zur numerischen Integration (wie
z. B. der Simpsonschen Formel oder Gaufischer Quadratur) berechnen.

Der noch fehlende Anteil I2(w,) soll im Wesentlichen analytisch bestimmt werden. Dazu
betrachten wir zunéchst die Hochfrequenzentwicklung der Green-Funktion

> A
G'(iw) =) (M (3.40)

. +1
= iw)"

mit den Spektralmomenten M (). Weiterhin greifen wir auf die Potenzreihenentwicklung
des natiirlichen Logarithmus In(1 — z) = —x — 22/2 + O(2?) zuriick. Was folgt, ist die
Darstellung

2
o (1-VE(iw) = - w@'\j@ = (VM(ZZ; VMU o ()

fiir hohe Frequenzen iw. Mit Hilfe von Gl. 3.41 kann das Integral I5(w.) jetzt analytisch
berechnet werden.

Fasst man die Integration tiber negative und positive Matsubara-Frequenzen wie bei
I (we) zusammen, so ergibt sich

o0

Ir(we) = —% 71;11(1) dw [ei“mtr In(1-VG'(iw)) + e~ “MtrIn (1-VG'(-iw))] (3.42)

bei erneuter Anwendung der Identitdt trln = Indet. Da die obere Integrationsgrenze nicht
endlich ist, fiihrt der Limes 17 — 0 in Verbindung mit dem Konvergenz erzeugenden Faktor
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™" auf ein nichttriviales Ergebnis. Durch Einsetzen von Gl. 3.41 in GI. 3.42 folgt schlieklich

w w?

Ir(we) =~ 1 lim [ dw {Sm(wn)trV _ cos(wn) tr (;V2 + VM(1)>]

1
= -tV -
21‘

TWe

1
tr <2v2 + VM<1>> , (3.43)

wobei M(©) =1 fiir das nullte Spektralmoment der Green-Funktion beriicksichtigt wurde.
Insgesamt gilt also fiir das Selbstenergiefunktional (bzw. die Funktion Q¢(¢)):

Q(t) = Q- ;/dw In |[det (1 - VG'(iw))|
0
1 Lo o (1) 3
+ —trV — tr| - V°+ VM + O(w.”). (3.44)
2 TWe 2

Voraussetzung fiir die numerische Auswertung von Gl. 3.44 ist die Kenntnis von M),
Eine mégliche Variante zur Bestimmung des Spektralmoments M) folgt aus der Darstel-
lung der Green-Funktion

Qia QT io Qw Q o > n
Cholia) = X 70 = LN R =35 Gl e Ga)
k

W — Wk _’Lw "

mit den Gewichten inlech , und den Polstellen wy unter Verwendung der Q-Matrizen.
Der Vergleich mit Gl. 3.40 fithrt auf den Ausdruck

= QiokwrQl, (3.46)
k

fiir das erste Spektralmoment. Die Eigenschaft M () = QQT = 1 fiir das nullte Spektral-
moment ist trivial erfiillt.

3.2.3 Laufzeitaspekte

Die Berechnung der Tr-Terme in Gl. 3.11 beansprucht einen deutlichen Anteil der Rechen-
zeit, bei kleinen Clustern dominiert sie die Laufzeit. Die praktische Auswertung berticksich-
tigt die eingeschrénkte Translationsinvarianz durch die partielle Fourier-Transformation
geméfs Gl. 3.21. Da das Referenzsystem aus entkoppelten Clustern aufgebaut ist, bleiben
GroRen des Referenzsystems wie die Green-Funktion G’ oder die Ein-Teilchen-Parameter ¢’
invariant unter dieser Transformation. Unabhéngig davon, ob die Berechnung des Selbst-
energiefunktionals mit Hilfe der @-Matrizen durchgefiihrt wird oder auf die numerische
Integration zurtlickgreift, wird durch die partielle Fourier-Transformation nur die Matrix
V =1t —t als einzige Groke transformiert (V — V(q)).

Daraus resultiert fiir die Q-Matrix-Methode eine blockdiagonale Matrix M — M (q)
(sieche GI. 3.34), wodurch die praktische Bestimmung der Eigenwerte erst moglich ist.?
Analog ldsst sich auch die numerische Integration beschleunigen, indem det(1 — VG') in

2Der Aufwand exakter Diagonalisierung einer quadratischen Matrix der Dimension N ist O(N?®) fiir
N — oo.
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Gl. 3.44 als Produkt ITgdet(1 — V(q)GY.)) (mit der Green-Funktion G, eines einzelnen
Clusters) berechnet wird.

Der Unterschied im Rechenaufwand zur Auswertung der Tr-Terme mit Hilfe der Q-
Matrizen bzw. numerischer Integration vergrofert sich mit zunehmender Anzahl an Pol-
stellen der Cluster-Green-Funktion. Eine quantitative Analyse beider Verfahren zeigt, dass
eine numerische Integration® durchaus um einen Faktor 100 schneller sein kann als die
Q-Matrix-Methode, abhéngig vom betrachteten System [31]. Es ist jedoch auch zu bertick-
sichtigen, dass mit zunehmender Clustergrofe der Anteil der exakten Diagonalisierung zur
Bestimmung des Grundzustands und des Anregungsspektrums an der Gesamtrechenzeit
zunimmt. So ergibt sich fiir eine Auswertung mit Q-Matrizen, dass dieser Anteil z. B. bei
der Verwendung eines Cluster mit L. = 4 Plédtzen vernachléssigt werden darf, wahrend
bei Rechnungen mit grofseren Clustern (L. = 8 oder L, = 10), abhéngig von der Modell-
grofe und der Methode zur exakten Diagonalisierung (vergl. Kap. 3.3), die Bestimmung
des Grundzustands und des Anregungsspektrums den iiberwiegenden Teil der Rechenzeit
beansprucht.

Die numerische Integration erfordert sowohl die geeignete Wahl der Cutoff-Frequenz w,
(siehe Gl. 3.44) als auch ein sinnvolles Konvergenzkriterium fiir die Integration selbst, um
eine ausreichende Genauigkeit zu gewéhrleisten. Die Verwendung der Q-Matrizen macht
die Festlegung solcher zusitzlicher Parameter, die u. U. an die Anderung der Modellpara-
meter angepasst werden miissen, unnotig. Da bei Clustern mit wenigen Plétzen die Laufzeit
insgesamt unkritisch ist und bei groferen Clustern einige Hundert Anregungsenergien im
Rahmen der Q-Matrix-Methode tolerierbar sind, greifen wir bei unseren Rechnungen vor-
wiegend auf dieses Verfahren zuriick.

3.2.4 Parameteroptimierung

£(t)
f(tlatZ)

.

f(topl) f(t\) = f(t%tl u]w(t\))

Abbildung 3.3: (links) Eindimensionale Optimierung durch iteratives Einschachteln des Mi-
nimums. (rechts) Mehrdimensionale Optimierung durch rekursive Anwendung eindimen-
sionaler Verfahren.

Neben der numerischen Auswertung des Selbstenergiefunktionals nach GIl. 3.31 oder
3.44 ist zur Bestimmung einer (approximierten) Losung die Suche nach stationéren Punk-
ten des Selbstenergiefunktionals (d. h. 9Q(¢')/0t' = 0) erforderlich. Das Auffinden solcher
optimalen Parameter t;,, wird dadurch erschwert, dass die mehrdimensionale Funktion
Q¢(t') (im Gegensatz zum Ritzschen Variationsprinzip) im Allgemeinen einen Sattelpunkt
an der Stelle t;,,; besitzt. Dadurch kann selbst bei eindimensionaler Optimierung die Lo-

sung entweder durch ein Minimum oder ein Maximum gegeben sein.

3Die numerische Integration, die diesen Rechnungen zugrunde liegt, weicht im Detail von der hier
beschriebenen Vorgehensweise ab.
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Im einfachsten Fall eines einzigen Variationsparameters kann ein (lokales) Extremum
durch iteratives Einschachteln gefunden werden. Die Konvergenz lasst sich gegebenenfalls
verbessern, wenn in der Umgebung des Extremums ein parabolischer Verlauf der Funktion
angenommen wird. Rekursives Anwenden der eindimensionalen Optimierung erlaubt die
Verallgemeinerung auf einen mehrdimensionalen Parameterraum. Abb. 3.3 veranschaulicht
das Prinzip anhand einer Optimierung in zwei Dimensionen. Die beiden Koordinaten seien
t1 bzw. tg, die zu optimierende Funktion f(¢,t2). Fiir einen vorgegebenen Wert von t;
wird zunéchst ein Minimum in der Koordinatenrichtung ts bestimmt. Als Ergebnis dieser
(eindimensionalen) Optimierung erhélt man als Wertepaar den optimalen Parameterwert
t2.opt(t1) sowie den zugehdrigen Funktionswert f(1,%2,0pt(t1)). Die wiederholte Minimum-
suche fiir unterschiedliche Werte von t; definiert auf diese Weise eine eindimensionale
Funktion f(t1) := f(t1,t2,0pt(t1)), deren Maximum analog bestimmt werden kann. Wird
der Charakter des gesuchten Sattelpunkts (gemeint ist die Art des Extremums in den
verschiedenen Parameterrichtungen) vorgegeben, so kann dieses Verfahren prinzipiell auf
beliebig viele Variationsparameter angewendet werden.

Die rekursive eindimensionale Optimierung liefert gute Ergebnisse bei zweidimensio-
nalem Parameterraum und ist ebenfalls niitzlich bei drei Variationsparametern. Einige
Sorgfalt ist geboten, wenn mehrere Extrema in einer Parameterrichtung dicht beeinander
liegen. Gehen wir von zwei Minima in der Parameterrichtung to aus, so mag die Bestim-
mung des optimalen Parameters tgopt(t1) einmal auf das ,linke®, ein andermal auf das
,rechte Minimum fiihren, abhéngig vom Wert von ¢1. In diesem Fall ist eine Optimierung
von f(t1) := f(t1,t2,0pt(¢1)) nicht mehr sinnvoll.

Ein weiteres Verfahren zur Optimierung, das sich vor allem bei drei oder mehr Varia-
tionsparametern bewéhrt hat, ist der Downbhill-Simplex-Algorithmus [35]. Ausgehend von
n+1 Startpunkten {t|,... ] ;} im n-dimensionalen Parameterraum wird ein sogenanntes
Simplex (n-dimensionaler Kérper mit n+1 Eckpunkten) definiert, das sich in Abhéngigkeit
der Funktionswerte an seinen Eckpunkten seinen Weg durch den Parameterraum bahnt.
Dabei dndert das Simplex in jedem Iterationsschritt Form und/oder Grofe. Schliefst das
Simplex ein (lokales) Minimum ein, so wird dessen Volumen durch Kontraktion solan-
ge verkleinert, bis das Minimum mit ausreichender Genauigkeit bestimmt ist. Der Weg
des Simplex durch den Parameterraum wird durch den Gradienten der zu minimierenden
Funktion bedingt. So besteht ein wesentlicher Schritt der Iteration darin, den Eckpunkt
des Simplex ¢/ .. mit dem grofiten Funktionswert am Schwerpunkt der iibrigen Eckpunkte
(t. = (1/n) Zi#t, t}) zu spiegeln, was néherungsweise einer Bewegung in Richtung des
starksten Geféillesmgﬁtspricht.

Da der Downhill-Simplex-Algorithmus per Konstruktion nur lokale Extrema im mehr-
dimensionalen Raum finden kann, wird nicht Q¢(t') selbst, sondern das Betragsquadrat des
Gradienten |V Q¢ (t')|? optimiert. Die Ableitungen werden numerisch berechnet. Weil der
Betrag des Gradienten minimiert wird, spielt der Charakter des stationdren Punktes (im
Gegensatz zum rekursiven eindimensionalen Verfahren) fiir die Optimierung keine Rolle.
Allerdings ist darauf zu achten, dass lokale Minima mit |V Q¢ ()| # 0, die u. a. aus Wen-
depunkten von (t') in einzelnen Parameterrichtungen resultieren konnen, zu verwerfen
sind.
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3.3 Exakte Diagonalisierung

Die numerische Auswertung des Selbstenergiefunktionals Gl. 3.11 setzt die exakte Losung
des Referenzsystems, d. h. eines Clusters endlicher Grofie, voraus. Durch Wahl einer geeig-
neten Basis {|¢,)} lisst sich der Hamilton-Operator in Matrixform (Hp, = (¢m|H|dn))
darstellen und das Clusterproblem kann, wie bereits erwahnt, durch exakte Diagonalisie-
rung gelost werden. Wegen des exponentiellen Anwachsens des Hilbert-Raums mit der
Clustergrofte zeigen sich aber auch unmittelbar die Grenzen dieser Technik, was sowohl
Laufzeit- als auch Speicheranforderungen betrifft. Bei Verwendung direkter Methoden zur
vollen Diagonalisierung? der Hamilton-Matrix ist die Auswertung des Selbstenergiefunk-
tionals im Wesentlichen auf Cluster mit maximal vier bis sechs Plétzen beschrankt.

Um auch Cluster mit mehr Pléitzen im Rahmen der SFT verwenden zu kénnen, bedarf
es geeigneter Methoden, die auftretenden Matrizen in ihrer Groéfe zu beschrianken. Als
geeignet hat sich dabei die Verwendung des Block-Lanczos-Algorithmus [36] herausgestellt,
der im Folgenden dargestellt werden soll.

3.3.1 Invariante Unterraume

Ein wesentlicher Aspekt zum Versténdnis des Lanczos-Verfahrens ist das Konzept invari-
anter Unterrdume. Unter Ausnutzung von Symmetrien, wie z. B. der Gesamtteilchenzahl
N7+ Nj oder der Projektion des Gesamtspins S7,(, kann eine Basis derart gewahlt werden,
dass die daraus resultierende Hamilton-Matrix H in Blockdiagonalform vorliegt. Dadurch
wird die urspriingliche N x N-Matrix (N = dim H) in kleinere Matrizen zerlegt (vergl. den
Aspekt der partiellen Fourier-Transformation Kap. 3.2.3).

Eine solche Blockstruktur der Hamilton-Matrix macht die Idee invarianter Unterrdume
deutlich. Ein invarianter Unterraum Hy C H ist dadurch definiert, dass

¢y e Hy = H|¢) € Hy (3.47)

fiir beliebige Vektoren |¢) aus Hy gilt [37, 38|. Insbesondere bildet geméf obiger Defi-
nition jeder Eigenvektor einen invarianten Unterraum von H. Ist eine Orthonormalbasis
{|7i)} eines M-dimensionalen invarianten Unterraums Hy C H bekannt, so lasst sich der
Hamilton-Operator in Hy als M x M-Matrix Hy darstellen. Dabei gilt

Hy =G'HG (3.48)

mit der N x M-Matrix G = (71, . ..,vum). Die Spaltenvektoren -; sind eine Darstellung der
Basisvektoren |v;). Sind demnach nur die Eigenwerte und Eigenvektoren des invarianten
Unterraums Hy relevant, so reduziert sich das N-dimensionale Eigenwertproblem (volle
Hamilton-Matrix H) auf die Diagonalisierung einer (deutlich) kleineren M x M-Matrix
Hp;. Gemal Gleichung 3.48 gilt

Hyb =M = H(GY) = \G). (3.49)

Die grundlegende Idee des Lanczos-Algorithmus besteht nun darin, einen ndherungsweise
invarianten Unterraum in geeigneter Weise zu erzeugen.

4Tm Zusammenhang mit Methoden der exakten Diagonalisierung wird die Bezeichnung volle Diagona-
lisierung im Folgenden fiir direkte Methoden verwendet, die ein vollstindiges Orthonormalsystem einer
gegebenen (orthogonalen/hermiteschen) Matrix bestimmen. Damit soll von Naherungsverfahren wie dem
Lanczos-Algorithmus unterschieden werden.
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Der Unterraum, auf dem der Lanczos-Algorithmus aufbaut, ist der sogenannte Krylov-
Raum /Cpy, definiert durch [37, 38|

Kar = span {[60), Hléo), A%60), ..., Hgo)}, M < N (3.50)

mit einem zufillig gewdhlten Startvektor |¢p). Dass der Krylov-Raum die Eigenschaften
eines ndherungsweisen invarianten Unterraums von H erfiillt, ldsst sich anhand der Defi-
nitionsgleichung 3.47 iiberpriifen. Dazu wird der Hamilton-Operator auf die Elemente von
Ky angewendet:

{H160), B0}, 1~ o), 1M |g0) } (3.51)

Zusatzlich ist das Konvergenzverhalten der Krylov-Vektoren fiir groffe M zu beriicksichti-
gen [37]. Aus

N
HM Ygo) = Y erep )

k=0
M-1 Mo (e )M
= gy |¢0>+Z?0 <50> k) |
k=1
Hlyp) = ekltn) (3.52)

folgt, dass die Krylov-Vektoren H™~|¢o) gegen den Grundzustand [t) konvergieren,
sofern |ex| < |eg| fiir £ > 0 angenommen werden darf. Daraus lasst sich weiter schliefen,
dass HM |¢o) anndhernd proportional zu HM ~L|¢o) ist und Kps einen niherungsweise
invarianten Unterraum von ‘H bildet.

3.3.2 (Block-)Lanczos

Die Idee des Lanczos-Algorithmus besteht darin, durch Iteration eine Orthonormalbasis
des Krylov-Raums zu erzeugen. Der Startvektor |¢g) wird dabei in Abhéngigkeit des be-
trachteten Problems geeignet gewéhlt. Soll z. B. der Grundzustand berechnet werden, so
muss der Startvektor |¢g) einen endlichen Uberlapp mit dem tatséchlichen Grundzustand
|1p) haben. Dies kann im Allgemeinen dadurch erfiillt werden, dass der Startvektor durch
zufillige Wahl der Koeffizienten bzgl. der verwendeten Basis erzeugt wird [39]. Sind Sym-
metrien des Grundzustands bekannt, so konnen diese an dieser Stelle bereits beriicksichtigt
werden.

Das Erzeugen der Krylov-Vektoren mit anschliefender Orthonormierung fiihrt auf fol-
gende Rekursionsformel [37, 39]:

‘(En+1> = ﬁ|¢nA> - an|¢n> - /Bn’¢n—1>
Qp = <¢n|H|§?n> B

|5n+1>
On = ——. 3.53
|Pn+1) ot | (3.53)

Die resultierende Matrixdarstellung Hy; in der Lanczos-Basis hat Tridiagonalform. Nach
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M Tterationen ergibt sich [37, 39]:

ag P 0

B
Hy — . (3.54)

anv—2  Byv-1
0 Brm—1 -1

Im Unterschied zum Standard-Lanczos-Algorithmus werden beim Block-Lanczos-Ver-
fahren [36] anstelle eines einzelnen Startvektors (p = 1) mehrere (p > 1) Startvektoren
verwendet. Dadurch wird der Block-Krylov-Raum

{160), - [08), HIGS), -, HIB), o H™ M), ., H™ b, ..} (3.55)

festgelegt. Daraus wird iterativ, vergleichbar zum Standard-Algorithmus, durch Erzeugen
der Krylov-Vektoren und anschliefendes Orthonormieren eine Orthonormalbasis bestimmt.
Ein neuer Aspekt kommt durch die Behandlung linear abhéngiger Krylov-Vektoren hinzu.
Fiir den Fall p = 1 bedeutet das Auftreten eines linear abéngigen Krylov-Vektors nach
M +1 Iterationen, dass Kps ein invarianter Unterraum von H ist und die vorangegangenen
M Lanczos-Vektoren ein vollstdndiges Orthonormalsystem dieses Unterraums bilden. Aus
der Rekursion 3.53 folgt dann |$M+1> =0.

Beim Block-Lanczos-Verfahren (p > 1) dagegen bedeutet das Auftreten eines ersten
linear abhingigen Krylov-Vektors nicht, dass bereits ein invarianter Unterraum von H er-
zeugt wurde. Vielmehr enthilt dieser linear abhéingige Vektor H'|¢f') sowie alle Vielfachen
H "logt), n > 1, keine zusétzliche Information. Diese Vektoren sind daher aus der Krylov-
Sequenz zu entfernen. Das Auffinden und Entfernen der linear abhéngigen Vektoren wird
als exakte Deflation® bezeichnet. Nach p solcher exakter Deflationen, analog zum Fall p = 1,
spannen die Lanczos-Vektoren einen invarianten Unterraum von H auf.

Der Block-Lanczos-Algorithmus ist derart aufgebaut, dass nach M Iterationen sowohl
die orthonormalen Lanczos-Vektoren {[¢1),...,|drr)} als auch zusétzlich die Vektoren
{lopr41), -+, |dr4p.)} erzeugt wurden. Dabei ist p. gegeben durch die Anzahl der Start-
vektoren p abziiglich der Anzahl der bereits aufgetretenen Deflationen. Aus den Vektoren
{lom+1)s - -, |@M+p.)  kOnnen die folgenden p, Lanczos-Vektoren gebildet werden, je nach
Auftreten weiterer Deflationen.

Die Matrixdarstellung Hy in der Block-Krylov-Basis ist im Wesentlichen eine Band-
matrix () mit der Bandbreite 2p. + 1. Da numerische Rechnungen endliche Genauigkeit
bedingen, dient als Deflationskriterium || ¢pr41 ||< € mit einem geeignet gewéhlten € > 0
anstelle von € = 0 bei exakter Deflation. Dadurch entstehen zusétzliche von Null verschiede-
ne Eintrége (x) in der Matrix. Methoden zur vollen Diagonalisierung, die die Bandstruktur
einer Matrix effizient ausnutzen, sind dadurch nicht mehr anwendbar. Mit p = 5 Startvek-
toren, M = 15 Iterationen und angenommenen Deflationen nach 8, 11 und 13 Schritten

5Die Unterscheidung zwischen exakt linear abhéingigen Vektoren und nahezu linear abhéngigen Vektoren
ist bei numerischen Rechnungen nicht méglich. Das Deflationskriterium muss daher angepasst werden
und anstelle der Bezeichnung exakte Deflation wird in diesem Zusammenhang allgemein von Deflation
gesprochen (siehe unten).
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zeigt Hy folgende Struktur [36]

ok ok ok ok %
kK ok k% K
¥ ok % ok ok x % X X X X X X X X
¥k kK k% Kk
¥ ook ok ok ok %k k%
¥ ok ok ok K & %k %k
¥ % ok % K Kk ok x % X X X X X
Hy = X ok ok k% Kk %k Kk , (3.56)
X ¥ ok x ok ok k% %
X ¥ ok %k % ok x X X X
X X k% kK k% ok
X X % %k k *
X X X ok kK %
X X X Xk %
X X X * ok

wobei nur von Null verschiedene Eintrage (siehe oben) gekennzeichnet sind. Der Spezialfall
p = 1 ergibt die bereits erwdhnte Tridiagonalform.

Neben den Eintragen (x) in der Matrixdarstellung fiihrt die endliche numerische Ge-
nauigkeit auch zum Verlust der Orthogonalitét der Lanczos-Vektoren [38|. Daher kann eine
zusétzliche Reorthonormierung der Vektoren wahrend der Iteration notwendig werden.

3.3.3 Green-Funktion

Mit Hilfe des Block-Lanczos-Algorithmus lésst sich die Green-Funktion des Clusters in
mehreren Schritten berechnen. Zunéchst wird der Grundzustand [|¢p) bestimmt. Sofern
keine Grundzustandsentartung zu erwarten ist, wird die [teration mit p = 1 gestartet. Die
angeregten Zustande [iy,) werden in nur zwei Durchldufen mit jeweils L. Startvektoren
{c1olv0), .. croolto)} bzw. {cl v, ..., cb |wo)} fiir den PES- bzw. IPES-Anteil® der
Green-Funktion berechnet, die sich dadurch in der Lehmann-Darstellung Gl. 3.3 angeben
lasst.

Der Standard-Lanczos-Algorithmus bendtigt dagegen 2L, Durchléufe zur Berechnung
der angeregten Zustéande, da die Iteration fiir jeden der 2L, Startvektoren einzeln durch-
gefithrt werden muss. Als Konsequenz entstehen 2L, voneinander abweichende Polstel-
lenmengen. Dieser Umstand macht die Verwendung von @-Matrizen in Verbindung mit
Standard-Lanczos unbrauchbar, da die entscheidende Matrixdimension bei der Berech-
nung des Selbstenergiefunktionals in diesem Fall durch die Anzahl aller Polstellen (siche
Gl. 3.34) gegeben ist [40].

Block-Lanczos behebt diesen Nachteil, da die L. Startvektoren gleichzeitig behandelt
werden, wodurch sich eine gemeinsame Polstellenmenge ergibt. Werden jeweils M Iteratio-
nen zur Berechnung der angeregten Zustdnde bendtigt, so ist die relevante Matrixdimen-
sion (dim M, Gl. 3.34) auf 2M beschrankt. Wie sich herausgestellt hat, sind M ~ 100
Iterationen in der Regel ausreichend, um zuverlassige Ergebnisse zu erhalten.

S(T)PES: (Inverse) Fotoelektronenspektroskopie
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3.3.4 Implementierung des Lanczos-Algrorithmus

Im Zusammenhang mit exakter Diagonalisierung kann die Ausnutzung von Symmetrien des
Hamiltonians die Rechenzeit deutlich reduzieren, da nur die Dimension des betrachteten
Unterraums relevant ist. Ublicherweise ist damit aber auch eine héhere Komplexitiit bei
der Codierung der Basiszustéinde verbunden. Als Kompromiss lassen sich die Teilchenzahl
Nt + N, sowie die Projektion des Gesamtspins S7; = Ny — N| als Erhaltungsgrofen
beriicksichtigen. Weitere Erhaltungsgrofen, wie z. B. Inversionssymmetrie, gehen nicht in
die Konstruktion der Hamilton-Matrix mit ein.

Nach Konstruktion der Basiszustdnde |¢,,) wird die Matrixdarstellung des Hamilton-
Operators (Hyy, = (¢m|H|bn)) berechnet. Da die Hamilton-Matrix erfahrungsgeméf viele
Elemente H,,, = 0 enthilt, bietet es sich an, nur die Eintriage H,,, # 0 (sowie die zu-
gehorigen Indizes (m, n)) als Sparse-Matrix zu speichern. Dadurch reduzieren sich sowohl
der Speicherbedarf als auch die Laufzeit des Lanczos-Algrorithmus, da die Matrix-Vektor-
Multiplikationen H¢ den iiberwiegenden Anteil des Rechenaufwands ausmachen. Eine
optionale Reorthonormierung der Krylov-Vektoren wird mit Hilfe des Gram-Schmidtschen
Orthogonalisierungsverfahren [33] durchgefiihrt.



Kapitel 4

Dotierung des Mott-Isolators:
Variational Cluster Approach

Der Metall-Isolator-Ubergang im zweidimensionalen Hubbard-Modell ist das zentrale The-
ma dieses Kapitels. Dabei beschéftigen wir uns vorwiegend mit der Fragestellung, wie der
Mott-Isolator durch Dotierung in die metallische Phase iibergeht. Der Einfluss langreich-
weitiger magnetischer Ordnung sowie die Ordnung des Phaseniibergangs sind dabei von
besonderem Interesse. Ebenso soll die Abhingigkeit von den Modellparametern ¢’ bzw. U
(sieche Gl. 2.2, t = 1) untersucht werden. Sdmtliche Rechnungen werden fiir Temperatur
T = 0 ausgefiihrt.

Im Rahmen von Quanten-Cluster-Methoden beinhaltet bereits der 2x2-Cluster (L. =
4, siehe Abb. 4.1) den wesentlichen Schritt zur Beriicksichtigung kurzreichweitiger Kor-
relationsphysik im zweidimensionalen Hubbard-Modell jenseits dynamischer Mean-Field-
Betrachtungen. Es liegt daher nahe, als FEinstieg in die VCA-Rechnungen zum Mott-
Ubergang zunéchst den (L.—4)-Cluster zu verwenden. Der vergleichsweise geringe numeri-
sche Aufwand ermdglicht sowohl die Untersuchung des Hubbard-Modells in einem grofsen
Parameterbereich (¢, U, u) als auch die gleichzeitige Optimierung mehrerer Variationspa-
rameter. Aufbauend auf den so gewonnenen Resultaten lisst sich der Mott-Ubergang in
aufwéindigeren Rechnungen mit grofseren Clustern weiter untersuchen. Dabei kann auch
der Einfluss von Clustergrofe und Clustergeometrie beriicksichtigt werden.

Das Referenzsystem wird durch H' = H._+ H!

var Deschrieben, so dass die gewihlten

Variationsparameter nur in H/_ auftauchen. Wir verwenden

var

(ij)o (igho i
Hiw = &) iug+h) 97 (g — i) (4.1)
e %

mit dem Vektor @ = (m, 7). Die On-Site-Energie € als Variationsparameter garantiert da-
bei die thermodynamische Konsistenz in Bezug auf die Teilchendichte n (siche Kap. 3.1.3).
Der Variationsparameter h koppelt an ein antiferromagnetisches (Weiss-)Feld und erlaubt
damit, im Rahmen unserer Cluster-Mean-Field-Rechnungen, die Betrachtung langreichwei-
tiger antiferromagnetischer Ordnung. Die Werte der Hopping-Parameter ¢ und ¢ sind in
diesem Fall in Referenz- und Modellsystem identisch. Das Gleiche gilt (obligatorisch) fiir
die iibrigen Modellparameter U, T und pu.

31
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Abbildung 4.1: Referenzsysteme fiir das zweidimensionale Gitter. Betrachtet werden Clu-
ster mit gerader Anzahl an Gitterplatzen, um antiferromagnetische Ordnung (Variations-
parameter h) zu beriicksichtigen. Eine thermodynamisch konsistente Beschreibung der Teil-
chendichte wird durch Optimierung der On-Site-Energie £ garantiert.

4.1 Teilchen-Loch-Symmetrie

Da der Mott-Isolator den Ausgangspunkt unserer Rechnungen bildet, ist es sinnvoll, zu-
néchst einige Eigenschaften des Mott-Isolators selbst zu untersuchen, bevor das dotierte
System betrachtet wird. Dazu berechnen wird den Grundzustand des Hubbard-Modells am
Teilchen-Loch-symmetrischen Punkt (¢ = 0, p = U/2) als Funktion von U. Der Variati-
onsparameter € ergibt sich bereits aus Symmetrieiiberlegungen zu € = 0, so dass nur das
antiferromagnetische Feld h zu optimieren ist.

Die Resultate der VCA-Rechnungen sind in Abb. 4.2 dargestellt. Fiir U = 8 wird
die Stationaritatsbedingung geméft Gl. 3.12 am Maximum bei h = 0 (Qpy, Paramagnet)
bzw. an den beiden Minima h ~ 0.2 (Qp, Antiferromagnet) der Funktion Q¢(h) er-
fillt (Abb. 4.2, links). Der stationdre Punkt mit der niedrigsten Energie (kleinster Wert
des grofskanonischen Potenzials Q) charakterisiert die stabile Losung, der Grundzustand
zeigt somit langreichweitige antiferromagnetische Ordnung. Der Gewinn an Bindungsener-
gie pro Platz durch Verwendung des antiferromagnetischen Weiss-Felds ergibt sich als
AQ = Qpy — Qar =~ 0.048 (fiir U = 8). Das Aufbrechen antiferromagnetischer Kopp-
lungen zwischen den einzelnen Clustern kann offenbar mit Hilfe des Weiss-Felds (teilweise)
kompensiert werden, innerhalb der Clustergrenzen wird die magnetische Wechselwirkung
bereits exakt berticksichtigt [41].

Wie Abb. 4.2 (Mitte) zu entnehmen ist, gilt fiir beliebige Wechselwirkung AQ > 0,
d. h. der Grundzustand des zweidimensionalen Hubbard-Modells ist fiir alle U > 0 ein
Antiferromagnet. Dieses Ergebnis ist in Ubereinstimmung mit den in Kap. 2.3 vorgestell-
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Abbildung 4.2: Antiferromagnetischer Grundzustand des 2D-Hubbard-Modells fiir Teil-
chen-Loch-Symmetrie (¢ = 0, p = U/2). VCA-Rechnung mit L. = 4 und N, = 20 x 20.
Dargestellt ist die Abhéngigkeit des Selbstenergiefunktionals vom Variationsparameter h
fir U = 8 (links) sowie die Energiedifferenz AQ) (siehe Text) zwischen paramagnetischer
und antiferromagnetischer Losung (Mitte) und der antiferromagnetische Ordnungspara-
meter m als Funktion der Wechselwirkungsstérke (rechts). Die gestrichelte Linie zeigt das
1/U-Verhalten fiir grofse Wechselwirkung.

ten Betrachtungen. Im Bereich grofter Wechselwirkung wird das Hubbard-Modell auf das
Heisenberg-Modell abgebildet und fiir die antiferromagnetische Kopplung gilt J ~ 1/U.
Unter der Annahme, dass der Energieunterschied zwischen Paramagnet und Antiferromag-
net im Wesentlichen duch die magnetische Kopplung bedingt wird, erwartet man folglich
Qpm — Qar ~ 1/U. Ein entsprechender Vergleich ist in Abb. 4.2 (Mitte) durch die gepunk-
tete Kurve gegeben und zeigt eine gute Ubereinstimmung der Daten mit dem erwarteten
Verlauf.

Im Grenzfall U — 0 wird die relevante Energieskala dagegen durch die Bandliicke
A (Gl 2.17) bestimmt, so dass ein exponentieller Verlauf der Energiedifferenz plausibel
erscheint. Auf dieses Verhalten kann aus Abb. 4.2 (Mitte) nicht geschlossen werden. Es
ist dabei zu beachten, dass die Hartree-Fock-Rechnung zur Bandliicke von U <« t ausgeht
[17]. Dieser U-Bereich ist in Abb.4.2 nicht gut sichtbar. Allerdings zeigt auch eine explizite
Berechnung der Bandliicke fiir kleine Werte von U kein exponentielles Verhalten.

Im Rahmen der VCA gilt 3¥(w) = 0 im wechselwirkungsfreien System, d. h. unsere
VCA-Rechnungen reproduzieren das exakte Ergebnis im Limes U — 0. Die Abweichun-
gen vom erwarteten Verlauf der Bandliicke sind daher an anderer Stelle zu suchen. Die
Perfect-Nesting-Bedingung Gl. 2.16, die zur Berechnung von A (Gl. 2.17) vorausgesetzt
wird, kann nur im Idealfall unendlicher Systemgrofe L — oo exakt erfiillt werden. Deswei-
teren fiihrt die Aufteilung des Referenzsystems in entkoppelte Cluster zu einer Verletzung
der Translationssymmetrie und ein wohldefinierter k-Raum existiert nicht mehr. Der er-
hebliche Einfluss der Systemgrofse auf den antiferromagnetischen Ordnungsparameter geht
aus einer fritheren (Mean-Field-)Untersuchung des Hubbard-Modells in D = 3 klar hervor.
Unsere Rechnungen mit Hilfe der Two-Site Dynamical Impurity Approximation zeigen eine
deutliche Abhéngigkeit der Losung von der Systemgrofe (siehe [42], Abb. 4.14).

Der antiferromagnetische Ordnungsparameter m = ny —n| wird iiber die Spektralfunk-
tion (Gl. 3.15) geméf

L 0
m= 130 [ (o) - i) (1.2
=1

— o0
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berechnet (mit @ = (m,7)). Die Ergebnisse sind Abb. 4.2 (rechts) zu entnehmen. Fiir die
praktische Auswertung ist es ausreichend, iiber nichtaquivalente Pléitze zu summieren. Die
Optimierung des Weiss-Felds h stellt die thermodynamische Konsistenz bzgl. des antiferro-
magnetischen Ordnungsparameters m sicher (so wie die Optimierung der On-Site-Energie
e die thermodynamische Konsistenz bzgl. der Teilchendichte n garantiert). Die alternative
Berechnung des Ordnungsparameters als

_ 109
" L Ohar

(4.3)

har=0

ist dadurch dquivalent zu Gl. 4.2. Das physikalische Feld hap wird (analog zum Weiss-Feld
h im Referenzsytem H') durch einen Anteil

fi’AF = hap Z eiQn (ﬁi‘r — ﬁil) (4.4)
7

im Hamilton-Operator H definiert. Die Extrapolation unserer Daten m(1/U) auf 1/U = 0
ergibt m = 0.88. Damit gelingt bereits mit Hilfe des einfachen (L.=4)-Clusters eine ent-
scheidende Verbesserung gegeniiber dem DMFT-Resultat m = 1, wenn auch eine deutliche
Abweichung vom exakten Wert m ~ 0.61 [25] bleibt. Da die Grofse des Ordnungsparameters
wesentlich durch langreichweitige Spin-Anregungen beeinflusst wird (langreichweitige an-
tiferromagnetische Ordnung in zwei Dimensionen wird durch Spinwellen mit Wellenvektor
g — 0 fiir beliebige Temperaturen 7" > 0 zerstort), kann der verbleibende Mean-Field-
Charakter der VCA auf einer Langenskala jenseits der Clustergrenzen als Grund fiir diese
Uberschitzung der Magnetisierung gesehen werden [41].1

4.2 Dotierung des Mott-(Heisenberg-)Isolators

Unser eigentliches Interesse gilt nicht dem Mott-Isolator selbst, sondern der metallischen
Phase in der Nahe des Mott-Isolators bei Dotierung des Systems. Die Randbedingung
€ = 0 fiir Teilchen-Loch-Symmetrie ist im dotierten System nicht mehr erfiillt, d. h. die
Variationsparameter € und h sind jetzt unabhéngig voneinander zu optimieren. Als dufierst
zuverldssiges Verfahren zur Bestimmung der optimalen Parameterwerte eqpt und hgopy hat
sich hier die rekursive eindimensionale Optimierung (Kap. 3.2.4) herausgestellt.

4.2.1 Charakterisierung der Phaseniiberginge

Die Ergebnisse fiir U = 8, t' = 0 sind in Abb. 4.3 dargestellt. Zu sehen ist der Verlauf der
optimalen Variationsparameter ¢ und h als Funktion des chemischen Potenzials u (Abb.
4.3, a und b) sowie das grofskanonische Potenzial 2 — Qpy (Abb. 4.3, ¢) und der antiferro-
magnetische Ordnungsparameter m (Abb. 4.3, d). Im Isolator bleiben die optimalen Werte
der Variationsparameter konstant,? das gilt generell sowohl im Paramagneten als auch im

'Lokale Grofen wie der antiferromagnetische Ordnungsparameter m = nq — n; hingen nur dufierst
schwach von der Clustergrofe ab [40] (siehe Kap. 6.1.1). Der Einfluss von Spinwellen mit ¢ — 0 kann
dagegen durch Cluster dieser Gréflenordnung nicht beschrieben werden.

2Da sich der Grundzustand innerhalb der Bandliicke nicht #ndert, hingt die VCA-Green-Funktion im
Gap in der Form G(w + p) vom chemischen Potenzial p ab (siehe Lehmann-Darstellung Gl. 3.3). Mit
Hilfe der Dyson-Gleichung 3.4 folgt die gleiche Abhangigkeit 3 (w + p) fiir die Selbstenergie. Eine eigene
Abhéngigkeit der optimalen Variationsparameter ¢,,; (durch welche die Selbstenergie definiert wird) vom
chemischen Potenzial ist damit innerhalb der Bandliicke auszuschliefien.
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Abbildung 4.3: Abhéngigkeit der optimalen Variationsparameter £ und h vom chemischen
Potenzial p fiir U = 8 (' = 0). Das grofkanonische Potenzial € sowie der antiferromagne-
tische Ordnungsparameter m sind ebenfalls dargestellt. Es treten mehrere Losungen auf,
die rote Linie kennzeichnet jeweils den Verlauf der energetisch stabilen Phase (L. = 4,
N =100 x 100).

Antiferromagneten (die zugehorige Teilchendichte n kann Abb. 4.5 entnommen werden).
Mit zunehmender Lochdotierung nimmt der optimale Wert der On-Site-Energie £ immer
weiter ab. Die Differenz u — ¢ fungiert dabei als ein effektives chemisches Potenzial im
Cluster. Es zeigt sich, dass der Variationsparameter ¢ die Anderung des physikalischen Pa-
rameters p weitgehend kompensiert, so dass im Cluster weiterhin n’ = 1 gilt, abweichend
von der Fiillung des Modellsystems n < 1.

Wie unsere Ergebnisse zeigen, ist die Bandliicke A im Paramagneten kleiner als im An-
tiferromagneten. Dies kann in einem einfachen physikalischen Bild verstanden werden. Wir
kommen auf diesen Punkt weiter unten zuriick. Mit abnehmendem chemischen Potenzial
wird folglich zunéchst der Paramagnet dotiert (upy = 1.70), mit Beginn der Dotierung gilt
e # 0. Erst bei einem kleineren Wert par = 1.41 geht auch der Mott-Heisenberg-Isolator?
in die metallische Phase {iber (Abb. 4.3, a; siehe auch Abb. 4.5).

Die stabile Phase ist durch den kleineren Wert des grofkanonischen Potenzials der
beiden Losungen bestimmt. Ausgehend von Halbfillung beobachtet man demgeméfs zu-
erst einen kontinuierlichen Phaseniibergang vom antiferromagnetischen Mott-Heisenberg-

3Die Bezeichnung Mott-Heisenberg-Isolator wird fiir einen Mott-Isolator mit langreichweitiger antiferro-
magnetischer Ordnung verwendet, wiahrend der paramagnetische Mott-Isolator als Mott-Hubbard-Isolator
bezeichnet wird [17].
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Abbildung 4.4: Grundzustandsenergie Fy und kinetische Energie Ey, (siehe Gl. 4.5) der
paramagnetischen und antiferromagnetischen Phase aus Abb. 4.3. Die farbliche Kennzeich-
nung der Losungen ist in beiden Abbildungen identisch.

Isolator zum antiferromagnetischen Metall. Der Schnittpunkt Qar = Qpar (e ~ 1.04,
siche Abb. 4.3, ¢) markiert einen weiteren Phasentibergang erster Ordnung in die paramag-
netische metallische Phase. Abb. 4.3, d zeigt den zugehdrigen Verlauf des Ordnungspara-
meters. Mit Dotierung des Antiferromagneten wird der Ordnungsparameter reduziert, am
kritischen chemischen Potenzial u. springt der Wert von m ~ 0.65 auf m = 0.

Eine Betrachtung von kinetischer (Eyi,) und potenzieller Energie (Epqt) soll weiteren
Aufschluss iiber die Natur des Phaseniibergangs vom Antiferromagneten zum Paramagne-
ten geben. Der Vergleich zwischen Grundzustandsenergie und kinetischer Energie ist in
Abb. 4.4 zu sehen. Es gilt fiir die Grundzustandsenergie

EO = Ekin + Epot (45>

mit Epo = U (nyn)). Die Doppelbesetzung kann aus dem grofkanonischen Potenzial mit-
tels 50

(i) = o5 (4.6)
bestimmt werden, die Grundzustandsenergie wird aus Ey = Q+ N berechnet. Zur Berech-
nung der Doppelbesetzung geméf Gl. 4.6 wird AU = 1072 fiir die numerische Ableitung
gewdhlt. Am Teilchen-Loch-symmetrischen Punkt p = U/2 = 4 ist der Grundzustand
durch die antiferromagnetische Losung gegeben, obwohl diese aufgrund der groferen Dop-
pelbesetzung die héhere potenzielle Energie I, besitzt. Der grofere Wert von Epq; wird
allerdings durch die geringere kinetische Energie des Antiferromagneten iiberkompensiert.
Die Dotierung des Paramagneten (und damit der Ubergang vom Mott-Hubbard-Isolator
zum paramagnetischen Metall) fiihrt zu einer Absenkung der kinetischen Energie des Para-
magneten. Da der Antiferromagnet fiir deutlich kleineres chemisches Potenzial dotiert wird,
folgt daraus ein Schnittpunkt der Grundzustandsenergien von Paramagnet und Antiferro-
magnet. Dieser liegt bei p &~ 1.55. Die kinetischen Energien stimmen erst bei p ~ 1.33
iiberein, der Beitrag von Fpo darf hier nicht vergessen werden. Der Phaseniibergang vom
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Antiferromagneten zum Paramagneten ist allerdings bei p. = 1.04 zu beobachten und wird
offenbar weder durch die potenzielle noch durch die kinetische Energie getrieben. Vielmehr
scheint der Anteil —u/N im grofkanonischen Potenzial den Antiferromagneten wegen der
groferen Teilchenzahl auch dann noch zu stabilisieren, wenn bereits Grundzustandsenergie
als auch kinetische Energie die paramagnetische Losung begiinstigen.

Der Vergleich von antiferromagnetischem Mott-Heisenberg-Isolator und paramagne-
tischem Mott-Hubbard-Isolator zeigt, dass sich der Antiferromagnet durch eine grofsere
Bandliicke A als auch durch geringere kinetische Engergie Ey;, und grofiere Doppelbe-
setzung (nyn|) vom Paramagneten unterscheidet. Eine Interpretation dieser Ergebnisse
soll mit Hilfe eines einfachen (Teilchen-)Bilds versucht werden. Wir vergleichen den An-
tiferromagneten mit einem Zustand antiparallel angeordneter Spins auf einem Gitter mit
Nearest-Neighbor-Hopping und betrachten den Spin eines beliebigen Gitterplatzes genau-
er. Dieser Spin kann ausschlieflich auf die direkt benachbarten Gitterplitze (mit jeweils
entgegengesetztem Spin) hiipfen. Ein Weiterhiipfen von diesem Platz ist aufgrund des
Pauli-Verbots unzuléssig, da von hier nur Gitterpldtze mit Spins gleicher Orientierung
erreicht werden konnen. Damit bleibt als einzige Moglichkeit, den urspriinglichen Platz
wieder zu besetzen. Die antiparallele Anordnung der Spins beglinstigt folglich Hiipfpro-
zesse zu direkten Nachbarpléatzen, fiihrt aber wegen des Pauli-Prinzips zu einer starken
Lokalisierung des Teilchens. Diese Interpretation des Grundzustands lésst sich analog auf
Ein-Teilchen-Anregungen iibertragen. Wird ein zweites Elektron auf den betrachteten Git-
terplatz gebracht, so sind Hiipfprozesse dieses Elektrons zu benachbarten Plédtzen aufgrund
des Pauli-Verbots unmoglich. Wird das Elektron dagegen entfernt, so erfordert ein Hiip-
fen dieses Lochs das Aufbrechen antiferromagnetischer Kopplungen, und entsprechende
Hiipfprozesse werden daher unterdriickt. Das bedeutet fiir den Mott-Heisenberg-Isolator
insgesamt eine Absenkung der kinetischen Energie und Erhéhung der Doppelbesetzung auf
der einen Seite sowie Bander im Ein-Teilchen-Anregungsspektrum mit geringer Breite auf
der anderen Seite.

Als analoges Bild fiir den Paramagneten soll ein Gitter mit zuféllig angeordneten Spins
dienen. Ein beliebig herausgegriffener Spin kann jetzt nur noch mit Wahrscheinlichkeit 1/2
auf direkte Nachbarplétze hiipfen, allerdings ist ein Weiterhiipfen von hier méglich, jeder
Gitterplatz kann im Prinzip erreicht werden. Durch die zufillige Anordnung der Spins
werden Hiipfprozesse zu direkten Nachbarn im Vergleich zum Antiferromagneten zwar
unterdriickt (hohere kinetische Energie, geringere Doppelbesetzung), andererseits wird die
rdumliche Einschrinkung auf wenige Gitterpldtze aufgehoben. Ein zweites Elektron oder
ein Loch kénnen durch Hiipfprozesse, im Gegensatz zum Antiferromagneten, im Prinzip
beliebige Gitterpldtze erreichen. Das fithrt zu einer Verbreiterung der Bénder im Ein-
Teilchen-Anregungsspektrum und damit zu einer kleineren Bandliicke A.

Dieses Bild bietet einen mdglichen Zugang zum Verstiandnis der VCA-Rechnungen,
sollte aber (nicht nur wegen des als starr angenommenen Spinhintergrunds) lediglich als
Interpretationshilfe angesehen werden.

4.2.2 Koexistenz paramagnetischer und antiferromagnetischer Losung

In der Umgebung des Phaseniibergangs vom antiferromagnetischen zum paramagnetischen
Metall tritt neben den beiden bereits diskutierten Lésungen eine weitere dritte Losung auf
(1.0 < u < 1.2). Wie aus Abb. 4.3, ¢ abgelesen werden kann, ist diese Losung allerdings
energetisch instabil. Daneben lésst sich aus der Kriimmung € — Qpy; schlieffen, dass die
Ladungssuszeptibilitit £ (Gl. 2.10) offenbar kleiner sein muss als in den beiden ibrigen
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Abbildung 4.5: (links) Teilchendichte n als Funktion des chemischen Potenzials u. Die
kritischen Werte des chemischen Potenzials kennzeichnen den Ubergang vom paramagne-
tischen Mott-Hubbard-Isolator zum paramagnetischen Metall (upn) (dieser Phaseniiber-
gang ist wegen der stabilen antiferromagnetischen Losung nicht realisiert), den Phasen-
iibergang vom antiferromagnetischen Mott-Heisenberg-Isolator zum antiferromagnetischen
Metall (uar) sowie den Phaseniibergang vom antiferromagnetischen zum paramagnetischen
Metall (). (rechts) Bestimmung von g mittels Maxwell-Konstruktion.

Phasen. Eine Verletzung der Stabilitdtsbedingung On/du > 0 kann aus der Energiedifferenz
Q — Qppm allein nicht bestimmt werden. Die entsprechende Teilchendichte als Funktion des
chemischen Potenzials ist in Abb. 4.5 aufgetragen. Hier kann dn/du < 0 fiir die instabile
dritte Losung (in einem endlichen p-Bereich) direkt abgelesen werden.

In der paramagnetischen und antiferromagnetischen metallischen Phase ist die Stabi-
litdtsbedingung dn/du > 0 dagegen erfiillt. In der Nihe des Metall-Isolator-Ubergangs
(n — 1) ist keine Instabilitdt zu erkennen, die Teilchendichte n(u) verlauft in beiden Pha-
sen linear. Mit dem Verschwinden der antiferromagnetischen Losung bei p = 1.0 ist eine
Divergenz der Ladungssuszeptibilitdt x verbunden, allerdings ist der Antiferromagnet hier
bereits energetisch instabil. Wie anhand der optimalen Werte fiir ¢ und h ersichtlich ist
(siehe Abb. 4.3), ist die antiferromagnetische Phase tiber die instabile dritte Losung stetig
mit der paramagnetischen Phase verbunden.

Von besonderem Interesse ist der Sprung in der Teilchendichte (und die damit verbun-
dene Divergenz in ) beim Ubergang vom antiferromagnetischen zum paramagnetischen
Metall bei p. =~ 1.04. Eine kontinuierliche Dotierung des Modellsystems ist somit nur
moglich, indem am kritischen chemischen Potenzial p. ein Gemisch aus beiden Phasen
angenommen wird. Dieses Szenario erinnert an ein Fliisssigkeits-Gas-Gemisch, das aus der
Interpretation der Van-der-Waals-Gleichung fiir reale Gase folgt [43]. Die Auftragung der
Daten als u(n) (Abb. 4.5, rechts) macht die Analogie deutlich. Fiir den Vergleich mit
Van-der-Waals-Isothermen ist der Druck p mit dem chemischen Potenzial u, das Volu-
men V mit der Teilchendichte n gleichzusetzen. Mit Erreichen der kritischen Dotierung
(n &~ 0.93), ausgehend von Halbfiillung, tritt ein Koexistenzbereich von antiferromagneti-
scher und paramagnetischer Phase auf. Mit zunehmender Dotierung verringert sich (bei
konstantem chemischen Potenzial) der Anteil des Antiferromagneten, bis fiir n ~ 0.84 ei-
ne homogene paramagnetische Phase iibrig bleibt. Das Analogon ist die Verfliissigung des
Van-der-Waals-Gases durch Verringerung des Volumens V bei gleichbleibendem Druck p.
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Abbildung 4.6: Q¢(t') als Funktion des Weiss-Felds h fiir p = 1.04. Die optimalen Werte fiir
die On-Site-Energie e,p¢ sind Abb. 4.3 entnommen. Da die optimalen Variationsparameter
Eopt, Nopt Nicht unabhéngig voneinander sind, sind die Extrema der Funktion ¢(h) an den
Stellen h # hept keine weiteren stationdren Punkte (€4(e) ist nur extremal fiir € = gqpt,
sofern auch h = hgpt).

Ein solches Zwei-Phasen-Gebiet mit Divergenz in der Ladungssuszeptibilitiat wird mit dem
Begriff Phasenseparation bezeichnet. Eine genauere Diskussion folgt in Abschnitt 4.3.

Das Selbstenergiefunktional bzw. die Funktion Q¢(t') in Abhéngigkeit des Weiss-Felds
h ist in Abb. 4.6 gezeigt. Herausgegriffen ist der Verlauf fiir p = 1.04, Q¢(h) ist fiir die drei
Loésungen aus Abb. 4.5 mit den jeweils optimalen Werten eqp¢ (Abb. 4.5, a) dargestellt.
Paramagnetische und antiferromagnetische Losung besitzen wie erwartet anndhernd das
gleiche €, die dritte Losung zeigt einen deutlich grofseren Wert des grofkanonischen Po-
tenzials. Wie sich herausstellt ist allen stationdren Punkten gemeinsam, dass Q¢(¢) immer
ein lokales Maximum fiir optimale On-Site-Energie besitzt. Als Funktion des Weiss-Felds
Q¢(h) ergibt sich dagegen ein komplexeres Verhalten. Die unabhéngige Optimierung der
Variationsparameter € und h bedingt einen unterschiedlichen Verlauf des Selbstenergie-
funktionals als Funktion von h fiir die drei Losungen, da die Stationaritatsbedingung fiir
abweichende Werte von ¢ erfiillt wird. Paramagnet und Antiferromagnet zeigen ein lokales
Minimum als Funktion von h, die instabile Losung besitzt ein Maximum am stationédren
Punkt. Eine Interpretation des Entstehens und Verschwindens von Extrema (z. B. das
Zusammenlaufen eines Minimums und Maximums) ausschlieflich unter Berticksichtigung
eines solchen eindimensionalen Schnitts in der entsprechenden Parameterrichtung ist daher
mit Vorsicht zu geniefsen.

Neben der Ladungssuszeptibilitéit als Kriterium fiir die lokale Stabilitdt einer Losung
kann zusatzlich die magnetische Suszeptibilitét

om
Ohar har=0

XAF = (4.7)

herangezogen werden. Das physikalische Feld hap ist durch GI. 4.4 definiert. Die Rechnung
ergibt, dass die paramagnetische Losung nur fiir Werte des chemischen Potenzials 1 < 1.18
lokal stabil ist, d. h. bis zum Auftreten der dritten Losung. An p =~ 1.18 divergiert die
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magnetische Suszeptibilitit yar, der Ubergang von der lokal stabilen zur lokal instabilen
Phase ist durch einen Vorzeichenwechsel von yar gekennzeichnet. Die Losung dndert dabei
ihren Charakter von einem Minimum in Q¢(h) (bei h = 0) wie in Abb. 4.6 zu einem
Maximum.

Aus Abb. 4.5 ist zu entnehmen, dass Q¢(¢') als Funktion eines Variationsparameters
sehr flach werden kann. Dank der Auswertung des Selbstenergiefunktionals mit Hilfe der Q-
Matrix-Methode (Kap. 3.2.1) ist eine hinreichende Genauigkeit moglich. Um zusétzliche
Finite-Size-Effekte aufgrund der Systemgrofe (Anzahl der Cluster Nj) auszuschliefen,
haben wir unsere Rechnungen mit N, = 20 x 20 bis N4 = 100 x 100 durchgefiihrt. Aus
dem Vergleich der Ergebnisse ist zu schliefsen, dass N, = 20 x 20 als Modellgréfse in diesem
Fall bereits ausreichend ist.

4.3 Phasenseparation im Hubbard- und ¢-J-Modell

Der Begriff Phasenseparation bezeichnet eine thermodynamische Instabilitéit, die die Sta-
bilititsbedingung fiir die Ladungssuszeptibilitit k= = 9?Ey/dn? > 0 verletzt. Tritt eine
solche Instabilitat als Funktion der Elektronendichte n in einem Bereich nqy < n < no auf,
so resultiert daraus ein Zwei-Phasen-System mit den Dichten ny bzw. ny fiir die einzelnen
Phasen (Abb. 4.5 fiir y. ~ 1.04). Withrend in unendlichen Systemen £~ = 0 im gesamten
Bereich n; < n < ng zu erwarten ist, kann in endlichen Systemen aufgrund von Oberfla-
cheneffekten die Ladungssuszeptibilitdt auch negative Werte annehmen [44]|. Der Grund
hierfir liegt im Beitrag der endlichen positiven Oberflachenenergie (pro Platz) durch die
Phasengrenze [45]. Unsere Resultate in Abb. 4.5 zeigen genau dieses Verhalten.

In Analogie zu dem bereits erwdhnten Fliissigkeits-Gas-Gemisch kann mittels einer
Maxwell-Konstruktion das Verhalten des Systems im Koexistenzbereich (Phasen mit La-
dungsdichten n; bzw. ng) beschrieben werden [43]. Dabei haben wir das chemische Poten-
zial ¢ mit dem Druck p und die Teilchendichte n mit dem Volumen V eines Van-der-Waals-
Gases verglichen. Zur Erlduterung der Maxwell-Konstruktion ist die Darstellung der Daten
(Abb. 4.5, links) in der Form p(n) (Abb. 4.5, rechts) hilfreich. Mit der Forderung

na
FEqgo — E |
% = /udn = pe (N2 —nq) (4.8)

ni

wird eine konsistente Beschreibung von p(n), also ein stetiger Verlauf des chemischen Po-
tenzials beim Phaseniibergang vom Antiferromagneten zum Paramagneten, mit minimaler
Grundzustandsenergie Fy ermdglicht.? Die geometrische Interpretation von Gleichung 4.8
bedeutet, dass die beiden durch die Maxwell-Gerade entstandenen Flachen A und B (Abb.
4.5) gleich sein miissen. Aus dem Zusammenhang 2 = Ey — puN folgt mittels

E072 — E071 =0y — O + ,U,(NQ — Nl) (49)

die Bedingung Q;(u.) = Qa(ue) (wodurch Gl. 4.8 erfiillt werden kann) als alternatives
Kriterium zur Bestimmung von .. Wir haben die Bedingung 4 (u.) = Qo(u.) bereits in

4Wir betrachten ein Zwei-Phasen-Gebiet bei Temperatur T = 0. Der Koexistenzbereich wird durch einen
einzigen Freiheitsgrad (Teilchendichte n) charakterisiert (Gibbsche Phasenregel [43]) und kann durch die
freie Energie F(T,V,N) als geeignetes thermodynamisches Potenzial beschrieben werden. Wegen T' = 0
stimmt der Wert der freien Energie F' mit dem Wert der inneren Energie Ej iiberein.
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Abb. 4.3 zur Bestimmung des Phaseniibergangs verwendet. Da die Variation der On-Site-
Energie € eine thermodynamisch konsistente Beschreibung der Teilchenzahl im Rahmen
unserer VCA-Rechnungen sicherstellt, liefern beide Kriterien auch im Rahmen der verwen-
deten Approximation {ibereinstimmende Ergebnisse fiir p..

Die Beobachtung von Ladungsinhomogenitédten wie Stripes- und Checkerboard-Struk-
turen in Hochtemperatur-Supraleitern [46, 47, 48] hat vermehrtes Interesse an der Unter-
suchung von Phasenseparation im 2D-Hubbard-Modell geweckt. Es ist zu erwarten, dass
eine als Phasenseparation im Hubbard-Modell auftretende Instabilitdt unter dem Einfluss
langreichweitiger Coulomb-Wechselwirkung in einen Zustand mit mikroskopischer (einige
Gitterkonstanten) Ladungsordnung iibergeht. Der langreichweitige Anteil der Coulomb-
Wechselwirkung verhindert in diesem Fall die Ausbildung ausgedehnter homogener Phasen
unterschiedlicher Ladungsdichte aufgrund der hohen elektrostatischen Energie und begiin-
stigt eine makroskopisch homogene Ladungsverteilung im gesamten Gitter. Dagegen wird
durch die Verringerung der Austauschenergie und kinetischen Energie ein phasenseparierter
Zustand bevorzugt. Das Zusammenwirken beider konkurrierender Effekte, so die Erwar-
tung, kann zu oben erwéahnten Ladungsordnungen wie den beobachteten Stripes-Strukturen
fithren (also einer auf makroskopischer Skala homogenen Ladungsverteilung einerseits und
einer Art Phasenseparation im Bereich einiger Gitterkonstanten andererseits). Auch unab-
héngig von den in realen Materialien gefundenen Ladungsordnungen ist die Untersuchnung
von Phasenseparation an sich bereits eine interessante Fragestellung zum Verstdndnis der
Phasendiagramme grundlegender Viel-Teilchen-Modellsysteme.

Es existieren eine Reihe von Arbeiten zur Phasenseparation im Hubbard-Modell und ¢-
J-Modell, mit zum Teil abweichenden Ergebnissen. Als gesichert gilt die Beobachtung von
Phasenseparation im t-J-Modell fiir J > t [49, 50, 51, 52]. Es entstehen eine halbgefiill-
te antiferromagnetische Phase mit verminderter Austauschenergie durch Maximierung der
Anzahl antiferromagnetischer Bindungen sowie eine dotierte Phase mit niedriger kineti-
scher Energie. Der interessante Bereich J < t, in dem die Abbildung vom Hubbard-Modell
auf das t-J-Modell relevant wird, ist dagegen eher unklar. Wahrend Rechnungen zum
Grundzustand des zweidimensionalen t-J-Modells von Emery et al. (exakte Diagonalisie-
rung) [52] und Hellberg und Manousakis (Green’s Function Monte Carlo) [51] Phasense-
paration fiir beliebige J ergeben, finden Shih et al. (Power Lanczos) [50] und Putikka und
Luchini (High-Temperature Series Expansion) [49] keine Anzeichen fiir Phasenseparation
fiir kleine Werte von J.

Das Hubbard-Modell mit Nearest-Neighbor-Hopping zeigt laut Rechnungen von Moreo
et al. (Quantum Monte Carlo) [53] und Becca et al. (Green’s Function Monte Carlo) [45]
keine Phasenseparation. Analytische Betrachtungen von Su [54| schliefen Phasenseparati-
on fiir endliche Temperaturen und ¢’ = 0 ebenfalls aus. Macridin et al. (Dynamical Cluster
Approximation mit Quantum Monte Carlo) [55] finden Phasenseparation im lochdotierten
Hubbard-Modell ab U ~ W fiir t' > 0. Phasenseparation wird hier im Unterschied zu oben
diskutierten Ergebnissen aber in der paramagnetischen Losung (fiir 7 < 0.1 und ¢ = 0.3
bzw. T < 0.06 und ¢’ = 0.1) beobachtet. Dabei besteht der Koexistenzbereich aus einem
inkompressiblen Mott-Isolator und einem korrelierten Metall mit starken antiferromagne-
tischen Korrelationen. Es wird vermutet, dass in dem untersuchten Parameterbereich der
wesentliche Effekt von ¢’ die Verringerung der kinetischen Energie der metallischen Phase
ist. Rechnungen von Aichhorn et al. (Variational Cluster Approximation) [40] fir U = 8
und ¢’ = —0.3 zeigen Anzeichen fiir Phasenseparation zwischen supraleitenden Phasen mit
und ohne Antiferromagnetismus fiir n < 1. Fiir n > 1 (Elektrondotierung) lassen die Er-
gebnisse darauf schlieffen, dass keine Phasenseparation im thermodynamischen Limes zu
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erwarten ist.

Kiirzlich durchgefiihrte Rechnungen von Chang und Zhang (Auxiliary-Field Quan-
tum Monte Carlo) [56] ergeben Phasenseparation bereits im Teilchen-Loch-symmetrischen
Hubbard-Modell fiir U > 4, wihrend fiir U < 4 keine definitive Aussage moglich ist.
Ausgangspunkt fiir die Untersuchungen ist die Betrachtung der Grundzustandsenergie des
phasenseparierten Systems. Mit der dotierungsabhingigen Grundzustandsenergie pro Platz
eo(n) lasst sich die Grundzustandsenergie des phasenseparierten Systems als [52]

E = (L — Ly)eo(1) + Lyeo(1 — 6) (4.10)

berechnen. Es wird angenommen, dass sich der Koexistenzbereich aus einer lochdotier-
ten Phase (ep(1 — ), 6 = 1 — n) und einer antiferromagnetischen Phase bei Halbfiillung
(eo(1), § = 0) zusammensetzt. Die dotierte Phase erstreckt sich iiber L;, Gitterplitze. Eine
alternative Darstellung von GI. 4.10 ist durch den Ausdruck

60(1 — 5) — 60(1)
)

gegeben. Dabei bezeichnet N, die Anzahl der Locher, es gilt 6 = N, /Ly,. Zeigt sich hier ein
Minimum in (eg(1 — &) — eg(1))/d bei endlicher Dotierung J, so lésst sich daraus auf einen
phasenseparierten Zustand schliefsen. Die zusétzliche Betrachtung von Spinkorrelationen
in der Arbeit von Chang und Zhang untermauert die Annahme einer makroskopischen
Koexistenz von Antiferromagnet bei Halbfiillung und nichtmagnetischer dotierter Phase
bei der Ableitung der Grundzustandsenergie Gl. 4.10 des phasenseparierten Systems.

Der Grundzustand des zweidimensionalen (Teilchen-Loch-symmetrischen) Hubbard-
Modells und des t-J-Modells bei Halbfiillung ist ein antiferromagnetischer Isolator. Dotie-
rung des Systems fiihrt zur Zerstérung der antiferromagnetischen Phase. Im Limes J >t
wird offensichtlich, dass die Energieabsenkung durch Maximierung der Anzahl antiferro-
magnetischer Bindungen einen phasenseparierten Zustand zwischen Antiferromagnet (bei
Halbfiillung) und einer dotierten metallischen Phase hervorruft. Wie die hier vorgestell-
te Auswahl an Arbeiten gezeigt hat, sind zuverldssige Aussagen zur Phasenseparation im
Hubbard- und t-J-Modell fiir schwache Kopplung J allerdings schwierig, insbesondere auf-
grund von Finite-Size-Effekten. Der Argumentation von Putikka und Luchini [49] folgend,
kann die Grundzustandsenergie durch die kinetische Energie der Locher bei kleinen Dotie-
rungen im unendlichen System stérker abgesenkt werden als in Clustern endlicher Grofse
(sowohl offene als auch periodische Randbedingungen an den Clustergrenzen vergrofern die
Grundzustandsenergie). Vielmehr tragen lokale Wechselwirkungen, wie antiferromagneti-
sche Kopplung, in kleinen Clustern wesentlich zur Verringerung der Grundzustandsenergie
bei.

Mit Hilfe des Weiss-Felds h wird eine antiferromagnetische Wechselwirkung durch die
selbstkonsistente Einbettung der Cluster in unseren VCA-Rechnungen auch iiber die Clu-
stergrenzen hinaus vermittelt. Dadurch ist eine Beschreibung langreichweitiger antiferro-
magnetischer Ordnung auf Cluster-Mean-Field-Niveau moglich. Es daher denkbar, dass
im Rahmen der Approximation der Anteil der Wechselwirkung (und die daraus resultie-
rende effektive antiferromagnetische Kopplung) gegeniiber der kinetischen Energie stérker
gewichtet wird. Dadurch wiirden die oben diskutierten Finite-Size-Effekte zusétzlich ver-
starkt werden.

Eine exakte Losung des Hubbard-Modells in D = oo ist im Rahmen der DMFT mog-
lich. Nichtlokale Korrelationen bleiben in diesem Limes allerdings génzlich unberiicksich-
tigt. Da kurzreichweitige Korrelationen in D = 2 allerdings nicht zu vernachlassigen sind,

E = Leg(1) + N, (4.11)
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Abbildung 4.7: Schematisches Phasendiagramm des Hubbard-Modells in DMFT fiir ein
hyperkubisches Gitter mit Nearest-Neighbor-Hopping (W = 24/2, siche Gl. 2.15). Der An-
tiferromagnet ist fiir Halbfiillung stabil, ein phasenseparierter antiferromagnetischer Zu-
stand (AFM(PS)) in der Néhe von Halbfiillung wird bis etwa U = W beobachtet. Der
Charakter der magnetischen Phase (77) fiir grofere Wechselwirkung kann nicht bestimmt

werden. Weiter treten paramagnetische (PM) und ferromagnetische (FM) Losungen auf.
Entnommen aus Eur. Phys. J. B 27, 473 (2002), Ref. [57].

wird durch DMFT-Rechnungen in erster Linie die grundlegende Fragestellung, ob das
Hubbard-Modell an sich Phasenseparation zeigen kann, untersucht. Zitzler et al. (Wilson’s
Numerical Renormalization Group) [57] finden fiir ein hyperkubisches Gitter mit Nearest-
Neighbor-Hopping einen phasenseparierten Zustand mit Néel-Ordnung im Bereich kleiner
bis mittlerer Werte fiir U, stofsen allerdings fiir U > t auf numerische Schwierigkeiten
(siehe Abb. 4.7). Fiir das Bethe-Gitter mit Nearest-Neighbor-Hopping kann Phasensepa-
ration im Paramagneten jenseits von Halbfiillung fiir T > 0 beobachtet werden (Eckstein
et al., Two-Site Dynamical Impurity Approximation [58]). Mit zusétzlichem Next-Nearest-
Neighbor-Hopping tritt Phasenseparation auch bei Halbfiillung auf.

4.3.1 Phasendiagramm

Der Koexistenzbereich von antiferromagnetischer und paramagnetischer metallischer Pha-
se im zweidimensionalen Hubbard-Modell mit Nearest-Neighbor-Hopping ist im Phasen-
diagramm Abb. 4.8 in Abhéngigkeit der Wechselwirkungsstéirke dargestellt. Es wurden
Modellsysteme mit N = 20 x 20 bis N = 100 x 100 (L. = 4) fiir ausgewahlte Werte von
U betrachtet, der Einfluss der Systemgrofie auf die Ergebnisse ist vernachléssigbar.

Fiir schwache Wechselwirkung U < 5 wird keine Phasenseparation beobachtet. Viel-
mehr findet sich eine stabile metallische Losung im gesamten betrachteten Dotierungsbe-
reich (Elektronendichten von n = 1 bis n ~ 0.5). Interessanterweise erlauben die bereits
erwahnten Resultate von Chang und Zhang [56| eine zuverlissige Aussage zur Phasense-
paration nur fiir Werte U > 4. Thre Rechnung fiir U = 2 deutet eher auf einen homoge-
nen Grundzustand hin. Chang und Zhang kénnen Phasenseparation hier allerdings nicht
endgiiltig ausschliefen. Es wurden Cluster (mit Twisted Angle Boundary Condition) bis
L. =16 x 16 mit Auxiliary-Field Quantum Monte Carlo berechnet.
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Abbildung 4.8: Phasenseparation im 2D-Hubbard-Modell mit Nearest-Neighbor-Hopping
(L. = 4). Isolator (AF Isolator) bzw. Metall (AF Metall) mit langreichweitiger antifer-
romagnetischer Ordnung sind bei Halbfiillung bzw. fiir geringe Dotierung zu finden, die
paramagnetische metallische Phase (PM Metall) ist fiir grofere Dotierung stabil.

Unsere VCA-Rechnungen mit L. = 4 zeigen Phasenseparation ab U = 5.5. Die Grofse
An (siche Abb. 4.5), die den phasenseparierten Zustand charakterisiert, nimmt mit der
Wechselwirkung U bis zum Erreichen eines maximalen Werts bei U ~ W zu (siche Abb.
4.9). Versteht man die Néel-Temperatur T aus DCA-Rechnungen® als Maf fiir die Stiirke
antiferromagnetischer Korrelationen, so ist Antiferromagnetismus im 2D-Hubbard-Modell
(bei Teilchen-Loch-Symmetrie) am stérksten ausgepréigt fir U ~ 3/4W [55] (vergl. auch
Abb. 6.5). Der vergleichbare Verlauf von T (U) und An(U) lasst auf eine enge Verbindung
zwischen Phasenseparation und antiferromagnetischer Wechselwirkung schliefsen. Aus Abb.
4.9 ist An ~ 1/U fiir grofe Wechselwirkung abzulesen. Wegen J ~ t2/U — 0 im Limes
U — oo sind antiferromagnetischer und paramagnetischer Zustand energetisch entartet.
Eine Minimierung der Austauschenergie durch Maximierung der Anzahl antiferromagneti-
scher Kopplungen wird weniger wichtig. Fine Absenkung der Grundzustandsenergie durch
einen phasenseparierten Zustand ist weniger wahrscheinlich. Der Verlauf des Koexistenz-
bereichs in Abb. 4.8 fiir grofse Wechselwirkung untermauert diese Argumentation. Phasen-
separation tritt nur noch in der Ndhe von Halbfiillung auf und ist auf einen Bereich mit
geringer Dotierung beschrankt.

Neben der Grofe An ist in Abb. 4.9 (Inset) auch der Wert von Ap* (zur Definition
von Ap* sieche Abb. 4.5) zur Charakterisierung des phasenseparierten Zustands aufgetra-
gen. Wiahrend unsere Argumentation, eine Tendenz zu Phasenseparation mit der Stérke
antiferromagnetischer Korrelationen in Verbindung zu bringen, mit dem Verlauf von An

5 Aufgrund des Mermin-Wagner-Theorems [19] gilt in D = 2 fiir die Néel-Temperatur Ty = 0. Der Wert
von Txn aus DCA-Rechnungen gibt davon abweichend die Temperatur an, ab der antiferromagnetische
Korrelationen die Clustergrenzen iiberschreiten.
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Abbildung 4.9: Charakterisierung des phasenseparierten Zustands mit Hilfe der Grofsen
An bzw. Ap* (Inset). Die Definition der Grofen ist Abb. 4.5 zu entnehmen (L. = 4,
N¢ =50 x 50).

konsistent erscheint, ist eine Interpretation anhand der Grofe Ap* deutlich schwieriger.
Wie aus Abb. 4.9 (Inset) zu erkennen ist, nimmt Ap* (im Gegensatz zu An) fir grofe U
mit der Wechselwirkung zu. Es ist allerdings zu beachten, wie in Abschnitt 4.3 erwihnt,
dass die Ladungssuszeptibilitdt nur in endlichen Systemen negativ werden kann. Im Limes
L. — oo muss dann entsprechend £~ ! = 0 im gesamten Koexistenzbereich gelten. Als Kon-
sequenz ergibt sich Ay* = 0 unabhéngig von der Wechselwirkung U, wohingegen An # 0
weiterhin erfiillt ist. Dies zeigt, dass die Grofse An deutlich besser geeignet ist, um einen
phasenseparierten Zustand zu charakterisieren.

Im Unterschied zu den eingangs vorgestellten Ergebnissen von Chang und Zhang zei-
gen unsere Resultate eine Koexistenz mit einer antiferromagnetischen metallischen Phase
anstelle eines antiferromagnetischen Mott-Heisenberg-Isolators. In einer Vielzahl der er-
wihnten Arbeiten zur Phasenseparation (Abschnitt 4.3) wird mit Gl. 4.11 bereits voraus-
gesetzt, dass eine Koexistenz mit einem (Mott-Heisenberg-)Isolator vorliegt, so auch in
den Rechnungen von Chang und Zhang. Die Werte fiir An, die sich aus ihren Daten fiir
U = 4 bis U = 8 bestimmen lassen, ergeben sich als An = 0.07 bis An ~ 0.12 und sind
in guter Ubereinstimmung mit den Ergebnissen der VCA-Rechnung in Abb. 4.9.6 Wih-
rend die verschiedenen Arbeiten zur Phasenseparation im Teilchen-Loch-symmetrischen
Hubbard-Modell in D = 2 keine endgiiltige Aussage zur Existenz eines phasenseparierten
Zustands zulassen, zeigen die DMFT-Rechnungen von Zitzler et al. [57] Phasenseparati-
on in D = oo fiir alle U > 0 (siche Phasendiagramm Abb. 4.7). Ein maximaler Wert
An = 0.16 wird fiir U ~ W gefunden. Das Phasengemisch im Koexistenzbereich besteht
hier ebenfalls aus einem antiferromagnetischen Isolator (Halbfiillung) und einer (dotierten)
paramagnetischen metallischen Phase. Auffallend ist die qualitativ gute Ubereinstimmung
unserer Daten fiir An als Funktion von U in D = 2 im Vergleich mit den (dynamischen)

5Die Elektronendichten n1 und ns der beiden Phasen im Koexistenzbereich, die unsere VCA-Rechnung
ergeben (Abb. 4.8), weichen von den Daten aus [56] stirker ab, die Differenz An = |ns — n1| dagegen ist
fast identisch.



46 KAPITEL 4. DOTIERUNG DES MOTT-ISOLATORS: VCA

T T 171 T 1T T T T T T T | T T T 1 T T 1T T3
» 05 .
= - ]
C — —
£ - 1
& -04F -
T T r N
2 E
f=) 0.3 d1o
L 40
g [ PM Metall AF Metall {5
8 02F s
a B ]
(O] L _
z - ]
£ 01 .
5 - ]
z I ]
O _I 1 1 | 1 1 141 | 1 1 1 | 1 1 111 | I 1 1 I_
0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1

Elektronendichte n

Abbildung 4.10: Einfluss von Next-Nearest-Neighbor-Hopping ¢’ auf Phasenseparation im
2D-Hubbard-Modell fiir U = 8. Langreichweitige antiferromagnetische Ordnung wird bis
t' ~ —0.7 beobachtet.

Mean-Field-Ergebnissen von Zitzler et al., abgesehen von den abweichenden Ergebnissen
fiir schwache Wechselwirkung (keine Phasenseparation).

4.3.2 Next-Nearest-Neighbor-Hopping

In Ergénzung zum Verhalten des Koexistenzbereichs abhéngig von der Wechselwirkungs-
starke U (Abb. 4.5) soll der Einfluss des Next-Nearest-Neighbor-Hoppings ¢’ auf Phasense-
paration diskutiert werden. Abb. 4.10 fasst die Ergebnisse fiir U = 8 zusammen, Phasense-
paration kann bis ¢’ & —0.5 beobachtet werden. Die Grofen An und Ay zeigen in diesem
Fall als Funktion von t’ einen vergleichbaren Verlauf, An bzw. Ay* nehmen mit abnehmen-
dem Next-Nearest-Neighbor-Hopping monoton ab (und es gilt trivial An = 0 bzw. Ay =0
mit Verschwinden des phasenseparierten Bereichs). Abb. 4.10 enthélt die Daten fiir negative
Werte von t'. Realistische Werte zur Beschreibung der kupratbasierten Hochtemperatur-
Supraleiter im Rahmen des zweidimensionalen Ein-Band-Hubbard-Modells sind ¢’ = 4-0.3
(U = 8). Werden ausschlieflich Fiillungen n < 1 betrachtet, so entspricht ' = 0.3 den
elektrondotierten und ¢ = —0.3 den lochdotierten Kupraten [32, 55|. Zusétzlich zu den in
Abb. 4.10 dargestellten Daten wurde daher auch der Fall ¢ = 0.3 untersucht.

Wie sich herausstellt, kann fiir # = 0.3 kein phasenseparierter Zustand gefunden wer-
den. Vielmehr existiert eine stabile antiferromagnetische metallische Phase auch fiir grofse
Lochdotierung (die Rechnung wurde durchgefiihrt bis n = 0.5). Die bereits erwdhnten
Rechnungen von Aichhorn et al. [40] unter Beriicksichtigung von Supraleitung ergeben
Phasenseparation ebenfalls nur fiir ¢ < 0 mit n < 1 (lochdotierte Kuprate). Macridin et
al. [55] dagegen finden Phasenseparation in der paramagnetischen Phase, hier allerdings
nur mit ¢ > 0 (Phasenseparation tritt auf fir 77 < 0.1 und ¢ = 0.3 bzw. T" < 0.06 und
' =0.1).
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Abbildung 4.11: Grundzustandsenergie und kinetische Energie fiir ¢ = 0 (gestrichelte Li-
nie), t' = 0.3 und ' = —0.3 als Funktion der Dotierung (U = 8). Die Doppelbesetzung
wurde gemék Gl. 4.6 berechnet.

Next-Nearest-Neighbor-Hopping frustriert die magnetische Ordnung des bipartiten Git-
ters, da durch ' antiferromagnetische Bindungen zwischen Gitterplatzen desselben Unter-
gitters erzeugt werden. Eine antiparallele Anordnung der Spins auf benachbarten Gitter-
plétzen ist aber nicht vertréglich mit antiferromagnetischer Ordnung auf nur einem Unter-
gitter. So wird ab ¢’ ~ +0.7 das Auftreten einer antiferromagnetischen Losung in unseren
VCA-Rechnungen bereits bei Halbfiillung unterdriickt (Civelli et al [59] finden ein kritisches
t' ~ £0.7 fiir U = 16 mit CDMFT). Wéahrend bei Halbfiillung der antiferromagnetische
Ordnungsparameter m unabhingig vom Vorzeichen von ¢’ ist”, zeigt sich eine deutliche
Asymmetrie bei Dotierung. Next-Nearest-Neighbor-Hopping mit ¢’ > 0 (entspricht den
elektrondotierten Kupraten) fiihrt zu einer Stabilisierung antiferromagnetischer Korrela-
tionen (im t-t'-J-Modell), ¢’ < 0 dagegen léasst keine solche Tendenz erkennen [60]. Unsere
VCA-Rechnungen zum Hubbard-Modell sind in Ubereinstimmung mit diesen Resultaten.
Auch im Experiment existiert die antiferromagnetische Phase in den elektrondotierten
Kupraten in einem wesentlich grofseren Bereich als es fiir lochdotierte Systeme beobachtet
wird.

In Abb. 4.11 ist der Einfluss des Next-Nearest-Neighbor-Hoppings auf die Grundzu-
standsenergie bzw. die kinetische Energie dargestellt. Die Abbildung zeigt den Verlauf in
Abhéngigkeit von der Dotierung fiir ¢ = +0.3 im Vergleich zu ¢’ = 0. Bei Halbfiillung wird
die kinetische Energie durch Next-Nearest-Neighbor-Hopping sowohl im Paramagneten als
auch im Antiferromagneten abgesenkt, allerdings ist der Energiegewinn im Antiferroma-
gneten (im Vergleich zum Paramagneten) vernachléssigbar. Wahrend die Doppelbesetzung
im Paramagneten durch ¢ um ca. 2% erhoht wird, bleibt sie im Antiferromagneten im Rah-

"Die Anderung des Vorzeichens von ¢’ ist dquivalent zum Ubergang von Loch- zu Elektrondotierung
und daher bei Halbfiillung fiir den Ordnungsparameter m = n; — n, als lokale Gréfe ohne Bedeutung
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men der Rechengenauigkeit unverdndert. Ebenso verringert sich der antiferromagnetische
Ordnungsparameter nur unwesentlich von 0.81 auf 0.79. Die im Wesentlichen unverédnderte
antiferromagnetische Anordnung der Spins verhindert offensichtlich weiterhin ein Hiipfen
zwischen iibernédchsten Gitterplédtzen. Die grofsere Absenkung der kinetischen Energie so-
wie die hohere Doppelbesetzung im Paramagneten dagegen lassen auf zusétzliches Hiipfen
zwischen iibernachsten Platzen schliefen. Die diskutierte Asymmetrie zwischen ¢ = 0.3
und ¢ = —0.3 im dotierten Bereich zeigt sich hier in der Grundzustandsenergie und kine-
tischen Energie. Die erhohte Stabilitat antiferromagnetischer Ordnung in den elektrondo-
tierten Kupraten spiegelt sich in der Energieabsenkung des Antiferromagneten fiir ¢’ = 0.3
bei Dotierung wider (blaue Linie). Es ist upy < par, und die Grundzustandsenergie der
antiferromagnetischen Losung ist im dargestellten p-Bereich stets kleiner als die Grundzu-
standsenergie des Paramagneten. Ein negatives Next-Nearest-Neighbor-Hopping ¢ = —0.3
(rote Linie) fithrt dagegen qualitativ auf den gleichen Verlauf von Ey und Ey, wie im
Teilchen-Loch-symmetrischen Modell (einschlieflich Phasenseparation, siehe Abb. 4.10).
Die geringere Energiedifferenz Qpy — Qap bei Halbfiillung im Vergleich zu ¢ = 0 mag
als Indiz dafiir angesehen werden, dass hier eine Energieabsenkung durch antiferromagne-
tische Korrelationen weniger wichtig wird. Dies dufsert sich dann in einem verkleinerten
Koexistenzbereich An.

4.3.3 Clusterfiillung und Variationsparameter

In allen bislang vorgestellten Rechnungen wurde das Referenzsystem (d. h. der (L.—4)-
Cluster) bei Halbfiillung ausgewertet, wobei N’ = L. fiir beliebiges chemisches Potenzial
g durch Optimierung der On-Site-Energie e im Cluster realisiert wird (sieche Abschnitt
4.2). Ergénzend zu diesen Ergebnissen haben wir das Selbstenergiefunktional auch unter
Verwendung dotierter Cluster N’ # L. berechnet.

Obwohl die Elektronenzahl im Cluster nur wenige diskrete Werte annehmen kann, ist
im Rahmen der VCA eine kontinuierliche Dotierung des Modellsystems als Funktion des
chemischen Potenzials p moglich. Eine Verdnderung der Elektronenzahl im Referenzsy-
stem durch Anpassung eines geeigneten Variationsparameters bedingt einen unstetigen
Ubergang in einen neuen Grundzustand. Als Konsequenz ergibt sich eine Unstetigkeit des
Selbstenergiefunktionals als Funktion dieses Variationsparameters (vergl. z. B. Gl. 3.31).
Die Teilchenzahl im Cluster wird daher fest vorgegeben. Wir haben dazu auch Rechnungen
durchgefiihrt, die auf dem (L.—4)-Cluster mit zwei bzw. drei Elektronen basieren. Wie sich
dann allerdings herausstellt, ldsst sich Halbfiillung im Modellsystem mit dotierten Clustern
nicht geeignet beschreiben. So kann Halbfiillung fiir # = 0 nicht mehr durch den Teilchen-
Loch-symmetrischen Wert des chemischen Potenzials p = U/2 realisiert werden, desweite-
ren zeigt n(u) keinen Teilchen-Loch-symmetrischen Verlauf.® Durch die Verwendung von
Bad-Platzen wird eine verbesserte Beschreibung dotierter Systeme méoglich. Dieser Aspekt
wird in Kapitel 5 ausfiihrlich behandelt.

Neben der Freiheit, andere Clusterfiillungen in den Rechnungen zu verwenden, kénnen
auch zuséatzliche Variationsparameter in Betracht gezogen werden. In diesem Zusammen-
hang haben wir neben den Parametern € und h auch das Hopping im Cluster variiert in
der Erwartung, das ausgeschaltete Inter-Cluster-Hopping teilweise kompensieren zu kon-
nen sowie eine verbesserte Naherung zu erhalten. Fiir den betrachteten Fall U = 8 treten
allerdings Schwierigkeiten auf, die bei Halbfiillung bestimmte antiferromagnetische Losung

8Eine vergleichbare Rechnung fiir den (Lc=8a)-Cluster mit einem Loch bzw. zwei Lochern zeigt dhnliche
Abweichungen (n > 1 fir p=U/2).
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im dotierten Bereich weiter zu verfolgen. Im Paramagneten nimmt das optimale Hopping
unverhéltnisméfig grofe Werte an. Aus diesem Grund wurden nur die On-Site-Energie ¢
und das Weiss-Feld h in den vorgestellten VCA-Rechnungen beriicksichtigt.

4.4 Einfluss von Clustergrofse und Clustergeometrie
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Abbildung 4.12: Abhéngigkeit der Daten von Clustergrofe (links) und Clustergeometrie
(rechts) fiir ausgewéhlte Cluster (U =8, t' = 0).

Unsere Analyse des 2D-Hubbard-Modells mit Hilfe des (L.=4)-Clusters ergibt einen
Mott-Heisenberg-Isolator als Grundzustand bei Halbfiillung fiir beliebige Wechselwirkung.
Der antiferromagnetische Ordnungsparameter im Limes U — oo zeigt mit m = 0.88 be-
reits eine deutliche Verbesserung gegeniiber DMFT-Rechnungen mit m = 1. Ausgehend
von Halbfiillung finden wir zunéchst einen (kontinuierlichen) Phaseniibergang in ein an-
tiferromagnetisches Metall, ein weiterer Phaseniibergang (erster Ordnung) in Verbindung
mit Phasenseparation tritt bei grofserer Dotierung auf. Um den Einfluss von Finite-Size-
Effekten in unseren VCA-Rechnungen zu beriicksichtigen, soll im Folgenden die Abhén-
gigkeit der Resultate von Clustergrose und Clusterform untersucht werden. Konvergenz
bzgl. der Modellgrofe wird durch Verwendung von Gittern mit bis zu Ny = 50 x 50 (bzw.
Ny =100 x 100 mit L. = 4) fiir ausgewiahlte Modellparameter iiberpriift. Bei der exakten
Diagonalisierung der Cluster mit 8 bzw. 10 Pldtzen muss zusétzlich die Konvergenz bzgl.
der Anzahl der Lanczos-Iterationen M (siehe Kap. 3.3) beachtet werden. Ein Wert von
M = 100 hat sich im Allgemeinen als ausreichend herausgestellt.

4.4.1 Bandliicke A und Phasenseparation

Der Einfluss der Clustergrofe fiir ausgewéahlte Cluster mit L. = 4 bis L. = 10 ist in Abb.
4.12 fir U = 8 dargestellt. Wir betrachten zunéchst die Grofe der Bandliicke in Abhén-
gigkeit von der Clustergrofe. Wie sich heraussstellt, verkleinert sich das Gap A sowohl im
Paramagneten als auch im Antiferromagneten mit zunehmender Clustergréfse. Offenbar
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wird durch Vergréferung des Clusters eine bessere Beschreibung der niederenergetischen
Anregungen im Ein-Teilchen-Spektrum ermdéglicht. Die Abhéngigkeit der Bandliicke von
der Clustergrdofe tritt im Paramagneten stérker zum Vorschein als im Antiferromagneten.
Dieses Resultat untermauert die Interpretation, dass rdumliche Fluktuationen im Anti-
ferromagneten eine geringere Bedeutung haben als im Paramagneten und bereits kleine
Cluster eine gute Beschreibung des antiferromagnetischen Zustands liefern.

Neben der Abhéngigkeit der Bandliicken Apyr und Aap (d. h. der kritischen Werte der
chemischen Potenziale pupy bzw. par) von der Clustergrofie unterscheiden sich die in Abb.
4.12 dargestellten Resultate hauptséachlich dadurch, dass Phasenseparation fiir mittlere bis
grofe Wechselwirkung nur unter Verwendung des (L.—4)-Clusters zu beobachten ist. Die
analogen Rechnungen mit Hilfe der Cluster L. = 8a und L. = 10a zeigen ebenfalls keine
Phasenseparation. Der Fall U = 8 ist exemplarisch in Abb. 4.12 dargestellt, die Abwesen-
heit eines Koexistenzbereichs fiir unterschiedliche Wechselwirkung von U = 8 bis U = 20
kann durch weitere Rechnungen bestéatigt werden. Der Bereich schwacher Wechselwirkung
dagegen lédsst keine klare Tendenz der Ergebnisse mit der Clustergrofse erkennen. So ergibt
die Auswertung mit L. = 8a fiir U = 2 einen phasenseparierten Zustand mit antiferromag-
netischem Isolator, im Gegensatz dazu findet man unter Verwendung des (L.=4)-Clusters
eine stabile antiferromagnetische Losung unabhéngig von der betrachteten (Loch-)Dotie-
rung (die Rechnung wurde durchgefiithrt bis n =~ 0.5). Eine vergleichbare Rechnung mit
L. = 10a fiir U = 4 ergibt ebenfalls einen antiferromagnetischen Grundzustand ohne Auf-
treten von Phasenseparation. Auch fiir starke Wechselwirkung (U = 50) ergibt sich kein
konsistentes Bild mehr. Wahrend unter Verwendung des (L.=8a)-Clusters eine stabile an-
tiferromagnetische Losung mit m = 0.5 fiir mehr als 10% Dotierung zu finden ist, ergibt
die Rechnung mit L. = 4 bereits fiir kleinere Dotierung einen Phaseniibergang in den pa-
ramagnetischen Zustand. Die Daten fiir L. = 10a dagegen lassen einen Phaseniibergang
in ein paramagnetisches Metall vermuten. Der antiferromagnetische Ordnungsparameter
m nimmt deutlich ab, bleibt allerdings endlich. Wegen der geringen Energiedifferenz zwi-
schen Paramagnet und Antiferromagnet im Bereich starker Wechselwirkung (J — 0) ist
ein kleines Weiss-Feld (h < 0.01) bereits ausreichend, um einen Zustand mit antiferromag-
netischer Ordnung zu erzeugen. Die numerische Auswertung fiir grofse U ist daher generell
sehr instabil.

Neben der Abhéngigkeit der Losung von der Clustergriffe darf auch der Einfluss der
Clustergeometrie nicht vernachléssigt werden. Die Ergebnisse fiir U = 8 mit Nearest-
Neighbor-Hopping sind in Abb. 4.12 (rechts) anhand der Cluster L. = 8a bis L. = 8¢ gegen-
iibergestellt. Wie der Vergleich der Daten zeigt, wird die Bandliicke im Mott-Heisenberg-
Isolator nur unwesentlich durch die Clusterform beeinflusst. Der Metall-Isolator-Ubergang
im Paramagneten sowie speziell die Existenz eines phasenseparierten Zustands reagieren
dagegen sehr empfindlich auf die verschiedenen Clustergeometrien (d. h. hier zeigt sich
eine vergleichbare Abhéngigkeit der Daten wie von der Clustergrofe). Besonders auffillig
ist das Verhalten der Losung bei Verwendung des (L.=8b)-Clusters, nur hier zeigt sich ein
Koexistenzbereich mit antiferromagnetischer und paramagnetischer Phase (moglicherweise
ist die Ahnlichkeit zum (L.=4)-Cluster entscheidend).

Als einheitliches Bild (unabhéngig von der Wahl des Clusters) im Bereich mittlerer bis
starker Wechselwirkung (U = 8 — 20) ergibt sich fiir ¢ = 0 der antiferromagnetische Mott-
Heisenberg-Isolator bei Halbfiillung sowie ein Phaseniibergang in ein antiferromagnetisches
Metall. Ob ein weiterer Phaseniibergang in ein paramagnetisches Metall als kontinuierlicher
Phasentibergang auftritt oder im Zusammenhang mit Phasenseparation zu beobachten ist,
héngt deutlich von der Clustergrofte und Clustergeometrie ab. Die Daten unter Verwendung
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Abbildung 4.13: Verlauf der kritischen chemischen Potenziale pp, par und . als Funktion
von U (t’=0, oben) und als Funktion von ¢’ (U = 8, unten). Der Parameterbereich, in dem
Phasenseparation beobachtet wird, ist farblich hervorgehoben (L. = 4, griin; L. = 8a, rot;
L. = 10a, blau). Eine detaillierte Gegeniiberstellung der kritischen Werte fiir verschiedene
Clustergroften und Clustergeometrien ist fiir U =8, ¢ = 0 und U = 8, ' = —0.3 zu sehen
(rechts). Zur Diskussion der Daten siehe Text.
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4 Le=sa| L= 8| L= 8e | Lo=100 | L= 100
1-1/L, 0.75 0.88 0.88 0.88 0.90 0.90
1—-B/(2L.) 0.50 0.56 0.63 0.63 0.60 0.65

Tabelle 4.1: Qualitéatsfaktor fiir Finite-Size-Scaling mit und ohne Beriicksichtigung der
Clustergeometrie.

von Clustern mit 8 bzw. 10 Pldtzen (mit Ausnahme des (L.—8b)-Clusters) lassen einen
kotinuierlichen Phaseniibergang als wahrscheinlich erscheinen. Ein positiver Wert ¢’ = 0.3
verhindert in jedem Fall das Auftreten eines Koexistenzbereichs, vielmehr wird dann die
antiferromagnetische metallische Phase stabilisiert. Dagegen reagiert das Modellsystem
auf negative Werte des Next-Nearest-Neighbor-Hoppings kritischer. Obwohl mit Hilfe des
(L.=10a)-Clusters keine Phasenseparation fiir U = 8 bei ¢ = 0 zu finden ist, kann durch
Einschalten des Next-Nearest-Neighbor-Hoppings im Bereich ¢’ ~ —0.3 bis ¢’ ~ —0.5 ein
Koexistenzbereich beobachtet werden (eine dritte Losung wie in der Rechnung mit L. = 4
in der Umgebung des Koexistenzbereichs deutet sich bereits fiir ¢ = 0 an). Die Daten
fiir ¢’ = —0.7 weisen auf die Abwesenheit eines phasenseparierten Zustands hin, allerdings
wurden fiir diesen Parameterwert keine detaillierten Rechnungen mehr durchgefiihrt.

Eine Zusammenfassung unserer Daten ist in Abb. 4.13 mit Hilfe der kritischen chemi-
schen Potenziale ppn, par und p. gezeigt. Der Parameterbereich, in dem Phasenseparation
unter Verwendung des (L.=4)-Clusters gefunden werden kann, ist farblich hervorgehoben.
Es ist sowohl die Abhéngigkeit von U fiir ' = 0 (Abb. 4.13, oben) als auch der Verlauf
der kritischen chemischen Potenziale als Funktion von ¢’ fiir U = 8 (Abb. 4.13, unten)
dargestellt. Auffallend ist die bereits diskutierte gute Ubereinstimmung von pap fiir un-
terschiedliche Clustergrofen und Clustergeometrien sowohl als Funktion von U als auch
in Abhéngigkeit von t’, der Verlauf von ppy und . ist zumindest qualitativ vergleichbar
(der (L.=4)-Cluster bildet eine Ausnahme).

4.4.2 Analyse der Finite-Size-Effekte

Exemplarisch haben wir das Modellsystem abhéngig von der Wahl des Clusters besonders
intensiv fiir die Parameterwerte U = 8, t' = 0 bzw. U = 8, t/ = —0.3 untersucht (Abb.
4.13, rechts). Aufgrund der grofen Streuung der Werte upn, parp bzw. pe ist ein Finite-
Size-Scaling anhand der Clustergrofe allein nicht moglich. Der Vorschlag von Sénéchal [31],
anstelle einer Auftragung der Daten gegeniiber der Clustergrofe in der Form 1 —1/L,. den
Ausdruck 1 — B/(2L.) (mit der Anzahl B der Verbindungen zwischen néchsten Nachbarn
soll der Clustergeometrie Rechnung getragen werden) zu verwenden, lidsst ebenfalls keine
klare Tendenz erkennen. Fiir die Cluster L. = 4, L. = 8b und L. = 10a kann zusétzlich die
Grofe An (siche Abb. 4.5) fiir U = 8 und ¢ = —0.3 mit Finite-Size-Scaling ausgewertet
werden, eine zuverlédssige Aussage ist jedoch ebenfalls nicht mdoglich.

Die Qualitatsfaktoren 1—1/L. und 1—B/(2L,) fiir die verwendeten Cluster sind in Tab.
4.1 zusammengestellt. Die giinstigsten Werte unter Beriicksichtigung der Clustergeometrie
ergeben sich fiir L. = 8¢ und L. = 10b, in Einklang mit der guten Ubereinstimmung
unserer VCA-Rechnungen fiir diese Cluster. Gemessen am Qualitédtsfaktor 1 — B/(2L.)
ist der (L.=8c¢)-Cluster sogar dem (L.=10a)-Cluster zu bevorzugen. Allerdings ist auch
darauf hinzuweisen, dass die Cluster L. = 8b und L. = 8c identische Werte fiir beide Qua-
litdtsfaktoren liefern, obwohl eine deutliche Abweichung in den Ergebnissen zu verzeichnen



4.4. EINFLUSS VON CLUSTERGROSSE UND CLUSTERGEOMETRIE 53

Eopm — Eoar | Exin,pm — Eiin AF

L.=4 0.048 0.100
L. =10a 0.043 0.070
L. =100 0.032 0.054

Tabelle 4.2: Differenz der Grundzustandsenergien AEy und kinetischen Energien AFy;,
zwischen Paramagnet und Antiferromagnet bei Halbfiillung (U = 8, ¢’ = 0) fiir ausgewéhlte
Cluster.

ist.

Die Energiedifferenz zwischen Paramagnet und Antiferromagnet (,JKondensationsener-
gie) bei Halbfiillung ist in Tab. 4.2 aufgelistet. Es ist eine Abnahme der Energiedifferenz
mit Verwendung eines groferen bzw. giinstigeren Clusters (vergl. die Qualitdtsfaktoren
Tab. 4.1) zu erkennen. Da antiferromagnetische Korrelationen innerhalb des Clusters be-
reits exakt behandelt werden, erwartet man im Limes L. — oo nur noch eine Losung
vorzufinden. Die Energiedifferenz zwischen paramagnetischer und antiferromagnetischer
Losung verringert sich folglich mit Vergroferung des Clusters (die Clustergeometrie ist
natiirlich zu berticksichtigen).

Abschliefsend soll der Einfluss der Clustergrofe und Clustergeometrie auf Phasensepa-
ration anhand der Ladungssuszeptibilitdt x diskutiert werden. Eine Berechnung der La-
dungssuszeptibilitdt kann mit Hilfe des Ausdrucks

on 10 tr [eiﬁ(H*ﬂN) /ﬁzz:|
ou Loy - ty o BH—pN) L

erfolgen. Eine Betrachtung der Korrelationsfunktion

A 1 ik(r;—7; A o
N(k) = (nih-k) = I Ze ) (i) (4.13)
ij

lasst erkennen, dass die Divergenz der Kompressibilitit gleichbedeutend ist mit der Di-
vergenz von N(k — 0) [45]. Da folglich k-Vektoren in einer Umgebung von k = 0 zur
Untersuchung von Phasenseparation entscheidend sind, sind Finite-Size-Effekte bei der
Verwendung endlicher Cluster zu erwarten.

Mit Hilfe der VCA als Clusterndherung im Rahmen der SF'T ist es uns zwar gelungen,
Phasentibergénge im 2D-Hubbard-Modell in der Néhe von Halbfiillung zu untersuchen.
Finite-Size-Effekte sowie der Einfluss der Clusterfiillung auf die Ergebnisse lassen eine
eingehende Analyse verschiedener Referenzsysteme angebracht erscheinen. Da in D = 2
keine exakten Resultate zum Vergleich vorliegen, beschéftigen wir uns im folgenden Kapitel
mit dem 1D-Hubbard-Modell. Neben des Einflusses der Clustergréfe soll auch die Wahl
der Variationsparameter genauer betrachtet werden, als neuer Aspekt im Zusammenhang
mit Dotierung wird die Verwendung zusétzlicher (unkorrelierter) Bad-Platze diskutiert.



Kapitel 5

Das 1D-Hubbard-Modell: Eine
Analyse der Clusternaherungen

Die Verwendung von Clustermethoden basiert entscheidend auf der Idee, dass die Physik
des Mott-Ubergangs, oder zumindest die Physik des Mott-Isolators, neben lokalen (zeit-
lichen) Korrelationen durch die Effekte kurzreichweitiger Korrelationen dominiert wird,
welche auf Clusterebene exakt behandelt werden. Da gerade diese nichtlokalen Korrela-
tionen an Bedeutung gewinnen, wenn die Dimension des betrachteten Modells verringert
wird, sind folglich die Anforderungen an Clustermethoden in D = 1 am groften. Im Ideal-
fall, ausgehend vom (dynamischen) Mean-Field-Szenario, werden die wesentlichen Aspekte
kurzreichweitiger Korrelationen bereits durch den kleinstmdoglichen Cluster beriicksichtigt,
wihrend der Ubergang zu groferen Clustern nur qualitativ unbedeutende Verbesserungen
liefert.! Da das eindimensionale Hubbard-Modell mit Hilfe des Bethe-Ansatzes [20] und der
Density-Matrix Renormalization Group (DMRG) [23, 61| exakt 16sbar ist, bietet es eine
ideale Grundlage zur Uberpriifung obiger Aussagen sowie zum Vergleichen verschiedener
Clusternédherungen.

Unser Ziel ist es also, den durch Wechselwirkung und Bandfiillung getriebenen Metall-
Isolator-Ubergang des 1D-Hubbard-Modells im Rahmen der SFT mit Hilfe unterschied-
licher Referenzsysteme zu untersuchen. In Ergénzung zu den Rechnungen in D = 2 soll
auch der Einfluss zusétzlich eingefiihrter (unkorrelierter) Bad-Plidtze untersucht werden. Ei-
ne offensichtliche Frage in diesem Zusammenhang betrifft die Konvergenz der Lésung zum
exakten Wert (Limes L. — 0o) mit der Clustergrofte L.. Abhéngig von der Clustermethode
und der betrachteten (physikalischen) Grofse liasst sich eine exponentielle Abhéngigkeit von
L. oder ein Potenzgesetz ableiten [62, 63, 64, 65]. Diese Uberlegungen finden allerdings nur
Anwendung im Limes grofter Cluster, wihrend fiir die praktische Auswertung die Qualitét
einer gegebenen Clusterndherung mit wenigen Clusterplédtzen L, wesentlich mehr Relevanz
hat. Die Giite einer solchen Naherung lédsst sich nur a posteriori abschétzen.

Es ist ebenfalls unklar, ob die Einfiihrung von Bad-Platzen Clusterverfahren effizien-
ter macht, d. h. die Konvergenz zur exakten Losung beschleunigt (siehe [28]). Insbesondere
gewinnt dieser Aspekt wegen des exponentiellen Anwachsens des Hilbert-Raums mit zuneh-
mender Anzahl von Bad-Plitzen an Bedeutung, gerade wenn Verfahren benutzt werden,
die auf exakter Diagonalisierung basieren. Die Einfiihrung von Bad-Pldtzen ist allerdings

! Als Beispiel sei hier der Einfluss rdumlicher Korrelationen in D = 2 genannt, die bereits bei Verwen-
dung des 2x2-Clusters zu einer deutlichen Verringerung des antiferromagnetischen Ordnungsparameters
gegeniiber dem Mean-Field-Wert m(U — oo) = 1 gefiihrt haben (siehe Kap. 4.1).

o4
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Abbildung 5.1: Urspriingliches Modellsystem (1D-Hubbard-Modell mit Nearest-Neighbor-
Hopping t) und die im Rahmen der SFT-Rechnungen verwendeten Referenzsysteme. Die
jeweils betrachteten Variationsparameter sind angegeben, eine detaillierte Diskussion der
einzelnen Referenzsyteme ist im Text zu finden.

nicht nur in Bezug auf die Konvergenzeigenschaften von Clusterverfahren interessant, ein
wesentlicher Aspekt betrifft auch die Rolle der Bad-Plétze als Ladungsreservoirs.

Wir betrachten im Folgenden als Referenzsysteme identische Cluster mit L. korrelierten
Platzen, allgemein definiert durch

L
o= =33 (o + 1)

=2 o
Lc
+ (5*/0227%0 +Uanan
i=1 o o

Le s (i)

£33 [ewilpive + (Vivtlyiive +Hee)] (5.1)

i=1 v=2 o

Dabei gibt ns(i) — 1 die Anzahl der Bad-Platze pro korreliertem Platz an, im Allgemeinen
ist ns(i) vom betrachteten Gitterplatz abhingig. Die Operatoren @ bzw. a' sind nur auf
den Bad-Plétzen definiert. Ausgehend von dieser Definition des Clusters kénnen eine Reihe
unterschiedlicher Referenzsysteme durch die Wahl von L. und ns(i) konstruiert werden.
Die Anzahl der Variationsparameter wird tiblicherweise auf wenige physikalisch motivierte
Parameter eingeschrankt.

Die im folgenden Kapitel verwendeten Referenzsysteme sind in Abb. 5.1 aufgelistet.
Wir beginnen unsere Rechnungen zunéchst mit dem halbgefiillten 1D-Hubbard-Modell
und gehen dann im weiteren Verlauf unserer Diskussion auf das dotierte System ein.
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5.1 Mott-Isolator bei Halbfiillung

Ein entscheidender Vorteil der VCA liegt in der Flexibilitat, Naherungen von unterschied-
licher Qualitdt und Komplexitét durch entsprechende Wahl des Referenzsystems zu kon-
struieren. Das einfachste Referenzsystem in D = 1 besteht aus entkoppelten Clustern
(Ketten) mit je L. korrelierten Plétzen, fiir die nur das Intra-Cluster-Hopping t' (siche
Abb. 5.1, A) als Variationsparameter optimiert wird. Das Hopping wird unabhéngig vom
Clusterplatz zwischen allen benachbarten Pldtzen identisch gewéhlt. Der Parameterraum
ist somit eindimensional und ein Extremum in Q4(t') = Q¢[X(t')] definiert die physikali-
sche Selbstenergie innerhalb der Approximation. Es werden nur Cluster mit gerader Anzahl
L. an Pliatzen betrachtet, um Kramers-Entartung des Grundzustands auszuschlieffen und
Odd-Even-Effekte beim Vergleich verschiedener Clustergréfen zu vermeiden.

Ein weiterer Variationsparameter, der in Frage kommt, ist die On-Site-Energie . Wird
die On-Site-Energie auf allen Clusterplétzen in gleicher Weise variiert, wirkt diese wie ein
eigenes chemisches Potenzial fiir den Cluster. Dieser Variationsparameter ist entscheidend
fiir die thermodynamische Konsistenz bei der Berechnung der Teilchendichte n (siehe Kap.
3.1.3). Die Untersuchung wird zunéchst fiir den Mott-Isolator bei Halbfiillung (1 = U/2)
vorgenommen. Aufgrund von Teilchen-Loch-Symmetrie ist die On-Site-Energie als Variati-
onsparameter durch den Wert im Modellsystem gegeben, d. h. im vorliegenden Fall durch
e =0 (vergl. Kap. 4.1). Innerhalb der VCA-Rechnungen lésst sich dieses Ergebnis explizit
reproduzieren. Wie sich herausstellt, besitzt Q¢[¥(¢)] immer ein Maximum bei € = 0.

Zusétzliche symmetriebrechende (Weiss-)Felder, die an den lokalen Spin oder die loka-
le Ladungsdichte ankoppeln, werden nicht in Betracht gezogen. Da diese Kopplungen im
Ein-Teilchen-Anteil des Hamiltonians enthalten sind, kénnen sie im Prinzip als weitere Va-
riationsparameter in Frage kommen [41]. Allerdings deutet ein endlicher Wert eines solchen
optimierten Felds langreichweitige Spin- oder Ladungsordnung an, die im eindimensionalen
Hubbard-Modell nicht vorhanden ist oder, z. B. im Fall von Ferromagnetismus, hier nicht
betrachtet werden soll. In Bezug auf Antiferromagnetismus zeigt die VCA das korrekte
Resultat (m = 0) fiir geniigend grofe Cluster.

5.1.1 Optimierung der Hopping-Parameter: Grundzustandsenergie

Ein nichttriviales Ergebnis (¢ # t) zeigt sich bei Optimierung des Nearest-Neighbor-
Hoppings, wie Abb. 5.2 zu entnehmen ist. Die physikalische Motivation fiir die Optimie-
rung von t' findet sich darin, dass das Ausschalten des Inter-Cluster-Hoppings (wodurch
die approximierte (Cluster-)Selbstenergie bestimmt wird) teilweise durch Vergroferung des
Intra-Cluster-Hoppings kompensiert werden kann. Der Effekt kann in Abb. 5.2 tatséchlich
beobachtet werden, das optimale Hopping t' ist groRer als das physikalische Hopping t.
Dieser Trend wird fiir verschiedene Clustergréfien und Wechselwirkungsstéirken U gefun-
den. Der Effekt ist umso grofer, je kleiner der Cluster gewdhlt wird. Desweiteren zeigt
sich, dass fiir grofe Wechselwirkung (und der damit verbundenen stérkeren Lokalisierung
der Elektronen) ein Ausschalten des Inter-Cluster-Hoppings einen geringeren Einfluss hat.
Besonders deutlich macht sich daher die Naherung bei Verwendung des kleinsten Clusters
(Le = 2) und im Limes U — 0 bemerkbar, zu erkennen an der starken Zunahme (mehr als
100%) von t' im Vergleich zu t.

Auf der anderen Seite ist sogar eine ,grobe Ndaherung der Selbstenergie (gemessen an
der starken Abweichung des Parameters ¢’ von t) im Limes schwacher Kopplung irrelevant,
da fiir U = 0 fiir die Selbstenergie ¥(w) = 0 gilt. So gesehen ist es nicht tiberraschend,
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Abbildung 5.2: Abhangigkeit des optimalen Intra-Cluster-Hoppings ¢’ fiir verschiedene Clu-
stergrofen L.. VCA-Rechnungen mit Hilfe des Referenzsytems Abb. 5.1, A bei Halbfiillung
(v = U/2). Die Einheiten sind durch das physikalische Hopping ¢ = 1 festgelegt. (Inset)
Optimales ¢’ als Funktion von U? fiir U — 0.

dass die VCA im Grenzfall U = 0 das exakte Ergebnis liefert. Die approximierte Green-
Funktion G(w) = (Go(w)™ ! — £(w))~" wird daher ebenfalls exakt fiir U = 0, das Gleiche
gilt fiir das grofskanonische Potenzial ) und die Grundzustandsenergie Ey = 2 4+ uN. Die
Grundzustandsenergie als Funktion der Wechselwirkungsstérke ist in Abb. 5.3 dargestellt,
das exakte Ergebnis des Bethe-Ansatzes (siehe Gl. 2.7) ist zum Vergleich angegeben. Sowohl
die Rechnung unter Verwendung des kleinsten Clusters L. = 2 als auch mit Hilfe des
deutlich gréfkeren Clusters L, = 10 zeigen das korrekte Resultat fiir U = 0. Abweichungen
sind fiir starke Wechselwirkung zu beobachten. Wie erwartet ergibt der (L.—10)-Cluster
die wesentlich bessere Naherung.

Abb. 5.4 zeigt im Detail, wie der Limes U — 0 erreicht wird. Fiir grofte Wechselwirkung
U = 10 hat die Funktion ©(¢') ein Minimum bei ¢ ~ ¢t. Mit abnehmender Wechselwirkung
weicht der Variationsparameter ¢ zunehmend vom physikalischen ¢ ab. Gleichzeitig wird
aber auch die Funktion Q(#') immer flacher, und im Limes U — 0 hat der Wert von ¢’
keinerlei Bedeutung mehr, da fiir die Selbstenergie X (w) = 0 unabhéngig von ¢’ gilt.

Fiir endliche Wechselwirkung U bestimmt die Gréfe des Clusters die Qualitat der Ndhe-
rung. Die Abhéngigkeit der Grundzustandsenergie Ey von der Clustergrofe fiir festes U ist
in Abb. 5.5 zu sehen. Eine Darstellung von Ej als Funktion von 1/L. erlaubt die Extrapola-
tion der Grundzustandsenergie fiir 1/L, = 0. Im Vergleich zur ,direkten” Clustermethode,
bei der die Grundzustandsenergie des Modellsystems durch die Grundzustandsenergie einer
endlichen Kette (offene Randbedingungen) gendhert wird, zeigt die VCA-Rechnung eine
deutliche Verbesserung. Das bedeutet eine schnellere Konvergenz zur Grundzustandsener-
gie mit zunehmender Clustergrofse. Wie die Gegeniiberstellung der Ergebnisse fiir U = 4
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Abbildung 5.3: Grundzustandsenergie Ey (pro Platz) als Funktion der Wechselwirkung U
fiir Cluster mit L. = 2 und L. = 10 Plétzen (siche Abb. 5.1, A). Die exakte Bethe-Ansatz-
Losung (Gl 2.7) ist zum Vergleich dargestellt.

und U = 8 erkennen ldsst, kommt dieser Vorteil stérker bei der Betrachtung schwacher
Wechselwirkung zum Tragen. Wahrend die VCA im Limes U — 0 exakt wird, stellt die
,direkte Clustermethode weiterhin eine Ndherung dar.

Die CPT [30, 66] kann als Spezialfall der VCA angesehen werden, sofern als Referenzsys-
tem entkoppelte Cluster verwendet werden, deren Ein-Teilchen-Parameter nicht optimiert
werden, sondern auf die urspriinglichen Werte (des Modellsystems) gesetzt werden (siehe
Kap. 3.1.1). Das beinhaltet allerdings auch als Einschrankung fiir die CPT, dass z. B.
antiferromagnetische Ordnung in D = 2 nicht beschrieben werden kann. Wie Abb. 5.4
zu entnehmen ist, wird durch die Optimierung von # Bindungsenergie gewonnen, d. h.
Qe(t') < Qu(t) fiir optimales t'. Das bedeutet eine Verbesserung unserer VCA-Rechnung
gegeniiber der CPT-Rechnung. Es ist allerdings zu bemerken, dass dieser Energiegewinn
verhéltnisméfig klein ist und auf der Skala in Abb. 5.5 kaum zu sehen wiére.

Es ist ebenfalls zu beachten, dass der Wert Ey der VCA-Rechnung a priori keine obere
Schranke fiir die Grundzustandsenergie Ey darstellt, obwohl dieser in Abb. 5.5 immer {iber
dem exakten Wert liegt [67]. In diesem Sinn ist die ,direkte” Clustermethode tiberlegen,
da hier unter Bezugnahme auf das Ritzsche Variationsprinzip Eg auf jeden Fall eine obe-
re Schranke liefert. Dieser Umstand muss allerdings als genereller Nachteil variationeller
Verfahren gesehen werden, die nicht vom Ritzschen Prinzip abgeleitet werden konnen.

5.1.2 Ein-Teilchen-Anregungen

Die VCA leitet sich von einem dynamischen Variationsprinzip ab, das auf der Ein-Teilchen-
Selbstenergie als grundlegender Variabler basiert. Davon ausgehend ist zu vermuten, dass
Ein-Teilchen-Anregungen im Rahmen der VCA deutlich besser vorhergesagt werden als
mit Hilfe der ,direkten” Clustermethode. Um diese Vermutung zu untersuchen, wird die
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Abbildung 5.4: Darstellung der Grundzustandsenergie (pro Platz) als Funktion Ey(t') =
Q¢(t') + uN des Nearest-Neighbor-Hoppings ¢’ fiir verschiedene Wechselwirkungsstiarken
U. Die optimalen Parameterwerte fiir ¢ sind durch Pfeile gekennzeichnet.
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Abbildung 5.5: Grundzustandsenergie (pro Platz) unserer VCA-Rechnungen unter Verwen-
dung unterschiedlicher Clustergrofien L. als Funktion von 1/L. im Vergleich mit exakter
Bethe-Ansatz-Losung und ,direkter Clustermethode. Ergebnisse fiir U = 4 (oben) und

U = 8 (unten).
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Abbildung 5.6: Darstellung des Gaps A im Ein-Teilchen- Anregungsspektrum als Funktion
der Wechselwirkungsstéirke U fiir Cluster mit L. = 2 und L. = 10 (Referenzsystem Abb.
5.1, A). Abgebildet sind die Ergebnisse der VCA-Rechnung im Vergleich mit der ,direkten®
Clustermethode und dem exakten Ergebnis geméf Gl. 2.8.

Bandliicke im Ein-Teilchen-Anregungsspektrum des Isolators betrachtet. Die exakte Ab-
héngigkeit des Gaps A von der Wechselwirkung U ist durch Gl. 2.8 gegeben. Unter Verwen-
dung der Q-Matrizen sind die Pole der Green-Funktion mit endlichem Gewicht durch die
Eigenwerte der Matrix M festgelegt (siehe Gl. 3.34). Die Bandliicke wird definiert durch
den Abstand zwischen dem Pol bei minimalem w im IPES-Anteil und dem Pol bei maxima-
lem w im PES-Anteil des Spektrums. Die deutliche Verbesserung gegeniiber der , direkten‘
Clustermethode fiir die Cluster mit L. = 2 als auch mit L. = 10 kann Abb. 5.6 entnom-
men werden. Im Bereich mittlerer bis starker Wechselwirkung liegen die Ergebnisse unter
Verwendung des (L.=10)-Clusters nahe am exakten Wert fiir A. Bezieht man die Werte
fir L. = 2 mit ein, so ist auch ein Finite-Size-Scaling denkbar. Fiir schwache Kopplung
(U < 2) fiihrt eine Vergroferung des Clusters allerdings nicht weiter zu einer signifikanten
Verbesserung der Resultate. Obwohl das Gap in unseren VCA-Rechnungen fir U — 0
gegen A = 0 geht, wird der Wert von A im Vergleich zur exakten Bethe-Ansatz-Losung
deutlich iiberschitzt. Der relative Fehler zeigt sogar divergentes Verhalten fiir U — 0.
Mit Hilfe des Insets in Abb. 5.2 soll das Verhalten in der Ndhe des kritischen Punkts
U = 0 genauer diskutiert werden. Das optimale Intra-Cluster-Hopping ¢ verhalt sich fiir
U — 0 wie t' = tj + const. x U? + O(U?) mit endlichem t{,. Daraus lisst sich schlie-
fsen, dass Eigenenergien und Anregungsenergien sowie die Eigenzustdnde des Clusters und
damit die spektralen Gewichte im Grenzfall U — 0 analytisch (fiir L. < oo) von U
abhéngen. Diese Eigenschaft tibertragt sich auf die VCA-Green-Funktion G(w), da die
Green-Funktion des Modellsystems durch die Cluster-Green-Funktion G'(w) in der Form
G(w) = (G'(w)™ " = (t— )" (GL 3.17) ausgedriickt werden kann. Aufgrund der (ein-
geschriankten) Translationsinvarianz bzgl. des Supergitters ist die Matrixinversion nur fiir
Matrixblocke endlicher Grofe durchzufiihren (siehe Kap. 3.1.2 und 3.2.3). Ein-Teilchen-
Korrelationsfunktionen, die Grundzustandsenergie usw. héngen daher im Rahmen der
VCA-Rechnungen fiir U — 0 analytisch von U ab. Das Gleiche gilt fiir das Gap A im Ein-
Teilchen-Anregungsspektrum, wahrend sich die exakte Losung fiir U — 0 nicht analytisch
als Funktion der Wechselwirkungsstérke verhélt (siche Gl. 2.8 und 2.9). Die Feststellung,
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dass ein exaktes nichtanalytisches Verhalten mit Hilfe der VCA nicht reproduziert werden
kann, muss als generelles Problem von Clustertechniken gesehen werden unabhéngig von
der speziellen Wahl einer Methode. Qualitative Anderungen an einem kritischen Punkt, die
sich durch den Grenziibergang L. — oo ergeben, konnen daher allgemein durch Verfahren,
die auf endlichen Clustern basieren, nicht erfasst werden.

5.1.3 Unabhangige Optimierung mehrerer Variationsparameter

Bislang haben wir in unseren Rechnungen die Optimierung auf einen einzigen Variations-
parameter beschrankt. Die Verwendung weiterer Variationsparameter kann aus mehreren
Griinden sinnvoll sein. Zum einen ist zu beachten, dass die optimale Selbstenergie, die durch
im Ortsraum formulierte Clustermethoden bestimmt wird, nicht die volle Translationssym-
metrie des urspriinglichen Gitters widerspiegelt und dass Finite-Size-Effekte am ausgeprag-
testen am Clusterrand erwartet werden. Die Verwendung von Referenzsystemen mit platz-
oder bindungsabhéngigen Variationsparametern ist daher eine logische Konsequenz. Ei-
ne offensichtliche Wahl der Variationsparameter im Fall von Teilchen-Loch-Symmetrie ist
durch das Referenzsystem in Abb. 5.1, B gegeben. Die Intra-Cluster-Hopping-Parameter
am Rand des Clusters werden als unabhéngige Variationsparameter optimiert. Im Refe-
renzsystem Abb. 5.1, C werden weitere bzw. alle Hopping-Parameter unabhéngig variiert.

In Abb. 5.7 sind die Ergebnisse fiir U = 4 dargestellt. Die Unterschiede zwischen den
optimalen Werten der verschiedenen Hopping-Parameter sind kleiner als 10%. Am Cluster-
rand ist das Hopping erhoht, um die eingeschrinkte Beweglichkeit der Elektronen durch
das Ausschalten des Inter-Cluster-Hoppings zu kompensieren. Mit zunehmendem Abstand
zum Clusterrand nimmt der optimale Wert der Hopping-Parameter rapide ab. Allgemein
ist bereits der Wert des dritten Hopping-Parameters vergleichbar mit dem physikalischen
Hopping t. Das Ergebnis unter Verwendung des (L.=10)-Clusters mit unabhéngiger Op-
timierung aller (fiinf) verschiedenen Hopping-Parameter (orange Kreise in Abb. 5.7) zeigt
geringfiigige Oszillationen um den Mittelwert im Clusterinneren, vergleichbar mit Friedel-
Oszillationen in der Néhe von Oberflachen.

Der (approximierte) Wert des grofkanonischen Potenzials 2 ist fiir den inhomogenen
Fall niedriger als fiir den homogenen Fall (schwarze Kreise). Generell ist die Absenkung von
Q umso grofer, je mehr Variationsparameter in Betracht gezogen werden. Allerdings ist der
Energiegewinn durch Verwendung unabhangiger Hopping-Parameter deutlich geringer als
die Energieabsenkung, die durch Vergroferung des Clusters erreicht werden kann. Ebenfalls
ldsst sich nur eine unwesentliche Verbesserung fiir den Wert des Gaps A feststellen.

Die Hinzunahme eines weiteren Variationsparameters ¢y, der die Kettenrdnder ver-
bindet (Abb. 5.1, D), fithrt immer auf ein Minimum des grofkanonischen Potenzials fiir
tphe = 0. Daraus ist zu schliefsen, dass offene Randbedingungen gegeniiber periodischen
Randbedingungen (d. h. tpnc = 1) zu bevorzugen sind (siehe [28]).

Mit Hilfe des Referenzsystems Abb. 5.1, E ldsst sich {iberpriifen, inwieweit sich magne-
tische Frustration im Referenzsystem ausbilden kann. Ein endliches Hopping ¢, zwischen
tibernéchsten Nachbarn fiihrt im Limes U — oo (Heisenberg-Modell) auf einen antiferro-
magnetischen Next-Nearest-Neighbor-Austausch Jy (siehe Kap. 2.2.2) und damit zu einer
Frustration der antiferromagnetischen (kurzreichweitigen) Ordnung in D = 1. Dadurch
wéare zum Teil eine Kompensation magnetischer Eigenschaften moglich, die aus dem re-
manenten Mean-Field-Charakter der VCA resultieren. Andererseits wiirde dadurch die
Teilchen-Loch-Symmetrie verletzt werden. Die explizite Rechnung zeigt jedoch, dass das
grokkanonische Potenzial einen Sattelpunkt mit ¢, = 0 hat (es handelt sich um ein Mini-
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Abbildung 5.7: Optimale Hopping-Parameter fiir die Referenzsysteme Abb. 5.1, A, B und
C fir U = 4 und Clustergrofen von L. = 4 bis L. = 10 wie angegeben (¢ = 1 im Modell-
system). Optimierung eines einzigen Hopping-Parameters identisch fiir alle benachbarten
Clusterplétze: A, schwarz. Zwei unabhéngige Variationsparameter, das Nearest-Neighbor-
Hopping an beiden Clusterrdndern bzw. die identisch gewédhlten Hopping-Parameter im
Clusterinneren: B, rot. Unabhéngige Wahl der Hopping-Parameter ¢; am Clusterrand,
der Hopping-Parameter t; und der Parameter im Clusterinneren t5: C, blau. Unabhéngi-
ge Optimierung von vier Hopping-Parametern: griin. Unabhéngige Optimierung von fiinf
Hopping-Parametern (entspricht Referenzsystem C fiir L. = 10, orange).
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mum in Bezug auf ¢} und ein Maximum in Bezug auf ¢}).

Ein Hopping auf den drittnichsten Gitterplatz erzeugt weder Frustration noch fiihrt
es zu einer Verletzung der Teilchen-Loch-Symmetrie. Die Optimierung eines Clusters mit
sechs Platzen fiir U = 4 (Referenzsystem 5.1, F') ergibt einen optimalen Wert des Nearest-
Neighbor-Hoppings ¢} &~ 1.04 sowie fiir das Third-Nearest-Neighbor-Hopping ¢, ~ —0.02.
Daraus ist ersichtlich, dass Hopping-Parameter, die im Modellsystem nicht vorhanden sind,
als Variationsparameter im Referenzsystem dennoch einen endlichen Wert annehmen kon-
nen. Der damit verbundene Energiegewinn ist allerdings vernachléssigbar. Folglich werden
wir solche Variationsparameter im Folgenden nicht weiter beriicksichtigen.

5.1.4 Bad-Platze

Eine weitere Moglichkeit, die Anzahl der Variationsparameter zu erhéhen, besteht in der
Einfithrung zusétzlicher unkorrelierter (Bad-)Plidtze. Da auf diesen Bad-Platzen keine Hub-
bard-Wechselwirkung existiert, bleibt der Wechselwirkungsanteil im Hamiltonian unveréan-
dert, eine notwendige Bedingung fiir ein zuléssiges Referenzsystem im Rahmen der SF'T
(siehe Kap. 3.1.1). Die Selbstenergie ¥;;(w) bleibt weiterhin auf die korrelierten Plétze
beschrénkt. Wir betrachten Referenzsysteme, in denen alle oder einige korrelierte Plitze
des urspriinglichen Gitters an Bad-Platze mittels Hopping (,Hybridisierung”) der Stérke
V' gekoppelt werden. Fiir jeden korrelierten Platz ¢ konnen sowohl die Hopping-Parameter
Viv als auch die On-Site-Energien ¢, der Bad-Plitze (v = 2,...,n5(4)) als unabhéngige
Variationsparameter behandelt werden. Die Anzahl der Bad-Plétze, die an einen korrelier-
ten Platz ¢ koppeln, ist durch ns(i) — 1 gegeben. Die Verwendung von Bad-Plédtzen fiihrt
zu einer verbesserten Beschreibung der zeitlichen und nicht der rdumlichen Freiheitsgra-
de. Im Spezialfall L. = 1 erhélt man als Naherung die DMFT, mit L. > 1 die CDMFT,
sofern ns(i) — oo (vergl. Kap. 3.1.1). Mittels exakter Diagonalisierung unter Verwendung
von Lanczos sind Rechnungen allerdings nur fiir eine kleine Anzahl n4(i) von Bad-Plétzen
moglich. Die Gesamtzahl der Plidtze im Cluster (korrelierte und unkorrelierte Plétze) ist
in unseren Rechnungen auf etwa zehn Plidtze beschréankt.

Unter Ausnutzung von Teilchen-Loch-Symmetrie ldsst sich die Anzahl der Variations-
parameter, die unabhéngig optimiert werden miissen, zum Teil betrachtlich reduzieren. Im
Fall eines einzelnen Bad-Platzes (ns(i) = 2) je korreliertem Platz ist die On-Site-Energie
des Bad-Platzes durch epan = = U/2 gegeben und V ist der einzige freie Variationspara-
meter. Fiir ng(i7) = 3 ergibt sich epatn, = £ Ae mit zusétzlichem Variationsparameter Ae.
Beide Bad-Plétze koppeln mit demselben Wert V fiir die Hybridisierung an den korrelierten
Platz.

Im Rahmen von Clusterndherungen mit L, > 1 sollten Bad-Plétze, die an nicht-
dquivalente korrelierte Plédtze ankoppeln, unabhéngig voneinander optimiert werden. Es
ist z. B. zu erwarten, dass Bad-Plidtze am Clusterrand besser geeignet sind, das ausge-
schaltete Inter-Cluster-Hopping zu kompensieren als Bad-Plétze im Clusterinneren. Diese
Vermutung kann anhand des Referenzsystems 5.1, G {iberpriift werden. Die Hybridisie-
rungen am Clusterrand (V) und im Clusterinneren (V) werden unabhéngig voneinander
optimiert. Abb. 5.8 zeigt die Ergebnisse fiir einen Cluster mit L. = 4 Plitzen (U = 4).
Sowohl die duferen als auch die inneren Bad-Plétze koppeln an das Referenzsystem, damit
verbunden ist eine Absenkung der Energie (im Vergleich zu V; = V5, = 0). Es ist allerdings
zu beachten, dass der Gewinn an Bindungsenergie durch die duferen Bad-Plétze etwa eine
Grofsenordnung tiber dem Energiegewinn durch die inneren Bad-Pléatze liegt. Dementspre-
chend ist der optimale Wert der Hybridisierung am Clusterrand deutlich gréfser.
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Abbildung 5.8: Darstellung der Grundzustandsenergie (pro Platz) als Funktion Ey(V) =
Q:(V) + uN der Hybridisierung V fiir U = 4. Rechnung mit Referenzsystem Abb. 5.1,
G (rote Linien); Abhéangigkeit von Ey(V7) fiir optimales Vo = opt. (durchgezogene Linie)
bzw. Ey(V2) fiir optimales V) = opt. (gestrichelte Linie). Die entsprechenden Minima sind
durch Pfeile gekennzeichnet. Rechnung mit Referenzsytem Abb. 5.1, H, d. h. Ey(V7) mit
Vo = 0 (blaue Linie).

Dieses Ergebnis legt nahe, Bad-Plitze, die an korrelierte Plédtze im Clusterinneren an-
koppeln, generell zu vernachléssigen, d. h. Vo = 0 zu setzen bzw. Referenzsystem 5.1, H zu
verwenden. Wie Abb. 5.8 zu entnehmen ist, liefert diese Vorgehensweise eine hervorragen-
de Néherung. Ein Vergleich der Referenzsysteme 5.1, G und H, d. h. wir betrachten die
Funktion Q¢(V7) fiir optimales V5 bzw. V5 = 0, ergibt nur einen geringfiigigen Unterschied
im grokkanonischen Potenzial (optimales Q:(V7)). Das grofkanonische Potenzial €2 ist fiir
Vo = 0 etwas grofer, die optimale Hybridisierung V; dndert sich praktisch nicht.

Die Idee, Bad-Pliatze nur am Clusterrand zu verwenden, wird in den Rechnungen in
Abb. 5.9 konsequent weiterverfolgt (Referenzsystem Abb. 5.1, H). Fiir alle Clustergrofen
von L, = 2 bis L. = 8 koppeln die Bad-Plidtze mit endlicher Hybridisierung an die korre-
lierten Plidtze (am Clusterrand) an und verursachen eine Absenkung des grofskanonischen
Potenzials. Fiir den Fall L, = 4 und U = 4 (siehe Abb. 5.9) betrigt die Absenkung
AQ/L =~ 0.002. Fir grofere Wechselwirkung ist allgemein eine Verbesserung der Clus-
terndherungen zu beobachten. Entsprechend ist z. B. fiir U = 8 der Energiegewinn mit
AQ/L =~ 0.0001 etwa eine Grofenordnung kleiner als im Fall U = 4. Aufgrund der Ver-
wendung der @Q-Matrix-Methode bei der Auswertung des Selbstenergiefunktionals (siehe
Kap. 3.2.1) ergeben sich keine numerischen Schwierigkeiten bei der Bestimmung derart
kleiner Energiedifferenzen.

Wie sich herausstellt, ist der Gewinn an kinetischer Energie durch das Einfiihren von
Bad-Plétzen (die ein Hiipfen von korrelierten Plitzen zum Bad und wieder zuriick erlauben)
grofer als durch die Optimierung (und damit Vergroferung) des Intra-Cluster-Hoppings ¢'.
Dieses Resultat kann Abb. 5.9 entnommen werden. Zu betrachten sind die Rechnungen fiir
das Referenzsystem I, bei dem die Hybridisierung am Clusterrand und das Intra-Cluster-
Hopping gleichzeitig optimiert werden. Ein Vergleich der Referenzsysteme H und I zeigt,
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Abbildung 5.9: Darstellung der Grundzustandsenergie (pro Platz) als Funktion Ey(V) =
(V)4 puN der Hybridisierung V' fiir U = 4. Auswertung mit Referenzsystem Abb. 5.1, H
fiir verschiedene Clustergrofen von L, = 2 bis L, = 8 (rote Linien). Zusétzliche Optimie-
rung des Nearest-Neighbor-Hoppings (Referenzsystem Abb. 5.1, I) (griine Linien). Minima
sind durch Pfeile gekennzeichnet. Das exakte Bethe-Ansatz-Ergebnis fiir Fy ist gestrichelt
dargestellt.

dass unabhéngig von der Clustergrofse der Gewinn an Bindungsenergie durch das Ankop-
peln von Bad-Platzen deutlich grofser ist.

Ergénzend zu den Rechnungen mit den Referenzsystemen H und I ist die Rechnung
unter Verwendung des Referenzsystems J (L. = 4) in Abb. 5.9 zu sehen. Das Referenzsys-
tem J enthélt einen Bad-Platz pro korreliertem Platz (ns = 2), die Hybridisierung wird
fiir jeden Platz identisch gewéhlt. Es wird also nur ein (globaler) Variationsparameter V'
optimiert. Gemessen am optimalen Wert des Selbstenergiefunktionals liefert dieses Refe-
renzsystem ein schlechteres Resultat als die Referenzsysteme I und H, obwohl im Vergleich
zu Referenzsystem H zwei zusétzliche Bad-Platze beriicksichtigt werden. Dadurch werden
unsere bisherigen Ergebnisse untermauert, dass Bad-Pléatze im Inneren der Kette ineffektiv
sind.

Mit zunehmender Anzahl L. an korrelierten Platzen konvergiert der Wert des grofska-
nonischen Potenzials (z. B. unter Verwendung des Referenzsystems H) gegen den exakten
Wert, wie Abb. 5.9 zu entnehmen ist. Die Hinzunahme von Bad-Platzen dagegen zeigt
kaum eine Verbesserung der Konvergenz. Unabhéngig von der Clustergrofte L. stellt sich
die Energieabsenkung durch Hinzufiigen von zwei Bad-Platzen als deutlich geringer heraus
als der Energiegewinn, der durch Vergréferung des Clusters um zwei korrelierte Plétze
erzielt werden kann. Dieser Effekt zeigt sich sogar, wenn weitere Bad-Pldtze in Betracht
gezogen werden. Die wesentliche Verbesserung bei der Berechnung des grofskanonischen
Potenzials wird daher durch die Anzahl der korrelierten Plitze bestimmt. Solange also das
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Abbildung 5.10: Optimale Werte der Hybridisierung aus Abb. 5.9 als Funktion der in-
versen Clustergrofe 1/L.. Mogliche Extrapolationen des Limes L. — oo sind gestrichelt
dargestellt.

groftkanonische Potenzial oder die Grundzustandsenergie betrachtet werden sollen, ist die
Verwendung von Bad-Platzen eher ineffektiv.

Ein Abkoppeln der Bad-Platze (V' — 0) im Limes L. — oo in der Clustermitte ist
physikalisch plausibel und deutet sich bereits in den Ergebnissen in Abb. 5.8 fiir das Re-
ferenzsystem G an. Ob Bad-Platze von den korrelierten Platzen am Clusterrand ebenfalls
abkoppeln, ist dagegen nicht eindeutig zu beantworten. Abb. 5.10 zeigt das optimale V' fir
Bad-Plédtze am Clusterrand als Funktion der inversen Clustergrofe. Eine einfache Extra-
polation unter Verwendung eines kubischen Splines zeigt, dass die Resultate sowohl mit
einen endlichen Wert fiir V' (rote Kurve) als auch mit V' = 0 im Limes L. — oo vertréglich
sind. Die Ergebnisse aus Abb. 5.9 lassen erkennen, dass ein Minimum in Q(¢')/L fiir jede
Clustergrofe L. existiert. Ein endlicher Wert V' fiir das Minimum im Limes L, — oo impli-
ziert, dass das Selbstenergiefunktional als Funktion von V' konstant sein muss, zumindest
innerhalb eines endlichen Bereichs um V = 0.

5.1.5 Einfluss von Bad-Pliatzen auf dynamische Grofsen

Waihrend Bad-Pliatze von untergeordneter Bedeutung sind, sofern statische Grofen (wie
z. B. die Grundzustandsenergie) betrachtet werden, spielen sie eine entscheidende Rol-
le im Zusammenhang mit dynamischen Grofen (speziell dem Gap A im Ein-Teilchen-
Anregungsspektrum). Diese Eigenschaft soll im Folgenden untersucht werden. Wie bereits
diskutiert, versagen Clustertechniken in der Ndhe des kritischen Punkts U = 0. Jenseits
des kritischen Punkts kann die Berechnung der Bandliicke dennoch als strenger Test fiir
die Clustermethode dienen.

Tab. 5.1 zeigt die Ergebnisse fiir die Bandliicke fiir mittlere Wechselwirkung U = 4, be-
rechnet mit Hilfe unterschiedlicher Methoden. Die Auswertung von Gl. 2.8 ergibt das exakte
Ergebnis A = 1.287. Ein metallischer Zustand mit A = 0 wird durch statische Mean-Field-
Theorie vorhergesagt sowie, fiir U = 4, ebenfalls durch Dynamical-Single-Site-Néherungen
(DIA [12] und DMFT, vergl. Kap. 3.1.1). Andererseits liefert bereits der einfachste Cluster
mit L. = 2 und ny = 1 (d. h. ohne Bad-Plétze) einen endlichen Wert fiir A, allerdings
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Bandliicke A

exakt, [21] Gl. 2.8 1.287
DMFT 0.0
VCA, A, L[, =2 1.846
VCA, A, L. = 10 1.516
VCA, C, L, = 10 1.518
VCA, H, Lo = 2, ng = 2 0.238
VCA, H, L. =4, ng = 2 (Clusterrand) 0.079
VCA, L, Ly = 2, ng = 4 0.009
VCA, K, L.=2,ng=3 1.181
VCA, K, L. = 4, ny = 3 (Clusterrand) 1.213
CDMFT [68] 1.14

Tabelle 5.1: Das Gap A im Ein-Teilchen-Anregungsspektrum fiir U = 4 berechnet mit
Hilfe verschiedener Referenzsyteme (sieche Abb. 5.1) im Rahmen der SFT. Es gilt ¢ = 1.
Die CDMFT-Rechnung wurde mit L, = 2 und ns = 3 durchgefiihrt [68].

wird A deutlich iiberschitzt. Eine Verbesserung zeigt sich mit zunehmender Clustergrofe,
dennoch wird das Gap selbst bei Rechnungen mit L. = 10 noch um ca. 18% iiberschétzt
(siche auch Abb. 5.6). Dieses Ergebnis bleibt auch bei unabhéngiger Optimierung aller fiinf
Hopping-Parameter im Wesentlichen unveréndert (Tab. 5.1, VCA fiir Referenzsystem C).

Mit der Einfilhrung von Bad-Platzen veréndert sich die Situation deutlich. Unter Ver-
wendung von Referenzsystem H, d. h. L, = 2 korrelierte Plidtze mit je einem Bad-Platz
(ns = 2), ergibt sich ein wesentlich zu kleiner Wert fiir die Bandliicke. Dieses Ergebnis
verschlechtert sich sogar mit Ubergang zu L. = 4 und je einem Bad-Platz an den Cluster-
randern, d. h. das Gap schliefst sich nahezu. Daraus ist zu schlieften, dass der (ns=2)-Cluster
zwar in Bezug auf die Grundzustandsenergie eine Verbesserung darstellt, aber offensichtlich
ungeeignet zur Beschreibung der Bandliicke ist.

Ein zusétzlicher Bad-Platz (Referenzsystem K, ny = 3) und L, = 2 fiihrt zu einer
weiteren, aber vernachldssigbaren Absenkung der Grundzustandsenergie. Der Wert des
Gaps liegt dagegen bereits nahe am exakten Resultat (ca. 8% zu niedrig). Durch Ubergang
zum Cluster mit L. = 4 korrelierten Plétzen kann die Bestimmung von A weiter verbessert
werden, d. h. das Gap wird nur noch um 6% unterschitzt. Mit einem dritten Bad-Platz an
jedem Clusterrand (ns = 4, Referenzsystem L) schliefst sich die Bandliicke wieder nahezu.
Offensichtlich handelt es sich hierbei um einen Odd-Even-Effekt bezogen auf die Anzahl
der Bad-Plitze und eine zuverlédssige Bestimmung des Gaps erfordert eine gerade Anzahl
von Bad-Pliatzen (d. h. ng ungerade). Das zeigt, dass die Verwendung von Bad-Pldtzen
von entscheidender Bedeutung fiir die Bestimmung der Ein-Teilchen-Anregungen und der
Bandliicke ist.

Mit Hilfe des Referenzsystems K mit L. = 4 und n; = 3 wurde A zusétzlich fir
verschiedene Werte von U berechnet. Die Abweichung vom exakten Resultat nimmt mit
zunehmender Wechselwirkungsstarke ab. Fiir U = 6 betriagt sie noch 1.7%, fir U = 8
nur noch 0.3%. Die Grofe der Bandliicke wird jeweils unterschétzt. Im Bereich schwa-
cher Wechselwirkung sind die Abweichungen grofer (10% fiir U = 3 und 7% fiir U = 2).
Im Vergleich mit den CDMFT-Resultaten [68] handelt es sich dennoch um eine beacht-
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Abbildung 5.11: Lokale Zustandsdichte (p(w) := Aj;(w), siehe Gl. 3.15) berechnet fiir den
mittleren Clusterplatz unter Verwendung unterschiedlicher Referenzsysteme fiir U = 4.
Zur Darstellung wurden zwei verschiedene Werte fiir die Lorentz-Verbreiterung n gewahlt.
Die Ergebnisse fiir n = 0.005 wurden mit dem Faktor 1/20 skaliert. Die exakte Bandliicke
ist durch gestrichelte Linien gekennzeichnet.

liche Verbesserung. Als Clustermethode ist die VCA nicht in der Lage, das exponentielle
Verhalten der Bandliicke in der Néhe des kritischen Punkts U = 0 wiederzugeben und
tberschdtzt die Grofe des Gaps schlieflich mit einem relativen Fehler von ca. 340% fiir
U =1 als typisches Beispiel (der exakte Wert der Bandliicke ist hier A = 0.005).

Um den Ursprung des Odd-Even-Effekts bezogen auf die Grofe der Bandliicke zu un-
tersuchen, betrachten wir die wechselwirkende lokale Zustandsdichte (LDOS), die in Abb.
5.11 fiir U = 4 dargestellt ist. Die Zustandsdichte wird aus dem Imaginérteil der lokalen
Green-Funktion des Modellsystems berechnet (siche Gl. 3.15), die (im Gegensatz zu DMFT
oder CDMFT) nicht mit der Cluster-Green-Funktion iibereinstimmt. Da die Aufteilung des
Gitters in Cluster notwendigerweise die Translationssymmetrie bricht, wird die LDOS fiir
den mittleren Clusterplatz berechnet (hier ist die schnellste Konvergenz im Limes L. — oo
zu erwarten). Die LDOS setzt sich zusammen aus einer grofen, aber endlichen Anzahl von
0-Peaks mit unterschiedlichen Gewichten. Diese Struktur resultiert aus dem endlichdimen-
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sionalen Hilbert-Raum des Clusters und der damit verbundenen diskreten Polstruktur der
Selbstenergie. Eine Glattung der LDOS ist daher nur durch eine kiinstliche Verbreiterung
der §-Peaks moglich. In Abb. 5.11 wird eine Lorentz-Verbreiterung mit vergleichsweise
grofem 1 = 0.2 (blaue Linien) verwendet, wiahrend die Grofe der Bandliicke (welche mit
n = 0 bestimmt wurde) mit hoher Genauigkeit aus den Spektren mit n = 0.005 (rote
Linien) abgelesen werden kann.

Der Vergleich der Spektren fiir die unterschiedlichen Referenzsysteme zeigt in allen Fal-
len die gleiche iibergeordnete Struktur der LDOS, allerdings sind auch signifikante Finite-
Size-Effekte zu erkennen. Letztere verhindern eine zuverldssige Vorhersage der genauen
Form der Zustandsdichte. Wahrend man erwartet, dass die LDOS am besten durch den
(L.=10)-Cluster (ohne Bad-Platze; Abb. 5.11, oben) wiedergegeben wird, zeigt die vor-
angestellte Diskussion dagegen, dass die Bandliicke durch den (L.=4)-Cluster mit ns = 3
wesentlich genauer beschrieben werden kann (Abb. 5.11, Mitte). Betrachtet man die Er-
gebnisse fiir n = 0.005, sind Abweichungen vom exakten Resultat auf der verwendeten
Skala fiir diesen Cluster kaum auszumachen. Im Gegensatz dazu zeigt die LDOS fiir den
(L.=4)-Cluster mit ns = 2 (Abb. 5.11, unten) deutlich spektrales Gewicht fiir wesentlich
kleinere Frequenzen, d. h. nahezu in der Mitte des exakten Gaps (siche auch Abb. 5.11,
Inset). Obwohl dieses spektrale Gewicht relativ klein ist, hat es signifikanten Einfluss auf
die Eigenschaften des Modellsystems. Dies wird daraus ersichtlich, dass bereits eine Ver-
schiebung des chemischen Potenzials um Ap = 0.04 weg vom Teilchen-Loch-symmetrischen
Wert 1 = U/2 ausreicht, um einen metallischen Zustand zu erzeugen.

Warum die Néherung unter Verwendung des (L.=4)-Clusters mit ns = 2 bei der Be-
schreibung der Bandliicke versagt, lasst sich verstehen, indem man (ad hoc) das Intra-
Cluster-Hopping im Referenzsystem von ¢’ = t auf ¢ = 0 reduziert. Daraus resultiert eine
LDOS bestehend aus unterem und oberem Hubbard-Band sowie einem Quasiteilchen-Peak
bei w = 0 (vergl. Abb. 2.3). Diese Zustandsdichte ist typisch fiir das Hubbard-Modell
bei Halbfiillung im Rahmen der Dynamical-Impurity-(Mean-Field-)Naherung (L. = 1).
Das spektrale Gewicht in Abb. 5.11 (unten), das fiir den deutlich zu geringen Wert von
A fir ng = 2 (ungerade Anzahl von Bad-Plidtzen) verantwortlich ist, geht stetig in den
Quasiteilchen-Peak der metallischen Zustandsdichte des Mean-Field-Szenarios tiber. Diese
metallische LDOS bei Halbfiillung wird im Rahmen der Dynamical Impurity Approxima-
tion immer durch eine ungerade Anzahl von Bad-Plitzen erzeugt. Die Niveaus der Bad-
Platze sind symmetrisch um die Fermi-Energie p verteilt, die On-Site-Energie eines ein-
zelnen Bad-Platzes stimmt mit der Fermi-Energie iiberein. Mit abnehmender und schliefs-
lich verschwindender Hybridisierung koppelt der einzelne Bad-Platz mit On-Site-Energie
1 beim Ubergang zum Mott-Isolator mit zunehmendem U vom Referenzsystem ab. Der
Mott-Isolator wird somit durch eine gerade Anzahl von Bad-Platzen charakterisiert. Das
Vorhandensein bzw. das Fehlen spektralen Gewichts bei niedrigen Energien (anndhernd
in der Mitte der exakten Bandliicke) kann daher als Uberbleibsel des Niederfrequenzver-
haltens der metallischen bzw. isolierenden Mean-Field-Losung interpretiert werden. Als
Konsequenz erfordert eine angemessene Beschreibung des Mott-Isolators sowie der Band-
liicke eine gerade Anzahl von Bad-Plédtzen je korreliertem Platz, auch im Rahmen von
Clusternéherungen (L. > 1).

Wir wollen abschliefsend die von uns berechnete lokale Green-Funktion (auf der imagi-
néren Achse) mit den Daten von Hafermann et al. (siehe [69]) fiir U = 6 vergleichen. Abb.
5.12 zeigt die VCA-Ergebnisse fiir den (L.=2)-Cluster mit n, = 3 lokalen Freiheitsgraden
je korreliertem Platz. Wir stellen unsere Rechnung den im Prinzip exakten DDMRG-Daten
gegeniiber. Ahnlich wie fir CDMFT (mit L. = 2) mit Weak-Coupling Continuous-Time
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Abbildung 5.12: Lokale Green-Funktion als Funktion der Matsubara-Frequenzen fiir U = 6.
Als Referenzsysteme wurden der (L.=2)-Cluster mit ny = 3 und der (L.=4)-Cluster
mit ns = 3 verwendet (rote durchgezogene Linien). Wir vergleichen mit DDMRG-Daten
(schwarze durchgezogene Linie), mit (L.=2)-CDMFT-Rechnungen fiir endliche Tempera-
tur (8 = 20) und L. = 2 Cluster Dual Fermion Theory (Cluster DF, § = 20) entnommen
aus [69].

Quantum Monte Carlo bei endlicher Temperatur (f = 1/T = 20) zeigt sich nur eine
marginale Verbesserung. Es ist jedoch anzumerken, dass die VCA-Rechnungen numerisch
deutlich weniger aufwéndig sind. Der Cluster Dual Fermion Approach fiir L, = 2 (und
8 = 20) liefert ein wesentlich besseres Ergebnis und liegt nahe am DMRG-Resultat. Wei-
tere Verbesserungen sind unter Verwendung groferer Cluster moglich. VCA-Rechnungen
fir den (L.=4)-Cluster mit ns = 3, d. h. mit zwei zusétzlichen korrelierten Pldtzen, sind
kaum noch von den DMRG-Daten zu unterscheiden.

5.2 Fiillungsabhingiger Mott-Ubergang

Um unsere Untersuchung der unterschiedlichen Clusternédherungen zu vervollstédndigen,
betrachten wir im Folgenden die metallische Phase jenseits von Halbfiillung sowie den
fiillungsabhingigen Mott-Ubergang. Die metallische Phase ist durch eine endliche Kom-
pressibilitdt £ (Gl. 2.10) charakterisiert. Mit Variation des chemischen Potenzials u bei
festem U und der dadurch bedingten Anderung der Elektronendichte (Fiillung) ist eine
Divergenz der Kompressibilitit £ — oo fiir n — 1 beim Ubergang zum Mott-Isolator
n = 1 zu beobachten (siehe Gl. 2.11).

Eine Ndherung, die auf Clustern mit endlicher (und kleiner) Anzahl an Freiheitsgraden
basiert, bedingt notwendigerweise eine stark eingeschrinkte Beschreibung der niederenerge-
tischen Physik. Es ist daher anzunehmen, dass sich die Behandlung eines metallischen Zu-
stands (d. h. Anregungsenergien bei w = 0) im Rahmen der VCA als schwieriger gestaltet
als die Berechnung des Mott-Isolators. Andererseits vernachlassigt obige Argumentation die
Tatsache, dass die Einschréankungen in der Energieauflosung zumindest teilweise durch die
Optimierung der Clusterparameter kompensiert werden konnen. Dieser Effekt ist bekannt
sowohl aus DMFT-ED-Rechnungen [70] als auch aus Dynamical Impurity Approximations
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[12], in denen die Quasiteilchenresonanz unter Verwendung nur weniger Bad-Pléitze aufge-
16st werden kann. Zumindest unter technischen Gesichtspunkten sind die VCA-Rechnungen
im metallischen Zustand schwieriger als im Isolator, da aufgrund fehlender Teilchen-Loch-
Symmetrie eine grofsere Anzahl an Variationsparametern optimiert werden muss.

5.2.1 Variation der On-Site-Energien

Gerade bei der Untersuchung des fiillungsabhingigen Mott-Ubergangs ist es wichtig, im
Rahmen der VCA-Rechnung thermodynamische Konsistenz bzgl. der Elektronendichte si-
cherzustellen. Das bedeutet, dass sowohl die Berechnung der Fiillung mittels der (appro-
ximierten) Zustandsdichte

1
pio(w) = —=Im Gyjo (w + i0T) (5.2)
v

als
1 0
n= Z / dw pig(w) (5.3)

als auch unter Verwendung des (approximierten) groftkanonischen Potenzials geméf
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tibereinstimmende Resultate liefern miissen (siehe Kap. 3.1.3). Aus diesem Grund ist ei-
ne globale Optimierung der On-Site-Energie ¢ auf allen Clusterpldtzen (entspricht einer
Verschiebung des chemischen Potenzials im Referenzsystem) bei der Betrachtung dotierter
Systeme wesentlich. Es ist zu beachten, dass im Fall von Teilchen-Loch-Symmetrie € = 0
bereits festgelegt ist (vergl. Kap. 4.1). Bei der Berechnung des lochdotierten Systems findet
sich ein Maximum des Selbstenergiefunktionals als Funktion von & dagegen fiir € # 0.

Das Ein-Teilchen-Anregungsspektrum kann mit grofser Genauigkeit mittels DDMRG
[23] oder QMC-Rechnungen [71, 72| bestimmt werden. Die wesentlichen Bestandteile des
Spektrums, einschliefslich der stédrker ausgeprigten Spinon- und Holon-Bénder, sind be-
reits mit Hilfe endlicher Ketten (z. B. L. = 10) zugénglich, u. a. im Rahmen von CPT-
Rechnungen [30] (d. h. VCA ohne Parameteroptimierung). Selbst fiir Cluster mit L, = 2
und ns — 1 = 2 zusétzlichen Bad-Platzen je korreliertem Platz ist das berechnete Spek-
trum in Bezug auf die globale Struktur in sehr guter Ubereinstimmung mit den genaueren
DMRG-Daten, wie durch Capone et al. [73] demonstriert wurde.

In den folgenden Rechnungen konzentrieren wir uns auf einen weiteren Aspekt, der
entscheidend fiir jede Clustermethode ist. Der Sachverhalt ist in Abb. 5.13 fiir einen ein-
zelnen Cluster (ohne selbstkonsistente Einbettung in ein Gitter) dargestellt. Aufgrund der
U(1)-Symmetrie des grofkanonischen Hamilton-Operators des Clusters ist die Teilchen-
zahl N, im Grundzustand eine Erhaltungsgrofie, die abhidngig vom Wert des chemischen
Potenzials p die Werte N. = 0 bis N, = 2L, annehmen kann. Folglich kann die Fiillung
n. = N./L. als Funktion von p nur diskrete Werte annehmen und zeigt Unstetigkeiten
bei den entsprechenden kritischen Werten ji.; des chemischen Potenzials. Wie durch Abb.
5.13 gezeigt wird, handelt es sich hierbei um einen deutlichen Finite-Size-Effekt, der nicht
akzeptabel ist, wenn man am fiillungsabhingigen Mott-Ubergang im thermodynamischen
Limes interessiert ist.
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Abbildung 5.13: Elektronendichte n. = N./L. als Funktion des chemischen Potenzials fiir
eine Kette mit L. = 10 Pliatzen (offene Randbedingungen) im Vergleich mit dem exakten
Ergebnis fiir L. — oo aus [22].

Wir wir bereits bei der Untersuchung des Hubbard-Modells in D = 2 gesehen haben, ist
eine kontinuierliche Dotierung (als Funktion von p) unter Verwendung endlicher Cluster
im Rahmen der VCA mdéglich (Kap. 4). Es bleibt die Frage, wie zuverlissig eine solche
Vorhersage der Fiillung n(x) im Rahmen verschiedener Clusternéherungen ist, ob z. B. die
Divergenz in der Kompressibilitét fiir § — 0 beschrieben werden kann.

Durch Verwendung eines unendlichen Systems entkoppelter Cluster sowie durch Wie-
dereinfithrung des Inter-Cluster-Hoppings in niedrigster nichttrivialer Ordnung liefert die
CPT Ergebnisse im thermodynamischen Limes. Folglich ist zu erwarten, dass bereits die
CPT im Prinzip einen kontinuierlichen Verlauf der Fiillung in Abhéngigkeit von p zeigen
kann. Wie in Abb. 5.14 zu sehen ist, ergibt sich in CPT in der Tat ein metallischer Zu-
stand mit einer Kompressibilitdt , die fiir alle  endlich ist (aufer an den kritischen Werten
p = pc,i des einzelnen Clusters). Dieses Ergebnis stellt eine wesentliche Verbesserung der
CPT gegeniiber direkter Diagonalisierung (k = 0 aufer fir p = pi.;) dar. Als entscheiden-
der Nachteil der CPT zeigen sich (endliche) Spriinge an den kritischen Werten p = g ;.
Diese Unstetigkeiten resultieren aus der (unstetigen) Anderung des Clustergrundzustands
an jedem p = fi.;, woraus sich eine unstetige Anderung der Cluster-Green-Funktion G'(w)
und damit der CPT-Green-Funktion Gepr(w) (siehe Gl. 3.16) ergibt. Geméf Gl. 5.3 iiber-
tragt sich diese Unstetigkeit letztlich auch auf die Teilchenzahl.

Im Wesentlichen der gleiche Effekt tritt auf, wenn die Teilchenzahl als Ableitung des
grofkanonischen Potenzials nach p geméf Gl. 5.4 berechnet wird (siehe auch Gl. 3.31
oder Gl. 3.37). Die Gegeniiberstellung der Teilchendichten in Abb. 5.14, die geméif Gl. 5.3
bzw. Gl. 5.4 berechnet wurden, zeigen deutlich die thermodynamische Inkonsistenz der
CPT-Rechnungen. Der Vergleich mit den exakten Resultaten aus dem Bethe-Ansatz ldsst
erkennen, dass die Berechnung der Fiillung mit Hilfe der Zustandsdichte bei Verwendung
der CPT klar zu bevorzugen ist.
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Abbildung 5.14: Elektronendichte n aus CPT-Rechnungen (L. = 10) als Funktion von
p. Die Fiilllung wurde sowohl mit Hilfe von Gl. 5.3 durch Integration iiber die Zustands-
dichte bestimmt (rote Linie) als auch durch Ableitung des grofkanonischen Potenzials
nach p (Gl 5.4, blaue Linie). Die exakte Bethe-Ansatz-Losung (BA) ist zum Vergleich
mit angegeben. Horizontale gestrichelte Linien kennzeichnen die Clusterfiillungen, vertika-
le gestrichelte Linien markieren die kritischen chemischen Potenziale, an denen sich der
Clustergrundzustand &ndert.

Aus obigen Betrachtungen wird klar, dass die reine CPT den fiillungsabhéngigen Mott-
Ubergang nicht beschreiben kann und eindeutig Probleme bei der Berechnung der Elek-
tronendichte n in Abhéngigkeit vom chemischen Potenzial p zeigt. Beschrinkt man sich
allerdings auf eine diskrete Anzahl von Clusterfiillungen N, erhdlt man durchaus zufrie-
denstellende Ergebnisse. Entspricht die Fillung der CPT-Rechnung der Dichte im Cluster,
so liegt der zugehorige Wert des chemischen Potenzials nahe am exakten p, wie Abb. 5.14
zu entnehmen ist. In diesem Fall ergeben beide Rechnungen (Gl. 5.3 bzw. Gl. 5.4) nahezu
ibereinstimmende Ergebnisse fiir n (siche Abb. 5.14, Inset fiir n = 0.4 und n = 0.6). Den-
noch treten auch fiir Elektronendichten, die im Cluster realisiert werden kénnen, Probleme
auf. So kann z. B. dem Wert n = 0.5 kein eindeutiges chemisches Potenzial zugeordnet
werden und fiir die Kompressibilitdt gilt x = 0 in einem endlichen p-Intervall (Abb. 5.14,
Inset).

Die Verwendung der VCA als Clustermethode éndert die Situation grundlegend. Das
einfachste Referenzsystem besteht aus einer Kette unabhéangiger Cluster (ohne Bad-Plétze)
mit globalem Shift der On-Site-Energie ¢ als einzigem Variationsparameter, um die ther-
modynamische Konsistenz zu gewéhrleisten (siche Abb. 5.15). Die zugehérigen Ergebnisse
fiir verschiedene Clustergréfen L. sind in Abb. 5.16 dargestellt.

Abgesehen von der thermodynamischen Konsistenz besteht der eigentliche Unterschied
zur CPT-Rechnung darin, dass die Fiillung als stetige Funktion von g im gesamten Be-
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Abbildung 5.15: Urspriingliches Modellsystem und verschiedene Referenzsysteme mit zu-
gehorigen Variationsparametern. Erlduterungen siehe Text.

reich von p = —2 (leeres Band) bis u = p. (Halbfiillung) berechnet werden kann (was
durch Verwendung der Cluster mit L., = 2 bis L. = 10 tiberpriift wurde). Wie sich her-
ausstellt gleicht der optimale Wert von ¢ die Abweichung des chemischen Potenzials vom
Teilchen-Loch-symmetrischen Wert U/2 im Cluster (teilweise) aus. Fiir den Grundzustand
im Cluster gilt daher (wegen des Mott-Hubbard-Gaps) immer N, = L.. Der Clustergrund-
zustand, die optimale Selbstenergie als auch die Fiillung im Modellsystem sind folglich
stetige Funktionen des chemischen Potenzials p. Diese Eigenschaft ist bis p = —2 erfiillt,
wenn auch fiir die Elektronendichte im Rahmen dieser Clusterndherung nicht notwendi-
gerweise n(p = —2) = 0 gilt.

Abb. 5.16 zeigt den kritischen Bereich in der Ndhe von Halbfiillung. Wie sich heraus-
stellt, nimmt der kritische Wert des chemischen Potenzials y., an dem der Metall-Isolator-
Ubergang stattfindet, mit der Clustergroke zu und konvergiert zum exakten Ergebnis.
Allerdings ist die Konvergenz mit der Clustergrofe relativ langsam. Zudem ist aus den
Daten nicht ersichtlich, ob eine Divergenz in der Kompressibilitdt im Limes L. — oo zu
beobachten ist. Immerhin nimmt die Steigung von n(x) (d. h. k) fiir n — 1 mit zuneh-
mender Clustergrofse L. ab. Dieses Verhalten mag damit erklart werden, dass selbst im
Limes L, — oo und mit optimierten Clusterparametern die (Test-)Selbstenergie durch den
(Ne=L.)-Unterraum bestimmt wird und folglich die Physik des metallischen Zustands nur
unzureichend beschreiben kann.

Daraus ist zu schlieften, dass als Preis fiir den stetigen Verlauf der Teilchendichte als
Funktion von g der Grundzustand im Cluster auf Halbfiillung festgelegt ist. Dieser Um-
stand gewinnt mit zunehmender Lochdotierung immer mehr an Bedeutung. Das Inset,
Abb. 5.16 verdeutlicht diesen Punkt fir L. = 4. Fiir die Rechnung mit N, = L. = 4
stimmt die Elektronendichte n nur in der Ndhe von Halbfiillung mit dem exakten Ergebnis
gut iberein. In der Néhe von Viertelfiillung dagegen kann ein deutlich besseres Ergebnis
erzielt werden, wenn die VCA-Rechnung mit einem Clustergrundzustand N, = 2 = L./2
(Viertelfiillung im Cluster) durchgefiihrt wird, was physikalisch plausibel erscheint.

5.2.2 Bad-Plitze als Ladungsreservoirs

Wie bereits die Rechnungen bei Halbfiillung gezeigt haben, kann die Verwendung von
Bad-Platzen eine Clusterndherung entscheidend verbessern. Bad-Plétze gewinnen umso
mehr bei der Untersuchung metallischer Zustdnde an Bedeutung, da sie hier zusétzlich
als Ladungsreservoirs dienen. Mit Anderung des chemischen Potenzials oder eines anderen
physikalischen Parameters kann die Elektronendichte auf den korrelierten Pléatzen kontinu-
ierlich variiert werden, indem die Ladung von oder zu den Bad-Plédtzen im Referenzsystem



5.2. FULLUNGSABHANGIGER MOTT-UBERGANG 75

c 68
()
= 10
= )
2
c .
2
S /" exakt (BA)
% .
| -1 0 1
ARENSSARSRannsss | N0
L =4 ]
Ho.8
N=2/7N=4]0.6
H0.4
- exakt (BA) * 0.2
‘ 1

| | |
0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6
chemisches Potenzial u

Abbildung 5.16: Elektronendichte n als Funktion des chemischen Potenzials p in der Né-
he von Halbfiillung fiir U = 4. VCA-Rechnungen mit Referenzsystem Abb. 5.15, A fiir
unterschiedliche Clustergrofen L.. Fiir den Clustergrundzustand gilt unabhéngig von der
Clustergrofte N. = L. Inset: n(u) im gesamten p-Bereich, Rechnungen fiir L, = 4 mit
Clustergrundzustand N, = L. und N, = L./2.

fliefst.

Im Gegensatz zur (Cellular) DMFT weicht die Fiillung n im Modellsystem (berechnet
aus der approximierten VCA-Green-Funktion, Gl. 3.14) im Allgemeinen von der Elektro-
nendichte n’ auf den korrelierten Pliatzen im Referenzsystem ab. Erfahrungsgemaf sind die
Abweichungen allerdings gering, so dass n ~ n/ gilt. Das bedeutet, dass Elektronendichten
auf den korrelierten Platzen von n = 0 bis n = 1 (Halbfiillung) realisiert werden konnen,
indem ein stets halbgefiilltes Referenzsystem betrachtet wird. Dazu muss mindestens ein
Bad-Platz pro korreliertem Platz (ns = 2) existieren. Nimmt man als Beispiel einen Cluster
mit L. = 2 korrelierten Plédtzen und ng — 1 = 1 Bad-Platz je korreliertem Platz, so enthalt
das Referenzsystem insgesamt L' = 4 Platze. Fiir Teilchen-Loch-symmetrische Parameter
liegt der Grundzustand des Clusters im (NV{,,=4)-Unterraum und Symmetrieargumente
ergeben n’ = 1 auf den korrelierten Plétzen und nj . = 1 auf den Bad-Plitzen. Dieser
Fall entspricht Halbfiillung n = 1 im Modellsystem. Dotierung n < 1 bedeutet n’ ~n < 1
und nj,, > 1, so dass weiterhin n’ + nj_, = 2 gilt, d. h. der Clustergrundzustand liegt
bei Halbfiillung. Im Limes n — 0 ist die gesamte Ladung N/, = 4 im Wesentlichen auf
die Bad-Plétze verteilt, d. h. n’ — 0 und nj,,, — 2. Analoge Argumente gelten fiir n > 1.
Diese Methode verspricht folglich einen stetigen Verlauf aller betrachteten Gréfen in Ab-
héngigkeit vom chemischen Potenzial y. Der Grundzustand im Cluster bleibt dabei im
(N{,;=L")-Unterraum, wihrend die physikalischen Eigenschaften des Modells durch die
Dichte auf den korrelierten Plitzen n’ ~ n bestimmt werden.

Es ist uns nicht gelungen, eine Losung im Rahmen der VCA-Rechnungen (d. h. einen
stationdren Punkt des Selbstenergiefunktionals) unter Verwendung von zwei Bad-Platzen
je korreliertem Platz (ns = 3) zu finden. Wie sich aus der Diskussion fiir Halbfiillung her-
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Abbildung 5.17: Elektronendichte n als Funktion des chemischen Potenzials p in der Néhe
von Halbfiillung fiir U = 4. VCA-Rechnung mit Referenzsystem Abb. 5.15, B und L. =
2 bzw. L. = 4. Zum Vergleich sind die exakte Bethe-Ansatz-Losung und die CDMFT-
Rechnung aus [73] dargestellt.

ausgestellt hat, erwartet man bei Verwendung von Referenzsystemen mit gerader Anzahl
an Bad-Platzen je korreliertem Platz eine gute Beschreibung des Mott-Isolators, nicht aber
des Metalls. Folglich konzentrieren wir uns fiir die Untersuchung des dotierten Systems auf
Referenzsysteme mit ng = 2. Der Einfachheit halber koppeln wir je einen Bad-Platz an
jeden korrelierten Platz und nehmen an, die Hybridisierung V' sei unabhéngig vom Gitter-
platz. Als weitere Variationsparameter werden die On-Site-Energien ¢ auf den korrelierten
Pliatzen und ¢’ auf den Bad-Platzen betrachtet, die ebenfalls als platzunabhiangig ange-
nommen werden. Das entsprechende Referenzsystem ist in Abb. 5.15, B dargestellt.

Numerische Ergebnisse fiir die Cluster mit L. = 2 und L. = 4 korrelierten Platzen
sind in Abb. 5.17 zu finden. Unabhéngig von der Clustergrdfe zeigt sich eine hervorra-
gende Ubereinstimmung mit dem exakten Resultat fiir Fiillungen kleiner als n ~ 0.75.
Allerdings liefern die VCA-Rechnungen mit Bad-Plédtzen auch fiir grofere Elektronendich-
ten iiberzeugende Daten und zeigen eine beachtliche Verbesserung sowohl im Vergleich
mit der CPT (Abb. 5.14) als auch mit unseren VCA-Rechnungen ohne Bad-Pldtze (Abb.
5.16). Das kritische chemische Potenzial p. fiir den Mott-Metall-Isolator-Ubergang wird
etwas iiberschétzt, allerdings ist der Fehler hier deutlich geringer als die Unterschatzung
fiir VCA-Rechnungen ohne Bad-Pldtze. Von groferem Interesse ist jedoch, dass der Ansatz
mit Bad-Platzen die Divergenz der Kompressibilitat offensichtlich korrekt wiedergibt. Un-
glinstigerweise hat es sich als numerisch auflerst schwierig herausgestellt, den stationéren
Punkt in der Ndhe von Halbfiillung als Funktion von p zu verfolgen. Die CDMFT-Daten
von Capone et al. [73], die ebenfalls in Abb. 5.17 zu sehen sind, liegen etwas néher am
exakten n(u).

Durch die Anzahl L. und ng, — 1 der korrelierten Platze und der Bad-Platze ist das
Referenzsystem nicht eindeutig festgelegt. Verschiedene Referenzsysteme kénnen dadurch
erzeugt werden, dass die Bad-Platze in unterschiedlicher Weise an die korrelierten Plétze
angekoppelt werden. Das Referenzsystem Abb. 5.15, C z. B. wird charakterisiert durch L. =
2 und ns; = 2, spannt aber (sofern alle Ein-Teilchen-Parameter unabhéingig voneinander
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Abbildung 5.18: Verlauf der optimalen Variationsparameter (Referenzsystem Abb. 5.15,
C) als Funktion des chemischen Potenzials u fiir U = 4. Ae bezeichnet einen globalen Shift
aller Ein-Teilchen-Energien (e, £, und &y).

variiert werden) einen anderen Raum S fiir Test-Selbstenergien auf als Referenzsystem B
(mit L, = 2). Im Limes ny — oo, d. h. im Fall der CDMFT, spielen die verschiedenen
Moglichkeiten, wie die Bad-Platze an die korrelierten Platze angekoppelt werden, keine
Rolle mehr. Die unterschiedlichen Darstellungen kénnen durch unitdre Transformationen
aufeinander abgebildet werden und spannen dadurch denselben Raum fiir die Selbstenergie
auf. Das gilt jedoch nicht fiir endliche (kleine) ngs. Wie im Folgenden gezeigt wird, liefern
die Referenzsysteme Abb. 5.15, B und C &hnliche Ergebnisse fiir die metallische Phase,
Referenzsystem Abb. 5.15, C bietet jedoch eine deutlich bessere Beschreibung des Mott-
Isolators.

Jeder Bad-Platz im Referenzsystem C koppelt an beide korrelierten Plédtze mittels
der Hybridisierungen Vi und V, an. Die Forderung, dass die Selbstenergie invariant unter
Vertauschung der korrelierten Plétze bleibt, fithrt auf die Bedingung V; = £V5. Die beiden
Bad-Platze werden durch die Parameter V7 = —V5, =V, bzw. V; = Vo = V}, beschrieben.
Nur so kann die Teilchen-Loch-Symmetrie im Referenzsystem fiir y = U/2 erfiillt werden.
Als Konsequenz sind insgesamt fiinf Variationsparameter zu optimieren, V, und V4, die
On-Site-Energien der Bad-Platze €, und 3, sowie ein globaler Shift aller On-Site-Energien
(also einschlieflich der korrelierten Plitze) Ae.
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Abbildung 5.19: Elektronendichte n als Funktion des chemischen Potenzials fiir U = 4
(Referenzsystem Abb. 5.15, C) im Vergleich mit der exakten Bethe-Ansatz-Losung, mit

der DMFT-Rechnung aus [73| und mit der Two-Site Dynamical Impurity Approximation
(DIA).

Abb. 5.18 zeigt die optimalen Werte aller Variationsparameter als Funktion des chemi-
schen Potenzials p. Bei Halbfiillung im Mott-Isolator, d. h. fiir u > p., sind die Parameter
unabhéngig von p. Fiir den globalen Shift der On-Site-Energien gilt Ae = 0, weiterhin ist
Vo = Vp und &, + €, = U. Am Teilchen-Loch-symmetrischen Punkt p = U/2 sind diese
Einschrankungen durch Symmetrieliberlegungen festgelegt und werden offensichtlich im
Rahmen der Néherung erfiillt. Die Parameter zeigen einen stetigen Verlauf als Funktion
von u aufer an g = pe ~ 1.42, d. h. am Metall-Isolator-Ubergang. Mit abnehmendem
verringern sich die On-Site-Energien auf den Bad-Platzen, was in einer entsprechenden Zu-
nahme der Elektronendichte n’ resultiert und damit eine Abnahme der Fiillung n auf den
korrelierten Plédtzen bedingt. Das Referenzsystem bleibt im gesamten p-Bereich halbgefiillt.
Bei p ~ —0.76 verschwindet die Hybridisierung des Bad-Platzes ,a“, d. h. der Bad-Platz
koppelt ab. Dieser Bad-Platz ist wegen e, + Ae < p vollbesetzt. Fiir kleinere Werte von
i besteht das verbleibende Referenzsystem demnach aus den beiden korrelierten Plédtzen
und nur noch einem Bad-Platz mit einer Gesamtzahl an Elektronen N/, = 2. Bei g — —2
koppelt schlieklich auch der zweite Bad-Platz ,b* ab (V;, — 0). Dieser enthélt die beiden
restlichen Elektronen, so dass fiir die beiden korrelierten Plédtze und damit das Modellsys-
tem n — 0 gilt. Damit erfiillen die Bad-Platze ihre Funktion als Ladungsreservoirs.

Die sich daraus ergebende Abhéngigkeit der Elektronendichte als Funktion von p ist in
Abb. 5.19 zu finden. Die Ubereinstimmung mit dem exakten Ergebnis des Bethe-Ansatzes
ist hervorragend fiir kleine und mittlere Fillungen. Geringfiigige Abweichungen sind ab
n > 0.8 zu beobachten. Dennoch wird das Verhalten von n(u) qualitativ richtig wiederge-
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geben, einschlieRlich der Divergenz in der Kompressibilitit am Metall-Isolator-Ubergang.
Ein Vergleich mit den Daten unter Verwendung von Referenzsystem Abb. 5.15, B lasst auf
der Skala von Abb. 5.19 kaum Unterschiede erkennen.

Das kritische chemische Potenzial ergibt sich aus der VCA-Rechnung (Referenzsystem
Abb. 5.15, C) zu p. ~ 1.42. Dieses Resultat lisst sich vergleichen mit der Grofe fiir die
Bandliicke (bei Verwendung desselben Referenzsystems) A = 1.128, die bei Halbfiillung
aus der LDOS abgelesen werden kann. Mit Hilfe der Bezichung

A=2(U/2— pe) (5.5)

folgt daraus fiir das kritische chemische Potenzial p. = 1.436. Die geringfiigige Abwei-
chung der beiden Ergebnisse ist sehr wahrscheinlich auf numerische Schwierigkeiten bei der
Bestimmung des stationdren Punkts in der metallischen Phase nahe am Metall-Isolator-
Ubergang zuriickzufithren. Der Wert des Gaps ist in guter Ubereinstimmung mit dem
Ergebnis unter Verwendung von Referenzsystem Abb. 5.1, K mit L. = 2. Daraus ist zu
schliefen, dass mit Hilfe von Referenzsystem Abb. 5.15, C (im Gegensatz zu Referenz-
system B) nicht nur die metallische Phase fiir beliebige Fiillungen gut beschrieben wird,
sondern zusétzlich auch der Mott-Isolator. Bedenkt man die geringe Grofe dieses Clusters,
ist das ein iiberraschend gutes und zufriedenstellendes Ergebnis.

In Abb. 5.19 sind ebenfalls die Daten aus Single-Site-DMFT-Rechnungen enthalten.
Wahrend die Mean-Field-Theorie in der Ndhe von Halbfiillung versagt, ist fiir Elektronen-
dichten kleiner als n ~ 0.6 kaum eine Abweichung vom exakten Ergebnis erkennbar. Es
ist bemerkenswert, dass selbst die einfachste Dynamical Impurity Approximation (DIA)
im Rahmen der SFT (d. h. ein Referenzsystem bestehend aus nur einem korrelierten Platz
und einem Bad-Platz, L. = 1, ng = 2) das volle DMFT-Resultat quantitativ reproduzieren
kann. Die entsprechenden Kurven n(u) fir DMFT und DIA sind auf der Skala der Abb.
5.19 nicht zu unterscheiden.

Unsere Resultate sind in guter Ubereinstimmung mit den CDMFT-Rechnungen von
Koch et al. fiir den Mott-Ubergang im 1D-Hubbard-Modell [74]. Die systematische Unter-
suchung der Konvergenz der Elektronendichte n in CDMFT mit der Anzahl der korrelierten
Plétze bzw. der Bad-Plétze ldsst erwarten, dass die Selbstenergie in der Ndhe des Metall-
Isolator-Ubergangs eine starke k-Abhingigkeit besitzt. Die Konvergenz mit der Anzahl der
korrelierten Plétze im kritischen Bereich wird dadurch deutlich langsamer. Andererseits
zeigt bereits ein Cluster mit zwei korrelierten Pliatzen eine deutliche Verbesserung gegen-
tiber der DMFT-Rechnung. Unsere VCA-Rechnungen fiir L, = 2 und L. = 4 (ns = 2) in
Abb. 5.17 nahe am kritischen Wert p. bestédtigen diese Beobachtungen.

5.3 Auswahlkriterien fiir Referenzsysteme

Die Konvergenz charakteristischer Grofsen des Mott-Isolators bei Halbfiillung wird haupt-
séchlich durch die Anzahl der korrelierten Plétze bestimmt. So lédsst sich der Mott-Isolator
fiir Teilchen-Loch-Symmetrie bereits gut durch Cluster mit wenigen korrelierten Platzen
beschreiben, fiir die ausschlieflich das Intra-Cluster-Hopping als Variationsparameter op-
timiert wird. Gemessen an der Grundzustandsenergie wird durch diese Optimierung al-
lerdings eine nur unbedeutende Verbesserung im Vergleich mit der CPT (VCA ohne Pa-
rameteroptimierung) erzielt. Auch die unabhéngige Optimierung weiterer oder sogar al-
ler Intra-Cluster-Nearest-Neigbhor-Hopping-Parameter ergibt nur einen kleinen Energie-
gewinn verglichen mit der Energieabsenkung, die durch Vergréferung des Clusters erzielt
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werden kann. Mit zunehmendem Abstand vom Clusterrand konvergieren die optimalen
Hopping-Parameter in diesem Fall schnell zum ,physikalischen Wert. Hopping-Parameter,
die die Kettenrdnder miteinander verbinden, verschwinden am stationdren Punkt (d. h. das
System bevorzugt offene Randbedingungen). Das Gleiche gilt fiir Hopping-Parameter, die
eine Verletzung der Teilchen-Loch-Symmetrie bedingen wiirden, wie z. B. Next-Nearest-
Neighbor-Hopping.

Typisch fiir Cluster-Mean-Field-Naherungen ist die Verbesserung der Ergebnisse (Grund-
zustandsenergie und Bandliicke) mit zunehmender Wechselwirkung, da raumliche Fluktua-
tionen an Bedeutung verlieren. Die Daten fiir mittlere und starke Kopplung resultieren aus
Rechnungen, fiir die die Variationsparameter im Referenzsystem nach Optimierung nahe
an den entsprechenden Werten des Modellsystems liegen. Dagegen sind grofte Abweichun-
gen der Varationsparameter (mehr als 100%) vom Modellsystem offensichtlich giinstig, um
die Physik im Bereich schwacher Wechselwirkung zu beschreiben.

Die zusétzliche Verwendung einer unendlichen oder grofsen Anzahl von Bad-Plédtzen
erscheint unnotig. Einige wenige Bad-Pléatze kdnnen die Ergebnisse allerdings deutlich ver-
bessern. Die Rechnungen haben gezeigt, dass die Bad-Pléatze bevorzugt an korrelierte Pléatze
am Rand des Clusters ankoppeln, wahrend die Hybridisierung zu Pliatzen im Clusterinne-
ren nahezu verschwindet. Diese Beobachtung ist konsistent mit den Auswahlregeln fiir
CDMFT-Rechnungen, nach denen das Bad nur an die Clusteroberfliche ankoppelt |[74].
Wie sich herausgestellt hat, resultiert aus der Verwendung von Bad-Plétzen generell eine
verbesserte Grundzustandsenergie, die Konvergenz zum exakten Ergebnis wird durch Bad-
Platze jedoch kaum beschleunigt. Es ist vielmehr wesentlich effektiver, anstelle zusétzlicher
Bad-Platze weitere korrelierte Plitze zu verwenden, sofern man an der Grundzustands-
energie interessiert ist. Dagegen haben Bad-Plédtze bei der Bestimmung des Gaps A im
Ein-Teilchen- Anregungsspektrum einen markanten Einfluss auf die Grofse der Bandliicke,
wodurch die Bedeutung lokaler Korrelationen fiir das Ein-Teilchen-Spektrum untermauert
wird. Referenzsysteme mit gerader Anzahl an Bad-Pléatzen je korreliertem Platz (am Clus-
terrand) sind in diesem Fall Clustern ohne Bad-Plitze, aber mit entsprechend gréferer
Anzahl an korrelierten Pléatzen tiberlegen.

Insbesondere bei der Untersuchung dotierter Systeme (fiillungsabhingiger Mott-Uber-
gang, metallische Phase abseits von Halbfiillung) sind Bad-Pldtze als Ladungsreservoirs von
entscheidender Bedeutung. Bereits ohne Verwendung von Bad-Platzen, nur unter Variation
einer globalen On-Site-Energie, ergibt sich ein kontinuierlicher Verlauf der Elektronendich-
te n als Funktion des chemischen Potenzials u. Obwohl dieses Ergebnis eine klare Verbes-
serung gegeniiber direkten Clustermethoden und CPT-Rechnungen darstellt, besteht das
Hauptproblem weiterhin darin, dass die Teilchenzahl im Cluster konstant bleibt. Ausgehend
von einem halbgefiillten Cluster werden die Ergebnisse somit immer weniger zuverlassig,
je starker das Modellsystem dotiert wird. Andererseits ldsst sich dieser Nachteil durch Ver-
wendung eines Referenzsystems, dass mindestens einen Bad-Platz pro korreliertem Platz
enthélt (ns > 2), beheben. Wiahrend die Gesamtzahl der Elektronen im Cluster konstant
bleibt (Halbfiillung N/, = L), kann die Elektronendichte auf den korrelierten Pliatzen und
entsprechend die Fiillung im Modellsystem kontinuierlich im gesamten p-Bereich variiert
werden.

Diese Methode funktioniert fiir Cluster mit L. korrelierten Platzen und ny — 1 = 1
zusédtzlichen Bad-Platz pro korreliertem Platz in einem weiten Dotierungsbereich. Her-
vorragende Ubereinstimmung mit dem exakten Bethe-Ansatz-Ergebnis n(u) zeigt sich fiir
Fillungen kleiner als n = 0.75. In der Ndhe von Halbfiillung liefert die VCA weiterhin qua-
litativ zufriedenstellende Ergebnisse, vergleichbar mit CDMFT, iiberschétzt das kritische
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chemische Potenzial allerdings leicht. Beim Ubergang zu Halbfiillung n — 1 ergeben sich
numerische Schwierigkeiten, die Divergenz in der Kompressibilitét ist aber klar erkennbar.
Als besonders geeignet hat sich der Cluster aus Abb. 5.15, C (L. = 2 und ns = 2) herausge-
stellt, der sowohl eine gute Beschreibung der metallischen Phase als auch des Mott-Isolators
erlaubt.

Unsere Analyse der Clustermethoden macht deutlich, dass eine angemessene Untersu-
chung des zweidimensionalen Hubbard-Modells abseits von Halbfiillung im Rahmen der
VCA die Verwendung von Bad-Platzen voraussetzt. Ergénzend zu den Rechnungen aus
Kap. 4 werden wir uns daher im Folgenden auf Cluster mit Bad-Freiheitsgraden als Refe-
renzsystem konzentrieren.



Kapitel 6

2D-Hubbard-Modell: Variational
Cluster Approach mit Bad-Platzen

In Analogie zu Kap. 4 beschreiben wir das Referenzsystem in der Form H' = Hfy_+ H!,..
Wir verwenden L. = 4 und ngs = 2, d. h. wir koppeln an jeden korrelierten Platz des 2x2-

Clusters je einen Bad-Platz an. Unser Referenzsystem lédsst sich somit durch
Hiye = =t & tjo—nY (g +iwie) + U Y iy
(i5) io i
I:I‘,zar = Ezﬁiﬂ + hznl (ﬁZT - ﬁll)
0 7
ten > o+ o Y i (At — i)
i 4
+ 3 (Vawo eyt + He.) (6.1)
i

darstellen mit der Abkiirzung n; = '™ (Q = (m, m)). In Erginzung zu den Variationspa-
rametern € und h aus GIl. 4.1 betrachten wir die On-Site-Energie €, und ein antiferromag-
netisches Feld h;, auf den Bad-Plétzen sowie die (spinabhéngige) Hybridisierung V; bzw.
V| (siche Abb. 6.1). Ohne zusétzliche Randbedingungen sind folglich sechs unabhéngige
Parameter zu optimieren.

6.1 Teilchen-Loch-Symmetrie

Wir betrachten zunéchst wieder das halbgefiillte 2D-Hubbard-Modell am Teilchen-Loch-
symmetrischen Punkt p = U/2 (d. h. ausschliefslich Nearest-Neighbor-Hopping). Als Kon-
sequenz lésst sich die Anzahl unabhéngiger Variationsparameter reduzieren. Es folgt die be-
kannte Bedingung ¢ = 0 fiir die korrelierten Pliatze und zusétzlich e, = psowie V4 = V| =V
unter Beriticksichtigung der Bad-Plédtze. Zu optimieren sind daher nur noch die antiferro-
magnetischen Felder h auf den korrelierten Platzen bzw. hy auf den Bad-Plétzen und die
Hybridisierung V. In den Rechnungen wird ein halbgefiillter Cluster verwendet.

6.1.1 Antiferromagnetischer Grundzustand

Obwohl im Prinzip alle Ein-Teilchen-Parameter des Referenzsystems unabhéngig vonein-
ander zu optimieren sind, zahlt sich der damit verbundene numerische Aufwand nicht
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Abbildung 6.1: Referenzsystem L. = 4/ng = 2 (d. h. 2x2-Cluster mit je einem Bad-Platz
je korreliertem Platz) mit Variationsparametern. Details siehe Text.

notwendigerweise aus. Vielmehr haben unsere Rechnungen gezeigt, dass die Betrachtung
einiger weniger Variationsparameter oftmals ausreicht, um zufriedenstellende Ergebnisse
zu erzielen (siche z. B. die unabhéngige Optimierung aller Hopping-Parameter in Kap.
5.1.3). Welche der Parameter h, hy und V entscheidend fiir die Qualitidt der Losung sind,
soll daher im Folgenden untersucht werden.

Wahl der Variationsparameter

Der Verlauf der optimalen Variationsparameter als Funktion von U ist in Abb. 6.2 zu
sehen. Wahrend die Hybridisierung V' in allen unseren Rechnungen als Variationsparame-
ter beriicksichtigt wird, haben wir sowohl eine unabhéngige Optimierung von h und hy
durchgefiihrt als auch die Falle h = 0 bzw. hy = 0 mit hy bzw. h als einzigem Variations-
parameter neben V' betrachtet. Der zugehorige antiferromagnetische Ordnungsparameter
m als Funktion der Wechselwirkung ist in Abb. 6.3 dargestellt.

Wie sich herausstellt, liefern die unabhéngige Optimierung der Felder h und h; sowie
die Optimierung von hy mit h = 0 praktisch {ibereinstimmende Werte fiir den Ordnungs-
parameter (Abb. 6.3). Durchgezogene und gestrichelte blaue Kurven liegen aufeinander.
Ebenfalls zeigt sich ein vergleichbarer Verlauf des optimalen Werts der Hybridisierung V/
als Funktion von U (Abb. 6.2), insbesondere fiir grofe Wechselwirkung. Anhand von Abb.
6.2 ist bei Variation des Weiss-Felds auf den korrelierten Plitzen h(U — oo) = 0 zu er-
warten, wodurch sich die gute Ubereinstimmung der Daten erklirt. Im Bereich schwacher
Wechselwirkung (hier U < 4) konnen bei unabhéngiger Optimierung von h und h; drei
Losungen gefunden werden. Allerdings ist es nicht gelungen, diese Ergebnisse konsistent
mit der in Abb. 6.2 dargestellten Losung fiir U > 4 zu verbinden, weswegen nur die Daten
ab U = 4 gezeigt werden.! Eine Optimierung des antiferromagnetischen Felds h ausschlief-
lich auf den korrelierten Platzen (hy = 0) fiihrt im Gegensatz zu obigen Resultaten mit
Variation von hy auf ein deutlich schlechteres Ergebnis fiir den Ordnungsparameter m.
Insbesondere lésst sich aus Abb. 6.3 (Inset) der Wert m(U — oo) = 1 ablesen, d. h. es
kann keine Verbesserung gegeniiber Mean-Field-Rechnungen erzielt werden.

Diese Ergebnisse legen nahe, h = 0 zu verwenden und nur das antiferromagnetische
Feld h; auf den Bad-Plidtzen zu optimieren. Ein Vergleich mit CDMFT bestérkt diese
Vorgehensweise. Wie sich zeigen lésst, gilt in CDMFT exakt h = 0 [32], d. h. die anti-
ferromagnetische Ordnung wird nur durch das Bad stabilisiert. Bemerkenswerterweise ist
offensichtlich ein einzelner Bad-Platz je korreliertem Platz im Rahmen der VCA ausrei-
chend, um dieses Ergebnis in guter Ndherung zu reproduzieren.

Fiir U = 8 findet sich als optimaler Wert des antiferromagnetischen Felds auf den korre-

LFiir U > 4 lasst sich neben der in Abb. 6.2 angegebenen Lésung eine weitere Losung finden. Aufgrund
des unerwartet grofien Werts von |h| (wir finden |h| > 1) wird diese Lésung verworfen und nicht dargestellt.



84 KAPITEL 6. 2D-HUBBARD-MODELL: VCA MIT BAD-PLATZEN

L=4/n=2

2.5

1.5

V, h

04IIIIIIIIIIIIIIIII

0.5

optimaler Variationsparameter h

0 5 10 15 20

b U

0 4 8 12 16 20
Wechselwirkungsstarke U

Abbildung 6.2: Verlauf der optimalen Variationsparameter V', h und h; als Funktion der
Wechselwirkung U fiir Referenzsystem Abb. 6.1. Sofern A bzw. h nicht als Variationspa-
rameter beriicksichtigt wurde, gilt A = 0 bzw. hy = 0. Ng = 20 x 20.

E l T T T I T T T T T T T T T I T T T
o - L=4/n=2 V,h hy
@ L e ——
S osl =10b —
g_ - -
7)) = I'.I.. T T I T T T T I T T T T -
(@]
g L 4
2 06 _
O N o/ A Sl .- 4
®) 08F NG 4
g 04 0.7 —
8 0.6 ;&Helsenberg Modell i
o) b u
(U - -
€ 02 05F | | ~ _
k) 0 0.1 0.2 03 |
8= /U ]
m O 1 1 I 1 1 1 I 1 1 1 I 1 1 1 I 1 1 1

0 4 8 12 16 20

Wechselwirkungsstarke U

Abbildung 6.3: Antiferromagnetischer Ordnungsparameter m als Funktion der Wechselwir-
kung U fiir ausgewéahlte Referenzsysteme. Das Inset zeigt das Verhalten fiir U — oo, der
exakte Wert m = 0.61 [25] ist zum Vergleich angegeben. N, = 20 x 20.
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lierten Pldatzen h = —0.023 bei gleichzeitiger Optimierung von h und hy, (die vergleichbare
Rechnung ohne Bad-Plitze (L. = 4, Abb. 4.1) ergibt h = 0.196). Geben wir h = 0 vor, so
dndern sich die optimalen Werte der Variationsparameter h; von 2.93 auf 3.26 bzw. V' von
1.19 auf 1.27. Durch die entsprechende Verschiebung der optimalen Ein-Teilchen-Parameter
der Bad-Plétze kann offensichtlich der Einfluss des Weiss-Felds h auf den korrelierten Plét-
zen (teilweise) beriicksichtigt werden. Der antiferromagnetische Ordnungsparameter bleibt
praktisch unverandert (m = 0.80), allerdings erweist sich dieser ohnehin als duferst ro-
bust gegeniiber Verdnderungen der Clustergrofie oder Clustergeometrie (siehe Abb. 6.3).
Geringe Unterschiede der Lésungen mit unabhéngiger Optimierung von A bzw. mit h = 0
zeigen sich allerdings z. B. in der Gréfse der Bandliicke. Der Wert des Gaps dndert sich von
A = 4.281 auf A = 4.356.

o s — ' —
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,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, u
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——————————— - - ——
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Abbildung 6.4: Schematische Darstellung des antiferromagnetischen Felds h; auf den Bad-
Platzen. Diskussion siehe Text.

Interessant ist der Verlauf des optimalen antiferromagnetischen Felds hj als Funktion
der Wechselwirkung (siehe Abb. 6.2, Inset). Wie die Daten erkennen lassen, gilt im Limes
starker Wechselwirkung hy ~ p = U/2. Abb. 6.4 veranschaulicht die Situation fiir zwei
benachbarte Gitterplitze A und B. Dargestellt sind die Ein-Teilchen-Niveaus fiir Spin-T
bzw. Spin-| der korrelierten Plétze (schwarz) und der Bad-Plétze (weiff), wir nehmen h = 0
an. Doppelbesetzung eines korrelierten Platzes bedingt aufgrund der lokalen Coulomb-
Wechselwirkung ein um U verschobenes Energieniveau (grau). Wir gehen davon aus, dass
der (korrelierte) Gitterplatz A mit einem 7-Elektron besetzt ist, der entsprechende Bad-
Platz enthélt ein |-Elektron (dargestellt durch rote Pfeile). Wie Abb. 6.4 erkennen lasst,
sind die Ein-Teilchen-Niveaus der beiden Elektronen wegen hy =~ p in etwa identisch. Unter
diesem Gesichtspunkt ist ein Hiipfen des T-Elektrons auf dem korrelierten Platz bei A auf
den Bad-Platz bei A vergleichbar mit dem Hiipfen auf den benachbarten korrelierten Platz
bei B (blaue Linien), denn die zu iiberwindende potentielle Energie ist nahezu gleich. (Eine
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Abbildung 6.5: Energiedifferenz AQ = Qpy — Qap zwischen paramagnetischer und anti-
ferromagnetischer Losung in Abhéngigkeit von U. Unabhingig vom Referenzsystem zeigt
sich das erwartete 1/U-Verhalten fiir starke Wechselwirkung (vergleiche mit gepunkteter
Linie). Ny = 20 x 20.

analoge Betrachtung des |-Elektrons ergibt die gleiche Symmetrie zwischen korrelierten
Pliatzen und Bad-Pldtzen in Bezug auf deren Energieniveaus fiir hy ~ p.)

Mit deutlicher Vergroferung des antiferromagnetischen Felds Ay (bei gleichbleibendem
Wert der Hybridisierung V') darf der Einfluss der Bad-Plitze mehr und mehr vernachlds-
sigt werden. Im Limes hy, — oo finden wir ein vollbesetztes sowie ein unbesetztes Niveau
fiir jeden Bad-Platz. Der energetisch grofse Abstand zu den Niveaus der korrelierten Plat-
ze erlaubt es, die Bad-Platze unabhangig von den korrelierten Plédtzen zu betrachten. Der
gedankliche (da keine Optimierung) Grenzfall hy, — oo ist offensichtlich identisch zur Rech-
nung ohne Bad-Pldtze (d. h. L. = 4, Abb. 4.1). Eine starke Verringerung von h; dagegen
fithrt im Limes h, — 0 dazu, dass die beiden Elektronen (mit Spin-T und Spin-]) pro Git-
terplatz gleichméfig auf die (vier) Niveaus des korrelierten Platzes und des Bad-Platzes
verteilt werden. Antiferromagnetische Ordnung kann dadurch nicht beschrieben werden.

Die Betrachtung der beiden Grenzfille h, — 0 bzw. h; — oo liefert keine strenge
Begriindung fiir den gefundenen Wert hj & 1, veranschaulicht aber die Wirkung des anti-
ferromagnetischen Felds hy, auf die korrelierten Plétze. Beriicksichtigt man zusétzlich die
Symmetrie zwischen korrelierten Platzen und Bad-Plidtzen in Bezug auf deren Energieni-
veaus fiir hy &~ p (Abb. 6.4), so erscheint das Ergebnis zumindest plausibel.

Vergleich mit ausgewéhlten Referenzsystemen

Eine Gegeniiberstellung der VCA-Rechnungen fiir ausgewéhlte Cluster ist in Abb. 6.5 an-
hand der Energiedifferenz AQ) = Qpy — Qar als Funktion der Wechselwirkung zu sehen.
Wie in Kap. 4.1 diskutiert wurde, beriicksichtigt A2 nur den Anteil antiferromagnetischer
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Kopplungen zwischen den Clustern. Unabhéngig von der Wahl des Referenzsystems ergibt
sich ein antiferromagnetischer Grundzustand fiir alle U > 0. Unter der Annahme, dass die
Energiedifferenz zwischen Paramagnet und Antiferromagnet als Maf fiir die Energieanre-
gungen dienen kann, die die antiferromagnetische Ordnung zerstoren, ist ein Vergleich von
AQ mit der Néel-Temperatur T aus DCA-Rechnungen moglich. Wir haben Ty bereits in
Kap. 4.3 als Maf fiir die Starke antiferromagnetischer Korrelationen herangezogen — mit
dem Hinweis, dass der Wert von Ty aus DCA-Rechnungen in D = 2 diejenige Temperatur
beschreibt, ab der antiferromagnetische Korrelationen die Clustergrenzen iiberschreiten.
Da der Anteil der Entropie zwischen Paramagnet und Antiferromagnet fiir endliche Tem-
peraturen in A2 unberiicksichtigt bleibt, kann der Vergleich mit T nur als Indiz fiir die
Qualitat der VCA-Rechnung gewertet werden. Mit Hilfe der DCA lésst sich das Maximum
der Néel-Temperatur T bei 3W/4 = 6 [55] finden und stimmt damit mit dem Maximum
in der Energiedifferenz AQ) unserer VCA-Rechnung mit Bad-Plétzen (L, = 4/ns = 2)
tiberein. Die entsprechende Rechnung ohne Bad-Plitze (L. = 4) zeigt eine deutliche Ver-
schiebung des Maximums in Richtung kleinerer Wechselwirkung. Auch die beiden Cluster
mit L, = 10 Gitterplédtzen liefern ein Maximum bei U < 3W/4.

Im Gegensatz zur Rechnung ohne Bad-Plédtze mit L. = 4 fithrt die Verwendung von
Bad-Platzen auf einen Verlauf der Energiedifferenz A2, der mit dem erwarteten exponen-
tiellen Verhalten fiir U — 0 (siehe Gl. 2.17, Groke der Bandliicke) kompatibel ist. Ebenso
lassen sich die Ergebnisse der VCA-Rechnung mit Hilfe des (L.=10b)-Clusters fiir schwa-
che Wechselwirkung als exponentielles Verhalten interpretieren (die analoge Rechnung mit
L. = 10a zeigt keinen exponentiellen Verlauf von A). Da die VCA im Limes U — 0
exakt wird, ist die Ursache der abweichenden Resultate in der endlichen Modellgréfse zu
vermuten. Wie wir schon in Kap. 4.1 erwahnt haben, kann die Perfect-Nesting-Bedingung
GL. 2.16 nur im Idealfall unendlicher Systemgrofse exakt erfiillt werden. Eine Untersuchung
des antiferromagnetischen Ordnungsparameters des Hubbard-Modells in D = 3 fiir kleine
Wechselwirkung U mit Hilfe der Two-Site Dynamical Impurity Approximation zeigt eine
starke Abhéngigkeit der Losung von der Modellgroke (siche [42], Abb. 4.14). Die Auf-
teilung des Referenzsystems in entkoppelte Cluster fithrt zudem zu einer Verletzung der
Translationssymmetrie und ein wohldefinierter k-Raum existiert nicht mehr. Der Grenzfall
starker Wechselwirkung scheint dagegen eher unkritisch, unsere VCA-Rechnungen zeigen
unabhéngig vom verwendeten Referenzsystem das erwartete 1/U-Verhalten (Abb. 6.5).

Der Einfluss des Referenzsystems auf den antiferromagnetischen Ordnungsparameter
m ist Abb. 6.3 zu entnehmen. Gemessen am Wert m(U — oo) ~ 0.86 liefert der (L.=10b)-
Cluster das beste Ergebnis (Abb. 6.3, Inset). Allerdings ist die Verbesserung gegeniiber
dem Wert m ~ 0.88 der iibrigen Cluster (einschliefslich des Clusters mit Bad-Platzen, L. =
4/ns = 2) unbedeutend im Vergleich zum exakten Ergebnis m ~ 0.61. Wie bereits erwahnt
zeigt sich ein deutlich abweichendes Verhalten fiir den (L.=4/ns=2)-Cluster, sofern nur
das Weiss-Feld h auf den korrelierten Pldtzen optimiert wird (hy = 0). In diesem Fall
reproduziert die VCA-Rechnung das Mean-Field-Ergebnis m = 1.

6.1.2 Paramagnet: Mott-Hubbard-Ubergang in D = 2

Unabhéngig vom antiferromagnetischen Grundzustand existiert im Rahmen der (Cluster-)
Mean-Field-Rechnungen eine paramagnetische Losung. Diese paramagnetische Phase des
halbgefiillten Hubbard-Modells ist in D = oo gekennzeichnet durch das Auftreten eines
Koexistenzbereichs U1 (T) < U < Uea(T) fiir Temperaturen 7' unterhalb eines kritischen
Werts T.. Die Phasengrenze U.(T') bestimmt sich aus dem Vergleich der freien Energien
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Abbildung 6.6: Schematische Darstellung des Koexistenzbereichs (gelb) der paramagne-
tischen metallischen und isolierenden Losung im Hubbard-Modell bei Halbfiillung. Der
Phaseniibergang (erster Ordnung) ist durch U.(7") bestimmt (rote Linie). (links) DMFT-
Szenario: Die Phasengrenze U.(T) endet in den kritischen Punkten (rot) U.(7,) und
U.(0) = U (kontinuierliche Phaseniiberginge). (Mitte) Mogliches Phasendiagramm in
CDMFT mit U.(0) = Ug;. (rechts) Abwesenheit eines kritischen Punkts im Rahmen unse-
rer VCA-Rechnungen (Referenzsystem Abb. 6.1) fir T' = 0. Es existiert ein Hidden Critical
Point (blau) bei U.; mit kontinuierlichem Metall-Isolator-Ubergang innerhalb einer meta-
stabilen Phase.

der beiden Losungen und fiihrt auf einen Phaseniibergang erster Ordnung fiir 7' < T,. Ein
Phaseniibergang zweiter Ordnung tritt am kritischen Punkt U.(T.) auf. Fiir Temperaturen
T > T, findet sich keine scharfe Phasengrenze mehr (Crossover). Da der Einfluss nicht-
lokaler magnetischer Korrelationen auf Ein-Teilchen-Anregungen im Rahmen von DMFT
vernachlassigt wird, zeigt der paramagnetische Mott-Isolator eine makroskopische Grund-
zustandsentropie S = LIn2. Dieses Mean-Field-Artefakt hat entscheidenden Einfluss auf
das Phasendiagramm: Fiir endliche Temperaturen T° > 0 stabilisiert der groffe Wert der
Entropie den Mott-Isolator gegeniiber der metallischen Losung (siehe Abb. 6.6, links). Folg-
lich nimmt der Wert U,(7") mit abnehmender Temperatur 7' < 7. zu. Als Konsequenz ergibt
sich ein weiterer Phaseniibergang zweiter Ordnung am kritischen Punkt U.(0) = Ug/(0).
Fiir T'= 0 ist die metallische Losung stabil im gesamten Koexistenzbereich.

Im Gegensatz zum reinen Mean-Field-Szenario konnen im Rahmen von Clustererweite-
rungen der DMFT kurzreichweitige antiferromagnetische Korrelationen berticksichtigt wer-
den, wodurch die 2%-fache Grundzustandsentartung des Mott-Isolators aufgehoben wird.
Ein mogliches Phasendiagramm ist in Abb. 6.6 (Mitte) skizziert, bei dem, abweichend vom
DMFT-Phasendiagramm, die metallische Losung fiir groffe Temperaturen stabilisiert wird.
Die Phasengrenze U.(7T") nimmt mit abnehmender Temperatur ab und endet in dem kri-
tischen Punkt U.(0) = U, (0) (Phaseniibergang zweiter Ordnung). Fir T = 0 ist jetzt
der Isolator im gesamten Koexistenzbereich stabil. (Die Darstellung des Phasendiagramms
Abb. 6.6 (Mitte) folgt dem Vorschlag von Park et al. [75] aus der Analyse ihrer CDMFT-
Rechnungen (2x2-Cluster) zum 2D-Hubbard-Modell.)

Unsere (T'=0)-VCA-Rechnungen mit dem (L.=4/ns=2)-Cluster deuten eine weitere
Moglichkeit fiir das Phasendiagramm an. Wir finden einen Koexistenzbereich U, < U <
Ug, in dem sowohl eine metallische als auch eine isolierende Losung fiir 7' = 0 existiert.
Der Endpunkt U,(0) der Phasengrenze U.(T") féllt in unseren VCA-Rechnungen weder mit
U1 noch mit Uy zusammen, so dass der Mott-Metall-Isolator-Ubergang auch fiir T = 0 ein
Phasentibergang erster Ordnung bleibt (siehe Abb. 6.6, rechts). Daraus lasst sich weiter-
hin auf eine dritte (thermodynamisch instabile) Losung innerhalb des Koexistenzbereichs
schlieffen. Unter Einbezichung dieses metastabilen Zustands findet sich ein kontinuierli-
cher Phaseniibergang vom Isolator zum Metall fiir Unep=U.1 (T = 0). Mit abnehmender
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Abbildung 6.7: Darstellung der Grundzustandsenergie (pro Platz) als Funktion Ey(V) =
Q¢(V)+pN fir unterschiedliche Wechselwirkung U bei Halbfiillung. Stationédre Punkte sind
durch Kreise gekennzeichnet. Gefiillte Kreise markieren die stabile metallische (blau) bzw.
isolierende (rot) Losung, metastabile Phasen sind durch schraffierte Kreise dargestellt. Ein
Phaseniibergang erster Ordnung ist bei U, (Pfeil) zu beobachten. Die dritte (metastabile)
metallische Losung (griin) erméglicht einen kontinuierlichen Ubergang vom Metall zum
Isolator am Hidden Critical Point (hcp).

Wechselwirkung ist ein stetiger Verlauf des Quasiteilchengewichts (K-Vektor (m,0) des
Clusters) und der Zustandsdichte p(w = 0) zu beobachten, beide Grofsen verschwinden an
Uncp- Das Szenario eines kontinuierlichen Phaseniibergangs ist allerdings auf die instabile
Losung beschrankt und wird folglich nicht realisiert (,Hidden Critical Point®).

Zur Untersuchung des paramagnetischen Zustands mit Hilfe des Clusters Abb. 6.1
betrachten wir die Hybridisierung V' als Variationsparameter (h = 0, hy = 0; ¢ = 0,
ep = p wegen Teilchen-Loch-Symmetrie). Die Ergebnisse sind in Abb. 6.7 dargestellt. Fiir
U < Ug = 6.35 lasst sich eine metallische Losung mit vergleichsweise groffem optimalen V'
finden, die optimale Hybridisierung nimmt mit zunehmender Wechselwirkung U ab. Fiir
U > Uq ~ 4.6 existiert eine Losung mit deutlich kleinerem optimalen Wert der Hybridisie-
rung sowie weniger starker Abhéngigkeit von U. Diese Losung beschreibt eine isolierende
Phase, wie aus Abb. 6.8 anhand der lokalen Green-Funktion Gj;(iw) und der Selbstener-
gie Y g (iw) fiir U = 5.8 (innerhalb des Koexistenzbereichs U, < U < Ugg) zu erkennen
ist. ¥k (iw) ergibt sich durch Fourier-Transformation der Selbstenergie X (iw) bzgl. des
Clusters mit den vier K-Vektoren (0,0), (7,0), (0,7) und (7, 7). Aufgrund der Teilchen-
Loch-Symmetrie gilt fiir den Imaginérteil der Selbstenergie Im> g o)(iw) = Im¥, 1) (iw).
Wie aus unseren Daten hervorgeht ist die Selbstenergie analytisch fiir K = (0,0), wiahrend
sie fir K = (m,0) einen Pol bei w = 0 entwickelt (Abb. 6.8, rechts). Daraus resultiert ein
verschwindender Wert der lokalen Green-Funktion Gj;(iw) im Limes w — 0 in der isolie-
renden Phase. Qualitativ das gleiche Verhalten zeigen die CDMFT-Rechnungen von Park
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Abbildung 6.8: Imaginérteil der lokalen Green-Funktion Gloe(iw) := Gy;(iw) (links) und
der Selbstenergie ¥ i (iw) fur K = (0,0) und K = (7,0) (rechts) innerhalb des Koexis-
tenzbereichs (U = 5.8). Farbliche Kennzeichnung der Losungen wie in Abb. 6.7.

et al. |75] fiir endliche Temperaturen 7". Die metallische Losung fiir U = 5.8 ist dagegen
durch einen endlichen Wert der Green-Funktion Gj;(iw) sowie eine analytische Selbstener-
gie Yk (iw) fiir w — 0 charakterisiert, die Abhéngigkeit von K ist deutlich geringer als in
der isolierenden Phase.

Durch Vergleich der Grundzustandsenergien der verschiedenen Losungen ergibt sich
ein Phaseniibergang erster Ordnung vom Metall zum Isolator bei U. ~ 5.79. Die kriti-
sche Wechselwirkung U, im Rahmen unserer Clusterndherung ist wesentlich geringer als

der entsprechende Wert in DMFT. Die Werte U"M™) ~ 11 [76] und UM ~ 12 [77]

stimmen gut mit unserem Mean-Field-Ergebnis UP™ ~ 113 (Two-Site DIA) im Rah-

men der SE'T iiberein. Bereits die Two-Site DIA als einfache Mean-Field- Approximation
ist in der Lage, das DMFT-Szenario (Abb. 6.6, links) zu reproduzieren, einschlieflich der
diskutierten makroskopischen Grundzustandsentropie [12]. Im Gegensatz dazu ergibt un-
sere Clusterndherung (Referenzsystem Abb. 6.1) (sowohl fiir das Metall als auch) fiir den
Mott-Isolator eine Grundzustandsentropie S = 0 und fiihrt damit auf ein abweichendes
Phasendiagramm mit Phaseniibergang erster Ordnung fiir T" = 0. Dieses Resultat ist kon-
sistent mit CDMFT (Continuous Time Quantum Monte Carlo) [75], sofern wir von einer
Verbreiterung des Koexistenzbereichs fiir niedrige Temperaturen 7' ausgehen.

Aus Abb. 6.7 ist die Existenz einer weiteren dritten Losung (griin dargestellt) inner-
halb der Koexistenzbereichs zu erkennen, die die metallische Phase mit dem Isolator stetig
verbindet. Wegen der héheren Grundzustandsenergie handelt es sich hierbei allerdings um
einen metastabilen Zustand. Wie sowohl anhand des endlichen Quasiteilchengewichts als
auch aus der endlichen Zustandsdichte fiir w = 0 folgt (siche Abb. 6.9), handelt es sich bei
dieser dritten Losung um eine metallische Phase im gesamten Koexistenzbereich. Folglich
finden wir einen kritischen Punkt U, mit einem kontinuierlichen Metall-Isolator-Ubergang
(allerdings innerhalb der thermodynamisch instabilen Losung), der bereits erwdahnte Hid-
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Abbildung 6.9: Imaginérteil der lokalen Green-Funktion Im G;;(i0.01), Quasiteilchenge-
wicht Zxg = 1/(1 — 0¥k(0)/0w) und Grundzustandsenergie Ey als Funktionen der Wech-
selwirkung U.

den Critical Point. Der dritte stationére Punkt erinnert an die dritte Losung, die in DMFT
fir endliche Temperaturen gefunden werden kann [78] und ebenfalls eine kontinuierliche
Verbindung zwischen der metallischen und der isolierenden Phase ermoglicht.

Abb. 6.10 zeigt die (,lokale) Zustandsdichte A g (w) fiir die vier K-Punkte des Clusters
im Metall (oben) und im Isolator (unten) fiir U = 5.8 nahe des Mott-Ubergangs. Die
Zustandsdichte ist durch

1 1K (17—
Ag(w) = 7> MU Ap e R, () (6.2)

¢ ab

definiert, die Vektoren R und 7 sind wie in Abb. 3.2 zu verstehen. Formal ist unsere
Clusterapproximation des FEin-Band-Hubbard-Modells identisch mit einer dynamischen
Mean-Field-Betrachtung des Vier-Band-Hubbard-Modells, die K-Vektoren kénnen den
vier Orbitalen zugeordnet werden. Ein Ubergang vom Metall zum Isolator am Hidden Cri-
tical Point U tritt (im Sinne dieser Interpretation) gleichzeitig in allen vier Béandern auf
(vergl. Abb. 6.10). Fiir K = (7,0) und K = (0, 7) ist der Phasentibergang vergleichbar mit
einem Mott-Hubbard-Metall-Isolator-Ubergang. Aufgrund der Asymmetrie der Zustands-
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Abbildung 6.10: K-abhingige Zustandsdichte Ag(w) (Gl. 6.2) fiir die paramagnetische
metallische (oben) und die isolierende Phase (unten) fiir U = 5.8 in der Néhe des Mott-
Ubergangs. Zur Darstellung wurde eine Lorentz-Verbreiterung 7 = 0.2 gewihlt. Es ist

A(W,O) (w) = A(O,ﬂ) (w)
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dichte A (w) léasst sich der Phaseniibergang fiir K = (0,0) und K = (m,7) weder als
Mott-Hubbard-Ubergang (keine Teilchen-Loch-Symmetrie) noch als Phaseniibergang vom
Metall in einen Bandisolator (das (0,0)-Band ist nicht voll besetzt, das (m,7)-Band ist
nicht leer) auffassen.

Unabhingige Optimierung weiterer Variationsparameter

Abbildung 6.11: Referenzsystem mit L. = 4 korrelierten Plidtzen (gefiillte blaue Kreise)
und ngy — 1 = 1 Bad-Platz (rote Kreise) je korreliertem Platz. Neben der Hybridisierung V/
werden das Hopping ¢’ zwischen den korrelierten Pliatzen sowie das Hopping ¢’ zwischen
den Bad-Plétzen als Variationsparameter betrachtet.

Neben der Hybridisierung V' koénnen weitere Ein-Teilchen-Parameter wie das Hopping
zwischen den korrelierten Pliatzen ¢’ oder zwischen den Bad-Platzen ¢ (siehe Abb. 6.11)
als Variationsparameter in Betracht gezogen werden. Wahrend bei Verwendung einer end-
lichen Anzahl an Bad-Plitzen ns — 1 durch Optimierung von #” der Raum S der Test-
Selbstenergien vergrofert werden kann, ist der Limes ngy — oo (kontinuierliches Bad)
dquivalent zur CDMFT. Unterschiedliche Darstellungen des kontinuierlichen Bads kénnen
durch unitiare Transformationen aufeinander abgebildet werden, so dass eine Kopplung t”
zwischen Bad-Platzen, die an unterschiedliche korrelierte Pliatze gebunden sind, unnétig
wird.

Fiir den optimalen Wert ¢;,; des Hoppings zwischen den Bad-Plitzen finden wir |t;,| <
1/25 im betrachteten Bereich der Wechselwirkungsstiarke U. Die Optimierung des Hop-
pings zwischen den korrelierten Plétzen t[ = t + At fiihrt auf einen positiven Wert
Aty < t/10. Ein wesentlich groferer Wert fiir Aty ergibt sich nur im Limes U — 0.
Die Beschreibung delokalisierter Elektronen im Bereich schwacher Wechselwirkung erfor-
dert eine Vergroferung des Intra-Cluster-Hoppings, um das Ausschalten des Inter-Cluster-
Hoppings durch die Clusterndherung (teilweise) zu kompensieren (vergl. Kap. 5.1.1). Im
Limes ngs — co (CDMFT) gilt dagegen ¢, =t [32].

Wie unsere Rechnungen zeigen, ist die Optimierung von ¢’ und ¢’ unbedeutend im
Vergleich zur Variation der Hybridisierung V. Eine eindimensionale Optimierung von V
mit ¢ = ¢ und " = 0 zeigt Abweichungen der optimalen Hybridisierung von weniger
als 1% verglichen mit der unabhangigen Optimierung aller drei Parameter. Der kritische
Wert U, dndert sich um weniger als 0.1%, die Anderung der Grundzustandsenergie ist
vernachlassigbar.

Zusatzliche Bad-Platze

Wiéhrend dynamische Mean-Field-Methoden oft einen geeigneten Ausgangspunkt zur Be-
schreibung der grundlegenden Physik des Mott-Ubergangs bieten, fiihrt insbesondere die
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makroskopische Grundzustandsentartung im Mott-Isolator zu einer Stabilisierung der iso-
lierenden Losung fiir endliche Temperaturen (siehe Abb. 6.6, links). Dies ist fiir endliche
Dimensionen als ein Mean-Field-Artefakt zu sehen und kann durch unseren Cluster-(Mean-
Field-)Ansatz behoben werden. Im Unterschied zu DMFT zeigen die VCA-Rechnungen
(L. = 4, ns = 2) einen Phaseniibergang erster Ordnung auch fiir 7' = 0. Ein kontinuier-
licher Phaseniibergang bei Uyep (Abb. 6.6, rechts) wird nur innerhalb einer metastabilen
Phase beobachtet und ist folglich nicht realisiert.

Durch Hinzunahme eines weiteren Bad-Platzes je korreliertem Platz (d. h. VCA mit
L. =4, ns = 3) finden Tremblay et al. [79] fiir T' = 0 ebenfalls einen Phaseniibergang erster
Ordnung. Der Koexistenzbereich (Uey = 5.25, U = 6.37) ist kleiner als in der analogen
Rechnung mit ng = 2. Der Vergleich mit den auf T' = 0 extrapolierten CDMFT-Werten
von Park et al. [75] deutet auf eine schnelle Konvergenz mit zunehmender Anzahl an
Bad-Plétzen hin. Dariiberhinaus liegt der kritische Wert U, = 5.5 fiir den Metall-Isolator-
Ubergang jetzt deutlich néher an U,;. Unsere Ergebnisse in D = 1 zeigen allerdings auch,
dass eine geeignete Beschreibung des Mott-Isolators eine gerade Anzahl an Bad-Platzen
(ns ungerade) voraussetzt, wiahrend der metallische Zustand durch eine ungerade Anzahl
an Bad-Platzen beschrieben werden kann (siehe Kap. 5.1.5). Als mogliche Konsequenz
wird sich der Abstand U, — U.1 bei Verwendung eines dritten Bad-Platzes (ns = 4) wieder
etwas vergrofiern, da ein metallischer Zustand nach obiger Argumentation hier favorisiert
wird. Die bereits gute quantitative Ubereinstimmung mit CDMFT bei Verwendung von
zwei Bad-Plétzen lisst aber nur geringe Anderungen bei Hinzunahme weiterer Bad-Plitze
vermuten. Die Resultate deuten daher darauf hin, dass der Mott-Metall-Isolator-Ubergang
auch im Limes ng — oo als Phaseniibergang erster Ordnung auftritt.

6.2 Dotierung des Mott-Isolators

Wie wir in Kap. 5 anhand des eindimensionalen Hubbard-Modells gezeigt haben, spielen
Bad-Plitze nicht nur in Bezug auf dynamische Grofen (wie dem Gap A im Ein-Teilchen-
Anregungsspektrum) eine wesentliche Rolle, sondern sind vor allem bei der Untersuchung
von dotierten Systemen als Ladungsreservoirs entscheidend. Unter Verwendung des Refe-
renzsystems Abb. 6.1 soll daher im Folgenden das 2D-Hubbard-Modell abseits von Halb-
fillung (n < 1) betrachtet werden.

6.2.1 Paramagnetischer Metall—Isolator—ﬁbergang

Abb. 6.12 zeigt den Verlauf der optimalen Variationsparameter € auf den korrelierten Plét-
zen, € auf den Bad-Plidtzen und die Hybridisierung V' als Funktion des chemischen Po-
tenzials p. Die dargestellten Ergebnisse beschreiben die paramagnetische Phase fiir U = 8
mit Nearest-Neighbor-Hopping ¢ = 1. Die zugehorige Elektronendichte n(u) ist Abb. 6.13
zu entnehmen. Es ist uns nicht gelungen, die metallische Losung in der Néhe des Metall-
Isolator-Ubergangs bis Halbfiillung zu verfolgen. Stationire Punkte konnen bis ca. 5%
Dotierung gefunden werden. Die analoge Rechnung mit Next-Nearest-Neighbor-Hopping
t' = —0.3 fiihrt auf ein vergleichbares Ergebnis.

Numerische Schwierigkeiten in der Ndhe von Halbfiillung bei Verwendung eines Refe-
renzsystems mit Bad-Plétzen sind bereits bei der Untersuchung des 1D-Hubbard-Modells
aufgetreten (sieche Kap. 5.2.2). Wihrend die optimalen Werte der Variationsparameter e
und €p in der Ndhe von Halbfiillung kein kritisches Verhalten erkennen lassen, zeigt die
Hybridisierung V eine starke Abhéngigkeit vom chemischen Potenzial p. Geméfs Abb. 6.12
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Abbildung 6.12: Optimale Variationsparameter € auf den korrelierten Platzen, e, auf den
Bad-Plédtzen und Hybridisierung V' als Funktion des chemischen Potenzials p fiir U = 8 und
Nearest-Neighor-Hopping ¢ = 1. VCA-Rechnung unter Verwendung von Referenzsystem
Abb. 6.1 (N = 20 x 20).

ist kein stetiger Verlauf der optimalen Variationsparameter am Metall-Isolator-Ubergang
zu erwarten, die Teilchen-Loch-symmetrischen Werte liegen bei € = 0 und ¢, = u = 4 sowie
V' = 0.11. Es ist zu beachten, dass die Verwendung eines Referenzsystems mit nys —1 =1
Bad-Platz je korreliertem Platz (wie in D = 1) eine nahezu verschwindende Bandliicke A
vorhersagt, so dass eine isolierende Losung im Rahmen unserer VCA-Rechnungen nur fiir
i~ 4 gefunden werden kann.

Wie Abb. 6.13 zu entnehmen ist, erfiillen die Bad-Platze hervorragend ihre Funktion
als Ladungsreservoirs. Aus dem Vergleich mit der Elektronendichte n’ auf den korrelierten
Pliatzen im Referenzsystem folgt n’ ~ n im gesamten betrachteten p-Bereich. Wihrend
sich die On-Site-Energie € auf den korrelierten Platzen kaum mit dem Wert des chemischen
Potenzials dndert, liegt der optimale Wert €, auf den Bad-Plidtzen immer etwas unter dem
Wert u (e < p, siehe Abb. 6.12). Dadurch kann die Ladung mit abnehmendem chemischen
Potenzial von den korrelierten Plédtzen auf die Bad-Plétze flieflen. Aus dem Verlauf der
optimalen Hybridisierung ist ein Abkoppeln der Bad-Plidtze (V — 0) fiir 4 — —4 (leeres
Band) zu vermuten, so dass wegen &, < p die Ladung vollstédndig auf die Bad-Plétze
iibergeht.

Unseren VCA-Resultaten fir n(u) sind in Abb. 6.13 die Ergebnisse aus CDMFT-
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Abbildung 6.13: Elektronendichte n(u) fiir die VCA-Rechnung aus Abb. 6.12 (rot),
die Ergebnisse fiir den (L.=4)-Cluster ohne Bad-Pliatze sind ebenfalls zu sehen (ge-
strichelte schwarze Linie). Zum Vergleich der Daten sind ergédnzend Resultate aus
CDMFT-Rechnungen (2x2-Cluster mit acht Bad-Plétzen) dargestellt (griin). Die CDMFT-
Ergebnisse sind Ref. [80], Abb. 5.16 entnommen. Neben der Elektronendichte im Modellsys-
tem ist zusétzlich die Elektronendichte n’ auf den korrelierten Platzen im Referenzsystem
zu sehen (orange). Das Inset zeigt den Verlauf in der Nihe von Halbfiillung berechnet mit
Ny = 40 x 40.

Rechnungen von Civelli [80] mit 2x2-Cluster (mit acht Bad-Plitzen, T = 0) gegeniiberge-
stellt. Das kritische chemische Potenzial fiir den Metall-Isolator-Ubergang in CDMFT be-
tragt upm ~ 2.5. Eine Divergenz der Ladungssuszeptibilitét x ist hier nicht zu beobachten.
Unsere VCA-Rechnung ist kompatibel mit diesem Resultat, eine (lineare) Extrapolation
der Daten fiihrt auf ppy ~ 3.0.2

Furukawa und Imada [81] (Quantum Monte Carlo) finden dagegen am Metall-Isolator-
Ubergang in D = 2 eine Singularitét in der Kompressibilitit & oc 671 (y/upy — p(d) o< 6).
Diese Divergenz in der Ladungssuszeptibilitat ist unabhéngig von Teilchen-Loch-Symmetrie
sowie der Perfect-Nesting-Figenschaft oder der Van-Hove-Singularitit des 2D-Hubbard-
Modells zu beobachten und offenbar eine universelle Eigenschaft des Mott-Ubergangs in
D = 2. Die Daten von Onoda und Imada [82] (Operator Projector Method) fiir U = 8
und ¢ = 0 lassen auf einen kritischen Wert upy ~ 0.5 schliefen (siehe [82], Abb. 11).
Eine deutliche Zunahme der Kompressibilitat « ist ab ca. 30% Dotierung zu beobachten.
Als kritisches Verhalten der Teilchendichte im Rahmen unserer VCA-Rechnungen mag der
Verlauf der Funktion n(u) in der Ndhe von Halbfiillung interpretiert werden (siche Abb.
6.13, Inset). Allerdings ist eine Zunahme von k erst fiir Dotierungen kleiner als 10% zu

?Die Verwendung einer endlichen Anzahl von Bad-Plitzen in CDMFT setzt die geeignete Wahl einer
Abstandsfunktion voraus, mit deren Hilfe die optimalen Bad-Parameter bestimmt werden koénnen. Die
CDMFT-Resultate hingen von der Wahl dieser Abstandsfunktion ab [80].
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sehen. Nehmen wir hier eine Divergenz der Ladungssuszeptibilitdt an, so ist der Mott-
Ubergang fiir 2.5 < ppy < 2.6 zu vermuten. Die VCA-Rechnung mit (L.—4)-Cluster ohne
Bad-Platze liefert upy =~ 1.7. Der Bereich grofter Dotierung und insbesondere der Limes
n — 0 kann aber mit Hilfe eines halbgefiillten Referenzsystems ohne Bad-Plétze nicht
angemessen beschrieben werden (Abb. 6.13, gestrichelte Linie).

Wie die Berechnung der Teilchendichte n als Funktion von p zeigt, ist die Verwendung
von Bad-Plétzen (als Ladungsreservoirs) bei der Untersuchung dotierter Systeme entschei-
dend fiir die Qualitdt der Ndherung. Die wachsende Bedeutung der Bad-Plétze mit zuneh-
mender Dotierung kann durch eine Betrachtung der Grundzustandsenergie untermauert
werden: Bei Halbfiillung bewirkt die Hinzunahme von Bad-Plidtzen (ns = 1 — ns = 2)
eine Absenkung der Grundzustandsenergie von der Gréfenordnung O(10~%). Fiir 10% Do-
tierung dagegen ergibt sich bereits eine Energieabsenkung von der Grofenordnung O(1071)
fiir einen Cluster mit L. = 4 korrelierten Plitzen (U = 8, ¢’ = 0). Beide Referenzsysteme
wurden dabei als halbgefiillt angesetzt.

6.2.2 Antiferromagnetische Ordnung

Unabhéngig vom verwendeten Referenzsystem ergeben unsere VCA-Rechnungen zum 2D-
Hubbard-Modell, dass der Antiferromaget bei Halbfiillung fiir beliebige Wechselwirkung
U > 0 stabil ist (vergl. Abb. 6.5). Die Analyse des eindimensionalen Hubbard-Modells
(Kap. 5.1.4) sowie die Untersuchung des Mott-Ubergangs in D = 2 (siche vorheriger Ab-
schnitt) haben zudem die Relevanz von Bad-Pldtzen bei der Berechnung dotierter Systeme
aufgezeigt. Es liegt daher nahe, Referenzsystem Abb. 6.1 zu verwenden, um einen mog-
lichen antiferromagnetischen metallischen Zustand (n < 1) im Rahmen der VCA zu be-
schreiben und die Untersuchung des zweidimensionalen Hubbard-Modells in der N&he des
Mott-Ubergangs abzuschliefen.

Ausgehend von den Resultaten in Abschnitt 6.1.1 setzen wir h = 0 auf den korrelierten
Plitzen, ¢, &, hy, V4 und V| werden als Variationsparameter optimiert. Die Grofe der
Bandliicke im Antiferromagneten bei Halbfiillung lisst einen Metall-Isolator-Ubergang bei
par = 1.82 erwarten (die unabhéngige Optimierung von h fiihrt auf gap = 1.86). Innerhalb
des Gaps ist das grofkanonische Potenzial durch

Q= Ey — pL, (6.3)

gegeben (es gilt N = L.). Der Wert der Grundzustandsenergie Ej ist innerhalb der Band-
liicke konstant. Der Vergleich des grofkanonischen Potenzials im antiferromagnetischen
Isolator geméafs Gl. 6.3 mit der paramagnetischen metallischen Losung ergibt, dass der
Paramagnet fiir p < 1.91 die energetisch stabile Phase ist (siehe Abb. 6.17). Fiir die para-
magnetische Losung gilt an dieser Stelle n ~ 0.85. Daraus ist auf einen phasenseparierten
Zustand fiir g = 1.91 zu schlieffen.

Um ein Gesamtbild der paramagnetischen und antiferromagnetischen Losungen ver-
gleichbar mit Abb. 4.5 zu gewinnen, haben wir versucht, mit Hilfe des (L.=4/ns;=2)-
Clusters eine antiferromagnetische metallische Phase zu bestimmen. Es ist allerdings nicht
gelungen, ausgehend vom Heisenberg-Isolator die Losung fiir par < 1.82 weiterzuverfolgen
und einen dotierten antiferromagnetischen Zustand zu finden. Auch unter Verwendung
unterschiedlicher Startparameter in der Nihe des erwarteten Metall-Isolator-Ubergangs
konnte kein stationdrer Punkt des Selbstenergiefunktionals fiir ein antiferromagnetisches
Metall gefunden werden. Wie wir in Kap. 4.2.2 gesehen haben, ist der Koexistenzbereich
von paramagnetischer und antiferromagnetischer Phase durch das Auftreten einer dritten,
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Abbildung 6.14: Inverse Magnetisierung 1/m als Funktion des chemischen Potenzials p
fir U = 8 (Nearest-Neighbor-Hopping) im Paramagneten. Repréisentative Ergebnisse fiir
verschiedene Modellgrofien und unterschiedliche Startwerte pgiart flir die Parameteropti-
mierung. VCA-Rechnungen mit Referenzsystem Abb. 6.1 und hap = 1073 (Variationspa-
rameter €, €y, hy, V4, V).

energetisch instabilen Losung charakterisiert. Aus unseren Rechnungen geht hervor, dass
mit dem Einsetzen der dritten Losung bei g 1oc €ine Divergenz der magnetischen Suszep-
tibilitdt xar (Gl 4.7) in der paramagnetischen Phase zu beobachten ist. Der Paramagnet
ist lokal instabil fir p > pic0c-

Das divergente Verhalten von yar soll auch zur Bestimmung des kritischen i o in
unseren VCA-Rechnungen mit Bad-Pldtzen ausgenutzt werden. Wir verwenden ein kleines
physikalisches antiferromagnetisches Feld har = O(1073) (Gl. 4.4), so dass die Magneti-
sierung eine lineare Funktion von hayp ist. Als Variationsparameter werden ¢, &, hy sowie
V; und V| optimiert, es wird h = hap verwendet (siehe Diskussion oben). Reprasentative
Ergebnisse sind in Abb. 6.14 als inverse Magnetisierung 1/m dargestellt. Legt man die
Rechnung mit N, = 50 x 50 zugrunde, so ergibt sich ji.1,c = 1.86 aus der Interpolation
der Datenpunkte. Wie Abb. 6.14 erkennen lésst, weichen die Ergebnisse der dargestell-
ten VCA-Rechnungen (fiir unterschiedliche Systemgrofe und abweichende Startparameter
fiir die Optimierung) voneinander ab.® Der kritische Wert feloc = 1.86 ist offensicht-
lich mit einem deutlichen Fehler behaftet. Aus der Gesamtheit unserer Rechnungen darf
Leloc € [1.8;2] angenommen werden.

Ein dquivalenter Ansatz zur Bestimmung des kritischen chemischen Potenzials i oc

®Die Funktion Q¢ (#') ldsst zum Teil Finite-Size-Effekte (,Knicke®) aufgrund zu geringer Modellgrofe er-
kennen. Eine VergroRerung des Modellsystems fiihrt zu einer Glittung von ('), allerdings auf Kosten der
Rechenzeit. Dennoch erweist sich die Bestimmung stationérer Punkte des Selbstenergiefunktionals auch bei
geniigend groffem Modellsystem als schwierig, hauptséchlich wegen der zunehmenden Wahrscheinlichkeit
bei multidimensionaler Optimierung (mit dem Downbhill-Simplex-Algorithmus) lokale Minima des Gradi-
enten zu finden.
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Abbildung 6.15: (rot) Selbstenergiefunktional als Funktion des antiferromagnetischen Felds
auf den Bad-Pliatzen Q¢(hy) fiir die paramagnetische Losung geméf Gl. 6.4. Das kritische
feloc Wird durch den Ubergang von einem Minimum zu einem Maximum der Funktion
Q¢(hp) fir hy = 0 festgelegt. Rechnungen mit N, = 40 x 40. (blau) Fit der Daten an die
quadratische Funktion Qg (hy) = a1hi + ao.
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Abbildung 6.16: Kriimmung dQ?it /dh% an der Stelle hy, = 0 fiir die Daten aus Abb. 6.15.
Ergianzend zur Rechnung mit N, = 40 x40 sind die Ergebnisse fiir Ny = 20x 20 dargestellt.
Es folgt pic10c = 1.866 bzw. pic10c = 1.851.
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liegt in der Berechnung des Selbstenergiefunktionals als Funktion des Variationsparameters
hy fiir die paramagnetische Losung. Der Wechsel von einem Minimum zu einem Maximum
der Funktion Q¢(hy) bei hy = 0 kennzeichnet den Ubergang von der lokal stabilen zur
lokal instabilen Phase (vergl. Kap. 4.2.2). Die Ergebnisse zeigt Abb. 6.15. Um mogliche
Finite-Size-Effekte aufgrund der Modellgréfse zu minimieren, wurde die Rechnung mit ver-
gleichsweise grofsem Modellsystem N = 40 x 40 durchgefiihrt. Die Ergebnisse sind in der
Form

Q¢(hp) — Q2¢(0) + const - (1.865 — ) (6.4)

dargestellt. Zur Bestimmung der Kriimmung sind die Daten im betrachteten Intervall
[—0.01;0.01] an die Funktion Qg¢(hy) = a1h? + ag gefittet. Die zugehérige Kriimmung
dQ?it /d2hy fiir by = 0 ist in Abb. 6.16 zu sehen und ergibt p.1oc = 1.866. Einen geringfiigig
abweichenden Wert p. 1o = 1.851 liefert die Rechnung mit Ny = 20 x 20. Unabhéangig von
der verwendeten Modellgrdfke liegt das kritische chemische Potenzial ji 1o, damit innerhalb
der Bandliicke der antiferromagnetischen Losung. Die Grofse der Bandliicke A ist iiberdies
(im Rahmen der numerischen Genauigkeit) unabhéngig von der Systemgrofe Ny = 20 x 20
bzw. Ny = 40 x 40.

Unsere Daten fiihren somit auf das folgende Szenario: Von Halbfiillung ausgehend, ist
der Mott-Heisenberg-Isolator global stabil bis zum kritischen Wert p. = 1.91. Fir p < p.
gilt Qpy < Qar, solange eine antiferromagnetische Losung existiert. Von wesentlicher
Bedeutung ist hier allerdings, dass der Paramagnet erst ab u < jic10c = 1.866 lokal stabil
ist. Daraus folgt, dass der Antiferromagnet einerseits bei pu, = 1.91 energetisch instabil
wird, ein Phaseniibergang in die paramagnetische Phase andererseits wegen der lokalen
Instabilitdt der paramagnetischen Losung nicht realisiert werden kann. Unter Ausschluss
weiterer Losungen fiihrt dieses Szenario auf einen Sprung des grofskanonischen Potenzials
an der Stelle pc1oc mit AQ = Qpy — Qar = —0.007 (AQ = 0.058 am Teilchen-Loch-
symmetrischen Punkt).

Ein Sprung in € erscheint aber unphysikalisch. Vielmehr erwartet man generell einen
stetigen Verlauf des grofkanonischen Potenzials als Funktion von p. Mdéglicherweise ist ein
direkter Vergleich zwischen paramagnetischer und antiferromagnetischer Losung im Rah-
men einer Cluster-Mean-Field-Beschreibung generell mit einiger Vorsicht zu genieften, da
rdumliche Fluktuationen aufgrund der stirkeren Lokalisierung der Elektronen im Antifer-
romagneten (siehe Diskussion Kap. 4.2.1) eine geringere Rolle spielen als im Paramagneten
(und damit die Approximation fiir die paramagnetische und die antiferromagnetische Pha-
se nicht von der gleichen Qualitit ist). Aus dem unphysikalischen Verhalten der Losungen
mag ebenso auf die Existenz weiterer Phasen geschlossen werden, die im Rahmen unserer
Rechnungen nicht beriicksichtigt wurden. Z. B. kann eine supraleitende Losung vorliegen,
ebenso sind Phasen mit Ladungsordnungen wie Stripes- oder Checkerboard-Strukturen
denkbar.

In Abb. 6.17 sind die Ergebnisse unserer VCA-Rechnungen mit Bad-Pldtzen zum 2D-
Hubbard-Modell zusammengetragen. Um eine paramagnetische Losung im gesamten pu-
Bereich darstellen zu konnen, haben wir die isolierende Losung fiir Teilchen-Loch-Symmetrie
gemaf Gl. 6.3 (in Analogie zum Antiferromagneten) auch fiir p < 4 angenommen. Ein
Schnittpunkt mit der metallischen Losung ist bei p = 2.39 zu finden (n =~ 0.9). Unsere
Extrapolation der Daten unter der Annahme einer Divergenz in der Kompressibilitdt fihrt
dagegen auf 2.5 < ppy < 2.6 fiir den Metall-Isolator-Ubergang (upy ~ 3.0 bei linearer
Extrapolation). Unter Beriicksichtigung der numerischen Schwierigkeiten, die metallische
Losung in der Nédhe von Halbfiillung zu bestimmen, sowie der Eigenschaft des Referenz-
systems (ns = 2), einen verschwindenden Wert fiir die Bandliicke vorherzusagen, lésst
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Abbildung 6.17: Grofskanonisches Potenzial €2 fiir das zweidimensionale Hubbard-Modell
berechnet mit Referenzsystem Abb. 6.1 (U = 8, ¢ = 0). Der paramagnetische und der
antiferromagnetische Isolator werden geméf Gl. 6.3 mit Hilfe der Grundzustandsenergie
bei Teilchen-Loch-Symmetrie berechnet. Zur Diskussion der Daten siche Text.

sich damit ein konsistentes Bild fiir den Mott-Ubergang im Paramagneten konstruieren.
Der antiferromagnetische Isolator ist energetisch stabil bis g = 1.91, aufgrund der lokalen
Instabilitdt des Paramagneten kann eine metallische Phase erst fiir p < 1.866 realisiert
werden. Zuverléssige Aussagen zum Bereich 1.866 < p < 1.91 sind nicht moglich.

Sowohl die Untersuchung des eindimensionalen als auch des zweidimensionalen Hubbard-
Modells hat gezeigt, dass die Verwendung von Bad-Plétzen bei der Berechnung dotierter
Systeme wesentlichen Einfluss auf die Qualitdt der Ndherung hat. Besonders die Rolle der
Bad-Platze als Ladungsreservoirs garantiert, dass die Elektronendichte im Modellsystem
mit der Teilchendichte auf den korrelierten Pldtzen im Referenzsystem nahezu iiberein-
stimmt. Gute Ubereinstimmung mit CDMFT-Rechnungen ist bereits mit einem Bad-Platz
je korreliertem Platz im Referenzsystem (ns —1 = 1) zu beobachten. Auch bei Halbfiillung
zeigt sich deutlich der Einfluss der Bad-Platze auf dynamische Grofen. Diese Eigenschaft
ist im Rahmen des 1D-Hubbard-Modells am Gap A im Ein-Teilchen-Anregungsspektrum
ausgiebig untersucht worden. In D = 2 hat sich gezeigt, dass eine Beschreibung des Mott-
Ubergangs mit Koexistenz von metallischer und isolierender Phase im Paramagneten nur
mit Hilfe von Bad-Platzen moglich ist.

Die Berechnung der Grundzustandsenergie fiir Halbfiilllung hat dagegen ergeben, dass
die Anzahl der korrelierten Plétze entscheidend ist und Bad-Platze nur zu einer geringen
Verbesserung der Losung fithren. Abseits von Halbfiillung ist der Energiegewinn durch die
Verwendung von Bad-Plitzen allerdings nicht mehr zu vernachléssigen (im Vergleich mit
einem Cluster ohne Bad-Plitze und N’ = L.). Ebenso lisst die Untersuchung von Phasen-
separation im 2D-Hubbard-Modell vermuten, dass die Clustergrofse L. wesentlich fiir eine



102 KAPITEL 6. 2D-HUBBARD-MODELL: VCA MIT BAD-PLATZEN

zuverldssige Aussage zur Koexistenz einer paramagnetischen und antiferromagnetischen
Losung ist (vergl. Gl. 4.13). So kann auch die VCA-Rechnung mit Referenzsystem Abb.
6.1 die Existenz eines phasenseparierten Zustands nicht endgiiltig kléren. Ein antiferro-
magnetischer Isolator bei Halbfiillung sowie ein paramagnetisches Metall fiir hinreichend
grofie Dotierung kénnen im Rahmen der VCA-Rechnungen {ibereinstimmend, unabhéngig
vom verwendeten Referenzsysstem, gefunden werden.



Kapitel 7

Supraleitung

Als ein Standardmodell zur Untersuchung der Hochtemperatur-Supraleitung hat das Hub-
bard-Modell in D = 2 besondere Bedeutung erlangt. Bereits das Ein-Band-Hubbard-Modell
bietet eine gute Grundlage zur Beschreibung der niederenergetischen Physik der Kuprate,
wie wir in Kap. 2 festgestellt haben. Als Abschluss dieser Arbeit soll daher, aufbauend
auf den Untersuchungen des Mott-Ubergangs, Supraleitung in unseren VCA-Rechnungen
mitberticksichtigt werden. Das Phasendiagramm Abb. 2.5 vor Augen, liegt unser Haupt-
augenmerk auf der Berechnung des supraleitenden Ordnungsparameters.

Es wurden bereits VCA-Rechnungen zur Bestimmung des supraleitenden Ordnungspa-
rameters im dotierten 2D-Hubbard-Modell von Aichhorn et al. [32, 40, 83| durchgefiihrt.
Dabei wurden Cluster der Grofe L. = 4 bis L. = 10 (ohne Bad-Pldtze) verwendet. Unter-
schiedliche Clustergeometrien wurden ebenfalls beriicksichtigt. Die Rechnungen ergeben ei-
ne antiferromagnetische supraleitende Phase in der Ndhe von Halbfiillung sowohl fiir Loch-
als auch fiir Elektrondotierung (U = 8, t' = —0.3). In beiden Féllen fiihrt die weitere Do-
tierung zu einem Phaseniibergang in eine rein supraleitende Phase. Es zeigt sich hier eine
Asymmetrie im Phasendiagramm zwischen lochdotiertem und elektrondotiertem Sytem in
qualitativer Ubereinstimmung mit experimentellen Ergebnissen [32]. Die antiferromagne-
tische Phase existiert im elektrondotierten System bis zu deutlich groferer Dotierung als
im lochdotierten System.

Phasenseparation zwischen beiden supraleitenden Phasen mit und ohne Antiferromag-
netismus ist nur fiir Lochdotierung zu beobachten [40]|. Der Phaseniibergang von der anti-
ferromagnetischen supraleitenden zur rein supraleitenden Phase ist erster Ordnung. Davon
abweichend ist im elektrondotierten System (im thermodynamischen Limes) ein konti-
nuierlicher Phaseniibergang zu erwarten. Das Fehlen eindeutiger Anzeichen fiir Stripes-
Strukturen in elektrondotierten Materialien wiirde dadurch erklédrt werden.

Die Relevanz von Bad-Pldatzen in Verbindung mit dotierten Systemen haben unsere
Untersuchungen des Hubbard-Modells in D = 1 und D = 2 deutlich gezeigt. Es ist hier
das Ziel, durch Einbeziehung von Bad-Pldtzen in die VCA-Rechnungen zur Supraleitung
eine bessere Beschreibung der Grundzustandsphysik zur erhalten.

7.1 Spinabhangige Teilchen-Loch-Transformation

Supraleitung kann durch Einfiihrung geeigneter Weiss-Felder, die die Erzeugung von Coo-
per-Paaren beschreiben, im Rahmen des Formalismus der SFT beriicksichtigt werden. Ein
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entsprechender Anteil im Hamilton-Operator des Referenzsystems ist durch
Hic = hse S Ay (Jch Lt léﬂ) (7.1)
j

gegeben mit einem (passend zu wihlenden) Paarungsfeld A [31, 32]. Der Umgang mit ano-
malen Green-Funktionen unter Verwendung des Nambu-Formalismus [84] kann umgangen
werden, indem der Hamiltonian durch eine spinabhéngige Teilchen-Loch-Transformation
in eine geeignete Darstellung gebracht wird. Wir betrachten dazu den Hamilton-Operator

H =Y (tyjo — 1dij) &fptjo + UD_ fuhsy + YAy (éch;l + é“éﬂ) (72)
i

ijo i

mit einer Hopping-Matrix ¢, die diagonal im Spinraum angenommen wird (557 = o'ty ).
Die unitére Transformation

4l
ey = diy

el = dy (7.3)

angewendet auf H fithrt auf

H = ) {(tm + Uiy — pbig) dlydyy — (b1 — pidig) szﬂjl}
i

—UY i + ) Ay (dwji + CZMJ‘T) + Y (tig —n) (7.4)

)

mit N, = dja(fw (Asj = Aj;). Interpretieren wir Gl. 7.4 als eine Modifikation der Modell-
parameter, so entspricht die Teilchen-Loch-Transformation Gl. 7.3 einer Transformation
der Ein-Teilchen-Parameter (inklusive chemischem Potenzial p)

tr—p 0 ty+U —p A
< 0 tl_/i)_>< A —t +p (9)

und einer Anderung der Wechselwirkung geméf
U— —-U. (7.6)

Die unitére Transformation Gl. 7.3 bzw. die Darstellung des transformierten Systems
geméaf Gl. 7.5 und 7.6 darf als rein technischer Aspekt aufgefasst werden. Zu einem gegebe-
nen Modellsystem wird das Referenzsystem mit Variationsparametern zunéchst in der ur-
spriinglichen Darstellung festgelegt. Zur Auswertung des Selbstenergiefunktionals wird die
Teilchen-Loch-Transformation in gleicher Weise auf Modellsystem und Referenzsystem an-
gewendet. Mit Einfiihrung des Paarungsfelds A ist die Teilchenzahl N keine Erhaltungsgro-
e mehr, es resultiert ein erhohter numerischer Aufwand zur exakten Diagonalisierung des
Referenzsystems. Dagegen bleibt in der Darstellung nach Teilchen-Loch-Transformation
die Teilchzahl zwar erhalten, der numerische Mehraufwand &dufsert sich allerdings darin,
dass Sf,; = Ny — N| nicht weiter als Erhaltungsgrofie verwendet werden kann.
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7.2 Supraleitender Ordnungsparameter

Als Standardparameter zur Beschreibung der kupratbasierten Hochtemperatur-Supraleiter

mit Hilfe des zweidimensionalen Ein-Band-Hubbard-Modells werden ¢t = 1, ¢/ = —0.3 und

U = 8 gewihlt [32, 85]. d,2_,2-Paarung lésst sich durch ein Paarungsfeld (im Referenzsys-
tem) der Form

B 1/2 fir r;—r; = +te,

Aij = { -1/2 fir r; —r; = te, (7.7)

beschreiben (r; und r; gehtren zum selben Cluster). Um den Einfluss der Bad-Plitze auf
den supraleitenden Ordnungsparameter zu untersuchen, verwenden wir als Referenzsystem
einen 2x2-Cluster sowohl ohne Bad-Pldtze (Abb. 4.1) als auch mit Bad-Plitzen (Abb.
6.1). Unter Verwendung des Clusters ohne Bad-Plitze werden als Variationsparameter
die On-Site-Energie € (thermodynamische Konsistenz) sowie das Weiss-Feld hgc (Gl. 7.1)
optimiert. Werden zusétzlich Bad-Platze mit einbezogen (ns = 2), so treten als weitere
Variationsparameter die On-Site-Energie der Bad-Plétze ¢, und die Hybridisierung V' auf.
Ein supraleitendes Weiss-Feld hgc , wird ausschlieflich auf den Bad-Plitzen betrachtet, in
Anlehnung an die Resultate aus Kap. 6.1.1 (bzgl. der antiferromagnetischen Weiss-Felder
h und hy).

Die Ergebnisse der VCA-Rechnungen sind in Abb. 7.1 zusammengefasst. Der supralei-
tende Ordnungsparameter ist als

Asc = % DA (Ee) (7.8)
ij

definiert. Es hat sich herausgestellt, dass ein 2x2-Cluster (ohne Bad-Plétze) bereits eine
gute Beschreibung statischer Grundzustandseigenschaften erlaubt [32]. Der Einfluss der
Clustergrofe auf den Ordnungsparameter Agc ist gering (Variationsparameter € und hgc).
Wir betrachten Agc als Funktion der Lochdotierung in der rein supraleitenden Pha-
se. Mit Hilfe des (L.=4)-Clusters (Abb. 4.1) kann eine supraleitende Losung bis ca. 35%
Dotierung gefunden werden. Ausgehend von Halbfiillung nimmt der Ordnungsparameter
mit der Dotierung monoton zu (Abb. 7.1, griine Linie). Im Gegensatz dazu resultiert aus
der Einfiithrung von Bad-Plitzen ein Maximum des Ordnungsparameters bei 10% bis 15%
Dotierung. Mit weiterer Dotierung nimmt der Ordnungsparameter wieder ab. Die supralei-
tende Phase exisitiert bis ca. 25% Dotierung (rote Linie). Ein Vergleich der Teilchendichte
im Referenzsystem n’ (korrelierte Plitze) mit der Dichte im Modellsystem n ldsst eine zu-
nehmende Differenz An = n’ —n abseits von Halbfiillung in der Rechnung ohne Bad-Plitze
deutlich erkennen (Abb. 7.1, unten). Bad-Plétze als Ladungsreservoirs dagegen bewirken
eine merkliche Verringerung von An. Wahrend eine Differenz der Teilchendichten von bis
zu An = 0.18 unter Verwendung des Referenzsytems Abb. 4.1 zu beobachten ist, zeigt
sich mit ng — 1 = 1 Bad-Platz je korreliertem Platz nur eine Abweichung von maximal
An =~ 0.03 (An =~ 0.015 in der normalleitenden paramagnetischen Losung, siche Abb.
6.13). Es erscheint physikalisch plausibel, dass eine Clusternidherung mit n’ ~ n eine pas-

sendere Beschreibung des Modellsystems liefert als eine Approximation mit grofem An.
Die Einfiihrung von Bad-Platzen &ndert nicht nur den qualitativen Verlauf des Ord-
nungsparameters. Wie Abb. 7.1 erkennen lésst zeigt sich aufkerdem eine globale Abnah-
me des Werts von Agc. Offensichtlich kénnen quantenmechanische Fluktuationen durch
die Verwendung von Bad-Freiheitsgraden besser beriicksichtigt werden. Im Vergleich mit
CDMET [85] (L. = 4, ns = 3; blaue Linie) ist sowohl eine qualitativ als auch eine quantita-
tiv gute Ubereinstimmung mit unseren VCA-Daten zu beobachten. Darin zeigt sich einmal
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Abbildung 7.1: (oben) Supraleitender Ordnungsparameter Agc (Gl. 7.8) als Funktion der
Elektronendichte n. Referenzsystem L. = 4 (Abb. 4.1) mit Variationsparametern £ und
hsc (griin). VCA-Rechnung mit Bad-Plétzen (Abb. 6.1) mit Optimierung der Parameter ¢,
ey, V und hgcp (rot). CDMFT-Daten von S. S. Kancharla et al. [85] mit rein supraleiten-
der Losung (blau) sowie unter Beriicksichtigung antiferromagnetischer Ordnung (violett).
(unten) Differenz An = n’ —n der Teilchendichte im Referenzsystem (korrelierte Pléitze)

und im Modellsytem fiir obige VCA-Rechnungen. U = 8, t' = —0.3; N, = 40 x 40.
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Abbildung 7.2: (rot) VCA-Rechnung mit Bad-Plédtzen fiir Elektrondotierung, Parameter
wie in Abb. 7.1. (blau) CDMFT-Daten von S. S. Kancharla et al. aus [85], Abb. 2 (' = 0.3
und n < 1).

mehr die Bedeutung bereits eines einzelnen Bad-Platzes je korreliertem Platz fiir die Un-
tersuchung dotierter Systeme sowie die Bedeutung von Bad-Plétzen fir die Beschreibung
zeitlicher Fluktuationen.

Wird neben einem supraleitenden Weiss-Feld auch ein antiferromagnetisches Feld als
Variationsparameter zugelassen, so findet sich sowohl in CDMFT [85] als auch in VCA
ohne Bad-Platze [32] fiir geringe Dotierung eine antiferromagnetische supraleitende Pha-
se. Fiir die betrachtete Wechselwirkung U = 8 (mit ¢ = —0.3) kann ein Phaseniibergang
zweiter Ordnung [85] bzw. ein Phaseniibergang erster Ordnung im Zusammenhang mit
Phasenseparation [32| in eine rein supraleitende Losung beobachtet werden. Die Anwe-
senheit langreichweitiger antiferromagnetischer Ordnung fiithrt zu einer Verringerung des
supraleitenden Ordnungsparameters (Abb. 7.1, violette Linie). Es ist uns nicht gelungen,
im Rahmen unserer VCA-Rechnungen mit Bad-Platzen eine antiferromagnetische supralei-
tende Losung (abseits von Halbfiillung) zu finden. (Vergleichbare Schwierigkeiten sind bei
der Suche nach einer antiferromagnetischen metallischen Losung in Kap. 6.2.2 aufgetreten.)

Die Bestimmung stationérer Losungen des Selbstenergiefunktionals (bei Verwendung
des Downhill-Simplex-Algorithmus) im elektrondotierten Modell hat sich als aufwéndiger
herausgestellt als fiir den Fall n < 1. Die Ergebnisse sind in Abb. 7.2 dargestellt. Trotz
numerischer Schwierigkeiten ist eine qualtitativ gute Ubereinstimmung mit den entspre-
chenden CDMFT-Rechnungen [85] festzustellen. Insbesondere die ausgepriagte Form des
Maximums sowie eine Verschiebung des Maximums in Richtung geringerer Dotierung wer-
den im Vergleich mit dem lochdotierten System deutlich.

Identifiziert man den supraleitenden Ordnungsparameter Agc mit der Sprungtempe-
ratur T,, so lasst sich ein Vergleich mit experimentellen Daten anstellen. Das Phasen-
diagramm Abb. 2.5 zeigt im Fall von Lochdotierung qualitativ das gleiche Verhalten fiir
T, wie unsere VCA-Rechnungen fiir Agc, sofern wir den Bereich mit antiferromagneti-
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scher Ordnung unberiicksichtigt lassen. Antiferromagnetismus spielt fiir elektrondotierte
Systeme eine grofere Rolle, so dass hier eine Gegeniiberstellung mit unseren Rechnungen

unzureichend erscheint.



Kapitel 8

Zusammenfassung

Das Ein-Band-Hubbard-Modell als ein Minimalmodell zur Beschreibung von Hochtempe-
ratur-Supraleitung ist in der Lage, wesentliche Eigenschaften stark korrelierter Elektro-
nensysteme in qualitativer Ubereinstimmung mit den Experimenten zu beschreiben. Die
enge Verbindung zwischen Hochtemperatur-Supraleitern und Mott-(Heisenberg-)Isolatoren
erfordert numerische Methoden, die diese Phasen korrekt behandeln kénnen [85]. Quanten-
Cluster-Methoden haben sich in diesem Zusammenhang als geeignete Naherungsverfahren
herauskristallisiert. Wie unsere Rechnungen sowohl in Bezug auf normalleitende metal-
lische und isolierende Losungen als auch unter Beriicksichtigung supraleitender Phasen
gezeigt haben, ist die VCA, insbesondere unter Hinzunahme von Bad-Freiheitsgraden, eine
leistungsfahige Clustermethode zur Untersuchung stark korrelierter Elektronensysteme.

Wir finden als Grundzustand des Teilchen-Loch-symmetrischen 2D-Hubbard-Modells
bei Halbfiillung einen antiferromagnetischen Isolator fiir beliebige Wechselwirkung U > 0.
Der Wert des antiferromagnetischen Ordnungsparameters m(U) im Limes U — oo kann
durch unsere Clusterrechnungen gegeniiber dem reinen Mean-Field-Szenario m = 1 deutlich
verbessert werden, die Rechnungen ergeben m = 0.87. Der exakte Wert m =~ 0.61 wird
allerdings weder durch den gréfiten verwendeten Cluster mit L. = 10 korrelierten Pléatzen
noch durch Einbeziechung von Bad-Platzen (L. = 4, ng = 2) reproduziert (siche Abb.
6.3). Offensichtlich kann der Einfluss von Spinwellen mit ¢ — 0 durch Cluster dieser
Grofsenordnung nicht beschrieben werden.

In der paramagnetischen Phase bei Halbfiillung lisst sich ein Metall-Isolator-Ubergang
als Funktion der Wechselwirkungsstiarke beobachten. Unsere Rechnungen mit Hilfe des
(Le=4/ns=2)-Clusters ergeben hier einen Phasentibergang erster Ordnung sowie einen
nicht realisierten kontinuierlichen Metall-Isolator-Ubergang innerhalb einer metastabilen
Phase (Hidden Critical Point). Dieses Szenario stellt eine qualitative Neuerung gegeniiber
dem DMFT-Resultat mit kontinuierlichem Phaseniibergang fiir 7' = 0 dar (U, = U,2). Die
Hinzunahme eines weiteren Bad-Platzes (ns = 3) &dndert das Phasendiagramm qualitativ
nicht [79]. Quantitative Anderungen zeigen sich in den Phasengrenzen. Die gefundenen
Werte Uy und Ugy sind bereits in sehr guter Ubereinstimmung mit CDMFT-Resultaten
fiir endliche Temperaturen (siehe Kap. 6.1.2). Eine Clusterndherung mit einem einzi-
gen Bad-Platz ist offensichtlich ausreichend, um wesentliche qualitative Anderungen bzgl.
des DMFT-Szenarios zu beschreiben. Nahezu quantitative Ubereinstimmung mit CDMFT
kann bereits durch wenige Bad-Plédtze erreicht werden. Die Resultate deuten daher dar-
auf hin, dass der Mott-Metall-Isolator-Ubergang bei T = 0 auch im Limes n, — oo als
Phaseniibergang erster Ordnung auftritt.

Eine thermodynamisch konsistente Beschreibung dotierter Systeme kann durch Opti-
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mierung der globalen On-Site-Energie als Variationsparameter garantiert werden. Obwohl
die Teilchenzahl im Referenzsystem konstant gehalten werden muss, kann dadurch die
Teilchendichte im Modellsystem bereits ohne Verwendung von Bad-Plédtzen als Ladungs-
reservoirs kontinuierlich variiert werden (Kap. 4.2, 5.2). Die besten Ergebnisse lassen sich
dabei fiir n’ ~ n erzielen (siche Abb. 5.16). Mit der Einfiihrung von Bad-Plitzen kann
auch die Ladung auf den korrelierten Plédtzen im Referenzsytem kontinuierlich verdndert
werden ( = 0 bis nl,,, = 2), wiahrend die Gesamtteilchenzahl im Referenzsystem (kor-

/
nCOrI‘ corr

relierte Platze und Bad-Pldtze) weiterhin konstant bleibt. Dadurch ldsst sich n/ ..
beliebige Dotierung realisieren. Wie unsere Analyse des 1.D-Hubbard-Modells ergeben hat,
wird dadurch die Beschreibung des dotierten Systems im Vergleich zu Referenzsystemen

ohne Bad-Platze wesentlich verbessert.

~ n fur

Als Schwierigkeit bei der Verwendung von Bad-Platzen hat sich die Stabilisierung der
dotierten Losung in der Ndhe von Halbfiillung herausgestellt. Wahrend die paramagneti-
sche Losung in D = 1 eine Divergenz in der Kompressibilitéit klar erkennen ldsst (Abb.
5.19), ist in D = 2 keine definitive Aussage moglich, da hier die Losung nur fiir n < 0.9
bestimmt werden kann (siehe Abb. 6.13). Ebenso ist es uns nicht gelungen, in D = 2 eine
antiferromagnetische metallische oder supraleitende Losung mit Hilfe des (L.=4/ns=2)-
Clusters zu finden. Als Funktion von p ergibt sich ein (unphysikalischer) Sprung im grof-
kanonischen Potenzial fiir jicjoc (siehe Abb. 6.17). Dieser Sprung resultiert aus der lokal
instabilen paramagnetischen Losung fiir @ > picjoc. Die Beriicksichtigung weiterer Phasen
(z. B. Supraleitung oder Phasen mit Ladungsordnung) neben der paramagnetischen und
antiferromagnetischen Losung mag diese Unstimmigkeit beheben.

Abhéngig vom verwendeten Referenzsystem kann Phasenseparation zwischen paramag-
netischer und antiferromagnetischer metallischer Losung im 2D-Hubbard-Modell auftreten.
Der phasenseparierte Zustand reagiert dabei duerst empfindlich auf Anderungen der Clu-
stergrofse und Clustergeometrie (Kap. 4.3 und 4.4). Die beobachteten Finite-Size-Effekte
sind konsistent mit analytischen Uberlegungen, die den Einfluss langreichweitiger Effekte
auf einen phasenseparierten Zustand betonen (siehe Gl. 4.13). Ob das 2D-Hubbard-Modell
Phasenseparation zeigt oder nicht, kann durch unsere Rechnungen nicht endgiiltig geklért
werden. Die VCA-Resultate unter Beriicksichtigung verschiedener Clustergréfsen und Clu-
stergeometrien lassen Phasenseparation aber als eher unwahrscheinlich erscheinen.

Die Wahl eines geeigneten Referenzsystems hangt davon ab, welche physikalischen Gro-
fsen betrachtet werden sollen. So kann die Konvergenz statischer Grofen wie der Grund-
zustandsenergie durch Hinzunahme von Bad-Pléatzen kaum beschleunigt werden. Auch die
unabhéingige Optimierung einer Vielzahl an Variationsparametern hat hier nur geringen
Einfluss auf die Konvergenz. Vielmehr ist die Anzahl korrelierter Clusterplétze in diesem
Fall entscheidend (Kap. 5.1). Bad-Plétze sind dagegen wesentlich, wenn dynamische Gro-
fsen berechnet werden (siehe Kap. 5.1.5). Es hat sich herausgestellt, dass einige (wenige)
Bad-Plétze, die an korrelierte Platze am Clusterrand ankoppeln, bereits eine ausgezeichnete
Néherung des Gaps im Ein-Teilchen-Anregungsspektrum des 1.D-Hubbard-Modells liefern.
Die Verwendung zusétzlicher Bad-Platze im Clusterinneren erscheint dagegen unnotig.
Dariiber hinaus ist in D = 2 eine deutliche Verkleinerung des supraleitenden Ordnungspa-
rameters Agc im Vergleich zur Rechnung ohne Bad-Plétze zu beobachten (siehe Abb. 7.1).
Bad-Plétze ermoglichen offensichtlich eine verbesserte Beschreibung quantenmechanischer
Fluktuationen im Rahmen von Clusterapproximationen.

Die optimale Clusterndherung ergibt sich durch Verwendung eines kontinuierlichen
Bads (ns — o0). Unsere VCA-Rechnungen in der normalleitenden als auch in der su-
praleitenden Phase zeigen allerdings auch, dass ein einzelner Bad-Platz (ns = 2) bereits
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gute quantitative Ubereinstimmung mit CDMFT-Resultaten erméglicht (sieche z. B. Abb.
6.13 und 7.1). Wéhrend unsere Clusterapproximationen im Rahmen der SFT eine ther-
modynamisch konsistente Beschreibung bei 7' = 0 erlauben, kann die thermodynamische
Konsistenz in CDMFT fiir T' = 0 im Allgemeinen nicht garantiert werden. Ein kontinuier-
liches Bad (und damit thermodynamische Konsistenz) ldsst sich mit Hilfe von Quanten-
Monte-Carlo-Verfahren nur fiir endliche Temperaturen realisieren. Dagegen ist fiir T = 0
eine Losung der CDMFT-Selbstkonsistenzgleichungen bei Verwendung exakter Diagonali-
sierung (mit einigen wenigen Bad-Plidtzen) nur ndherungsweise maoglich.

Die VCA ermdglicht eine thermodynamisch konsistente Beschreibung der Grundzu-
standseigenschaften des Hubbard-Modells und zeichnet sich durch grofse Flexibilitat bei
der Konstruktion von Referenzsystemen aus. Damit steht mit der VCA eine attraktive
Clustermethode zur Untersuchung stark korrelierter Elektronensysteme zur Verfiigung. Ei-
ne Weiterentwicklung der Methode durch Kombination mit DDMRG (T" = 0) oder QMC
(T > 0) zur Losung des Referenzsystems stellt zudem in Aussicht, zu deutlich groferen
Clustern iibergehen zu kénnen.
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