How to use Table 1-1

The notation of the Fourfold Table

a b

c d
increasing sequence | read under sign
of cell frequencies the sequence change
a b€ - maty | et A d no
a b " S a BAtsre d no
a c R e c bed no
a c d b a c I | no
a govieli Y a - g d no
a d c b a C b d no
B e e D e d e yes
TR At i Rl (T NN S yes
b e S Tl (R TR . R - yes
DR - d.''a o AR R - yes
e e ogtinse 0 - d- e ¢ yes
Pt g g Tyl | ORNER" SR TR - yes
c a TR MRS AN s yes
LR e " d b yes
c b a d |c TRy O yes
c Bod e ke B yes
c " G | b |c A S yes
C " SCET R T g N yes
d 'R b ¢ Ll a no
d a c Dokl e b a no
[ e - eanl - & - a no
&=y e a - S R a no
. AP a - 30 % g no
d e b a " Bt b a no
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Step A

Arrange the cell frequencies in order of increasing size (the
sequence is arbitrary with equal frequencies)

Example:
Starting sequence a b c d
numerically 13 9 3 12
increasing size c b d a
sequence

Step B

Locate the increasing size sequence in the left column of
the table to the left. Note the corresponding reading se-
quences from the middle column. Rearrange the observed
fourfold table according to this reading sequence. Note
from the right column whether the sign of ¢ must be chan-
ged.

In the example:

increasing size e b d a

sequence

reading sequence c d a b
numerically 3 12 13 .9

Change of sign of ¢?  Yes.

Step C

Enter Table 1-1 with the reading sequence and locate @
there, the two-sided and the one-sided probability.

In the example, under the reading sequence
3 2. A3 9
on page 219 one finds:
3 12 13 9 —0.387 .0409 0204
The @ of the observed table is @ = + 0.387 (sign chan-
ge!). The two-sided probability P, = 0.0409, the one-sided
probability Py = 0.0204.



Die Anwendung der Tafel 1-1

Die Notation der Vierfeldertafel

Groflenfolge der
Zellenfrequenzen

lies ab unter
der Folge

Vorz.
wechs.

A ARAAN N OO O0O0NC TT o oo DD DB R
0O 0O CToOe P AQAOD O D AANN DL A0 O oD
TR 0D 6O TTO R AN AT N A AN AT AN
RO 0O 00D O AT AN 0P A0 QALTO oo

A AN 060000 o T oo o R DD DR
O 6 U0 TTAALAD B ALOALE DD O 0N

OO0 60 N0 BB D AQOAR DD AT 0 oo 00

LB I - - - - - o B T B N o T o Y = VO -~ PR DAY < A = Dy <

nein
nein
nein
nein
nein
nein
ja
ja
ja
ja
ja
ja
ja
ja
ja
ja
ja
ja
nein
nein
nein
nein
nein
nein

Schritt A

Ordne die Zellfrequenzen in aufsteigender Grofenfolge
(bei gleichen Frequenzen ist die Anordnung beliebig)

Beispiel:

Ausgangsfolge: a b c d
numerisch e 3 12

Groflenfolge: c b d a
Schritt B

Gehe mit der Groflenfolge in die linke Spalte der neben-
stehenden Tabelle. Lies dort in der mittleren Spalte die Able-
sefolge ab. Ordne die beobachtete Vierfeldertafel nach die-
ser Ablesefolge um. Vermerke aus der rechten Spalte der Ta-
belle, ob das Vorzeichen von ¢ gewechselt werden muf.

Im Beispiel:

Groflenfolge: c b d a

Ablesefolge: c d a b
numerisch 3 | D A

Vorzeichenwechsel von @? ja

Schritt C

Gehe mit der Ablesefolge in Tafel 1 — 1 ein und lies dort @,
die zweiseitige und die einseitige Uberschreitungswahr-
scheinlichkeit ab.

Im Beispiel ist unter der Ablesefolge

R =l 9
auf Seite 219 zu finden:
3 12 13 9 —0.387 .0409 0204

Das @ der beobachteten Tafel ist @ = + 0.387 (Vorzei-
chenwechsel!) :

Die zweiseitige Uberschreitungswahrscheinlichkeit P, =
0.0409, die einseitige Uberschreitungswahrscheinlichkeit
P, = 0.0204.
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Hinweis fiir eilige Anwender:

Bitte entnehmen Sie dem Buch die beiliegen-
de Karte. Auf ihr sind alle Informationen zur
Benutzung der Vertafelung zusammenge-
stellt!

Note for hurried users:

Please refer to the card inserted in the book. It
contains all information necessary for using
the tables!
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Vorwort

Das Anwachsen quantitativer Forschung im sozial- und
biowissenschaftlichen Bereich verschirft in der Datenanaly-
se drei Probleme:

a. In groflerem Umfang werden nur qualitativ zu fassende
Variablen in die Untersuchungen einbezogen.

b. Bei quantitativen Variablen wird haufig festgestellt, dafl
die Normalverteilungsannahme nicht oder nur unzu-
reichend zutrifft. Das fiihrt zu einer verstiarkten Anwen-
dung von verteilungsfreien Verfahren.

c. Viele Untersuchungsgebiete zeichnen sich dadurch aus,
daf nur kleine Stichproben zur Verfiigung stehen, so daf8
auch nicht iiber den zentralen Grenzwertsatz die asym-
ptotische Normalverteiltheit der Priifgrofen angenom-
men werden kann.

Verteilungsfreie Verfahren zeichnen sich in ihrer exakten
Version aber durch einen hohen Rechenaufwand aus. Ihre
Approximationsgeschwindigkeit an stetige Priifverteilun-
gen ist oft relativ gering, so daf fiir kleine Stichprobenum-
fange eigentlich grundsatzlich auf den exakten Text rekur-
riert werden muf. In dem vorliegenden Band ist die Vierfel-
dertafel, eines der praktisch wichtigsten Priifinstrumente,
bis zu einem Stichprobenumfang von N = 80 mit ein- und
zweiseitigen Uberschreitungswahrscheinlichkeiten verta-
felt. Weitere wichtige Priifverfahren sollen in den folgenden
Banden vertafelt werden.

Die Arbeit an den Tafeln ist iiberschattet von dem Tod un-
seres Kollegen und Freundes Dr. KLAUS-DIETER WALL, der
am 11.3.1978 den Folgen eines Autounfalls erlag. Sein An-
teil an diesen Tafeln ist nicht zu unterschatzen: sie tragen in
Idee und Durchfiihrung in weiten Teilen seine Handschrift.

Zu danken haben wir Herrn Prof. Dr. Dr. G. A. LIENERT,
Niirnberg, der uns mit vielen Ratschligen zur Seite stand.
Ebenso danken wir Herrn Dr. J. DWYER von der State Uni-
versity of New York fiir seine Hinweise zur Ubersetzung des
Textes. Dem Verlag Gustav Fischer und dort Herrn Dr. vON
Lucius sei fiir die Bereitschaft gedankt, eine solche Verof-
fentlichung zu unterstiitzen.
Niirnberg und Miinchen 1981 HANS-PETER KRUGER
WALTER LEHMACHER

Preface

The growth of quantitative research in the social and bio-
logical sciences has made three problems of data analysis
more acute:

a. Variables which can only be measured qualitatively are
increasingly involved in investigation.

b. When using quantitative variables it is frequently found
that the assumption of a normal distribution is either in-
correct or not sufficiently accurate. This has lead to in-
creased use of distribution-free methods.

¢. Many areas of research are characterized by the availa-
bility of only small samples, and thus asymptotic normal
distribution of a test statistic cannot be assumed on the
basis of the central limit theorem.

Distribution-free methods have an exact version but re-
quire substantial computation. Continuous statistics like
the chisquare converge relatively slowly to the exact proba-
bilities as sample size increases. Thus, one must fall back on
an exact test when using a small-sized sample. In the present
volume the fourfold table, one of the most important test-
ing instruments, is discussed for random sample sizes up to
N = 80. Both one-tailed and two-tailed probabilities are
provided. Significance tests for analysis of larger contingen-
cy tables will be presented in the subsequent volumes.

The work on these tables has been overshadowed by the
loss of our colleague and friend Dr. KLAUS-DIETER WALL,
who died of injuries from an auto accident on March 11,
1978. His contribution to this work cannot be underesti-
mated. His hand can be seen in conceptual basis and imple-
mentation.

We are grateful to Prof. Dr. Dr. G. A. LIENERT,
Niirnberg, for many helpful suggestions, also Dr. ]J. DWYER,
State University of New York, for his help to translate the
text. Our thanks go also to the publishers, Gustav Fischer
Verlag, and their Dr. voN Lucius for the support of a publi-
cation of this type.

HANS-PETER KRUGER
WALTER LEHMACHER

Niirnberg and Miinchen 1981
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1. Vorhandene Tafeln fiir den
exakten Test in
2 X 2-Felder-Tafeln

Eine Fiille von statistischen Problemen ist direkt oder
nach einfachen Umformungen mit der Vierfeldertafel anzu-
gehen. Ihre Beliebtheit resultiert vor allem aus der einfachen
Auswertung nach dem X? von PEARSON, das asymptotisch
x2-verteilt ist. Allerdings sollte dieser Test nur angewendet
werden, wenn die Erwartungswerte hinreichend grof sind.
COCHRAN (1954) und WisE (196 3) nennen Werte zwischen
2 und § als untere Grenze. Diese Grenzen sind aber nur dann
realistisch, wenn die Erwartungswerte etwa gleich grof§ sind
(WALL, 1972). Sind diese (oftmals zu optimistischen) Bedin-
gungen nicht gegeben, muf auf den exakten Test rekurriert
werden, der unter dem Namen FISHER-YATES-Test bekannt
wurde (FISHER, 1935, YATES, 1934). Dessen hoher Rechen-
aufwand fiihrte schnell zu einer Vertafelung fiir kleinere
Stichprobenumfinge. Den Anfang machte FINNEY (1948)
mit einer Vertafelung bis N = 30 (die Tafeln sind zu finden
in den BIOMETRIKA TABLES von PEARSON u. HARTLEY,
1969). Es folgten MAINLAND u. MURRAY (1952), LATSCHA
(1953), ARMSEN (1955). BROSS u. KASTEN (1957) approxi-
mierten die hypergeometrische Verteilung iiber eine Bino-
mialverteilung und konnten so Werte fiir Randsummen
< 50 angeben. Ebenfalls anwendbar sind die Tafeln von
LIEBERMANN u. OWEN (1961) iiber die hypergeometrische
Verteilung. BENNETT und HORST (196 6) erweiterten die Ta-
feln von FINNEY, LATSCHA, BENNETT und Hsu (1963) bis
N =100. HENZE (1976) vertafelte in einer neuen, noch un-
veroffentlichten Arbeit bis N = 10000 in dem Stichproben-
umfang angepafiten Spriingen von N. Abweichend von Fis-
HERs Procedere vertafelten Mc DONALD, DAvis und MiL-
LIKEN (1977) einen nicht-randomisierten Test bis N = 30.

Trotz dieses groffen Angebots an Tafeln werden diese in
der Praxis wenig genutzt. Dafiir gibt es u. E. zwei Griinde:
a. die meisten Tafeln beschrianken sich auf zwei oder meh-

rere O-Niveaus, wobei meist auch nur die einseitigen

Uberschreitungswahrscheinlichkeiten vertafelt sind,

b. die beobachtete Vierfeldertafel muff mehrfach umgeord-
net werden, bevor in das Tafelwerk eingegangen werden
kann.

Beide Griinde resultieren aus dem begrenzten Raum, der
fir eine Vertafelung zur Verfiigung steht. Durch Umord-
nung kann der Platzbedarf bis auf rund ein Achtel reduziert
werden. Noch drastischer ist die Ersparnis bei der Einfiih-
rung von Niveaus statt der Vertafelung der exakten P-Wer-
te. Auch das vorliegende Tafelwerk zollt dem Buchumfang
seinen Tribut: der Anwender muf die beobachtete Vierfel-
dertafel in der Regel umordnen.

1. Available Tables for the Exact
Testin 2 X 2-Fold Tables

A wealth of statistical problems can be approached with
the fourfold table. The popularity of this table can be attri-
buted to the ease of analysis based PEARsON’s X? distribu-
tion. This test should only be used, however, when the ex-
pected cell frequencies are sufficiently high. COCHRAN
(1954) and WisE (1963) give values between 2 and § as a
lower bound. Such requirement is only realistic, however,
when the expected values are about the same size (WALL,
1972). If these (often too optimistic) conditions are not satis-
fied, one must fall back on the exact test which has become
known under the name FISHER-YATES test (FISHER, 1935;
YATES, 1934). The large amount of computation involved in
the test quickly led to the working out of tables for small
sample sizes. FINNEY (1948) opened the way with tables up
to N = 20 (the tables can be found in the Biometrika tables
of PEARSON and HARTLEY, 1969). He was followed by
MAINLAND and MURRAY (1952), LATSCHA (1953), and
ARMSEN (1955). BROss and KASTEN (1957) approximated
the hypergeometric distribution using a binomial distribu-
tion and were thus able to provide values for marginal sam-
ple sizes < 50. The tables of LIEBERMANN and OWEN
(1961) on the hypergeometric distribution are also useful.
BENNETT and HORST (1966) expanded the tables of FIN-
NEY, LATSCHA, BENNETT and HsU (1963)up to N = 100.
In a new, unpublished paper HENZE (1976) worked out
tables up to N = 10000 with steps of N corresponding to
sample size. Deviating from FISHER’s procedure, McDo-
NALD, DAVIS and MILLIKEN (1977) presented tables for a
nonrandomized test up to N = 30.

Despite the large supply of tables, they remain little used
in practice. Two of the main reasons for this are that:

a. Most tables are limited to two ore more (t-levels where
only one-sided probabilities are usually given.

b. The observed fourfold tables must be frequently rear-
ranged before actual use can be made of them.

Both of the above reasons result from the limited space
available for printing the tables. Rearrangement permits ap-
proximately an eightfold reduction in the amount of re-
quired printing space. The savings are even more pro-
nounced when levels are used instead of tabling the exact P
values. The tables in this volume could also not be presented
without some consideration for limitations of space: the us-
er will generally have to rearrange the observed fourfold
table.



Dafiir bietet es im Gegensatz zu den anderen Tafeln
— die exakten Uberschreitungswahrscheinlichkeiten unter

Verzicht auf vorgegebene 0-Niveaus
— die Angabe von zweiseitigen Uberschreitungswahr-

scheinlichkeiten im Sinne von FREEMAN u. HALTON

(1951).

Aufgenommen in die Tabellierung sind alle Vierfelderta-
feln, deren
— einseitige Uberschreitungswahrscheinlichkeit nicht gro-

Rerals 10% istund
— deren zweiseitige Uberschreitungswahrscheinlichkeit

gleich oder grofler 0.0001 (die Stellengenauigkeit der

Vertafelung) ist.

Durch diesen Genauigkeitsgrad ist die Vertafelung vor al-
lem dann auch noch brauchbar, wenn (etwa bei mehreren si-
multanen Tests) mit der &-Adjustierung gemaf$ der BONFER-
RONI-Ungleichung gerechnet werden muf (siehe dazu etwa
MILLER, 1966).

Zur Frage randomisiertes vs. nicht-randomisiertes
Testen

Ist eine Priifgrofle T (wie etwa beim Vierfeldertest) diskret
verteilt, so existiert nicht zu jedem Niveau @ ein kritischer
Wert t,q), fiir den unter der Nullhypothese die Uberschrei-
tungswahrscheinlichkeit genau o ist. In der Regel wihlt
man in dieser Situation zu einem vorgegebenen @ als kriti-
schen Wert das kleinste ty, fiir das die Uberschreitungs-
wahrscheinlichkeit o’ kleiner gleich o ist. Das Ergebnis ist in
der Regel ein konservativer Test, da das faktische Niveau o’
kleiner ist als das nominelle (vorgewahlte) a..

Einen Ausweg bietet das Prinzip des randomisierten Te-
stens (zu seiner Begriindung siehe etwa WITTING, 1974,
173 f£.). Bezeichnet t,+) den groften Wert t mit tpr) < tq,
(d.h. den nachstkleineren Nachbarn von t), dann wird in
dem Fall, wo t4+, angenommen wird, die Entscheidung fiir
oder gegen die Nullhypothese von einem zusatzlichen Zu-
fallsexperiment abhingig gemacht (Randomisation). Hat
t.or) unter der Nullhypothese die Punktwahrscheinlichkeit
po (= a” — a')), so mufl dabei die Wahrscheinlichkeit vy,
mit der bei Vorliegen der Beobachtung von t,,~ die Entschei-
dung gegen Hj getroffen wird, so gewahlt werden, daf gilt:
Ypo + @' = a. Durch dieses Verfahren wird das gesamte
Niveau & ausgeschopft. Analoge Prozeduren sind beim
zweiseitigen Test zu konstruieren. Wendet man dieses Prin-
zip auf den Test bei Vierfeldertafeln an (sog. randomisierte
FiSHER-YATES-Tests), so lassen sich gleichmifig beste un-
verfilschte Tests konstruieren. Entsprechende Vertafelun-
gen finden sich zu den Niveaus von 10 %, 5 % und 1% bis
N = 50 bei SIEGERSTETTER u. WELZL (1975).

Das Konzept des randomisierten Testens mag zwar theo-
retisch befriedigen, da es zu schirferen Tests fiihrt, stofft
beim Praktiker aber auf Schwierigkeiten, da die Testent-

4

In contrast to these other tables, this book offers
— exact probabilities of deviations from the null hypothe-

sis, thus foregoing the use of preset ot-levels.

— two-sided probabilities of deviations from the null hy-
pothesis along the lines of FREEMAN and HALTON
(1951).

The tabulation includes all fourfold tables whose

— one-sided probability of deviation from the null hypoth-
esis does not exceed 10 %, and whose

— two-sided probability of deviation from the null hypoth-
esis is equal or exceeds 0.0001 (the accuracy of the en-
tries in the table).

This degree of precision makes the table even usable when
(e.g., with several simultaneous tests) calculations must be
made using the 0-adjustment based on the BONFERRONI in-
equality (c. f., MILLER, 1966, for instance).

On the Question of Randomized vs. Nonrandomized
Testing

If a test statistic T (e. g., in the fourfold test) is discretely
distributed, then at every level & a critical value tg, does not
exist for which the probability under the null hypothesis is
exactly . For a given L in this situation one generally selects
as critical value the smallest t,; for which the probability o
is less than or equal to a.. The result is generally a conserva-
tive test, as the actual level ¢’ is less than the nominal a.

A way out is offered by the principle of randomized test-
ing (for substantiation, c. f., WITTING, 1974, 173 ff.). If t»
is the largest value of t where tg <tg (i.e., the smallest
neighbor to t, then in the case where t,~ is accepted, the
decision for or against the null hypothesis is made depend-
ent on an additional experiment of chance (randomization).
If t has the point probability po (= & — o) under the
null hypothesis, then the probability y with which the deci-
sion against Ho is made when t,+ is observed must be chosen
such that ypo + @' = a. The entire a-level is exhausted
with this procedure. Analogous procedures should be set up
for the two-sided tests. Application of this principle to the
test with fourfold tables (randomized FISHER-YATES tests)
permits construction of uniformely most powerful unbi-
ased tests. Such tables for the 10 %, 5 % and 1 % levels up
to N = 50 can be found in SIEGERSTETTER and WELZL
(1975).

The concept of randomized testing may be theoretically
satisfying because it leads to more powerful tests. It causes
problems in practice, however, because the test decision de-
pends not only on the data, but also on the outcome of an
additional experiment of chance. Or consider the way
BERKSON (1977, 41) put it: <But what investigating scientist
would decide which of two drugs is the more effective by
tossing a coin®» This remark refers to FISHER’s randomizing
technique in which the marginal values are considered as



scheidung nicht nur von seinen Daten, sondern auch vom
Ausgang eines zusitzlichen Zufallsexperiments abhangt.
Oder wie BERKSON (1977, 41) es ausdriickt: «But what inve-
stigating scientist would decide which of two drugs is the
more effective by tossing a coin» Diese Bemerkung bezieht
sich auf die Randomisierungstechnik FISHERs, wobei die
Randsummen als «ancillary» betrachtet werden. Vor allem
PEARSON (1947) hat dagegen Einwinde erhoben. Andere
Tests wurden vorgeschlagen (z.B. von PLACKETT, 1977,
Mc DONALD, DAvis und MILLIKEN, 1977). Letzten Endes
verbirgt sich hinter der Diskussion die Frage, ob man Fis-
HERs Haltung oder die von NEYMAN-PEARSON einnimmt,
wonach o genau die Ablehnungswahrscheinlichkeit angibt.

Vor allem aus praktischen Griinden haben wir uns in die-
ser Vertafelung auf den nicht-randomisierten Test be-
schrankt. Er ist in aller Regel konservativer. Bezieht man je-
doch die Uberlegung ein, daf die Unterscheidung randomi-
siert-, nichtrandomisiert vor allem bei kleinen Stichproben-
umfingen relevant wird, erscheint ein prinzipiell eher kon-
servatives Vorgehen zu rechtfertigen.

2. Der exakte Test in
2 X 2-Feldertafeln

Vor der Darstellung der Tafeln und ihrer Anwendung
wird das Prinzip des exakten Testens exemplarisch am Bei-
spiel der Priifung zweier Stichproben auf Homogenitat dar-
gestellt.

2.1. Das Prinzip des exakten Testens

In einem Experiment soll geklart werden, ob ein neues ak-
tivierendes Medikament Ratten schneller ein Labyrinth ler-
nen laft. Dazu wird eine Gruppe von N = 15 Ratten zufil-
lig auf eine Experimentalgruppe (X +) mit N, = 7 Ratten
und eine Kontrollgruppe (X —) mit N, = 8 Ratten aufge-
teilt. Lediglich die Experimentalgruppe erhilt das Medika-
ment. Tabelle 1 zeigt den Ausgang des Experiments.

«ancillary». PEARSON (1947) mainly had objections to this.
Other tests have been proposed (e.g., from PLACKETT,
1977; MCDONALD, DAvVIS and MILLIKEN, 1977). In the fi-
nal analysis the discussion comes down to the question of
whether one supports FISHER’s standpoint, or that of NEY-
MAN-PEARSON which holds that & represents the exact
probability of rejecting the null hypothesis when it is true.

We limited the tables in this volume to the nonrandom-
ized test primarily for practical reasons. It is more conserva-
tive as a rule. When one considers that differentiation be-
tween randomized and nonrandomized is primarily relevant
in samples of small size, a principally more conservative
procedure seems to be justified.

2. The Exact Test in 2 X 2-Fold
Tables

Before presenting the tables and describing how they can
be used, the principle of exact testing will be illustrated with
an example involving a test for homogeneity of two sam-
ples.

2.1. Principle of Exact Testing

An experiment is used to clarify whether or not a new sti-
mulatory drug enables rats to learn a maze more quickly. A
group of N = 15 rats is randomly divided into an experi-
mental group (X +) with Ny =7 rats and a control group
(X —)with N; = 8 rats. The medication is administered only
to the experimental group. Table 1 shows the outcome of
the experiment.
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Tabelle 1 Table 1
gelernt |nichtgelernt| learned | notlearned
Y+ Y- Y+ Y- >
Experimentalgruppe X+ |§ =a 2=b |7=N; experimental group X+ §=a |2=b 7=N,
Kontrollgruppe X= |1=c 7 =d 8=N, control group X—- 1l=c |7=d 8=N,
ke 6=M, 9=M, [I5=N > 6=M;|9=M, 15=N

Y+ bedeutet «in einer definierten Zeit durch das Laby-
rinth gekommen», Y — bedeutet <Miferfolg».! Die Nullhy-
pothese H, lautet: Das Medikament erbringt keine Verande-
rung der Lernleistung, wihrend die Alternativhypothese H,
eine Verinderung der Lernleistung postuliert (die verschie-
denen Formen von H, werden weiter unten besprochen).

Das Prinzip des exakten Testens besteht darin, alle mogli-
chen Ausginge eines solchen Experiments in die Entschei-
dung fiir oder gegen H, einzubeziehen.

px+ bezeichne die Wahrscheinlichkeit, daf§ in der Experi-
mentalgruppe X + mit N, = 7 genaua = § Ratten das La-
byrinth lernten.

Nach der Binomialverteilung berechnet sich

p— Nl na
Px+ 4 X+

Tix 4+ bezeichnet die im allgemeinen unbekannte Wahr-
scheinlichkeit, daf§ eine Ratte der Experimentalgruppe X +
das Labyrinth lernt. Ebenso berechnet sich die Wahrschein-
lichkeit px_, daff in der Kontrollgruppe X — mit N, = 8
genau ¢ = 1 Ratte das Labyrinth lernt nach

N -
“'=(:)";_0—“»V2 @

Die Wahrscheinlichkeit, genau das beobachtete Ergebnis
in der Experimentalgruppe X + und in der Kontrollgruppe
X — zu erhalten, berechnet sich nach dem Multiplikations-
satz der Wahrscheinlichkeit, da beide Gruppen voneinander
unabhingig sind:

Nj—a

(1—7x,) (1)

! Ublicherweise wird die Vierfeldertafel verschieden notiert, je nachdem,
ob auf Homogenitit oder Zusammenhang gepriift wird (siche z. B. Lie-
NERT, 1973). Da unsere Tabellen fiir beide Fragestellungen anwendbar
sind, haben wir uns fiir eine gemeinsame Notation mit den bekannten
Namen fiir die Zellfrequenzen a, b, c und d entschieden.
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Y+ means «passed through the maze within a set period of
time»; Y — means «failure»." The null hypothesis Hy says
that the medication does not yield an alteration in learning
performances, whereas the alternative hypothesis H; postu-
lates a change in learning performance (the various forms of
H; will be discussed later on).

The principle of exact testing consists of including all
possible outcomes of such an experiment in the decision for
or against Ho.

Py, stands for the probability that exactly a=35 rats in
the experimental group X+ with Ny =7 learn the maze.
According to binomial distribution

N —a
h+=(;)”;+@—“mf‘ &

Ttk + represents the generally unknown probability that a
rat from the experimental group X+ learns the maze. In
the same manner the probability that exactly c =1 ratin the
control group X — with N, = 8 rats learns the maze is cal-
culated by

N,\ ¢ +
& =( cz)“x— (1= )™ (2)

The probability of finding exactly the outcome observed
in the experimental group X+ and in the control group
X — is the product of both of the above probabilities be-
cause both groups are independent of each other:

N e
o=V b

. (Nz)n;_ (1—my )™ 3

C

! Generally the notation of the fourfold table varies depending on
whether homogeneity or contingency is being tested (c.f., LIENERT,
1973). As our tables can be used for both questions, we have decided on a
joint notation with the known cell frequencies labelled a, b, c and d.



H, postuliert, dafl die beiden Wahrscheinlichkeiten 7ty ,
und Tty _ sich nicht unterscheiden: unter H, hat das Medika-
ment keinen Effekt. Beriicksichtigt man diese Annahme und
beniitzt die Beziechung N, —a = b,N,—c =d,a+c =M,
und b+d = M,, verkiirzt sich Formel (3) zu Formel (4)

N N
i ( a)( cz) " (1—a)™ @

Vereinigt man die beiden Stichproben, haben M; = 6
Ratten das Labyrinth gelernt, M, = 9 scheiterten. Die
Wahrscheinlichkeit p (T = Total), genau dieses Ergebnis zu
erhalten, ist mit Formel (5) wieder durch die Binomialvertei-
lung gegeben:

N M
- (M:)” 'rl “‘”T)Mz ®)

7; bezeichnet die unbekannte Wahrscheinlichkeit, daf ei-
ne Ratte (gleichgiiltig, ob aus X + oder X —) das Labyrinth
lernt. Diese Wahrscheinlichkeit ist bei Giiltigkeit von H, ge-
nau dieselbe wie in den beiden Stichproben: ty , = 7y _ =
Ty Mit p° bezeichnen wir jetzt die Wahrscheinlichkeit, dal
M erfolgreiche und M, erfolglose Ratten zufallig sich so in
zwei Stichproben des Umfangs N, und N, aufteilen, daf in
der einen Stichprobe X+ insgesamt a erfolgreiche, in der
zweiten Stichprobe M; —a = cerfolgreiche Ratten sich be-
finden. Die a bzw. ¢ erfolgreichen Fille werden dabei unter
der Bedingung betrachtet, daf es insgesamt M erfolgreiche
Fille gibt und die Stichproben gerade die Groffen N, und N,
haben. Dieses p? berechnet sich als bedingte Wahrscheinlich-
keit aus dem Quotienten

P° = Px+Px-/Pr=
it S R
e o)

Wie Formel (6) zeigt, kiirzt sich die unbekannte Wahr-
scheinlichkeit 7t heraus: die Wahrscheinlichkeit p° (also ge-
nau das beobachtete Ergebnis zu erhalten), ist keine Funk-
tion der Wahrscheinlichkeit in der Population mehr, son-
dern kann unter Giiltigkeit von H, aus den Beobachtungs-
werten berechnet werden.

Beriicksichtigt man die Definition

Where

wird aus Formel (6) Formel (7)

N,INLIM,IM,!
° —_—
. Ntatblcld! @

Hj postulates that both probabilities 7ty , and 7ty _ donot
differ: according to Hy the medication has no effect. If one
makes this assumption and uses the relation N; —a=b,
N;—c=d, a+c=M; and b+ d = M),, equation (3) can be
shortened to (4):

N N
W ( )( ) 7 (1) @

If one combines both samples, M; = 6 rats have learned
the maze, M, = 9 have failed. The probability Py (T = total)
of obtaining exactly this outcome is provided in equation
(5), again from the binomial distribution:

N M
()= 7 1=

Ty is the unknown probability that a rat (regardless of
whether from X 4+ or X —)learns the maze. When Hy is true
this probability is exactly the same in both samples: 1y, =
Ty = Tr. We now let p° represent the probability that M,
successful and M nonsuccessful rats are accidentally distri-
buted in two samples of size N; and N, such that one sample
X + contains a total of a successful rats and the second sam-
ple contains a total of M; — a = ¢ successful rats. Let us con-
sider the a and c successful cases under the condition that
there is a total of M, successful cases and the samples have
exactly the sizes N; and N,. The above mentioned p° can be
calculated as the conditional probability from the following
quotient:

P° = Px+Px-/Pr=
o ] )9 R
e ()

As equation (6) shows, the unknown probability 7t cancels
out. The probability p° (of obtaining precisely the observed
outcome) is no longer a function of the probability in the
population. Instead, it can be calculated from the observed
values provided Hy is valid.

If we apply the definition

Whe=

then we obtain equation (7) from equation (6)
. NINIMIM,!
= T Nuatbldd!

P



p° wird als «Punktwahrscheinlichkeit» bezeichnet und
berechnet sich fiir das Beispiel in Tabelle 1 zu

. L Npv——
P =Tssizimm ~

Jeder anderen Kombination von Zellenbesetzungen, die
den Bedingungen der Randsummen N,, N,, M, und M, ge-
horcht, 138t sich ebenfalls eine Punktwahrscheinlichkeit p°
zuschreiben. Sie gehen im einzelnen aus Tabelle 2 hervor.

p° isreferred to as the «point probability» and amounts to
the following for the example in Table 1.

y 71816191
p° = ————— = 0.03357
15151211171

Every other combination of cell frequencies which satis-
fies the conditions for the marginal values N, N,, M; and
M; can also be given a point probability p°. The individual
cases are presented in Table 2.

Tabelle 2 Table 2

Sl irgu g d p° P, P, & o P beCiiand p° P, P,
QLT 2 .00559 00559 00699 0497 poie 2 00559 .00559 00699
fewy 6028053 .07832 .08391 .11888 155 080 il 2 07832 .08391 .11888
v S P 29374 37762 .60839 v A, IS SN 29371 37762 .60839
. W . ) 39161 .62238 1.00000 304 3 8 39161 .62238 1.00000
" ade e gl .19580 23077 31468 R [ el .19580 23077 .31468
(RN PRS- .03357 03497 .04056 §° REE\ ey .03357 .03497 .04056
R R TR .00140 .00140 .00140 Gl Oenhg .00140 .00140 .00140

(P, und P, werden im nichsten Abschnitt behandelt).

2.2. Die Alternativhypothesen

Lediglich zwei Punktwahrscheinlichkeiten (fiir a= 0 und
a=6)sind kleiner als das p° =.03357 fiira= 5 in unserem
Beispiel. Das Problem der Signifikanzbestimmung eines be-
obachteten Ergebnisses muff gemafl den Hypothesen statt-
finden, die der Experimentator aufgestellt hat. Die Beschrei-
bung der verschiedenen Hypothesen wird deutlicher, wenn
man von den relativen statt von den absoluten Haufigkeiten
in der Vierfeldertafel ausgeht, die ja nicht direkt vergleich-
bar sind. Das Grundmuster einer Vierfeldertafel im Fall des
Vergleichs zweier Stichproben zeigt Tabelle 3, in der die
Wahrscheinlichkeiten und die entsprechenden relativen
Haufigkeiten eingetragen sind.

(P; and P, will be treated in the next section).

2.2. Alternative Hypotheses

Only two point probabilities (for a =0 and a = 6)are low-
er than p® =0.03357 for a= 35 in our example. The prob-
lem of determining the significance of an observed outcome
must take into account the hypotheses set up by the experi-
menter. The description of the various hypotheses becomes
clearer if one starts from the relative, instead of the abso-
lute, frequencies in the fourfold table, which of course are
not comparable. The basic make up of a fourfold table in a
comparison of two samples is presented in Table 3 which
contains the probabilities and the corresponding relative
frequencies.

Tabelle 3 Table 3
Erfolg kein Erfolg success no success
Stichprobe 1 7 =(a/N,) 1—m 1 sample 1 T = (a/Ny) 1-7; 1
=(1—a/N,) = (1-a/Ny)
Stichprobe 2 Nc=c/N, 1-7c 1 sample 2 Tie = (¢/Ny) 1-mc 1
= (1-c/Np) = (1-c¢/Ny)




Drei verschiedene Alternativhypothesen sind méglich:
a. Einseitig: die Experimentalgruppe zeigt eine gerichtete

Anderung.

Zum Beispiel: das Medikament erhoht die Leistung

Tg > Ne oder T < Mg

b. Zweiseitig: die Experimentalgruppe zeigt eine Wirkung,

die positiv oder negativ sein kann

T * T

Die Entscheidung iiber die Signifikanz eines Ergebnisses

ist fiir jeden der drei Fille anders.

Die einseitige Alternative

In diesem Fall bezieht sich die Alternativhypothese auf ein
a priori vorhandenes Wissen und spezifiziert ein bestimmtes
Ergebnis, entweder daf 7 grofler ist als 7 oder daf 7t klei-
ner ist als 7. In unserem Beispiel wire es plausibel anzuneh-
men, daf das aktivierende Medikament die Wahrscheinlich-
keit eines positiven Ausgangs erhoht. Das heifdt, die Experi-
mentalgruppe sollte hohere Lernleistungen zeigen als die
Kontrollgruppe: 7z > 7. Bei gegebenen Randsummen ist
nur ein Ergebnis extremer als das beobachtete (siche Tabelle
2): namlich dasjenige, bei dem alle M, = 6 Ratten mit Er-
folg aus der Experimentalgruppe gekommen wiiren (a = 6).
Dieses Ereignis hat die Punktwahrscheinlichkeit p® =
0.00140 (Tabelle 2, Spalte p°). Die Wahrscheinlichkeit eines
Ergebnisses, das gleich oder extremer ist als das beobachte-
te, ist unter der einseitigen Alternativhypothese dann gege-
ben durch

P, = 0.03357 + 0.00140 = 0.03497

(Tabelle 2, Spalte P;) (das Subskript «1» bedeutet «einsei-
tigr). P, wird manchmal «obere einseitige Uberschreitungs-
wahrscheinlichkeit» genannt. Im Fall einer Hypothese 1ty <
Tl gibt es folglich auch eine «untere einseitige Uberschrei-
tungswahrscheinlichkeit». Wie das berechnete P, zeigt,
kénnten wir auf einem vorher vereinbarten Signifikanzni-
veau von &= 5 % davon ausgehen, dafl das Medikament die
Lernleistung von Ratten steigert.

Um die einseitige Uberschreitungswahrscheinlichkeit zu
bestimmen, werden also alle Punktwahrscheinlichkeiten p°
derjenigen Felderkombinationen aufsummiert, die gleich
oder extremer sind als die beobachtete in Richtung auf die
vorher festgelegte Alternativhypothese. Das Ergebnis wird
in unseren Tafeln als «einseitige Uberschreitungswahr-
scheinlichkeit» Py bezeichnet.

Die zweiseitige Alternative

Gibt es keine a priori-Information iiber die Richtung, hat
sich der Untersucher fiir eine zweiseitige Alternativhypothe-
se zu entscheiden. Im parametrischen Fall definiert ein vor-
gegebenes Signifikanzniveau & an jedem Ende der Priifver-
teilung einen Ablehnungsbereich der Grofle a/2. Beim exak-
ten Testen ist die Priifverteilung aber diskret und in aller Re-

Three different alternative hypotheses are possible:
a. One-sided: the experimental group reveals a directional
change.
For example: the drug increases performance.

TG>T or Mg < T
b. Two-sided: The experimental group reveals an effect
which can either be positive or negative.

T + Tc

The decision regarding the significance of an outcome is dif-
ferent in each of the three cases.

The one-sided alternative

In this case the alternative hypothesis is based on a priori
existing information and specifies a certain result, either
that 7tz is higher than 7, or that 7t; is lower than 7. In our
example it would be plausible to assume that the stimulating
drug increases the probability of a positive outcome. In
other words, the experimental group should reveal better
learning performances than the control group: 7 > 7.
With given marginal values only one outcome is more ex-
treme than the observed outcome (see Table 2): namely that
outcome in which all My =6 rats from the experimental
group are successful (a=6). Such an outcome has a point
probability p® =0.00140 (Table 2, column p°). The proba-
bility of an outcome which is equal to or more extreme than
the observed result under the one-sided alternative hypothe-
sis is given by

Py = 0.03357 + 0.00140 = 0.03497 (Table 2, co-
lumn Py)

(the subscript «1» stands for «one-sided»). Py is often re-
ferred to as «upper one-sided probability». In the case of a
Ttz < T hypothesis there is thus also a dower one-sided
probability». As shown by the calculated value of Py, we
could assume, based on a previously established level of sig-
nificance of =5 %, that the drug increased the learning
performance of rats.

The one-sided probability is thus determined by adding
up all point probabilities p° of those field combinations
which are equal to or more extreme than the observed com-
bination in terms of the previously set down hypothesis. The
result is termed «one-sided probability» in our tables.

The two-sided alternative

If there is no a priori information on the direction, the in-
vestigator must decide on a two-sided alternative hypothe-
sis. In a parametric case a previously prescribed significance
level o defines a rejection region of the size 0/2 at each end
of the distribution of the test statistic. In an exact test, how-
ever, this distribution is discrete and as a rule asymmetrical.



gel asymmetrisch. Wie KRUGER (1979) gezeigt hat, stehen

fiir diesen Fall drei Moglichkeiten zur Bildung von zweiseiti-

gen Uberschreitungswahrscheinlichkeiten zur Verfiigung:

a. das Verfahren nach FREEMAN und HALTON (1951). Die

Autoren empfehlen, alle Punktwahrscheinlichkeiten p°

aufzusummieren, die kleiner oder gleich der Punktwahr-

scheinlichkeit der beobachteten Tafel sind. Bei der Priifung
auf Homogenitit werden damit in der Regel alle Tafeln in
die Ablehnungsregion von H, einbezogen, deren Anteils-
differenzena/N,; — ¢/N, = 7y — Tgrofler oder gleich der
beobachteten Anteilsdifferenz sind. Im Fall der Kontingenz-
priifung werden in der Regel alle Tafeln einbezogen, deren

Kontingenzkoeffizient ¢ grofer oder gleich dem ¢ der be-

obachteten Tafel ist.

b. die «Niveau-Verfahren», die bei stetigen Priifverteilun-

gen die Verfahren der Wahl sind. Dabei sind zwei Alternati-

ven zu sehen:

b,: das 2P,-Verfahren. Man bestimmt die einseitige Uber-
schreitungswahrscheinlichkeit einer Tafel und priift
diese gegen ein Niveau von 0/2. Rechentechnisch dqui-
valent ist eine Verdoppelung von P, und eine Priifung
gegen 0. Dieses Verfahren wird hdufig in der Literatur
angegeben (z.B. bei PEARSON u. HARTLEY, 1969, 73
und bei OWEN, 1962,480).

b,: dasa/2-Verfahren. An beiden Enden der Priifverteilung
werden von den Extremen her die Punktwahrschein-
lichkeiten solange aufsummiert, bis jeweils das 0/2 eines
vorgegebenen Signifikanzniveaus moglichst nah er-
reicht, nicht aber iiberschritten wird. Die unterhalb die-
ser Grenzen liegenden Tafeln bilden die Ablehnungsre-
gion. Uberschreitet die kleinste Punktwahrscheinlich-
keit auf einer Seite der Verteilung bereits dieses 0/2,
mufl H,, beibehalten werden. In aller Regel sind die bei-
den Verfahren b, und b, identisch. Sie unterscheiden
sich lediglich in dem Fall, daf die kleinste Punktwahr-
scheinlichkeit bereits grofler als 0/2 ist. Dann ist nach b,
kein zweiseitiger Test moglich. Als Konsequenz muf8 H,
beibehalten werden.

Diese drei Verfahren der Bestimmung von zweiseitigen
Uberschreitungswahrscheinlichkeiten konnen fiir dieselben
Vierfeldertafeln einer gegebenen Randverteilung zu ver-
schiedenen Entscheidungen fithren. Das geht aus dem Bei-
spiel der Tabelle 1 hervor, dessen Punktwahrscheinlichkeit
in Tabelle 2, Spalte p° verzeichnet sind. In Spalte P, stehen
die Uberschreitungswahrscheinlichkeiten nach FREEMAN-
HALTON (oben Verfahren a.). Zu der Punktwahrscheinlich-
keit einer Tafel wurden jeweils alle Punktwahrscheinlichkei-
ten hinzuaddiert, die kleiner oder gleich waren. Beispiel: die
Uberschreitungswahrscheinlichkeit P, fiira = 1 ergibt sich
als Summe der Punktwahrscheinlichkeiten p, _o + p,—; +
Pa=s + Pa=¢ = .00559 + .07832 + .03357 + .00140
= .11888. Zwei Beispiele mogen die Verschiedenheit der
Bildung von zweiseitigen Uberschreitungswahrscheinlich-
keiten verdeutlichen:
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As shown by KRUGER (1979), there are three possibilities for
generating two-sided probabilities.
a. The method according to FREEMAN and HALTON
(1951). The authors recommend adding up all point proba-
bilities p® which are smaller than or equal to the point prob-
ability of the observed table. The test for homogeneity will
thereby generally include all tables in the rejection region of
H, whose proportional differences a/Ny — ¢/N; = 7z —
T are greater than or equal to the observed proportional
difference. When testing against contingency all tables gen-
erally are included for which the coefficient of contingency
@ is greater than or equal to the @ of the observed table.
b. The devel methods» which are the preferred approach
for continuous statistics: Two types are recognizable:
bs: The 2 Py method. One determines the one-sided proba-
bility in a table and checks this against a level of a/2.
Doubling P; and checking against o is statistically
equivalent. This method is cited often in the literature
(e.g., in PEARSON and HARTLEY, 1969, 73; and in Ow-
EN,1962,480).

bs: The 0/2 method. The point probabilities are added to-
gether starting from the extremes at both ends of the
sampling distribution, until in both cases o/2 ap-
proaches a given significance level as closely as possible
but does not exceed this level. The tables below this bor-
der constitute the rejection region. If the lowest point
probability on one side of the distribution already ex-
ceeds 0/2, then Ho must be accepted. Generally methods
by and b, provide identical results. They differ merely in
the case that the smallest point probability is already
higher than 0/2. In such a case a two-sided test with b; is
impossible. The consequence is that Ho must be accept-
ed.

These three methods of determining two-sided probabili-
ties can lead to different decisions with a given marginal dis-
tribution when using the same fourfold tables.This can be
drawn from the example of Table 1, the point probabilities
of which are shown in column p°® of Table 2. The P; column
shows the probabilities according to FREEMAN-HALTON
(method a. above). All point probabilities which were less
than or equal to the point probabilities of a table were added
on to the table probability. An example: The probability P,
for a=1 can be taken as the sum of the point probabilities
forp,—o + Pa=i1 + Pazs + Pa=¢ = .00559 + .07832 +
.03357 + .00140 = .11888. Two examples should illus-
trate generation of two-sided probabilities:



1. Hitten wir eine zweiseitige Alternativhypothese mit ei-
nema = 1% = 0.01 gebildet, fiihrten die drei Verfah-
ren zu folgenden Entscheidungen, wenn ein a =0 beob-
achtet worden wire:

a. Das FREEMAN-HALTON-Verfahren:P, = .00699 <
oL, daher Zuriickweisung von H,

b. das 2P,-Verfahren: dazu wird die einseitige Uber-
schreitungswahrscheinlichkeit P, gegen ein Niveau
von /2 = .005 getestet. Da P,= .00559 > o/2,
mufd H, beibehalten werden.

c. das a/2-Verfahren: auf jeder Seite der Verteilung
wird eine Ablehnungsregion der Grofle /2 definiert.
Da die Punktwahrscheinlichkeit fiir a=0 bereits
grofer als 02 ist, ist kein zweiseitiger Test moglich.
Als Konsequenz muf H,, beibehalten werden.

2. Im zweiten Beispiel soll ebenfalls eine zweiseitige Alter-
nativhypothese zugrundeliegen, wobei das Signifikanz-
niveau mit 0.= 35 % festgelegt wird. Beobachtet sei eine
Tafel mit a=35, also die Tabelle 1. Entschieden werden
mufl
a. nach FREEMAN-HALTON:P, ist nach Spalte P, der Ta-

belle 2 fiira= 5 P,= .04056 < q, folglich wird H,
verworfen.

b. nach dem 2P,-Verfahren: hierzu wird P, nach /2 be-
urteilt. Da P, = .03497 > .025, wird H, beibehal-
ten.

c. nach dem a/2-Verfahren: in die «untere Ablehnungs-
region» der Grofle a2 = .025 fillt die Tafel mit
a=0(P,=.00559), in die «<obere Ablehnungsregion»
der gleichen Grofe fallt nur die Tafel mita=6 (P, =
.00140). Die beobachtete Tafel mit a= 5 gehort also
nicht zur Ablehnungsregion. Folglich muf8 H, beibe-
halten werden.

Die Diskrepanzen zwischen den verschiedenen Verfahren
treten vollig unregelmafig auf. Dabei ist die Entscheidung
nach dem av/2-Verfahren (b,) in aller Regel extrem konser-
vativ. Insbesondere sorgt es dafiir, dafl der Test echt zwei-
seitig bleibt. Das kann das FREEMAN-HALTON-, wie das
2P,-Prinzip nicht garantieren: so sind fiir a = 6 die einseitige
wie die FREEMAN-HALTON-Uberschreitungswahrschein-
lichkeit gleich. Entsprechend den Empfehlungen von KrU-
GER (1979) wird in der Vertafelung in diesem Band auf das
o/2-Verfahren verzichtet. Dem Anwender stehen aber so-

wohl die einseitige Uberschreitungswahrscheinlichkeit (mit -

der Moglichkeit zum 2P,-Verfahren im zweiseitigen Fall)

und die FREEMAN-HALTON-Uberschreitungswahrschein-

lichkeit zur Verfiigung. Dabei gelten fiir die praktische Ar-
beit zwei Empfehlungen:

a. wird bei der zweiseitigen Priifung Wert auf die Richtung
des Unterschieds gelegt, sollte das 2P,-Verfahren ange-
wendet werden. Dabei werden de facto zwei einseitige si-
multane Tests zum Niveau 0/2 durchgefiihrt: die Rich-
tung des Unterschieds kann dann ebenfalls interpretiert
werden. —>

1. If we had taken a two-sided alternative hypothesis with
a = 1 % = 0.01, the three methods would lead to the
following decisions when a = 0 is observed:

a. FREEMAN-HALTON method: P, = .00699 < o
thus rejecting of Ho.

b. 2P; method: the one-sided probability is tested
against a level of /2 = .005. Since P, = .00559 >
/2, Ho must be accepted.

c. 0/2 method: a rejection region of size /2 is defined
on both sides of the distribution. Since the point
probability for a=0 is already higher than /2, a
two-sided test is impossible. As a result Ho can not be
rejected.

2. The second example is also based on a two-sided alterna-
tive hypothesis, whereby the level of significance is set at
=35 %. A table witha =5 is observed, i. ., Table 1. We
must decide according to
a. FREEMAN-HALTON: P; for a=3§ is .04056 < a

from column P, of Table 2. Therefore Hy is rejected.

b. The 2P; method: Py is evaluated on the basis of ov/2.
SinceP; = .03497 > .025, Hpisnotrejected.

c. The 0/2 method: only the table with a=0 (P; =
.00559) is in the <lower rejection region» with size
/2 = .025.Only the table witha=6 (P, = .00140)
is in the «upper rejection region» of the same parame-
ter. The observed table with a = 5 is thus not in the re-
jection region. Therefore Ho can not be rejected.

The discrepancies between the various methods occur
irregularly. A decision based on the 0/2 method (b,) is gen-
erally extremely conservative. It especially ensures that the
test truly remains two-sided. The same is not guaranteed by
the FREEMAN-HALTON or the 2Py approaches. Thus for
a =6 the one-sided and the FREEMAN-HALTON probability
is the same. In agreement with the recommendation of
KRUGER (1979), the 0/2 method is not used in the present
volume. Both the one-sided probability (with the possibility
of using the 2P; method in a two-sided case) and the FREE-
MAN-HALTON probability are available to the user, how-
ever. In this regard we would like to give two suggestions
for using the tables:

a. If thedirection of the difference in the two-sided method
is important, the 2Py method should be used. In effect,
two one-sided, simultaneous tests at the a/2 level are
hereby employed. The direction of the difference can al-
so be interpreted.

b. If the two-sided test is used merely to check for a differ-
ence in the portions which are postulated as equal in the
null hypothesis, then the FREEMAN-HALTON method
should be used.

b. gehtes bei der zweiseitigen Priifung lediglich um die Ver-

schiedenheit der in der Nullhypothese postulierten
Gleichheit der Anteile, ist das FREEMAN-HALTON-Ver-
fahren indiziert.
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2.3. Die Priifung auf Kontingenz

Der zweite groffe Anwendungsbereich der Vierfeldertafel
ist neben der Homogenititspriifung das Priifen auf Kon-
tingenz, des Zusammenhangs zwischen zwei alternativen
Merkmalen. Als Maf fiir diesen Zusammenhang ist PEAR-
SONs (-Koeffizient eingefiihrt

" ad — bc
P aFbc+rdatob+d

Es lat sich zeigen, daf unter der Nullhypothese der Un-
abhingigkeit der beiden Merkmale die gleiche bedingte Ver-
teilung entsteht wie bei der Homogenititspriifung (siehe et-
wa LEHMANN, 1975). Die Tabellen sind deshalb fiir diese
Fragestellung in gleicher Weise anzuwenden. Dabei miissen
die Uberschreitungswahrscheinlichkeiten wie folgt inter-
pretiert werden:
einseitig (P, ):

ist 0 verschieden von 0 in Richtung des
Vorzeichens von @? (Bsp.: ist ein ¢ =
+ .600 ein signifikant positiver Zusam-
menhang?)

ist @ signifikant verschieden von 0? (Prii-
fung ohne Beriicksichtigung des Vorzei-
chens von @)

zweiseitig (P, ):

2.4. Interpretation eines Ergebnisses

Obwohl der exakte Test fiir Homogenitats- und Unab-
hangigkeitsfragen derselbe ist, muf$ die Interpretation eines
Ergebnisses das Datenmodell miteinbeziehen. Hier gibt es
vier Moglichkeiten, die am Beispiel der Frage aufgezeigt
werden sollen, ob Kaffeetrinken das Einschlafen behindert
(die Nomenklatur folgt LEHMANN, 1975):

Modell 1: Eine gegebene Gruppe von N Versuchspersonen
wird zufillig vom Experimentator in zwei Untergruppen
der Grofle N, und N, aufgeteilt. Die eine erhalt zwei Stun-
den vor dem Zubettgehen eine definierte Menge Kaffee, die
andere Gruppe dient zur Kontrolle. Abhingige Variable ist
die Zeit, die die Versuchspersonen bendtigen, um einzu-
schlafen. Diese Priifungsmethode soll genannt werden: «Zu-
fallsmodell fiir den Vergleich zweier Behandlungen».

Modell 2: Aus einer Population, die groff genug ist, um von
der Unabhingigkeit ihrer Mitglieder untereinander ausge-
hen zu kénnen, wird eine Zufallsstichprobe des Umfangs N
gezogen. Diese Stichprobe wird nach Zufall in zwei Grup-
pen des Umfangs N, und N, aufgeteilt, wobei eine behan-
delt wird, die andere nicht. Die «gegebene Gruppe» des Mo-
dells 1 wird hier ersetzt durch eine «Zufallsstichprobe». Des-
halb wird das Modell genannt: <Populationsmodell fiir den
Vergleich zweier Stichproben».
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2.3. Test against Contingency

The second main area of application of the fourfold table,
i.e., in addition to the test for homogeneity, is the test
against contingency, the correlation between two alterna-
tive categorizations. We would like to introduce PEARSON’s
(-coefficient as a measure of this correlation.

e ad — bc
? = aFbctrdat+ob+d

It can be shown that under the null hypothesis of inde-
pendence between the two dichotomous variables the same
conditional distribution occurs as in the test for homogenei-
ty (c. f., LEHMANN, 1975). The tables can therefore be used
in the same manner for this question. In doing so the proba-
bilities must be interpreted as follows:
one-sided (Py): is @ different from 0 in the direction of the
sign of @? (e.g., is @ = + .600 a signifi-
cantly positive correlation?)
is @ significantly different from 0? (Test
without consideration for sign of @.)

two-sided (P,):

2.4. Interpretation of Results

Although the exact test for questions of homogeneity
and independence is the same, the interpretation of a result
must take the model into consideration. There are four pos-
sibilities for doing so which will be illustrated using the ex-
ample of the question as to whether or not coffee drinking
inhibits falling asleep (the nomenclatur corresponds with
LEHMANN, 1975).

Model 1: A given group of N experimental persons is ran-
domly divided by the experimenter into two subgroups of
size Nj and N,. One subgroup receives a given amount of
coffee two hours before going to bed; the other subgroup
functions as a control. The dependent variable is the time
which the persons in the experiment require in order to fall
asleep. We will call this testing method: «randomization
model for the comparison of two treatments».

Model 2: A random sample of size N is taken from a popula-
tion which is large enough to be able to assume indepen-
dence of its members. The sample is randomly divided into
two groups of size Ny and N, whereby one group is treated;
the other is not. The «given group» in model 1 is replaced in
this model by a «tandom sample». Therefore this model will
be called: «population model for the comparison of two
treatments».



Modell 3: Man konnte argumentieren, daff die beiden
Merkmale «Kaffeetrinken am Abend» und «Schwierigkeiten
beim Einschlafen» die gesamte Population bereits in zwei
Subpopulationen teilt. Wie in Modell 2 werden diese beiden
Subpopulationen als groff genug angenommen, um die Un-
abhingigkeit ihrer Mitglieder zu garantieren. Von diesen
‘Subpopulationen werden je eine Zufallsstichprobe des Um-
fangs N, und N, gezogen. Der Anteil der Leute «die abends
Kaffee trinken und Schwierigkeiten beim Einschlafen ha-
ben» mufd nun verglichen werden mit dem Anteil der Leute,
«die abends Kaffee trinken, aber keine Schwierigkeiten beim
Einschlafen haben». Diese Priifmethode wird genannt: «Ver-
gleich zweier Merkmale oder Subpopulationen durch eine
Stichprobe aus jeder Subpopulation».

Modell 4: Es diirfte in manchen Fillen sehr schwierig sein,
die in Frage stehenden Subpopulationen zu finden. Man
kann aus der Gesamtpopulation eine Zufallsstichprobe zie-
hen und in dieser Stichprobe die Anteile <Kaffeetrinken mit
Einschlafschwierigkeit» und «Kaffeetrinken ohne Einschlaf-
schwierigkeit» miteinander vergleichen. Die Anteile der Kaf-
feetrinker und der Personen mit Einschlafschwierigkeiten
sind bei diesem Vorgehen Zufallsvariablen. Das Vorgehen
wird genannt: «Vergleich zweier Merkmale oder Subpopu-
lationen durch eine Stichprobe aus der Gesamtpopulation».

Es ist zu bemerken, daf diese vier Modelle nicht verschie-
dene Wahrscheinlichkeitsmodelle einer Vierfeldertafel dar-
stellen. Betrachten wir nun einige Eigenschaften der Model-
le. Modell 1 und 2 sind dadurch charakterisiert, daf die Be-
handlungen nach Zufall zugeteilt werden, wiahrend Modell
3 und 4 sich die bereits in der Population vorhandenen Va-
riation der Merkmale zunutze machen. Das bedingt aber ei-
nen wichtigen Unterschied in der Interpretation. Modell 1
und 2 konstituieren eine kausale Beziehung zwischen Be-
handlung und Wirkung (unabhingiger und abhangiger Va-
riablen), wihrend es bei Modell 3 und 4 lediglich erlaubt ist,
von einem Zusammenhang zwischen zwei Merkmalen zu
sprechen. Die Zufallszuteilung in den ersten beiden Model-
len garantiert, daf alle Variablen «balanciert» sind aufler der
Behandlungsvariablen. Es gibt keinen plausiblen Grund,
daf eine «versteckte» Variable lediglich in einer Zufallsgrup-
pe auftreten sollte, vorausgesetzt die Zufallszuteilung ist
korrekt verlaufen. Das ist der Grund, weshalb in diesen bei-
den Modellen von einer kausalen Beziehung gesprochen
werden darf.

Dagegen sind die Modelle 3 und 4 nicht gegen den Ein-
fluf solcher versteckter Variablen geschiitzt. Vielleicht sind
alle Kaffeetrinker geistig Arbeitende und Denken verhindert
Einschlafen! Kaffeetrinken wire dann nur ein Oberflachen-
Phinomen und iiberhaupt nicht kausal fiir Schwierigkeiten
beim Einschlafen. Deshalb erlaubt das Fehlen der Zufallszu-
teilung von Behandlungen lediglich, von Zusammenhingen
zu sprechen, die selbst wieder nichts anderes zu sein brau-
chen als Pseudo-Zusammenhinge!

Model 3: One could argue that both variables «coffee drink-
ing in the evening» and «difficulties in falling asleep» already
divide the entire population into two subpopulations. As in
model 2, both of these subpopulations are assumed to be
large enough to ensure independence of their members. One
random sample of size Ny and N is drawn from each of the
subpopulations. The proportion of persons «who drink cof-
fee in the evening and have difficulties falling asleep» now
has to be compared with the proportion of persons «who
drink coffee in the evening but do not have difficulties fall-
ing asleep». This testing method will be referred to as «com-
parison of two attributes or subpopulations through a sam-
ple from each».

Model 4: In some cases it may be very difficult to locate the
subpopulation which comes into question. One can draw
one random sample from the entire population and com-
pare the proportions «coffee drinking and falling asleep dif-
ficulties» and «coffee drinking without falling asleep diffi-
culties» with each other. The proportions of the coffee
drinkers and the persons with falling asleep difficulties are
random variables in this procedure. The method will be
called «comparison of two attributes or subpopulations
through a sample from the total population».

It should be noted that these four models do not represent
different models of probability for a fourfold table.

Let us now consider some of the properties of the models.
Models 1 and 2 are distinguished by the fact that treatments
are delivered by chance, whereas models 3 and 4 utilize the
variation of the variables which is already present in the
population. This causes an important difference in interpre-
tation, however. Models 1 and 2 constitute a causal rela-
tionship between treatment and effect (independent and de-
pendent variables), whereas it is only permissible to speak of
a relationship between two variables in models 3 and 4. The
randomization in the first two models guarantees that all
variables are «balanced», aside from the treatment variable.
There is no plausible reason why a <hidden» variable should
only appear in one random group, provided the randomiza-
tion has been generated correctly. This is the reason why one
may speak of a causal relationship in both of these models.

In contrast, models 3 and 4 are not protected from the in-
fluence of such hidden variables. Perhaps all coffee drinkers
are people who work mentally, and thinking inhibits falling
asleep! Coffee drinking would then be a superficial pheno-
menon and absolutely not causal for difficulties in falling
asleep. Therefore the lack of randomization of treatment
merely permits conclusion of relationships which them-
selves may be no more than pseudorelationships!
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Der Unterschied zwischen Modell 1 und Modell 2 ist in
der Reichweite des empirischen Schlusses zu sehen. Die be-
grenzte Zahl der Versuchspersonen in Modell 1 erlaubt le-
diglich, Folgerungen fiir die untersuchte Gruppe zu ziehen,
nicht fiir die gesamte Population. Dagegen kann auf Grund
der Tatsache, daff die Versuchspersonen in Modell 2 eine
Zufallsstichprobe aus der Population darstellen, das Ergeb-
nis solcher Experimente auf die Population verallgemeinert
werden. Die Begriindung dafiir verlduft analog: Modell 1 ist
nicht gegen eine versteckte Variable geschiitzt, die genau zu
der Gruppe gefiihrt hat, die untersucht wird (das wird be-
sonders deutlich, wenn man z. B. an die «Gruppe meiner Kol-
legen» denkt).

Die Modelle 1 bis 4 fiihren alle bei Alternativmerkmalen
zu den gleichen Vierfeldertafeln und zum gleichen Rationa-
le, wenn es um die Priifung der Signifikanz geht. Aber ob-
wohl die Priifmethode exakt die gleichen Berechnungs-
schritte geht, muf die Interpretation der Ergebnisse ver-
schieden sein, je nachdem welches Modell zugrunde liegt.
Das heifdt: zwar konnen die verschiedenen Datenmodelle zur
gleichen Priifverteilung fithren, aber nie zum gleichen
Schlufd!

2.5. Die Beschreibung der Tafeln

Im Interesse der Benutzerfreundlichkeit wurde ein neues
Vertafelungsprinzip eingefiihrt. Ausgehend von der Nota-
tion der Vierfeldertafel in Tabelle 1 mit den Zellenfrequen-
zen, a, b, c und d wird zur Charakterisierung einer Vierfel-
dertafel das Quadrupel der vier Zellenfrequenzen herange-
zogen.

Wegen der Symmetriebeziehungen in einer Vierfelderta-
fel 128t sich das Gesamt der moglichen Tafeln in der Darstel-
lung wesentlich verkiirzen, wenn folgende, die Wahrschein-
lichkeitsberechnung wie den Betrag von @ nicht verindern-
den Umordnungen benutzt werden:

a. Vertauschung der beiden Spalten

: : —- : : bedingt Vorzeichenwechsel von ¢
b. Vertauschung der beiden Zeilen
ab c d

i dsh bedingt Vorzeichenwechsel von ¢

¢. Vertauschung der beiden Diagonalfelder

entweder Hauptdiagonale

ab e db kein Vorzeichenwechsel von ¢
cd c a

oder Nebendiagonale

: : — ; 3 kein Vorzeichenwechsel von @
oder Haupt- und Nebendiagonale

ab d

a0 : kein Vorzeichenwechsel von @
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The difference between model 1 and model 2 can be seen
in the difference in the range of the respective empirical con-
clusion. The limited number of experimental persons in
model 1 merely permits drawing conclusions for the investi-
gated group, not for the entire population. In contrast, the
fact that the experimental persons in model 2 represent a
random sample of the population enables one to generalize
the result of such experiments as valid for the population.
The justification for this is analogous: model 1 is not pro-
tected against a hidden variable which has lead precisely to
the group which is being investigated (this becomes especial-
ly clear when one thinks, e. g., of «my group of colleagues»).

With alternative interpretations, models 1 to 4 all lead to
the same fourfold tables and the same procedure when test-
ing for significance. While the testing method contains ex-
actly the same computational steps, the interpretation of the
results must be different depending on the model on which
they are based. This means that the various data models may
indeed lead to the same sampling distribution, but never to
the same conclusion!

2.5. Description of the Tables

In the interest of user ease a new tabling principle has
been introduced. Starting with the notation of the fourfold
table in Table 1 with the cell frequencies a, b, ¢ and d, the
quadruple of the four cell frequencies is used to characterize
a fourfold table.

Due to the symmetrical relationships in a fourfold table
the whole of all possible tables can be presented in substan-
tially reduced form when the following rearrangements are
used. These rearrangements change neither the calculated
probability nor the amount of @.

a. Exchanging both columns
ab b a

cd 4 o causes change of sign of @
b. Exchanging both rows
ab cd ’
causes change of sign of ¢

ordii: T gl
c. Exchanging both diagonal fields

either main diagonals

: : é : no change of sign of @
or secondary diagonals

2 : — ; ; no change of sign of @
or main and secondary diagonals

2 : — : : no change of sign of @



Es werden aufgrund dieser Symmetriebeziehungen fol-
gende Restriktionen eingefiihrt:
a<b
a<d
b=<c

Diese drei Restriktionen lassen sich immer durch Umord-
nung der Tafel nach den drei Prinzipien erreichen. Wer sich
nicht der Miihe dieser Umordnung unterziehen will, kann
sich der Tabelle 5 bedienen, die auch als Karte diesem Band
beiliegt. Dazu miissen die Zellenfrequenzen in eine nach ib-
rer Grofe ansteigenden Ordnung gebracht werden.

Tabelle 5: Umordnung der Zellenfrequenzen

Due to the symmetrical relationships the following re-
strictions are introduced:

a=b

a<d

b=<c

These three restrictions can always be fulfilled by rear-
rangement of the table according to the above 3 principles.

Whoever prefers not to make the effort of determining
the rearrangement can refer to Table 5 which is also inserted
in the present volume as a card. In doing so one should ar-
range the cell frequencies in order of increasing size.

Table 5: Rearrangement of Cell Frequencies

Groflenfolge der lies ab unter Vorz. size sequence read in the sign
Zellenfrequenzen der Folge wechs. of cell frequencies sequence change]
a b c d a b c d nein a b c d a b c d no
a b d c a b c d nein a b d c a b c d no
4.1 Lo b d a c b d nein 8. ¢ b d a c b d no
a c d b a c b d nein a c d b a c b d no
a d b c a b c d nein i b c a b c d no
ar iy c b a c b d nein a"d c b a c b d no
T o c d e R d c ja b a c d b a d c yes
by i d c b a d c ja bi.. =& d c b . a d c yes
b, ¢ a d | d c ja T - a d b .2 d c yes
b ¢ d a b d a c ja S d a b e & a c yes
g a c | a c ja b a c b ' d a c yes
B vod c a b H'd a c ja b d c a b d a c yes
c a b d c a d b ja c a b d c a d b yes
c a d b c a d b ja c a d b c a d b yes
c b a d ¢ a d b ja c b a d c a d b yes
c b d a e od a b ja Bl D d a g g a b yes
c d a b ¢ d a b ja c d a b c d a b yes
c d b a c d a b ja c d b a & d a b yes
didrm b c i Lndl c a nein dl swia b c dnib é a no
[+ (R c b g b a nein i i c b di ea b a no
d b a c d- b c a nein d b a c d b c a no
R c a d b c a nein N c a ) - c a no
e a b Al - b a nein i a b . kg - b a no
d P b a d c b a nein A e b a 4 g b a no

Im Beispiel

4 ivk

y

heifdt die Ordnung
Do e Ll
frevregai-nds 0 4

An example:
4ol

Tt =3

has the sequence
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Dieses Quadrupel b—c—d—a wird in Tabelle 5 aufge-

sucht. Als Ablesefolge ist dort

B ads 4 c

1 3 4 2
zu finden. Mit dem Quadrupel 1 -3 —4 -2 ist dann in Tafel
1-1 einzugehen. Das a» hinter dem Quadrupel in Tabelle
5 bedeutet, daf das Vorzeichen von ¢ gewechselt werden
muf. Sind Zellenfrequenzen gleich, ist die Anordnung belie-
big.

Die zweite Restriktion betrifft die einseitige Uberschrei-
tungswahrscheinlichkeit P,. Ist P, (und mit ihr dann auch die
zweiseitige Uberschreitungswahrscheinlichkeit) groler als
0.10(= 10 %), wurde die Vierfeldertafel nicht in Tafel 1 -1
aufgenommen.

Als dritte Restriktion wurde eingefiihrt, daf§ die zweiseiti-
ge Uberschreitungswahrscheinlichkeit nach dem Prinzip
von FREEMAN-HALTON (und damit auch die einseitige
Uberschreitungswahrscheinlichkeit) nicht kleiner sein darf
als die Stellengenauigkeit der Tabelle. Bei vier Stellen bedeu-
tet das, dafl P, nicht kleiner werden darf als 0.0001, also
104, Ist eine beobachtete Vierfeldertafel trotz hohem X?
nicht zu finden, ist P, < 10~*. Das X2 dieser Tafeln ist dann
in der Regel grofer als X2 = 14. Diese letzte Restriktion er-
scheint vor allem deshalb vertretbar, weil fiir diese extrem-
sten Tafeln der exakte Test auch relativ einfach von Hand zu
rechnen ist.

Isteine beobachtete Vierfeldertafel alsonichtin Tafel 1-1
zu finden, kann das drei Griinde haben:

1. Die Zellfrequenzen sind nicht entsprechend der Anwei-
sung umgeordnet.

2. Bei geringem X% die einseitige Uberschreitungswahr-
scheinlichkeit ist grofer als 10 %.

3. Beieinem X2 > 14:die Omnibus-Uberschreitungswahr-
scheinlichkeit nach FREEMAN-HALTON ist kleiner als
10-4

2.6. Formeln fiir die asymptotische Priifung

Soll eine Vierfeldertafel asymptotisch gepriift werden,
sind folgende Priifgroffen einschlagig (die Notation ist dabei
wie in Tabelle 1):

1. X? mit Kontinuitdtskorrektur (YATES, 1934).
N (Jad —bc| — 0.5N)?

2 o

" a+b)c+d)a+c)b+d)
2. X2 ohne Kontinuitatskorrektur:
" N (ad — bey

" (a+bc+d@a+ob+d)
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This quadruple is located in Table 5. The sequence for

reading is given as
T - c
1 3 4 2

One should then enter Table 1-1 with the quadruple
1-3-4-2. The «yes» after the quadruple in Table 5§ means
that the sign of @ must be changed. (If the cell frequencies
found in Table 5 had been equal the sequence would have
been arbitrary).

The second restriction involves the one-sided probability
P;. If Py (and with it then the two-sided probability as well)is
greater than 0.10 (= 10 %) the table was not included in
Table 1-1.

The third restriction which has been incorporated is that
the two-sided probability according to the principle of
FREEMAN-HALTON (and thereby also the one-sided proba-
bility)is not allowed to be less than the accuracy of the table.
With four elements this means that P, is not allowed to be
less than 0.0001, i.e., 107, If an observed fourfold table
cannot be found despite high X%, then P, < 107%. The X?of
this table is then greater than X? = 14 as a rule. This last
restriction seems to be justifiable above all because the exact
test for most extreme tables can be calculated by hand rela-
tively easily.

If anobserved fourfold tablecannotbefoundinTable1-1,
three reasons are possible:

1. The cell frequencies are not arranged in the prescribed
sequence.

2. With low X the one-sided probability Py is greater than
10 %.

3. With X? > 14: the two-sided probability P, according
to FREEMAN-HALTON is less than 10—*.

2.6. Formulas for the Asymptotic Testing

If a fourfold table is to be tested asymptotically, the fol-
lowing test statistics are of relevance (notation as in Table 1):
1. X?* with correction for continuity (YATES, 1934)

B (Jad-be] — 0.5N)?

" @a+blc+da@+ob+d
2. X? without correction for continuity:
X? = N (ad-bc?
(@a+b)c+d(a+c(b+d



3. PEARSONSs @:
ey ad — bc
?= Jatbcrdatob+d

4. z=@)YNund X2 = N

Unter Giiltigkeit der Nullhypothese ist X? asymptotisch
x2-verteilt mit 1 Freiheitgrad, z ist asymptotisch standard-
normalverteilt.

Die zweiseitigen Uberschreitungswahrscheinlichkeiten
fiir die z- bzw. X?-Werte aus diesen Formeln sind in Tafel 1-2
zu finden.

3. Anwendungen

3.1. Die Priifung der Homogenitat bei zwei un-
abhingigen Stichproben

Problemstellung: Gegeben sind zwei unabhingige Stich-

proben mit den Mefwerten Xy, X;3,..., X;n, Und Xy, Xy,

+ + XN, Wobei X und X alternativ verteilte Zufallsvaria-
blen mit den Mittelwerten W, und W, sind.

Hypothesen: Es soll untersucht werden, ob die Mittelwerte
der Zufallsvariablen voneinander verschieden sind
(Hg : uy = W,). Dabei sind zwei Alternativhypothesen mog-
lich:

a. einseitig: \b; < W
b. zweiseitig: i, # W,

(bzw. w, < p,)

Testverfahren: Zur Festlegung der Verteilung unter Hy (W,
= \,) werden 4 Parameter benotigt. Fiir die vorliegende
Vertafelung wurden die 4 Zellfrequenzen a, b, ¢, und d der
Vierfeldertafel ausgewihlt.

Beispiel: Zur Priifung der Wirkungsweise eines neuen Medi-

kaments wird eine Gruppe von N = 20 Versuchspersonen

(Vpn) nach Zufall in zwei Gruppen der Grofle N; = N, =

10 Vpn aufgeteilt, wobei die eine Gruppe das neue Medika-

ment, die andere ein bereits bekanntes Standardmedikament

erhalt. Die Wirkung wird durch ein Expertenteam auf den

Stufen «deutlich gebessert» und «nicht oder nicht deutlich

gebessert beurteilt.

Hp:y = W, (der Anteil der «deutlich gebessert» ist unter
beiden Bedingungen gleich)

H;: w, # p, (die Medikamente unterscheiden sich, zwei-
seitige Fragestellung).

Angenommenes Signifikanzniveau: @ = 5%

3. PEARSONSs @:
L ad — bc
? = athc+rdatob+d

4. z=@)YNand X? = ¢’ N

When the null hypothesis holds, X? is asymptotically %?
distributed with one degree of freedom, z is asymptotically
normally standard distributed.

The two-sided probability for the z and X? values from
these formulas can be found in Table 1-2.

3. Applications

3.1. Test for Homogeneity with Two Inde-
pendent Samples

Problem: Two independent samples with the values x;1,
X125 X1, and Xa1, X232, . . ., Xan,, are given, whereby X3
and X are alternatively distributed random variables with
means [y and W,.

Hypotheses: We are to investigate whether or not the means
of the random variables differ from one another (Ho : piy =
Wa). Two alternative hypotheses are possible:

a. one-sided: s <py  (or o < y)

b. two-sided: py # W,

Testing Procedure: 4 parameters are required to determine
the distribution under Ho (1; = Wo). In view of the available
tables the four cell frequencies a, b, c and d are selected.

Example: To test the mode of action of a new drug a group
of N = 20 experimental subjects (Ss)is randomly divided in-
to two groups of size Ny =N, = 10 Ss. One group receives
the new drug, the other receives an already known standard
drug. The effect is evaluated as «clearly improved» or «not or
not clearly improved» by a team of experts.
Ho: by = W, (the proportion «clearly improved» is the
same under both conditions).
Hi: g == W2 (the drugsdiffer, two-sided problem).
Assumed level of significance: @ = § %.
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Die Untersuchung erbrachte als Ergebnis die Tabelle 6.
Tabelle 6

The results of the investigation are shown in Table 6.
Table 6

deutlich nicht oder > clearly | notornot 2
gebessert|  nichtdeutlich improved| clearly
gebessert improved
neues Medikament a=38 b=2 10=N; newdrug a=8 |b=2 10=N;
Standardmedikament | c = 4 d=¢6 10=N, standard drug c=4 |d=¢6 10=N,
3 12 8 20=N Z 12 8 20=N

Nach den Restriktionen des Kapitels 2.5. (siche auch in
diesen Band eingelegte Karte) werden die Zellfrequenzen
zuerst in aufsteigender Reihenfolge geordnet:

& urwhke e g8
Bosk g A

Mit diesem Quadrupel b—c—d —a wird in Tabelle § ein-

gegangen. Dort ist als Ablesefolge das Quadrupel

Bt et TR c

% Loy wlioin$
zu finden, ebenso der Hinweis, daf§ diese Vertauschung das
Vorzeichen von @ nicht dndert.

Mit dem Quadrupel 2 -6 —8 —4 wird in Tafel 1 -1 ein-
gegangen. Dort ist folgende Zeile zu finden:

vl 8 4 —0.408 .1698 .0849

¢ P, P,

Die zweiseitige Uberschreitungswahrscheinlichkeit P, be-
tragt damit P, = .1698.Da P, > «, ist Hy nicht zu verwer-
fen, wonach zwischen den beiden Medikamenten kein Un-
terschied besteht.

Hinweis: Das gleiche Procedere gilt fiir mehrklassige dis-
krete wie fiir stetige Zufallsvariablen, wenn diese vorher
durch geeignete Transformationen (Dichotomierung) in Al-
ternativvariablen iibergefiihrt werden. Eine solche Technik
liegt z.B. dem Median-Test zugrunde. Ahnlich auch der
WESTENBERG-Test (1948), der zur Bestimmung der Disper-
sionsgleichheit in 2 Stichproben die Zahl der Fille innerhalb
und auflerhalb der Quartilgrenzen Q, und Q; verwendet.

3.2. Die Priifung auf Kontingenz

Problemstellung: Gegeben sind 2 paarweise verbundene
Stichproben (x; y) fiiri= 1,2,..., N einer zweidimensionalen
Verteilung von Alternativdaten.

Hypothesen: Es wird gepriift, ob der Kontingenzkoeffizient
@ von Null verschieden ist (Hy: ¢ = 0). Dazu wihlt man als
Alternativhypothese entweder

a. einseitig: ¢ > 0 (bzw. @ < 0) oder

b. zweiseitig: @ #+ 0
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In compliance with the restrictions of section 2.5. (see al-
so the card inserted in this volume) the cell frequencies are
first arranged in order of increasing size:

« SV SR FERE
b c d a

Table § is entered with this quadruple b-c-d-a. The read-

ing sequence of the quadruple

b d a c

2, 16" et
can be found there, along with the note that this rearrange-
ment does not change the sign of @.

Table 1-1 is entered with the quadruple 2-6-8-4.

There we find:
Beiveboily & - 4 —0.408 .1698 .0849
L] P, Py

The two-sided probability P, thus amounts to P, =
.1698. Since P, > o, Ho cannot be rejected. Thus there is no
difference between the two drugs.

Note: The same procedures apply to the analysis of discrete
and continuous random variables when they have been
transformed to dichotomous variables by suitable means.
The median test, for example, is based on such a technique.
A similar case is the WESTENBERG test (1948) which uses the
number of cases within and outside of the quartile borders
Qi and Q; to determine the uniformity of dispersion in 2
samples.

3.2. Test against Contingency

Problem: 2 dichotomous variables X and Y are observed for
a sample of N persons.

Hypotheses: We are to test whether the coefficient of con-
tingency @ differs from zero (Ho: @ = 0). As an alternative
hypothesis one selects either

a. one-sided: @ > 0 (or ¢ < 0)or

b. two-sided: @ % 0



Testverfahren: Zur Festlegung der Verteilung unter H, wer-
den 4 Parameter benétigt. Fiir die vorliegende Vertafelung
wurden die vier Zellfrequenzen a, b, c und d der Vierfelder-
tafel ausgewihlt.

Beispiel: Es soll gepriift werden, ob der Beruf des Vaters
auch die Berufswahl des Sohnes beeinfluf8t. Dazu werden
auf dem Gelidnde der Universitit zufillig N = 39 Studen-
ten ausgewihlt und sowohl nach dem Beruf des Vaters wie
nach der eigenen Studienrichtung befragt. Die Berufe wer-
den den zwei Kategorien «geisteswissénschaftlich» und «na-
turwissenschaftlich» orientiert zugeordnet.
Hy: @ = 0 (es besteht kein Zusammenhang zwischen dem
Beruf des Vaters und der Studienrichtung)
H,: @ > 0(die Studienrichtung hingt mit dem Beruf des
Vaters zusammen — einseitige Fragestellung)
Angenommenes Signifikanzniveau: @ = 5%

Tabelle 7 zeigt das Ergebnis der Befragung.

Testing Procedure: 4 parameters are required to determine
the distribution under Hy. In view of the available tables, the
four cell frequencies a, b, ¢, and d of the fourfold table are
selected.

Example: We are to investigate whether or not a father’s vo-

cation also influences the choice of vocation of his son. For

this purpose N = 39 students on the university grounds are

chosen at random and asked to state their father’s vocation

and their own concentration of studies. The vocations are

broken down into two categories: dliberal arts» and «natural

sciences».

Ho: @ = 0 (there is no correlation between the father’s vo-
cation and the concentration).

Hj: @ > O(the concentration correlates with the father’s
vocation —one-sided problem).

Assumed level of significance:a = 5 %

Table 7 shows the results of the survey.

Tabelle 7 Table 7
SOHN SON
geistes-  natur- liberal natural
wissenschaftlich arts science
F

v geisteswissenschaftlich| a=17 b= 7]|24 = N, A liberalarts a = 17| b = 7| 24=N;
A naturwissenschaftlich c= § d=10 (15 = N, T naturalsciences c = 5|d =10]| 15=N,
i i H
E E

Nach den Restriktionen der Tabelle 2.5. (siche auch in
diesen Band eingelegte Karte) werden die Zellfrequenzen
zuerst in aufsteigender Reihenfolge geordnet:

2 7 R I
c b R

Mit diesem Quadrupel c—b—d—a wird in Tabelle 5 ein-

gegangen. Dort ist als Ablesefolge das Quadrupel

c d a b

S 1L 1y e
zu finden, ebenso der Hinweis, dal das Vorzeichen von @ in
der Tafel nach dieser Transformation getauscht werden
muf. Mit dem Quadrupel 5 —10—-17 -7 wird in Tafel 1 -1
eingegangen. Dort ist folgende Zeile zu finden:
5 40 SRS —0.368 .0448

¢ P, P,

Der Kontingenzkoeffizient von ¢ = + 0.368 (Vorzei-
chen muf getauscht werden), deutet auf einen positiven Zu-
sammenhang im Sinne der Alternativhypothese. Die einsei-
tige Uberschreitungswahrscheinlichkeit P, = .0244 ist
kleiner als o, so daff zum vorgegebenen Signifikanzniveau
H, zuriickgewiesen werden kann.

Hinweis: Das gleiche Procedere gilt fiir mehrklassige diskre-
te und stetige Zufallsvariablen, wenn diese vorher durch ge-

eignete Transformationen (Dichotomierung) in Alternativ-
variablen iibergefiihrt werden.

0244

In compliance with the restrictions in section 2.5. (see al-
so the card inserted in this volume) the cell frequencies are
first arranged in order of increasing size:

- SR AT |
c b g -8

Table 5 is entered with this quadruple c-b-d-a. The read-

ing sequence found there is the quadruple

c .8 b

5 19 17 T
which is accompanied by the note that the sign of @ in the
table must be changed after this transformation. Table 1-1
is entered with quadruple 5-10-17-7 and the following line
is located:
S aN 1 7 —0.368 .0448

L] P, Py

The coefficient of contingency of @ = + 0.368 (sign
must be changed) suggests a positive correlation along the
lines of the alternative hypothesis. The one-sided probabili-
ty P; = .0244 is less than & and thus Hp can be rejected at
the preset level of significance.

0244

Note: The same procedure applies to general discrete and
continuous random variables when they are previously
transformed to dichotomous variables by suitable means.
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Tafeln

Zeichenerklarung

a,b,c,d Zellfrequenzen

¢ phi-Koeffizient

P, einseitige Uberschreitungswahrscheinlichkeit
P, zweiseitige Uberschreitungswahrscheinlichkeit

Tables

Key to the symbols used

a,b,c,d cell frequencies
0] phi-coefficient
P; one-tailed transgression probability
P, two-tailed transgression probability
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Die Anwendung der Tafel 1-1

Die Notation der Vierfeldertafel

a
c d
Groflenfolge der lies ab unter Vorz.
Zellenfrequenzen der Folge wechs.
a b c d a pree d nein
a e a R e d nein
a c b d a c b d nein
a c d b a c b d nein
a il Tl - a blué d nein
a d c b 14 c b d nein
0.2 c ", G () e deupe ja
- & e b i mand e ja
b tivig a d ofBioisag 5 ied poble ja
| el dila bot didyaria c ja
A a c g e c ja
N R a iy g c ja
c a B il el & Bedlosand ja
c a dornallilie a dit b ja
c b a d: e a d'"'b ja
c b | e c g8 b ja
c " e R T 1 g 8 b ja
c d b a c . b ja
" b c d b g a nein
d a c b d c b a nein
d: '8 a c d B a nein
d b c a d - YRR a nein
di. © a K .38 ¢ b nein
d c bl d .. e b a nein
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Schritt A

Ordne die Zellfrequenzen in aufsteigender Grofenfolge
(bei gleichen Frequenzen ist die Anordnung beliebig)

Beispiel:

Ausgangsfolge: a b c d
numerisch 1349 3 12

Groflenfolge: c b d a
Schritt B

Gehe mit der Grofenfolge in die linke Spalte der neben-
stehenden Tabelle. Lies dort in der mittleren Spalte die Able-
sefolge ab. Ordne die beobachtete Vierfeldertafel nach die-
ser Ablesefolge um. Vermerke aus der rechten Spalte der Ta-
belle, ob das Vorzeichen von ¢ gewechselt werden muf.

Im Beispiel:

Groflenfolge: c b d a

Ablesefolge: c d a b
numerisch 3 | S .

Vorzeichenwechsel von @? ja

Schritt C

Gehe mit der Ablesefolge in Tafel 1 - 1 ein und lies dort @,
die zweiseitige und die einseitige Uberschreitungswahr-
scheinlichkeit ab.

Im Beispiel ist unter der Ablesefolge

3 12 13 9
auf Seite 219 zu finden:
3 12 13 9 —0.387 .0409 .0204

Das @ der beobachteten Tafel ist ¢ = +0.387 (Vorzei-
chenwechsel!)

Die zweiseitige Uberschreitungswahrscheinlichkeit P, =
0.0409, die einseitige Uberschreitungswahrscheinlichkeit
P, = 0.0204.



How to use Table 1-1

The notation of the Fourfold Table

increasing sequence
of cell frequencies

read under
the sequence

sign
change

AN 06006060 oo o oo R DD RN
0O 60 'O R D Ao O R A0 6D anan o0 oo
o' 0O R 0O oo A QDO D AN A0 0 TR AN
LB -l o T = i 2 - N = P ol = P S I I = PR o B = VO - ol o R - ol = PO B =T

AAAAAAAO OO0 ONOO TTCTCTCTTO N DD DD
O 60 o0 TAQA AN P AL PO o060 oo
oTOoT0 O OO PR D AQAAD R ALADT O oo 00

P E WP goTCCCOoT oo 000000 Ao

no
no
no
no
no
no
yes
yes
yes
yes
yes
yes
yes
yes
yes
yes
yes
yes
no
no
no
no
no
no

Step A

Arrange the cell frequencies in order of increasing size (the
sequence is arbitrary with equal frequencies)

Example:
Starting sequence a b c d
numerically 13; 9 3 12
increasing size ¢ b d a
sequence

Step B

Locate the increasing size sequence in the left column of
the table to the left. Note the corresponding reading se-
quences from the middle column. Rearrange the observed
fourfold table according to this reading sequence. Note
from the right column whether the sign of ¢ must be chan-
ged.

In the example:

increasing size c b d a

sequence

reading sequence c d a b
numerically 3 12 . 3Ry

Change of sign of ¢?  Yes.

Step C

Enter Table 1-1 with the reading sequence and locate @
there, the two-sided and the one-sided probability.

In the example, under the reading sequence
3 12 13.¢.9
on page 219 one finds:
S 1213 8 =0.387 .0409 .0204

The @ of the observed table is @ = + 0.387 (sign chan-
ge!). The two-sided probability P, = 0.0409, the one-sided
probability Py = 0.0204.
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Wird eine beobachtete Vierfeldertafel nicht in Tafel 1 -1
gefunden, kann das drei Griinde haben:

Grund a: die Zellfrequenzen sind falsch angeordnet

Grund b: die einseitige Uberschreitungswahrscheinlichkeit
P, ist grofler als 0.10 (da P, < P,,istP, in diesem
Fall ebenfalls = 0.10)

Grund c: die zweiseitige Uberschreitungswahrscheinlich-
keit P, ist kleiner als 0.0001 (da P, = P,,ist P, in
diesem Fall ebenfalls < 0.0001)

Beispiel fiir Grund a

Die Vierfeldertafel mit den Frequenzen a=12, b=3, c=3,
d=14 ist in dieser Reihenfolge nicht in Tafel 1-1 zu finden.
Kontrolle der richtigen Anordnung entsprechend den Scliritten
A —C auf der Riickseite:

Ausgangsfolge a b ¢ d
numerisch 12 3 5§ 14

Groflenfolge b ¢ a d
Ablesefolge b s 1@ 'k
numerisch 3 12 14 §
Auf Seite 219 ist zu finden:
Bt 1 dd oS —0.533 .0026 .0024
Die beobachtete Tafel hat damit ein ¢ = +0.533 (Vorzei-
chenwechsel!), eine zweiseitige Uberschreitungswahrscheinlich-
keit P, = .0026 und eine einseitige Uberschreitungswahrschein-
lichkeit P, = .0024

Vorzeichenwechsel: ja

Beispiel fiir Grund b

Ausgangsfolge a b ¢ d
numerisch 2 12 15 26

Grofenfolge a b ¢ d
Ablesefolge a ®h: g d
numerisch 2 12 15 26

Vorzeichenwechsel: nein

Diese Tafel ist nicht zu finden. Der letzte vertafelte Wert auf
S.174ist 2 12 15 25 mit einer einseitigen Uber-
schreitungswahrscheinlichkeit Py = 0.0982. Da die beobachtete
Tafel weniger extrem ist, ist ihr Py > 0.10.

Beispiel fiir Grund ¢

Ausgangsfolge a b ¢ d
numerisch 3 14 15 1

Grofenfolge d a b ¢
Ablesefolge d b ¢ a
numerisch 1 14 15 3

Vorzeichenwechsel: nein

Diese Tafel ist nicht zu finden. Der letzte vertafelte Wert auf
S.131ist 1 14 15 6 mit einer zweiseitigen Uber-
schreitungswahrscheinlichkeit P, = 0.0001. Da die beobachtete
Tafel noch extremer ist, ist P, < 0.0001. Das @ dieser Tafel ist (¢
= —0.7638.Nach X? = @’N = (—0.7638)*-33 = 19.2540
ist X2 > 14.
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If an observed fourfold table is not found in Table 1-1
there can be three reasons:

Reasona: The sequence of the cell frequencies is incorrect.

Reason b: The one-sided probability P, is greater than 0.10
(since Py < P,,Psisalso = 0.10).

Reason c: The two-sided probability is less than 0.0001
(since P; = Py, P, in this caseis also < 0.0001).

Example for reason a

The fourfold table with the frequencies a=12, b=3, c=35,
d =14 cannot be found in this sequence in Table 1-1. Check for
correct sequence in accordance with steps A-C on the reverse side:
initialsequence a b ¢ d

numerically 12 3 35 - 4

increasing size b Te " as id

sequence

readingsequence b a d ¢ signchange:yes
numerically 8. 12 145

Taken from page 219:

3w 18" 3 —0.533 .0026 .0024
The observed table thereby hasa @ = + 0.533 (sign change!), a
two-sided probability P, = .0026 and a one-sided probability Py
= .0024.

Example for reason b

Initialsequence a b ¢ d

numerically 2% 42715 /26

increasing size a2 b dc 4

sequence

readingsequence a b ¢ d signchange:no
numerically 2 0 A2.,15 26

This table cannot be found. The last tabled value on page 174 is
2 12 15 25 with a one-sided probability P; = 0.0982. Since the
observed table is less extreme, its P; > 0.10.

Example for reason ¢

Initialsequence a b ¢ d
1

numerically 3 14 15

increasing size dae Blyeb.sie

sequence

readingsequence d b ¢ a  signchange:no
numerically 1 1835 3

This table cannot be located. The last table value on page 131 is
1 14 15 6 with a two-sided probability P, = 0.0001. Since the
observed table is even more extreme, P, < 0.0001. The @ of this
table is @ = — 0.7638. Since X? = @?N = (—0.7638)" - 33
= 19.2540, X* >14.



Tafel 1-2 Table 1-2

Werte der Normalverteilung und der 2-Verteilung mit Values of the normal distribution and the % - distribution

1 Freiheitsgrad with 1 degree of freedom
In Tafel 1 -2 sind die zweiseitigen Uberschreitungswahr- Table 1-2 contains the two-sided probability for
scheinlichkeiten fiir z-values of 0(0.1) 5.0
z-Werte von 0(0.1) 5.0 and the corresponding % values. Since
und die entsprechenden %2-Werte angegeben. Da bei z =y’
1 Freiheitsgrad applies with one degree of freedom, the % *s correspond to
z = 2 the squares of the z-values. For one-sided problems the

gilt, entsprechen die 2 dem Quadrat der z-Werte. Fiir ein-  given probability needs merely be halved.
seitige Fragestellungen muf8 die angegebene Wahrschein-
lichkeit lediglich halbiert werden.

L]

z ) g P z X P
0.1 0.0 0.920344 2.6 6.8 0.009322
0.2 0.0 0.841480 S d Tad 0.006934
0.3 0.1 0.764177 2.8 7.8 0.005110
0.4 0.2 0.689156 2.9 8.4 0.003732
0.5 0.3 0.617075 3.0 9.0 0.002700
0.6 0.4 0.548506 33 9.6 0.001935
0.7 0.5 0.483927 Fatoh 102 0.001374
0.8 0.6 0.423711 33 - 10.9 0.000967
0.9 0.8 0.368120 28 . T1.6 0.000674
1.0 1.0 0.317310 Ay 0.000465
153 1.2 0.271332 3.6 13.0 0.000318
) 3 4 1.4 0.230139 « Py Tl & P 0.000216
143 s/ 0.193601 3.8 14.4 0.000145
1.4 2.0 0.161513 15,2 0.000096
y [ 2.3 0.133614 4.0 16.0 0.000063
1.6 2.6 0.109599 4.1 16.8 0.000041
o i S 2.9 0.089131 gee vglb 0.000027
1.8 “ 0.071861 i Sl | R 0.000017
1.9 <1 0.057433 4.4 °..19.4 0.000011
2.0 4.0 0.045500 59 .3 0.000007
2.1 4.4 0.035729 4.6 212 0.000004
2.2 4.8 0.027807 AT 22.1 0.000003
23 8.3 0.021448 A:B .2:23:0 0.000002
2.4 5.8 0.016395 4.9 24.0 0.000001
2.5 6.3 0.012419 5.0 25.0 0.000001

437



	Krueger02__0001
	Krueger02__0002
	Krueger02__0003
	Krueger02__0004
	Krueger02__0005
	Krueger02__0006
	Krueger02__0007
	Krueger02__0008
	Krueger02__0009
	Krueger02__0010
	Krueger02__0011
	Krueger02__0012
	Krueger02__0013
	Krueger02__0014
	Krueger02__0015
	Krueger02__0016
	Krueger02__0017
	Krueger02__0018
	Krueger02__0019
	Krueger02__0020
	Krueger02__0021
	Krueger02__0022
	Krueger02__0023
	Krueger02__0024
	Krueger02__0025
	Krueger02__0026
	Krueger02__0027
	Krueger02__0028
	Krueger02__0029
	Krueger02__0030
	Krueger02__0031
	Krueger02__0032
	Krueger02__0033
	Krueger02__0036

