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Abstract

In the past years, the origin of high energetic solar particles could be clearly connected

to shock acceleration at coronal mass ejections. Caused by resonant wave–particle inter-

actions, on the one hand, the particles change their energy because of scattering, on the

other hand, the dynamics of plasma waves in such acceleration regions are significantly

influenced by these processes through self–generated wave modes.

In this dissertation, the basic physical regime of turbulence and particle transport

were described via numerical modeling. The simulation of the plasma dynamics uses

the methodology of magnetohydrodynamics, whereas the kinetic description of single

particles is calculated by elementary electrodynamic equations of motion.

The common plasma turbulence theories by Goldreich and Sridhar could be confirmed

by simulations resembling conditions at three solar radii. Foremost, evidence for the

critical balance has been found, which is a key parameter of these theories. Furthermore,

results of the dynamic evolution of amplified wavemodes are presented, which are very

important for the general turbulence development. In this context, the wave–steepening

was identified as a central process, which is an efficient energy transport mechanism in

parallel direction to the magnetic background field. This explains turbulent structures

at high parallel wavenumbers, which are not described by the Goldreich–Sridhar model.

Moreover, a fundamental understanding of the quasi-linear theory of particle trans-

port has been achieved. Specifically, more detailed insight into the interpretation of the

diffusion coefficients of wave–particle interactions could be obtained. For the first time,

simulations of particle scattering at amplified wave modes showed complex resonant

structures, which cannot be described by analytical approaches adequately.
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Kurzzusammenfassung

Die Herkunft hochenergetischer solarer Teilchen konnte in den vergangenen Jahren ein-

deutig auf Schockbeschleunigung an koronalen Masseauswürfen zurückgeführt werden.

Durch resonante Interaktionen zwischen Wellen und Teilchen werden zum einen geladene

Teilchen unter Veränderung ihrer Energie gestreut, zum anderen wird die Dynamik der

Plasmawellen in solchen Beschleunigungsregionen durch diese Prozesse von selbstgene-

rierten Wellenmoden maßgeblich beeinflusst.

Mittels numerischer Modellierungen wurden im Rahmen dieser Arbeit die grundle-

genden physikalischen Regimes der Turbulenz und des Teilchentransports beschrieben.

Die Simulation der Plasmadynamik bedient sich der Methodik der Magnetohydrodyna-

mik, wohingegen kinetische Einzelteilchen durch die elementaren Bewegungsgleichungen

der Elektrodynamik berechnet werden.

Es konnten die Turbulenztheorien von Goldreich und Sridhar unter heliosphärischen

Bedingungen bei drei solaren Radien bestätigt werden. Vor allem zeigten sich Hinwei-

se für das Erreichen der kritischen Balance, einem Schlüsselparameter dieser Theorien.

Weiterhin werden Ergebnisse der dynamischen Entwicklung angeregter Wellenmoden

präsentiert, in denen die Bedeutsamkeit für die gesamte Turbulenz gezeigt werden konn-

te. Als zentraler Prozess bei hohen Energien hat sich das wave–steepening herausgestellt,

das als effizienter Energietransportmechanismus in paralleler Richtung zum Hintergrund-

magnetfeld identifiziert wurde und somit turbulente Strukturen bei hohen parallelen

Wellenzahlen erklärt, deren Entstehung das Goldreich–Sridhar Modell nicht beschreiben

kann. Darüber hinaus wurden grundlegende Erkenntnisse über die quasilineare Theo-

rie des Teilchentransports erzielt. Im Speziellen konnte ein tieferes Verständnis für die

Interpretation der Diffusionskoeffizienten von Welle–Teilchen Wechselwirkungen erlangt

werden. Simulationen zur Streuung an angeregten Wellenmoden zeigten erstmals kom-

plexe resonante Strukturen die im Rahmen analytischer Modelle nicht mehr adäquat

beschrieben werden können.
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”
Bei der Eroberung des Weltraums sind zwei Probleme zu lösen:

die Schwerkraft und der Papierkrieg.

Mit der Schwerkraft wären wir fertig geworden.“

- Wernher von Braun -



1. Einleitung

Das Verständnis der komplexen Dynamik und Prozesse innerhalb der Heliosphäre erlangt

in unserem Zeitalter immer mehr an Bedeutung. Maßgeblich hierfür ist der technologi-

sche Fortschritt, der es zum einen ermöglicht, wertvolle Messdaten in unserem Sonnen-

system zu gewinnen und zum anderen die Notwendigkeit erzeugt, sensible Technik, sei

es in Satelliten, Flugzeugen oder Telekommunikationssystemen, vor hochenergetischen

solaren Teilchen zu schützen. So hat sich in den letzten Jahren die Vorhersage des Welt-

raumwetters erheblich weiterentwickelt und wird auch in Zukunft ein wichtiger Zweig der

Wissenschaft sein. Die grundlegenden Untersuchungen liegen in diesem Zusammenhang

in der Physik der Plasmaturbulenz und dem Teilchentransport.

Die zentrale Thematik der vorliegenden Dissertation ist die theoretische Beschrei-

bung und numerische Modellierung von Phänomenen innerhalb unseres Sonnensystems.

Dabei liegt der Fokus auf der Untersuchung von Ereignissen hochenergetischer solarer

Teilchen. Diese wurden erstmals 1946 durch Forbush entdeckt und waren insofern nicht

vollständig zu erklären, da Teilchenenergien bis in den GeV–Bereich gemessen wurden.

Mögliche Quellen, wie solare Flares und koronale Masseauswürfe können zwar durch

direkte Beschleunigung weite Energiebereiche abdecken, scheiden aber als Kandidaten

für so hohe Energien aus. Zusätzlich beobachtet man bei sogenannten sukzessiven Er-

eignissen hochenergetische Teilchen über einen längeren Zeitraum bis hin zu mehreren

Tagen, was ebenfalls gegen einen direkten Beschleunigungsmechanismus spricht. Mit der

Verbesserung der Messtechnik und dem zunehmenden Verständnis der Prozesse in un-

serem Sonnensystem wurden in den letzten Jahrzehnten große Fortschritte erzielt. So

konnten als Quellen dieser hochenergetischen Teilchen die Schockregionen, die korona-

len Masseauswürfen vorauslaufen, identifiziert werden. Durch mehrfache Streuvorgänge

beim Überqueren der Schockfront ändern Teilchen ihre Energien. Diese gewinnen oder

verlieren sie durch die in der Schockregion vorhandenen Plasmawellen.

In vielen Beschreibungen wird das System aus selbstgenerierten Wellenmoden, Tur-
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bulenz und Teilchenstreuung nicht ganzheitlich erfasst, sondern getrennt voneinander

behandelt. Dadurch wird der Einfluss von verstärkten Wellen, die durch Plasmainsta-

bilitäten generiert werden, vernachlässigt. Das hat zum einen Konsequenzen für die

Entwicklung der heliosphärischen Turbulenz und zum anderen für die korrekte Beschrei-

bung von Teilchenstreuvorgängen. So werden in einem Plasma, in dem selbstgenerierte

Wellen die Dynamik beeinflussen, aufgrund resonanter Interaktionen zwischen Wellen

und Teilchen, charakteristische Streuprozesse die Entwicklung der Teilchen bestimmen.

In üblichen analytischen Ansätzen zur Berechnung des Teilchentransports werden die

Näherungen der quasilinearen Theorie verwendet, die gerade bei stark angeregten Wel-

lenmoden an ihre Grenzen stößt.

Das Ziel dieser Dissertation ist es, eine Brücke zwischen den numerischen Beschrei-

bungen turbulenter Teilchenstreuregionen und analytischen Teilchentransporttheorien

zu schlagen. Damit wird die Grundlage für eine selbstkonsistente Modellierung von hoch-

energetischen solaren Teilchenereignissen geschaffen. Als methodisches Werkzeug wurde

dafür ein eigenständiger Hybrid–Code entwickelt, mit dem die Simulation von Plasma-

turbulenz und Teilchen auf modernen Rechensystemen ermöglicht wird.

In der Struktur der vorliegenden Arbeit wird Wert darauf gelegt, beide physikalische

Regimes hinreichend zu beschreiben. Dabei wird stets zuerst das turbulente heliosphäri-

sche Plasma untersucht, das den Ausgangspunkt für die nachfolgenden Teilchensimula-

tionen bildet. Der aktuelle Stand der Wissenschaft und der Beobachtungslage wird im

Kapitel der Phänomenologie diskutiert. Beginnend mit einem kurzen historischen Exkurs

über die Entdeckung verschiedener solarer Ereignisse, wird auf die Ursachen heliosphäri-

scher Turbulenz eingegangen, um schließlich das Phänomen hochenergetischer solarer

Teilchen zu erläutern. Im darauf folgenden Kapitel werden die theoretischen Grundla-

gen vermittelt. Es werden die gängigen Theorien für Turbulenz und Teilchentransport

vorgestellt. Das Kapitel der Methodik beschreibt die numerische Modellierung bis hin zur

Umsetzung des entwickelten Hybrid–Codes. Der Ergebnisteil beginnt mit ausführlichen

Validierungen des Programms. Im Anschluss werden die Ergebnisse der Simulationen

verschiedener Szenarien heliosphärischer Turbulenz präsentiert. Ausgehend von diesen

Simulationen werden abschließend ausgewählte Resultate der Streuung geladener Teil-

chen vorgestellt.
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2. Phänomenologie

Dieses Kapitel widmet sich der phänomenologischen Beschreibung der behandelten The-

matik. Es soll dem Leser ein Überblick über den heutigen Kenntnisstand, bezüglich der

Beobachtungen und Messungen gegeben werden und die vorliegende Arbeit mit der

dahinterstehenden Physik verknüpfen. Im Fokus stehen dabei Phänomene hochenergeti-

scher, solarer Teilchen, sowie Turbulenz in unserem Sonnensystem. Dazu ist es zunächst

notwendig, die Eigenschaften der Heliosphäre näher zu untersuchen. Zum Teil ist es

nötig, kleinere theoretische Grundlagen direkt zu vermitteln, während komplexe Berei-

che, wie z.B. die Magnetohydrodynamik (MHD), im darauf folgenden Theorieteil geklärt

werden. Leider kommt es dadurch zum Teil zu unvermeidbaren Überschneidungen, also

Grundlagen, die dieses Kapitel nur flüchtig vorstellt und die in der Theorie detailreich

diskutiert werden. Daher sind beide Kapitel ganzheitlich zu verstehen.

Die interessanten Phänomene innerhalb unsere Heliosphäre sind allerdings so man-

nigfaltig, dass im Folgenden nur ein Bruchteil dem Leser vorgestellt werden kann. Es

werden die relevanten Themen hinreichend heraus gearbeitet, um einen geschlossenen

Überblick zu verschaffen. Zu diesem Zweck wird grob in den Bereich der Turbulenz und

Plasmadynamik, sowie den Bereich des Teilchentransports unterteilt. Im Mittelpunkt

steht dabei die Sonne, von der alle der Betrachteten Phänomene ausgehen. Im ersten

Abschnitt steht der Sonnenwind im Mittelpunkt, da dieser permanente Plasmastrom das

Hintergrundmedium für die meisten Phänomene des Weltraumes ist. Durch ihn wird die,

im darauf folgenden Kapitel beschriebene, heliosphärische Turbulenz angetrieben. Dieses

Medium wird durch verschiedene solare Ereignisse moduliert. Die prominentesten von

ihnen sind koronale Masseauswürfe, sowie enorme Energieemissionen, die sogenannten

Flares. Diese Phänomene sind äußerst effiziente Teilchenbeschleuniger und somit die Ur-

sache hochenergetischer solarer Teilchen. Diese solar energetic particle Ereignisse sollen

im letzten Teil dieses Kapitels im Fokus stehen.

Da in den kommenden Abschnitten oft auf Messungen durch verschiedene Raumfahr-
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zeuge referenziert wird, soll jedoch zu Beginn dem Leser ein kurzer Überblick über die

wichtigsten Missionen und deren historischen Kontext gegeben werden.

2.1. Beobachtungssituation in der Heliosphäre

Ein entscheidender Vorteil bei der Erforschung der Heliosphäre, liegt in der guten experi-

mentelle Zugänglichkeit durch Raumfahrzeuge. Nachdem mit dem russischen Satelliten

Sputnik 1957 die unbemannte Raumfahrt eingeläutet wurde, folgten zahlreiche Satel-

litenexperimente und Raumsonden die zu einem imensen Fortschritt unseres Wissens

bezüglich des Universums führten. Im Speziellen wurden wertvolle Erkenntnisse über

die Sonne und deren Heliosphäre gewonnen. So besteht spätestens seit den deutsch-

amerikanischen Helios-Missionen kein Zweifel mehr daran, dass die Erde sich durch ein

turbulentes Plasma, den Sonnenwind, bewegt. Dieser ist hochgradig dynamisch und be-

findet sich durch energiereiche Eruptionen der Sonne im ständigen Wandel. Speziell die

Ulysses-Mission trug massiv zum Verständnis solarer Prozesse in der Heliosphäre bei, da

diese Sonde als erste die Polarregionen der Sonne erkundete. Die Grenzen des Einflussbe-

reichs der Sonne wurden wiederum durch die Pioneer und Voyager -Missionen erforscht,

welche die ersten Sonden außerhalb unseres Sonnensystems, bis etwa 130 AU1 brachten.

Das Ausmaß der Heliosphäre wird zunächst durch einen Bereich starker Wechselwirkung

zwischen Sonnenwind und interstellarem Plasma, dem Termination Shock, bestimmt und

endet nach der Heliosheath in der Heliopause, in der der Sonnenwind praktisch keinen

Einfluss mehr hat.

Besonders starke Sonnenereignisse beeinflussen die Erde unmittelbar und äußern sich

in geomagnetischen Stürmen und der allseits bekannten Aurora borealis. Aufgrund der

zunehmenden Bedeutung der Luft- und Raumfahrt ist es nötig geworden solche Phäno-

mene zu detektieren und vorherzusagen. Somit wurde der wissenschaftliche Zweig des

Weltraumwetters geboren. Aktuell wird die Aktivität der Sonne durch hochauflösende

Instrumente der Missionen SOHO, SDO, Stereo und WIND (um nur einige zu nennen)

gemessen, die neben wichtigen wissenschaftlichen Daten, auch spektakuläre Bilder der

Sonne liefern.

1Einheiten werden in diesem Kapitel im verwendeten cgs-System angegeben mit Ausnahme der Ent-
fernungen, die üblicherweise im Sonnensystem durch die Astronomische Einheit (Englisch Astrono-
mical Unit, AU ) ausgedrückt werden. Dabei entspricht 1 AU dem Abstand Erde-Sonne mit etwa
150 · 1011cm, wobei die Sonne bei 0 AU und die Erde bei 1 AU liegt.
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Abbildung 2.1.: Illustration der wichtigsten Messinstrumente für das Sonnenwindplas-
ma und für hochenergetische Teilchen in unserem Sonnensystem. Die mit dem †-Symbol
gekennzeichneten Raumfahrzeuge sind nicht mehr in Betrieb bzw. deutlich außerhalb ih-
res Missionsplanes. Vier der fünf Lagrangepunkte sind mit einem roten Punkt markiert,
L3 liegt außerhalb der Grafik.

Zahlreiche Erkenntnisse über hochenergetische Teilchenereignisse, die vermittels kom-

plexer Beschleungigungsmechanismen auf Energien in den GeV-Bereich gebracht wer-

den, konnten in den 70er Jahren durch die Skylab-Raumstation, sowie durch das ISEE-3

Experiment auf ICE und IMP-8 gewonnen werden. Heutzutage sind die wichtigsten

Teilchendetektoren auf WIND, SOHO und ACE stationiert, die sich alle im Lagran-

gepunkt L1
1 befinden. Einen illustrativen Überblick der wichtigsten Experimente und

deren Standorte in unserem Sonnensystem bietet Abbildung 2.1.

1Die Lagrangepunkte sind fünf Lösungen des eingeschränkten Dreikörperproblems, an denen kein
effektives Potential herrscht, da sich Gravitations- und Zentrifugalkraft aufheben. Diese Punkte sind
demnach ideal um ein Raumfahrzeug mit möglichst geringem Treibstoffverbrauch zu stationieren.
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2.2. Der Sonnenwind

Die Sonne dominiert das interplanetare Medium weitaus mehr als es auf den ersten

Blick der Fall zu sein scheint. Neben dem gravitativen Einfluss der Sonne und deren

Photoemission, die weitgehend als Schwarzkörperstrahlung aufgefasst werden kann, be-

einflusst sie darüber hinaus unser Sonnensystem auf sehr massive, wenn auch weniger

offensichtliche Weise. Die ersten Indizien lieferte die relativ einfach zu beobachtende,

starke Dynamik der Sonnenoberfläche. So konnten 1610 durch die Nutzung der ersten

Teleskope durch Thomas Harriot und im gleichen Jahr wohl auch durch Galilei, erstmals

Sonnenflecken beobachtet werden. Aus dem periodischen Auftreten besonders dominan-

ter Flecke innerhalb von ca. 25 Tagen, schloss Johann Fabricius auf die Eigenrotation der

Sonne. Genauere Beobachtungen der Sonnenflecken durch Samuel Schwabe offenbarten

im 19. Jahrhundert zudem eine differentielle Rotation, sowie eine weitere Periodizität in

der Sonnenfleckentstehung. So entstehen Flecken bei etwa 30◦ nördlicher, wie gleicher-

maßen südlicher Breite und
”
bewegen“ sich zum Sonnenäquator. Die Entstehungsrate

nimmt in Richtung Äquator ab, bis keine neuen Flecken mehr gebildet werden. Schließ-

lich beginnt dieser 11 Jahre andauernde Zyklus von Neuem, jedoch mit entgegengesetzter

magnetischer Polarität. Also durchläuft die Sonne effektiv einen 22 Jahres-Zyklus, mit

verschiedenen Aktivitätsphasen, die auch als solare Minima und Maxima bezeichnet

werden. Die genauen Mechanismen und Ursachen dieses Phänomens werden noch heute

aktiv erforscht und sind weitestgehend unklar. So versteht man mittlerweile die Natur

der Sonnenflecken recht gut, als starke toroidale Magnetfelder, die aus der konvektiven

oberen Schicht der Sonne in die Photosphäre eindringen, wobei das darin eingesperrte

Plasma (Def. Plasma, siehe Theorieteil) erheblich abkühlt. Es können sich regelrechte

Plasmaschläuche entwickeln, auch als ruhende Protuberanzen bezeichnet, die mehrere

Millionen Kilometer Ausdehnung annehmen und längere Zeit verharren, bis sie wieder

auf die Sonnenoberfläche zurückfallen. Eruptive Protuberanzen sind hingegen erheblich

größer, zeichnen sich somit deutlich von der Sonne ab und fallen nicht zwangsweise

zurück, sondern können ins interplanetare Medium geschleudert werden. Es ist aller-

dings nicht geklärt, woher diese Typen von Störungen im, durch den inneren solaren

Dynamo erzeugten, Gesamtmagnetfeld der Sonne stammen. Eine mögliche Erklärung

ist die differentielle Rotation, die zu einer immer stärker werdenden Verscherung der

Magnetfeldlinien führt, bis dieses schließlich zusammenbricht und sich neu bildet. Einen

sehr guten Überblick dieser Thematik bietet Charbonneau (2010).
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Abbildung 2.2.: Eine Falschfarbenaufnahme der Sonne des
”

Solar Dynamics Obser-
vatory“ (SDO) durch das Messinstrument

”
Atmospheric Imaging Assembly“ (AIA) mit

eingezeichneten Magnetfeld-Potentiallinien. Dieses Experiment beobachtet die Sonnenat-
mosphäre in verschiedenen Wellenlängen λ. Hier ist, entsprechend der Bild-Legende, der
energiereiche UV-Bereich nahe der Röntgenstrahlung gezeigt, mit λ = 211/193/171 Å
in Farben Rot/Grün/Blau. SDO ist seit Februar 2010 in einem geosynchronen Orbit
und soll primär Vorhersagen des Weltraum-Wetters optimieren, sowie Messungen von
SOHO (Start 1995) fortführen. Quelle: SDO, NASA Goddard Space Flight Center

Eine weitere wichtige Beobachtung der Sonnendynamik ist die stark veränderliche

Korona, eine Schicht geringer Dichte (Teilchenzahldichte ≈ 105 cm−3), weit über der

Photosphäre, die mit dem 11-Jahreszyklus in Aktivität und Dicke (3-6 Sonnenradien)

variiert. Während einer totalen Sonnenfinsternis ist die Korona für das bloße Auge als

”
Strahlenkranz“ sichtbar. Somit ist ihre Existenz - zumindest phänomenologisch - schon

seit mehreren tausend Jahren bekannt.

7

http://sdo.gsfc.nasa.gov/


Den wichtigsten Hinweis auf den weitreichenden Einfluss der Sonnendynamik lieferten

jedoch Beobachtungen von Kometen. Schon Kepler fiel 1619 auf, dass manche Schweife1

von Kometen immer von der Sonne weg zeigen und zudem keine Krümmung entlang

der Kometenbahn aufweisen. Lange Zeit blieb dieses Phänomen unerklärt. Der erste

vorgeschlagene Mechanismus war im 19./20. Jahrhundert die Lichtdrucktheorie, eine

dem Betrag der Schwerkraft der Sonne ähnelnde Repulsivkraft, die mit

FS(r) =
ς

r2
(2.1)

abnimmt. Der Skalenfaktor ς spielte hierbei eine wichtige Rolle2. Beobachtungen von

Paul Ahnert (später zudem von Cuno Hoffmeister) am Kometen Whipple-Fedtke 1942g

ergaben sehr große Werte für ς (Ahnert 1949). Dieser Komet eignete sich besonders gut

für die Beobachtung der Schweifablenkung, da er zum einen eine relativ sonnen- und

erdnahe Bahn verfolgt und zum anderen, weil die Sonne im Jahr 1942 recht viele Son-

nenflecke aufwies, da sie im 11-Jahreszyklus in einer aktiven Phase war. Ahnert leitete

aus seinen Ergebnissen die ersten Hinweise eines Sonnenwinds ab, indem er die Schwei-

fablenkung in Zusammenhang mit der Sonnenfleckaktivität brachte. Schließlich war es

Ludwig Biermann der den Sonnenwind wissenschaftlich etablierte. In Biermann (1951)

erklärte er zunächst die unterschiedliche Ablenkung möglicher verschiedener Schweifele-

mente, durch die Feststellung, dass primär Ionenschweife, im Speziellen bestehend aus

CO+, eine starke, ungekrümmte Ablenkung zeigen. Außerdem korrigierte er die Mes-

sungen des Faktors ς, die vor allem bei CO+-Schweifen Werte bis zu 105 annahmen

und somit die Lichtdrucktheorie in Frage stellten. Aus diesen Ergebnissen schlussfolger-

te Biermann, dass nur eine Strahlung aus geladenen Teilchen (Korpuskularstrahlung)

diese Effekte erklären kann. Da zu dieser Zeit bereits Messungen vorlagen, dass
”
Teil-

chenwolken“, die von der Sonne emittiert werden, quasineutral sind, nahm er an, dass

Protonen und gleichermaßen Elektronen für die Ablenkung des Schweifs verantwort-

lich sind, wobei Elektronen einen deutlich höheren Wirkungsquerschnitt haben. Hannes

Alfvén entwickelte diese Idee weiter und postulierte einen Strom magnetisierten Plasmas,

der sich von der Sonne hinweg ausbreitet. Letztendlich wurde der Begriff
”
Sonnenwind“

1Anmerkung: Es können im Wesentlichen bis zu 3 mögliche Arten von Kometenschweifen gleichzeitig
beobachtet werden: Typ I besteht aus Molekülionen, Typ II aus neutralen Staubteilchen, der sich
zudem in zwei Teile aufspalten kann, sowie Typ III, der lediglich ein Projektionseffekt bei bestimmten
Positionen zur Sonne ist.

2In den Orginalarbeiten als µ bezeichnet, Umbenennung wegen Pitchwinkeldefinition µ in Kapitel 3.3
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(im Folgenden auch SW) von Parker (1958) geprägt und dessen grundlegende Eigen-

schaften beschrieben. So fiel Parker durch eine Rechnung auf, dass die Korona sich nicht

in einem statischen Gleichgewicht befinden kann, sonder entweder kollabieren oder ex-

pandieren muss. Er löste dieses Problem durch Einführen eines supersonischen SWs 1.

Ein knappes Jahr darauf, 1959, konnten in situ Messungen des Sonnenwinds durch die

russischen Missionen LUNIK III und VENUS I dessen Existenz schließlich bestätigen.

Das Phänomen der Kometenschweife wurde durch wachsende Erkenntnisse über den SW

auch besser verstanden. So ist die gängige Theorie, dass die Wechselwirkung zwischen

Schweifionen und Magnetfeldern, die sich mit dem SW mitbewegen, den dominanten

Mechanismus darstellen. Magnetohydrodynamische Simulationen von Wegmann (2000)

bestätigen dies.

Abbildung 2.3.: Illustration der Sonne und des Sonnenwinds mit dessen grundlegenden
Eigenschaften. Schneller Sonnenwind (≈ 108cm/s) entströmt aus koronalen Löchern, die
sich zwischen zwei benachbarten Sonnenflecken bilden, wenn deren Magnetfelder entge-
gengesetzte Polarität haben. Langsamer Sonnenwind (≈ 107cm/s) hingegen kann direkt
aus einem Sonnenfleck durch einen sogenannten koronalen Streamer emittiert werden.
Der ausströmende Sonnenwind trägt das Magnetfeld mit dem Plasma radial von der
Sonne hinweg. Durch deren Eigenrotation bildet sich die Parkerspirale.

Heutzutage sind durch zahlreiche Satellitenexperimente, wie WIND, ULYSSES, SO-

HO, SDO und VOYAGER, um nur einen Auszug zu nennen, die Eigenschaften des

Sonnenwinds sehr gut untersucht. Es wird zunächst in zwei Typen separiert, den lang-

1Im Original als
”
stellar breeze“ bezeichnet
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samen und den schnellen SW. Die Hauptcharakteristik der beiden Typen ist die Ge-

schwindigkeit. So haben die Teilchen des schnellen Sonnenwinds durchschnittliche Ge-

schwindigkeiten von ≈ 750 · 105cm/s, dabei werden zum Teil Maximalwerte deutlich

über ≈ 108cm/s gemessen. Die Durchschnittsgeschwindigkeit des langsamen Sonnen-

winds liegt bei etwa ≈ 300 · 105cm/s. Ein weiterer Unterschied liegt in der Entstehung

der beiden SW-Arten. Es werden zwar noch immer die genauen Entstehungsmechanis-

men erforscht, aber es wird angenommen, dass der schnelle SW aus koronalen Löchern

emittiert wird, während der langsame SW eher aus koronalen Streamern zu stammen

scheint. In Abb. 2.3 werden beide Mechanismen illustriert. Koronale Löcher entstehen

wenn sich zwei starke Magnetfeldlinien, die aus der Sonnenoberfläche heraustreten und

gleiche Polarität besitzen, nahe beieinander liegen. Dies ist beispielsweise der Fall bei be-

nachbarten Sonnenflecken mit entgegengesetzter magnetischer Polarität. Zudem scheint

die Entstehung koronaler Löcher vorzugsweise bei hohen Breitengraden statt zu fin-

den, meist in einem Sonnenfleckenminimum. In diesem Zusammenhang beobachtet man

speziell Regionen, in denen nur sehr schwach Röntgenstrahlung oder energiereiche UV-

Strahlung emittiert wird. Dort laufen viele starke Magnetfeldlinien auf relativ engem

Raum zusammen. In Abb. 2.2 kann man diesen Effekt sehr gut beobachten. Die dadurch

entstandenen Löcher im solaren Magnetfeld lassen Teilchen recht ungehindert mit hohen

Geschwindigkeiten ins Weltall strömen. Besonders der Satellit ULYSSES, welcher sich

erstmals auf polaren Umlaufbahnen um die Sonne bewegte, hat zahlreiche Erkenntnisse

über diesen Typus des SWs gesammelt. Der langsame SW wird hingegen eher an gerin-

gen Breitengraden, also in Äquatornähe aus weniger permanenten Regionen emittiert.

Als Hauptkandidaten kommen die Streamer in Frage, die in aktiven Fleckenregionen

auftreten. Das Magnetfeld eines Sonnenflecks muss dazu weit in die Korona hinausrei-

chen, bis die Magnetfeldlinien nahezu parallel verlaufen. Dadurch wird das Plasma aus

den Flussschläuchen förmlich
”
herausgequetscht“. Dieses Phänomen ist besonders gut

während einer Sonnenfinsternis zu beobachten. So heben sich deutlich von der restlichen

Korona, die konischen Strukturen ab, die aufgrund ihrer Form im englischen als Helmets

bezeichnet werden. In Abbildung 2.7 lässt sich diese Namensgebung gut nachvollziehen.
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Abbildung 2.4.: Das sogenannte Ballerinakleid der Sonne. Dies sind die Stromschich-
ten, durch die das Magnetfeld zwischen dessen Polarität getrennt wird. Aufgrund der
komplexen Eigenrotation der Sonne ergibt sich diese verdrehte Struktur, die das größte
zusammenhängende Gebilde unseres Sonnensystems formt. Quelle: Sun-Earth Day 2010,
NASA Goddard Space Flight Center

Der in alle Richtungen strömende Sonnenwind hat eine sehr wichtige Konsequenz

für das interplanetare Magnetfeld. Das SW-Plasma trägt die Magnetfeldlinien mit sich

(Stichwort frozen-in-flux Kapitel 3.1) radial von der Sonne hinweg. Durch deren Eigenro-

tation wird das Magnetfeld schließlich in Form einer archimedischen Spirale
”
verdreht“.

Parker (1958) beschrieb dieses Phänomen zuerst und wurde somit namensgebend für

die Parkerspirale, die auch in Abbildung 2.3 illustriert ist. In Äquatornähe liegen die

unterschiedlichen Polaritäten des Sonnenmagnetfeldes eng beeinander. Es bildet sich so-

mit eine schmale Schicht zwischen den Polaritäten, in der, dem Induktionsgesetz der

Maxwell-Gleichungen nach, ein Strom fließt. Daher werden diese auch als Stromschich-

ten bezeichnet. Durch die verschiedenen Magnetfelder, die vom SW nach außen getragen

werden, der differentiellen Rotation der Sonne und der Notwendigkeit geschlossener Feld-

linien, ergibt sich eine komplizierte großräumige Struktur die ihrem Aussehen nach einem

Ballerinakleid ähnelt, siehe Abb. 2.4. Daher auch die Bezeichnung in der Fachliteratur

als Ballerinaskirt.

Eine sehr gute numerische Modellierung der Eigenschaften des schnellen und lang-

samen Sonnenwinds, speziell deren Geschwindigkeitsentwicklung in Abhängigkeit zum

Abstand zur Sonne, wurde von Vainio et al. (2003) durchgeführt. In Abbildung 2.5 er-
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kennt man sehr gut, dass der langsame SW ein deutlich dichteres Medium darstellt, als

der schnelle. Das hat im Speziellen Konsequenzen für die turbulente Zusammensetzung

der Heliosphäre, die im nächsten Abschnitt diskutiert werden soll. So ist es nicht möglich

das interplanetare Medium ganzheitlich durch ein Turbulenzmodell zu beschreiben. Viel-

mehr muss man sich auf Bereiche beschränken, die entweder inkompressibel (schneller

SW) oder kompressibel (langsamer SW) sind. Als ein sehr kontrastvolles Beispiel seien

hier die sogenannten ko-rotierenden Interaktionsregionen (Englisch: co-rotating interac-

tion regions, CIR) aufgeführt. Da die Emission des schnellen SW eher an den Polkappen

der Sonne erfolgt, wohingegen das Plasma in Äquatornähe langsam ausströmt und zu-

dem beide Emissionsregionen unterschiedliche Rotationsgeschwindigkeiten haben, bilden

sich archimedische Spiralen verschiedener Krümmung aus. Das hat zur Folge, dass sich

beide Sonnenwindarten in bestimmten Bereichen - den CIRs - vermischen, indem der

schnelle SW den langsamen
”
überholt“. In einer CIR kommt es zu starker Kompression

des Plasmas, was mit erhöhten Temperaturen und verstärkten Magnetfeldern einher ge-

hen kann. Besonders häufig treten ausgeprägte CIRs während solarer Maxima auf, da in

dieser Phase des Sonnenzyklus koronale Löcher bis hin zum Äquator entstehen können

(Forsyth u. Breen 2002; Balogh et al. 1999) und folglich der schnelle SW stark in den

langsamen einströmt. Dadurch können sich Schockregionen ausbilden, die effizient zur

Teilchenbeschleunigung beitragen.
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Abbildung 2.5.: Zusammenfassung der wichtigsten Eigenschaften des schnellen
(dünne Kurven) und langsamen (dicke Kurven) Sonnenwinds. Dabei stehen die Strich-
Punkt Kurven für entsprechende SW-Geschwindigkeit, die Strich-Kurven für die
Alfvéngeschwindigkeit, sowie die durchgezogene Kurven für die Anzahldichten. Die ex-
perimentellen Werte sind durch Datenpunkte (Kreuze) gekennzeichnet. Quelle: Vainio
et al. (2003)

2.3. Heliosphärische Turbulenz

Die Heliosphäre wird, wie im vorangegangenem Abschnitt erläutert, durch den Son-

nenwind dominiert. Aufgrund seiner hohen Geschwindigkeiten in einem Medium mit

geringer Dichte (Abbildung 2.5) kommt es zu hohen Reynoldszahlen. Diese dimensions-

lose Größe ist ein Maß für die potentielle Ausbildung von Turbulenz, da sie als das

Verhältnis zwischen inneren Kräften und kinematischer Viskosität definiert ist

Re =
vL

νkin

(2.2)

13



oder im Fall der magnetischen Reynoldszahl als entsprechendes Verhältnis zur magneti-

schen Resistivität

νMag =
4πσ

c2

ReMag =
vL 4πσ

c2
(2.3)

mit der elektrischen Leitfähigkeit σ. Überschreiten große Reynoldszahlen einen kriti-

schen Wert, ist eine Strömung anfällig gegenüber Störungen und geht vom laminaren

Fall zu Verwirbelungen über. Typische Werte für die Heliosphäre und den Sonnenwind

liegen bei ≈ 1014 (Borovsky u. Funsten 2002; Borovsky u. Gary 2008). Daher kann man

das Sonnenwindplasma als stark turbulent betrachten. Missionen vermittels der Mari-

ner -Sonden, konnten in den frühen siebziger Jahren erstmals fluktuierende Felder mes-

sen. Die Beobachtung eines turbulenten Energiespektrums gelang wenige Jahre später

durch die Sonde Helios-2. Solche Turbulenzspektren zeichnen sich durch Potenzgeset-

ze E(k) ∝ kα aus, die sich durch Energiekaskaden entwickeln. Dieser typische Verlauf

der Energie ist in Abbildung 2.6 sehr gut zu erkennen. Bemerkenswert ist hierbei der

spektrale Bruch, der durch die blauen Punkte in der Grafik markiert wird. Während

sich Helios-2 der Sonne annäherte und immer wieder Messungen vornahm, wenn sie

sich im selben ko-rotierenden Plasmastrom der Sonne befand, bewegte sich dieser Knick

immer mehr zu höheren Frequenzen. Dies ist in guter Übereinstimmung mit gängigen

Turbulenztheorien, nämlich dass ein typisches Spektrum im niederfrequenten Bereich

durch Energieinjektion getrieben wird und diese Energie im darauf folgenden Inertial-

bereich, sich mit einem steilerem Potenzverlauf, zu kleinen Skalen entwickelt. Im Falle

der Helios-2 Messungen macht es also Sinn, dass die spektrale Bruchkante sich nahe der

Sonne, welche die Turbulenz antreibt, zu höheren Frequenzen verschiebt.
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Abbildung 2.6.: Messungen der magnetischen Feldfluktuationen im Sonnenwind durch
die Helios2-Sonde im Jahre 1976. Die Daten wurden im selben ko-rotierenden Plasma-
Ausfluss der Sonne gemessen während sich die Sonde über 104 Tage der Sonne auf 0.3
AU näherte. Man kann sehr gut ein Potenzgesetz mit einem spektralen Bruch (blauer
Punkt) erkennen. Je größer der Abstand zur Sonne ist, desto länger ist der Bereich mit
Exponent ≈ −1.7 Quelle: Überarbeiteter Plot durch Bruno u. Carbone (2005)

Wenig später konnten zudem Simulationen vermittels magnetohydrodynamischen An-

satz durch Matthaeus et al. (1983), Grappin (1986) und Pouquet et al. (1986) ebenfalls
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nichtlinearen Energietransport zu kleinen Skalen belegen. Seither haben sich einige Tur-

bulenzmodelle entwickelt, die unterschiedliche Ansätze, wie kinetische Beschreibung auf

kleinen Skalen, Magnetohydrodynamik-Modellierungen und WKB-Theorie1, verfolgen

(Bavassano et al. 1982; Marsch u. Tu 1990; Matthaeus et al. 1994). Wie bereits im

vorangegangenen Abschnitt erwähnt, ist es prinzipiell nicht möglich ein ganzheitliches

Modell zu finden, da die Heliosphäre sich als äußerst komplex erweist. Daher werden

sämtliche Theorien bis heute äußerst kontrovers diskutiert. Betrachtet man den inkom-

pressiblen schnellen Sonnenwind, kommt besonders erschwerend hinzu, dass Messungen

des Turbulenzspektrums im Mittel einen Exponenten von α ≈ −1.6 für den Intertialbe-

reich ergeben (Tu u. Marsch 1995), ein Wert der fast genau zwischen den inkompressi-

blen Turbulenzmodellen von Kraichnan, sowie Iroshnikov (α ≈ −3/2) und Kolmogorov

bzw. Goldreich und Sridhar (α ≈ −5/3) liegt2. Diese Kontroverse ist auch heutzutage

nicht vollständig aufgelöst (Carbone u. Pouquet 2005). Allerdings scheint die Annahme

von Inkompressibilität in weiten Teilen der Heliosphäre gerechtfertigt zu sein und lässt

auf eine Dominanz des schnellen Sonnenwindes schließen (Bruno et al. 1985; Tu et al.

1989). Als Wellenmode eines inkompressiblen, magnetisierten Plasmas kommt somit die

Alfvénwelle in Frage, eine Welle, die sich (anti)parallel zum Hintergrundmagnetfeld B0

ausbreitet. Dies erklärt sehr gut die Daten von Helios 2 in Abbildung 2.6, da dieses Spek-

trum rein aus Alfvénwellen besteht. Außerdem werden kompressible Plasmawellen, wie

z.B. die schnelle und langsame magnetosonische Mode effizient durch Landau- und Bar-

nesmechanismus (Barnes 1966), sowie vikos (Spanier 2005) gedämpft . Einen möglichen

Kompromiss zwischen beiden Regimes verfolgt die Nahezu-Inkompressible MHD (Eng-

lisch: Nearly Incompressible MHD, NIMHD), wie beispielsweise von Matthaeus et al.

(1990) untersucht. Dabei wird angenommen, dass leichte Kompressibilität durch ein

Druckungleichgewicht zwischen Alfvénwellen hervorgerufen wird. Allerdings scheint auch

die NIMHD nach hinreichender Zeitentwicklung gegen das rein inkompressible Regime

zu konvergieren und konnte sich somit nicht durchsetzen.

1Auf den WKB-Ansatz soll nicht im Detail eingegangen werden. Es sei an dieser Stelle nur erklärt, dass
dieser die aus der Quantenmechanik bekannte Wentzel-Kramer-Brillouin-Näherung verwendet, um
Fluktuationen als inhomogenen, großskaligen Fluss zu beschreiben. Diese Herangehensweise liefert
zwar gute Ergebnisse bei der Beschreibung der Verschiebung des spektralen Bruchs wie in Abbildung
2.6, kann aber nur auf schwach veränderliche Fluktuationen angewendet werden. Für weitere Details
siehe auch Bruno u. Carbone (2005).

2Im Theorieteil wird motiviert, wieso man dennoch eher zu einem Kolmogorovexponenten tendieren
sollte.
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2.4. Flares und Coronal Mass Ejections

In diesem Abschnitt werden zwei wichtige Phänomene der Sonne behandelt, die im di-

rekten Zusammenhang mit hochenergetischen solaren Teilchen stehen. Dabei handelt es

sich um gewaltige Energie- und Materieauswürfe, die zunächst nicht exakt unterschieden

werden konnten. Ein kurzer historischer Rückblick soll Aufschluss über die Entwicklung

der Erforschung dieser interessanten Phänomene geben.

2.4.1. Solar Flares

Neben den bereits erwähnten Protuberanzen sind solare Flares (vom Englischen: Fackel)

äußerst prominente Erscheinungen auf der Sonnenoberfläche. Sehr allgemein betrachtet,

ist ein Flare ein starker Strahlungsausbruch der sich über einen weiten Frequenzbereich

erstreckt. Im sichtbaren Bereich ist besonders der Übergang der Hα-Linie mit etwa 650

nm zu erkennen, der allerdings u.a. in der normalen Oberflächenstrahlung der Sonne

emittiert wird. Daher war auch die Entdeckung durch Richard Carrington vermittels

filterlosen Teleskopes im Jahre 1859 nur möglich, da am 1.September ein besonders

starker Flare im sichtbaren Bereich ausbrach. Nach der Erkenntnis, dass die Hα-Linie

sehr intensiv wahrnehmbar ist, wurde für längere Zeit die Klassifikation eines Flares

bei dieser Wellenlänge definiert, wodurch sich auch der Begriff Hα-Flare prägte1. Mit

der Entwicklung der Radioastronomie in den 1940er Jahren und anschließend, etwa 30

Jahre später, der Röntgen-Satellitenteleskope (GOES) wurden Flares hauptsächlich in

den Frequenzbereichen 100 MHz bis 400 GHz bzw. durch Röntgenstrahlung und im

hochfrequenten UV-Bereich beobachtet. Heutzutage bieten Satellitenmessungen die bes-

te Möglichkeit Flares zu observieren, da der Filtereffekt der Erdatmosphäre wegfällt und

hochauflösende Bilder der Sonnenaktivität produziert werden. Ein sehr gutes Beispiel

hierfür ist in Abbildung 2.2 zu sehen. Die Klassifikation erfolgt mittlerweile primär über

Röntgenintensitäten2.

Während eines Flares werden Energien bis 1032 erg (integrale Energie) freigesetzt

(Kopp et al. 2005). Die Menge der Ausbrüche richtet sich ebenfalls nach dem 11-

Jahreszyklus und reicht von wenigen Ereignissen pro Woche bis zu mehreren 10 Ereig-

1Klassifikation durch Intensität: b (brilliant), n (normal), f (faint) und Größe des Flares relativ zur
Sonnenoberfläche S,1,2,3,4 (von klein nach groß), Bsp: Hα-2b, intensiver Ausbruch, mittlerer Aus-
dehnung

2Messung des Flusses in W/m2 mit den Klassen A,B,C,M,X von schwach bis stark
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nissen pro Stunde, wobei kleinere Flares (Klasse A/B der Röntgendefinition) häufiger zu

beobachten sind. Die Beobachtungszeit variiert, je nach betrachtetem Frequenzbereich

(Kahler 1992). So wurden zwei Haupttypen von Flares von Pallavicini et al. (1977)

mittels Skylab-Messungen im Röntgenbereich durch Dauer und Ausdehnung unterschie-

den. Typ I erreicht Gesamthöhen von maximal 109 cm und ist für wenige 10 Minuten

sichtbar, wohingegen Typ II deutlich über 109 cm Höhe erlangt und mehrere Stunden

observierbar bleibt.

2.4.2. Coronal Mass Ejections

Abbildung 2.7.: Aufnahme des Chronographen LASCO (mit ausgeblendeter Korona)
durch SOHO. Man erkennt zwei interessante Phänomene. Zum einen einen äußerst star-
ken koronalen Masseauswurf (CME, rechts im Bild). Zum anderen einen sogenannten
Helmet (links), durch die vermutlich der langsame Sonnenwind emittiert wird. Quelle:
Sun-Earth Day 2010, NASA Goddard Space Flight Center

Eine vergleichsweise junge Entdeckung der Sonnenforschung sind die sogenannten
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koronalen Masseauswürfe (Englisch: coronal mass ejections, CME), die, dem Namen

entsprechend, enorme Ausstöße von Materie der Sonnenoberfläche sind. Dabei wer-

den CMEs im planetennahen Bereich als interplanetare CMEs (Abkürzung ICME ) be-

zeichnet. Im Gegensatz zu Protuberanzen fällt das ausgeworfene Material nicht wieder

auf die Sonne zurück, sondern wird mit Geschwindigkeiten von 106 cm · s−1 bis etwa

3 · 108 cm · s−1 weit in die Heliosphäre geschleudert. Typische Massen eines Auswurfes

liegen bei etwa 1016 g, wodurch das Plasma kinetische Energien bis 1032 erg erreicht

(Manchester et al. 2005). Durch die teilweise enormen Geschwindigkeiten des ausge-

worfenen Plasmas, dass in den, zum Teil langsameren, Sonnenwind einströmt, bildet

sich eine Schockfront aus, sofern die Geschwindigkeit des CMEs im Bezugsystem des

SW größer als die magnetosonische Schallgeschwindigkeit ist. Das geschieht in der Regel

bei sehr schnellen Ereignissen mit v > 5 · 107 cm · s−1. Diese Schocks sind direkt messbar

und stellen äußerst effiziente Teilchenbeschleuniger dar (Vourlidas et al. 2003). Während

sich der CME von der Sonne entfernt, zieht er die magnetischen Feldlinien aufgrund des

frozen-in-fluxes mit sich und stört somit das Feld der Parkerspirale (siehe Abbildung

2.9). So werden an einer Seite des CME die Feldlinien verdichtet, während auf der an-

deren Seite das Magnetfeld ausdünnt. Außerdem biegen die Feldlinien sich entlang der

Schockfront, bis sie vor der Schockregion wieder der gewöhnlichen archimedischen Spi-

rale folgen. Ein weiterer Effekt ist das Ausbilden von sogenannten Plasmoiden, auch als

magnetische Blasen bezeichnet. Das sind geschlossene Magnetfeldstrukturen, die entste-

hen, wenn der CME sich weit von der Sonne entfernt hat, so dass dessen innere Feldlinien

hinter der Plasmawolke sehr eng beeinander liegen, wodurch diese in der sogenannten

Rekonnexionsregion sich neu verbinden können. Diese Thematik wird im Anschluss in

Kapitel 2.4.3 genauer erläutert. Der Rekonnexionsprozess ist in diesem Fall langsam und

es lassen sich CMEs bis zu 5 AU beobachten, die noch geschlossene Feldlinien zur Sonne

aufweisen (Gosling et al. 1995). Je nach Aktivität des Sonnenzyklus, ist das Weltall

mehr oder weniger stark mit Plasmoiden und magnetischen Schleifen gefüllt, was in ak-

tiven Phasen mittlere Abstände zwischen ihnen von 1 AU bedeutet, bei passiven Phasen

entsprechend etwa 10 AU.

CMEs sind weniger strahlungsintensiv und daher nur schwer von der Korona oder

von eruptiven Protuberanzen zu unterscheiden. Deshalb wurde dieses Phänomen durch

die ersten Satellitenexperimente, die mit Chronographen 1 ausgestattet waren, beobach-

1welche die Korona ausblenden
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tet. So gelang es erstmals OSO-7 (1973) und Skylab (1974) einen CME zu detektieren

(Gosling et al. 1974). Diese Entdeckung entfachte in den darauf folgenden Jahren ei-

ne Debatte, inwiefern CMEs und solare Flares miteinander in Verbindung stehen und

vor allem, welches der beiden Phänomene effizient Teilchen beschleunigt und damit im

Zusammenhang mit starken geomagnetischen Stürmen und hochenergetischen Teilchen

steht. Es war mehr als 50 Jahre anerkannt und mit zahlreichen Theorien und Beob-

achtungen bestätigt, dass Flares die Ursache starker Teilchenbeschleunigung und Aus-

bildung von Schockregionen sind (Hale 1931; Forbush 1946). Zwar wurde zunächst

auch die Idee von Greaves u. Newton (1928) verfolgt, dass eruptive Protuberanzen dafür

verantwortlich sein könnten. Da diese aber, Beobachtungen zufolge, in der Regel wie-

der zur Sonne zurückfallen wurde diese Theorie wieder verworfen (Hale 1931). Erste

Zweifel an der Verknüpfung von Flares mit Schockregionen kamen auf, nachdem Skylab-

Messungen keinen direkten Zusammenhang herstellen konnten und Lin u. Hudson (1976)

nötige Flare-Elektronen-Energien von mindestens 20 keV berechneten, die nur bei sehr

starken Flares erreicht werden. CMEs wurden somit immer mehr in Betracht gezogen

und man nahm zunächst an, dass diese durch Hα-Flares erzeugt werden. Systematische

Untersuchungen von CMEs durch Munro et al. (1979) zeigten jedoch, dass nur ca. 40%

mit Flares im Zusammenhang stehen, hingegen etwa 70% zusammen mit Protuberanzen

auftreten. Mittlerweile ist die Auffassung, dass eher CMEs durch Flares begleitet wer-

den, als anders herum (Kahler et al. 1989) und dass koronale Masseauswürfe mit hohen

Geschwindigkeiten zusammen mit Hα-Flares auftreten. Aus mangelndem Verständnis

der Erzeugungsmechanismen ist diese Aussage allerdings eher eine Regel, als ein valides

Gesetz. So wurde ebenso Teilchenbeschleunigung an CME-Schockfronten detektiert, bei

denen der koronale Masseauswurf weder mit einem Flare assoziiert war, noch aus einer

aktiven Sonnenregion zu stammen schien (Kahler et al. 1986).

Eine Klasse von koronalen Masseauswürfen sind die sogenannten Halo CMEs. Diese

zeichnen sich dadurch aus, dass sie sich in Richtung Erde bewegen und dadurch einen

optischen Halo auf Bildern von Chronograhpen-Beobachtungen erzeugen. Diese spezielle

Klasse ist von großer Bedeutung für das Weltraumwetter, also den direkten Einfluss auf

die Erde. Es ist üblich Halo CMEs als ICMEs abzukürzen. Für das Weltraumwetter ist

eine frühe Detektion und Geschwindigkeitsmessung solcher Ereignisse äußerst wichtig,

zumal ICMEs im Durchschnitt nur etwa 80 Stunden bis zur Erde benötigen (Brueckner

et al. 1998).
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Das Hauptproblem liegt derzeit nicht in der Beobachtung von Flares und CMEs, als

vielmehr im Verständnis ihrer grundlegenden Erzeugungsmechanismen. Es wird immern-

och versucht zu verstehen, welche Prozesse diese Ereignisse hervorrufen. Ein vielverspre-

chendes Modell bietet die magnetische Rekonnexion, worüber im nächsten Abschnitt

dem Leser ein kurzer Überblick verschafft werden soll.

2.4.3. Magnetische Rekonnexion

Abbildung 2.8.: Skizze der magnetischen Rekonnexion gemäß dem Sweet-Parker-
Modell. Zwei Plasmaströmungen mit unterschiedlich orientierten Magnetfeldern fließen
ineinander und erzeugen eine durch Diffusion dominierte Region der Höhe h und der
Länge L in der die Feldlinien sich schnell ausrichten und sich neu verbinden können.
Quelle: Selbserzeugte Grafik nach einer Idee von Koskinen (2011)

Um einen Flare oder eine CME zu erzeugen sind äußerst große Energien nötig. Diese

Energien lassen sich durch den Prozess der magnetischen Rekonnexion erklären. Der

Zusammenhang zwischen eng benachbarten, starken Magnetfeldern in Sonnenflecken-

regionen während des solaren Maximums und dem Auftreten von CMEs wurde durch

Hildner et al. (1976) vorgeschlagen. Svestka (1986) schloss auf den Mechanismus der Re-

konnexion bei langanhaltenden eruptiven Flares, die von CMEs begleitet werden. Des

Weiteren findet Rekonnexion von Feldlinien auch im Schweif der Magnetosphäre der

Erde statt.
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Die zugrundeliegende Mechanismus der magnetischen Rekonnexion ist die Neuan-

ordnung zweier eng beieinanderliegender Feldlinien1, mit unterschiedlicher Polarität, die

sich untereinander neu verbinden. Bei solch einer Rekonnexion wird der magnetische

Fluss kurzzeitig gestört, was im Fall der Sonne bedeutet, dass immense Flüsse, die sich

über mehrere Stunden aufgebaut haben, plötzlich austreten und somit enorme Mengen

magnetischer Energie frei wird, die sich in kinetische und thermische Energie wandelt.

Der mikroskopische Vorgang ist bis heute nicht geklärt und lässt somit einige Fragen

offen. Man kann allerdings erklären welche Voraussetzungen nötig sind.

Im Bild der klassischen MHD ist der magnetische Diffusionsterm von Bedeutung für

die Neuausrichtung des magnetischen Flusses. Die magnetische Diffusion ist in astro-

nomischen Plasmen jedoch meist sehr klein, was im Wesentlichen daran liegt, dass

hohe Leitfähigkeit σ, welche invers proportional zur magnetischen Diffusivität η ist,

vorherrscht. Der Grund dafür ist, dass die Diffusionszeitskala τD = L2/η für große Sys-

temlängen L sehr groß wird (Koskinen 2011). Strömen zwei ideale Plasmaflüsse, die

unterschiedliche Magnetfeldrichtungen haben, mit ihren eingefrorenen Magnetfeldern

aneinander vorbei, so bildet sich eine Stromschicht aus 2. Diese Stromschicht erzeugt

eine neue, deutlich kleinere, effektive Systemlänge, was folglich die Diffusionszeitskala

verkürzt. Wird die Stromschicht sukzessive dünner, dominiert schließlich die Diffusi-

on und das Magnetfeld richtet sich sehr schnell neu aus. Dabei wird die Stromschicht

zwischen den Plasmen durchbrochen.

An dieser recht einfachen Beschreibung finden sich zwei Probleme. Zum einen ist

auf der Längenskala, die zur Rekonnexion führt, die Annahme der MHD nicht mehr

möglich. Zum anderen würde sich das Plasma an den Stromschichten ansammeln und

nicht schnell genug wegströmen. Eine Lösung für Letzteres wurde durch Sweet (1958)

und Parker (1957) vorgeschlagen. Im Sweet-Parker-Modell wird die Ausdehnung L der

Diffusionsregion im Einströmbereich als groß gegenüber deren Höhe h in Ausströmbe-

reich angenommen, wobei das Problem durch geschickte Koordinatenwahl immer auf

effektiv zwei Dimensionen rückführbar ist. Wie auch in Abbildung 2.8 angedeutet, hat

dann das nach außen strömende Plasma höhere Geschwindigkeit als das einströmende.

Ein Vergleich zwischen Poynting-Fluss und Energieänderung der beiden Plasmaströmun-

1Zwar sind Feldlinien nur ein künstliches Hilfsmittel, dass die zugrundeliegende Dynamik der Magnet-
felder durch die Maxwellgleichung nur näherungsweise beschreibt, im Zusammenhang mit Rekonne-
xion jedoch sehr anschaulich.

2Das entspricht genau dem selben Mechanismus der bereits im Zusammenhang mit Abbildung 2.4
beschrieben wurde und zur Ausbildung des Ballerinakleids führt.
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gen ergibt, dass die Ausflussgeschwindigkeit der Alfvéngeschwindigkeit vA
1 entspricht.

Dieses Modell beschreibt die Rekonnexion schon deutlich besser, allerdings sind die Zeits-

kalen auf denen das Plasma in die Diffusionsregion einströmt so groß, dass z.B. Energie

für einen typischen Flare mehrere Tage lang aufgebaut werden müsste. Daher bezeich-

net man beim Sweet-Parker-Modell den Prozeß auch als langsame Rekonnexion. Eine

Verbesserung wurde dahingehend von Petschek (1964) erzielt, der einen diffusionsdo-

minierten Bereich ausschloß und stattdessen die schnellen Magnetfeldstörungen durch

Beschleunigung des Plasmas an Schocks, die durch die langsame Plasmamode (Englisch:

slow mode) auftreten, erklärte. Diese Beschreibung liefert deutlich höhere Einströmge-

schwindigkeiten als das Sweet-Parker-Modell und somit eine viel größere magnetische

Flussrate. Durch diese schnelle Rekonnexion konnten erstmals Phänomene wie Flares

erklärt werden.

Allerdings sind viele Fragen immernoch nicht ausreichend geklärt, wie z.B. die Re-

konnexion in kollisionsfreien Plasmen, in denen die MHD nicht mehr anwendbar ist.

Auch hierfür gibt es zahlreiche Ansätze und Modelle, die jedoch nicht im Fokus der vor-

liegenden Arbeit stehen. Da die Grundlagen der Sonnenphysik ausreichend vorgestellt

wurden, soll sich stattdessen nun der Phänomenologie solarer hochenergetischer Teilchen

angenommen werden.

2.5. Solar Energetic Particle - Events

In diesem Kapitel wird das Phänomen hochenergetischer solarer Teilchen vorgestellt.

Dazu werden zunächst die generellen Eigenschaften erörtert und im Anschluss die zu-

grundeliegenden Teilchenbeschleunigungsmechanismen diskutiert.

2.5.1. Allgemeine Eigenschaften von SEP-Ereignissen

Auf der Erde werden geladene solare Teilchen mit Energien von 10 MeV bis nahezu

1 GeV detektiert. Dabei erreichen nur die Protonen, also im Wesentlichen Kerne von

Wasserstoff, Helium, Sauerstoff, etc. solche Energien, wohingegen Elektronen im keV bis

100 MeV Bereich liegen. Zuerst wurden diese hochenergetischen Teilchen durch Forbush

1Dies entspricht der Ausbreitungsgeschwindigkeit von inkompressiblen Plasmawellen - siehe Kapitel
3.1
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(1946) entdeckt und wurden im weiteren Verlauf als solar energetic particles, (SEP) be-

zeichnet. Die Messungen solcher Teilchen sind von großer Bedeutung, da sie im direkten

Zusammenhang mit ihrer Quelle stehen und somit eine Fülle an Informationen über

CMEs, Flares und andere Teilchenbeschleuniger in der Heliosphäre bieten.

SEPs unterscheiden sich zum einen durch ihre hohe Energie und zum anderen durch

ihre geringe Dichte1 vom omnipräsenten Sonnenwind. Zahlreiche Messungen dieser Teil-

chen wurden durch das Goddard Space Flight Center vermittels der Satellitenexperi-

mente ISEE-3, International Sun Earth Explorer 2 und IMP8, Interplanetary Monito-

ring Platform durchgeführt. Heutzutage wurden diese Experimente teilweise durch den

Satelliten WIND abgelöst, der hochenergetische Teilchen mit dem Instrument EPACT

detektiert. Die Messungen unterscheiden die SEPs in zwei Typen. Zum einen in die

sogenannten impulsiven SEPs, zum anderen in die sukzessiven SEPs. Die folgenden Ei-

genschaften werden diesen beiden Typen nach Lang (2009) zugeordnet.

Impulsive Ereignisse sind mit wenigen Stunden Beobachtungszeit eher kurzlebig und

werden mit Typ I Röntgenflares3 assoziiert. Messungen durch Chronographen ergeben

keine Korrelation zu CMEs, stattdessen werden die Teilchen sehr wahrscheinlich von

Flares oder durch Wellenmoden, die von Flares verstärkt werden, beschleunigt. Es wer-

den während des solaren Maximums ca. 1000 pro Jahr gemessen. Impulsive SEPs sind

reich an Elektronen und setzen sich gleichermaßen aus Helium-3 und Helium-4 zusam-

men. Das ist insofern erstaunlich, dass nur ein äußerst kleiner Anteil4 der Sonne aus 3He

besteht, was wiederum den zugrundeliegenden Beschleunigungsmechanismus charakte-

risiert. Dieser muss gezielt mit dem seltenen Helium–3 wechselwirken und außerdem

teilweise 4He beschleunigen, da die Zeitverläufe der Intensitäten beider Spezies ähnlich

sind. Beispielsweise käme als Beschleunigungsprozeß die Welle-Teilchen-Resonanz durch

Alfvénwellen in Frage, da die Gyrationsfrequenz beider Heliumspezies nahe beieinander

liegt und mit Alfvénwellen unterhalb der Protonengyrofrequenz Ωp interagieren kann

(Koskinen 2011). In jedem Fall scheint der Beschleunigungsmechanismus recht nahe

der Sonne statt zu finden, da impulsive SEPs fast ausschließlich aus Regionen hoher

östlicher Länge stammen (Reames 1999). Geladene Teilchen folgen der Parkerspirale

(Abbildungen 2.3 und 2.9), da sie an das starke Hintergrundmagnetfeld gebunden sind.

1Vergleich der Flüsse von ≈ 106cm2s−1 zu Sonnenwindflüssen von etwa ≈ 1016cm2s−1

2Später in ICE - International Cometary Explorer umbenannt, da die Sonde als erste durch einen
Kometenschweif geflogen ist.

3Klassifikation in Kapitel 2.4.1 nach Pallavicini et al. (1977)
4In der Sonnenatmosphäre macht 3He lediglich 0.02% der Gesamtheliummenge aus (Koskinen 2011).
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Das hat zur Folge, dass in Erdnähe gemessene Teilchen, die wenig Störungen während

ihrer Ausbreitung erfahren haben, also nur gering gestreut oder beschleunigt wurden,

immer von östlichen Gebieten der Sonne kommen.

Sukzessive SEPs sind zum Teil mehrere Tage lang beobachtbar und werden eher

mit Typ II Röntgenflares in Verbindung gebracht. Die Tatsache, dass dieser Flaretyp

häufig von CMEs begleitet wird und Chronographenmessungen eine Korrelation von

etwa 96% zu CMEs zeigen, lässt darauf schließen, dass diese SEPs durch Schockbe-

schleungigung generiert werden. Während starker Sonnenaktivität beobachtet man etwa

100 solcher Ereignisse pro Jahr (Lang 2009). Im Gegensatz zu impulsiven SEPs ent-

spricht das 3He/4He Verhältnis mit ≈ 10−4 der natürlichen Sonnenmateriezusammen-

setzung. Aufgrund der eben beschriebenen Eigenschaften ist eine Beschleunigung der

sukzessiven SEPs an Schockfronten sehr wahrscheinlich (Kahler et al. 1984). Besonders

wird dies durch die Detektion von Kahler et al. (1986) hevorgehoben, da diese SEP-

Messung nicht mit einem Flare in Zusammenhang stand. Betrachtet man die Verteilung

der SEP–Ereignisse in Abhängigkeit des solaren Längengrades ihrer Quellen, stellt man

im Gegensatz zu impulsiven SEPs keinen Vorzugsbereich fest. Die Verteilungsfunktion

ist deutlich breiter und erstreckt sich über die gesamten Längengrade.1 Auch dies spricht

vornehmlich für Teilchenbeschleunigung an interplanetaren Schockfronten, da diese sich

unabhängig zum Hintergrundmagnetfeld ausbreiten können und somit Teilchen effizient

von der Bewegung entlang der Parkerspirale ablenken. Als schockerzeugende Ereignisse

kommen im Wesentlichen nur drei verschiedene Phänomene in betracht, die zu einer

sukzessiven SEP-Messung führen können. Eine Möglichkeit sind die, unter Kapitel 2.4.2

erläuterten, durch CME erzeugten Schockregionen und im Speziellen ICMEs, die sich zur

Erde hin bewegen. Des Weiteren kommt der planetare Bow-Schock in Frage, also der Be-

reich in dem der Sonnenwind auf die Magnetosphäre der Erde trifft und diese verformt.

Als letzte Möglichkeit können sukzessive SEPs durch CIRs beschleunigt werden, die

ebenfalls Schockfronten ausbilden können, wie bereits in Kapitel 2.2 erwähnt. Da jedoch

1Anmerkung zur Messmethode: Das Zuordnen der sukzessiven SEPs zu einem bestimmten Längengrad
erweist sich als kompliziert, da ein CME nicht in jedem Fall seiner Enstehungsregion zugewiesen
werden kann, speziell solche, die weder aus aktiven Sonnenregionen zu kommen scheinen, noch von
einem Flare begleitet werden. In der Tat können SEPs detektiert werden, beschleunigt von CMEs,
die auf der nicht der Erde zugewandten Sonnenseite, erzeugt wurden. Dies ist zum einen durch
die Krümmung des Schocks möglich, zum anderen da Teilchen an Schockfronten auch resultierend

”
rückwärts“ gestreut werden können (siehe Abbildung 2.9). Aus diesem Grund verwendet man zur

Katalogisierung der SEP-Quellen nur CMEs, die mit Flares assoziiert werden können. Man kann
dennoch signifikant die Quellen ermitteln, da gerade schnelle CMEs, die hauptsächlich Teilchen
beschleunigen, mit Flares einher gehen.
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schnelle CMEs besonders effizient Teilchen beschleunigen (Reames 1999), fokussiert

sich vorliegende Arbeit auf CME–Schockregionen im Falle sukzessiver SEP-Ereignisse.

Im nächsten Abschnitt soll geklärt werden, wie Beschleunigungs- und Transportmecha-

nismen im Detail funktionieren.

2.5.2. Beschleunigung und Transport von Teilchen in

SEP-Ereignissen

Abbildung 2.9.: Illustration der Teilchenbeschleunigung an Flares und CMEs. Durch
den frozen-in-flux verändert ein CME die Magnetfeldstruktur der Parkerspirale maßgeb-
lich. In der CME-Plasmawolke befinden sich Magnetfeldschleifen, die bis zu 5 AU noch
mit der Sonne verbunden sind. Durch langsame Rekonnexion können daraus Plasmoiden
entstehen. Diese komplexe Magnetfeldtopologie schlägt sich in der Messung von SEP-
Ereignissen nieder. Quelle: Selbsterzeugte Grafik, nach einer Idee von Reames (1999)

Da die Beschleunigungsmechanismen von beiden SEP-Typen scheinbar grundsätzlich

verschieden sind, werden im Folgenden separate Bertrachtungen angestellt. Abbildung

2.9 stellt die Grundidee beider Prozesse dar. Sukzessive Ereignisse werden durch CME-

getriebene Schockfronten beschleunigt, wohingegen Flares eine direkten Mechanimus
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nahe der Sonne aufweisen.

Sukzessive SEP-Ereignisse

Die lange Beobachtungszeit, die recht gleichmäßige Längengradverteilung, sowie das Auf-

treten unabhängig von Flares sind starke Indikatoren für Schockbeschleunigung. Da-

bei ist die Geschwindigkeit des Schocks von großer Bedeutung. Zunächst muss sich der

Schock schneller als der durschnittliche Sonnenwind bewegen, also vS & 5 · 107 cm · s−1.

Ist vS ∼ 7.5 · 107 cm · s−1, also etwa die Geschwindigkeit des schnellen SW, erfolgt auf

jeden Fall ein SEP-Ereignis (Reames et al. 1997). Die Ausmaße des CMEs sind hingegen

nicht relevant, da massereiche, aber langsame CMEs keine SEPs erzeugen.

Energieänderung von Teilchen an Schockfronten basiert im Wesentlichen auf der, von

Enrico Fermi entdeckten, Fermi-Beschleunigung. Dieser Prozess beschreibt den sukzes-

siven Energiegewinn durch Streuung von Teilchen zwischen der upstream und down-

stream-Region, also den Bereichen vor und hinter der Schockfront. Stellt man sich bei-

spielsweise ein Proton vor, dass sich in die upstream-Region hinein bewegt und dort

gestreut wird, so verändert sich durch den Streuvorgang die Ausrichtung des Teilchens

zum Hintergrundmagnetfeld, die durch den sogenannten Pitchwinkel µ = cos θ (siehe

auch Gl. 3.141) bestimmt wird. Da im mitbewegten System des Schocks das Teilchen

elastisch gestreut wird ändert sich dessen Impulsbetrag p nicht. Das Teilchen gewinnt

dennoch Energie, da E ∼ vS p∆µ. Wird das Proton wieder aus dem Schock hinaus in die

upstream-Region gestreut und von der Front eingeholt, bzw. anschließend wieder von

upstream in den Schock hineingestreut, so kann sich der Vorgang wiederholen, bis das

Proton deutlich Energie gewonnen hat und den Schockbereich endgültig verlässt. Dieser

Vorgang wird auch als Fermi-I-Prozess bezeichnet, da der mittlere Energiezuwachs nur

linear von der Schockgeschwindigkeit abhängt1.

Angewandt auf die Problematik eines CME unterscheidet man zwei Szenarien. Ist die

Schockfrontnormale parallel zum magnetischen Hintergrundfeld, findet der Beschleun-

gigungsprozess wie eben beschrieben statt und man spricht von Diffusiver Schockbe-

1Entsprechend ist der Fermi-II-Prozess quadratisch von der Geschwindigkeit der Streuregion abhängig.
Der einzige physikalische Unterschied ist hierbei, dass keine Schockfront mit einer Vorzugsrichtung
vorliegt, sondern die Streuregionen beliebige Ausbreitungsgeschwindigkeiten haben können. Fermi
beschrieb diesen Prozess zuerst und argumentierte, dass auch in diesem Fall ein resultierender Ener-
giegewinn vorliegt, da es wahrscheinlicher ist, dass Teilchen gestreut werden, die sich gegen die
Ausbreitungsrichtung des Plasmas bewegen, als anders herum.

27



schleungigung (Englisch diffusive shock acceleration, DSA). Man erwartet dies beson-

ders in Bereichen des Schocks, die weit genug vom antreibenden CME entfernt sind,

so dass die Parkerspirale relativ ungestört, also senkrecht, die Schockfront durchdringt.

Dies ist vor allem in östlichen1 Bereichen des Schocks der Fall, da das Magnetfeld auf-

grund der Geometrie nur gering verzerrt ist (siehe Abbildung 2.9). Nahe der Mitte der

Schockfront bis westlich davon, steht das Hintergrundmagnetfeld vornehmlich senkrecht

zur Schockfrontnormalen. Dadurch richten sich die Teilchen in ihrer Gyrationsbewegung

dementsprechend aus. Folglich wechseln Teilchen mit jeder Gyration zwischen upstream

und downstream Bereich und erhalten eine resultierende Driftbewegung durch vS×B0.

Gemessen an dem Energiezuwachs nach Fermi-I, gewinnen die Teilchen deutlich schnel-

ler und auch stärker an Energie, da sie immer wieder in den Schock
”
hineingezwungen“

werden. Man nennt diesen Vorgang auch Schock-Drift-Beschleunigung (Englisch Shock-

Drift-acceleration, SDA). Eine Driftbewegung entsteht immer, wenn auf ein geladenes

Teilchen in einem Magnetfeld eine zusätzliche Kraft wirkt oder sofern das Magnetfeld

Inhomogenitäten aufweist, so dass die Tensordivergenz ∇ ⊗ B 6= 0. Dann führt das

Teilchen nicht nur eine Gyrationsbewegung um die Magnetfeldlinien aus, sondern wird

zusätzlich durch

vD =
F ×B

|B|2
(2.4)

senkrecht zum Hintergrundfeld abgelenkt2. Im Falle der SDA wird die Drift-erzeugende

Kraft durch das elektrische Feld hervorgerufen, das durch die Schockgeschwindigkeit

vermittels −E ∝ vS ×B0 entsteht.

Durch die variierende Magnetfeldtopologie entlang der Schockfront und innerhalb

des treibenden CMEs, die in Abbildung 2.9 verdeutlicht wird, kann man auch sehr

gut zwischen den einzelnen Schock-Bereichen, in denen das SEP-Ereignis erzeugt wird,

unterscheiden. Ist die Sonde oder der Satellit, der ein SEP-Ereignis detektiert im östli-

chen Bereich des Schocks, was den westlichen Feldlinien der Sonne entspricht, ist die

Intensität energiereicher Teilchen zunächst schlagartig hoch und fällt über die Beobach-

1An dieser Stelle sei der Leser darauf hingewiesen, dass
”
östlich“ die rechte Flanke des Schocks, be-

trachtet von upstream nach downstream Region, meint. Dies ist genau spiegelverkehrt zur
”
Him-

melsrichtungsdefinition“ der Sonnenscheibe. Das ist zwar teilweise verwirrend, aber üblich in der
Fachliteratur.

2Im Falle eines inhomogenen Magnetfelds ist die Herleitung etwas komplizierter, da aber
F = −q/2v × rL · ez∇⊗B ist die Driftgeschwindigkeit vD ∝ B ×∇B (Koskinen 2011)
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Abbildung 2.10.: Intensität eines SEP-Ereignisses für 3-6MeV Protonen, gemessen
an drei verschiedenen Bereichen des Schocks. Der antreibende koronale Masseauswurf
wurde einer Quelle im östlichen Bereich der Sonne zugeordnet, was der Abkürzung E58
entspricht. Die Messungen wurden durch Helios1 nahe dem Scheitelpunkt der Schockfront
und durch Helios2 und IMP8 westlich davon aufgezeichnet. Der Schock erreichte die
Weltraumsonden etwa am 3. März. Im Bereich A liegen sind die Messwerte deutlich
verschieden, wohingegen im Bereich B ein Schnittpunkt vorliegt. Dieses Phänomen wird
als räumliche Invarianz bezeichnet. Quelle: Reames (1999)

tungszeit ab. Bemerkenswert dabei ist, dass der Moment, in dem die Schockfront das

Messgerät erreicht, keine signifikante Änderung im Intensitätsprofil des SEP-Ereignisses

verursacht. Ist der Messpunkt in der Mitte, also am Scheitelpunkt des Schocks, so wird

eine hohe SEP-Intensität über längere Zeit - etwa 2-3 Tage - recht konstant gemessen,

die wenige Stunden nach der Passage der Front zunächst rapide und dann allmählich

abfällt. Befindet sich die Messanlage im westlichen Teil der Schockregion, wird eine lang-

sam ansteigende SEP-Intensität detektiert, die wenige Stunden nach dem Passieren der

Schockfront ihr Maximum erreicht und schließlich langsam abfällt. Speziell die Unter-

schiede einer Messung nahe des Scheitelpunktes und im westlichen Schockbereich, ist in

Abbildung 2.10 zu erkennen.
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Abbildung 2.11.: Darstellung eines magnetischen Spiegels. Am Beispiel: ein Proton
gyriert in einem, sich verdichtenden Magnetfeld (Beträge Bm > B0) und kehrt, aufgrund
der Erhaltung des magnetischen Moments, seinen parallelen Impuls um. Quelle: Ganse
(2012)

Erklären kann man diese unterschiedlichen Messergebnisse durch die Struktur des

Magnetfelds. Dazu ist es zunächst wichtig einen Effekt der Plasmaphysik näher zu be-

leuchten. Bewegt sich ein geladenes Teilchen entlang einer Feldlinie in einem inhomo-

genen Magnetfeld, dass sich parallel zur Bewegungsrichtung verdichtet, so wirkt auf

das Teilchen eine resultierende Kraft, welche die parallele Geschwindigkeitskomponente

abbremst (siehe Abbildung 2.11). Die Ursache hierfür ist das magnetische Moment

µMag =
1

2

mv2
⊥

|B|
, (2.5)

das in der Plasmaphysik eine adiabatische Invariante darstellt. Durch das dichter wer-

dende Magnetfeld steigt also |B|, was durch die senkrechte Geschwindigkeitskompo-

nente des Teilchen kompensiert werden muss. Aufgrund der Energieerhaltung verliert

das Teilchen somit immer mehr an parallelem Impuls und gewinnt an senkrechtem. Ist

die Verdichtung des Magnetfelds (Bm Abbildung 2.11) ausreichend groß gegenüber dem

Hintergrundfeld B0, kann dieser Prozess soweit fortschreiten bis das Teilchen seine paral-

lele Ausbreitungsgeschwindigkeit schließlich umkehrt, um den dichten Magnetfeldbereich

”
rückwärts“ zu verlassen. Da das Teilchen also effektiv reflektiert wird, bezeichnet man

dieses Phänomen als einen magnetischen Spiegel. Ob ein Teilchen von einem magne-

tischen Spiegel reflektiert werden kann, hängt ausschließlich von seinem anfänglichen

Pitchwinkel ab. Verdichtet sich das Magnetfeld in der
”
Rückrichtung“ erneut, ist das
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Teilchen in einer sogenannten magnetischen Flasche gefangen. Ein populäres Beispiel ist

der Van-Allen-Gürtel - ein Bereich des Erdmagnetfeldes, der eine magnetische Flasche

bildet und hochenergetische geladene Teilchen (hauptsächlich relativistische Elektronen)

gefangen hält, die zwischen den magnetischen Polen hin und her reflektiert werden. Erst

kürzlich konnte man die plötzliche Entpopulation dieses Gürtels durch geomagnetische

Stürme, die durch besonders starke CMEs und CIRs erzeugt werden, erklären (Turner

et al. 2012).

Die unterschiedlichen SEP-Spektren werden also folgendermaßen verursacht. Im östli-

chen Bereich der Schockfront herrscht ein vergleichsweise schwaches Magnetfeld. Die

Feldlinien folgen im Wesentlichen der Parkerspirale. Beschleunigung durch DSA erzeugt

hochenergetische SEPs, welche die Schockregion schnell verlassen können. Folglich ist

die Intensität dieser Teilchen, die eine Sonde detektiert am größten, wenn die Schock-

front sich gerade ausgebildet hat und noch weit entfernt ist. Eine Messung im mittleren

Bereich der Schockfront wird durch Schock-Drift-Beschleunigung dominiert und erhält

somit über längere Zeit Teilchen hoher Energien. Selbst nachdem der Schock an der

Sonde vorübergezogen ist, ändert sich die SEP-Intensität nicht sehr stark, zum einen

weil die Teilchen immmer wieder hinter die Schockfront gyrieren, zum anderen weil

manche Teilchen in den Plasmoiden des CMEs oder den geschlossenen Feldlinien zur

Sonne hin gefangen sind (siehe Kapitel 2.4.2 und Abbildung 2.9). Betrachtet man zu-

letzt den westlichen Abschnitt der Schockfront, kann man das allmähliche Ansteigen der

Intensität dadurch erklären, dass SEPs durch die Parkerspirale abgelenkt werden. Erst

deutlich nachdem der Schock das Messgerät passiert hat, erreicht das SEP-Spektrum

sein Maximum, was daran liegt, dass hochenergetische Teilchen vom Scheitelpunkt der

Front zurückgestreut werden und sich entlang der verzerrten Magnetfeldlinien Richtung

westlicher Schockregion ausbreiten.

Einen weiteren interessanten Effekt, den man in Abbildung 2.10 beobachten kann ist

die räumliche Invarianz. So bezeichnet man das Phänomen, dass Spektren aus unter-

schiedlichen Schockbereichen an einem Punkt zusammenlaufen (Intervall B in Abbildung

2.10). Dies kann man durch die magnetische Flasche erklären, die der CME mit der Son-

ne bildet. SEPs sind darin gefangen und werden von einem Messgerät folglich erst nach

dem Passieren der Schockfront detektiert (Reames et al. 1997). Dennoch weisen manche

SEP-Messungen die räumliche Invarianz vor Erreichen des Schocks auf. Das liegt nach

Reames (1999) vermutlich daran, dass das Weltall durch bereits vergangene CMEs mit
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magnetischen Flaschen in Form von Plasmoiden und zur Sonne verbundenen Magnet-

feldschleifen, gefüllt ist (siehe Kapitel 2.4.2).

Zum Schluss dieses Abschnitts sei noch erwähnt, dass zahlreiche andere Prozesse,

wie z.B. Beschleunigung im Rekonnexionsbreich hinter einem CME, ebenso zur Erzeu-

gung von SEPs beitragen, vermutlich aber nicht so effizient, wie die eben vorgestellten

Mechanismen.

Impulsive SEP-Ereignisse

Die Beschleunigungsprozesse von impulsiven Ereignissen sind bei weitem noch nicht

so gut verstanden, wie die, sukzessiver SEPs. Wie bereits zu Anfang dieses Kapitels

erwähnt, müssen diese Prozesse allerdings grundlegend verschieden von Schockbeschleu-

nigung sein. Ein wichtiger Indikator ist hierbei das hohe 3He/4He Verhältnis, was auf

einen effizienten Beschleunigungsmechanismus für 3He hinweist. Plausibel hierfür sind

resonante Wechselwirkungen zwischen Ionengyration und Plasmawellen. So wurde zu-

erst von Fisk (1978) vorgeschlagen, dass 3He, was nur eine geringfügig höhere Gyrati-

onsfrequenz als 4He und Wasserstoff hat (ΩHe3 = 2/3 Ωp und ΩHe4 = 1/2 Ωp), nahezu

dämpfungsfrei von elektrostatischen Ionen–Zyklotronwellen1 geheizt werden kann. Die

Ionen im Schweif einer thermischen Verteilung, können wiederum durch Fermi-Prozesse

beschleunigt werden (Möbius et al. 1982). Für dieses Modell spricht auch der erhöhte

Eisenanteil in impulsiven Ereignissen gegenüber sukzessiven, da Fe17+ durch die zweite

Harmonische der elektrostatischen Welle geheizt werden kann. Diese Modell stimmt aller-

dings nicht in allen Vorhersagen überein, wie z.B. den benötigten hohen 3He/H-Verhält-

nis und benötigt zudem zwei unabhängige Mechanismen - Heizung und Beschleunigung

- so dass nicht erklärt werden kann, warum in jedem solaren Flare 3He stark beschleu-

nigt wird. Daher schlug Temerin u. Roth (1992), sowie Roth u. Temerin (1997) elek-

tromagnetische Ionen-Zyklotronwellen (kurz EMIC ) als beschleunigende Wellenspezies

vor, die durch Elektronenstrahl-induzierte Wellen, die mit den Ionen wechselwirken, er-

zeugt werden. Deren Frequenz liegt unterhalb der Wasserstoffgyrofrequenz und kann

somit direkt 3He beschleunigen. Außerdem wurden neben den EMIC- Wellen auch deren

nicht-resonante Moden, die Scher–Alfvénwellen (engl. shear mode) als effiziente Teil-

chenbeschleuniger entdeckt. So beschreiben Miller u. Roberts (1995) den turbulenten

1Niederfrequente Plasmawelle, die durch Dichteschwankungen aufgrund von Ionengyration erzeugt
wird und sich nahezu senkrecht zu B0 ausbreitet. Die Rückstellkraft ist dabei die Lorentzkraft.
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Kaskadierungsprozess von Alfvénwellen1 als möglichen Beschleungigungsprozess, da die-

se Wellen durch die Energiekaskade von niedrigen bis zu hohen Frequenzen reichen und

somit von schweren Ionen mit geringen Gyrationsfrequenzen, wie Eisen, bis Ionen wie

Helium und Wasserstoff, in resonante Wechselwirkungen treten können. Dieses Modell

erklärt zwar die Elementenhäufigkeit für schwere Ionen sehr gut und bietet einen direk-

ten Beschleungigungsprozess, kann aber auch nicht die exklusive Verstärkung von 3He

erklären. Daher ist die Thematik der impulsiven SEP-Ereignisse noch immer im Fokus

aktueller Forschung.

1der im Theorieteil der vorliegenden Arbeit ausgiebig diskutiert wird
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3. Theorie

Die Heliosphäre besteht aus geladenen und neutralen Teilchen, die den grundlegenden

Mechanismen der Mechanik und Elektrodynamik folgen. Messungen durch Satellitenex-

perimente zeigen dynamische Magnetfelder, die sich konvektiv ausbreiten. Großskalige

elektrische Felder hingegen, können nicht gefunden werden. Dies entspricht dem Zustand

eines Plasmas; ein Gas aus neutralen, sowie geladenen Partikeln, das, von außen betrach-

tet, neutral erscheint und sich kollektiv verhält. Die sogenannte Quasineutralität rührt

daher, dass negative und positive Ladungsträger sich aufgrund der elektrostatischen

Anziehung so anordnen, dass deren Felder nur innerhalb eines kleinen Bereiches,

λD =

√
ε0kBT

nee2
, (3.1)

der Debyelänge, wirken. Damit ein Plasma in diesem Zustand verbleiben kann, müssen

hinreichend viele Teilchen ne zur Reaktion auf Störungen dieser Abschirmung vorhanden

sein. Die Bedingung an den Plasmaparameter

g =
1

ne · 4
3
πλ3

D

� 1 (3.2)

ist also zwingend für ein Plasma. Ist dies gewährleistet, spricht man auch von einem

idealen Plasma.

Auf der Erde gibt es nur wenige natürlich vorkommende Plasmen. Die Heliosphäre

hingegen bietet durch gute experimentelle Zugänglichkeit, ein ausgezeichnetes Labor.

Dennoch ist es derzeit nicht möglich die Dynamik der Heliosphäre auf großen Skalen

durch Messungen ganzheitlich zu beobachten. Das Mittel der Wahl ist hierfür die Be-

schreibung durch physikalische Modelle. Diese sind allerdings so komplex, dass eine nu-

merische Behandlung der Problematik von Nöten ist. Damit bilden Simulationen einen

wichtigen Grundpfeiler für das Verständnis unseres Sonnensystems und sogar darüber

hinaus, in Bereichen, die derzeit für Messungen und Experimente nur schwer fassbar
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sind.

Im Rahmen dieser Dissertation wurden eben solche Simulationen durchgeführt. Die

nötigen Grundlagen zum Verständnis der Theorie sollen in den folgenden Abschnitten na-

hegelegt werden. Das verwendete Modell basiert auf einer makroskopischen Beschreibung

eines Plasmas, der sogenannten Magnetohydrodynamik. Diesem Formalismus soll unter

3.1 das erste Drittel dieses Kapitels gewidmet werden. Durch Satellitenexperimente, die

in der vorangegangenen Phänomenologie diskutiert wurden, weiß man, dass die Dyna-

mik der Heliosphäre äußerst komplex und hochgradig turbulent ist. Diesem Thema soll

sich unter Kapitel 3.2 angenommen werden. Schließlich bildet den Abschluss der Theorie

dieser Arbeit Kapitel 3.3, mit der Behandlung der Systematik des Teilchentransports.

Diese ist notwendig, um die Erbgebnisse der in dieser Arbeit durchgeführten Testteil-

chensimulationen auszuwerten. Gerade solche Teilchensimulationen, innerhalb turbulen-

ter Plasmen, sind ein ideales Werkzeug, um die Natur der SEP-Ereignisse zu verstehen,

vor allem in Bezug auf die zugrundeliegenden Beschleunigungsmechanismen, die zum

Teil zu enormen Energien führen.

Zur Nomenklatur sei an dieser Stelle erwähnt, dass Geschwindigkeiten, die in der

vorliegenden Arbeit mit u bezeichnet werden, immer die Kollektivgeschwindigkeiten und

somit die Plasmabewegung bezeichnen. Geschwindigkeiten, die hingegen mit v definiert

werden, meinen Einzelteilchen – auch später im Kapitel des Teilchentransports. Des Wei-

teren wird zum Teil die gängige Abkürzung ∂x für partielle Ableitungen ∂
∂x

verwendet.

3.1. Statistische Physik und Magnetohydrodynamik

Die Heliosphäre befindet sich, wie bereits nahegelegt, im Zustand eines Plasmas. Prin-

zipiell lässt sich ein Plasma exakt durch die Wechselwirkungen der Teilchen untereinan-

der beschreiben. Simulationen aller Einzelteilcheninteraktionen im Rahmen der Moleku-

lardynamik lassen sich, aufgrund des extrem hohen Rechenaufwands, allerdings nicht für

Maßstäbe astronomischer Längenskalen durchführen. So ist es notwendig für die meisten

Problemstellungen der Astronomie auf idealisierte Modelle zurückzugreifen. Betrachtet

man beispielsweise nur stoßfreie Wechselwirkungen vermittels der Lorentzkraft eröffnet

sich die Möglichkeit der Simulation durch sogenannte Particle in Cell, kurz PiC, - Codes.

Diese Methodik ist zwar relativ exakt um ein solches System zu beschreiben, dennoch

liegt auch hier die Limitation in der benötigten Rechenleistung, da das PiC-Verfahren
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stark von der Teilchenstatistik abhängt und folglich statistischem Rauschen unterliegt.

Schon Raumgebiete innerhalb der Größenordung der Heliosphäre ganzheitlich zu model-

lieren, ist somit auch mit diesem Verfahren nicht möglich. Dieses Problem kann durch

eine makroskopische Beschreibung des Systems umgangen werden. Statt Betrachtung

einzelner Teilchen, geht man zu Ensemblemittelwerten über. Im Rahmen der statisti-

schen Physik kann man die Entwicklung solcher makroskopischer Variablen anhand der

Vlasov-Gleichung darstellen. Diese Gleichung ist in der Plasmaphysik von fundamentaler

Bedeutung. Aus ihr lässt sich die Entwicklung einer Teilchenverteilung im sechsdimensio-

nalen Phasenraum exakt beschreiben. Lässt man die Rückwirkung der Teilchen auf die

Felder des Plasmas mittels der Maxwellgleichungen zu, indem man Dichte und Strom-

dichte durch die Verteilungsfunktion interpretiert, erhält man eine äußerst realistische

Darstellung des Systems. Durch Lösung eines Gleichungssystems in sechs Dimensionen,

ist allerdings auch mit dieser Methodik eine Modellierung von Systemen auf astrono-

mischen Längenskalen derzeit technisch undenkbar. Dennoch bietet dieser statistische

Ansatz eine Alternative. So lässt sich aus der Vlasov-Gleichung, durch Bildung derer

Momente, ein Multifluidmodell des Plasmas herleiten. Nähert man dies durch die Be-

schreibung einer einzelnen Flüssigkeit, die das System dominiert, befindet man sich im

Regime der Magnetohydrodynamik. Im Rahmen der MHD lassen sich sehr gut Syste-

me großer Ausdehnung darstellen. Vor allem die Eigenschaft der Skalenunabhängigkeit

ist von zentraler Bedeutung. Die magnetohydrodynamische Modellierung ist daher das

Kernstück der vorliegenden Arbeit.

Es ist wichtig, die Gültigkeit der MHD-Beschreibung zu definieren. So ist die Grenze

zu einer kinetischen Plasmabeschreibung zum einen durch die externen Längenskalen und

Zeiten festgelegt; interessiert man sich für Gebiete, die deutlich größer als die mittlere

freie Weglänge der Teilchen des Plasmas sind, kann eine makroskopische Darstellung

gewählt werden. Zum anderen ist es nötig, sich auf Zeitskalen unterhalb der Ionen-

Zyklotronfrequenz zu beschränken, d.h. nur niederfrequente Ereignisse < Ωi können

durch MHD beschrieben werden. Außerdem beschränkt sich der Gültigkeitsbereich der

Magnetohydrodynamik streng genommen auf kollisionsdominierte Plasmen. Es zeigt sich

jedoch, dass man unter Umständen auch für stoßfreie Fluide den Formalismus der MHD

näherungsweise anwenden kann, wie z.B. bei Alfvénwellen-dominierter Plasmaturbulenz

(Schekochihin et al. (2007)).

Im folgenden Kapitel sollen sukzessive die oben genannten Schritte, die zu dem Satz
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der in dieser Arbeit verwendeten MHD-Gleichungen führen, gezeigt werden. Besonderes

Augenmerk soll auf der statistischen Beschreibung und Entwicklung des Systems lie-

gen. Wie bereits erwähnt ist die Vlasov-Gleichung in diesem Zusammenhang von großer

Wichtigkeit. Da diese Gleichung auch in Kapitel 3.3 von Bedeutung ist, soll zunächst

deren Grundidee dem Leser nahegebracht werden.

3.1.1. Grundlagen der Statistik eines Plasmas

Im Rahmen der statistischen Beschreibung eines Plasmas betrachtet man zunächst die

Wahrscheinlichkeit pT (x,v, t) ein Teilchen T, am Ort x und mit Geschwindigkeit v, zur

Zeit t anzutreffen. Folglich wird ein Phasenraum mit sechs Dimensionen aufgespannt,

der die Dichte

fT (x,v, t) =
∂3pT (x,v, t)

∂vx∂vy∂vz
(3.3)

besitzt. Der Satz von Liouville beschreibt die zeitliche Erhaltung der Phasenraumdichte

dfT
dt

=
∂fT
∂t

+ ẋ
∂fT
∂x

+ v̇
∂fT
∂v

= 0, (3.4)

was wiederum zur kollisionsfreien Boltzmanngleichung führt. Das Plasma wird durch die

Lorentzkraft dominiert, somit lässt sich der Kraftterm in obiger Gleichung durch

mT
d

dt

(
dxT
dt

)
= mT

dvT
dt

=
qT
c

[cE(xT , t) + vT ×B(xT , t)] (3.5)

ersetzen. Dadurch erhält man schließlich die nicht-relativistische Vlasov-Gleichung :

dfT
dt

=
∂fT
∂t

+ v · ∇fT +
qT
mT c

[cE(xT , t) + vT ×B(xT , t)] ·
∂fT
∂v

= ST (x,v, t), (3.6)

wobei der Term auf der rechten Seite der Gleichung ein beliebiger Quellterm ist. In die-

sem Zusammenhang werden durch ST Ionisations- und Rekombinationsprozesse berück-

sichtigt, also Stöße zwischen den Teilchen des Plasmas. Da historisch Vlasov die kolli-

sionsfreie Boltzmanngleichung verwendete, sind diese streng genommen an dieser Stelle

schon zu vernachlässigen. Der Vollständigkeit halber sollen die Quellterme jedoch bis

zur MHD-Näherung mit angegeben werden. An dieser Stelle sei noch erwähnt, dass die

Boltzmanngleichung im Regime der Coulomb Wechselwirkung bei Paar-Kollisionen zu
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divergenten kinetischen Termen führt, was Vlasov zu dem kollisionsfreien Ansatz führte.

Da einzelne Teilchen nicht mehr zu unterscheiden sind, sondern nur Ensembles von

Teilchen, wird im Folgenden die Entwicklung einer gesamten Teilchenspezies betrachtet.

Anhand dieser Betrachtung lassen sich die makroskopischen Variablen

na(x, t) = na

∫ ∞
−∞

d3v fa(x,v, t) Anzahldichte (3.7)

%(x, t) =
∑
a

naqa

∫ ∞
−∞

d3v fa(x,v, t) Ladungsdichte (3.8)

ua(x, t) = na(x, t)
−1

∫ ∞
−∞

d3v vfa(x,v, t) Kollektivgeschwindigkeit (3.9)

J(x, t) =
∑
a

naqaua(x, t) Stromdichte

(3.10)

Πa,ik(x, t) = ma

∫ ∞
−∞

d3v fa(x,v, t)(vi − ui)(vk − uk) Drucktensor

(3.11)

für eine Spezies a einführen. Entsprechend ist na die Gesamtanzahl der Ensembles,

qa deren Ladung, sowie ma deren Masse. Gleichung 3.7 bezeichnet man auch als null-

tes Moment, die Kollektivgeschwindigkeit als erstes Geschwindigkeitsmoment, sowie den

Drucktensor als zweites Moment der Verteilungsfunktion. Durch Bildung eben dieser

Momente mit der Vlasov-Gleichung 3.6 kann man zu einer hydrodynamischen Beschrei-

bung des Systems übergehen, was im nächsten Unterkapitel gezeigt werden soll.

3.1.2. Momentenbildung der Vlasov-Gleichung

Die grundlegende Idee der Momentenbildung ist die Beschreibung von Erhaltungsgrößen

eines Ensembles und deren Gleichungen. So sind die Momente der im vorangegange-

nen Kapitel beschriebenen makroskopischen Variablen Erhaltungsgleichungen für Masse

(nulltes Moment von 3.7), Impuls (erstes Moment der Kollektivgeschwindigkeit 3.9) und

Energie (zweites Moment des Drucktensors 3.11). Eine ausführliche Herleitung wird in

Canuto (1988) durchgeführt. Hier sollen nur die wichtigsten Ergebnisse gezeigt werden.
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Man bildet das Moment einer Variable X mit einer Verteilungsfunktion fX(x)

Mn =

∫ ∞
−∞

xnfX(x)d x, (3.12)

wobei n die Ordnung des Moments darstellt. Wendet man dies für das nullte Moment

der makroskopischen Variable 3.7 mit der Vlasov-Gleichung 3.6 an erhält man

∂na
∂t

+∇ · (naua) +
qa
mac

∫ ∞
−∞

d3v (cE + u×B) · ∂fa
∂v

=

∫ ∞
−∞

d3v Sa(x,v, t). (3.13)

Da die Phasenraumdichte gegen Null gehen muss, falls die Komponenten von v gegen

±∞ gehen, muss auch der dritte Term der linken Seite Null sein. Man erhält schließlich

die Erhaltungsgleichung der Masse, die Kontinuitätsgleichung

∂na
∂t

+∇ · (naua) = Qa, (3.14)

wobei Qa =
∫∞
−∞ d3v Sa ist. Man erkennt, dass die Kontinuitätsgleichung wiederum mit

dem nächst höheren Moment durch die Kollektivgeschwindigkeit ua verknüpft ist. Dies

ergibt sich analog zu 3.9 mit 3.6:

∂naua
∂t

+

∫ ∞
−∞

d3v vv · ∇fa +
qa
mac

∫ ∞
−∞

d3v v(cE + u×B) · ∂fa
∂v

=

=

∫ ∞
−∞

d3v vSa(x,v, t). (3.15)

Auch in diesem Moment befindet sich die Verknüpfung zum nächst höheren. Verwendet

man die Gleichungen 3.9, sowie 3.11 lässt sich der zweite Term auf der linken Seite durch

den Drucktensor ausdrücken. Außerdem kann das Integral über die Lorentzkraft mittels

partieller Integration ausgeführt werden, so dass sich

mana(
∂

∂t
+ ua · ∇)ua +∇iΠa,ki −

qana
c

(E + ua ×B) =

= ma

∫ ∞
−∞

d3v (v − ua)Sa(x,v, t) (3.16)

ergibt. Dies ist die Multifluid - Impulsgleichung, aus der man die Impulserhaltungsglei-

chung ableiten kann. An dieser Stelle wäre es nun erforderlich das dritte Moment zu

bilden, was zur Energieerhaltungsgleichung führt. Um ein System exakt auf diese Art zu
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modellieren wäre es folglich nötig unendlich viele Momente zu bilden, da jedes Moment

wiederum von dem der höheren Ordnung n abhängt. In der Praxis ist das verständlicher-

weise nicht möglich. Daher sucht man sich eine geeignete Abschlußbedingung die eine

sinnvolle Näherung bietet. Üblicherweise bricht man bei der dritten Ordnung, der Ener-

gieerhaltung, ab indem man eine physikalisch motivierte Bedingung an den Drucktensor

stellt.

3.1.3. Ideale Magnetohydrodynamik

Zunächst fehlt nun für die vollständige Beschreibung des Plasmas noch der zu den ma-

kroskopischen Variablen gehörige Satz der Maxwellgleichungen:

∇ ·E = −4π%(x, t) + 4π%ext Gaußsches Gesetz (3.17)

∇ ·B = 0 Quellenfreiheit v. B (3.18)

∇×E = −1

c

∂B

∂t
Faradaysches Gesetz (3.19)

∇×B =
1

c

∂E

∂t
+

4π

c
(J + J ext) Ampèresches Gesetz (3.20)

Die verwendeten Variablen entsprechen hierbei den Definitionen 3.7-3.11.

Nimmt man nun an, dass sich ein Plasma aus den Teilchenspezies der Elektronen

mit dem Index a ≡ e, sowie der Ionen mit a ≡ i zusammensetzt, erhält man mit den

im vorangegangenen Kapitel beschriebenen Momenten eine Zwei-Fluid Darstellung des

Systems. Im Rahmen der Magnetohydrodynamik soll nun eine Beschreibung des Plasmas

durch eine einzelne magnetisierte Flüssigkeit gefunden werden. Dazu ist zunächst die

bereits vorgestellte Annahme der Quasineutralität wichtig, da in einem Plasma gelten

muss, dass die Anzahldichten der Ladungsträger gleich sind, also ne = ni = n. Daraus
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definieren sich analog zu den makroskopischen Variablen:

% = eni − ene = 0 Ladungsdichte (3.21)

ρ = ρe + ρi = mene +mini = n(me +mi) Massendichte (3.22)

u =
ρeue + ρiui

ρ

= ui −
ρe
ρ

(ui − ue) = ue +
ρi
ρ

(ui − ue) Fluidgeschwindigkeit (3.23)

J = eniui − eneue = en(ui − ue) Stromdichte (3.24)

Dabei errechnen sich aus Gl. 3.23 mit Gl. 3.24 die Geschwindigkeiten der Teilchenspezies:

ui = u +
me

eρ
J Ionenkollektivgeschwindigkeit

ue = u− mi

eρ
J Elektronenkollektivgeschwindigkeit (3.25)

Setzt man die oben stehenden Definitionen nun in die Momente der Vlasov-Gleichung

ein und summiert über die einzelnen Teilchenspezies a, reduziert man das Plasma auf

eine Ein-Fluidbeschreibung. Beginnend mit dem ersten Moment

∂(ρe + ρi)

∂t
+∇(ρeue + ρiui) = Se + Si

∂ρ

∂t
+∇(ρu) = 0, (3.26)

erhält man die Kontinuitätsgleichung der Magnetohydrodynamik. Dabei wurden, wie

schon in Kapitel 3.1.1 vorausgegriffen, Rekombinations- und Ionisationsprozesse ver-

nachlässigt oder als im Gleichgewicht befindlich angenommen. Folglich ergeben sich die

Quellterme der Elektronen und Ionen zu Null.

Das zweite Moment wird analog behandelt, so dass man

ρ

(
∂u

∂t
+ u · ∇u

)
=

[∑
a

naqaE

]
︸ ︷︷ ︸

≡0

+J ×B −∇ ·
∑
a

Πa,ik︸ ︷︷ ︸
≡p

(3.27)

erhält. Dabei wird p für die Summe über Gl. 3.11 als kinetischer Gesamtdruck eingeführt.

Die Summe über die elektrischen Felder wird Null gesetzt, da auch hier wieder Quasi-

neutralität gelten muss und somit keine E-Felder über makroskopische Skalen existieren.
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Schließlich lässt sich noch der J ×B Term mittels des Amperèschen Gesetzes (Gl. 3.20)

umschreiben:

ρ

(
∂u

∂t
+ u · ∇u

)
= −B × (∇×B)−∇p. (3.28)

Diese Gleichung wird als Impulsgleichung der idealen MHD bezeichnet. Die in dieser

Arbeit betrachteten Plasmen besitzen eine hinreichend große Leitfähigkeit, so dass im

nichtrelativistischen Fall (|u| � c) der Maxwellsche Verschiebungsstrom zu vernachlässi-

gen ist. Außerdem werden keine externen Ströme berücksichtigt. Gl. 3.28 wird im fol-

genden Kapitel noch weiter angepasst, aber zunächst muss noch der Zusammenhang mit

den Magnetfeldern geklärt werden. Dazu wird die Elektronen-Fluidgleichung untersucht:

me
due
dt

= −e
c
(cE + ue ×B)− 1

ne
∇(nekBTe)− νieme(ue − ui), (3.29)

wobei νieme(ue − ui) der Elektronen-Ionen Stoßterm ist. Es sollen nur niederfrequente

Wellen betrachtet werden, also werden Moden im Bereich der Elektronenzyklotronen-

frequenz Ωe nicht mehr aufgelöst. Für durch Elektronen erzeugte Wellen betrifft dies im

Wesentlichen die R–Moden und bei ≈ Ωe/2 die Whistler -Moden. Daher wird die zeit-

liche Änderung der Elektronenkollektivgeschwindigkeit gegen Null gehen. Ersetzt man

die Geschwindigkeiten durch die in Gl. 3.24 definierte Stromdichte ergibt sich das gene-

ralisierte Ohm’sche Gesetz

E +
1

c
ue ×B − 1

cene
J e ×B − 1

ene
∇(nekBTe) = ηJ . (3.30)

Auch hier muss man wieder berücksichtigen, dass hochfrequente Moden bereits im voran-

gegangenen Schritt ausgeschlossen wurden. Gleiches gilt nun auch für Wellen, die durch

Ionenbewegung erzeugt werden. Sofern die Stoßraten zwischen Ionen und Elektronen

groß werden und folglich auch die Resistivität ηJ mit η = meνie
e2

, wird die Erzeugung von

L-Moden unterdrückt. Diese werden im Rahmen der Hall-MHD1 durch den Hallterm

J e ×B beschrieben, der im Folgenden vernachlässigt werden soll.

Durch bilden der Rotation von Gl. 3.30 wird mittels des Faradayschen Gesetzes ( Gl.

3.19) der Zusammenhang zur zeitlichen Entwicklung der B-Felder erzeugt:

∂B

∂t
= ∇× (u×B)− 1

ene
∇ne ×∇kBTe − η∇× (∇×B) (3.31)

1Die Hall-MHD ist die nächst mögliche Erweiterung der idealen MHD, wodurch im Wesentlichen der
Einfluss der Elektronenträgheit berücksichtigt wird.
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Dies ist die generelle Form der Induktionsgleichung der Magnetohydrodynamik für nie-

derfrequente Bereiche. Im Bild der idealen MHD liegt keine Resistivität vor, also ist

η = 0. Außerdem verläuft der Temperaturgradient in der Regel parallel zum Dichtegra-

dient, womit das Kreuzprodukt der Gradienten Null wird. Die Induktionsgleichung der

idealen MHD ist folglich
∂B

∂t
= ∇× (u×B). (3.32)

Im Rahmen der idealen MHD verschwinden demnach die Korrekturterme und die Strom-

dichte in Gl. 3.30 und man erhält das vereinfachte Ohm’sche Gesetz

E +
1

c
ue ×B = ηJ

E +
1

c
ue ×B

η=0
= 0.

⇒ −E =
1

c
ue ×B (3.33)

3.1.4. Resistivitäten und Inkompressibilität

Die ideale MHD vernachlässigt die makroskopischen Effekte die durch Teilchenkollisionen

entstehen, so hat man beispielsweise die magnetische Resistivität im vorangegangenen

Kapitel ausgelassen. Finden hingegen Stöße zwischen Elektronen und Ionen statt, so

verbleibt der Term η∇× (∇×B) in Gl. 3.31. Da das Magnetfeld quellenfrei sein muss,

reduziert sich das doppelte Kreuzprodukt und man erhält die Induktionsgleichung für

eine magnetische Resistivität νB

∂B

∂t
= ∇× (u×B) + νB∇2B. (3.34)

An dieser Stelle soll kurz auf die Idee der Stoßfreiheit eingegangen werden. Prinzipiell

ist die Magnetohydrodynamik nicht stoßfrei, da innerhalb der Herleitung ein Druckten-

sor verwendet wird. Dieser kann nur ungleich Null sein, sofern man kinetische, also in

der klassischen Definition, thermische Stöße annimmt. So muss
”
Stoßfreiheit“ auf zwei

Arten verstanden werden - einmal die mikroskopischen Prozesse die implizit im Rahmen

der MHD angenommen werden und einmal die Wirkung der MHD-Gleichungen auf be-

stimmte Wellen im beschriebenen Fluid. Beispielsweise wäre ein kollisionsfreies System

für Wellen gültig, welche die Bedingung k < λ−1
mfp erfüllen, wobei λmfp die mittlere freie

Weglänge ist.
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Kollisionen zwischen Plasmateilchen der gleichen Spezies erzeugen wiederum einen

anderen Effekt. Gemäß der Newtonschen Reibung zwischen Fluidschichten mit unter-

schiedlichen Geschwindigkeiten, unterscheidet man diese Resistivität von der im ma-

gnetischen Fall. Dieser Mechanismus wird durch eine Analyse des Spannungstensors für

Fluide klar, soll hier aber nicht im Detail gezeigt werden. Da der Effekt jedoch formal

ähnlich zu dem in der Induktionsgleichung ist, muss auch die Impulsgleichung durch eine

Resistivität modifiziert werden:

ρ(
∂u

∂t
+ u · ∇u) = −B × (∇×B)−∇p+ ρνu∇2u. (3.35)

Dabei spricht man aufgrund der Analogie zum hydrodynamischen Fall, der auch durch

die Navier-Stokes Gleichung beschrieben wird, von der Viskosität ν. In der Tat entspricht

die Impulsgleichung der MHD sogar derer der Navier-Stokes Gleichungen, sofern man

die Magnetfelder gleich Null setzt.

Gl. 3.34 und Gl. 3.35 enthalten nun einen Dissipationsterm ähnlicher Größenordung

und Auswirkung. Daher ist es üblich bei MHD-Simulationen eine allgemeine Resistivität

einzuführen, die durch

νB = νu ≡ νn (3.36)

gegeben ist. In diesem Fall beschränkt man sich auf Plasmen mit magnetischer Prandt-

lzahl

Pm =
νu
νB

= 1, (3.37)

was in verschiedenen Bereichen der Heliosphäre der Fall ist. Da derzeit nicht viele Mes-

sung dieser Größe vorliegen, wird diese Annahme dennoch kontrovers diskutiert (Mont-

gomery 1992). Es finden sich allerdings Belege, dass für Alfvénwellen dominierte Tur-

bulenz dieser Parameter nicht von entscheidender Bedeutung ist (Bershadskii 2002;

Bigot et al. 2008). Zudem wird im Rahmen der in dieser Arbeit verwendeten spektralen

Lösungsmethodik, die Diffusivität künstlich durch eine Potenz h verstärkt, so dass gilt

νh∇2 → νh∇2h. (3.38)

Man spricht hierbei auch von Hyperdiffusivität. Es wird später, im Kapitel der Methodik,
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noch einmal auf diese Größe und deren Hintergrund eingegangen.

Da im Rahmen dieser Arbeit nur inkompressible Plasmen behandelt werden, soll an

dieser Stelle noch die Idee der Kompressionsfreiheit gegeben werden. Anschließend wird

der Satz der simulierten MHD-Gleichungen hervorgehoben.

Nach der Kontinuitätsgleichung (Gl. 3.26) ist Inkompressibilität mit der Quellenfrei-

heit von u gleich zu setzen. So ist zum einen die zeitliche Änderung einer konstanten

Dichte Null, zum anderen ist sie Ortsunabhängig und kann somit vor den Nabla-Operator

gezogen werden. Folglich lässt sich Inkompressibiltät durch ∇ ·u = 0 ausdrücken.

Des Weiteren müssen die Magnetfelder im verwendeten cgs-Einheitensystem in den

MHD-Gleichungen mit dem Faktor 4π angepasst werden, am Beispiel der Impulsglei-

chung ergibt sich

ρ(
∂u

∂t
+ u · (∇u)) = − 1

8π
∇B2 +

1

4π
B · ∇B −∇p+ ρνu∇2u. (3.39)

Außerdem wurde das doppelte Kreuzprodukt unter Beachtung der nicht-Kommutativität

des Nabla-Operators und der Quellenfreiheit von B ausmultipliziert. Führt man nun

noch den Gesamtdruck ein, als Summe des thermischen und des magnetischen Drucks

P = p + B2/(8π) und normiert die Magnetfelder so, dass b ≡ B/
√

4πρ gilt erhält man

den Satz der inkompressiblen MHD-Gleichungen in der hier verwendeten Form:

∂u

∂t
= b · ∇b− u · ∇u−∇P + νn∇2nu Impulsgleichung (3.40)

∂b

∂t
= b · ∇u− u · ∇b + νn∇2nb Induktionsgleichung (3.41)

∇ ·u = 0 Inkompressibilität (3.42)

∇ · b = 0 Quellenfreiheit v. B (3.43)

wobei die Inkompressibilität zur Freiheit der Wahl der Dichte ρ = 1 genutzt wurde. Die

Normierung der Magnetfelder hat zur Folge, dass b die gleiche Dimension wie v trägt,

was im nächsten Teilkapitel im Zusammenhang mit einem Hintergrundmagnetfeld zu

einer speziellen Wellenbeschreibung führt. Die gewählte Darstellung der inkompressiblen

MHD-Gleichungen ist üblich und wurde in dieser Form auch von Maron u. Goldreich

(2001) verwendet.

Wie bereits diskutiert, muss das System der Gleichungen noch geschlossen werden, da

sonst weitere höhere Momente der Vlasov-Gleichung berücksichtigt werden müssen um
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den Drucktensor zu definieren. Das oben stehende Gleichungssystem wird implizit durch

die Annahme der Inkompressibilität geschlossen. Durch bilden der Divergenz der Gl. 3.40

und ansetzen der Quellenfreiheit von u findet man eine Bedingung die den Druck mit

den Magnet- und Geschwindigkeitsfeldern verknüpft und somit die MHD-Gleichungen

abschließt:

∇2P = ∇b⊗∇b−∇u⊗∇u. (3.44)

Die zweifache räumliche Integration liefert schließlich unter Verwendung der Green-

schen–Funktion die unmittelbare Bedingung für den Druck

P =

∫
∇u⊗∇u−∇b⊗∇b

4π|x̂− x|
d3x̂. (3.45)

3.1.5. Physikalisches Regime der inkompressiblen MHD

Es soll nun der physikalische Bereich der soeben vorgestellten Gleichungen diskutiert

werden. Dabei beschränken wir uns auf inkompressible magnetisierte Plasmen, da nur

solche im Fokus dieser Arbeit stehen.

Zunächst einmal soll die physikalische Entsprechung der Terme der verwendeten

MHD-Gleichungen geklärt werden. So entsprechen die ∇2-Terme in den Gl.en 3.40 und

3.41 dem Prozeß der Diffusion im Realraum, was in der Fourierdarstellung der Dissi-

pation entspricht. Im Zusammenhang mit der Energiedissipationsgleichung verursacht

die Viskosität schließlich die Dissipation von Energie auf kleinen Längenskalen. Sämtli-

che Terme die nichtlineare Wechselwirkungen beschreiben, transportieren die Feldgrößen

durch Advektion und durch Fourierraum–Diffusion1. Beide Prozesse anhand dieser Ter-

me zu unterscheiden ist allerdings nicht möglich. Im Folgenden wird der nichtlineare

Term, wie in entsprechender Fachliteratur üblich, dennoch als Konvektionsterm bezeich-

net. Wie bereits erwähnt entspricht die Quellenfreiheit der Felder der Inkompressibilität

oder respektive dem Verbot magnetischer Monopole gemäß den Maxwellgleichungen.

Die inkompressiblen Gleichungen der Magnetohydrodynamik besitzen zwei wichtige

1Es ist wichtig beide Terminologien zu unterscheiden, so wird weiterhin explizit zwischen Diffusi-
on (sprich den Realraumeffekt, der im k-Raum Dissipation bedeutet) und Fourier- bzw. k-Raum-
Diffusion unterschieden
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Erhaltungsgrößen. Zum einen die Energieerhaltung

E =
1

2

∫
d3x (u2 + b2) (3.46)

und zum anderen die Erhaltung der Kreuzhelizität

H =
1

2

∫
d3x u · b. (3.47)

Da die in dieser Arbeit beschriebenen Plasmen ideal leitfähig sind, wie es z.B. der

Fall für die Heliosphäre oder das interstellare Medium ist, können sich keine großskaligen

elektrischen Felder ausbilden. Dies ist eine direkte Konsequenz der idealen MHD und

Gl. 3.33. Durch die Kopplung von Magnetfeldern B und Plasmabewegungen u durch

die MHD kann man zeigen, dass die ideale Leitfähigkeit zum sogenannten frozen-in-flux

führt. Betrachtet die Änderung des magnetischen Flusses durch ein beliebiges Volumen

des Plasmas mit der Grenzfläche S,

dΦM

dt
=

d

dt

∫
S

dS ·B (3.48)

erhält man unter Anwendung des Gaußschen Integralsatzes∫
V

dV ∇ ·A =

∮
S

dS ·A (3.49)

und der Quellenfreiheit des Magnetfeldes, die Entwicklungsgleichung

dΦM

dt
=

∫
S

dS · ∂B
∂t

+

∮
S

dl · 1
c
B × u. (3.50)

Diese Gleichung lässt sich durch das Faradaysche Gesetz und den Stokeschen Integralsatz∮
dl ·A =

∫
S

dS · ∇ ×A (3.51)

in die Form

dΦM

dt
= −

∫
S

dS · ∇ × (E +
1

c
u×B) (3.52)

bringen, die aufgrund Gl. 3.33 gleich Null ist. Somit ist der magnetische Fluss erhalten.
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Das bedeutet, dass die Magnetfeldlinien im Plasma
”
eingefroren“ sind und dessen

Bewegungen folgen, woher sich auch der Begriff line tying erklärt1. Diese Tatsache er-

kannte schon Hannes Alfvén und brachte dies mit der Konvektion in Zusammenhang.

So erkennt man leicht an der Induktionsgleichung (Gl. 3.41), wenn der Dissipations-

term vernachlässigbar ist, dass der Konvektions-Term einzig die Magnetfeldevolution

beschreibt, die somit von der Bewegung der Fluidelemente bestimmt wird. Liegt im

Rahmen der resistiven MHD ein η 6= 0 vor, wird die Flusserhaltung in Gl. 3.52 durch

Diffusion modifiziert

dΦM

dt
= −

∫
S

dS · η
4π
∇2B, (3.53)

wobei die Magnetfelder weiterhin im Plamsa eingefroren sind, solange die Diffusions-

zeitskala hinreichend groß ist. Im Fall astronomischer Plasmen ist dies in der Regel

gewährleistet.

Im Gegensatz zu den elektrischen Feldern bilden sich durch den frozen-in-flux groß-

skalige Hintergrundmagnetfelder, entweder durch die großskalige Plasmadynamik ansich

oder durch externe Quellen, wie im Falle der Heliosphäre das Magnetfeld der Sonne.

Somit werden die Felder der Gl.en 3.40-3.43 durch

b = δb +Bez

u = δu (3.54)

definiert, also durch einen fluktuierenden Anteil und im Falle von b durch das zusätzliche

Hintergrundfeld. Letzteres wird in vorliegender Arbeit in z-Richtung definiert und soll im

Folgenden auch als Bz oder B0 notiert werden. Als kurze Anmerkung zu dieser Notation

sei erwähnt, dass die Richtung entlang dieses globalen Feldes als parallel, folglich eine

Variable X mit dem Index X‖=̂Xz, bezeichnet werden. Entsprechend stehen die anderen

Dimensionen senkrecht zu B0 und werden mit dem Index X⊥=̂Xx bzw. Xy benannt.

Eine Konsequenz der Existenz eines globalen Magnetfeldes in einem inkompressi-

blen Plasma ist das Entstehen von Alfvénwellen. Durch das
”
Mitziehen“ der Feldlinien

durch die Ionenbewegung kommt es zu einer Störung im Plasma, die zu einer Rück-

1Streng genommen sind Magnetfeldlinien nur ein mathematisches Hilfsbild und somit ist eigentlich die
direkte Magnetfeld-Entwicklung zu betrachten. Im Rahmen der idealen MHD kann man jedoch auf
die Feldlinienbewegung zurückgreifen.

49



stellkraft führt und somit Plasmawellen generiert. Im Fall der Alfvénwellen breiten sich

diese Störungen entlang der Vorzugsrichtung, festgelegt durch das Magnetfeld, aus. In

der Literatur wird diese Spezies auch als Scher–Alfvénwellen bezeichnet. Ein weiterer

Wellentypus sind die sogenannten Pseudo–Alfvénwellen. Diese sind die inkompressible

Grenze der langsamen magnetosonischen Mode. Magnetosonische Wellen sind hierbei

das Plasma-Pendant gewöhnlicher Schallwellen, die neben Dichteschwankungen zusätz-

lich durch den magnetischen Druck beeinflußt werden. Da diese Wellen auf Kompressi-

bilität angewiesen sind, können sie nicht in inkompressiblen Plasmen angeregt werden,

da sie sonst unendlich hohe Phasengeschwindigkeiten hätten. Durch diesen Zusammen-

hang werden Pseudo–Alfvénwellen auch häufig als slow-modes bezeichnet, was allerdings

- streng genommen - nicht korrekt ist. Weitere Moden können nicht modelliert werden,

da man im Rahmen der MHD auf den niederfrequenten Bereich unterhalb der Ionen-

Zyklotronfrequenz beschränkt ist. Für hochfrequente Wellen, wie O- und X-Moden sind

kinetische Beschreibungen der Einzelteilchen erforderlich.

Die ideale, inkompressible MHD beherbergt somit lediglich zwei Wellenarten; Scher–

und Pseudo–Alfvénwellen. Beide Moden breiten sich mit der Gruppengeschwindigkeit

vA ≡
Bz√
4π%

, (3.55)

auch als Alfvéngeschwindigkeit bezeichnet, aus und folgen der Dispersionsrelation

ω2 = v2
Ak

2
‖. (3.56)

Der Unterschied der beiden Spezies liegt in deren Polarisation. So besitzen die Scher–

Wellen die Eigenvektoren

ûS(k, t) = ÂSe
i(kx±ωt)

b̂S(k, t) = ±ÂSe
i(kx±ωt), (3.57)

mit dem Polarisationseinheitsvektor

ÂS ≡
ek × ez√

1− (ek · ez)2
. (3.58)
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Die Pseudo–Alfvénwellen hingegen:

ûP(k, t) = ÂPe
i(kx±ωt)

b̂P(k, t) = ±ÂPe
i(kx±ωt), (3.59)

mit Polarisation

ÂP ≡
ez − (ek · ez)ek√

1− (ek · ez)2
. (3.60)

Da das System aus diesen beiden Wellenarten besteht, bietet sich eine alternative Dar-

stellung der MHD-Gleichungen an. Die Elsässer -Notation beschreibt die MHD-Gleichungen

direkt im Wellenbild. Dazu werden folgende Felder definiert

w− = u + b− vAe‖
w+ = u− b + vAe‖. (3.61)

Diese sogenannten Elsässervariablen sind direkte Darstellungen von Wellenpaketen, die

sich mit Alfvéngeschwindigkeit entweder parallel oder antiparallel zum Hintergrundma-

gnetfeld ausbreiten. Wendet man nun Gl. 3.61 auf die Gl.en 3.40-3.43 an ergibt sich

− ∂

∂t
w− = w+ · ∇w− +∇P − vA

∂

∂z
w− (3.62)

− ∂

∂t
w+ = w− · ∇w+ +∇P + vA

∂

∂z
w+ (3.63)

mit der Bedingung der Quellenfreiheit, welche im Elsässerbild gleichermaßen v und b

betrifft,

∇ ·w∓ = 0 (3.64)

und analog der Schließungsbedingung an den Drucktensor

P =

∫
∇w+ ⊗∇w−

4π|x̂− x|
d3x̂. (3.65)

Eine ausführliche Herleitung der oben stehenden Gleichungen findet sich im Anhang A.

Es wurde hierbei, aus Gründen der Übersicht, zunächst Viskositätsfreiheit angenommen.
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Die Dissipationsterme Dw∓ sollen dennoch der Vollständigkeit halber hier erwähnt wer-

den. So ergeben sich durch die Definitionen der allgemeinen Diffusivität (Gl. 3.36) und

Hyperdiffusivität (Gl. 3.38) analog für die Elsässervariablen

Dw∓ = νh∇2hw∓. (3.66)

Dieser Term soll im Methodikteil in der Gesamtbeschreibung des Gleichungssystems

verwendet werden.

Ein deutlicher Vorteil der Elsässer-Darstellung liegt darin, dass man direkt aus den

Elsässer-Gleichungen das Verhalten der Wellen ablesen kann. So erkennt man beispiels-

weise, dass ein beliebiges Wellenpaket, welches sich entlang des Hintergrundfeldes aus-

breitet (w+ 6= 0, w− = 0), ungestört in seiner Bewegung bleibt. Gleiches gilt natürlich

auch für Wellenpakte, die entgegen B0 laufen, also w+ = 0, w− 6= 0. Zum einen liegt

das am Verschwinden der nichtlinearen Wechselwirkungen in den Gl.en 3.62 oder 3.63.

Zum anderen könnte der Drucktensor die Bewegung eines Wellenpakets beeinflussen.

Dieser ergibt sich für die jeweiligen Fälle zu Null, was man durch bilden der Divergenz

der Elsässer-MHD Gleichungen sieht, da ∇2P = 0.

Die Eigenschaft der ungestörten Bewegung von Wellen gleicher Ausbreitungsrichtung,

führt somit unmittelbar zu der Konsequenz, dass nur Wellenpakete, die sich gegenläufig

ausbreiten, miteinander mittels Kollisionen wechselwirken. Da solche Zusammenstöße

der Energie- und Kreuzhelizitätserhaltung (Gl.en 3.46 und 3.47) entsprechen müssen,

folgt

d

dt

∫
d3x |w±|2 = 0, (3.67)

wenn man Gl. 3.62 mit w− Skalar-multipliziert bzw. Gl. 3.63 mit w+. Der Druckterm

und die Nichtlinearitäten divergieren und verschwinden folglich für den Fall, dass

lim
x→0

w± = 0. (3.68)

Da gemäß der Definition der Elsässervariablen in Gl. 3.61 das Quadrat der Absolutbe-

träge den Energien

E± =

∫
d3x
|w±|2

4
(3.69)
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entspricht, kann man die oben stehende Gleichung als Energieänderung der jeweiligen

Wellenpakte auffassen. Da diese Null ist, muss eine Kollision zwischen den Wellenpake-

ten elastisch sein. Es wird also keine Energie während des Stoßvorgangs zwischen den

Paketen dissipiert. Dies gilt natürlich nur sofern die Gleichungen viskositätsfrei sind.

Für weitere Details soll hier der Kürze wegen auf Maron u. Goldreich (2001) verwiesen

werden.

Die eben beschriebenen Kollisionen werden also durch die nichtlinearen Terme der

MHD-Gleichungen beschrieben. Diese nichtlinearen Wechselwirkungen erzeugen wie-

derum Störungen im Plasma. Solche Störungen führen zu einer turbulenten Energie-

Kaskadierung im System. Die Entwicklung der Turbulenz in magnetisierten Plasmen

ist ein wichtiger Prozeß und bis heute noch Teil der aktiven Forschung. Daher soll das

nächste Kapitel diesem Thema gewidmet werden.

3.2. Turbulenz

”
Könnte ich Gott etwas fragen, dann;

Warum Relativität? Warum Turbulenz?

Ich glaube auf das Erste würde ich eine Antwort erhalten...“

- Heisenberg -

Turbulenz ist dahingehend ein interessantes Phänomen, da es der letzte Zweig der

klassischen Physik ist, der immer noch nicht verstanden worden ist. Auch heute noch

zählt Turbulenz zur aktiven Forschung und wird weiterhin kontrovers diskutiert. Da-

bei bestimmt dieses Phänomen - vor allem im Rahmen der Hydrodynamik - unseren

Alltag. Aufgrund hoher kinetischer Reynoldszahlen (≈ 104) entsteht Turbulenz schon

bei normalen Bewegungen durch die Luft oder durch Wasser und erst recht bei hohen

Geschwindigkeit, wie beispielsweise in der Aviatik. Da die meisten Substanzen jedoch

entweder nicht als Plasma vorliegen oder keine ideale Leitfähigkeit und folglich hohe ma-

gnetische Reynoldszahlen aufweisen, ist Turbulenz in magnetisierten Plasmen hingegen

auf der Erde nur schwer beobachtbar. Der baryonische Anteil des Universums besteht
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jedoch weitesgehend aus turbulenten Plasmen, die zum großen Teil auch im Rahmen der

Magnetohydrodynamik beschrieben werden können.

Abbildung 3.1.: Eine Satellitenaufnahme über den Juan-Fernández-Inseln. Die
Strömung der Wolkendecke um die Inselformation erzeugt eine Kármánsche Wirbel-
straße. Man kann daran sehr gut das Skalenverhalten von Turbulenz beobachten. So ist
die Strömung direkt am Hindernis zunächst laminar und wird mit zunehmenden Abstand
turbulent wobei die Wirbel durch Dissipation zerfallen. Quelle: NASA Earth–observatory

Turbulenz kann man im Wesentlichen in zwei Grundmechanismen gliedern. Zum einen

lässt sich Turbulenz durch Verwirbelungen des Mediums erzeugen, sogenannte Eddies

(=̂ engl. Wirbel) oder Vortizes. Zum anderen können auch Überlagerungen von Wellen

zu turbulentem Verhalten führen.

Vortexturbulenz ist ein dominanter Prozeß in hydrodynamischen Systemen. So nimmt

man im Alltag oft Wirbelbildung in Flüssigkeiten war, z.B. beim Schwimmen oder bei

Bewegungen von Schiffen durch Wasser. Eine wichtige Eigenschaft ist hierbei die Kas-

kadierung zu kleineren Längenskalen. Man beobachtet wie große Wirbel zerfallen und

dabei, unter Erhaltung des Drehimpuls, kleinere bilden. Das geschieht sukzessive bis

schließlich die Strömung wieder in den nicht turbulenten Fall, das laminare Regime,

übergeht. Dies kommt daher, dass die, für die Turbulenz entscheidende, Reynoldszahl

mit

Re =
u0l0
ν

(3.70)
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(u0 Wirbelgeschwindigkeit) unter anderem von der Längenskala des Wirbels l0 abhängt

und sich somit mit jedem Zerfall verkleinert. Schließlich dominiert die Viskosität ν und

die Energie der Wirbel dissipiert. Durch dieses Skalenverhalten muss das Spektrum der

Energie einem Potenzgesetz E(k) ∝ k−α folgen. Ein typisches Spektrum wird in drei Be-

reiche unterteilt. Auf großen Längenskalen, folglich kleinen Wellenzahlen, wird Energie in

das System gebracht, z.B. durch eine externe Anregung. Dieser Abschnitt wird als Initial-

oder Treibbereich bezeichnet. Im zweiten Bereich folgt das Potenzgesetz aufgrund der

Kaskadierung einem negativen, konstanten Exponenten. Üblicherweise erstreckt sich die-

ser sogenannte Inertialbereich über mehrere Größenordnungen von k. Schließlich zerfällt

die Turbulenz im Dissipationsbereich auf sehr kleinen Längenskalen. Das erste konkrete

Modell der Eddieturbulenz, u.a. mit einer Beschreibung des Energiespektrums, wurde

von Andrey Kolmogorov im Jahre 1941 (im Folgenden als K41 bezeichnet) aufgestellt.

Aufgrund seiner Vorhersagen, die erstaunlicherweise nicht nur für rein hydrodynamische

Systeme zutreffen, sondern auch für MHD-Turbulenzen, ist die Theorie von Kolmogorov

immernoch äußerst aktuell. Daher soll im nächsten Kapitel das K41-Modell vorgestellt

und hergeleitet werden.

Der zweite grundlegende Mechanismus für die Entstehung von Turbulenz ist die Wel-

lenturbulenz. Anders als bei der Vortexturbulenz entstehen nicht direkt Wirbel aus

Fluidströmungen, sondern vielmehr aus der Überlagerung von Wellen, welche auch wir-

belähnliche Strukturen erzeugen können, sich allerdings immer wieder in die Einzelm-

oden zerlegen lassen. Um das System in einen turbulenten Zustand zu bringen, müssen

die Wellen sich weit außerhalb des thermischen Gleichgewichts befinden. Zakharov et al.

(1992) beschreibt die Grundlage als
”
statistisches Langzeitverhalten eines Meers aus

schwach nichtlinearen, dispersiven Wellen“. Da die Wellen der Dissipation unterliegen,

muss ein Energietransfermechnismus vorliegen. In der Regel erfolgt dies durch reso-

nante Wechselwirkungen der Wellenpakete. Ähnlich zur Eddieturbulenz entstehen hohe

Reynoldszahlen. Außerdem kaskadiert auch hier die Energie und folgt einem Potenz-

gesetz mit konstantem Exponenten über mehrere Größenordungen der Wellenzahl im

Inertialbereich. Dies erklärt sich dadurch, dass im Rahmen der statistischen Wellenbe-

schreibung ein Gaußscher Ansatz für die Vier-Punkt-Korrelationsfunktion der Amplitu-

den, zu einem Fluss von Erhaltungsgrößen vom Initial- zum Dissipationsbereich führt

(Zakharov u. Filonenko (1966)). Wellenturbulenz ist dominant für schwach turbulente

MHD-Plasmen, sowie, wie später noch gezeigt wird, auch im Falle inkompressibler star-
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ker Turbulenz in eben solchen Systemen. Dies liegt vor allem in der Natur der Dispersion

von Plasmawellen und deren nichtlinearen Wechselwirkungen, die im vorangegangenen

Kapitel diskutiert wurden. Des Weiteren lässt sich Wellenturbulenz auch im Alltag beob-

achten. So zum Beispiel die Oberflächenwellen in Gewässern, die durch Wind als externe

Quelle angeregt werden. Der Schwerpunkt dieser Arbeit liegt auf MHD-Turbulenz die

durch Alfvénwellen generiert wird. In der Theorie wurden für solche Systeme bahn-

brechende Arbeiten von P. Goldreich und S. Sridhar geleistet. Deren Modelle sollen

schließlich in Kapitel 3.2.2 vorgestellt werden.

3.2.1. Kolmogorov Turbulenz

r

r+l

v(r)

v(r+l)

Abbildung 3.2.: Illustration zur Definition einer Fluktuation δv(r, l) im Geschwindig-
keitsfeld v der Navier-Stokes Gleichung einer hydrodynamischen Turbulenz.

Das Modell von Kolmogorov zählt heute noch zu den wichtigsten Theorien der Tur-

bulenz. Ein wichtiges Ergebnis dieser Theorie ist, dass sich der Exponent des Energie-

spektrums im Inertialbereich zu −5/3 ergibt. Spektren, die diesem Potenzgesetz folgen,

werden als Kolmogorov-Spektren bezeichnet. Das Modell wurde zwar teilweise seit 1941

ergänzt und weiterentwickelt, hat aber im Grunde genommen seit 70 Jahren nichts an

Gültigkeit verloren. Außerdem beobachtet man auch in MHD-Plasmen Kolmogorov-

Spektren, also scheint dieses Modell auch über seine Grundlagen hinaus, zumindest

phänomenologisch, korrekt zu sein. Kolmogorov leitete seine Ideen für rein hydrodyna-

mische Turbulenz zunächst aus einer Dimensionsanalyse und dem Skalenverhalten von

Vortexturbulenz her (Kolmogorov (1941c) und Kolmogorov (1941b)). Die Herleitung

wurde bereits in Lange (2008) ausführlich gezeigt. Daher soll hier darauf nicht eingegan-

gen werden. In seiner dritten Veröffentlichung zur Turbulenz im Jahre 1941 (Kolmogorov

(1941a)) gelang es ihm sein Modell zu untermauern indem er eines der wichtigsten und
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allgemein gültigen Gesetze der Turbulenztheorie herleitete, das sogenannte 4/5-Gesetz.

Es bildet mit den Strukturfunktionen die Grundlage für das 5/3-Spektrum. Aufgrund

seiner immensen Wichtigkeit, soll hier eine kurze Herleitung gezeigt werden. Eine detail-

lierte Beschreibung befindet sich in Frisch (1995).

Das 4/5-Gesetz und die Kármán-Howarth-Monin Relation

Man geht zunächst von der Navier-Stokes-Gleichung eines inkompressiblen, hydrodyna-

mischen Systems aus

∂v

∂t
+ v · ∇v = ν∇2v −∇p+ f (3.71)

∇ ·v = 0.

Der Druck- und Viskositätsterm ist bereits in ähnlicher Art aus Kapitel 3.1 bekannt. Die

externe Kraft f ist nötig um ein
”
realistisches Turbulenzszenario“ zu beschreiben, indem

diese die durch viskose Dissipation verlorene Energie wieder ergänzt. Man hat hierbei

eine freie Wahl der Kraft, speziell da sie nur auf großen Skalen (Initialbereich), fernab

der Dissipation, wirken soll. Daher wird angenommen, dass sie stationär und homogen

ist. Außerdem sollen ihre statistischen Eigenschaften unter räumlicher und zeitlicher

Verschiebung invariant bleiben. Gl. 3.71 ist unter diesen Bedingungen Rotationssymme-

trisch, sowie symmetrisch für Zeit- und Ortstranslationen. Noch viel wichtiger für die

Beschreibung der Turbulenz ist jedoch die Skaleninvarianz der Navier-Stokes Gleichung.

Diese Annahmen sind allerdings nicht allgemein gültig, da die
”
Mechanismen der Tur-

bulenzerzeugung für gewöhnlich nicht konsistent mit Symmetrien sind“ (Kolmogorov

(1941a)). Allerdings lassen sich der Turbulenz bestimmte Eigenschaften zuordnen um

diese Symmetrien zu erhalten. Daher müssen folgende Hypothesen gelten, die bereits in

den ersten beiden Veröffentlichungen der K41-Theorie Anwendung fanden:

Hypothese I Im Grenzbereich unendlich großer Reynoldszahlen werden alle Sym-

metrien der Navier-Stokes Gleichung, die durch den Erzeugungsmechanismus eines tur-

bulenten Flusses zusammenbrechen, auf kleinen Skalen und fern von Grenzbereichen in

einem statistischen Sinne wieder hergestellt.

Dabei meint kleine Skalen einen Bereich l � L0, wobei L0 die Skala des Energieinjek-

tionsbereichs ist. Daher folgt für die Homogenität auf kleinen Skalen, speziell für die
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statistischen Geschwindigkeiten

δv(r, l) = v(r + l)− v(r) (3.72)

In Abbildung 3.2 ist die Idee dieser Annahme verdeutlicht. An dieser Stelle soll auch der

longitudinale Anteil der Geschwindigkeitsinkremente

δv‖ ≡
l

|l|
δv(r, l) (3.73)

definiert werden. Dieser wird später für das 4/5-Gesetz wichtig.

Hypothese II Unter der Annahme gleicher Bedingungen aus Hypothese I, ist der

turbulente Fluss selbstähnlich auf kleinen Skalen, d.h. es exisitiert ein auzgezeichneter

Skalenexponent h.

Daher folgt

δv(r, λl) ≡ λhδv(r, l). (3.74)

Und schließlich

Hypothese III Unter der Annahme gleicher Bedingungen aus Hypothese I, hat der

turbulente Fluss eine endliche, nichtverschwindende mittlere Rate der Dissipation ε pro

Einheitsmasse.

wobei

ε ∝ V 3
0

L0

(3.75)

gilt, mit der großskaligen Geschwindigkeit V0.

Außerdem benötigt man noch eine Beschreibung des Energieflusses um die Kaskadie-

rung zu berücksichtigen. Zu diesem Zweck trennt man die Navier-Stokes Gleichung in

Geschwindigkeiten auf großen Skalen (folglich kleinen Frequenzen k < K) und kleinen

Skalen (K < k) und wendet den Tiefpassfilter PK : f(r) 7→ f<K(r) an. Die resultierenden

Geschwindigkeiten sollen hier, der Kürze wegen, schon in integraler Form dargestellt

werden:

v<K(r) =

∫
k≤K

d3k eikrv(k) Tiefpass gefiltert, (3.76)
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sowie analog die Hochpassfilter-Geschwindigkeiten v>K(r). Angewandt auf Gl. 3.71:

∂

∂t
v<K + PK(v<K + v>K)∇(v<K + v>K) = −∇p<K + ν∇2v<K + f<K (3.77)

Um schließlich einen skalenabhängigen Energiefluss zu erhalten mittelt man obige Glei-

chung und multipliziert mit v<K unter Beachtung, dass sich zwei der vier Nichtlinearitäten

zu Null ergeben

∂EK
∂t

+ΠK = −2νΩK + FK , (3.78)

wobei die einzelnen Größen wie folgt interpretiert werden:

EK ≡
1

2
〈|v<K |2〉 Kumulative Energie (3.79)

ΩK ≡
1

2
〈|ω<

K |2〉 Kumulative Enstrophie (3.80)

FK ≡ 〈f<K ·v<K〉 Kumulative Energieinjektion. (3.81)

Die Enstrophie ist ein Maß für den Grad der Verwirbelung mit der Vortizität ω ∝ k×v.

Außerdem definiert sich der Energiefluss bei einer Wellenzahl K durch

ΠK ≡ 〈v<K · (v<K · ∇v>K)〉+ 〈v<K · (v>K · ∇v>K)〉. (3.82)

Nun definiert man sich den Energiefluss

ER(l) ≡ − ∂

∂t

1

2
〈v(r)v(r + l)〉

∣∣∣
NL

(3.83)

im physikalischen Raum, mit der Abkürzung NL für die pure nichtlineare Zeitskala.

Mittels dieser Eigenschaft und Gl. 3.78 lassen sich die beiden Energieflüsse verknüpfen

ΠK = − ∂

∂t
EK =

1

(2π)3

∫
k≤K

d3k

∫
d3l eiklER(l) (3.84)

(entscheidend ist hierbei die Dominanz der nichtlinearen Skala). Letztlich steckt in Gl.

3.84 die Fouriertransformation von E. An dieser Stelle verwendete Kolmogorov eine be-

reits hergeleitete Bedingung, die Kármán-Howarth-Monin Relation, deren Kernaussage

ist, dass sich für homogene Turbulenz die statistischen Eigenschaften räumlich konstant

verhalten (Ein ausführlicher Beweis findet sich in Frisch (1995)). Daher gilt für den
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physikalischen Energiefluss

ER(l) = −1

4
∇l〈|δv(l)|2δv(l) 〉. (3.85)

Verwendet man diese Relation mit Gl. 3.83 erhält man schließlich durch Gl. 3.84 und

der partiellen Integration über den Fourierraum (d3k)

ΠK = − 1

8π2

∫
d3l

sin(kl)

l
∇l ·

l

l
∇l〈|δv(l)|2δv(l〉. (3.86)

Bisher wurde lediglich Homogenität der Turbulenz angenommen. An dieser Stelle ist es

nötig im Kolmogorov-Modell die Annahme der Isotropie zu machen. Dadurch zerfällt

obiges Integral auf eine Dimension und ergibt sich zu

ΠK = − 1

6π

∫
dl

sin(kl)

l
(1 + l

∂

∂l
)(3 + l

∂

∂l
)(5 + l

∂

∂l
)
〈δv3
‖〉
l

. (3.87)

Dabei wurde die Gl. 3.73 für δv‖ angewandt. Im letzten Term dieser Gleichung stehen

nun Geschwindigkeitsmomente, eine wichtige Messgröße der Turbulenz, auch bekannt

als Strukturfunktionen. In diesem Fall handelt es sich um die Strukturfunktion dritter

Ordnung, die sich folglich aus den longitudinalen Geschwindigkeitsmomenten dritter

Ordnung ableitet:

S3(l) = 〈(δv‖(r, l))3〉 (3.88)

Da bisher nur Isotropie und Homogenität angenommen wurde, müssen nun noch drei

wichtige Eigenschaften angewendet werden um ein turbulentes System im gesättigten

Zustand zu beschreiben.
”
Gesättigt“ heißt in dem Sinne: unabhängig von Randbedin-

gungen, äußeren Kräften und Viskosität innerhalb des Inertialbereichs.

(1) Wie bereits erwähnt dürfen treibende Kräfte f nur auf großen Skalen L0 ∝ 1
K0

wirken. Daraus folgt, dass die Tiefpassfilterung in Gl. 3.81 wegfällt:

〈f<K ·v<K〉 ' 〈f ·v〉 (3.89)

(2) In der Langzeitentwicklung konvergiert die Navier-Stokes Gleichung zu einem sta-
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tistisch stationären Zustand, d.h. ∂t〈· · · 〉 = 0. Damit folgt für die Energiegleichung

∂

∂t

1

2
〈v2〉 = 0 = 〈f ·v〉+ ν〈v · ∇2v〉︸ ︷︷ ︸

ε

. (3.90)

(3) Hypothese III (siehe Anfang des Kapitels) muss gelten: Für ν → 0 (also Reynolds-

zahl Re→∞) muss die Dissipation sich asymptotisch positiv verhalten:

lim
ν→0

ε(ν) = ε > 0 (3.91)

Das hat zur Folge, dass die mittlere Energie E für K � K0 und ν → 0 gegen Null

geht:

|2νΩK | = ν〈|ω<
K |2〉 ≤ νK2〈|v<K |2〉 = 2νK2E

ν→0' 0 (3.92)

Also findet Dissipation nur auf kleinen Skalen, respektive bei großen Wellenzahlen

statt.

Somit bleibt unter diesen Annahmen für den Inertialbereich von Gl. 3.78 nur noch

ΠK ' ε (3.93)

übrig. Es wurde hierbei die kumulative Energieinjektion gemäß (2) durch die Dissipation

ersetzt. Jetzt lässt sich auch das Integral in Gl. 3.87 mittels Substitution x := kl für

k � K0 lösen:

ΠK = −
∫ ∞

0

dx
sinx

x
D(

x

k
= l) (3.94)

D(l) steht hier für (1 + l∂l)(· · · )(· · · )S3(l)
l

und kann für k →∞ vor das Integral gezogen

werden:

ΠK ≈ −D(
x

k
= l)

∫ ∞
0

dx
sinx

x︸ ︷︷ ︸
π/2

(3.95)

⇐⇒ D(l) = − 2

π
ε. (3.96)

Löst man diese gewöhnliche Differentialgleichung 3.Ordnung erhält man schließlich das
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gesuchte 4/5-Gesetz

S3(l) = −4

5
εl. (3.97)

Bemerkenswert an diesem Gesetz ist nun, dass es im Vergleich zu anderen Modellen der

Turbulenztheorie sehr allgemein ist. Neben Homogenität und Isotropie wurde im Prinzip

die Gültigkeit nur auf kleine Skalen und hohe Reynoldszahlen eingeschränkt. Außerdem

geht man von Systemen entwickelter Turbulenz aus, d.h. die Entwicklungszeit muss

hinreichend groß sein (Annahme (2)). Selbst die Hypothesen I und II von Kolmogorov

haben für dieses Gesetz keine Relevanz. Somit ist Skaleninvarianz keine Bedingung.

Diese recht universelle Gültigkeit führt dazu, dass auch andere Turbulenzmodelle als das

von Kolmogorov, diesem Gesetz entweder folgen müssen oder dessen Grundannahmen

außer Kraft setzen. Außerdem lässt sich Gl. 3.97 gut experimentell überprüfen, da die

Strukturfunktion dritter Ordnung eine leicht zu messende Größe ist.

Strukturfunktion der Kolmogorovturbulenz

In diesem Abschnitt soll jetzt der Zusammenhang des Kolmogorov-Modells mit dem

4/5-Gesetz gezeigt werden und die direkte Konsequenz für das Energiespektrum. Da-

zu müssen nun auch die Hypothesen I und II berücksichtigt werden. Im Wesentlichen

bedeutet dies Skaleninvarianz und die Annahme der Selbstähnlichkeit. Das 4/5-Gesetz

läßt auf den Skalenexponenten h einer Skalierung

l 7→ λl v 7→ λhv (3.98)

schließen, da durch das Gesetz

〈(δv‖(l))3〉 = −4

5
εl (3.99)

ein Zusammenhang zwischen Längenskala und Geschwindigkeit hergestellt wird. Somit

muss der Exponent h = 1
3

sein.

Das Energiespektrum leitet sich aus der Strukturfunktion zweiter Ordnung ab. Defi-

niert man zunächst die Strukturfunktionen p-ter Ordnung mit p > 0

Sp(l) = 〈(δv‖(l))p〉, (3.100)
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lässt sich daraus im Zusammenhang mit dem 4/5-Gesetz folgern

S3(l) ∝ εl

⇐⇒ Sp(l) ∝ [S3(l)]
p
3

⇐⇒ Sp(l) = Cpε
p
3 l

p
3 , (3.101)

da εl die Einheit der Strukturfunktion bestimmt. Der dimensionslose Koeffizient Cp, der

im Falle p = 3 den Wert 4/5 liefert, ist nicht universal, wie schon Landau kontrovers zu

Kolmogorovs Annahme behauptete. Da die Energie von der 2. Ordnung abhängt, also

S2 = C2ε
2
3 l

2
3 , (3.102)

ergibt sich konsequent für das Spektrum

E(k) =
d

dk
Ek ∝ ε

2
3k−

5
3 . (3.103)

Zur Herleitung dieses Spektrums sind nun alle in diesem Kapitel getroffenen Annahmen

nötig. Speziell wurde die Selbstähnlichkeit der Turbulenz angenommen. Das heißt unter

anderem, dass

l
p
3 = lζp (3.104)

gilt und somit ζp sich linear zu p verhält. Messungen zeigen jedoch, dass dies schon

bereits für p > 3 an Gültigkeit verliert und mit höheren Ordnungen immer mehr vom

Kolmogorov-Modell abweicht. Eine Erklärung hierfür ist die sogenannte Intermittenz,

eine kurzzeitige Unterbrechung des regulären Verhaltens durch einen Übergang zum

Chaotischen. Von Frisch et al. (1978) wurde zur Klärung dieses Problems das β-Modell

vorgeschlagen. Dieses Modell basiert auf der Überlegung, dass Wirbel nicht mehr volu-

menerhaltend bzw. raumfüllend Zerfallen. Somit ist die Annahme der Selbstähnlichkeit

nicht mehr gültig. Zur Lösung werden sogenannte Kodimensionen vorgeschlagen, die aus

multifraktalen Symmetriebetrachtungen stammen. Diese passen den Skalenexponenten

entsprechend an. Diese Idee wurde von She und Leveque noch erweitert (She u. Leveque

(1994)). Da dies aber nicht im Fokus dieser Arbeit liegt, soll hier nicht weiter darauf

eingegangen werden. Es soll nur noch an dieser Stelle darauf hingewiesen werden, dass

Kolmogorovs Theorie und das oft nachgewiesene −5/3 Spektrum zwar für viele Systeme
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gültig sind, jedoch nur sofern man sich auf omnidirektionale Spektren und kleine Ord-

nungen von p bezieht. Die eigentlichen Charakteristika der Turbulenz sind jedoch im

Detail zu finden, speziell in den Messgrößen der Strukturfunktionen und deren höheren

Ordnungen. Als bespielhafte Messung der Intermittenz sei hier Abbildung 3.3 gezeigt,

in der man klar den nichtlinearen Anstieg der Strukturfunktionen mit wachsender Ord-

nung. Wie bereits in der Phänomenologie erläutert, ist der Sonnenwind also deutlich

intermittent und somit nicht raumfüllend von turbulenten Strukturen durchsetzt (Bur-

laga (1991)).

Abbildung 3.3.: Messungen der Strukturfunktionen verschiedener Ordnungen durch die
Voyager 2 Sonde im Abstand von etwa 8.5 AU zu Erde. Gerade bei hohen Ordnungen die-
ser Geschwindigkeitskorrelationen macht sich ein starker nichtlinearer Anstieg bemerk-
bar. Dieser kann nicht durch die Annahmen von Kolmogorov erklärt werden, sondern
bricht die Bedingung der Selbstähnlichkeit durch multifraktale Kodimensionen.
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3.2.2. MHD - Turbulenz

Will man Turbulenz auf Systeme magnetisierter Plasmen ausweiten, muss gemäß den

MHD-Gleichungen die Induktionsgleichung erfüllt werden. Dadurch wird das Problem

zwar komplexer, da nun auch die Magnetfelddynamik beschrieben werden muss, kann

aber in manchen Fällen auch zu einer einfacheren Lösung führen. Dies liegt vor allem

daran, dass es, im Gegensatz zur reinen Hydrodynamik, verschieden starke Ausprägun-

gen von Turbulenz gibt. Man unterscheidet im Wesentlichen zwei Bereiche; dem der

schwachen und dem der starken Turbulenz. Beide Regimes werden durch die Stärke des

Verhältnisses der fluktuierenden Magnetfelder zum Hintergrundfeld unterschieden. Ist

das Verhältnis

(δb)2

(Bz)2
(3.105)

sehr viel kleiner als 1, spricht man von schwacher Turbulenz. Im Falle von Vortexturbu-

lenz kann man auch die Alfvénzeitskala (∼ (k‖Bz)
−1) mit der Eddie turnover time, also

der effektiven
”
Lebensdauer“ eines Wirbels, vergleichen. Ist die Turbulenz schwach, ist

die Alfvénzeitskala deutlich kleiner als die Wirbelzerfallszeit. Dementsprechend bezeich-

net man ein System als stark turbulent, wenn das Verhältnis 3.105 nahe 1 ist. Als Anmer-

kung sei hier erwähnt, dass besagtes Verhältnis definitionsgemäß nicht größer als 1 sein

kann. Der Vorteil gegenüber der Turbulenzbeschreibung in einem rein hydrodynamischen

System liegt darin, dass man für die beiden Bereiche Näherungen einführen kann, um

für den jeweiligen Fall eine gesonderte Theorie zu finden. So lässt sich im Fall schwacher

Turbulenz in einem inkompressiblen Regime ein Übergang zur Störungstheorie machen,

da lediglich lineare Wellen, eben die Alfvénwellen, beitragen. In Falle kompressibler,

schwacher Turbulenz hingegen, lassen sich die MHD-Gleichungen vereinfachen, indem

man die gesamten Wechselwirkungen im Plasma auf Zwei-Wellen Wechselwirkungen als

linearen Prozeß und Drei-Wellen Wechselwirkungen als einzigen nichtlinearen Vorgang

reduziert. Auch hier wird sich der Theorieteil auf den Bereich der inkompressiblen Tur-

bulenz beschränken. Zum einen da nur inkompressible Systeme untersucht wurden, zum

anderen da es heutzutage immernoch kein theoretisches Modell für den kompressiblen

Fall gibt.

Bevor auf die detaillierten Modelle eingegangen wird, soll kurz auf die Natur der

inkompressiblen MHD-Turbulenz erläutert werden. Wie bereits erwähnt unterscheidet
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man die grundlegenden Erzeugungsmechanismen von Turbulenz durch Wirbelzerfall oder

Wellenwechselwirkungen. Es wurde lange kontrovers diskutiert, welcher Mechanismus im

Falle der Magnetohydrodynamik vorliegt. Zwar sind - speziell im inkompressiblen System

- Alfvénwellen lineare Lösungen der MHD-Gleichungen, jedoch sind diese Wellen pseudo-

dispersiv, da deren Kreisfrequenz direkt proportional zur Wellenzahl ist. Außerdem war

fraglich, ob man eine Gültigkeit des 4/5-Gesetzes für MHD-Wellen bestätigen kann oder

zumindest eine ähnliche Gesetzmäßigkeit für die n-Punkt-Korrelationen finden kann. Für

den Fall starker Turbulenz konnte dies von Politano u. Pouquet (1998) gezeigt werden.

Es kann eine Analogie zum 4/5-Gesetz gefunden werden, da sich aufgrund des bereits

erwähnten frozen-in-flux die Magnetfelder sich wie die Geschwindigkeitsfelder verhalten.

Dadurch lässt sich eine Beschreibung analog zu Gl. 3.99 mittels der Elsässervariablen

finden:

〈(ŵ+
‖ − w

+
‖ )
∑
j

(ŵ−j − w−j )2〉 = −4

5
εl. (3.106)

Es wird also angenommen, dass der Turbulenzerzeugungsmechanismus der Magnetohy-

drodynamik auf Wechselwirkung zwischen Alfvénwellenpaketen beruht.

Der erste Versuch einer Beschreibung inkompressibler MHD-Turbulenz wurde von

Kraichnan und Iroshnikov gemacht (im Folgenden auch mit IK abgekürzt). In deren un-

abhängigen Arbeiten (Iroshnikov (1964) und Kraichnan (1965)) wurde die Erweiterung

des Kolmogorov-Modells auf magnetisierte Plasmen durchgeführt, speziell im inkom-

pressiblen Fall.

Als kurze Erläuterung der Grundidee des IK-Modells sei erwähnt, dass prinzipiell

eine ähnliche Herleitung wie in Kolmogorov (1941c) durchgeführt wurde, jedoch mit dem

Unterschied, dass Alfvénwellen vorliegen und somit die charakteristische Systemzeit (bei

Kolmogorov τl = l/vl) welche durch die Alfvénzeitskala bestimmt wird. Diese ist nach

Gl. 3.55 deutlich kürzer, wodurch sich folglich die IK-Zeitskala verlängert:

τIK ≡
τl
τA
τl, mit τA ∼

l

Bz

. (3.107)

Somit erhält man für die Dissipationsrate durch Einsetzen der oben stehenden Zeitskala
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die Relation

ε ∼ v2
l

τIK

=
v4
l l

l2Bz

. (3.108)

Daraus lassen sich, analog zu Kapitel 3.2.1, die Strukturfunktionen

Sp(l) ∼ vpl ∼ (εlBz)
p
4 (3.109)

ableiten. Aus der Strukturfunktion zweiter Ordnung und der Ableitung nach k erhält

man folglich wieder das Energiespektrum

E(k) =
d

dk
Ek ∝ (εBz)

1
2k−

3
2 . (3.110)

Das IK-Modell sagt also einen spektralen Energieverlauf mit einem −3/2-Exponenten

vorraus. Außerdem steckt in den Annahmen von Kraichnan und Iroshnikov, dass die

Alfvénwellenpakete mehrfach kollidieren können, bevor sich deren Größen wesentlich

ändern. Somit wird implizit ein schwach turbulentes System angenommen. Das IK-

Energiespektrum wurde zwar lange Zeit als gültig für magnetisierte Plasmen angenom-

men, konnte aber dennoch für schwache MHD-Turbulenz nicht verifiziert werden. Der

Grund dafür liegt in der Annahme der Isotropie im Zusammenhang mit der Drei-Wellen-

wechselwirkungen. So wurde von Sridhar u. Goldreich (1994) nahegelegt, dass die IK-

Theorie implizit auf der 3-Wellen-Wechselwirkung basiert (was allerdings nur im Rah-

men schwacher Turbulenz gezeigt werden kann). Außerdem konnte von Shebalin et al.

(1983) gezeigt werden, dass die Annahme eines Hintergrundmagnetfelds der Annahme

der Isotropie widerspricht. Dies lässt sich leicht aus der Energie- und Impulserhaltung

der 3-Wellenwechselwirkungen ableiten:

k1 + k2 = k3

ω1 + ω2 = ω3. (3.111)

In inkompressiblen Plasmen mit einem Hintergrundmagnetfeld sind die
”
Bausteine“ die-

ser Wechselwirkung Alfvénwellen. Da Alfvénwellen wiederum der Dispersionsrelation in
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Gl. 3.56 folgen, ergibt sich für obige Bedingungen:

k1,‖ + k2,‖ = k3,‖

|k1,‖|+ |k2,‖| = |k3,‖|. (3.112)

Wie bereits in Kapitel 3.1.5 argumentiert, können nur Wellenpakete unterschiedlicher

Ausbreitungsrichtung miteinander nichtlinear wechselwirken. Das hat zur Folge, dass

die Wellenzahlen von Paket 1 und 2 unterschiedlichen Vorzeichens sein müssen. Damit

also die Gültigkeit der oben stehenden Resonanz-Triaden weiterhin besteht muss k1,‖

oder k2,‖ Null sein. Damit kann 3-Wellenwechselwirkung unter diesen Annahmen nicht

stattfinden und das IK-Modell verliert seine Grundlage.

Dennoch lieferte das IK-Modell wichtige Erkenntnisse. Vor allem änderte Kraich-

nan das Bild der Turbulenz in magnetisierten Plasmen, indem er implizit annahm, dass

der grundlegende Mechanismus der Energiekaskadierung die Kollision von gegenläufi-

gen Alfvénwellenpaketen ist, während in neutralen Fluiden der Zerfall von Wirbeln als

”
Motor“ der Turbulenz angenommen wurde. So zeigte Kraichnan (1965), dass in neu-

tralen Fluiden effektive Beträge zu Energiekaskadierung nur durch Interaktionen zwi-

schen Wirbeln gleicher Längenskalen stattfinden können. So verschwindet durch Galilei-

Transformation der Einfluss des Geschwindigkeitsfeldes von großskaligen Wirbeln auf

kleinere Wirbel. Magnetfelder hingegen bleiben unter Galilei-Transformation bestehen.

Also ist die Wechselwirkung von großskaligen Strukturen auf kleine ein wichtiger Be-

standteil der Energiekaskade in Plasmen. Die Wirkung des Magnetfelds eines großen Wir-

bels auf einen kleineren ist ähnlich der Wirkung des Hintergrundfelds auf Alfvénwellen.

Folglich schloss Kraichnan, dass die grundlegenden Prozesse in inkompressiblen MHD-

Plasmen eben auf Kollisionen zwischen Alfvénwellenpaketen zurückzuführen sind. Die

Theorie der Wellenturbulenz gewann somit an Bedeutung.

Goldreich und Sridhar Theorie

Die erste konsistente Theorie der inkompressiblen MHD-Turbulenz gelang Goldreich

und Sridhar (im Folgenden auch GS). Auch hier wird eher das Bild der Wellenturbulenz

angenommen, als das der Vortexturbulenz. Das GS-Modell gliedert sich in drei Teile.

Sridhar u. Goldreich (1994) beschreibt hierbei das Regime schwacher Turbulenz (im

Folgenden auch GSI) während sich Goldreich u. Sridhar (1995) auf stark turbulente
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Systeme konzentriert (entsprechend GSII). Da beide Modelle unterschiedliche Regimes

beschreiben, die in einem turbulenten System skalenabhängig auftreten können, wur-

de speziell GSI kontrovers diskutiert. Der Hauptgrund dafür war der Ausschluss von

3-Wellenwechselwirkung in diesem Modell. Dies wurde allerdings u.a. von numerischen

Simulationen widerlegt. Entscheidend war die Erkenntnis, dass beide Modelle innerhalb

eines Systems Gültigkeit haben, eben abhängig von den betrachteten Längenskalen. So-

mit muss zwischen beiden Theorien ein Übergang stattfinden. Dieses Turbulenzmodell

wurde daher auch in Goldreich u. Sridhar (1997) (Abkürzung GSIII) als intermediate

turbulence, also Turbulenz im Übergangsbereich, bezeichnet. Da alle drei Modelle von

grundlegender Bedeutung sind und auch im Zusammenhang mit dieser Arbeit untersucht

werden, soll jetzt ein kurzer Überblick gegeben werden. Dabei sollen nur die Ideen vorge-

stellt werden. Außerdem wird gezeigt, dass auch die GS-Theorie ein Kolmogorov-artiges

Energiespektrum liefert.

Goldreich-Sridhar Modell für schwache Turbulenz

Wie bereits in der Beschreibung der IK-Theorie dargelegt, ist die Annahme der

Isotropie für ein magnetisiertes Plasma nicht gültig. In diesem Zusammenhang wur-

de auch gezeigt, dass im Rahmen der inkompressiblen MHD in einem solchen Plas-

ma 3-Wellenwechselwirkungen nur mit der Null-Mode möglich sind. Ist die Turbulenz

schwach, müssen die Resonanzbedingungen in Gl. 3.111 eingehalten werden. Somit kann

für schwach turbulente Regimes die 3-Wellenwechselwirkung als Grundmechanismus aus-

geschlossen werden. Daher wird im GSI Modell die nächst höhere Ordnung, also die

4-Wellenwechselwirkung, als dominanter Prozeß untersucht. Analog müssen die Reso-

nanzbedingungen

k1 + k2 = k3 + k4

ω1 + ω2 = ω3 + ω4 (3.113)

gelten. Auch hier müssen die Vorzeichen von k1 · ez und k2 · ez unterschiedlich sein, da

nur Wellen entgegengesetzter Ausbreitung miteinander interagieren können. Wählt man

nun beispielsweise k1z > 0, k2z < 0 folgt aus der Impulserhaltung, dass k3z > 0, k4z < 0
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und damit die beiden Bedingungen

k1z + k2z = k3z + k4z

k1z − k2z = k3z − k4z (3.114)

und somit

k1z = k3z

k2z = k4z. (3.115)

Basierend auf 4-Wellenwechselwirkung kann also keine Energiekaskade in z-Richtung,

also parallel zum Hintergrundmagnetfeld auftreten, da die z-Komponente der obigen

Impulsbedingung unverändert bleibt.

Die Entwicklung der Turbulenz findet folglich senkrecht zu B0 statt. Zunächst geht

man analog zu Kolmogorov von der Bedingung für die Energiekaskade

ε ∼ v2
λ

tc
mit der Kaskadierungszeitskala tc ∼

N

kzvA
(3.116)

aus. Dabei ist N die Anzahl der Kollisionen, die nötig sind um die Korrelation zum

Anfangszustand eines Wellenpakets aufzuheben. ε steht für die injizierte Energierate

und vλ für die fluktuierenden Geschwindigkeitsfelder. Die Amplitude eines Wellenpakets

ändert sich bei 4-Wellenwechselwirkung um

|δvλ| ∼
∣∣∣∣d2vλ

dt2
1

(kzvA)2

∣∣∣∣ . (3.117)

Eine Einheitenanalyse ergibt

d2vλ
dt2
∼ d

dt
(k⊥v

2
λ) ∼ k⊥vλ

dvλ
dt
∼ k2

⊥v
3
λ, (3.118)

wobei diese Überlegung hauptsächlich aus den MHD-Gleichungen folgt, speziell aus

∂tv = −(v · ∇)v, wobei für Scher–Alfvénwellen v · ∇ ∼ k⊥vλ gilt. Das GSI Modell ver-

nachlässigt generell die Spezies Pseudo–Alfvénwellen, da diese in schwacher Turbulenz

äußerst effektiv vom Barnes Mechanismus gedämpft werden (Barnes (1966)). Aus oben

stehenden Bedingungen erhält man die effektive Änderung des Wellenpaketes durch eine
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Kollision ∣∣∣∣δvλvλ
∣∣∣∣ ∼ (k⊥vλkzvA

)2

. (3.119)

Damit kann man nun die Kollisionsrate N in der Bedingung 3.116 bestimmen

N ∼
(
kzvA
k⊥vλ

)4

. (3.120)

Es gilt folglich

v2
λ ∼ εtc ∼

εN

kzvA
∼ ε(kzvA)3

k4
⊥v

4
λ

. (3.121)

Demnach ist ε effektiv zu v6
λ proportional. Nimmt man nun eine konstante Energierate

ε = const an und zieht die dritte Wurzel erhält man

v2
λ ∼

ε1/3(kzvA)

k
4/3
⊥

, (3.122)

woraus sich über

∑
v2
λ =

∫
d3k

8π3
E(k⊥, kz) (3.123)

das dreidimensionale Energiespektrum

E(k⊥, kz) ∝
ε1/3vA

k
10/3
⊥

(3.124)

ergibt. Durch die Energiegleichung wird somit vλ mit k
−2/3
⊥ verknüpft. Implizit folgt

somit N ∝ k
−4/3
⊥ . Dieser Zusammenhang hat zur Folge, dass N mit steigendem k⊥ kleiner

wird. Also werden weniger Kollisionen benötigt um die Korrelation zum Anfangszustand

aufzuheben. Nähert sich N ' 1 ist das System stark turbulent und obige Abschätzung

gilt nicht mehr.

Die Kernaussagen von GSI sind also:

• 3-Wellenwechselwirkung ist in schwacher, inkompressibler MHD-Turbulenz nicht

möglich, da die Resonanzbedingungen nicht erfüllt werden können.
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• 4-Wellenwechselwirkung erzeugt eine Energiekaskade in senkrechter Richtung zum

Hintergrundmagnetfeld. Das eindimensionale Energiespektrum ist flacher als ein

Kolmogorovspektrum.

• Turbulenz wird bei großen Wellenzahlen stärker und kann ab einer gewissen Fluk-

tuationsstärke und Größenskala nicht mehr durch GSI und 4 Wellenwechselwirkung

beschrieben werden.

Der Beweis der oben stehenden Aussagen wurde von GS mittels Störungstheorie und

durch Lösung der kinetischen 4-Wellenwechselwirkungsgleichungen erbracht, soll aber

der Kürze wegen hier nicht gezeigt werden.

Goldreich-Sridhar Modell für starke Turbulenz

In GSI wurde festgestellt, dass Turbulenz sich skalenabhängig verstärkt. Schließ-

lich kann die Kollisionsrate N bis zur Dekorrelation so klein werden, dass die Ener-

giekaskade nicht mehr durch 4-Wellenwechselwirkung fortgesetzt werden kann. Dies

ist in einem stark turbulenten System der Fall. Das GSII Modell erlaubt wieder 3-

Wellenwechselwirkungen, da im Bereich starker Fluktuationen gegenüber dem Hinter-

grundfeld die Resonanzbedingung verletzt werden kann. Es können somit auch Wel-

lenpakete mit mehr als nur den Null-Moden interagieren. Ein wichtiger Parameter zur

Bestimmung des Übergangs von schwacher zu starker Turbulenz, ist die in GSII ein-

geführte kritische Balance. Sie ist definiert durch

ζ ∼ k⊥vλ
kzvA

(3.125)

und wird im Wesentlichen durch die Idee der oben genannten Kollisionsrate bestimmt.

Der Begriff Balance kommt aus der Überlegung, dass dieser Parameter das Gleichge-

wicht zwischen der Alfvénzeitskala, also der, des linearen Regimes, mit der intrinsischen

nichtlinearen Zeitskala darstellt, die den Energietransfer zu kleinen Längenskalen be-

schreibt. Besteht ein Gleichgewicht, muss ζ ∼ 1 gelten. Ist ζ � 1, gilt das GSI Modell

der 4-Wellenwechselwirkung. Die starke Turbulenz ist auch gültig, wenn die kritische

Balance größer als 1 ist. Das wird aus der Herleitung des Energiespektrums ersichtlich.

Prinzipiell ist diese analog zu GSI, wobei ζ ∼ 1 angenommen wird. Wie bereits argu-

mentiert ist dies wiederum gleichbedeutend mit N ∼ 1 und natürlich mit der Annahme

einer starken Anregung vλ ∼ vA. Das Vorgehen ist wieder analog zum GSI Modell. Unter
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den eben getroffenen Bedingungen ergibt sich für die Kaskadierungszeitskala

tc ∼
1

kzvA
. (3.126)

Die kritische Balance wiederum ergibt den Zusammenhang zwischen vλ und vA:

vλ =
kz
k⊥
vA (3.127)

(unter Beachtung ζ = 1). Einsetzen in die Gleichung der Energiekaskade liefert

ε ∼ v2
λ

tc

∼ k2
zv

2
A

k2
⊥(kzvA)−1

∼ k3
zv

3
A

k2
⊥
. (3.128)

Daraus ergeben sich zwei wichtige Zusammenhänge für das Skalenverhalten der Ge-

schwindigkeit und Wellenzahlen in starker Turbulenz

(i) kz ∼ k ⊥2/3 L1/3 (3.129)

(ii) vλ ∼ vA(k⊥L)−1/3. (3.130)

(i) zeigt die Korrelation zwischen senkrechter und paralleler räumlicher Ausdehnung

der turbulenten Strukturen. Man kann in diesem Zusammenhang auch anschaulich wie-

der von Wirbeln reden. Aus (i) erhält man

k⊥
kz
∼ 3
√
k⊥L, (3.131)

was sinngemäß die Ausrichtung der Wirbel am Hintergrundmagnetfeld für große k⊥

widerspiegelt.
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Aus (ii) lässt sich das Energiespektrum herleiten mit

v2
λ ∼

v2
A

k
2/3
⊥ L2/3

L1/3∼
k
2/3
⊥
kz=

v2
A

k
4/3
⊥ L1/3

f

(
kzL

1/3

k
2/3
⊥

)
. (3.132)

Aus Gl 3.123 ergibt sich somit das dreidimensionale Energiespektrum, indem man über

den Wellenzahlraum integriert. Dadurch erhält man einen zusätzlichen Faktor k2
⊥:

E(k⊥, kz) ∼
v2
A

k
10/3
⊥ L1/3

f

(
kzL

1/3

k
2/3
⊥

)
. (3.133)

Somit zeigt das von GS vorgeschlagene Spektrum für starke Turbulenz in einer Di-

mension den Kolmogorovexponenten (∝ k
−5/3
⊥ ), was in dreidimensionaler Darstellung

respektive einem −11/3 Exponenten entspricht. Die Aussagen des GSII Modells wer-

den durch die Berechnungen der kinetischen Wellengleichungen belegt. Auch hier soll

nicht im Detail darauf eingegangen werden. Eine analoge Beweisführung zu GSI durch

Anwendung der Störungstheorie ist nicht mehr möglich, da die Störungs-Näherung ver-

letzt wird. So sind die Fluktuationen nicht mehr hinreichend schwach, dass sich der

störungstheoretische Ansatz der Linearisierung nicht mehr annehmen lässt.

Zusammenfassend wird also von GS für starke Turbulenz angenommen:

• Turbulenz verstärkt sich mit zunehmender Wellenzahl k⊥, bis die Anzahl der Kol-

lisionen zwischen Wellenpaketen, welche die Korrelation zu deren Anfangszustand

aufhebt, gegen 1 geht. Der Ansatz der kritischen Balance beschreibt das Erreichen

der starken Turbulenz.

• Ist ζ ∼ 1, so ist 4 Wellenwechselwirkung nicht länger der dominante Prozeß. Somit

ist der Inertialbereich von GSI beschränkt. In diesem Bereich wird Turbulenz nicht

durch eine bestimmte Ordnung der Wellenwechselwirkung dominiert. So wird Tur-

bulenz gleichermaßen durch nichtresonante 3 Wellenwechselwirkungen generiert.

• Die Kaskade verläuft anisotrop in senkrechter Richtung zum Hintergrundfeld und

das Energiespektrum folgt dem Kolmogorov-Exponenten.
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Goldreich-Sridhar Modell für den Übergangsbereich der Turbulenz

Zum Abschluss des Kapitels über Turbulenztheorie soll der Vollständigkeit halber

noch auf das dritte Modell von Goldreich und Sridhar eingegangen werden. Montgome-

ry u. Matthaeus (1995) zeigten, dass im IK-Modell 3 Wellenwechselwirkung auftritt und

kritisierten somit die Theorie von GSI. Daraufhin wurde in GSIII eine zusätzliches Bild

vorgeschlagen, dass eine Brücke zwischen schwacher und starker Turbulenz schlägt. Es

wurde in den beiden vorangegangenen Modellen gezeigt, dass beide Regimes der Turbu-

lenz in einem System vorliegen können, da Turbulenz sich mit zunehmender Wellenzahl

verstärkt. Also ist die Konsequenz anzunehmen, dass ein Übergangsbereich exisitiert,

indem beide Modelle ihre Gültigkeit haben. Dieser Bereich wird als intermediate Turbu-

lenz bezeichnet. Die primäre Idee dieser Theorie ist es, das IK-Modell nachzuvollziehen

und dabei die 3 Wellenwechselwirkung anzuwenden. Ein wichtiger Unterschied ist bei

der Herleitung des Energiespektrums zu finden, die zwar analog zu GSI ist, aber die

Änderung der Wellenamplituden (Vergleich: Gl 3.117) mit

δvλ
vλ
∼ dvλ

dt

1

vAkzvλ
(3.134)

beschreibt. Dieser Ansatz wird durch 3 Wellenwechselwirkung verursacht. Das hat im

Wesentlichen zur Folge, dass das Energiespektrum deutlich flacher als GSI und GSII ist,

mit

E(k⊥, kz) ∼
v2
L

k3
⊥

(3.135)

und vor allem, dass die Energiekaskade, im Gegensatz zum GSI- und IK-Modell, aniso-

trop ist und sich lediglich in senkrechter Richtung entwickelt. Des Weiteren wird, wie

auch schon durch die kritische Balance in GSII, damit impliziert, dass der Inertialbe-

reich der Übergangsturbulenz stark beschränkt ist. Das hat zur Folge, dass man auf

astronomischen Maßstäben ein solches Spektrum wohl nicht beobachten kann. Die Fluk-

tuationsstärke ist im Übergangsbereich der Turbulenz bereits so groß, dass auch hier die

Störungstheorie keine Gültigkeit mehr hat.

Um eine genauere Klassifikation vorzunehmen, in welchem Bereich das jeweilige Mo-

dell anwendbar ist, werden zwei Eigenschaften der schwachen Turbulenz als Ausgangs-

punkt betrachtet:
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(1) Schwache Wechselwirkungen implizieren, dass die Änderung der Amplitude der

Wellenpakete während einer Wellenperiode (siehe Gl 3.119) klein ist.

(2) Die Änderung muss hinreichend klein sein, dass eine Linearisierung im Rahmen

der Störungstheorie gültig ist.

Entsprechend gilt GSI sofern beide Bedingungen erfüllt sind. Im Bereich der intermediate

Turbulenz (GSIII) hat nur noch (1) Gültigkeit, obwohl die Amplitudenänderung bereits

so stark ist, dass die Störungstheorie versagt. Konsequenterweise werden durch starke

Turbulenz (1) und (2) verletzt und GSII wird gültig.

Abschließend sei noch erwähnt, dass sich das vorgestellte Bild auf die Originalarbei-

ten von Goldreich und Sridhar bezieht. Dabei ist vor allem GSII für die starke Turbulenz

akzeptiert. Das Modell der schwachen Turbulenz wird immernoch diskutiert. Allerdings

scheinen 4 Wellenwechselwirkung nicht zwingend dominant zu sein. In der soeben ge-

nannten Klassifikation erfüllt schwache Turbulenz immer (1) und (2), wie von Galtier

et al. (2000) gezeigt werden konnte, da die Störungstheorie auch für schwache Turbulenz

Gültigkeit besitzt. Vielmehr nimmt man derzeit an, dass die beiden Modelle GSI und

GSIII nicht getrennt zu behandeln sind und der Begriff
”
intermediate“ allgemein durch

”
schwach“ ersetzt wird (Lithwick u. Goldreich (2003)). Es scheint also eine Mischung

beider Modelle gültig zu sein. Für die vorliegende Arbeit ist allerdings die starke Turbu-

lenz von größerer Bedeutung, daher soll eine tiefer gehende Behandlung der schwachen

Turbulenz hier nicht weiter verfolgt werden.

Zusammenfassend bieten die Arbeiten von Goldreich und Sridhar die derzeit beste

Basis für Modelle der inkompressible MHD-Turbulenz. Sie beschreiben Turbulenz kon-

sistent durch Wellenwechselwirkungsprozesse unterschiedlicher Ordnung und erklären

die beobachteten Energiespektren. Vor allem lässt sich durch GSII im Regime starker

Turbulenz der Kolmogorovexponent −5/3 herleiten, was bis dahin nicht für magnetisier-

te Plasmen möglich war. Im Ergebnisteil dieser Arbeit wird dem Leser die Bedeutung

dieser Modelle ersichtlich.
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3.3. Teilchentransport

Der letzte Grundpfeiler, der dieser Arbeit zugrundeliegenden Theorie, ist der Transport

von Teilchen. Es wird durch die Simulation der Teilchendynamik eine, im Rahmen der

numerischen Genauigkeit, relativ exakte Modellierung des Teilchentransports gewähr-

leistet (für weitere Details soll auf Kapitel 4.2 verwiesen werden). Die physikalischen

Vorgänge, wie die Teilchenbewegung und Streuungen, werden durch die Reaktion der

Teilchen auf die magnetischen und elektrischen Felder des Hintergrundplasmas vermit-

tels der Lorentzkraft, realistisch modelliert. Das bedeutet, das in dem Modell dieser Ar-

beit ein Hybridcode verwendet wird, der zum einen die kollektive Plasmabewegung durch

die MHD-Theorie darstellt und zum anderen das kinetische Regime der Einzelteilchen

beschreibt. Die zugrundeliegende Idee, eines solchen Mischmodells ist die Möglichkeit

Szenarien zu untersuchen, wie sie unter Kapitel 2 vorgestellt wurden; der turbulente

Sonnewind folgt dem Regime der MHD, während die hochenergetischen Teilchen, die

maßgeblich durch den SW beeinflußt werden, wie z.B. in SEP-Ereignissen, einer ki-

netischen Betrachtung bedürfen. Um aus den daraus resultierenden Messgrößen eine

angemessene Theorie des Teilchentransports zu finden, muss man dennoch vom Einzel-

teilchenbild Abstand nehmen.

Schon in Kapitel 3.1 wurde die Idee einer statistischen Beschreibung eines Plasmas

dargestellt. Der gleiche Formalismus lässt sich folglich auch zur Modellierung des Teil-

chentransports benutzen. Auch hier steht erneut die Vlasov-Gleichung im Mittelpunkt.

Diese soll im ersten Unterkapitel (3.3.1) an die Problemstellung angepasst werden. Auf-

grund der Limitierung durch die derzeit mögliche Rechenleistung ist auch hier leider

eine vollständige Beschreibung des Transports nicht möglich. Man ist also erneut auf

Näherungen angewiesen. Eine zentrale Rolle spielt hierbei die quasilineare Theorie (im

Folgenden auch QLT), die in Kapitel 3.3.2 eingeführt wird. Durch diese Theorie lässt

sich der Transport durch ermitteln der sogenannten Fokker-Planck-Koeffizienten bestim-

men. Die Annahmen der QLT sind allerdings nur unter sehr stringenten Bedingungen

möglich. Daher gewannen in den letzten Jahren andere Modelle an Bedeutung, die aller-

dings erheblich rechenaufwendiger sind. In Kapitel 3.3.3 sollen die Schwächen der QLT

und mögliche Alternativen aufgezeigt werden.

Des Weiteren gehen die folgenden Kapitel von sogenannten Testteilchenbeschreibun-

gen aus. Das heißt, die Rückwirkung der Teilchen auf die Felder wird vernachlässigt.
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Somit sind Plasma- und Teilchendynamik voneinander entkoppelt. Man kann sich leicht

vorstellen, welche Rechenkapazität eine selbstkonsistente Modellierung realistischer Plas-

men zur Folge hätte, wie es beispielsweise in reinen Vlasov-Maxwell-Modellen versucht

wird. Eine solche Annahme ist also für die Anwendbarkeit dieser Theorie unabdingbar,

im Speziellen auch deshalb, weil im Rahmen eines Hybridmodells eine klare Trennung

zwischen Fluidbeschreibung und kinetischer Beschreibung angenommen werden muss,

da beide Theorien in physikalisch verschiedenen Regimes angesiedelt sind.

3.3.1. Statistische Beschreibung des Teilchentransports

Gemäß Kapitel 3.1.1 ist die Teilchenverteilung durch die Phasenraumdichte in Gl. 3.3

gegeben. Durch den Satz von Liouville ist man für fT (x,v, t) schließlich auf die Vlasov-

Gleichung (3.6) gekommen. Teilchentransport, speziell für die hochenergetischen Teil-

chen der Heliosphäre oder der kosmischen Strahlung, findet in der Regel im relativis-

tischen Bereich statt. Der Unterschied liegt folglich in der Bewegungsgleichung die den

Gammafaktor trägt:

v =
dx

dt
=

p

mγ
(3.136)

Somit ist die relativistische Vlasov-Gleichung durch

dfT
dt

=
∂fT
∂t

+
p

mγ
· ∂fT
∂x

+
q

c
(cE(x, t) + v ×B(x, t)) · ∂fT

∂p
= ST (x,p, t) (3.137)

gegeben. Der Kürze wegen, soll an dieser Stelle auf weitere Details verzichtet werden.

Eine genauere Herleitung der Problematik wurde bereits in Lange (2008) durchgeführt.

Wichtig für das Folgende ist jedoch der Übergang in ein passendes Koordinaten-

system. Da geladene Teilchen der Masse mi, sowie der Kernladungszahl Zk unter dem

Einfluss eines Magnetfeldes B um die Feldlinien mit der Frequenz

Ω =
ZkeB

γmic
(3.138)

und dem Larmorradius

rL =
vT
Ω

(3.139)
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gyrieren, bietet es sich an in Kugelkoordinaten des Führungszentrums der Teilchen über

zu gehen. Die Gyrationsbewegung wird vom Ortsvektor

R(X, Y, Z) = x +
v × ez
±Ω

(3.140)

absorbiert. Das Vorzeichen im Nenner ist entsprechend der Ladung der Teilchenspezies

zu wählen. Die sphärischen Koordinaten werden durch den Pitchwinkel

µ = cosθ ≡ v ·B0

|v||B0|
, (3.141)

den Winkel in der x − y-Ebene Φ und dem Impulsbetrag p bestimmt. Es ergeben sich

somit folgende Koordinatentransformationen:

px = p
√

1− µ2 cos Φ

py = p
√

1− µ2 sin Φ

pz = p µ

x = X − c

qB0

p
√

1− µ2 sin Φ

y = Y +
c

qB0

p
√

1− µ2 cos Φ

z = Z. (3.142)

Unter diesen Transformationen in das neue System der Koordinaten Xσ lässt sich die

relativistische Vlasov-Gleichung durch

∂FT
∂t

+ vµ
∂FT
∂Z
− Ω

∂FT
∂φ

+
1

p2

∂

∂Xσ

(〈p2gXσδfT 〉) = ST (Xσ, t) (3.143)

ausdrücken. Die einzelnen Herleitungsschritte sollen hier nicht gezeigt werden (nachzule-

sen entweder in Schlickeiser (2002) oder Lange (2008)). Wichtig ist hierfür die Annahme,

dass die Fluktuationen der Felder klein sind, so dass der aus dem vorangegangenen Ka-
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pitel bereits bekannte Störungsansatz gemacht werden kann

E = δE(x, t)

B = B0 + δB(x, t)

〈E(x, t)〉 = 0

〈B(x, t)〉 = B0. (3.144)

Des Weiteren steht gXσ in Gl. 3.143 für die generalisierten Kräfte. Sie beschreiben im

Wesentlichen die Wirkung der elektromagnetischen Felder auf die Teilchen und sind

letztendlich die zeitlichen Ableitungen der dazugehörigen Koordinaten. So entspricht

beispielsweise gµ = µ̇. Die Funktion FT repräsentiert den Erwartungswert 〈fT 〉 und

δfT (x,v, t) = fT (x,v, t)− FT (x,v, t) (3.145)

ist die Abweichung des Mittelwerts vom Momentanzustand der Teilchenverteilung.

3.3.2. Quasilineare Theorie

Die quasilineare Theorie geht zunächst von den bereits unter Gl. 3.144 getroffenen Be-

dingungen aus. Die eigentliche Näherung der QLT ist jedoch die Annahme, dass Teil-

chen sich auf ungestörten Trajektorien bewegen. Genauer gesagt die Führungszentren

der Teilchen. Dies entspricht dem Nullsetzen der mittleren Wirkung der generalisier-

ten Kraftterme, 〈gXσ〉 ≡ 0, die in Gl. 3.143 definiert wurden. Die Konsequenz ist, dass

nichtlineare Terme der Fluktuationen im Mittel als vernachlässigbar klein angenommen

werden, das System folglich quasilinear ist. Grundlegend für diese Methodik war die

Arbeit von Jokipii (1966). Darin wurde im Wesentlichen damit argumentiert, dass die

Zweipunkt-Korrelationsfunktion die Teilchendiffusion ausreichend beschreibt.

Unter den Annahmen der QLT reduziert sich die Vlasovgleichung (Herleitung bereits
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in Lange (2008)) zu folgender Form

∂FT
∂t

+ vµ
∂FT
∂Z
− Ω

∂FT
∂φ

=ST (Xσ, t)

+
1

p2

∂

∂Xσ

p2 ∂FT

∂X̂σ

∫ t

0

ds〈gXσgX̂σ(X̂σ, s)〉︸ ︷︷ ︸
DXσX̂σ

 . (3.146)

Dabei wurde zur Herleitung dieser Gleichung u.a. die Lösungsmethode der Charakteris-

tika benutzt. Die Notation mit dem Dach-Symbol, steht für Größen entlang der Charak-

teristika. Gl. 3.146 wird auch als Fokker-Planck-Gleichung bezeichnet. Sie wird durch die

gleichnamigen Fokker-Planck-Koeffizienten DXσX̂σ
definiert. Wichtig ist die Annahme,

dass die Entwicklungszeitskala hinreichend groß ist, also t → ∞. Im Speziellen soll der

Koeffizient

Dµµ =
1

2∆t

∫∫ t+∆t

t

dt1 dt2

〈
dµ(t1)

dt1

dµ(t2)

dt2

〉
= lim

t→∞

∆µ2

2∆t

= lim
t→∞

∆v2
‖

2∆t
(3.147)

betrachtet werden. Man beachte die eben erwähnte Abhängigkeit der Zweipunkt – Kor-

relationen und dementsprechend dass Fehlen derer höherer Ordnungen. Dµµ ist von be-

sonderer Bedeutung. Dieser Koeffizient beschreibt die Streuung des Pitchwinkels eines

Teilchens. Streuvorgänge sind im Bild der QLT resonante Welle-Teilchen-Interaktionen,

die der Bedingung

k‖WvTµ− ωW − nΩT = 0 (3.148)

genügen (Schlickeiser (1989)). Die mit W indizierten Größen entsprechen Eigenschaften

der Welle (parallele Wellenzahl k‖W und Kreisfrequenz ωW ), respektive T , denen des

Teilchens (parallele Ausbreitungsgeschwindigkeit vT und Gyrationsfrequenz Gl. 3.138).

Die Ordnung der Resonanz wird durch n εZ bestimmt. Da die Wechselwirkung zwischen

Welle und Teilchen für diese Arbeit von großer Bedeutung sind und deren Grundlagen

für spätere Simulationen verstanden werden müssen, soll nun dieses Formalismus genau-
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er beleuchtet werden. Die Bedingung 3.148 leitet sich aus der Änderung des Pitchwinkels

ab, die durch eine Streuung verursacht wird. Im engeren Sinne interagiert ein gelade-

nes Teilchen mit der Magnetfeldstörung δB, die durch eine Alfvénwelle hervorgerufen

wird und verlässt seine ungestörte Gyration. Es muss demnach die Korrektur durch die

Impulsänderung in paralleler Richtung berechnet werden, da pdµ
dt

=
dp‖
dt

. Die zeitliche

Ableitung des parallelen Impulses gewinnt man aus der Lorentzkraft indem man den

v × δB-Term ausführt:

dp‖
dt

=
ec

2E

∑
±

(∓i)p⊥0δB±, (3.149)

wobei E die als konstant angenommene Energie des Teilchens ist. Der parallele Impuls

des Teilchens bleibt in der ungestörten Gyration unverändert während p⊥ = px ± ipy =

p⊥0 exp[∓iΩt] durch die Kreisbewegung moduliert wird. Dementsprechend wird die zeit-

liche Änderung von µ durch

dµ

dt
=

ec

2pE

∑
±

(∓i)p⊥0 exp[∓i(φ0 − Ωt)]δB±(r) (3.150)

bestimmt. Durch die Zerlegung des Magnetfeldes der Welle in dessen Fouriermoden

δB±(r) =
1

8π3

∫
d3kδB±(k) exp (ikr) (3.151)

und dem Umschreiben der Exponentialfunktion mit den parallelen Komponenten von k

und r, durch die erzeugenden Besselfunktionen Jn

exp (iz sin θ) =
∞∑

n=−∞

Jn(z) exp (inθ) (3.152)

erhält man die Änderung von µ mit den getrennten Anteilen paralleler und senkrechter

Komponenenten

dµ

dt
=

ec

2pE

∑
±

(∓i)p⊥0 exp[∓iφ0]

· 1

8π3

∫
d3k δB±(k)

∑
n

Jn

(
k⊥v⊥

Ω

)
· exp [−in(Ψ− φ0) + it(k‖v‖0 ± Ω− nΩ)] (3.153)
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mit dem Polarkoordinatenwinkel Ψ in der k⊥-Ebene (k = (k⊥ cos (Ψ), k⊥ sin (Ψ), k‖)
T ).

Dieser Ausdruck lässt sich für Alfvénwellen dahingehend vereinfachen, da die Fluktua-

tionen in Richtung k×Bz liegen und somit δB±(k) = δB(k)(∓i) exp(±iΨ). Die zeitliche

Integration liefert schließlich einen Ausdruck für µ

µ =− e c p⊥0

2pE 8π3

∫
d3k δB(k)

∑
n

2nΩ

k⊥v⊥
Jn

(
k⊥v⊥

Ω

)
exp [−in(Ψ− φ0)]

·
∫ t

0

dt′ exp [it′(k‖v‖0 − nΩ)] + µ0. (3.154)

Durch die Anwendung der Definition 3.147 lässt sich somit ein Ausdruck für Dµµ fin-

den. Dazu muss 〈∆µ∆µ〉 berechnet werden. Mit Gl. 3.154 und mit 〈δB(k)δB ∗ (k′)〉 =

(2π)6P (k) δ(k − k′) erhält man

〈∆µ∆µ〉 =
e2 c2 p2

⊥0

p2E2
d3k P (k)

∑
n

n2Ω2

k2
⊥v

2
⊥
J2
n∫ t

0

dt′
∫ t

0

dt′′ exp [i(t′ − t′′)(k‖v‖0 − nΩ)]. (3.155)

Die Zeitintegration lässt sich für t→∞ durch∫ t

0

dt′
∫ t

0

dt′′ exp [i(t′ − t′′)(k‖v‖0 − nΩ)]

' 2πtδ(k‖v‖0 − nΩ) (3.156)

näherungsweise ausdrücken. Folglich ist

Dµµ =
π e2 c2

E2
(1− µ2)

∫
d3k P (k)

·
∑
n

n2Ω2

k2
⊥v

2
⊥
J2
n

(
k⊥v⊥

Ω

)
δ(k‖v‖0 − nΩ). (3.157)

Physikalisch bedeutet diese Gleichung, dass ein Teilchen mit einer Wellenmode in dis-

kreten Intervallen n resonant wechselwirkt. Für n = 0 findet keine Streuung mit den

Scherwellen statt, was daher rührt, dass Alfvénwellen nicht mit Teilchen interagieren

können, die sich entlang Bz bewegen. Diese sogenannte Cherenkov Resonanz kann da-

her ausschließlich von pseudo Alfvénwellen generiert werden. Für n = ±1 dominiert die

parallele Komponenente der Welle und Gl. 3.148 ist anwendbar. Für |n| > 1 werden die
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Besselfunktionen und somit die senkrechten Anteile der Welle entscheidend. Für diesen

Fall ist demnach J2
n

(
k⊥v⊥

Ω

)
nicht zu vernachlässigen. Des Weiteren wurde in der Herlei-

tung dieser Gleichung angenommen, dass die Zeitentwicklung hinreichend groß ist. Man

kann sich darunter vorstellen, dass eine Welle zunächst im ballisitischen Regime mit

beliebigen Teilchen interagiert, aber nur jene Teilchen effektiv gestreut werden, die nahe

der Resonanzbedingung liegen. Ist die zeitliche Entwicklung weit fortgeschritten, also

nach einigen Welle-Teilchen-Wechselwirkungen, nähert sich die Verteilung immer mehr

einer δ-Funktion an. Teilchen, deren Pitchwinkel die Resonanzbedingung nicht erfüllen,

werden im Mittel nicht gestreut.

Aus der Pitchwinkelstreuung lassen sich wichtige Größen, wie die mittlere freie Weglän-

ge eines Teilchens ableiten

λ‖(v) =
3

8
v

∫ +1

−1

dµ
(1− µ2)2

Dµµ

∼ 2∆t(1− µ2)2

∆v2
‖

, (3.158)

welche man aus der Messgröße der Winkelverteilung und Monte–Carlo Simulationen

gewinnt (Agueda et al. 2009). Am Beispiel des Pitchwinkelkoeffizienten Dµµ sei noch

erwähnt, dass bei numerischer Behandlung die Integration in Gl. 3.147 wie gewohnt

diskretisiert wird. Es kommt noch eine weitere Summe über die Anzahl der Teilchenrea-

lisierungen hinzu, da für eine hinreichend gute Statistik über viele Trajektorien gemittelt

werden muss. Somit ist

Dµµ(Xσ, t) =
∑
T

1

NT

tend∑
s=0

∆s µ̇(s)µ̇(tend), (3.159)

wobei diese Definition als Kuboformalismus bezeichnet wird (Kubo 1957).

Wie man schon aus den oben stehenden Erkenntnissen ableiten kann, beschreibt die

Fokker-Planck-Gleichung (im Folgenden auch FP-Gleichung) offensichtlich die Diffusi-

on von Teilchen. So findet man eine zweifache räumliche Ableitung in Gl. 3.146 im

Term der FP-Koeffizienten. Bei genauerem betrachten erkennt man ebenso Driftterme.

In der Tat ist die FP-Gleichung eine Diffusions-Drift-Gleichung der Struktur (hier im

eindimensionalen Beispiel einer Wahrscheinlichkeit p(x, t))

∂

∂t
p(x, t) =

1

2

∂2

∂x2
[D2(x, t)p(x, t)]− ∂

∂x
[D1(x, t)p(x, t)] , (3.160)
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mit dem Driftkoeffizienten D1 und dem Diffusionskoeffizienten D2. Sie lässt sich aus der

Chapman-Kolmogorov-Gleichung herleiten, die eine allgemeine zeitliche Entwicklung von

Wahrscheinlichkeiten modelliert, sofern p(x, t)
”
ohne Gedächtnis“ ist, sich also lediglich

aus dem letzten vorangegangenen Zustand ergibt. Solche unkorrelierten Vorgänge werden

im Einzelnen als Markov-Prozesse, im Sinne einer Entwicklung auch als Markovketten be-

zeichnet. Diese Prozesse sind eine nötige Voraussetzung, falls man den Teilchentransport

durch die FP-Gleichung beschreiben will. Im Rahmen der linearen Störungstheorie der

QLT, werden implizit Markovketten angenommen. Es liegt also Nahe, dass der Gültig-

keitsbereich der QLT dahingehend eingeschränkt ist. Bei genauerer Untersuchung der

soeben vorgestellten Theorie, offenbaren sich weitere Probleme. Diese sollen im letzten

Abschnitt diskutiert werden.

3.3.3. Alternativen zur QLT

Die bereits angesprochenen Markovprozesse sind nötig um die Gültigkeit der FP–Gleich-

ung zu gewährleisten. In der Anwendung der QLT und somit bedeutend für die Ent-

wicklung der Teilchenverteilung wird diese Bedingung durch die Autokorrelationszeit

τAC widergespiegelt. Dieses Zeitintervall gibt an, wann ein Teilchen auf eine, zum vor-

angegangenen Zustand unkorrelierte, Feldkonfiguration trifft (Völk (1973)). So ist die

Aussage von Gl. 3.147 nur dann korrekt, wenn τAC deutlich kleiner als ∆t ist. Außerdem

muss ∆t wiederum kleiner sein, als die Relaxationszeit der Teilchenverteilung fT (x,v, t).

Nach Chandrasekhar (1943) muss τAC folglich hinreichend klein sein.

Die Grundanahme der QLT ist die Bewegung der Teilchen auf ungestörten Bahnen.

Diese Annahme ist nur haltbar, wenn die fluktuierenden Feldanteile δB klein gegenüber

dem Hintergrundfeld sind, da sonst zwischen den beiden Komponenten nicht mehr un-

terschieden werden kann. In realen Plasmen sind diese Abweichung jedoch so groß, dass

lokale Feldkonfigurationen eine erhebliche Größe annehmen und konsequenterweise die

Teilchen nicht länger ungestörten Trajektorien folgen. Dementsprechend lässt sich ei-

ne weitere Einschränkung der QLT definieren. So konnte Dupree (1966) zeigen, dass

die quasilineare Theorie anwendbar ist, sofern τAC sehr viel kleiner ist, als das Zeitin-

tervall τPD, innerhalb dessen ein Teilchen signifikant seinen ungestörten Orbit verlässt.

Korrekturen der QLT werden nötig wenn τAC . τPD.

Ein weiteres Problem der QLT ist die unbefriedigende Darstellung von Teilchen, die
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sich nahezu senkrecht zum Hintergrundfeld bewegen, für die also µ ≈ 0 ist. Für solche

Teilchen wird demnach die parallele Geschwindigkeitskomponente gegen Null gehen, was

im FP-Modell die Pitchwinkelstreuung verschwinden lässt. Tatsächlich wird aber τAC so

groß, dass die eben herausgearbeiteten Bedingungen nicht länger valide sind. Selbst wenn

man weiterhin vom Fokker-Planck-Modell ausgeht, erhält man für v‖ ≈ 0 Singularitäten

in der mittleren freien Weglänge (Gl. 3.158) und in der Resonanzbedingung 3.148. In

Systemen, die kleiner als λ‖ sind oder in vergleichbarer Größe, unterliegt der Teilchen-

transport nicht mehr der Diffusion, sondern folgt dem Knudsen-Fluss (Völk (1973)).

Ist dies der Fall, fehlt auch die Rechtfertigung der Diffusionsnäherung. Demnach bricht

das Bild der Fokker-Planck-Beschreibung durch eine Diffusions–Drift- -Gleichung völlig

zusammen.

Hasselmann u. Wibberenz (1970) konnten einen Zusammenhang zwischen der Gültig-

keit der QLT und dem Turbulenzspektrum herstellen. So scheinen die FP-Koeffizienten

nur aussagekräftig zu sein, sofern das parallele Spektrum nicht zu steil ist. Als Grenze

wird hierbei für ein Spektrum E(k‖) ∼ kα‖ der maximale Exponent α ≈ −2 angegeben.

Für steilere Spektren, also α . −2, sind Korrekturen nötig.

Abbildung 3.4.: Verlauf des Pitchwinkelkoeffizienten gegen η
V
∼ µ aufgetragen, mit

Überlagerung der Lösung der quasilinearen Theorie (im Plot als Dql notiert) mit Kor-
rekturen der nichtlinearen Terme für den Bereich µ ≈ 0, was einer verschwindenden
parallelen Geschwindigkeitskomponente entspricht. Der Plot wurde Völk (1973) entnom-
men.
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Eine möglich Alternative wurde von Völk (1973) vorgeschlagen. In dieser Arbeit wer-

den Terme nichtlinearer Ordnung in die Herleitung von Dµµ einbezogen. Dennoch wird

das Ergebnis der QLT für den Bereich ausgeprägter v‖ benutzt. Somit entspricht dieses

Modell zum einen der QLT mit dem Pitchwinkelkoeffizienten in analytischer Form

Dqlt
µµ = π

( e

mc

)2

v2
⊥

∑
k

∑
n

δ(k‖v‖ − nΩ)|δB(k)|2
(

nΩ

k⊥v⊥

)2

J2
n

(
k⊥v⊥

Ω

)
, (3.161)

wobei implizit die Welle-Teilchenresonanz aus Gl. 3.148 angenommen wurde. Zum ande-

ren wurde die Korrektur durch die nichtlinearen Terme in erster Ordnung vorgenommen,

um die Schwäche der QLT für µ ≈ 0 zu überlagern. Damit ergibt sich für kleine Beträge

des Pitchwinkels der Koeffizient

Dµµ(0)(3+α)/2 = −30.5(α+1)

α + 1
3

v2B2C
π

4
Ω0.5(3α+5), (3.162)

indem der Exponent des Turbulenzspektrums α mit eingeht. C ist dabei die Normierung

des Spektrums. In Abb. 3.4 ist der Verlauf dieser Überlagerung für ein Spektrum mit

α = −2 dargestellt. Es ist ein deutlicher Unterschied zum Ergebnis der QLT zu erkennen.

Das Modell von Völk basiert dennoch zum Teil auf den Annahmen der quasilinearen

Theorie, vor allem in Bezug auf die senkrechte Diffusion. Zwar wurden die nichtlinea-

ren Korrekturen betrachtet, aber die Führungszentrumskoordinaten X(t) und Y (t) sind

weiterhin Null. Dieses Problem wurde in der weakly nonlinear theory (kurz WNLT) von

Shalchi et al. (2004) verbessert. Die WNLT ist die erste Theorie, welche die Effekte der

Ablenkungen der Teilchen aus ihren ungestörten Orbits berücksichtigt. Dafür wurden

Ansätze der nonlinear guiding center theory von Matthaeus et al. (2003) benutzt um

X(t) und Y (t) durch eine nichtlineare senkrechte Entwicklung zu erweitern. Der dar-

aus hergeleitete Pitchwinkelkoeffizient (der Übersicht halber soll hier auf die detaillierte

Form verzichtet werden), wird um nichtlineare Effekte erweitert. Wichtig ist hierbei

eine Steuerungsfunktion, die das Maß der Nichtlinearität bestimmt und im Grenzfall

das Ergebnis der QLT erzeugt. Außerdem wird in dieser Theorie der Streuvorgang in

einen parallelen (slab), sowie einen senkrechten Anteil zerlegt. Dementsprechend wer-

den zusätzlich neue Formen von Dµµ für eine effektiv zweidimensionale Turbulenz in

senkrechter Richtung erzeugt, so dass sich der Pitchwinkelkoeffizient aus der Summe der
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Komponenten

Dµµ = Dslab
µµ +D⊥µµ (3.163)

ergibt.

Eine völlig andere herangehensweise bietet die Messung des Diffusionsstromes der zu

untersuchenden Größe im Rahmen einer Simulation. Wieder am Beispiel des Pitchwin-

kels, wäre es der Diffusionsstrom von Dµµ. Dazu geht man wie folgt vor. Zunächst werden

Teilchen kontinuierlich mit µ0 initialisiert. Sobald eine Diffusion statt gefunden hat, also

Dµµ 6= 0, werden entsprechende Teilchen, die nun ihren Pitchwinkel um ∆µ geändert

haben, wieder aus dem System entfernt. Dementsprechend entsteht durch den andau-

ernden Fluss zwischen Initialisierung, Diffusion und Entfernen, ein Gleichgewicht und

somit ein Diffusionsstrom. Dieser ist eine korrekte Lösung der Diffusionsgleichung und

umgeht somit die Probleme der QLT. Lediglich die Annahme eines zugrundeliegenden

Diffusionsprozeß ist nötig.

3.3.4. Selbstgenerierte Wellen und Plasmainstabilitäten

In den vorangegangenen Abschnitten wurden Welle-Teilchen-Interaktionen diskutiert.

Dabei lag der Fokus stets auf der Wirkung von Plasmawellen auf Einzelteilchen. Im

letzten Kapitel der Theorie soll schließlich noch erörtert werden, welche Effekte sich auf

das Plasma auswirken. Prinzipiell muss für eine vollständige Beschreibung dieser Pro-

blematik die Theorie der Plasmainstabilitäten eingeführt werden. Diese beschreibt die

Entwicklung einer Störung in einem Plasma, welche, falls nicht sofort gedämpft (stabiles

Plasma), anwachsen kann und dabei Wellen erzeugt. Durch eine Plasmainstabilität wird

folglich die Dispersionsrelationen der Plasmawellen modifiziert. Aufgrund der immensen

Vielfältigkeit solcher Instabilitäten, die verschiedenste Plasmamoden anregen können,

soll hier nur der, für die vorliegende Arbeit relevante Mechanismus diskutiert werden,

die sogenannte Strömungsinstabilität. Diese wurde bereits implizit in dem Phänomenolo-

giekapitel verwendet, da das Hintergrundplasma des Sonnenwindes durch das anisotrope

Einströmen von hochenergetischen Teilchen, z.B. durch Flares und CMEs, massiv gestört

wird. Dabei werden, abhängig von der Energie der einströmenden Teilchen, durch nichtli-

neare Prozesse, Alfvénwellen erzeugt (vgl. Kapitel 3.1). Der interessierte Leser kann sich

einen sehr guten Überblick über das Gebiet der Plasmainstabilitäten in Melrose (1989)
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und Koskinen (2011) verschaffen, an denen sich auch dieser letzte Abschnitt orientiert.

Der zentrale Prozess bei der Ausbreitung von hochenergetischen Teilchen in ma-

gnetisierten Plasmen, ist die bereits diskutierte Welle-Teilchen Wechselwirkung. Dabei

interagiert ein Teilchen mit Impuls p durch seine Geschwindigkeitskomponente vT mit

dem Wellenvektor kW einer Welle der Frequenz ωW resonant, sofern die Bedingung

kWvTµ− ωW − nΩT = 0 (3.164)

erfüllt ist (Schlickeiser (1989), siehe auch Gl. 3.148). Bei dieser Interaktion ändert sich

die Energiedichte W der Welle demnach um

dW (k)

dt
= −Γ(k)W (k), (3.165)

wobei je nach Vorzeichen des Koeffizienten Γ die Welle an Energie gewinnt oder verliert.

Respektive wird das Teilchen entweder beschleunigt oder abgebremst. Durch die Anwen-

dung der quasilinearen Theorie, kann man die Wellenwachstumsrate abhängig von der

Gesamtverteilungsfunktion f(r,p, t) der wechselwirkenden Teilchen mit

Γ(k‖) =
1

W

dW (k)

dt

=
πΩ

2nvA

∫
d3 p v(1− µ2)|k|δ(k‖ +

Ω

vµ
)
∂f

∂µ
(3.166)

angeben (Vainio 2003). Die δ-Funktion stellt hierbei die Resonanzbedingung dar und

lässt sich nach Skilling (1975) und Bell (1978) unabhängig von µ darstellen. Somit ver-

einfacht sich die Wachstumsrate zu

Γ(r, p, t) =
π

2

Ω p

nvA
2π

∫ +1

−1

dµ vµp2f

=
π

2

Ω p

nvA
S(r, p, t). (3.167)

Die Funktion S(r, p, t) steht für die Verteilungsfunktion der einströmenden Teilchen,

da durch die Integration die effektive Anzahl der Teilchen, die eine Einheitsfläche mit

bestimmten Einheitsimpuls im Einheitszeitintervall passieren, dargestellt wird (Vainio

2003). Gl. 3.167 zeigt sehr anschaulich, wie einzelne Wellenmoden durch einen Strom

einer bestimmten Teilchenpopulation, wie z.B. SEPs, angeregt werden können.
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Das eben beschriebene Wellenwachstum entspricht genau den Vorgängen, die in Ka-

pitel 2.5.2 durch den Fermi-Prozess an einem Schock erklärt wurden. In der Tat besteht

die Schockregion aus selbstgenerierten Wellen, die beispielsweise durch den koronalen

Masseauswurf entstehen. Die Wellenspezies die für SEP-Ereignisse besonders in Frage

kommt sind die bereits angesprochenen niederfrequenten Alfvénwellen. Diese werden

vorzugsweise durch SEPs generiert und treten über Gl. 3.164 im Gegenzug wieder mit

den Protonen in Wechselwirkung (Reames 1989). Man kann sich leicht vorstellen, dass

ein Teilchenstrom mit hohem Impuls beim Durchlaufen der Schockregion seine Energie

teilweise auf Alfvénwellen überträgt. Für darauffolgende Teilchen wird somit die mittlere

freie Weglänge reduziert, da die Streuwahrscheinlichkeit an der verstärkten Mode erhöht

ist. Dieser Effekt ist als Strömungslimitierte Intensität von SEPs bekannt und wurde aus-

giebig von Ng u. Reames (1994) und Reames u. Ng (1998) untersucht. So zeigen Messun-

gen von sukzessiven SEP-Ereignissen eine obere Grenze der Intensitäten, abhängig von

der Teilchenenergie. Ein wichtiger Hinweis auf den Mechanimus selbstgenerierter Wellen

ist außerdem der starke Intensitätsanstieg, wenn die Schockfront (natürlich abhängig

vom räumlichen Messbereich im Schock, siehe Kapitel 2.5.2) die messende Raumson-

de erreicht. Dieser ist dadurch zu erklären, dass durch die Welle-Teilchen-Interaktionen

die Teilchen vorübergehend in der Schockfront gefangen werden und somit effektiv eine

höhere Teilchenintensität innerhalb und nahe des Schocks vorliegt.
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4. Methodik

Dieses Kapitel widmet sich der technischen Umsetzung der vorgestellten Thematik.

Im Wesentlichen geschieht dies in zwei Teilen. Zum einen durch Lösung der MHD-

Gleichungen zur Simulation eines Plasmahintergrundes, zum anderen durch Berechnung

der Lorentzkraft für Testteilchen, die sich eben in diesen Plasma bewegen. Aus den in

Kapitel 3.1 und 3.3 diskutierten Gründen, sind beide Systeme von einander getrennt

und interagieren nur über den Austausch der magnetischen und elektrischen Felder. Wie

bereits erwähnt ist eine Rückwirkung der Teilchen auf das Plasma hierbei nicht möglich.

Der Hauptanteil der vorliegenden Arbeit liegt in der Plasmasimulation. Daher soll

zunächst die verwendete Lösungsmethodik der MHD-Gleichung beschrieben werden.

Anschließend wird das numerische Lösungsverfahren der Lorentzkraft diskutiert. Bei-

de Algorithmen werden von einem vollständig parallelisierten, objektorientiertem C++

Programm iteriert, welches am Ende dieses Kapitels vorgestellt wird.

4.1. Numerik der Plasmasimulationen

Kernpunkt der Plasmabeschreibung sind die MHD-Gleichungen der Form, wie sie in Ka-

pitel 3.1.4 vorgestellt wurden, im Speziellen deren Wellendarstellung durch die Elsässer-

variablen in den Gleichungen 3.62 – 3.64. Diese Gleichungssysteme sind i.A. nicht mehr

analytisch lösbar, daher muss man zu einer numerischen Beschreibung übergehen, folg-

lich das System diskretisieren und iterativ lösen. Das Problem der Modellierung eines

turbulenten Plasmas besteht darin, dass aufgrund der Dynamik des Systems sich Schock-

regionen ausbilden können, also starke Änderungen der Feldkonfigurationen auf kleinen

räumlichen Skalen. Dies kann zu Unstetigkeiten führen, die in der Mathematik als Rie-

mannproblem bezeichnet werden.

Es gibt zahlreiche Lösungsverfahren, sogenannte Riemannlöser, wie beispielsweise die

stückweise Linearisierung durch das Godunov-Verfahren (Zrake u. MacFadyen 2012).
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Eine andere Möglichkeit bietet die Gewichtung von links- und rechtsseitiger, sowie zen-

traler räumlicher Ableitung durch das Centrally weighted essentially non-oscillatory,

kurz CWENO-Schema (Kissmann 2006). Ein deutlicher Nachteil dieser Verfahren liegt

in der erheblichen numerischen Dissipation, die implizit und somit nicht steuerbar ist.

Gerade für Beschreibung turbulenter Systeme stellt dies eine Hürde dar, sofern man

einen Inertialbereich über mehrere Wellenzahlen modellieren möchte.

Eine sehr gute Alternative bietet die Umgehung der räumlichen Ableitungen durch

spektrale Lösungsmethoden. Diese können ein System partieller Differentialgleichungen

durch eine geeignete Transformation vermittels einer Ansatzfunktion in ein System

gewöhnlicher Differentialgleichungen überführen. Die Wahl der Ansatzfunktion hängt

von der Problemstellung ab, zumeist werden aber Tschebyscheff-Polynome oder Fou-

rierentwicklungen gewählt. Nichtlineare Systeme, wie turbulente Plasmen, müssen den-

noch teilweise im Realraum behandelt werden. Solche Verfahren sind eine Unterklasse

der spektralen Behandlung und werden als pseudospektrale Methoden bezeichnet. Dabei

bietet sich numerisch die Wahl von Fast-Fourier-Transform Algorithmen an, also eine

Lösung der Gleichungen im Fourier- oder Wellenzahlraum. Diese Methodik wurde im

Rahmen dieser Dissertation zur Plasmasimulation gewählt und soll nun im folgenden

Abschnitt erläutert werden.

4.1.1. Pseudospektrale Methodik

Wie bereits erwähnt, eignen sich pseudospektrale Verfahren sehr gut zur Modellierung

nichtlinearer Systeme. Dabei findet bei fluiddynamischen Problemen zumeist die Fou-

riertransformation als Ansatzfunktion Anwendung. Mit einem exponentiellen Verlauf

konvergiert diese numerische Methode, verglichen mit anderen, äußerst schnell (Canuto

1988). Durch die Wahl der Fouriertransformation in dreidimensionaler Form

FT (f(x)) = F (k) = c ·
∫

d3x eikxf(x), (4.1)

mit deren Inversion

FT−1(f(k)) = F (x) = c ·
∫

d3k e−ikxf(k), (4.2)
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der Normierung c und unter Vorraussetzung der Vertauschbarkeit von Differentiation

und Integration, die bei Fourierintegration nach der Leibnizregel immer gegeben ist, ge-

hen räumliche Ableitungen verloren. So ist die Fouriertransformierte der vektorwertigen

Funktion

f(x) = ∇u(x) (4.3)

in ihrer Wellenraumdarstellung durch

F (k) = c ·
∫

d3x eikx∇u(x) = ikũ(k) (4.4)

gegeben, wobei die Tilde-Notation im Folgenden für Variablen des Fourierraums steht.

Eine Transformation der MHD-Gleichungen 3.40 - 3.43 führt somit zu

∂ũ

∂t
=

∫
d3x eikx (b · ∇b)−

∫
d3x eikx (u · ∇u)− ikP̃ − νnk2nũ, (4.5)

∂b̃

∂t
=

∫
d3x eikx (b · ∇u)−

∫
d3x eikx (u · ∇b)− νnk2nb̃, (4.6)

k · ũ = 0, (4.7)

k · b̃ = 0, (4.8)

wobei an dieser Stelle offensichtlich wird, weshalb eine ganzheitliche Fourierraumbe-

schreibung der Magnetohydrodynamik nicht möglich ist. So lassen sich die nichtlinearen

Terme, sowie die Schließungsbedingung in Gl. 3.45 nicht beliebig vertauschen, so dass

i.A. u · ∇u 9 kũ2 gilt. Daraus ergibt sich die Konsequenz, dass nicht trivial möglich ist

die nichtlinearen Terme im Fourierraum zu berechnen, da z.B. ũ · ũ 6= ũ ·u. Dennoch

lässt sich eine geschlossene Darstellung des Gleichungssystems finden, sofern man eine

komponentenweise Formulierung wählt, die hier als Komponenten α, β, γ notiert werden.

Im Folgenden soll die Einsteinsche Summenkonvention benutzt werden, also wird über

gleiche Indizes summiert. Beginnt man zunächst mit dem Druckterm, ist dieser durch

−∇P = −ikγ
(
δαβ −

kαkβ
k2

)(
ũβuγ − b̃βbγ

)
+ ikβ

(
ũαuβ − b̃αbβ

)
(4.9)
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gegeben (Lesieur 1990). Führt man das Kronecker-Delta aus, erhält man mit

−ikγδαβ
(
ũβuγ − b̃βbγ

)
= −ikγ

(
ũαuγ − b̃αbγ

)
= −ikβ

(
ũαuβ − b̃αbβ

)
(4.10)

einen Ausdruck für

∇̃P = −ikαkβkγ
k2

(
ũβuγ − b̃βbγ

)
, (4.11)

der sich mit der Fouriertransformation der linken Seite zu

P̃ = −kβkγ
k2

(
ũβuγ − b̃βbγ

)
(4.12)

ergibt. Dies entspricht im k-Raum wiederum der Schließungsbedingung der MHD-Gleichungen

(3.44):

∆P = ∇b⊗∇b−∇v ⊗∇v. (4.13)

Setzt man dies nun in die MHD-Gleichungen, unter Anwendung der Komponenten-

schreibweise für die anderen Terme ein, erhält man mit

∂ũα
∂t

= −ikγ
(
δαβ −

kαkβ
k2

)(
ũβuγ − b̃βbγ

)
− νk2ũα (4.14)

∂b̃α
∂t

= −ikβ
(
ũβbα − b̃βuα

)
− νk2b̃α (4.15)

kαũα = 0 (4.16)

kαb̃α = 0, (4.17)

das Gleichungssystem im Fourierraum. Unter Verwendung der Definitionen 3.61 erhält

man nach einigen einfachen Umformungen die Darstellung

(∂t − vAkz) w̃−α =
i

2

kαkβkγ
k2

(
w̃+
β w
−
γ + w̃−β w

+
γ

)
− ikβ w̃−αw+

β −
ν

2
k2nw̃−α (4.18)

(∂t + vAkz) w̃
+
α =

i

2

kαkβkγ
k2

(
w̃+
β w
−
γ + w̃−β w

+
γ

)
− ikβ w̃+

αw
−
β −

ν

2
k2nw̃+

α (4.19)

kαw̃
±
α = 0 (4.20)

in Elsässernotation. Die einzelnen Schritte sind wiederum im Anhang A ausführlich fest-

gehalten. Wendet man die Einsteinsche Summenkonvention an, so erkennt man, dass die
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Summen über β und γ unabhängig von der α-Summation sind. Dadurch lassen sich die

nichtlinearen Terme der Druck–Schließungsbedingung und folglich der Gleichungssatz

zu

(∂t − vAkz) w̃−α = i
kαkβkγ
k2

w̃+
β w
−
γ − ikβ w̃−αw+

β −
ν

2
k2hw̃−α (4.21)

(∂t + vAkz) w̃
+
α = i

kαkβkγ
k2

w̃+
β w
−
γ − ikβ w̃+

αw
−
β −

ν

2
k2hw̃+

α (4.22)

kαw̃
±
α = 0 (4.23)

zusammenfassen.

Auch an dieser Stelle ist h wieder der Parameter für die Hyperdiffusivität. An den

Gl.en 4.21–4.23 wird deutlich, wieso dieser Parameter nötig ist. Da die pseudospektrale

Methodik sämtliche Ortsableitungen durch simple Multiplikationen ersetzt, leidet die-

ses Verfahren nahezu gar nicht unter numerischer Dissipation. In der Regel ist dies ein

Vorteil. Will man turbulente Systeme modellieren, ist man allerdings auf ein gewisses

Maß an Dissipation angewiesen, da diese einen wichtigen Bestandteil der Energiekaskade

darstellt (vgl. Kaptitel 3.2). Je nach Problemstellung führt man deshalb eine künstliche

Verstärkung des Energiezerfalls ein, indem man die Hyperdiffusivität ausnutzt. Dadurch

wird die Ordnung der k-Raumdissipation deutlich erhöht. Folglich werden höhere Wel-

lenzahlen stark gedämpft. Üblicherweise reicht schon ein Parameter h = 2 aus, um

hinreichende Dissipation einzustellen.

4.1.2. Diskrete Fouriertransformation

Im numerischen Bereich wird das Integral in 4.1 und 4.2 durch die Summe

X(k) = c

N−1∑
n=0

xn exp

(
2πi

N
nk

)
(4.24)

für jede Dimension diskretisiert. Man nennt diese Form entsprechend diskrete Fourier-

transformation (kurz DFT ). Das heißt, im dreidimensionalen Fall ergeben sich drei ge-
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koppelte Summationen

X(k1, k2, k3) = c

N1−1∑
n1=0

N2−1∑
n2=0

N3−1∑
n3=0

x(n1, n2, n3)×

× exp

(
2πi

N1

n1k1

)
exp

(
2πi

N2

n2k2

)
exp

(
2πi

N3

n3k3

)
(4.25)

und entsprechend ergibt sich die Rücktransfomation zu

x(n1, n2, n3) = c

N1−1∑
k1=0

N2−1∑
k2=0

N3−1∑
k3=0

X(k1, k2, k3)×

× exp

(
−2πi

N1

n1k1

)
exp

(
−2πi

N2

n2k2

)
exp

(
−2πi

N3

n3k3

)
.

(4.26)

Der Übergang zur diskreten Formulierung bedeutet im Speziellen für die Variablen

X(k1, k2, k3) und x(n1, n2, n3), dass diese dreidimensionalen Felder durch Gitter beschrie-

ben werden, welche in K1×K2×K3 und respektive N1×N2×N3 Zellen unterteilt werden.

Dabei stehen die Werte n für ein diskretisiertes Raumgebiet der Ausdehnung L und k

entsprechend für einzelne Wellenzahlen, die durch k = {−N/2 · · · 0 · · ·N/2} · 2π/L fest-

gelegt werden. In den Gl.en 4.25 und 4.26 wurden die Indizes um N/2 verschoben. Diese

Indexverschiebung ist üblich in numerischen Implementationen, damit die Laufvariablen

immer ∈ N0 sind. Im Allgemeinen werden lediglich die negativen Wellenzahlen um N

verschoben. Dadurch entsprechen Werte von 0 bis N/2 im Wellenzahlgitter den positiven

Wellenzahlen k = 0 · · ·N/2, sowie Werte von N/2 bis N den negativen k = −N/2 · · ·−1.

Liegen die Felder x(n1, n2, n3) im Realraum als reelle Größen vor, muss deren komplex-

zahliges Fourierraumpendant gemäß der Informationserhaltung die hermitesche Symme-

trie

Xk = X∗N−k (4.27)

aufweisen. Diese Symmetrie nutzen die gängigen numerischen DFTs aus, um Berech-

nungen zu sparen. So ist es aufgrund der Hermitizität nicht nötig ein dreidimensionales

Gitter komplett im Fourierraum zu berechnen, da die letzte dimension halbiert wer-

den kann. Folglich ist ein Realraumfeld der Größe N1 ×N2 ×N3 vollständig durch das
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Wellenzahlgitter K1 ×K2 ×K3/2 bestimmt1 .

4.1.3. Schnelle Fouriertransformation

Für typische Anwendungen sind die Gleichungen 4.25 und 4.26 nicht nutzbar, da eine

Berechnung mit O(N2) zu langsam ist. Durch Cooley u. Tukey (1965) wurde erstmals in

geschlossener und allgemein anwendbarer Form2 vorgeschlagen, den Teile und herrsche

Ansatz für die Fouriertransformation anzuwenden. Dieser zerlegt ein Problem solan-

ge in einzelne Teilprobleme, bis eine Beherrschung des Teilstücks möglich ist, um die

Gesamtlösung schlussendlich wieder aus den Einzellösungen zusammen zu setzen. Im

Fall der DFT werden im Wesentlichen die Summen in ungerade und gerade Indizes ge-

trennt. Der Vorteil liegt in der Reduktion der komplexen Operationen, da das Verfahren

für einen halbierten Bereich nur ein Viertel der Operationen benötigt. Durch rekursive

Anwendung erreicht diese sogenannte schnelle Fouriertransformation (englisch: Fast-

Fourier-Transform, FFT ) eine Geschwindigkeitsskalierung mit O(N logN).

Ein weiterer Vorteil liegt in der starken Verbreitung und Nutzung der FFT. Dadurch

ergeben sich zahlreiche Wahlmöglichkeiten zwischen verschiedenen Programmimplemen-

tierungen der FFT, die auf unterschiedlichsten Algorithmen oder Weiterentwicklungen

des Verfahrens von Cooley u. Tukey (1965) basieren.

Die Reproduktion einer beliebigen Funktion durch deren Fourierdarstellung, ist i.A.

nicht fehlerfrei möglich. Die Ursache liegt in der Diskretisierung des Signals, im Spezi-

ellen in dessen Abtastung. Im Alltag ist dieser Effekt in Form der Moiré-Muster häufig

beobachtbar, das immer dann Auftritt, wenn sich leicht unregelmäßige Gitterstruktu-

ren überlagern. So z.B. bei Netzstrukturen in Gardinen, nahezu parallel verlaufenden

Geländern, etc.. Ein anschauliches Beispiel ist in Abbildung 4.1 in Form zweier gekippt

überlagerter Punktgitter gegeben, die, abhängig von ihrer Position, ein vom Original-

gitter stark verschiedenes, Überlagerungsmuster erzeugen. Ein damit verwandtes Pro-

blem entsteht durch Digitalisierungen von Signalen mit geringen Abstastfrequenzen wie

beispielsweise im Fernsehen, wo eine geringe Bildanzahl pro Sekunde zum sogenannten

Wagon-wheel effect führt, durch den Räder von vorwärts fahrenden Autos sich scheinbar

1In einer numerischen Implementation wird die letzte Dimension i.d.R. durch K3/2 + 1 beschrieben,
da die Wellenzahl Null und N/2 keinen hermiteschen Partner haben.

2Es ist strittig, wer den ersten FFT Algorithmus zuerst publizierte. Tatsächlich fanden bereits Carl
Friedrich Gauß (1805) und Carl Runge (1905) diesen Ansatz für spezielle Probleme.
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Abbildung 4.1.: Illustration von Störeffekten bei signalauflösenden Verfahren. Links
im Bild der allgemeine Moiré-Effekt, der bei Überlagerungen von leicht unregelmäßigen
Gitterstrukturen auftritt. In diesem Beispiel wird die Unregelmäßigkeit durch Verkippung
der Gitter erzielt. Rechts ist der Spezialfall dieses Phänomens zu sehen, der räumliche
Aliasing-Effekt. Man erkennt deutlich, dass bei einer konstanten Abstastung des Origi-
nalsignals ab einer gewissen Frequenz starke Verfälschungen auftreten.

rückwärts drehen oder Rotorblätter von Helikoptern während des Fluges scheinbar still

stehen. Die Problematik der Signalauflösung durch ein Abstastmuster wird allgemein als

Aliasing-Effekt bezeichnet, der entweder durch temporale oder räumliche Abtastungen

hervorgerufen wird. Da eine der beiden Ursachen bei Signaldarstellungen durch Fourier-

transformationen immer vorliegt, ist der Aliasing-Effekt eng mit FFTs verknüpft. So lässt

sich eine periodische Funktion überhaupt nur dann sinnvoll durch eine FFT bestimmen,

sofern ihre Frequenz unterhalb der sogenannten Nyquist-Frequenz liegt. Diese ist als die

halbe Abtastfrequenz definiert. Man erkennt in Abbildung 4.1 deutlich die verfälschte

Wiedergabe des Orignalsignals, sobald die Nyquistfrequenz unterschritten wird. Gene-

rell treten weniger gravierende Aliasingeffekte auch unterhalb der Nyquistfrequenz auf,

was an der Diskretisierung des Integrals 4.1 liegt. So kann man i.A. Aliasingfehler als

Differenz der kontinuierlichen Fouriertransformation 4.1 und der DFT 4.25 definieren

(Canuto 1988). Um diese Fehler zu vermeiden sind sogenannte Antialiasing-Methoden

notwendig, die durch unterschiedliche Verfahren die Störeffekt beheben. In dieser Arbeit

wurde das Zero-padding Verfahren gewählt, da es ohne viel Rechen- und Speicherauf-

wand auskommt. Dabei werden nach Orszag (1971) sämtliche Wellenmoden |k| > oN

mit 1/3 ≤ o ≤ 1/2 auf Null gesetzt. Dabei ist das Antialiasing mit o = 1/3 das schlech-

teste Szenario, was auftritt, wenn das Signalgitter eine karierte Struktur besitzt, also
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jede Gitterzelle zwischen zwei Werten alterniert. Alle Wellenmoden die unterhalb dieser

2/3 liegen und demnach keinesfalls vom Zero-padding erfasst werden, da sie immer frei

von Alias-Effekten sind, werden auch als aktive Moden bezeichnet. Man sollte also bei

der Verwendung spektraler Methoden vermittels Fouriertransformationen immer berück-

sichtigen, dass eine gewünschte Simulation von Nk aktiven Moden auf einem dreifach

vergrößerten Gitter stattfinden muss.

4.1.4. Zeitentwicklung der MHD

Schließlich soll noch das verwendete Lösungsverfahren für die Zeitentwicklung diskutiert

werden. Im einfachsten Fall kann eine Diskretisierung durch das Eulerverfahren

dy

dt
= f(y, t) → yn+1 = yn + ∆t f(yn, tn)

tn+1 = tn + ∆t (4.28)

erfolgen. Allerdings ist diese Methode sehr fehlerbehaftet, so dass sich schon durch ein

Verfahren geringfügig höherer Ordnung erhebliche Verbesserungen erzielen lassen. Für

Verfahren höherer Ordnung benötigt man allerdings zusätzliche Zwischenspeicher für die

Felder. Daher wurde als Kompromiss das Heun-Vefahren zweiter Ordnung (ähnlich dem

Runge-Kutta-2 Verfahren)

yn+1 = yn + ∆t f

(
yn +

1

2
∆t f(yn, tn), tn +

1

2
∆t

)
(4.29)

verwendet, welches im Wesentlichen die Feldgrößen mit Hilfe einer Stützstelle, über einen

Zwischenschritt bei der halben Schrittweite berechnet (Press et al. 1992).

Eine noch höhere Genauigkeit bietet das Runge-Kutta-4 Verfahren. Auch diese Me-

thode kann wahlweise verwendet werden. Sie bietet geringfügig höherer Stabilität als ein

Verfahren 2.Ordnung und zudem eine sehr hohe Genauigkeit mit Fehlern O(∆t5). Die
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Methode hat mit

yn+1 = yn +
1

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

k1 = ∆t f(yn, tn)

k2 = ∆t f(yn +
1

2
k1, tn +

1

2
∆t)

k3 = ∆t f(yn +
1

2
k2, tn +

1

2
∆t)

k4 = ∆t f(yn + k3, tn + ∆t) (4.30)

insgesamt vier Stützstellen - eine am Anfang jedes Schrittes, zwei in der Mitte und eine

am Ende. Dadurch ist dieses Vorgehen wiederum rechenaufwändiger als ein Verfahren

2.Ordnung.

4.2. Numerik der Testteilchensimulationen

Der zentrale Punkt der Testteilchensimulationen ist das Lösen der Teilchenbewegungs-

gleichungen. Diese werden gemäß Kapitel 3.3 durch die Lorentzkraft in Gl. 3.5 bestimmt,

also einer gewöhnlichen, zeitabhängigen Differentialgleichung. Da die Plasmazeitentwick-

lung durch ein Runge -Kutta-Verfahren zweiter Ordnung (siehe Gl. 4.29) erfolgt, müsste

die Lorentzkraft analog behandelt werden. Es zeigt sich jedoch, dass für die Testteil-

chensimulationen ein Verfahren zweiter Ordnung nicht ausreichend ist, da die kleinska-

lige Gyrationsbewegung nur bei sehr kleinen Zeitschritten ∆t stabil aufgelöst werden

kann. Somit bleiben nur zwei Alternativen; entweder die Plasmasimulationen mit einem

Verfahren höherer Ordnung zeitlich iterieren, wie z.B. Runge-Kutta-4 oder die Teilchen-

bewegungen mit einer stabileren Methode berechnen, die keine Zwischenspeicherung der

Feldgrößen benötigt. Die erste Variante wurde bereits in Kapitel 4.1.4 aufgrund ihres

hohen Speicheraufwands ausgeschlossen. Daher wurde mit dem sogenannten Boris–Push

ein geeigneteres Verfahren zur Testteilchensimulation gewählt, was im Folgenden vorge-

stellt wird.
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4.2.1. Boris–Push

Die relativistische Lorentzkraft

d

dt
γv =

q

mc
[cE(x, t) + v ×B(x, t)] (4.31)

bestimmt die Bewegungsgleichung der Teilchen. Diese kann sehr einfach durch den Euler-

Schritt

γ(v t+1 − v t)

∆t
=

q

mc

[
cE + v t ×B

]
(4.32)

diskretisiert werden. Wie bereits erwähnt, ist der numerische Fehler bei diesem Verfahren

sehr groß.

Abbildung 4.2.: Schematische Darstellung des Boris–Pushs. Dieses implizite Verfahren
legt der Teilchentrajektorie eine Gyrationsbewegung zu Grunde. Dadurch wird die Itera-
tion in einen halben Schritt der Beschleunigung durch das elektrische Feld, eine Drehung
durch das Magnetfeld und einen erneuten halben E–Feld Beschleunigungsschritt unter-
gliedert. Quelle: Kilian (2010)

Boris (1970) schlug eine Alternative durch eine implizite Methode vor. Wie in Ab-

bildung 4.2 erkenntlich, zerlegt diese die Iteration in zwei Teilstücke. Zunächst wird

das Teilchen durch das elektrische Feld eine halbe Schrittweite gleichförmig beschleu-

nigt. Anschließend wird es durch die Magnetfeldwirkung gedreht und erfährt erneut die
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E–Feld Beschleunigung. Dadurch zerlegt sich Gl. 4.32 in

v t−∆t/2 = v − − q E ∆t

2 m
(4.33)

v + − v−

∆t
=

q

2 γm
(v + + v −)×B (4.34)

v t+∆t/2 = v + +
q E ∆t

2 m
. (4.35)

Dieser sogenannte Boris–Push hat als implizite Methode den Vorteil einer erheblichen

numerischen Stabilität. Während explizite Verfahren wie Gl. 4.32 bei zu groß gewählten

Schrittweiten ∆t keine stabile Kreisbewegung modellieren können und eher Spiralbahnen

erzeugen, weicht der Boris–Push lediglich von dem analytischen Larmorradius ab und

beschreibt weiterhin eine, in diesem Rahmen korrekte, Gyration. Selbst wenn für den

Zeitschritt ∆t � 1/Ω gilt, wird noch eine stabile Kreisbewegung modelliert, die gegen

die adiabatische Drift konvergiert. An den oben stehenden Gleichungen erkennt man,

dass der Boris–Push das elektrische Feld eine halbe Zeitschrittweite verschoben zu dem

Magnetfeld annimmt. Bei der Wahl eines kleinen ∆t ist dies jedoch vernachlässigbar.

Es ist für die Berechnung der Bewegungsgleichungen nötig Gl. 4.34 nach v + auf-

zulösen. Dazu werden die Hilfsvektoren h1 und h2 eingeführt. Damit lässt sich die

Auflösung

h1 =
q B

2 γn m c
∆t (4.36)

v′ = v − + v − × h1 (4.37)

h2 =
2 h1

1 + h1 ·h1

(4.38)

v + = v − + v′ × h2 (4.39)

durchführen (Birdsall u. Langdon 2005).

Eine Grenze für dieses Verfahren stellen ultrarelativistische Teilchengeschwindigkei-

ten dar. In diesem Fall wird die Energieerhaltung verletzt, was im Wesentlichen daran

liegt, dass das ideale Ohmsche Gesetz E + v×B = 0 nicht mehr erfüllt wird und somit

Scheinkräfte auf die Teilchen wirken (Vay 2008). Für leicht-relativistische Fälle ist das

Verfahren dennoch anwendbar, da signifikante Abweichungen erst ab γ ≈ 103 auftreten

(Vay 2008).
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4.3. Gismo

Im Rahmen dieser Arbeit wurde der C++ – Hybridcode Genuine Incompressible Spectral

Magnetohydrodynamic Odyssey entwickelt, der die Lösungsverfahren der vorangegange-

nen Kapitel umsetzt. Gismo vereint eine turbulente Plasmaevolution vermittels MHD

und die kinetische Simulation von Testteilchen in den unabhängigen Teilen Gismo-MHD

und Gismo-Particles, welche über die Schnittstelle der magnetischen und elektrischen

Felder interagieren. Die MHD-Entwicklung ist dabei das Kernstück des Programms. Im

Folgenden sollen die Struktogramme, Optionen und Programmabläufe der beiden Me-

thoden vorgestellt werden.

4.3.1. Gismo-MHD

Die pseudospektrale Lösungsmethodik der Gl.en 4.21-4.23 macht es zunächst notwendig,

eine geeignete FFT zu wählen. Da Fouriertransformationen in vielen Gebieten von Be-

deutung sind, steht eine große Auswahl an Programmbibliotheken zur freien Verfügung,

allen voran die von Matteo Frigo and Steven G. Johnson am MIT entwickelte FFTW

(engl.: Fastest Fourier Transform in the West). Diese bietet eine vergleichsweise sehr gut

entwickelte FFT. Nach heutigen Standards der Rechenleistung ist es auf sinnvollen Zeits-

kalen nicht möglich, die MHD-Entwicklung von Feldern mit größeren Gitterauflösungen

als 1283 auf einem typischen shared-memory System zu berechnen. Es ist also nötig

das Programm zu parallelisieren um die Problemstellung auf Großrechner zu portie-

ren. Eine parallele Version der aktuellen FFTW3 bietet die, von Dmitry Pekurovsky

am SDSC entwickelte, Parallel Three-Dimensional Fast Fourier Transform (P3DFFT ).

Diese benutzt als Grundlage die FFTW3, die durch eine Fortranroutine mit Hilfe des

Message Passing Interface (MPI ) parallelisiert wurde. Die zu transformierenden Felder

liegen in jeder Komponente w±x , w
±
y , w

±
z im Realraum als Blitz++ Arrays, jeweils mit

der Gitterauflösung Nx×Ny×Nz, vor. Wie schon in Kapitel 4.1.2 angesprochen, müssen

entsprechend die gleichen Felder in hermitescher Symmetrie im Fourierraum vorhanden

sein. Dabei wird die Fourierreihe der letzten Dimension nur halb ausgeführt, weil die

andere Hälfte des Gitters aus symmetrischen Werten besteht. Da die P3DFFT nativ

in Fortran programmiert wurde, ist die äußere Reihe die Fouriertransformation in x-
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Richtung1. Folglich sind die drei Felder der Komponenten von w̃± durch das Gitter

(Nx/2 + 1)×Ny ×Nz aufgelöst.

Eine weitere Konsequenz der Fortran – C++ Interaktion ist der eher technische

Aspekt des Name-manglings. So müssen für Funktionsaufrufe
”
Übersetzungen“ zwischen

den beiden Sprachen erfolgen. Dem interessierten Leser wird die Problematik in Anhang

C nahegebracht.

Abbildung 4.3.: Struktogramm des Programmablaufs der MHD-Berechnungen.
Kästchen, die blau eingefärbt sind, repräsentieren Vorgänge im Fourierraum, wohin-
gegen Orange für Realraumbetrachtungen steht. Am Ende jeder MHD-Iteration können
die Felder optional der Teilchenroutine übergeben werden.

Wie in Abbildung 4.3 ersichtlich, wird Gismo-MHD größtenteils im Fourierraum

ausgeführt. Der Programmablauf beginnt zunächst mit dem Festlegen der Anfangsbe-

1Dies liegt daran, dass Fortran coloumn -major-order verwendet, wohingegen C/C++ row-major-order
benutzt. Demnach sind Zeilen und Spalten vertauscht.
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dingungen. Diese können beliebig entweder im Realraum oder im k-Raum eingestellt

werden. Aus dem Folgenden wird jedoch ersichtlich, warum eine Behandlung im Wellen-

zahlraum von Vorteil ist. Nach dem Auswählen der Rahmenparameter, wie Systemgröße

und deren Gitterauflösung N3, Zeitdiskretisierung, Alfvéngeschwindigkeit, Dichte, sowie

Resistivität, werden die w± Felder mit Startwerten bestückt. Zur Wahl stehen hierbei

entweder das Initialisieren einzelner Wellen oder mehrerer Wellenpakete, die während der

Zeitentwicklung durch nichtlineare Wechselwirkung ein turbulentes Plasma erzeugen. An

dieser Stelle zeigt sich der Vorteil der Elsässernotation. So ist gemäß der Fouriertrans-

formation eine einzelne Welle durch

f(r) = A cos

(
2π

Nx

x

)
(4.40)

F̃ (k) = N

(
A

2
δ(k − 1 · ekx) +

A

2
δ(k + 1 · ekx)

)
(4.41)

bzw.

f(r) = A sin

(
2π

Nx

x

)
(4.42)

F̃ (k) = iN

(
A

2
δ(k − 1 · ekx)−

A

2
δ(k + 1 · ekx)

)
(4.43)

bestimmt. Daher ist die Startbedingung für eine einzelne Alfvénwelle, durch das Defi-

nieren der Amplitude an einem beliebigen diskreten k in einer Komponente von w±,

vollständig bestimmt. So ergibt beispielsweise

w̃+
y (kx = 1, ky = 0, kz = 0) = A+ i · 0 (4.44)

eine Initialwelle, die durch einen Kosinus der normierten Frequenz 1 in x-Richtung be-

schrieben wird, der sich in der y-Komponente in positiver Richtung zum Hintergrund-

magnetfeld ausbreitet. Eine solche Welle ist gemäß der Definition der Elsässervariablen

linear polarisiert, da deren E-Feldvektor paralle zum B-Feldvektor liegt. Um eine zirku-

lar polarisierte Alfvénwelle zu erzeugen, müssen unter Beachtung von

iEx
Ey

= ±1, (4.45)

die x und y Komponente von w± initialisiert werden. Dabei steht die positive Lösung
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für rechtszirkulare und die negative für linkszirkulare Polarisation. Folglich werden für

die Elsässerdarstellung rechts zirkular polarisierte Wellen beispielsweise durch

w̃±x (kx, ky, kz) = 0 + i · A
2

w̃±y (kx, ky, kz) = −A
2

+ i · 0, (4.46)

erzeugt, respektive links zirkulare Polarisation durch

w̃±x (kx, ky, kz) = 0− i · A
2

w̃±y (kx, ky, kz) = −A
2

+ i · 0. (4.47)

Um eine turbulente Plasmaentwicklung zu initialisieren, ist die einfachste Methode

beliebige Wellenpakete zu erzeugen, die miteinander nichtlinear wechselwirken können.

Wie in Kapitel 3.2 diskutiert, wird in einem turbulenten System Energie von großen Ska-

len zu kleineren kaskasdieren, um schließlich zu dissipieren. Es ist somit sinnvoll, Moden

bei kleinen Wellenzahlen zu initialisieren. Gismo bietet dabei eine Auswahl verschiedener

Szenarien. So ist es möglich beliebige Amplitudenverteilungen mit zufälligen Phasenbe-

ziehungen entweder isotrop für |k| < kTurbinit oder anisotrop k < kTurbinit zu generieren.

Eine weitere Option ist das Initialisieren einer Slab-ähnlichen Geometrie, d.h. es werden

nur Werte entlang der Hintegrundmagnetfeldrichtung gesetzt, die eine wählbare Breite

in senkrechter Richtung aufweisen. Diese Verbreiterung ist nötig, weil eine reine Slab –

Turbulenz sich gemäß den Gl.en 4.21-4.23 nicht entwickeln1 kann, da keine Nichtlinea-

ritäten auftreten. Um die nötige Quellenfreiheit der w± – Felder sicher zu stellen, werden

die Startwerte von einem Divergenzsäuberer überprüft, der im Wesentlichen ∇ ·w± = 0

durch einen Projektionsoperator gewährleistet. Anschließend werden die Felder an eine

Problemstellung angepasst. Dies kann optional durch eine Skalierung über einen Energi-

einjektionsparameter erfolgen, der physikalisch motiviert ist, so z.B. Energieeinspeisung

durch Supernovae oder die durch das Einstellen der Magnetfeldfluktuationen in einem

beliebigen Verhältnis zu B0. Des Weiteren wird an dieser Stelle einbezogen, ob eine

kontinuierliche Energieinjektion erfolgt - sogenannte getriebene Turbulenz - oder ob le-

diglich eine einmalige Energiezugabe am Anfang der Simulation benutzt wird, also eine

1In diesem Zusammenhang bezieht sich
”
entwickeln“ auf das Ausbilden von Turbulenz durch nichtli-

neare Wechselwirkung. Der Resistivitätsterm der MHD-Gleichungen trägt natürlich auch bei reiner
Slab-Turbulenz zur Zeitentwicklung bei.
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zerfallende Turbulenz. Je nachdem wird der Energieinjektionsparameter zusätzlich mit

einem Zeitfaktor gewichtet.

Die Anpassung der Turbulenz benutzt zum einen die kinetische Energie

Ekin =
m

2
(u+ ∆u)2

=
m

2

(
u2 + 2u∆u+ ∆u2

)
(4.48)

mit dem gestörten Anteil

∆E =
m

2

(
2u∆u+ ∆u2

)
. (4.49)

Der Normierungsfaktor ζ der Störung

∆u = ζ∆û, (4.50)

lässt sich über das Verhältnis der normierten zur unnormierten Störung ermitteln:

∆E

∆Ê
=

2ζa2 + ζ2a1

2a2 + a1

(4.51)

wobei a1 = ρ∆û2 und a2 = uρ∆û dichteabhängige Faktoren sind. Diese quadratische

Gleichung für ζ löst sich mit

2a2 + a1 =
2∆Ê

V
, (4.52)

wobei V das Volumen ist, zu

ζ1/2 = −a2

a1

±

√
a2

2

a2
1

+
2∆E

V a1

. (4.53)

Dabei fällt die negative Lösung weg, da unphyskalisch.

Zum anderen erfolgt die Anpassung der Magnetfeldfluktuationen völlig analog zur

Berechnung von ζ1/2. Ausgehend von der magnetischen Energie

Emagn =
(B + ∆B)2

8π
, (4.54)
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erhält dadurch einen Skalierungsfaktor von

β1/2 = − l2
l1
±

√
l22
l21

+
8π∆E

l1
. (4.55)

Dabei entspricht l1 = ∆B̂2 und l1 = B∆B̂. Auch an dieser Stelle entfällt die negative

Lösung.

Die Größe ∆E hängt von der Energieinjektion durch eine dedizierte Quelle ab. Je nach

Problemstellung kommen beispielsweise Energiebeiträge durch solare Prozesse (Sonnen-

wind, Flares, CMEs) oder Supernovae in Frage. Es ist also

∆E = Se V dt mit Se

[
J

m3s

]
, (4.56)

wobei der Parameter Se die Injektion steuert.

Ist die Initialisierung erfolgt, beginnt die Iteration der MHD-Gleichungen. Wie in

Abbildung 4.3 dargestellt wird dafür zunächst das Antialiasing vermittels Zero-padding

durchgeführt, da im nächsten Schritt die FFT angewendet werden soll. Ebenso wird

zu Beginn des Iterationsschritts die CFL-Zahl ermittelt. Diese wurde als numerisches

Stabilitätskriterium von Courant et al. (1928) als

cfl = umax
∆t

∆x
(4.57)

definiert. Sie gibt an, wie weit sich ein Element pro Zeitschritt fortbewegt. In gängi-

gen Ortsraumverfahren für partielle Differentialgleichungen muss diese Zahl kleiner oder

gleich einer problemabhängigen Konstante sein, um Konvergenz zu gewährleisten. Ge-

nerell entspricht diese Konstante dem Maximum der Charakteristiken. Im Fall sub-

alfvénischer MHD entspricht dies der Alfvéngeschwindigkeit. Für die pseudospektrale

Methodik ist diese Bedingung nicht direkt übernehmbar, da eine Ortsdiskretisierung

zwar erfolgt, aber nicht unmittelbar in die Berechnungen einfließt. In der Tat ist es

schwierig für solche Verfahren überhaupt Stabilitätskriterien zu definieren. Allerdings

besteht auch hier eine bestimmte Obergrenze, wie weit sich ein Fluidelement pro Zeit-

schritt fortbewegen darf, um die numerische Stabilität zu erhalten. Demnach ist ein

Zusammenspiel zwischen der Größe des Zeitschritts, der Konvektion und der Diffusion

für die Stabilität entscheidend (Gottlieb u. Tadmor 1991).
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Im nächsten Teilschritt werden nun durch die P3DFFT die Elsässer-Felder in den

Realraum transformiert (kurz: C2R, für Complex to Real). Zwei technische Aspekte

müssen an dieser Stelle erwähnt werden.

(I) Nach der Transformation erfolgt eine Normierung um den Faktor c, wie in Gl.

4.25 ersichtlich. Diese Operation ist nötig, da die FFT grundsätzlich unnormiert

ist und nach jeder FFT vom Real- in den Fourierraum (kurz: R2C, für Real to

Complex) die Felder um einen Faktor der Anzahl der Gitterpunkte N vergrößert

sind. Prinzipiell ist es egal an welcher Stelle der Faktor N−1 auf die Felder ange-

wendet wird. Damit aus Gründen der Übersichtlichkeit die gesamte Normierung

zentral erfolgt, wird nach der C2R-Transformation der Faktor N−1/2 auf die Orts-

raumfelder multipliziert. Damit ist es nicht mehr notwendig die Felder nach der

Berechnung der quadratischen Terme zu normieren, da diese bereits einen resul-

tierenden Faktor N−1 beinhalten. Man muss allerdings jederzeit berücksichtigen,

dass die Realraumfelder sich um einen Faktor
√
N von den Fourierraumfeldern

unterscheiden.

(II) Die Forderung der Hermitizität einer DFT muss gewährleistet werden, da sonst die

Transformation nicht korrekt durchgeführt wird. Die P3DFFT stellt diese Bedin-

gung automatisch her, sofern man R2C transformiert. Die Gegenrichtung, C2R,

muss hingegen
”
per Hand“ sichergestellt werden. Sofern man lediglich mit nicht-

parallelisierten Simulationen rechnet, ist das herstellen der Hermitizität trivial.

Durch das Aufspalten des Problems auf mehrere Prozesse wird dieser Vorgang

erheblich komplizierter. So müsste man neben einer optimalen Prozessorkommuni-

kation zusätzlich die korrekte Gitterzuordnung des jeweiligen Prozesses bewerkstel-

ligen. Um dies zu vermeiden, kann man zwei Eigenschaften der P3DFFT ausnut-

zen. Zum einen sind die Fourierraumfelder bereits um die hermitesch symmetrische

Hälfte reduziert. Man muss somit nur noch die Randflächen behandeln. Zum ande-

ren bildet die P3DFFT gemäß der Fourierreihe die Summe jeweils über einen Wert

κ im k-Raum und dessen hermitesch symmetrischen Partner κH . Damit also die

Transformation C2R korrekte Realraumergebnisse liefert, muss lediglich κ mit dem

Faktor 2 gewichtet und κH = 0 gesetzt werden. Mit dieser Methode ergeben sich

fehlerfreie Realraumfelder, die anschließend wieder mir R2C in den Fourierraum

gebracht werden können, um korrekte hermitesch symmetrische k-Raumfelder zu

erhalten. Diese müssen abschließend mit dem noch fehlenden Faktor N−1/2 nor-
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miert werden.

Mit den nun gewonnenen Realraumfeldern lassen sich die Nichtlinearitäten der MHD-

Gleichungen berechnen und anschließend wieder in den Fourierraum zurücktransformie-

ren. Die nichtlinearen Felder bedürfen keiner Normierung, da diese bereits durchgeführt

wurde. Ein Vorteil der kontrahierten Schreibweise von Gl. 4.21–4.23 ist, dass lediglich

einmal die Matrix

(w−)T ⊗w+ =


w−x w

+
x w−x w

+
y w−x w

+
z

w−y w
+
x w−y w

+
y w−y w

+
z

w−z w
+
x w−z w

+
y w−z w

+
z

 (4.58)

berechnet werden muss, da sich aus ihr sämtliche nichtlineare Terme ergeben.

Zurück im Fourierraum werden nun die MHD-Gleichungen zunächst ohne den Hin-

tergrundfeldterm vAkzw̃
±
α berechnet. Dieser Term wird im Anschluß durch eine Phasen-

verschiebung der Elsässerfelder realisiert. Der Vorteil an diesem Vorgehen ist, dass die

Berechnung von

w̃±α = |w̃±α | eiφ

= |w̃±α | ei vAkzdt (4.59)

semianalytisch ist. Dadurch weist es eine höhere Stabilität und Genauigkeit gegenüber

einer expliziten Berechnung vermittels Diskretisierung von vAkzw̃
±
α auf.

Mit diesem Schritt ist die erste Iteration der MHD-Gleichungen abgeschlossen. Je

nach gewähltem Szenario wird nun wieder Energie in das System gebracht, um die

Turbulenz anzutreiben oder dieser Schritt wird übersprungen. Anschließend beginnt der

Iterationszyklus von Neuem.

Ist eine Simulation der Testteilchen in den Startbedingungen festgelegt, werden ab

dem Erreichen einer beliebig gesetzen Teilchenstartzeit am Ende jeder MHD -Iteration

die Felder der Gismo-Particles Routine übergeben.

4.3.2. Gismo-Particles

Wie bereits erwähnt, ist Gismo-Particles eine Subroutine von Gismo-MHD und wird

von dort aus angesteuert. Wie in Abbildung 4.3 erkenntlich, werden die Startwerte der
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Testteilchen bereits in der allgemeinen Initialisierung festgelegt, sofern die Simulation

der Teilchen vorgesehen ist.

Die Teilchenspezies wird anhand ihrer Masse und Ladung festgelegt. Anschließend

wird die Gesamtanzahl der Teilchen mit beliebigen Startwerten versehen. Dabei kristal-

lisieren sich zwei verschiedene Grundtypen heraus. Man verteilt alle Testteilchen zufällig

über das Simulationsgebiet mit einen konstanten Impulsbetrag mit entweder zufällig

(Typ I) oder konstant (Typ II) gewähltem Pitchwinkel µ. Der Impuls wird entsprechend

der Koordinatentransformation Gl. 3.142

px = p
√

1− µ2 cos Φ

py = p
√

1− µ2 sin Φ

pz = pµ (4.60)

festgelegt. Dabei erfolgt die Wahl der Ausrichtung in der x-y Ebene über den Parameter

Φ ebenfalls zufällig.

Stabilitätskriterium des Boris-Pushs

Schließlich verbleibt noch die Wahl einer geeigneten Zeitdiskretisierung. Wie bereits dis-

kutiert, ist aufgrund der Trennung von kinetischem und fluidynamischem Modell, die

Entwicklungszeitskala der Teilchen deutlich kleiner als jene der MHD. Folglich muss

auch die Zeitdiskretisierung kleiner sein, also ∆tMHD � ∆tT. Da mit dem verwendeten

impliziten Boris-Push die Integration an sich immer stabil ist (vgl. Kapitel 4.2.1) und bei

schlechter Zeitauflösung lediglich der Larmorradius nicht mehr korrekt dargestellt wird,

muss ein geeignetes Verfahren zur Wahl von ∆tT gefunden werden. Zu diesem Zweck

wurde eine Methode implementiert, die, unter den gegebenen Startbedingungen, ein ein-

zelnes Teilchen in dem Hintergrundfeld gyrieren lässt und dabei den Larmorradius misst.

Als Messverfahren wird eine Kreisapproximation verwendet. Drei beliebige Punkte auf

der Kreisbahn des Teilchens werden hierfür zu einem Dreieck verbunden, dessen Umkreis

die Gyrationsbahn widerspiegelt. Für eine hohe Messgenauigkeit werden diese Punkte,

nach einem kurzen Einschwingvorgang, bei etwa jedem Drittel der Kreisbahn entnom-

men. Über die Bestimmung der Kreismittelpunktskoordinaten lässt sich schließlich der

Larmorradius bestimmen (siehe Anhang B). Die gewünschte Genauigkeit kann durch die

relative Abweichnung gegenüber dem analytisch ermittelten rL = vT/Ω festgelegt wer-
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Abbildung 4.4.: Die Abbildung zeigt eine beispielhafte Messreihe zur Ermittelung des
Larmorradius um eine geeignete Schrittweite ∆tT zu evaluieren. Der obere Graph stellt
die Anzahl der benötigten Schritte für eine Gyration dar. Die Ordinate stellt oberhalb
von 1 die Schrittzahl und unterhalb 1 die relative Abweichung dar. Um die Grenzen
des Boris-Pushs auszuloten, wurde in dieser Simulation pro Gyrationsmessung der Zeit-
schritt ausgehend von 10−7 bis etwa 10−17 verringert. An den Fluktuationen unterhalb
∆tT < 10−13 erkennt man sehr gut, dass die Messungen in den Bereich der Maschinenge-
nauigkeit eingetreten sind. Durch das exponentielle Anwachsen numerischer Fehler steigt
die Kurve in Richtung ∆tT → 0 wieder an, da die Schrittzahl pro Gyration sehr hoch
ist und sich die Fehler entsprechend fortpflanzen. Um auf sinnvollen Simulationszeits-
kalen zu bleiben empfiehlt es sich einen Zeitschritt > 10−10 zu wählen, dessen relative
Abweichung im Bereich 10−5 liegt und somit vollkommen ausreichend ist.

den. Um jedoch die Gyrationsperiode auf einem simulierbaren Maßstab zu halten, wird

zusätzlich eine maximale Anzahl von Simulationsschritten pro Gyration als Grenzwert

gesetzt. Der Zeitschritt ∆tT wird nun sukszessive reduziert und die Gyrationsbewegung

erneut gestartet, bis diese beiden Abbruchbedingungen erfüllt sind. In Abbildung 4.4

findet sich eine exemplarische Messreihe dieser Methode. Zusätzlich wird der ermittelte

Zeitschritt einer Plausibilitätsprüfung unterzogen, um die Trennung des kinetischen und

fluiddynamischen Regimes sicher zu stellen.
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Wenn die Startzeit der Testteilchen erreicht ist, erfolgt die Übergabe der w±-Felder.

Damit beginnt der schematische Ablauf, der in Abbildung 4.5 illustriert ist.

Abbildung 4.5.: Schematischer Ablauf der Testteilchensimulation. Dieser Programm-
teil ist abhängig von Gismo-MHD und wird von dort aus gesteuert. Die Farbkodierung
ist gemäß 4.3.

Magnetische und elektrische Felder

Die Feldgrößen werden unabhängig von den Teilchen in der MHD-Beschreibung gemäß

Kapitel 4.1 simuliert. Dabei ergeben sich drei wesentliche Unterschiede zu den, von den

Testteilchen benötigten, elektrischen und magnetischen Feldern.

(I) Die MHD-Felder liegen in Elsässernotation als vorwärts und rückwärts laufende

Wellen w± vor.

(II) Zwar sind die Felder w± mit periodischen Randbedingungen ausgestattet, diese

werden aber implizit durch die FFT generiert, da die zeitliche Evolution der MHD-

Gleichungen im Fourierraum stattfindet, in dem keine Randbedingungen vorliegen.

Die Teilchen benötigen jedoch Realraumfelder mit periodischen Rändern.
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(III) w± werden durch ein Gitter der Auflösung N = Nx × Ny × Nz diskretisiert und

sind folglich in Zellen untergliedert, während die Teilchen einer kontinuierlichen

Ortsbeschreibung im Simulationsgebiet folgen.

Der erste Punkt lässt sich leicht beheben, indem man zunächst die Rücktransformati-

on in b – und v–Felder gemäß den Gl.en 3.61 oder A.7 und A.8 durchführt. Anschließend

verwendet man das ideale Ohmsche Gesetz um die elektrischen Felder durch

E = −u× b (4.61)

zu berechnen.

Um Punkt (II) zu realisieren, werden den so gewonnenen E– und b–Feldern anschlie-

ßend Ränder mit der Breite von zwei Zellen in jeder Richtung angefügt. Diese Ränder

werden jeweils mit den Feldwerten der gegenüberliegenden Seiten gefüllt.

Der dritte Punkt ist etwas komplexer, da man eine geeignete Interpolationsmethode

finden muss, um das Feld am Ort eines Teilchens zu bestimmen. Es erweist sich als unzu-

reichend, auf jedes Teilchen direkt das Feld einer Plasmazelle wirken zu lassen, vor allem

bei geringen Auflösungen N . Auch eine lineare Interpolation, also eine simple Zellmittel-

wertbildung weicht deutlich von analytischen Ergebnissen ab. Eine sehr gute Genauigkeit

im Einklang mit annehmbaren Rechenaufwand, wird durch eine Interpolation mit einem

Polynom 3. Grades

S(x) = c0 + c1 x+ c2 x
2 + c3 x

3 (4.62)

mit den Koeffizienten ci erzielt, was in dreidimensionaler Form

S(x, y, z) = cijk x
i yj zk, (4.63)

unter Anwendung der Einsteinschen Summenkonvention, eine Matrixgleichung ergibt.

Um die Felder sämtlicher Nachbarzellen durch diese Methode zu interpolieren muss die

64 × 64 Koeffizientenmatrix cijk lediglich einmal bestimmt werden, da deren Form un-

abhängig von der Auflösung des Gitters ist. Diese Matrix wurde von Weiss (2011) durch

Mathematica berechnet und wird in Gismo verwendet. Zusammen mit dem Ort des

jeweiligen Teilchens, ist das Gleichungssytem 4.63 bestimmt und das Feld kann recht

exakt ermittelt werden. Solche Glättungsverfahren mit beliebigen Polynomen, die durch
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Fixpunkte bestimmt sind, bezeichnet man auch als Splines. Begriff und Methode wurden

durch Schoenberg (1946) geprägt, der vom Schiffsbau inspiriert wurde, wo sogenannte

Straklatten (engl.: Splines) sich entlang des Schiffskörpers biegen, da sie an dem Grund-

gerüst, also den Spanten, punktweise fixiert werden.

Eine Konsequenz aus dieser Interpolationsmethode ist, dass die Felder mit einem

Rand erweitert werden müssen, indem die periodischen Übergange zu den gegenüber-

liegenden Seiten gespeichert sind. Nur dadurch kann eine korrekte Feldinterpolation für

Teilchen erfolgen, die sich Nahe der Grenze der Simulationsbox befinden.

Sind die elektrischen und magnetischen Felder am Ort des jeweiligen Testteilchens

bekannt, wird im nächsten Schritt der Boris-Push ausgeführt. Dabei wird das Gleichungs-

sytem 4.36-4.39 gelöst um die Geschwindigkeit des Teilchens zu aktualisieren. Der Ort

kann dann gemäß

xt+1 = xt + v + dt (4.64)

neu zugewiesen werden.

Im abschließenden Schritt der Testteilcheniteration wird geprüft, ob sich der aktuelle

Ort noch innerhalb der simulierten Box befindet. Falls die Grenzen überschritten wurden,

wird das entsprechende Teilchen periodisch an den gegenüberliegenden Rand transferiert.

Da Gismo vollständig parallelisiert ist, muss an dieser Stelle ebenfalls geprüft werden,

ob das Teilchen seine lokalen Koordinaten, also die Grenzen des aktuellen Prozesses,

verlassen hat. Gegebenfalls muss eine Prozessorübergabe erfolgen. Dieses und weitere

Details der Parallelisierung werden im nächsten Abschnitt diskutiert.

4.3.3. Parallelisierung

Ein Großteil der physikalischen Problemstellungen bedürfen hoher Orts- und somit Wel-

lenmodenauflösung. Bereits Gittergrößen mit mehr als 1283 Zellen, die lediglich 21 aktive

Moden beinhalten, können nicht mehr sinnvoll auf einem lokalen Rechner durch einen

einzelnen Prozessor (CPU, engl.central processing unit), berechnet werden. Es ist also

unabdingbar eine Parallelisierung durchzuführen, um eine Simulation auf mehrere CPUs

zu verteilen. Die Grundidee ist es demnach ein Ausgangsproblem, dass auf dem soge-

nannten globalen Gitter definiert ist, in kleinere, sogenannte lokale Gitter, zu unterteilen.
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Ein Vorteil pseudospektraler Methodik liegt in der ortsunabhängigen Behandlung des

Gleichungssytems. D.h. es ist nicht nötig periodische Randbedingungen oder korrekte

Übergaben zwischen den Prozessen zu gewährleisten. Lediglich die Fouriertransformation

muss ganzheitlich über das globale Gitter kommunizieren. Aus diesem Grund wurde die

P3DFFT als Fouriertransformation ausgewählt, denn sie bietet eine parallel ausführbare

FFT an, die zudem eine beliebige Prozessoraufteilung zulässt. Ein Großteil der Paralle-

lisierung von Gismo-MHD wird somit bereits durch die P3DFFT erledigt. Im Speziellen

wird die Prozessorkommunikation intern von der P3DFFT ausgeführt, die sich der Par-

allelisierung vermittels des MPI bedient. Es muss lediglich sichergestellt werden, dass

die Berechnungen auf den korrekten lokalen Koordinaten erfolgen.

Die Parallelisierung von Gismo-Particles erweist sich als schwieriger. Die Testteilchen

werden ausschließlich im Realraum simuliert. Demnach muss eine korrekte Randüber-

gabe und Prozessorkommunikation erfolgen. Da bereits die Prozessanordnung und Git-

teraufteilung durch MPI intern von der P3DFFT initialisiert wurde besteht bereits ein

MPI_COMM_WORLD, sowie ein kartesischer MPI_CART_COMM Kommunikator. Leider ist in

der verwendeten Version der P3DFFT (V 2.4) kein Standardzugriff auf diese MPI-

Funktionen möglich. Daher wurde die P3DFFT angepasst. Dieser stark technische Aspekt

wird dem interessierten Leser im Anhang D erläutert. Speziell der kartesische Kommu-

nikator spielt eine zentrale Rolle, da er die CPU-Aufteilung beinhaltet.

Im ersten Schritt der Parallelisierung von Gismo-Particles müssen die elektrischen

und magnetischen Felder auf dem lokalen Gitter definiert werden. Durch die, im vor-

angegangenen Kapitel erläuterten Splines, muss auch an dieser Stelle jedes lokale Feld

einen Rand erhalten, der die Informationen der Feldwerte des benachbarten Prozesses

enthält. Es werden demnach bei der Berechnung von E und B vermittels des kartesi-

schen Kommunikators, die Randwerte der lokalen Nachbargitter kopiert.

Im zweiten Schritt müssen schließlich noch die Testteilchen an sich parallelisiert wer-

den. Zu diesem Zweck wird nach dem Boris-Push, mit der darauffolgenden Ortsaktua-

lisierung für jedes Teilchen überprüft, ob es sich weiterhin auf seiner ursrpünglichen

CPU aufhält. Falls nicht, wird es in eine Transferliste eingetragen, die nach Prüfen aller

Teilchenorte die Übertragung zwischen den Prozessen markiert. Um eine hohe Effizienz

zu erhalten, darf ein Teilchen dabei nicht weiter als zu einem direkten Nachbarprozess

übermittelt werden, da ansonsten die Kommunikation zwischen sämtlichen Prozessen

stattfinden müsste. Diese Optimierung bringt keinerlei Einschränkungen mit sich, da
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im Normalfall ein solcher Transfer auch durch die CFL-Bedingung (vgl. Kapitel 4.3.1)

instabil sein würde und folglich nicht zulässig wäre.

Im Wesentlichen ist mit diesen Schritten der Kernpunkt der Parallelisierung von Gis-

mo erfasst. Um zu prüfen, ob dies erfolgreich durchgeführt wurde, sind Skalierungstests

gemacht worden. Diese bemessen, inwiefern eine optimale Parallelisierung vorliegt, d.h.

ob eine Problemstellung sinnvoll von mehreren Prozessen bearbeitet werden kann oder ob

durch die unausweichliche CPU-Kommunikation mehr Rechenlast als Nutzen entsteht.

Die Resultate in Anhang E zeigen eine nahezu optimale Parallelisierung von Gismo.

4.3.4. Normierungen

Es ist in numerischen Verfahren ein probates Mittel die Variablen und Gleichungssätze

zu normieren. Dies kann zur Übersichtlichkeit und Stabilität bezüglich der Maschinenge-

nauigkeit beitragen. Die Normierung von Gismo trennt sich in die mathematische Norm

der P3DFFT und die physikalischen Skalierungen.

Norm der Fouriertransformation

Wie schon in Kapitel 4.3.1 diskutiert, erhalten die Felder durch die FFT nach jeder

Transformation vom Realraum in den Wellenzahlraum einen Faktor N . Somit muss

nach je zwei FFTs eine Normierung durch die Anzahl der Gitterpunkte erfolgen. Am

Beispiel in einer Dimension ist die diskrete Fouriertransformation also:

F̃ (k) = N ·
∑
x

f(x) e−ikx2π/N (4.65)

f(x) =
∑
x

F̃ (k) eikx2π/N (4.66)

Wie in Abbildung 4.3 ersichtlich, werden folgende drei FFTs pro MHD-Schritt aus-

geführt:

1) Werte des aktuellen Zeitschritts von w̃ werden in den Realraum transformiert

(C2R), um die Nichtlinearitäten zu berechnen:

w̃(k) ⇒ w(r)
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2) Anschließend wird direkt eine Rücktransformation durchgeführt, um die korrekten,

hermitesch symmetrischen Felder w̃ herzustellen (R2C):

w(r) ⇒ w̃(k)

3) Nach der Berechnung von ww wird wieder zurücktransformiert (R2C):

ww(r) ⇒ w̃w(k)

Die entsprechenden Normierungen erfolgen dann in dieser Form:

1) C2R: Normierung mit 1/
√
N :

w̃(k) ⇒ 1√
N
w(r)

2) R2C: Erneute Normierung mit 1/
√
N , womit sich der nötige Gesamtfaktor N−1

ergibt:
1√
N
w(r) ⇒ N√

N
√
N
w̃(k)

3) R2C: bei der Transformation der Nichtlinearitäten ist keine Normierung mehr

nötig, da bereits durch die Norm unter Punkt 1) der Gesamtfaktor N−1 erzeugt

wurde:
1√

N
√
N
ww(r) ⇒ N√

N
√
N
w̃w(k)

Es kommt hinzu, dass die Realraum Felder aufgrund der hermiteschen Symmetrie die

doppelte Amplitude tragen, so das sich folgender Zusammenhang ergibt:

w̃(k) =
2√
N
w(r) (4.67)

Die Normierung in Gismo ist so gewählt, dass die Energie zwischen Real- und Fourier-

raum entsprechend dem Parsevalschen Theorem erhalten ist:

N−1∑
k=0

|w̃(k)|2 =
N−1∑
r=0

|w(r)|2 (4.68)
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Physikalische Skalierung

Die physikalischen Werte werden in Gismo durch die Basisnormierung der Ladung q,

der Masse m, der Massendichte ρ, des Ortes x , sowie der Plasmageschwindigkeit u

q = q0 q
′ (4.69)

m = m0m
′ (4.70)

ρ = ρ0 ρ
′ (4.71)

x = L0 x
′ (4.72)

u = u0 u
′ (4.73)

festgelegt. Außerdem lassen sich die einzelnen Dimensionen durch den Skalierungsvektor

lbox = (lb x, lb y, lb z)
T (4.74)

anpassen. Über diese Norm ist auch der Wellenzahlvektor

kbox =
2π

L0

(k′x l
−1
b x , k

′
y l
−1
b y , k

′
z l
−1
b z )T (4.75)

definiert. Im folgenden Ergebnisskapitel wird häufig die numerische Wellenzahl benutzt,

die einem ganzzahligen numerischen Gitter entspricht (vgl. Kapitel 4.3.1).

Mit der Wahl der Skalierung der MHD-Gleichungen in Kapitel 3.1.4, folgt für das

Plasmamagnetfeld die Normierung

b = b0 b
′ =
√

4πρ0 b
′. (4.76)

In diesem System verbleibt die Plasmageschwindigkeit unskaliert

u = u0 u
′ u0=1

= u′
[cm

s

]
, (4.77)

also entspricht der numerische Wert vom Betrag her dem physikalischen Pendant, zuzüglich

der Dimension. Die Teilchengeschwindigkeiten v = v0 v
′ folgen der selben Norm, also

v0 = u0.

Durch die Wahl dieser Skalierung entspricht die Alfvéngeschwindigkeit im Betrag dem

Wert des numerischen Hintergrundmagnetfelds.
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Die Normierung der Zeitskala ist dementsprechend durch Systemgröße und Geschwin-

digkeitsnorm bestimmt:

t = t0 t
′ =

L0

u0

t′. (4.78)

Wendet man die Norm auf die Lorentzkraft (Gl. 3.5) an

F =
q

c
(−u× b + v × b)

= q0u0b0
q′

c
(−u′ × b′ + v′ × b′), (4.79)

erhält man gemäß F = F0F
′ den Skalenfaktor

F0 = q0u0b0. (4.80)

Es folgt somit für die Bewegungsgleichung ṗ = F der Testteilchen die Normierung

u0m0

t0

dp′

dt′
=
u2

0m0

L0

dp′

dt′

dp′

dt′
=
q0b0L0

m0u0

F ′. (4.81)

Aus der angegebenen Norm lässt sich schließlich die Energieinjektionsrate Se ska-

lieren. Diese ist durch die Energienorm E0 = ρ0u
2
0 pro Zeitskala gegeben, was folglich

zu

Se = Se0S
′
e =

ρ0u
2
0

t0
S ′e =

ρ0u
3
0

L0

S ′e (4.82)

führt.

4.4. Kritische Betrachtung und Grenzen des Modells

Mit der vorgestellten Phänomenologie und deren theoretischen Grundlagen, sowie Um-

setzung in der Methodik, ist das Modell nun ausreichend beschrieben. Zum Abschluss

soll an dieser Stelle noch einmal dessen Gültigkeit herausgestellt und bewertet werden.

Das Ziel dieser Dissertation ist es Phänomene innerhalb der Heliosphäre zu untersu-

chen. Dies gliedert sich zum einen in die Modellierung wellendominierter Plasmaturbu-

lenz und zum anderen in Teilchentransport-, sowie Beschleunigungsphänomene. Dabei

wurde für die Turbulenzsimulation die Methodik der inkompressiblen Magnetohydro-
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dynamik gewählt, wohingegen das Teilchenmodell die kinetische Beschreibung durch

direkte Simulation der Lorentzkraft benutzt.

4.4.1. Modell der Plasmaturbulenz

Wie bereits in der Phänomenologie herausgearbeitet wurde, ist die Heliosphäre äußerst

komplex und demnach nur schwer mit einer einzelnen Methode zu beschreiben. Folglich

ist zunächst entscheidend, welche Skalen von Interesse sind. Für räumliche Ausdehnun-

gen, die größer als die mittlere freie Weglänge der Plasmateilchen sind, liegt ein kol-

lisionsdominiertes Plasma vor. Für solche Bereiche ist die Magnetohydrodynamik eine

äußerst gute Methode, solange man kinetische Effekte vernachlässigen kann, die oberhalb

der Ionen-Zyklotron-Frequenz eine Rolle spielen.

Ist die MHD anwendbar, muss ein geeignetes Gleichungssystem gewählt werden. Im

Wesentlichen unterscheidet man an dieser Stelle zwischen der inkompressiblen und kom-

pressiblen Theorie. Zwar lässt sich durch letztere ein allgemeineres Modell erstellen,

allerdings birgt die numerische Umsetzung i.d.R. erhebliche Probleme. Als gravierendes

Problem sei hier die numerische Dissipation genannt, die zu einer starken Reduktion

des Intertialbereiches des Kolmogorovspektrums führt und somit im Kontrast zu den

Beobachtungen steht. Hier liegt der Vorteil in der inkompressiblen Methodik, mit der

man in der Lage ist eine realistische Plasmaturbulenz bis hin zu kleinen Skalen zu simu-

lieren. Des Weiteren liegen viele Phänomene im inkompressiblen Regime. So sind weite

Teile der Heliosphäre Alfvénwellendominiert, vor allem aufgrund der starken Dämpfung

kompressibler Moden, was in diesen Bereichen eine Anwendung der iMHD rechtfertigt.

Im Speziellen ist der schnelle Sonnenwind weitestgehend als inkompressibel zu betrach-

ten, wie in Kapitel 2.2 diskutiert. Dabei sollte das physikalische Gebiet allerdings klein

genug sein um Störeffekte zu vermeiden. Das gewählte Modell ist beispielsweise nicht

mehr auf Skalen anwendbar, auf denen die Krümmung des Hintergrundmagnetfeldes der

Parkerspirale dominant wird. Außerdem können spezielle Gebiete, wie die CIRs nicht

korrekt dargestellt werden, da dort ein hohes Maß an Kompressibilität vorliegt.

Eine weiterer Vorteil der inkompressiblen MHD liegt in der Möglichkeit der theoreti-

schen Beschreibung der Turbulenz. So sind die Modelle von Sridhar u. Goldreich (1994);

Goldreich u. Sridhar (1995), die eine anisotrope Energiekaskade vorhersagen, sehr gut

etabliert. Für kompressible MHD-Turbulenz gibt es hingegen derzeit keine geschlossene
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Theorie.

Um inkompressible MHD-Turbulenz zu erforschen bietet Gismo eine ideale Grund-

lage. So können unterschiedliche Szenarien simuliert werden. Das Treiben der Turbulenz

kann beliebig an das jeweilige Szenario angepasst werden. So ist es möglich spezielle

Moden anzuregen, anisotrop oder isotrop zu treiben, nach einmaliger Energieinjektion

den Zerfall von Turbulenz zu untersuchen oder kontinuierlich Energie in das System

einzuschießen, nur um einige signifikante Optionen zu nennen (vgl. Kapitel 4.3). Des

Weiteren erlaubt die Parallelisierung die Portierung des Problems auf Großrechner, um

eine möglichst hohe Auflösung der Wellenmoden zu erhalten.

Abschließend sei noch erwähnt, dass die Anwendungsmöglichkeiten von Gismo nicht

auf die Heliosphäre beschränkt sind. Beispielsweise kann auch eine Vielzahl von Ge-

bieten im interstellaren Medium (ISM) simuliert werden. Dies liegt vor allem an der

Alfvénwellendominanz, da auch im ISM effiziente Dämpfungsmechanismen speziell auf

kompressible Moden wirken.

4.4.2. Modell des Teilchentransports

Die Simulation des Teilchentransports ist durch die Wahl der Methodik gegenüber ande-

ren Modellen äußerst exakt. Der Einfluss der Feldgrößen auf die Teilchen wird realistisch

durch die Lorentzkraft beschrieben. Dabei werden so gut wie keine Näherungen getrof-

fen, d.h. die Teilchen folgen ihren tatsächlichen Trajektorien unabhängig von lokalen

Störungen im Magnetfeld, die beispielsweise von der quasilinearen Theorie nicht erfasst

werden können.

Mit der Umsetzung durch den Boris-Push wird zudem der numerische Fehler drastisch

reduziert. Die Teilchen folgen durch dieses implizite Verfahren immer stabilen Gyrati-

onsbahnen, die lediglich im Rahmen der numerischen Genauigkeit minimal abweichende

Larmorradien haben, jedoch nicht diese Trajektorie aufgrund numerischer Effekte verlas-

sen (wie z.B. instabile Spiralbahnen). Durch das automatische Anpassen des Zeitschritts,

bei jeder Initialisierung einer Simulation, an eine gewünschte relative Abweichung (vgl.

Kapitel 4.3.2) ist eine hohe Genauigkeit stets gewährleistet. Die Grenze dieses Verfah-

rens liegt in der Beschreibung ultrarelativistischer Teilchen. So liefert der Boris-Push

keine zuverlässigen Ergebnisse ab Gammafaktoren über γ ≈ 103 (vgl. Kapitel 4.2.1).

Die Parallelisierung von Gismo erlaubt es problemlos realistische Teilchenzahlen von
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106 in Standardsimulationen zu berechnen. Der Vorteil solcher großen Anzahlen liegt in

der sehr guten Statistik, so dass man physikalische Effekte deutlich vom statistischen

Rauschen unterscheiden kann.

Eine wichtige Grenze der verwendeten Methodik liegt in der Rückwirkung der Teil-

chen auf das Hintergrundplasma. Diese kann von Gismo nicht dargestellt werden, da die

Regimes von Magnetohydrodynamik und kinetischem Teilchenmodell physikalisch strikt

getrennt sind. Es zeigt sich jedoch, dass dies kein gravierendes Problem darstellt, sofern

man nicht an der Veränderung der Turbulenz durch die Teilchen interessiert ist. In die-

sem Fall würde die Landaudämpfung, also das Entziehen von Energie aus Wellenmoden

bei resonanten Welle-Teilchen-Interaktionen, ein wichtige Rolle spielen.
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5. Ergebnisse

Die Ergebnisse dieser Dissertation werden analog zu den vorangegangen Kapiteln in zwei

Teilen präsentiert. Im ersten Abschnitt werden Resulate aus der Simulation von Plas-

maturbulenz vorgestellt. Dabei wird ein spezieller Bezug zu der Entwicklung verstärkter

Wellenmoden hergestellt, die das Szenario eines koronalen Masseauswurfs oder eine Fla-

res widerspiegeln sollen (vgl. Kapitel 2.4). Der zweite Teil widmet sich dem Transport

und der Streuung von kinetischen, geladenen Teilchen an eben solchen getriebenen Wel-

lenmoden. Hier liegt das Augenmerk auf der Änderung des Pitchwinkelkoeffizienten und

der damit zusammenhängenden Beschleunigung, die Teilchen in den SEP-Ereignissen

erfahren (vgl. 2.5). Zu diesem Zweck werden Testteilchensimulationen im Hintergrund-

plasma mit verstärkten Wellenmoden durchgeführt.

Um signifikante wissenschaftliche Aussagen treffen zu können, muss man das verwen-

dete Modell einer ausführlichen Prüfung unterziehen. So wird Gismo mit seinen Sub-

routinen Gismo-MHD und Gismo-Particles zunächst anhand verschiedener Testfälle

validiert.

5.1. Validierung von Gismo

Die Konstruktion von Testfällen ist ein wichtiger Schlüsselpunkt der numerischen Be-

schreibung. Neben der unbedingt erforderlichen Validierung des Modells, erzeugt das

Berechnen analytisch und physikalisch nachvollziehbarer Szenarien ein tiefergehendes

Verständnis. Die Schwierigkeit besteht darin, solche Testfälle zu finden, die nichttrivi-

al und dennoch analytisch zu berechnen sind. Zu diesem Zweck werden im Folgenden

zunächst Grundlagentests erstellt, die einfache physikalische Eigenschaften beschreiben,

um anschließend komplexere Testfälle durchzuführen.
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5.1.1. Testfälle der MHD

Wellenbewegung

Der einfachste Test der MHD-Gleichungen betrifft den Einfluss des Hintergrundmagnet-

feldes auf eine Alfvénwelle ohne Resitivität (ν = 0). Wie man sich leicht klar machen

kann, reduziert sich folglich durch die Initialisierung einer einzelnen Welle, der Satz der

MHD-Gleichungen auf

(∂t − vAkz) w̃−α = 0 (5.1)

(∂t + vAkz) w̃
+
α = 0 (5.2)

kαw̃
±
α = 0, (5.3)

da die nichtlinearen Terme stets einen Faktor Null beinhalten. Dementsprechend sollte

die Zeitentwicklung lediglich eine Einzelwelle aufweisen, die entweder parallel (w+) oder

antiparallel (w−) zum Hintergrundfeld propagiert.

In Abbildung 5.1 ist eine beispielhafte Testsimulation dargestellt. Die eingestellte

Alfvéngeschwindigkeit war 107 cm · s−1. Als Startwert wurde eine Welle mit Kosinusform

in z-Richtung gewählt, wobei die Simulationsbox mit L = 108 cm durch 1283 Gitterzellen

aufgelöst wurde. Nach 4 s physikalischer Simulationszeit wurde eine Messung vermittels

Schnitt entlang der z-Achse vorgenommen und die Phasendifferenz zwischen w± und In-

itialwelle ermittelt. Wie erwartet, hat sich die w+-Welle um 51,2 Gitterzellen in positive

Richtung bewegt, was bei einer äußeren Längenskala von 108cm eine physikalische Di-

stanz von 4 · 107 cm darstellt. Folglich hat sich die Welle exakt mit Alfvéngeschwindigkeit

bewegt. Gleiches gilt für die w− Welle, die sich 51,2 Gitterzellen in negative Richtung

bewegt hat. Zur besseren Vergleichbarkeit wurden die Kosinuskurven mit entsprechender

Phasenverschiebung abgebildet. Die Messpunkte liegen sehr gut auf dem theoretischen

Verlauf.

Damit ist die Grundlage für komplexere Testfälle gelegt.

Nichtlinearer Testfall

Die vollständige MHD-Entwicklung zu beliebigen Zeiten nachzuvollziehen, ist auf analy-

tischem Wege nicht möglich. Durch die nichtlineare Wechselwirkung können verschiedene

Moden aneinander koppeln und neue Wellen erzeugen (vgl. Kapitel 3.1 und 3.2), die sich

126



-150

-100

-50

 0

 50

 100

 150

 0  20  40  60  80  100  120  140

W
e
lle

n
a

m
p

lit
u

d
e

Numerischer Ort

Initialwelle
w

-
(4s)

w
+
(4s)

∆Ψ ≈ -51,2 
∆Ψ ≈ 51,2 

Abbildung 5.1.: Grundlagentestfall von purer Alfvénwellenpropagation. Zur besseren
Darstellbarkeit wurde ein Schnitt entlang der z-Achse durch den dreidimensionalen Real-
raum durchgeführt. Die Initialwelle (rote Punkte) wurde mit beliebiger Amplitude und
k′ = (0, 0, 1)T für w+, sowie w− definiert. Die Messwerte für beide Wellen wurden nach
4 s physikalischer Simulationszeit genommen. Die Längenskala der Simulationsbox ent-
spricht 108cm, die Alfvéngeschwindigkeit beträgt 107 cm · s−1. Zum Abgleich wurden die
beiden Kosinuskurven mit der erwarteten Phasenverschiebung eingezeichnet.

wiederum mit anderen Wellen überlagern. So kann schon nach wenigen Schritten keine

analytische Berechnung mehr erfolgen. Dennoch kann man einen Testfall konstruieren,

der halb-analytisch den ersten Zeitschritt vorhersagen kann.

Um zunächst methodische Fehler auszuschließen, wird die analytische Rechnung le-

diglich für die Realraumgleichungen

− ∂

∂t
w− = w+ · ∇w− +∇P − vA

∂

∂z
w− (5.4)

− ∂

∂t
w+ = w− · ∇w+ +∇P + vA

∂

∂z
w+, (5.5)

durchgeführt. Zur Vereinfachung wurde erneut ν = 0 gesetzt.
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Der Testfall muss nun so konstruiert werden, dass der nichtlineare Term erhalten

bleibt. Dies ist, wie bereits in Kapitel 3.1.5 eruiert, nur der Fall, wenn mindestens zwei

unterschiedlich propagierende Wellenpakete aufeinander treffen. Um zu ermitteln, wel-

che der Vektorkomponenten von w± für diesen Test initialisiert werden müssen, ist es

hilfreich sich die Form von w+ · ∇w− zu verdeutlichen. Bei genauerer Betrachtung wird

klar, dass die Verknüpfung dieses Terms eine Tensorkontraktion der Form

w± · ∇w∓ =


w±x ∂xw

∓
x + w±y ∂yw

∓
x + w±z ∂zw

∓
x

w±x ∂xw
∓
y + w±y ∂yw

∓
y + w±z ∂zw

∓
y

w±x ∂xw
∓
z + w±y ∂yw

∓
z + w±z ∂zw

∓
z

 (5.6)

darstellt. Anhand dieses resultierenden Vektors ist man schließlich in der Lage verschie-

dene Komponenten zu wählen, so dass w+ · ∇w− 6= 0. Dabei ist die Quellenfreiheit von

w± zu beachten. Es wurden verschiedene Kombinationen zur Validierung von Gismo

getestet. Hier soll die Wahl

w+
z = A1 sin(k+a

⊥ y + k+b
⊥ x)

w−x = A2 sin(k−‖ z + k−⊥y + φ), (5.7)

als Beispiel dienen. Dadurch ergeben sich die folgenden nichtlinearen Terme

w− · ∇w+ =


0

0

w−x ∂xw
+
z



=


0

0

A1A2k
+b
⊥ cos(k+a

⊥ y + k+b
⊥ x) sin(k−‖ z + k−⊥y + φ)

 (5.8)

w− · ∇w+ =


w+
z ∂zw

−
x

0

0



=


A1A2k

−
‖ sin(k+a

⊥ y + k+b
⊥ x) cos(k−‖ z + k−⊥y + φ)

0

0

 . (5.9)
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Nun wird der Druckterm gemäß Kapitel 3.1.4 und 3.1.5, Gl. 3.65 durch bilden der Di-

vergenz der MHD-Gleichungen ermittelt, was durch

∇2P = ∇w+ ⊗∇w−, (5.10)

die MHD-Entwicklung schließt. Anhand des gewählten Beispiels ergibt sich der Druck-

term zu

∇2P = ∂x(w
+
z ∂zw

−
x ) = ∂z(w

−
x ∂xw

+
z )

= A1A2k
+b
⊥ k

−
‖ cos(k+a

⊥ y + k+b
⊥ x) cos(k−‖ z + k−⊥y + φ). (5.11)

Diese partielle Differentialgleichung lässt sich beispielsweise durch Fouriertransformation

lösen

P̃ =
A1A2 k

+b
⊥ k−‖ π

3/2

√
2 k2

[
e−iφ

(
δ(−k+b

⊥ + kx) δ(k
+a
⊥ + k−⊥ − ky) δ(−k

−
‖ + kz)

+δ(k+b
⊥ + kx) δ(k

+a
⊥ − k

−
⊥ + ky) δ(−k−‖ + kz)

)
+ eiφ

(
δ(−k+b

⊥ + kx) δ(−k+a
⊥ + k−⊥ + ky) δ(k

−
‖ + kz)

+δ(k+b
⊥ + kx) δ(k

+a
⊥ + k−⊥ + ky) δ(k

−
‖ + kz)

)]
(5.12)

und ergibt führt zu

P =
1

2
A1A2k

+b
⊥ k

−
‖

(
cos(k+b

⊥ x+ k+a
⊥ y − k−⊥y − k

−
‖ z − φ)

(k+a
⊥ )2 + (k−‖ )2 + (k+a

⊥ − k
−
⊥)2

+
cos(k+b

⊥ x+ k+a
⊥ y + k−⊥y + k−‖ z + φ)

(k+a
⊥ )2 + (k−‖ )2 + (k+a

⊥ + k−⊥)2

)
. (5.13)

Im nächsten Schritt kann nun die Zeitentwicklung berechnet werden. Zu diesem Zweck

wurde eine kurzes C-Programm geschrieben, dass einen einzelnen Zeitschritt durch das

Euler-Verfahren ermittelt.

Schließlich wurden mit Gismo die selben Startbedingungen gemäß den Gl.en 5.7

gewählt und ebenfalls ein Euler-Schritt berechnet. Dementsprechend sollte eine sehr

gute Vergleichbarkeit zwischen den halbanalytischen w± Feldern und den Resultaten

von Gismo vorliegen.
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Abbildung 5.2.: Auszug eines beliebigen eindimensionalen Schnitts entlang der z-Achse
für das w+ Feld, jeweils für den nichtlinearen Testfall für Gismo und den halbanalyti-
schen Resultaten. Beide Lösungsmethoden liefern nahezu identische Ergebnisse.

Zur Veranschaulichung der Testergebnisse wurden erneut beliebige eindimensiona-

le Schnitte aus den Feldern extrahiert und miteinander verglichen. In Abbildung 5.2

findet sich beispielhaft ein Auszug eines Schnitts entlang z-Richtung für das w+ Feld.

Offensichtlich liegt bereits qualitativ eine sehr gute Übereinstimmung vor.

Um einen quantitativen Vergleich zu ziehen, wurde die relative Abweichung zwischen

den halbanalytischen Kurven und den Ergebnissen von Gismo berechnet. Die Ergebnisse

in Abbildung 5.3 liegen weit unterhalb der Promillegrenze.

Es wurde durch diesen nichttrivialen Testfall eine solide Validierung von Gismo-

MHD erreicht. Im nächsten Schritt soll nun noch ein numerisches Standardproblem

eines turbulenten Systems überprüft werden.
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Abbildung 5.3.: Quantitative Überprüfung der Ergebnisse aus Abbildung 5.2. Die Ab-
weichungen zwischen den theoretischen Ergebnissen und Gismo sind vernachlässigbar
klein.

Taylor-Green-Vortex

Taylor u. Green (1937) konstruierten ein spezielles Szenario für die hydrodynamischen

Navier-Stokes-Gleichungen, mit den Startbedingungen

u = u0


sin(x) cos(y) cos(z)

− cos(x) sin(y) cos(z)

0

 , (5.14)

um die Eigenschaften von Turbulenz genauer zu untersuchen. Die Grundidee dabei war,

gegeneinander rotierende, dreidimensionale Vortizes und deren Zerfall zu betrachten.

Die Entwicklung der z-Komponente von v wird durch den Druckgradienten erzeugt. Vor

allem lag der Fokus dieses Problems auf der Untersuchung der Energiekaskade zu kleine-

ren Längenskalen, die für das später entwickelte Kolmogorov-Modell eine entscheidende

Rolle spielt (vgl. Kapitel 3.2). Der Vorteil dieser Methode liegt in der starken Symmetrie
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Abbildung 5.4.: Realisierung des Taylor-Green-Vortex durch Gismo. Links sind die
Startwerte für u abgebildet, rechts die für das Magnetfeld b. Beide Initialisierungen
beschreiben den Fall isolierender Wände. Sehr gut erkennbar sind die gegenrotierenden
Wirbel, die in der zeitlichen Entwicklung zu turbulenter Energiekaskadierung führen.

der Anfangsbedingungen und deren Erhaltung über einen längeren Zeitraum1, wodurch

das Problem sogar teilweise durch analytische Ansätze verfolgt werden kann. Prinzipi-

ell entspricht dies einem von Kármán-Fluss zwischen zwei Wirbeln mit verschiedenem

Rotationssinn. Das hatte speziell für die damalige Zeit große Bedeutung, da die Experi-

mente durch von Kármán Pionierarbeit der Turbulenzforschung darstellten. Heutzutage

ist der Taylor-Green-Vortex immernoch ein wichtiges Instrument zur Untersuchung von

Turbulenz und wurde auf den Formalismus der Magnetohydrodynamik ausgeweitet. Ein

wesentlicher Vorteil für die numerische Behandlung ist das Einsparen von Rechenzeit

aufgrund der Symmetrien (Lee et al. 2008).

Um die Anfangsbedingungen auf die Magnetfelder für die MHD-Behandlung anzu-

passen, müssen ähnliche Symmetrien gefunden werden. Eine Möglichkeit, die hier an-

gewendet werden soll, ist die sogenannte
”
Isolationsbox“. Der Name leitet sich aus den

isolierenden Wänden der Simulationsbox ab, auf denen das Magnetfeld immer senkrecht

1typischerweise Entwicklungsskalen im Sekundenbereich
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steht. Die Startwerte genügen dabei

b = b0


cos(x) sin(y) sin(z)

sin(x) cos(y) sin(z)

−2 sin(x) sin(y) cos(z)

 . (5.15)

Die Wahl der Konstanten wurde dabei analog zu Lee et al. (2008) mit v0 = 1 und b0 =

1/
√

3 getroffen, um eine Vergleichbarkeit der Ergebnisse zu erzeugen. In Elsässernotation

lassen sich die Startbedingungen entsprechend durch

w± =


sin(x) cos(y) cos(z)∓ 1√

3
cos(x) sin(y) sin(z)

− cos(x) sin(y) cos(z)∓ 1√
3

sin(x) cos(y) sin(z)

± 2√
3

sin(x) sin(y) cos(z)

 (5.16)

beschreiben.
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Abbildung 5.5.: Totales Energiespektrum des Magnetfeldes nach 2.5s Entwicklungszeit
im Taylor-Green-Vortex Test. Für die Simulation wurde eine Auflösung von 2563

gewählt.
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Abbildung 5.5 zeigt das Magnetfeld-Energiespektrum nach einer Entwicklungszeit

von 2,5 s. Zum Vergleich wurde das gleiche Spektrum aus einer ähnlichen Simulation

von Lee et al. (2008) herangezogen. Dieses ist in Abbildung 5.6 dargestellt.

Abbildung 5.6.: Vergleichsspektrum zu Abbildung 5.5 aus Lee et al. (2008).

Die Resultate der Simulation durch Gismo zeigen sehr gute Übereinstimmung mit

den Simulationen von Lee et al. (2008). Zwar verläuft das Spektrum etwas steiler, vor

allem bei großen Wellenzahlen, dies liegt aber an der unterschiedlichen Auflösung der

Simulationsboxen. So wurde in Lee et al. (2008) mit 5123 Zellen, eine 8-fach höhere

Auflösung gewählt (vs. 2563). Dadurch ist der Bereich zum Antialiasingbereich auch nur

halb so groß, was zu einem stärkeren Verlust von Energie durch das zero-padding führt.

Der MHD-Teil des verwendeten Modells und dessen numerische Umsetzung wird so-

mit als hinreichend verifiziert angenommen. Es folgt im nächsten Abschnitt die Unter-

suchung der Testteilchen-Methodik.
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5.1.2. Testfälle der Teilchensimulationen

Teilchengyration

Für die Simulation der Testteilchen soll ebenfalls zunächst ein simpler Testfall durch-

geführt werden, um die grundlegenden Mechanismen zu überprüfen.

Das einfachste Szenario ist ein geladenes Einzelteilchen, dass sich in einem konstan-

ten und homogenen Hintergrundmagnetfeld bewegt. Gemäß der Lorentzkraft (Gl. 3.5)

wird das Teilchen einer Spiralbahn folgen und keine effektive Beschleunigung erfah-

ren, d.h. keine Änderung seines Impulsbetrages. Als Validierung bietet sich demnach

eine Messung des Larmorradius an. Ein besonderer Augenmerk wird zusätzlich auf die

korrekte Rand- und Prozessorübergabe gelegt, da, im Gegensatz zum MHD-Teil, die

periodischen Randbedingungen nicht implizit durch die FFT, sondern vermittels MPI-

Kommunikation generiert werden (vgl. Kapitel 4.2).

In Abbildung 5.7 findet sich die Trajektorie eines Protons mit |v⊥| = 108 cm · s−1

in einem Magnetfeld der Stärke Bz = 1, 737 · 10−4 G, wie es von Gismo in einer Box

der Größe L0 = 1, 5 · 108 cm simuliert wird. Eine simple Direktmessung des Larmorra-

dius ergibt rL ≈ 6, 002 · 107 cm. Dies weicht lediglich um 1, 4% von der theoretischen

Vorhersage ab. Dabei spielt die Ungenauigkeit im Messverfahren wohl die größte Rolle.

Wie bereits unter Kapitel 4.3.2 vorgestellt, wird von Gismo standardmäßig vor jeder

Simulation eine deutlich bessere Methode angewandt, mit der der Larmorradius bishin

zur Maschinengenauigkeit beliebig aufgelöst werden kann.

Ein wichtiger Punkt ist die korrekte Prozessübergabe des Teilchens. In Abbildung

5.7 wird dies durch die verschiedenen Farben der Datenpunkt visualisiert. Sobald das

Testteilchen den Prozess verlässt - entweder durch Wechseln zur anliegenden CPU oder

durch verlassen der Simulationsbox an den Rändern, erfolgt die periodische Übergabe

zum nächsten Nachbarprozess. Dabei sind in den Ergebnissen keine Sprünge erkennbar.

Die Teilchentrajektorie wird fehlerfrei auf der Nachbar-CPU fortgesetzt.

E ×B – Drift

Zur vollständigen Überprüfung der Lorentzkraft wird zu dem Hintergrundmagnetfeld

Bz des vorangegangenen Tests, ein zusätzliches elektrisches Feld initialisiert. Dadurch
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Abbildung 5.7.: Einzelteilchenbewegung im konstanten, homogenen Magnetfeld. Das
Teilchen gyriert in der Ebene senkrecht zum Hintergrundfeld und bewegt sich zusätzlich
mit der Initialgeschwindigkeit konstant in z-Richtung. Durch die verschiedenen Farben
werden die einzelnen CPUs dargestellt, die das Teilchen durchläuft. Start- und Endpo-
sition liegt auf CPU1 ( + Datenpunkte, links im Bild, ca.(0,4;0,4) in der xy-Ebene).
Prozessor- und periodische Randübergabe funktionieren einwandfrei.

entsteht die, in Kapitel 2.5.2 beschriebene, Driftbewegung mit der Geschwindigkeit

vD =
E × b

b2
(5.17)

Wählt man das elektrische Feld konstant und homogen in y-Richtung, so entsteht die

resultierende konstante Driftbewegung

vD =
Ey
Bz

ex (5.18)
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in x-Richtung. Hat das Testteilchen beispielsweise eine Initialgeschwindigkeit von

v0 =


5 · 107

0

0

 . (5.19)

ist dessen tatsächliche Geschwindigkeit in x-Richtung

vx(t) = v0x cos(Ωt) +
Ey
Bz

(5.20)

zusätzlich durch die Driftgeschwindigkeit überlagert. Wählt man Ey = 100 ESU und

erneut Bz = 1, 737 · 10−4 G, so ist der Driftterm

−Ey
Bz

= −5, 758 · 105 cm · s−1

⇒ v0x −
Ey
Bz

= 4, 942 · 107 cm · s−1 (5.21)

und entsprechend, der effektive Geschwindigkeitsbetrag gegeben.

Aus der Simulation durch Gismo kann nun der Zeitverlauf von vx entnommen werden.

Abbildung 5.8 zeigt die Ergebnisse mit einem Offset von v0. Den Betrag der Geschwindig-

keit in x-Richtung erhält man schließlich, indem man den halben Abstand zwischen mini-

maler und maximaler Geschwindigkeit misst. Dieser ergibt sich zu 0, 5 (108−1, 5 · 106) =

4, 925 · 107 cm · s−1 und weicht somit nur um 0, 35% von der Vorhersage ab.

Welle-Teilchen-Resonanz

Als abschließender, komplexer Testfall wird eine Welle-Teilchen-Resonanz simuliert. Zum

einen ist diese Simulation von hoher Bedeutung, ob Teilchen mit beliebigen Startwerten,

physikalisch korrekt mit einer Welle interagieren. Zum anderen erzeugt dieser Test eine

größeres Verständnis, wie Welle–Teilchen-Wechselwirkungen in der Tat funktionieren.

Dies ist besonders von Vorteil, um noch komplexere Szenarien nachvollziehen zu können.

Für den Formalismus der Welle-Teilchen-Resonanz soll auf Kapitel 3.3.2 zurückgegrif-

fen werden. Dort wurde im Rahmen der quasilinearen Theorie ein analytischer Ausdruck
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Abbildung 5.8.: Zeitlicher Verlauf der Teilchengeschwindigkeit in x-Richtung bei ei-
nem Magnetfeld in z-Richtung und einem elektrischen Feld in y–Richtung. Es entsteht
eine konstante Driftbewegung in Richtung x, die sich mit der Gyration überlagert. Des
Weiteren erkennt man auch in dieser Abbildung die gelungene Prozessorübergabe.

für die Streuung von Teilchen an Magnetfeldfluktuationen ermittelt. Dabei beschreibt

µ =
ωW + nΩT

kWvT
=
vAkz − n eB0

mp c

kzvT
(5.22)

die Position der resonanten Pitchwinkel bei einer Interaktion zwischen Proton und

Alfvénwelle (vgl. Gl. 3.148). In Gl. 3.154 wurde die zeitliche Entwicklung des Pitchwin-

kels µ beschrieben. Für den Testfall wird lediglich eine Alfvénwelle k = (0, 0, k‖)
T

benötigt, die zunächst zirkular polarisiert sei. Das Magnetfeld ist demnach durch

B = B0 + δB (ex cos(±kz + ψ) + ey sin(±kz + ψ)) (5.23)
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unter der Bedingung B0 � δB gegeben. Einsetzen in Gl. 3.154 ergibt mit

∆µ±(t, ψ) = Ω
√

(1− µ2)
δB

B0

cosψ − cos [(±kvµ− Ω)∆t+ ψ]

±kvµ− Ω
(5.24)

einen Ausdruck für die Zeitabhängigkeit des Pitchwinkels. Dieser wird durch die Wahl

der Phase

ψ±M = arctan

[
sin(±kvµ− Ω)∆t

1− cos(±kvµ− Ω)∆t

]
(5.25)

und deren identischen Lösung bei der Tangensperiode ψ±M + π maximal.

Um sämtliche ±-Lösungen zu überprüfen, wird in Gismo eine linear polarisierte

Alfvénwelle initialisiert, die sich in diesem Beispiel parallel zu B0 ausbreitet (w+–Mode).

Durch die linear Polarisation setzt sich die Lösung aus der Summe von Gl. 5.24 und Gl.

5.25 beider Vorzeichen zusammen. Demnach wird die Zeitentwicklung von ∆µ durch

alle 4 Funktionen beschrieben. Die Stärke der Wellenamplitude wird zunächst über das

Verhältnis δB/B0 auf 0,1 gesetzt, wobei das Hintergrundmagnetfeld B0 = 4, 34 · 10−4 G

beträgt. Dementsprechend ist die Gyrationsfrequenz eines Protons in diesem Feld Ω =

4, 16 rad s−1. Für den Test mit Gismo wurden insgesamt 500.000 Testteilchen, damit

das Ergebnis eine hohe statistische Auflösung hat. Diese wurden mit zufälligen Ort,

zufälligen Pitchwinkel µ und Polarwinkel Φ, sowie konstantem Geschwindigkeitsbetrag

von v0 = 2 · 108 cm · s−1 initialisiert. Die Initialgeschwindigkeit ist dabei so zu wählen,

dass sie oberhalb der Alfvéngeschwindigkeit vA = 107 cm · s−1 liegt, da sonst die Teilchen

nicht resonant wechselwirken können.

In Abbildung 5.9 ist die Teilchenstreuung in Form der Pitchwinkeländerung über den

initialisierten Pitchwinkel aufgetragen. Zum Vergleich sind alle 4 Funktionen von Gl.

5.24 und Gl. 5.25 eingezeichnet. Man erkennt sehr gut das Ausbilden eines resonanten

Peaks bei den Positionen µ−1 = −0, 28 und µ1 = 0, 38. Dies stimmt sehr gut mit der

Vorhersage durch Gl. 5.22 überein. Die Zeitverlaufskurven liefern hingegen keine gute

Übereinstimmung mit den Simulationsresultaten. Zum einen sind die Peaks gegenüber

der Vertikalen nach links verkippt. Zum anderen ist die Position der vorhergesagten

Resonanzen symmetrisch mit µ−1 = −0, 33 und µ1 = 0, 33. Zwei Effekte sind hierfür

verantwortlich. Die Verschiebung des Pitchwinkels liegt an der Wahl des falschen Inerti-

alsystems. So sind die Gleichungen 5.24 im Bezugssystem der Welle. Demnach fehlt der
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Abbildung 5.9.: Welle-Teilchen-Resonanz für 500000 Teilchen, die mit einer rein par-
allelen Welle der Stärke δB/B0 = 0, 1 wechselwirken. Jeder Punkt repräsentiert ein
Testproton. Die Simulationszeit beträgt t = 3 s (etwa 2 Gyrationsperioden). Als Maß der
Streuvorgänge wurde die Änderung des Pitchwinkels über den initialisierten Pitchwinkel
aufgetragen. Zur Vorhersage durch die quasilineare Theorie ist ein deutlicher Unterschied
erkennbar.

Einfluss der Alfvéngeschwindigkeit. Durch die Transformation

µ′ = µ± vA
vT
, (5.26)

mit den jeweiligen Lösungen für vor– und rückwärts laufende Wellen, erhält man den

Pitchwinkel im Teilchenbezugssystem. Damit liegen die resonanten Peaks, gemäß Gl. 5.22

nicht mehr symmetrisch um µ = 0, sondern um 0, 05 in positiver Richtung verschoben

und folglich an den gleichen Positionen, wie jene, der Testteilchensimulation.

Die
”
Verkippung“ der Ergebnisse, rührt von der Abweichung der Simulationen von

der quasilinearen Theorie, da in deren Annahmen ein Schlüsselpunkt das Vernachlässi-

gen der Fluktuationen gegenüber dem Hintergrundfeld ist. Bei einem Verhältnis von

δB/B0 = 0, 1, wobei die gesamte Energie in einer einzelnen Mode steckt, ist die lokale

Störung von B0 merklich. Die Positionen der resonanten µ müsste demnach in Gl. 5.22
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lokal bestimmt werden. Dadurch unterscheiden sich auch die Streuvorgänge, bei denen

sich der Pitchwinkel positiv ändert, von denen mit negativer Gesamtänderung. Um die

Verkippung innerhalb der Abbildung zu vermeiden, müsste die Änderung ∆µ über den

Mittelwert 〈µ〉 statt über den Anfangswert µ0 aufgetragen werden. Damit wäre das Pro-

blem jedoch lediglich optisch gelöst. Der Winkel der Verkippung ist dabei nicht von

δB/B0 abhängig, lediglich die Streuamplitude der Teilchen vergrößert sich und macht

somit die Verkippung der Maxima deutlicher.

Abbildung 5.10.: Identische Simulation zu Abbildung 5.9, nur mit der Wellenstärke
δB/B0 = 0, 01 nach t = 3 s (etwa 2 Gyrationsperioden). Die Abweichung zur QLT
verbessert sich merklich durch

”
Aufrichten“ der Maxima und Minima. Die Graphen der

theoretischen Zeitentwicklung wurden in das Teilchenbezugssystem transformiert.

Zur Überprüfung wurde die gleiche Simulation mit einem Zehntel der Wellenam-

plitude wiederholt. Man erkennt in Abbildung 5.10 eine erhebliche Verbesserung der

Vorhersage durch die QLT. Die Peaks haben sich nahzu vollständig aufgerichtet. Zu-

dem wurden die Graphen durch die Transformation ins Teilchenbezugssystem korrigiert.

Natürlich reduziert sich die absolute Streuamplitude der Teilchen ebenfalls mit δB/B0

um einen Faktor 10, da Gl. 3.154 linear von diesem Verhältnis abhängt.

Im Zeitverlauf reduzieren sich die Amplituden der ballistischen Nebenextrema, wo-

hingegen deren Anzahl größer wird. Das bedeutet, dass die Teilchen bei den resonanten
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Abbildung 5.11.: Identische Simulation zu Abbildung 5.10 (δB/B0 = 0, 01) nach t = 15
s (etwa 10 Gyrationsperioden). Mit zunehmender Zeit verlieren die ballistischen Neben-
extrema an Amplitude, während der Resonanzpeak gewinnt.

Pitchwinkeln deutlich stärker gestreut werden und sich sukszessive ein δ–förmiger Peak

heraus kristallisiert. Dieser Vorgang ist sehr gut in Abbildung 5.11 zu erkennen. Den-

noch ist auch hier erneut eine deutliche Abweichung zu den theoretischen ∆µ–Verlauf

zu verzeichnen. Teilchen mit einem |µ| > µres sind von der Streuamplitude größer als

QLT vorhersagt, wohingegen die eigentlichen Resonanten Peaks zu klein ausfallen. Somit

stellt sich die Frage, ob dieser Fehler lediglich durch die längere Zeitentwicklung entsteht

und seinen Ursprung ebenfalls in dem δB/B0 Verhältnis hat.

Daher soll erneut überprüft werden, ob die lokale Störung der Welle diesen Einfluss

verusacht und somit zu einer Abweichung zur QLT führt. Wie man in Abbildung 5.12

erkennt, ist dies in der Tat der Fall. Die gleiche Simulation nur mit einem Faktor 0.1

verringerter Wellenamplitude führt zu einer erheblichen Verbesserung der Übereinstim-

mung mit der QLT. Daran wird deutlich, wir sensitiv die Approximation gegenüber der

lokalen Magnetfeldstörung ist.

Zum Abschluss dieses komplexen Teilchentestfalls, soll noch überprüft werden, ob

auch andere Resonanzpeaks korrekt dargestellt werden. Gl. 5.22 sagt bei der vorange-
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Abbildung 5.12.: Um erneut Abweichung der QLT zu testen wurde die Wellenam-
plitude um einen Faktor 0,1 auf δB/B0 = 0, 001 verringert. Die Abbildung zeigt wie
Abbildung 5.11 die Pitchwinkelstreuung nach t = 15 s (etwa 10 Gyrationsperioden).

gangenen Simulation die n = ±2 Resonanz bei µ−2 = −0, 61 und µ2 = 0, 71, sowie

die n = −3 Resonanz bei µ−3 = −0, 94 vorraus. Resonante Wechselwirkung höherer

Ordnung wird dabei nur von den senkrechten Anteilen einer Welle erzeugt (vgl. Kapitel

3.3.2). Deshalb wird zur Simulation die Shear-Welle k′ = (0, 1, 1)T benutzt, während

alle anderen Rahmenparameter identisch sind. Abbildung 5.13 zeigt die Ergebnisse die-

ser Simulation im Vergleich zu denen, einer rein parallelen Welle. Sämtliche Resonanzen

liegen an der vorhergesagten Position. Außerdem wurde mit t = 75 s ein später Ent-

wicklungszeitpunkt gewählt, um erneut das Anwachsen der δ–Form zu überprüfen. Dies

ist in der Tat der Fall. Die resonanten Peaks heben sich deutlich von den ballistischen

Anteilen ab. Auch in dieser Simulation ist das Fluktuations-Hintergrundfeld Verhältnis

mit 0, 001 zu hoch für eine exakte Vorhersage der QLT. Man erkennt dies sehr gut daran,

dass die Bereiche zwischen den Resonanzen nicht gegen Null gehen, sondern sich auf ein

ballistisches Rauschen mit endlicher Amplitude reduzieren. Entsprechend würden sich

die Ergebnisse anpassen, wenn man erneut die Wellenamplitude verringert.
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Abbildung 5.13.: Entwicklung der Resonanz von rein paralleler und Shear-Alfvénwelle
nach t = 75 s (etwa 50 Gyrationsperioden). Die senkrechte Komponente der Welle verur-
sacht resonante Wechselwirkungen höherer Ordnung (|n| > 1). Die Wellenstärken liegen
bei δB/B0 = 0, 001.

5.2. Ergebnisse von Gismo-MHD

Der Fokus dieses Ergebnisteils liegt zunächst auf der Simulation von heliosphärischer

Turbulenz, die im Rahmen von Gismo-MHD mittels inkompressibler MHD-Modellierung

untersucht wird. Diese Simulationen stellen die Grundlage für den weiteren Verlauf. Im

zweiten Teil werden darauf aufbauend einzelne Wellenmoden verstärkt und deren Ent-

wicklung, sowie Einfluss auf die Turbulenz untersucht. Es wird dabei das Ziel verfolgt

das Szenario eines Flares oder eines koronalen Masseauswurfs nachzubilden, bei dem

auf bestimmten Längenskalen und den damit korrespondierenden Wellenmoden Energie

übertragen wird.

Wie bereits in den vorangegangenen Kapiteln gehandhabt, liegt das magnetische Hin-

tergrundfeld B0 in z–Richtung. Entsprechend ist die Notation der senkrechten Richtung,

z.B. k⊥, mit x und y, z.B. kx und ky, gleichzusetzen wohingegen die z-Dimension als par-

allele Richtung bezeichnet wird, z.B. k‖=̂kz. Die Darstellung der Wellenzahlen erfolgt

in numerischer Schreibweise mit diskreten k′, die durch k = 2π/(lboxL0) k′ mit dem
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physikalischen k verknüpft sind (vgl. Kapitel 4.3.4).

5.2.1. Simulation heliosphärischer Turbulenz

Die Turbulenz innerhalb der Heliosphäre wird durch die kontinuierliche Energieinjektion

der Sonne auf großen Längenskalen in der Größenordnung 108cm getrieben (vgl. Kapitel

2.3, sowie Bruno u. Carbone (2005)). Das zunächst radial von der Sonne wegströmende

Plasma erzeugt durch den frozen-in-flux und die damit auftretende Torsion, die Parker-

spirale und somit eine klare Vorzugsrichtung eines Hintergrundmagnetfeldes. An dieser

Stelle sei nochmals darauf hingewiesen, dass eine Simulation auf deutlich größeren Ska-

len die Geometrie der Spirale berücksichtigen muss, da die Krümmung der Feldlinien

nicht mehr vernachlässigbar wäre. Die Modellierung der beschriebenen Turbulenz er-

folgt in den Simulationen durch kontinuierliches Zuführen von Energie bei kleinen Wel-

lenmoden, wobei die Anisotropie durch die jeweiligen Komponenten des Wellenvektors

berücksichtigt wird. So findet das Treiben in den senkrechten Komponenten kx und ky

in einem kleineren Bereich k′⊥ = [0, · · · , 4] statt, wohingegen in paralleler Richtung bis

k′‖ = [0, · · · , 14] Energie injiziert wird. Wie in Kapitel 4.3.1 beschrieben, wird die Stärke

der Fluktuationen mit der Amplitude der Treibmoden reguliert. Dementsprechend wird

das gewünschte δB/B0–Verhältnis hergestellt. Ein weiterer Grund für die Wahl eines

anisotropen Turbulenztreibers ist die geringe Entwicklung in paralleler Richtung. Wie

schon in Kapitel 3.2 ausführlich dargelegt, erfolgt gerade bei schwacher Turbulenz die

Energiekaskadierung primär mit k⊥, also senkrecht zu B0. Ein isotroper Treiber würde

auch im gesättigten Zustand der Turbulenz nicht zu ausgeprägten Slab–Moden führen.

Beobachtungen heliosphärischer Turbulenz haben jedoch auch turbulente Moden bei

hohem k‖ nachgewiesen. Somit muss sich im Endzustand der Simulationen auch eine

Slab–Komponente entwickelt haben, um den Messungen realistisch zu entsprechen.

Parameter, welche die physikalischen Rahmenbedingungen bestimmen, werden wie

folgt gewählt:

In Anbetracht der im nächsten Kapitel durchgeführten Teilchensimulationen, soll der

Fokus auf der schwachen Turbulenz liegen. Folglich wird für das Verhältnis von δB/B0

die Größenordnung 10−2 gewählt. Dies ist nötig um die Anwendbarkeit der quasilinearen

Theorie zu gewährleisten (vgl. Kapitel 3.3.2), damit signifikante Aussagen bezüglich der

Streukoeffizienten getroffen werden können. Unter dieser Prämisse ist der physikalisch
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interessante Bereich bei etwa drei solaren Radien in der Heliosphäre zu finden. In die-

sem Bereich ist zudem die Teilchenbeschleunigung durch CME-getriebene Schockfronten

sehr stark (Vainio et al. 2003). Wie man Abbildung 2.5 entnehmen kann, beträgt dort

die Alfvéngeschwindigkeit etwa 108 cm · s−1. Es wird für vA der Wert 1, 2 · 108 cm · s−1

abgelesen. Das Hintergrundfeld B0 ist durch

B = vA
√

4πmpnd (5.27)

mit der Alfvéngeschwindigkeit vA verknüpft. Unter der Annahme einer Anzahldichte

von nd = 105 Protonen im Plasma (vgl. Abbildung 2.5, Vainio et al. (2003)) ergibt sich

demnach eine Feldstärke von B0 = 0, 174 G. Die äußere Längenskala L0 wird anhand der

typischen Protonenenergien in einem SEP-Event bestimmt. Auch dies geschieht wieder

in Anbetracht der in den nächsten Kapiteln präsentierten Simulationen von verstärkten

Wellenmoden und den Teilchensimulationen. Die Protonen weisen Energien im Bereich

100 MeV auf (vgl. Kapitel 2.5). Unter der Verwendung der Resonanzbedingung führt

das zu einer Längenskala von

L0 =
2πk′

eB0

γ mpc v ≈ 108 cm. (5.28)

Als spezifischer Wert wird L0 = 3, 4 · 108 cm gewählt, um Ergebnisse bei k′ ≈ 20 zu

beschreiben. Um einen eventuellen Einfluss der Geometrie zu überprüfen, kann die Ver-

knüpfung von Azimut φ in der Ekliptik mit dem Abstand r zur Sonne,

r

r�
− 1− ln

r

r�
=

vSW

ω� r�
(φ− ψ) (5.29)

gemäß Parker (1958) herangezogen werden. Der Winkel ψ beschreibte dabei den Win-

kel der Krümmung am Beginn einer Feldlinie, die aus der Sonne bei einem solaren

Radius r�=̂ 6, 96 · 1010 cm hinaustritt, wohingegen φ den Azimut im Abstand r re-

präsentiert. Das Verhältnis zwischen der Ausströmgeschwindigkeit des Sonnenwinds vSW

und der solaren Winkelgeschwindigkeit ω� beträgt nach Zank et al. (1996) etwa 1 AU

=̂ 1, 496 · 1013cm. Demnach ist eine Änderung zwischen φ und ψ in Gl. 5.29 nur auf der

Größenordnung r� relevant. Des Weiteren zeigen Simulationen unter Berücksichtigung

der Parkerspiralengeometrie signifikante Änderungen erst im Bereich 1 AU (Tautz et al.

2011). Daher ist also anzunehmen, dass auf einer Längenskala von 108 cm Effekte durch
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die tatsächliche Krümmung des Hintergrundfelds keine Rolle spielen.

Die Simulationsbox wird kubisch aufgeteilt und im Ortsraum durch ein Gitter mit

2563 Zellen diskretisiert. Dies entspricht einem Wellenzahlgitter mit 1283 Moden, von

denen lediglich 42 aktiv sind, also außerhalb des Antialiasing-Bereichs liegen (vgl. Kapi-

tel 4.1.3). Der einschränkende Faktor der Gitterauflösung ist dabei die Rechenzeit. So ist

eine Berechnung von höheren Auflösungen nicht mehr auf dem Rechencluster des Lehr-

stuhls1 möglich. Größere Simulationen wurden hauptsächlich auf dem Nehalem-Cluster

Laki des Stuttgarter Rechenzentrums HLRS durchgeführt und sind erheblich aufwendi-

ger. Ziel der Turbulenzmodellierung ist es einen gesättigten Zustand zu erreichen, in dem

Energiezufluss und Dissipation sich ausgleichen. In diesem Zustand wird sich gemäß der

Turbulenztheorien eine Energiekaskade zu den kleinsten Längenskalen aufgebaut haben

(vgl. Kapitel 3.2, Kolmogorov (1941b, a); Sridhar u. Goldreich (1994); Goldreich u. Srid-

har (1995, 1997)). Ein entscheidender Parameter für die Dissipation ist die Resistivität.

Gemäß Kapitel 3.1.4 wird durch diese Größe die Energieumwandlung durch Viskosität

und magnetische Dämpfung beschrieben. In diesem Zusammenhang wird in der spek-

tralen Methodik oft die Hyperdiffusivität benutzt, damit die Dissipation ausreichend

stark ist und auf simulierbaren Zeitintervallen zu vollständig entwickelter Turbulenz

führt (vgl. Kapitel 4.1.1). Beide Parameter werden schließlich so gewählt, dass der Dis-

sipationsbereich ausreichend groß ist, um numerische Artefakte, wie die Reflexion von

Moden am Übergang zum Antialiasingbereich (im Folgenden auch Antialiasingkante),

zu verhindern. Dabei liegt das Augenmerk darauf den, für die Turbulenz interessanten,

Inertialbereich möglichst über viele Wellenzahlen zu erhalten. In den durchgeführten

Simulationen hat sich dabei eine Resistivität von ν = 1 und eine Hyperdiffusivität von

h = 2 als sinnvoll erwiesen.

Die Simulation ist für eine Zeitdiskretisierung mit ∆t′ = 1 · 10−11 in numerischen

Einheiten oder ∆t′ = 3, 4 · 10−3 s numerisch stabil. Der Zustand der Sättigung wird bei

etwa t = 85 s erreicht, was mit angegebenem ∆t′ insgesamt 25000 Iterationsschritten

entspricht. In diesem Zeitintervall haben die Alfvénwellen ungefähr 30 mal die Simula-

tionsbox durchlaufen. Die sogenannten Alfvén–crossingtimes werden in inkompressiblen

Turbulenzsimulationen als alternative Zeiteinheit angegeben. Unter den gegebenen Dis-

kretisierungen ergibt sich somit eine Gesamtsimulationszeit von etwa 3000 CPU-Stunden

pro gewähltem Parametersatz.

1Nehalem–System mit 64 CPUs der Baureihe Intel R©Xeon E5506, sowie 32 CPUs der Westmereklasse
Intel R©Xeon E5620
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L0[cm] nd[cm−3] B0[G] vA[cm s−1] ν[num] k′

SI 3, 4 · 108 105 0, 174 1, 2 · 108 1 1283

SII 3, 4 · 108 105 0, 174 1, 2 · 108 10 1283

SIII 3, 4 · 108 105 1, 74 1, 2 · 109 10 1283

SIV 3, 4 · 108 105 0, 00174 1, 2 · 106 1 1283

SV 3, 4 · 108 105 0, 174 1, 2 · 108 1 2563

Tabelle 5.1.: Parametersätze der durchgeführten Turbulenzentwicklungssimulationen. Die
Anzahldichte nd verknüpft das Hintergrundmagnetfeld B0 mit der Alfvéngeschwindigkeit
vA vermittels

√
4πmnd.

Um die Effekte der, für die Turbulenzentwicklung wichtigen, Parameter zu untersu-

chen, werden Variationen des soeben beschriebenen Parametersatzes vorgenommen. Im

Wesentlichen wird die Dissipation mittels der Resistivität ν oder das Hintergrundma-

gnetfeld und somit die Alfvéngeschwindigkeit vA verändert. Wie aus Kapitel 3.2 bekannt,

wirken sich beide Größen entscheidend auf die Entwicklung turbulenter Strukturen aus.

Die verschiedenen Parametersätze sind in Tabelle 5.1 mit den Abkürzungen SI – SV auf-

gelistet. Der Satz SI entspricht dabei der Grundeinstellung. Die Parameter von SII sollen

zur Untersuchung der Dissipation dienen und unterscheiden sich von SI lediglich durch

eine höhere Resistivität. Da die verwendete Methodik keinerlei numerische Dissipation

aufweist und der einzige intrinsische Energieverlustprozess durch das Überschreiten der

Antialiasingkante erzeugt wird, steht der Wellenzahldissipationsterm,

ν∇2hw±

im direkten Zusammenhang mit der räumlichen Diffusion.

Der wohl wichtigste Parameter der MHD-Turbulenz ist das magnetische Hintergrund-

feld. Wie schon in Kapitel 3.2 ausführlich diskutiert, bestimmt es zum einen durch das

δB/B0 Verhältnis das Maß Turbulenzstärke und zum anderen, durch den ζ-Parameter

(vgl. Gl. 3.125 ζ ∼ (k⊥v⊥)/(k‖vA)), die kritische Balance und folglich die Entwicklung

turbulenter Strukturen. Im Speziellen wird dabei die Entwicklungsrichtung der Fluktua-

tionen δB, senkrecht oder parallel zu B0, beeinflusst. Zur Untersuchung dieser Effekte

sind die Parametersätze SIII und SIV gedacht.

In der Einstellung SIII ist das Hintergrundfeld um eine Größenordnung erhöht und

dementsprechend das Verhältnis δB/B0 im schwachen turbulenten Bereich anzusiedeln.
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Abbildung 5.14.: Zeitliche Entwicklung der Gesamtenergie des System mit Parameter-
satz SI. Das Abflachen des Verlaufs signalisiert die Sättigung der Turbulenz, in welcher
Energieinjektion und Dissipation im Gleichgewicht sind.

Die Resistivität mit ν = 10 ist ebenfalls höher als bei SI, da die höhere Alfvéngeschwin-

digkeit (vA ∝ B0) den Energietransport zu hohen Wellenzahlen beeinflusst und die

Energie nicht mehr schnell genug dissipieren kann. Dadurch sammeln sich Moden um

die Antialiasingkante an. Um diesen sogenannten Bottleneckeffect zu vermeiden, muss

also die Dissipationsrate erhöht werden.

Im Parametersatz SIV ist das magnetische Hintergrundfeld um zwei Größenordnun-

gen deutlich verringert. Ziel dieser Simulationen ist es, die Turbulenz im Bereich der

kritischen Balance zu untersuchen. Ist ζ ≈ 1, so befindet sich das System im Regime

der starken Turbulenz. Wie bereits in Kapitel 3.2 erklärt, richten sich in diesem Zu-

stand die turbulenten Strukturen in paralleler Richtung gemäß Gl. 3.125 bis zu Skalen

l‖ ∼ vA/(k⊥v⊥) aus. Energie kaskadiert zusätzlich parallel zu B0, wodurch die Entwick-

lung wird isotroper wird.
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Abbildung 5.15.: Totales Energiespektrum der magnetischen Energie für Parameter-
satz SI. Es ist die zeitliche Entwicklung der Turbulenz dargestellt. Im gesättigten Zu-
stand, nach etwa 85 s, hat sich das Spektrum im Inertialbereich einem Potenzgesetz
mit −5/3-Exponent durch Kaskadierung der Energie zu kleinen Skalen angenähert. Im
Dissipationsbereich erkennt man eine deutliche Abweichung vom Kolmogorov-Spektrum.

Im letzten untersuchten Parametersatz SV wurde die Auflösungen in jeder Raumrich-

tung verdoppelt. Das Realraumgitter ist somit durch 5123 Zellen diskretisiert. Dement-

sprechend werden im Fourierraum höhere Wellenmoden aufgelöst. Dadurch wird der

Dissipationsbereich zu hohen Wellenzahlen verlagert und der, für die Untersuchung der

Turbulenz interessante, Inertialbereich vergrößert. Des Weitern wirkt sich die verbesserte

Auflösung auf den später bertrachteten Teilchentransport aus, da Streuung an höheren

Wellenmoden ermöglicht wird.

Zunächst sollen die Ergebnisse für Parametersatz SI präsentiert werden. Jede Simu-

lation wurde bis zum Zustand der Sättigung, in dem die Injektion der Energie mit der

Dissipation im Gleichgewicht ist, ausgeführt. In diesem Zustand ist für die Turbulenz

keine signifikante qualitative Veränderung mehr zu erwarten. In Abbildung 5.14 erkennt
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Abbildung 5.16.: Entwicklung der spektralen Energie von Simulation SI in zweidi-
mensionaler Darstellung. Die Farbskalierung ist logarithmisch. Das linke Bild zeigt den
Zustand bei t = 17 s. Rechts ist der gesättigte Zustand der Turbulenz bei t = 85 s zu
beobachten.

man das Erreichen der Sättigung sehr gut am Abflachen der Gesamtenergiekurve. Nach

85 s oder 30 Alfvéncrossing-times hat sich der gewünschte Zustand eingestellt und die

Turbulenz hat sich bis zu den kleinsten aufgelösten Skalen durch die Energiekaskade

entwickelt. Dabei wird gemäß Kapitel 3.2 durch die Dissipation bei hohen Wellenzahlen

die Energie zu kleinen Strukturen transportiert. Sehr deutlich ist dieser Vorgang auch

in Abbildung 5.15 zu beobachten. Im Anfangszustand wird das System von großskali-

gen Strukturen dominiert, die bei kleinen Wellenzahlen viel Energie in sich tragen. Im

Verlauf der Simulation wachsen die Moden bei höherem k an, die durch den Energie-

transfer kleinerer Wellenmoden gespeist werden. Es stellt sich ein Potenzgesetz mit einem

Exponenten von −5/3 ein, das sogenannte Kolmogorovspektrum. Die Abweichung von

diesem Verlauf nimmt in der Nähe des Dissipationsbereichs erwartungsgemäß zu. Au-

ßerdem stellt Abbildung 5.15 das totale Energiespektrum dar, wofür über k zylindrisch

integriert wurde. Man kann also keine Aussagen über die Abhängigkeit des Energiever-

laufs von der Entwicklungsrichtung k⊥ oder k‖ treffen.

Gemäß den Arbeiten von Sridhar u. Goldreich (1994) und Goldreich u. Sridhar (1995)

findet die Kaskadierung in senkrechter Richtung zu B0 statt. Der spektrale Energiever-
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lauf ist entsprechend E(k) ∝ k
−5/3
⊥ . Gerade bei schwacher Turbulenz ist die Entwick-

lung in paralleler Richtung stark unterdrückt. Da das δB/B0-Verhältnis für SI etwa

10−2 beträgt ist von schwacher Turbulenz auszugehen und die Energie sollte entspre-

chend vorzugsweise in senkrechter Richtung kaskadieren. Um die Entwicklungsrichtung

der Turbulenz zu untersuchen wurden zusätzlich zweidimensionale Spektren angefertigt.

Diese stellen die spektrale Energie in Abhängigkeit E(k‖, k⊥) dar und werden durch zy-

lindrische Intergration im Fourierraum gewonnen. In Abbildung 5.16 findet sich dieser

2D-Plot für Parametersatz SI. Man erkennt eindeutig die dominante Entwicklungsrich-

tung senkrecht zum Hintergrundfeld. Ist die Energie anfangs noch recht gleichmäßig

verteilt, stellt sich im Stättigungszustand eine starke Anisotropie ein. Die Wellenmo-

den in Abbildung 5.16 bilden mit k⊥ lang gezogene Strukturen wohingegen in paralleler

Richtung nur wenig Energie transportiert wurde.
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Abbildung 5.17.: Vergleich der totalen Energiespektren für die Parametersätze SI–SIV.
Der Intertialbereich, der dem Kolmogorovspektrum folgt, verkürzt sich erwartungsgemäß
bei SII und SIII deutlich, da bei diesen Simulationen eine höher Resistivität benutzt
wurde. Dementsprechend vergrößert sich der Dissipationsbereich im Fourierraum.
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Im Parametersatz SII weicht der spektrale Energieverlauf deutlich von dem Kolmogo-

rov Verlauf ab. Dies ist nicht unerwartet, da eine höhere Resistivität verwendet wurde,

was in der Kombination mit Hyperdiffusivität, die mit ∝ k4 dämpft, zu einer starken

Dissipation führt. Folglich verkürzt sich der Intertialbereich, der dem −5/3 Spektrum

folgt erheblich. Dies ist sehr gut in Abbildung 5.17 zu erkennen.

Abbildung 5.18.: Zweidimensionale Entwicklung der spektralen Energie im Fourier-
raum für Parametersatz SII. Der Energietransport ähnelt dem in SI, mit dem Unter-
schied, dass große Wellenmoden weniger Energie tragen. Dies ist auf die stärkere Dissi-
pation zurück zu führen.

Vor allem bei der Betrachtung der spektralen Gesamtenergie fällt die Abweichung

besonder stark aus. Dies ist hauptsächlich auf die schwache parallele Entwicklung zurück

zu führen. Wie schon in SI kaskadiert die Turbulenz primär entlang der senkrechten

Richtung. Der geringe Energietransfer, beispielsweise durch Diffusion im Fourierraum,

wird sehr stark durch die erhöhte Dissipation unterdrückt. So sieht man in Abbildung

5.18 keine energiereichen Moden mit k′ ‖> 20. In der Darstellung der Gesamtenergie,

die durch Intergration über k gewonnen wird, muss das Spektrum entsprechend steiler

werden.

Der gleiche Effekt ist auch für die Abweichung vom Kolmogorovspektrum bei Verwen-

dung des Parametersatzes SIII verantwortlich. Auch hier wurde die gleiche Resistivität

wie in SII benutzt. Außerdem wird durch das größere Hintergrundfeld der Energietrans-
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Abbildung 5.19.: Zweidimensionale Entwicklung der spektralen Energie im Fourier-
raum für Parametersatz SIII. Die gleiche Resistivität wie unter SII führt zu einem ähn-
lichen Verhalten der Turbulenzentwicklung. Das deutlich größere B0 führt zusätzlich zu
einer stärkeren senkrechten Ausbreitung der Energie. Die Entwicklung in paralleler Rich-
tung ist stark unterdrückt

fer noch stärker in Richtung k⊥ fokussiert. Anhand Abbildung 5.19 erkennt man, dass

nun kaum noch Energie in Moden oberhalb des Treibbereichs k‖ > 15 vorhanden ist.

Daher weicht der spektrale Energieverlauf in Abbildung 5.17 noch stärker als SII vom

Kolmogorov Potenzgesetz ab.

Eine deutlich andere die Entwicklung der Turbulenz wird unter Verwendung der Pa-

rameter von SIV beobachtet. Wie aus Tabelle 5.1 zu entnehmen ähnelt diese Simulation

dem Satz SI, nur das Hintergrundfeld wurde um zwei Größenordnungen reduziert. Der

Energietransfer erfolgt nahezu isotrop. In Abbildung 5.20 ist besonders gut der starke

Energietransport zu hohen parallelen Wellenzahlen erkennbar, was durch die Ausbil-

dung einer parallelen Kaskade gemäß Goldreich u. Sridhar (1995) erklärt wird. Durch

die Isotropisierung ist nun auch ein ausgeprägter Intertialbereich mit einem Kolmogo-

rovspektrum entstanden, wie man Abbildung 5.17 entnehmen kann.

Die Ergebnisse für den letzten verwendeten Parametersatz SV sind in Abbildung 5.21

zusammengefasst. Ähnlich zu der Entwicklung unter den Parametern von SI, hat sich

die Turbulenz stark in senkrechter Richtung entwickelt. Die Energie ist entlang k⊥ bis
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Abbildung 5.20.: Zweidimensionale Entwicklung der spektralen Energie im Fourier-
raum für Parametersatz SIV. Szenario für starke Turbulenz mit δB/B0 ≈ 1. Die Ent-
wicklung erfolgt deutlich isotroper. Speziell Wellenmoden mit hohem k‖ tragen mehr
Energie als in den anderen Parametersätzen.

hin zur Antialiasingkante kaskadiert. In paralleler Richtung war die Entwicklung ähnlich

schwach wie unter SI. Da in SV die Anzahl der aktiven Moden sich jedoch verdoppelt

hat ist die Energie nicht vollständig im Fourierraum ausgebreitet. Das ist nicht unerwar-

tet, da die Kaskadierungzeitskala sich gemäß Kapitel 3.2 ebenfalls vergrößert. Demnach

ist der vorliegende Zustand nach etwa 30 Alfvén–crossingtimes noch nicht vollständig

gesättigt, so dass sich das Gleichgewicht zwischen Injektion und Dissipation der Ener-

gie noch nicht gänzlich eingestellt hat. Dies erkennt man auch im Gesamtspektrum, in

dem der Inertialbereich mit dem Kolmogorovexponenten im Vergleich zum Dissipati-

onsbereich eher klein ist. Dennoch soll dieser Zustand als Ausgangspunkt der folgenden

Simulationen dienen, da die Gesamtsimulationszeit bis zur vollständigen Sättigung er-

heblich wäre und nicht mehr im Rahmen der beantragten Rechenzeit durchführbar war.
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Abbildung 5.21.: Ergebnisse für die Einstellungen unter Parametersatz SV mit höherer
Auflösung. Der dargestellte Zeitpunkt nach etwa 30 Alfvén–crossingtimes hat noch nicht
den Zustand der vollständigen Sättigung erreicht. Die Entwicklung in paralleler Richtung
ist daher weniger stark und der Dissipationsbereich im totalen Spektrum (rechts) erstreckt
sich über einen großen Wellenzahlbereich.

5.2.2. Simulation angeregter Wellenmoden in heliosphärischer

Turbulenz

Die Grundlage der Turbulenzsimulationen wurde mit dem vorangegangenen Kapitel ge-

schaffen. Der Fokus dieser Dissertation liegt auf der Untersuchung einzelner angereg-

ter Wellenmoden. Ziel ist es, erste Schritte zur Beschreibung von SEP-Ereignissen zu

machen, die bisher noch nicht im Rahmen numerischer MHD-Simulationen untersucht

wurden. Wie schon in Kapitel 2.5 und 3.3.4 beschrieben, werden durch strömende ener-

giereiche Protonen im Bereich von 100 MeV Instabilitäten im Plasma erzeugt. Diese

führen zum Anwachsen einzelner Wellenmoden (vgl. Gl. 3.167). Die Entwicklung sol-

cher Moden in einem turbulenten Hintergrundplasma ist vor allem für den Transport

und die Beschleunigung von geladenen Teilchen von besonderer Bedeutung. Es sollen im

Folgenden nun die Entwicklungsmechanismen genauer untersucht werden. Dabei wird

das Anwachsen einer Mode durch die Plasmainstabilität nicht auf kinetischer Ebene

modelliert, sondern unter der Annahme, dass strömende Teilchen Energie an bestimmte

Wellenmoden abgeben, in das Bild der MHD übertragen, um dort das Augenmerk auf
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deren Entwicklung legen zu können.

Abbildung 5.22.: Grafische Darstellung der möglichen Entwicklungsmechanismen ei-
ner angeregten Mode im turbulenten Hintergrundfeld. Dabei ist als Diffusionsprozeß die
Fourierraum– oder Wellenzahldiffusion gemeint, was nicht mit der räumlichen Diffusion
zu verwechseln ist.

In Abbildung 5.22 sind die möglichen Mechanismen und deren Auswirkung auf ei-

ne angeregte Mode dargestellt. Die Position einer solchen Mode im k-Raum kann sich

durch Konvektion verändern. Eine Verbreiterung der Form, vor allem in den Flanken

des Peaks, wird durch Diffusion verursacht. Dabei ist explizit die Wellenzahldiffusion

gemeint, nicht die Räumliche. Letztere ist im Rahmen der spektralen Methodik mit der

Dissipation verknüpft. Wie schon im vorangegangenen Kapitel beschrieben enthält, ab-

gesehen vom zero–padding der Antialiasing Routine, das Modell keine Energieverluste

außer der Dissipation, die durch den entsprechenden Term der ohmschen und viskosen

Resistivität eingehen. Folglich kann man die Wellenzahldissipation auf den räumlichen

Diffusionsprozeß zurückführen. Löst man also die Wellenzahldissipationsgleichung

∂e

∂t
= −k2De (5.30)
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und berechnet deren Koeffizienten

D =
e0
e
− 1

k2∆t
, (5.31)

kann man Aussagen über die räumliche Diffusion treffen. Dieser Ansatz ist sehr gut zur

Untersuchung einer angeregten Einzelmode geeignet. Eine Auswertung dieser Koeffizi-

enten für beliebig turbulente Moden wäre nicht sinnvoll, da man i.A. die Dissipation

nicht von anderen Prozessen unterscheiden kann.

Während die Verbindung zu dem Dissipationsterm der MHD-Gleichungen klar ist,

kann man die Mechanismen der Konvektion und Wellenzahldiffusion nicht exakt zuord-

nen. Beide werden von den nichtlinearen Termen der Gl.en 4.21–4.23 verursacht und

können nicht getrennt betrachtet werden (vgl. 3.1 und 4.1).

Die gewählten physikalischen Parameter wurden größtenteils schon im vorangegan-

genen Kapitel beschrieben. Die äußere Längenskala L0 wurde dabei so gewählt, dass die

korrespondierenden Protonenenergien im Bereich mehrerer MeV liegen. Der Gedanke

war hierbei, dass die meisten Ereignisse, die zur Strömungsinstabilität und somit zu an-

geregten Moden führen, von Protonen mit Energien zwischen 1-100 MeV erzeugt werden.

Um zwei verschiedene Szenarien der Energieinjektion bei großen und kleinen räumlichen

Skalen abzudecken, wurde Moden bei k′ = 8 und k′ = 24 angeregt. Diese entsprechen

den physikalischen Werten k‖ = 1, 5 · 10−7 cm−1 und k‖ = 4, 4 · 10−7 cm−1 und repräsen-

tieren Anregungen durch Protonen der Energie E8 ≈ 64 MeV bzw. E24 ≈ 7 MeV. Die

Energien wurden gemäß Gl. 5.28 durch

k‖ =
2πk′‖
L

=
eB0

γmpv‖c
=
eB0

p‖c
(5.32)

berechnet.

Um das sukzessive Anwachsen einer Mode möglichst realistisch zu gestalten, wird

der jeweilige Peak nicht auf einmal initialisiert, sondern über ein Zeitintervall von 1.7 s

getrieben. Dabei werden die beiden angeregten Moden mit zwei verschiedenen Wachs-

tumsraten Γ1 und Γ2, mit Γ1 < Γ2 getrieben, die folglich in zwei verschiedene Pea-

kamplituden resultieren. Für die Parametersätze SI–SIV wurden demnach jeweils vier

Simulationen durchgeführt, k′ = 8 und 24, jede mit Γ1 und Γ2. Da SEP-Ereignisse nicht

nur bei einer diskreten Energie auftreten, sondern Teilchen unterschiedlicher Energien
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beitragen, wird als Treibprofil eine Gaußkurve angenommen, die einen Bereich über etwa

fünf Wellenmoden verteilt anregt.

5.2.3. Ergebnisse der angeregten Wellenmoden im Parametersatz

SI

Die Ergebnisse des Parametersatzes SI werden sehr ausführlich präsentiert, um einen

Überblick über die Auswertung zu geben. Bei jeder Simulation wurden alle diese Aus-

wertungen vorgenommen. Aus Gründen der Übersichtlichkeit werden allerdings nur die

wichtigsten Resultate vorgestellt.
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Abbildung 5.23.: Parametersatz SI, Peak k′‖ = 8, kleine Wachstumsrate Γ1: Eindi-

mensionaler Schnitt entlang der parallelen Richtung im Fourierraum (k⊥ = 0). Aufge-
tragen ist die Zeitentwicklung der magnetischen Energie. Zusätzlich wurde die initia-
lisierte Gaußkurve eingezeichnet. Es ist eine deutliche Verbreiterung erkennbar, sowie
eine leichte Verschiebung zu kleinerem k′‖. Bei k′‖ = 16 findet sich ein weiteres Maximum.

Zunächst soll die Slab-Komponente des Peaks untersucht werden, da dort der Peak

159



t[s] k′Peak = 2π · 8 k′Peak = 2π · 24
t1 ≡ tstart 0 0

SIt2 ≡ tmid 51 (25, 5) 8, 5
t3 ≡ tend 102 (51) 17

Tabelle 5.2.: Gesamtzerfallszeiten der angeregten Moden in SI. Die Startzeiten sind am
Ende des Peaktreibens festgelegt und stehen somit für den Beginn des Zerfalls. Der
Endzustand wird durch den Zeitpunkt kurz vor dem Gesamtzerfall der Energie in der
Slab–Komponente markiert. Dabei stehen die eingeklammerten Werte für die tatsächli-
che Simulation, die in diesen Fällen nicht bis zu Ende geführt wurden, aufgrund der
hohen Simulationszeiten. Für diese Werte wurde für tend eine Abschätzung anhand eines
Exponential–Fits der Zerfallskurve gemacht.

k′Peak = 2π · 8 k′Peak = 2π · 24
Γ1 Γ2 Γ1 Γ2

1, 90 · 107 1, 95 · 109 1, 66 · 1018 2, 29 · 1020

Tabelle 5.3.: Parametersatz SI: Gesamtenergieinjektion der Wachstumsraten Γ1 und Γ2.
Die Injektion ist als Verhältnis E(kPeak, tmax)/E(kPeak, tstart) angegeben.

initialisiert wird und die Veränderung zu der ursprünglichen Gaußkurve direkt vergleich-

bar ist. Zu diesem Zweck wurde die magnetische Energie entlang der parallelen k-Achse

ausgewertet. In Abbildung 5.23 ist die Zeitentwicklung der angeregten Mode bei k′‖ = 8

mit Wachstumsrate Γ1 gezeigt. Die Dissipation ist deutlich zu erkennen. Die Amplitude

des Peaks nimmt exponentiell ab, was auf den Dissipationsterm zurück zu führen ist.

Außerdem zeigt sich eine starke Verbreiterung der Flanken, die durch Wellenzahldiffu-

sion verursacht wird. Besonders gut lässt sich die Verbreiterung im Vergleich mit der

initialisierten Gaußkurve erkennen. Eine leichte Verschiebung in dem betrachteten Zei-

tintervall (17 s) von k′‖ = 8 auf ≈ 7, 7 deutet zudem auf konvektive Prozesse hin. Das

lokale Maximum bei k′‖ = 16 ist als eine höhere harmonische Anregung zu identifizieren,

die sich bei einer weiteren Darstellung der k-Achse und mit zunehmender Zeit auch bei

k′‖ = 24, 32 und 40 wiederfinden1.

Die gleichen eindimensionalen Darstellungen wurden für die anderen angeregten Mo-

den ausgewertet. In den Abbildungen 5.24 und 5.25 wurden exemplarisch die Zeitent-

wicklungen für die schwache und die starke Wachstumsrate Γ1 und Γ2 dargestellt. Er-

1Dies ist in der späteren Auswertung der zweidimensionalen Energieverteilung deutlich erkennbar,
daher wurde hier auf eine weitere Abbildung verzichtet.
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Abbildung 5.24.: Parametersatz SI, Peak k′‖ = 24, kleine Wachstumsrate Γ1: Eindi-

mensionaler Schnitt entlang der parallelen Achse (k⊥ = 0) im Fourierraum. Die ge-
zeigten Zeitschritte sind kleiner als in Abbildung 5.23, was auf eine stärkere Dissipation
schließen lässt. Des Weiteren ist die Verschiebung zu kleinerem k‖ deutlicher.

wartungsgemäß ist die Dissipation der 24er Mode signifikant stärker als bei k′‖ = 8, was

auf die Proportionalität ∝ k4 des Dissipationsterms zurück zu führen ist. Die genauen

Werte der Zerfallszeiten wurden in Tabelle 5.2 zusammengefasst.

Um die Wachstumsraten Γ1 und Γ2 der jeweiligen angeregten Mode in Relation zur

injizierten Energie zu bringen, wurde in Tabelle 5.3 das Verhältnis der Energie des turbu-

lenten Hintergrundes mit der, des maximalen Treibens, gebildet. Dabei ist die effektive

Injektion bei k′‖ = 24 hoch, da der Energietransport in paralleler Richtung sehr langsam

ist und sich folglich wenig energiereiche Turbulenz entwickelt hat (vgl. Abbildung 5.26).

In beiden Abbildungen, 5.24 und 5.25, erkennt man eine Verbreiterung der Flanken,

vor allem da das turbulente Hintergrundfeld bei so hohem k‖ nicht sehr energiereich ist.

Die Verschiebung der Position fällt stärker als in Abbildung 5.23 aus. So ist nach dem
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Abbildung 5.25.: Parametersatz SI, Peak k′‖ = 24, hohe Wachstumsrate Γ2: die Zeit-
entwicklung der magnetischen Energie ist erneut entlang der k‖-Achse dargestellt. Die
stärkere Wachstumsrate führt zu mehr Substrukturen im Spektrum, wie z.B. lokale Ma-
xima bei k′‖ = 16 und 38.

gleichen Zeitintervall von 17 s bei beiden Simulationen eine Verschiebung von k′‖ = 24

nach 23 zu erkennen.

Nun soll die Gesamtentwicklung der angeregten Moden untersucht werden. Wie schon

bei der Auswertung der Hintergrundturbulenz im vorangegangenen Kapitel, wird zu

diesem Zweck die spektrale Energie in zweidimensionalen Abbildungen dargestellt. Um

einen Überblick über die interessanten Phasen der Zeitentwicklung eines Peaks zu ge-

ben, wurden in den Abbildungen 5.26 Zeitschritte zur Mitte des Treibintervalls, zum

maximalen Treibzustand und während des Zerfalls für jeweils beide angeregten Moden

ausgewählt.

Besonders gut erkennbar sind die höheren harmonischen Anregungen der k′ = 8 Mo-

de. Wichtig ist die Erkenntnis, dass deren Ausprägung bei höherem k⊥ 6= 0 beginnt und
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Abbildung 5.26.: Parametersatz SI, Peak k′‖ = 8 (oben) k′‖ = 24 (unten), schwache
Wachstumsrate Γ1: Zweidimensionale Entwicklung der spektralen, magnetischen Ener-
gie. Wie schon im vorangegangenen Kapitel, ist die Farbeinteilung logarithmisch. Außer-
dem wurde die Farbskalierung bei den oberen drei Abbildungen zur besseren Vergleichbar-
keit normalisiert. Bei der unteren Bildreihe des k′‖ = 24 Peaks war dies nicht möglich,
da sonst wegen der großen Unterschiede die Substrukturen nicht gut aufgelöst wären.
Das linke Bild ist eine Aufnahme in der Mitte des Peaktreibens. Das mittlere Bild zeigt
den maximalen Treibzustand, also tstart. Rechts ist der Zerfall nach 17 s (oben) und 6,8
s (unten) dargestellt.

erst durch die starke senkrechte Kaskadierung die Energie zur k‖–Achse gelangt. Solche

höheren Harmonischen würden sich in den k′ = 24 Peak Simulationen ebenfalls entwi-

ckeln. Da die k′ = 48 Mode jedoch nicht mehr aktiv ist, wird sie durch das Antialiasing

unterdrückt.

Um die unterschiedlichen Anwachsraten in Abhängigkeit der zweidimensionalen Fou-

rierraumentwicklung zu untersuchen, wurde Abbildung 5.27 erstellt. Es sind deutlich

verschiedene Energietransportrichtungen erkennbar. So ist im linken Bild die Simula-

tion mit Γ1 stark von einer senkrechten Kaskade geprägt, während Γ2 in der rechten

Abbildung einen isotroperen Verlauf des Energietransfers aufweist. Vor allem ist das
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Abbildung 5.27.: Parametersatz SI: Vergleich der spektralen Energieentwicklung der
verschiedenen Wachstumsraten Γ1 (links) und Γ2 (rechts). Die isotropere Entwicklung
bei Γ2 ist ein Indikator für das Erreichen der kritischen Balance. Zudem bilden sich im
rechten Bild interessante Substrukturen aus.

Ausbilden weiterer Substrukturen bei k′‖ = 6 und k′⊥ = 10 zu beobachten. Dies deutet

auf das Erreichen der kritischen Balance hin.

Um dies genauer zu überprüfen, wurde eine Karte des ζ–Parameters (vgl. Gl. 3.125)

für das rechte Bild in Abbildung 5.27 angefertigt. Zwar erkennt man in Abbildung 5.28,

dass ζ ≈ 1 nicht gänzlich erreicht wird, aber die erhöhten Werte stimmen mit den

beobachteten Substrukturen überein. Bemerkenswert ist weiterhin, dass durch das An-

wachsen der angeregten Mode auch Werte entlang der senkrechten Wellenzahlachse bei

kleinem k‖ verstärkt werden und demnach ein Wechselwirkungsprozeß vorliegen muss.

5.2.4. Ergebnisse der angeregten Wellenmoden im Parametersatz

SII

Das Ziel von Parametersatz SII ist die Untersuchung der Entwicklung bei höherer Dis-

sipation. Zu diesem Zweck wurde die Resistivität auf ν = 10 vergrößert.

Erneut wurden die Zerfallszeiten gemessen und in Tabelle 5.4 eingetragen. Sehr gut

erkennbar sind die deutlich kürzeren Zerfallsintervalle, was für eine stärkere Dissipation
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t[s] k′Peak = 2π · 8 k′Peak = 2π · 24
t1 ≡ tstart 0 0

SIIt2 ≡ tmid 20, 4 1, 28
t3 ≡ tend 40, 8 2, 55

Tabelle 5.4.: Gesamtzerfallszeiten der angeregten Moden in SII. Die Startzeiten sind
am Ende des Peaktreibens festgelegt und stehen somit für den Beginn des Zerfalls. Der
Endzustand wird durch den Zeitpunkt kurz vor dem Gesamtzerfall der Energie in der
Slab–Komponente markiert.

k′Peak = 2π · 8 k′Peak = 2π · 24
Γ1 Γ2 Γ1 Γ2

9, 17 · 107 9, 22 · 109 2, 10 · 1018 2, 10 · 1020

Tabelle 5.5.: Parametersatz SII: Gesamtenergieinjektion der Wachstumsraten Γ1 und Γ2.
Die Injektion ist als Verhältnis E(kPeak, tmax)/E(kPeak, tstart) angegebenen.
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Abbildung 5.28.: Parametersatz SI: Eine Karte für die summierten ζ–Parameter in
Abhängigkeit von k‖ und k⊥ für das rechte Bild in Abbildung 5.27. Ist ζ ≈ 1 wird das
Erreichen der kritischen Balance nach Goldreich u. Sridhar (1995) indiziert. Zwar wird
in dieser Simulation der Wert 1 nicht erreicht, aber die Substrukturen in Abbildung 5.27
zeigen Übereinstimmungen mit Regionen nahe des Peaks, sowie bei k′‖ = 6 und k′⊥ = 10,
wo ζ leicht erhöht ist.

zu erwarten ist. Dies zeigt sich auch an der effektiv injizierten Gesamtenergie (Tabelle

5.5), deren turbulenter Hintergrund etwas weniger Energie trägt. Daher ist das Verhältnis

zur Peakenergie leicht erhöht.

Ein bedeutender Unterschied lässt sich zu den Simulationen in SI feststellen. So ist

die Verschiebung der angeregten Moden zu kleinerem k‖ signifikanter. Beispielhaft wird

in Abbildung 5.29 erneut ein eindimensionaler Spektralverlauf gezeigt. Trotz der verrin-

gerten Simulationszeit, verschiebt sich der Peak innerhalb von etwa 2,5 s von k′‖ = 24

nach k′‖ = 22. Gleichermaßen verstärkt sich auch die Verschiebung der k′‖ = 8 Mode,

wobei auf eine weitere Abbildung hier verzichtet werden soll.

Stattdessen sollen für den Peak bei k′‖ = 8 die unterschiedlichen Wachstumsraten in
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Abbildung 5.29.: Parametersatz SII, Peak k′‖ = 24, kleine Wachstumsrate Γ1: Eindi-
mensionaler Schnitt entlang der parallelen Achse im Fourierraum. Die Verschiebung zu
kleineren k‖ ist deutlicher als beim Parametersatz SI.

zweidimensionaler Darstellung gezeigt werden. Wie schon in Kapitel 5.2.3 beobachtet,

hat die injizierte Energie einen wesentlichen Einfluss auf die Gesamtentwicklung. So

ist der Energietransfer bei der Simulation mit Γ2 erkennbar isotroper, sogar eher in

paralleler Richtung verschoben. Die kleinere Wachstumsrate führt hingegen wieder zu

stark senkrechter Entwicklung. Bemerkenswert ist weiterhin das Auftreten der höheren

harmonischen Moden. Diese sind in beiden Simulationen bei kleinerem k⊥ lokalisiert und

weniger zahlreich ausgeprägt. Es lässt sich gerade noch bei k′‖ = 32 eine schwache Mode

erkennen.
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Abbildung 5.30.: Parametersatz SII, Peak k′‖ = 8: Vergleich der Wachstumsraten in
der zweidimensionalen spektralen Darstellung. Erneut ändert sich die Entwicklung der
Energie erheblich zwischen Γ1 (links) und Γ2 (rechts).

5.2.5. Ergebnisse der angeregten Wellenmoden im Parametersatz

SIII

In diesem Parametersatz wurde das Hintergrundmagnetfeld um eine Größenordnung auf

B0 = 1, 74 G erhöht. Außerdem wurde die Resistivität bei ν = 10 belassen. Dadurch

wird eindeutig schwache Turbulenz simuliert, was schon in Kapitel 5.2.1 (Abbildung

5.18) erwartungsgemäß zu starker Senkrechtentwicklung in k geführt hat.

Trotz der gleichen Dissipation wie in SII, hat sich effektive Amplitude und Lebens-

dauer der Peaks leicht erhöht, wie man den Tabellen 5.6 und 5.7 entnehmen kann.

Der deutlichste Unterschied zu SI und SII ist die äußerst starke senkrechte Entwick-

lung.

Wie man Abbildung 5.31 entnehmen kann, sind bis in den Zerfallsbereich stark lokali-

sierte Moden bei den Initialpositionen, sowie bei den höheren harmonischen Anregungen

beobachtbar. Wie schon bei SII, sind die Harmonischen nicht sehr stark und zahlreich

ausgebildet, was mit der höheren Dissipation zu begründen ist. Ein Unterschied zu SII

ist der geringere Einfluss der Anwachsraten. Alle Simulationen zeigen ein ähnliches Ent-

wicklungsverhalten für Γ1 und Γ2. Lediglich die Anzahl und Ausprägung der höheren
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t[s] k′Peak = 2π · 8 k′Peak = 2π · 24
t1 ≡ tstart 0 0

SIIIt2 ≡ tmid 22, 53 (21, 42) 2, 04
t3 ≡ tend 45, 05 (42, 84) 4, 08

Tabelle 5.6.: Gesamtzerfallszeiten der angeregten Moden in SIII. Die Startzeiten sind
am Ende des Peaktreibens festgelegt und stehen somit für den Beginn des Zerfalls. Der
Endzustand wird durch den Zeitpunkt kurz vor dem Gesamtzerfall der Energie in der
Slab–Komponente markiert. Dabei stehen die eingeklammerten Werte für die jeweils
tatsächlichen Simulationen, die in diesen Fällen, aufgrund der langen Simulationszeiten,
nicht bis zu Ende geführt wurden. Für diese Werte wurde für tend eine Abschätzung
anhand eines Exponential–Fits der Zerfallskurve gemacht.

k′Peak = 2π · 8 k′Peak = 2π · 24
Γ1 Γ2 Γ1 Γ2

4, 41 · 107 4, 39 · 109 4, 98 · 1019 4, 98 · 1021

Tabelle 5.7.: Parametersatz SIII: Gesamtenergieinjektion der Wachstumsraten Γ1 und
Γ2. Die Injektion ist als Verhältnis E(kPeak, tmax)/E(kPeak, tstart) angegebenen.
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Abbildung 5.31.: Parametersatz SIII, Peaks k′‖ = 8 und 24 zum Zeitpunkt tmid: Der
zweidimensionale spektrale Energieverlauf weißt deutlich ausgeprägte senkrechte Ent-
wicklung auf.

harmonischen Moden nimmt mit dem größeren Γ2 zu.

5.2.6. Ergebnisse der angeregten Wellenmoden im Parametersatz

SIV

Die Simulation starker Turbulenz wird in diesem Parametersatz untersucht. Dabei konn-

te das Szenario mit starker Wachstumsrate Γ2 für den k′‖ = 24 Peak nicht durchgeführt

werden, da dieser Parametersatz mit dem gewählten ∆t nicht mehr stabil war.

Die Zerfallszeiten der angeregten Moden sind vergleichbar mit SI, was man in Ta-

belle 5.8 ablesen kann. Die entsprechenden effektiven Amplituden in Tabelle 5.9 sind

verhältnismäßig kleiner, da die Hintergrundturbulenz stärker ist.

Aufgrund des hohen δB/B0 ≈ 10 kann man die Turbulenz eindeutig als stark bezeich-

nen. Dabei treten interessante Entwicklungseffekte auf. Wie in den Abbildung 5.32 und

5.33 gezeigt, bilden sich neben den höheren harmonischen Anregungen weitere Struktu-

ren aus. Dabei sind diese vorzugsweise bei hohem k⊥ und nicht zwingend bei ganzzahligen

Vielfachen der initialisierten Peakposition zu finden.
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t[s] k′Peak = 2π · 8 k′Peak = 2π · 24
t1 ≡ tstart 0 0

SIVt2 ≡ tmid 54 (28, 9) 12, 75
t3 ≡ tend 108 (57, 8) 25, 5

Tabelle 5.8.: Gesamtzerfallszeiten der angeregten Moden in SIV. Die Startzeiten sind
am Ende des Peaktreibens festgelegt und stehen somit für den Beginn des Zerfalls. Der
Endzustand wird durch den Zeitpunkt kurz vor dem Gesamtzerfall der Energie in der
Slab–Komponente markiert. Dabei stehen die eingeklammerten Werte für die jeweils
tatsächlichen Simulationen, die in diesen Fällen, aufgrund der langen Simulationszeiten,
nicht bis zu Ende geführt wurden. Für diese Werte wurde für tend eine Abschätzung
anhand eines Exponential–Fits der Zerfallskurve gemacht.

k′Peak = 2π · 8 k′Peak = 2π · 24
Γ1 Γ2 Γ1 Γ2

1, 45 · 106 1, 54 · 108 5, 17 · 109 . . .

Tabelle 5.9.: Parametersatz SIV: Gesamtenergieinjektion der Wachstumsraten Γ1 und
Γ2. Die Injektion ist als Verhältnis E(kPeak, tmax)/E(kPeak, tstart) angegeben.

171



Abbildung 5.32.: Parametersatz SIV, Peak k′‖ = 8 mit Wachstumsrate Γ2, 1, 28 s nach

dem maximalen Treiben (tstart): Links ist der zweidimensionale spektrale Energieverlauf
dargestellt und rechts die dazugehörige ζ–Karte. Dabei ist die Farbeinteilung im rechten
Bild linear und zeigt integrale Werte von ζ.

Bei der Entwicklung von Mode k′‖ = 8 treten die zusätzlichen Moden bei hohem |k|
auf, so z.B. bei (k′‖, k

′
⊥) = (10, 18), (10, 38), (18, 32) und (24, 18) (vgl. Abbildung 5.32).

Bei der initialen k′‖ = 24 Mode ist die Entwicklung dieser Strukturen eher bei kleinem k‖

und mittleren k⊥ zu beobachten, z.B. (5, 13), (5, 17) und (8, 22) (vgl. Abbildung 5.33).

Die Vermutung liegt daher nahe, dass diese neuen Moden mit der kritischen Balance

zusammenhängen. Daher wurde für beide Abbildungen die entsprechende Karte des ζ–

Parameters erstellt, die rechts in der jeweiligen Abbildung gezeigt ist. Die Skalierung der

Farbe wurde dabei so gewählt, dass lediglich Werte oberhalb von ζ = 0, 1 sichtbar sind.

Wie schon in Abbildung 5.28 beobachtet, scheint der k′‖ = 24 Peak stark mit den Moden

entlang der k⊥ Achse zu interagieren und erzeugt dort hohe Werte von ζ.

Die höheren harmonischen Moden sind im Gegensatz zu den anderen Parametersätzen

bei sehr kleinem k⊥ lokalisiert.

Die Entwicklung des initialisierten Peaks ist von der Dissipation her ähnlich der von

SI. Die Verbreiterung durch Wellenzahldiffusion, sowie das Verschieben zu kleinerem k‖

durch konvektive Prozesse ist hingegen deutlich stärker ausgeprägt.
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Abbildung 5.33.: Parametersatz SIV, Peak k′‖ = 24 mit Wachstumsrate Γ1, 0, 68 s

nach dem maximalen Treiben (tstart): Links ist der zweidimensionale spektrale Energie-
verlauf dargestellt und rechts die dazugehörige ζ–Karte. Dabei ist die Farbeinteilung im
rechten Bild linear und zeigt integrale Werte von ζ.

5.2.7. Ergebnisse der angeregten Wellenmoden im Parametersatz

SV

Im letzten untersuchten Parametersatz SV wurde die Auflösung im Real- und Fourier-

raum in jeder Dimension verdoppelt. Durch die nahezu verzehnfachten Simulationszeiten

war es nicht möglich die verschiedenen Szenarien, wie unter SI–SIV durchgeführt, nach-

zubilden. Daher wurde lediglich eine Wachstumsrate für jeden Peak gewählt. Der Verlauf

der Entwicklung der angeregten Moden ist analog zu den Peaks mit Γ2 unter Parameter-

satz SI. Hervor zu heben ist die Tatsache, dass unter der Auflösung von SV die Anzahl

der aktiven Moden groß genug ist, um die höheren Harmonischen des k′‖ = 24 Peaks zu

beobachten. Man erkennt sehr deutlich in Abbildung 5.34 im rechten Bild das Ausbilden

der Moden bei k′‖ = 48 und 72. Weiterhin bemerkenswert ist die Entwicklungszeiskala

dieser Moden. Wie in Kapitel 5.2.1 erwähnt, war die Hintergrundturbulenz noch nicht

vollständig im gesättigten Zustand. Vor allem in paralleler Richtung ist wenig Energie

transportiert worden, was in Übereinstimmung mit dem Goldreich–Sridhar Modell ist,

in dem eine parallele Energiekaskade nicht beschrieben wird. Dennoch entwickeln sich
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Abbildung 5.34.: Parametersatz SV, zweidimensionaler spektraler Energieverlauf der
Peaks bei k′‖ = 8 (links) und k′‖ = 24 (rechts) mit Wachstumsrate Γ2 im maximalen

Treibzustand (tstart). Wie schon in den Simulationen der anderen Parametersätze mit
starker Energieinjektion beobachtet, entstehen höhere Harmonische.

die höheren Harmonischen innerhalb weniger Alfvén–crossingtimes zu hohem k‖.

5.2.8. Diskussion der Ergebnisse von SI–SV

Für die beobachteten Phänomene in den verschiedenen Parametersätze sollen in diesem

Kapitel mögliche Erklärungen gegeben werden. Es konnten alle drei Prozesse, die in Ab-

bildung 5.22 skizziert wurden, beobachtet werden. Generell war die Dynamik sämtlicher

Mechanismen für die angeregten Moden recht stark. Dies ist vor allem darauf zurück zu

führen, dass eine einzelne, energiereiche Alfvénwelle in turbulenten Hintergrundfeldern

immer eine instabile Lösung der MHD-Gleichung darstellt und nichtlineare Interaktionen

stark Einfluss nehmen. Besonders gut ist dies bei großen Wellenzahlen beobachtbar. So

war die Dynamik bei sämtlichen k′‖ = 24 Simulationen äußerst stark. Hervor zu heben ist

dabei die Dissipation, die aufgrund der Proportionalität ∝ k4, die mit der verwendeten

Hyperdiffusivität einher geht, für hohe Werte von k Energie sehr stark dissipiert. Die

Zerfallszeiten in den Tabellen 5.2–5.8 bestätigen dies, im Speziellen, wenn man auf die

Unterschiede zwischen den Simulationen mit erhöhtem ν achtet (SII und SIII). Dabei
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k′Peak = 8 k′Peak = 24
Γ1 Γ2 Γ1 Γ2

Satz SI

τ1 5, 09 · 1014 1, 76 · 1016 4, 12 · 1015 7, 92 · 1015

τ2 7, 23 · 1015 8, 79 · 1016 1, 55 · 1016 2, 92 · 1016

Satz SII

τ1 1, 41 · 1015 8, 33 · 1015 9, 79 · 1024 1, 23 · 1025

τ2 3, 28 · 1017 7, 60 · 1015 4, 85 · 1030 4, 91 · 1032

Satz SIV

τ1 1, 25 · 1014 6, 74 · 1013 5, 84 · 1014 . . .
τ2 4, 43 · 1014 8, 00 · 1013 1, 47 · 1016 . . .

Tabelle 5.10.: Berechnete Disspationskoeffizienten gemäß Gl. 5.31. Es wurden für sämt-
liche Simulationen der Parametersätze SI,SII und SIV die Berechnungen für zwei un-
terschiedliche Zeitschritte (τ1, τ2) durchgeführt. Da die Einstellungen von SIII zwei
veränderte Parameter tragen, wurde D nicht berücksichtigt, da keine direkte Vergleich-
barkeit zu den anderen Simulationen besteht. Die Koeffizienten sind in cm2s−1 gegeben.

sind die leicht erhöhten Werte in den Tabellen von SIII gegenüber SII durch das Hin-

tergrundmagnetfeld verursacht, was die Energie stärker bei kleineren Moden bindet und

somit die Lebensdauer der Peaks minimal erhöht.

Wie schon in Kapitel 5.2.1 im Zusammenhang mit Gl. 5.31 erläutert, ist die Wel-

lenzahldissipation in der verwendeten Methodik mit dem räumlichen Diffusionsprozeß

verknüpft. Anhand der Koeffizienten der Dissipationsgleichung kann man Rückschlüsse

auf die räumliche Diffusion ziehen. In Tabelle 5.10 sind die Koeffizienten für verschie-

dene Zeitschritte berechnet. Man sieht, dass vor allem für die starke Wachstumsrate Γ2

bei den Simulationen mit k′‖ = 8 die Koeffizienten nahezu konstant bleiben. Das lässt

darauf schließen, dass in diesen Fällen die räumliche Diffusion die Dynamik bestimmt

und somit die Wellenzahldissipation der dominante Prozeß ist. Dies stimmt auch mit

den Beobachtungen der Entwicklung im Fourierraum überein. So kann man zwar auch

die Verbreiterung und Verschiebung der Peaks bei k′‖ = 8 erkennen, aber die Dissipation

hat den deutlichsten Einfluss. Eine starke Schwankung ist hingegen beim Parametersatz

SII für den k′‖ = 24 zwischen τ1 und τ2 sichtbar. Eine mögliche Erklärung hierfür ist

die nichtlineare Wechselwirkung mit anderen Moden, die Energie beispielsweise durch

Kaskadierung stark von der initialisierten Wellenmode weg transportiert.
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Weitere nichtlineare Effekte wurden bereits mit der Wellenzahldiffusion und der Kon-

vektion in Verbindung gebracht. Dabei führt die Diffusion zur Verbreiterung der ange-

regten Moden. Auch dieser Vorgang wurde in allen Simulationen in unterschiedlicher

Ausprägung beobachtet. Vor allem scheint die effektive Peakamplitude starken Einfluss

auf die Verbreiterung zu nehmen. So wurde beispielsweise in den Simulationen zu Para-

metersatz SI bei der Anwachsrate Γ2 eine Zunahme der FWHM um 70 % bereits 1,7 s

nach dem maximalen Peaktreiben gemessen, wohingegen bei Γ1 lediglich eine Verbreite-

rung von etwa 15 % zu verzeichnen war. Eine mögliche Erklärung ist ein Gleichgewicht

zwischen Energie- und Enstrophiekaskade. Dadurch wird ein gleichmäßiger Energiefluss

zu hohen und kleinen Wellenzahlen stattfinden, was die angeregte Mode demnach
”
aus-

einanderziehen“ würde (Mininni u. Pouquet 2009).

Die Verschiebung der initialen Position der angeregten Moden durch Konvektion ist

verglichen mit Dissipation und Diffusion, ein eher langsamer Prozeß. Den Ergebnissen

kann man entnehmen, dass vor allem die Peaks in den Parametersätzen SI, SII und SIV

verschoben werden. Die Simulationen in SIII zeigen hingegen kaum eine Veränderung

der Position. Die Verschiebungsrichtung wurde immer zu kleineren Wellenzahlen iden-

tifiziert. Dies entspricht der Kaskadierung der Enstrophie. Dieser Prozeß ist vor allem

in zweidimensionalen Plasmen bekannt. Ist die MHD–Entwicklung eines Plasmas ani-

sotrop kann man dieses auch als effektiv zweidimensional betrachten, insofern entlang

einer Dimension eine Vorzugsrichtung besteht. Dadurch entstehen im Plasma Strukturen

und Verwirbelungen auf größeren räumlichen Skalen, was Energietransfer zu kleinerem

k bedeutet. Dadurch tritt eine inverse Energiekaskade oder hochskalierende Enstrophie-

kaskade auf.

Um auf diesen Prozeß weiterhin einzugehen, soll im Folgenden die Mode bei k′‖ = 8

mit geringer Wachstumsrate Γ1 genauer untersucht werden. Dabei wird sich auf die

Simulationen in SI, SIII und SIV konzentriert, da dort jeweils unterschiedliche Hinter-

grundmagnetfelder verwendet wurden. Da der Energietransfer sehr empfindlich auf B0

reagiert, sind diese Parametersätze von besonderem Interesse. In Abbildung 5.35 ist

der Zustand in benannten Simulationen nach etwa 17 s nach maximalem Peaktreiben

verglichen. In SI hat sich innerhalb dieses Zeitintervalls die Position von k′‖ = 8 auf

ca. 7,7 verändert. In der Simulation in SIII mit stärkerem B0, ist die Position nahezu

konstant geblieben. Der Parametersatz SIV zeigt die stärkste Änderung auf k′‖ = 6, 5.

Das beobachtete Verhalten spricht für eine Enstrophiekaskade, da das extrem starke
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Abbildung 5.35.: Vergleich zwischen der konvektiven Verschiebung der schwach an-
geregten Mode k′‖ = 8 bei verschiedenen Hintergrundmagnetfeldern B0 in den Parame-
tersätzen SI, SIII und SIV bei etwa 17 s im Zerfallsbereich. Bei dem sehr starken B0 in
SIII ist der Peak stark lokalisiert und eine Verschiebung ist kaum messbar. Bei geringem
B0 ist die Bewegung zu kleinerem k‖ signifikant. Dies deutet auf eine Enstrophiekaskade.

Hintergrundmagnetfeld die Vorzugsrichtung eindeutig festlegt und die Entwicklung eher

eindimensional ist. Dies ändert sich mit schwächerem B0, so dass die Entwicklung weni-

ger eingeschränkt ist. Um diese These zu untermauerm wurde zusätzlich die Enstrophie

in den verschiedenen Simulationen gemessen. Die Berechnungen wurden gemäß

ε(k) =

∫
dk |k × u|2. (5.33)

durchgeführt und sind in Abbildung 5.36 dargestellt.

Ein weiterer beobachteter Effekt ist das Ausbilden höherer harmonischer Moden, die

bei allen k′‖ = 8 Simulationen mehr oder weniger stark und zahlreich waren. Wie schon

erwähnt sind die gleichen Beobachtungen für k′‖ = 24 Intialpeaks nicht möglich, da im
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Abbildung 5.36.: Zeitentwicklungen der Enstrophie in den Parametersätzen SI, SIII
und SIV. Das starke Hintergrundmagnetfeld bei SIII verhindert die Ausbildung einer
Kaskade. Bei SIV ist hingegen eine deutliche Veränderung zu erkennen.

2563 Gitter bei k′ = 42 die aktiven Moden enden und der Antialiasingbereich anfängt.

Es hat sich gezeigt, dass höhere Wachstumsraten Γ2 auch zu stärkerer Ausprägung der

Harmonischen führten.

Diese Energieabhängigkeit spricht für zwei mögliche Ursachen. Zum einen kann ein

3–Wellen–Wechselwirkungsprozeß k8 + k8 → k16 zugrunde liegen. Diese Annahme wird

durch Abbildung 5.37 gestützt. Dort findet sich ein quadratischer Zusammenhang der

Energie zwischen der Initialmode und derer ersten Harmonischen. Diese funktionale

Abhängigkeit würde auch bei 3–Wellen–Wechselwirkung auftreten (Sagdeev u. Galeev

1969). Wie jedoch schon ausführlich im Theorieteil diskutiert, ist diese Interaktionen für

gleichgerichtete Alfvénwellen nicht erlaubt. Daher müssen gegenläufige Wellen im Hin-

tergrundplasma beteiligt sein, da sonst die Impulserhaltung verletzt wäre. Eine Über-

prüfung durch eine Simulation ohne turbulentes Hintergrundfeld weist keine höheren
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Abbildung 5.37.: Energieabhängigkeit der ersten harmonischen Mode von der Energie
des initialisierten Peaks. Der Fit ergibt einen quadratischen funktionalen Zusammen-
hang, was für 3–Wellen–Wechselwirkung spricht.

harmonischen Moden auf, was für die getroffene Annahme spricht.

Eine andere Erklärung dieser höheren Anregungen ist die Selbstinteraktion der Alfvén-

wellen, durch das sogenannte wave–steepening. Man kennt diesen Vorgang vor allem aus

der Hydrodynamik. Wellen mit starken Amplitude bäumen sich in Ufernähe auf und

erhalten dadurch unterschiedliche Phasengeschwindigkeiten. Folglich überholt sich die

Welle selber und bildet einen turbulenten Schock aus. Es kommt zum Brechen der Welle

und unter Dissipation ihrer Energie. Dieser Vorgang kann auch bei Alfvénwellen auftre-

ten und durch das
”
Brechen“ zu höheren harmonischen Moden führen (Galinsky et al.

1997).

Unabhängig vom zugrunde liegenden Prozeß ist die Entwicklung der höheren harmo-

nischen Moden in parallelen Wellenzahlen von hoher Bedeutung. Das Goldreich–Sridhar

Modell beschreibt die Kaskadierung der Energie und das entsprechende Kolmogorovspek-
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trum nur entlang senkrechter Richtung. Dies konnte auch in den durchgeführten Simu-

lationen ohne angeregte Wellenmoden bestätigt werden (vgl. 5.2.1). Die Beobachtung

hoher Wellenmoden in paralleler Richtung wird hingegen nicht erklärt. Betrachtet man

nun die Erzeugung höherer harmonischer Moden als einen permanenten Vorgang der

durch die Sonne fortwährend durch Emission hochenergetischer Teilchen, sei es während

Flares, CMEs oder durch Schockbeschleunigung innerhalb der Korona, angetrieben wird,

so findet man einen effektiven Mechanismus zum Energietransfer in paralleler Richtung.

Wie in den Ergebnissen dieser Arbeit gezeigt, ist es zudem nicht von Bedeutung, bei wel-

chem k⊥ die höheren Harmonischen generiert werden, da die turbulente Energiekaskade

in senkrechter Richtung Energie schnell transportiert.

Ein spezielles Augenmerk lag bei den vorgenommenen Simulationen auf der Unter-

suchung der kritischen Balance. Vor allem der Parametersatz SIV war dafür ausgelegt

Werte von ζ ≈ 1 zu erreichen. Dabei sind in den Abbildungen 5.32 und 5.33 unerwartete

Strukturen aufgetreten. Die dazugehörigen Karten des ζ–Parameters weisen in entspre-

chenden Regionen Werte im Bereich 1 auf. Scheinbar treten erste Effekte der kritischen

Balance bereits eher auf. So sind Abweichungen zu den anderen Simulationen bereits in

den Abbildungen 5.27 und 5.28 bei ζ ≈ 0, 1 zu verzeichnen. Es sei darauf hingewiesen,

dass es nicht möglich ist, darauf zu schließen, ob die unregelmäßigen Strukturen oder

die hohen ζ–Werte zuerst auftreten. Unabhängig davon ist das beobachtete Verhalten

jedoch gut in Übereinstimmungen mit den Goldreich–Sridhar Turbulenztheorien, die ei-

ne Verstärkung der Turbulenz vorhersagen, so dass ζ dem Wert 1 entgegenstrebt. Wie

bereits erwähnt, richten sich in diesem Zustand die turbulenten Strukturen zunehmend

entlang der parallelen Richtung aus, was auch mit der Beobachtung der durchgeführ-

ten Simulationen übereinstimmt. Die Entwicklung, wie sie in den zweidimensionalen,

spektralen Abbildungen erkennbar ist, wird isotroper und Moden bei hohem k‖ werden

energiereicher.

Die gewonnenen Erkenntnisse der durchgeführten Simulationen sind äußerst wichtig

um diffusive Schockbeschleunigung in der Heliosphäre zu verstehen. Speziell sind die un-

terschiedlichen Prozesse der Entwicklung angeregter Moden für die Beschleunigung von

solaren Teilchen interessant. Die beobachteten Prozesse verändern die Sturktur dieser

Moden zum Teil erheblich. Durch diese Veränderung können wiederum Teilchen anderer

Energie beschleunigt werden und erneut zur Modifikation einzelner Moden beitragen.

Vor allem die Verschiebung der Peaks zu kleineren Moden kann zur Beschleunigung
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von höher energetischen Teilchen führen, da die Resonanzbedingung (vgl. Gl. 3.148,

Kapitel 3.3.2) in diesem Fall modifiziert wird (Vainio u. Laitinen 2007). Zwar ist die

Verschiebung in den durchgeführten Simulationen nicht erheblich, was jedoch auf die

Beschränkung auf diskrete Moden und auf geringe Gesamtsimulationszeit rückführbar

ist. Zudem kann Gismo wie auch andere MHD-Simulationen keine selbstkonsistente Be-

schreibung liefern, da sonst kinetisches und fluiddynamisches Regime vermischt würden.

In der Heliosphäre findet hingegen ständige Wechselwirkung zwischen den Wellenmoden

und den solaren Teilchen statt.

Des Weiteren wird durch hochenergetische Energieinjektion wave–steepening oder

ein 3–Wellen–Wechselwirkungsprozeß begünstigt. Diese Entwicklung von Anregungen

höherer Harmonischer spricht für das Beschleunigen von niederenergetischeren Teilchen.

Dabei sei darauf hingewiesen, dass diese Aussage der isotropen Energiediffusion durch

Vainio u. Laitinen (2007) widerspricht. Daher müssen diese Modelle auf den beobachteten

Energietransfer zu kleineren Skalen angepasst werden. Zumindest in starken Anregungen

steht die Ausbildund der höheren Harmonischen im Widerspruch zu gleichmäßiger isotro-

per Kaskadierung im Fourierraum. Vor allem ist ein solcher Prozeß für die Entwicklung

der Turbulenz in paralleler Richtung von Bedeutung. Die Zeitskala dieser Entwicklung

ist deutlich kürzer als das konvektive oder diffusive Transportieren der Energie. Beson-

ders gut ist dies in den höher aufgelösten Simulationen im Parametersatz SV erkennbar,

in denen in wenigen Alfvén–crossingtimes hohe Werte für k‖ erreicht werden, obwohl die

Hintergrundturbulenz in diesen Bereichen nicht vollständig entwickelt war (vgl. Kapitel

5.2.1). Demnach wäre die Ausbildung höherer Harmonischer ein wichtiger Prozeß, um

Turbulenz bei hohen slab–Komponenten zu erklären. Starke Energieinjektionen während

Flares oder CMEs würden auf diesem Wege sehr effizient Energie in hohe k‖ einschießen.

Die starke senkrechte Energieentwicklung führt wiederum zu höheren Ordnungen

der Resonanzbedingung. Wie schon im vorangegangenen Kapitel 5.1.2 demonstriert,

wechselwirken dann auch Teilchen anderer Ausrichtung zum Hintergrundmagnetfeld mit

den senkrechten Anteilen der Moden (Schlickeiser 2002).

Um die genauen Effekte der hier vorgestellten Simulationen in Bezug zur Teilchen-

streuung zu untersuchen werden im Folgenden Ergebnisse der Simulationen von Gis-

mo–Particles vorgestellt.
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B0 vA ν k-grid vT µR µR
[G] [ cm · s−1] [cm2h · s−1] [ cm · s−1] (k′‖ = 2π · 8) (k′‖ = 2π · 24)

0, 174 1, 2 · 108 1 1283 1, 21 · 1010 0, 86 0, 29
0, 174 1, 2 · 108 1 2563 1, 21 · 1010 0, 86 0, 29
1, 74 1, 2 · 109 10 1283 2, 9 · 1010 1 0, 37

Tabelle 5.11.: Parametersätze der Testteilchensimulationen. Die Turbulenzparameter
entsprechen den Einstellungen SI, SIII und SV (siehe Tabelle 5.1) mit der äuße-
ren Skala L0 = 3, 4 · 108cm und der Plasma–Anzahldichte nd = 105cm−3, wobei die
Alfvéngeschwindigkeit vA wieder durch

√
4πmnd mit B0 verknüpft ist. Die Anzahl der

simulierten Testteilchen betrug in jedem Satz konstant 105. Die beiden rechten Spalten
zeigen die Positionen der ersten Resonanz (n = 1) für die k′ = 8 und 24 Mode, welche
im folgenden Kapitel angeregt werden soll. Die Position der Resonanz wird dabei über
die Teilchengeschwindigkeit vT eingestellt (vgl. Gl. 5.34).

5.3. Ergebnisse von Gismo-Particles

In diesem Kapitel werden Ergebnisse des Transports und der Streuung von geladenen

Teilchen in turbulenten Plasmen präsentiert. Zum einen werden dabei Resultate der

Testteilchensimulationen von Gismo-Particles in verschiedenen Szenarien, wie der

heliosphärischen und durch angeregte Wellenmoden modulierten Turbulenz vorgestellt.

Zum anderen werden die Ergebnisse mit einem unabhängigen Ansatz mittels der ma-

gnetostatischen, quasilinearen Theorie (im Folgenden auch SQLT ) verglichen.

5.3.1. Testteilchensimulation in heliosphärischer Turbulenz

Der unter Kapitel 5.1.2 präsentierte Testfall einer simplen Welle–Teilchen Interaktion hat

bereits die wichtigen Parameter aufgezeigt. Dabei hat sich erwartungsgemäß die Stärke

der Wellenamplitude im Verhältnis zum Hintergrundmagnetfeld als entscheidend für die

Anwendbarkeit der QLT erwiesen. Dementsprechend ist die Turbulenzstärke, gemessen

durch das Verhältnis δB/B0 , die zentrale Größe der durchgeführten Teilchensimulatio-

nen. Daher wird sich im Folgenden auf die Simulationssätze SI mit schwächerem und

SIII mit stärkerem B0 konzentriert. Weiterhin wird der Einfluss der Auflösung durch

Parametersatz SV überprüft.

Da die Turbulenzparameter bereits im vorangegangenen Kapitel beschrieben wur-

den, sollen an dieser Stelle nur die jeweiligen Bedingungen der Testteilchensimulationen
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vorgestellt werden. Ausgangspunkt jeder Teilchensimulation ist die jeweilige vollständig

entwickelte Turbulenz, wie sie unter Kapitel 5.2.1 präsentiert wurde. Jedes Szenario wird

durch 105 Teilchen modelliert, also einer Anzahl, die in den durchgeführten Testfällen ei-

ne ausreichend gute Statistik zeigte, um resonante Strukturen zu erkennen. Eine höhere

Testteilchenzahl ist zwar handhabbar und würde entsprechend glattere Kurven ergeben,

ist aber in dem durchgeführten Umfang erheblich rechenaufwendiger und steht damit

nicht mehr in einem sinnvollen Verhältnis zum Nutzen. In Anbertacht der im folgen-

den Kapitel dargestellten Simulationen werden die Teilchengeschwindigkeiten festgelegt.

Dabei wird über die bereits vorgestellte Bedingung

µR =
ω − nΩ

k‖ v
=

ω − nΩ

L−1
0 2π k′‖ vT

(5.34)

die Geschwindigkeit der Teilchen so gewählt, dass die Resonanzen innerhalb des µ–

Interval [−1, 1] liegen. Der Geschwindigkeitsbetrag ist für jedes Teilchen konstant. Die

Parametersätze der Teilchensimulationen sind in Tabelle 5.11 zusammengefasst.

Als eine zentrale Größe des Teilchentransports wurde bereits im Theorieteil dieser

Arbeit der Fokker–Planck–Koeffizient Dµµ identifiziert. Besonders dessen Verknüpfung

über die mittlere freie Weglänge (vgl. Gl. 3.158) zu observablen Größen, wie der Winkel-

verteilung, sind für Satellitenexperimente von Bedeutung (Agueda et al. 2009). Daher

wird ein spezielles Augenmerk auf die Pitchwinkelstreuung gelegt, wobei hauptsächlich

die Streufrequenz

Dαα =
(∆α)2

2 ∆t
=

Dµµ

1− µ2
. (5.35)

ausgewertet wird. Es ist zu beachten, dass obige Definition eine Näherung für den Fall

Dµµ = lim
t→∞

(∆µ)2

2 ∆t

t�t0≈ (∆µ)2

2 ∆t
, (5.36)

darstellt und somit nur für eine ausreichende Zeitentwicklung gültig ist (vgl. Kapitel

3.3.2).

In Abbildung 5.38 ist das Ergebnis für Dαα in der Turbulenz mit dem Parameter-

satz SI zu verschiedenen Entwicklungszeiten gezeigt. Ist anfangs noch eine gleichmäßige

Streufrequenz für jedes µ zu erkennen, so bildet sich nach etwa 30 Gyrationen ein stabi-

ler Zustand mit zwei prominenten Maxima aus. Dieses Doppelmaximum entwickelt sich
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Abbildung 5.38.: Zeitentwicklung der Streufrequenz Dαα für 105 Testteilchen im tur-
bulenten Plasma mit Parametersatz SI. Nach einer Gyrationsperiode ist die Streuung
gleichmäßig für jeden Pitchwinkel verteilt. Bei etwa 30 Gyrationen hat sich ein stabiler
Zustand eingestellt, der eine deutliche Doppelpeakstruktur bei kleinem |µ| aufweist.

dabei aus einem einzelnen Maximum bei µ = 0 heraus. Um ein genaueres Bild dieses

Vorgangs zu bekommen, bieten sich die Streuplots an, die bereits beim Welle–Teilchen

Testfall verwendet wurden. Dazu wird erneut die Gesamtänderung des Pitchwinkels (∆µ)

über dessen Anfangswert µ0 für jedes Teilchen einzeln aufgetragen. Durch diese Methode

wird sehr deutlich der zugrundeliegende Streuvorgang visualisiert. So stellt man beim

Vergleich zwischen den Abbildungen 5.38 und 5.39 fest, dass das beobachtete Doppelma-

ximum tatsächlich von der selben Resonanz her rührt. Die Verkippung der Resonanz, die

schon beim Welle–Teilchen Testfall beschrieben wurde, führt zum Aufspalten des Maxi-

mums im Streukoeffizienten Dαα, da dort nur der Betrag von ∆µ berücksichtigt wird. Im

Zusammenhang mit dem Streuplot wird klar, dass die Struktur der Cherenkov–Resonanz

durch die Wechselwirkung zwischen Teilchen und Pseudo–Alfvénwellen entspricht. Wei-

tere Maxima können nicht eindeutig der ballistischen Streuung oder den resonanten
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Abbildung 5.39.: Streuplot der Testteilchensimulation in der SI Turbulenz nach 30
Gyrationsperioden. Wie schon im Welle–Teilchen Testfall steht jeder Punkt für die
Gesamtänderung des Pitchwinkels eines individuellen Teilchens. Eine klare resonante
Struktur hat sich bei µ = 0 entwickelt. Diese kann als Cherenkov–Resonanz (n = 0)
identifiziert werden, die durch Teilcheninteraktionen mit Pseudo–Alfvénwellen generiert
wird.

Interaktionen mit Scher–Alfvénwellen zugeordnet werden, da eine genauere Untersu-

chung der beitragenden Wellen in homogener Turbulenz schwierig ist. Dennoch ist ein

Indiz für Resonanz die zeitliche Entwicklung. Während resonante Interaktionen mit zu-

nehmender Zeit schmaler und deutlicher werden, sofern die Wellenamplitude ausreichend

für signifikante Streuung ist, verlieren ballistische Wechselwirkungen an Streuamplitude.

Ein sehr deutlicher Unterschied ist außerdem die zunehmende Anzahl der ballistischen

Maxima während der zeitlichen Entwicklung, was wiederum zu sich ändernden Positio-

nen der Maxima führt. Ausgehend von diesen Tatsachen, ist es nahe liegend, dass die

Strukturen in Abbildung 5.39 von ballistischer Streuung verursacht werden.

Im Szenario eines stärkeren Hintergrundmagnetfelds (Satz SIII) ist die Streuung deut-

lich diffuser. So lässt sich im Streuplot in Abbildung 5.40 keine klare Struktur erkennen.

Die Streuung ist nahezu isotrop. Dabei scheint die Cherenkov–Resonanz nicht länger

dominant zu sein. Dementsprechend würde der Streukoeffizienten Dαα auch keine Struk-
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Abbildung 5.40.: Streuplot der Testteilchensimulation in der SIII Turbulenz nach
30 Gyrationen. Das stärkere Hintergrundmagnetfeld führt zu isotoperer Streuung. Die
Cherenkov–Resonanz ist nicht mehr dominant ausgeprägt.

tur zeigen. Die Amplitude der Pitchwinkeländerung hat sich erwartungsgemäß mit der

Turbulenzstärke um eine Größenordnung reduziert, da die Streuungsstärke linear zum

δB/B0 Verhältnis verläuft.

5.3.2. Teilchenstreuung an angeregten Wellenmoden

In diesem Teil wird nun die Untersuchung von Pitchwinkelstreuung an den verstärk-

ten Wellenmoden aus Kapitel 5.2.2 behandelt. In einem Evolutionszyklus wurden von

jeder verstärkten Wellenmode, vom getriebenen Zustand bis zum kompletten Zerfall,

verschiedene δB/B0 Verhältnisse durchlaufen. Dabei wurden vor allem beim maximalen

Treibzustand sehr starke Moden generiert. Bei so hohen lokalen Turbulenzstärken ist

die Anwendbarkeit der QLT nicht mehr möglich und eine stochastische Streuverteilung

würde sich einstellen. Daher wurden Bereiche der Peakentwicklung mit geringerer δB/B0

Stärke gewählt. Es wurden dazu einzelne Zeitschritte der Ergebnisse von SI, SIII und SV

in Kapitel 5.2.2 als Ausgangspunkt für die Testteilchensimulationen benutzt. Für jeden

Peak bei k′ = 8 und 24 wurde im Zerfallszustand der Zeitpunkt gewählt, bei dem die
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Amplitude der angeregten Moden sich auf δB/B0 ≈ 10−3 reduziert hatten. Innerhalb

der Parametersätze SI und SIII wurde zusätzlich der Treibzustand simuliert, wobei die

Teilchen direkt zu Beginn der Energieinjektion initialisiert wurden.
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Abbildung 5.41.: Zeitentwicklung des Pitchwinkelstreukoeffizienten Dαα im Parame-
tersatz SI mit verstärkter k′ = 24 Mode im Treibbereich. Nach fünf Gyrationsperioden
lässt sich bereits eine resonante Struktur erkennen. Die orangen Geraden zeigen die
ermittelten Positionen der Resonanzen an.

Die Geschwindigkeitsbeträge der Teilchen wurden gemäß Tabelle 5.11 so angepasst,

dass bei beiden angeregten Wellenmoden resonante Wechselwirkungen innerhalb des

µ Intervals liegen (vgl. Gl. 5.34). Für das schwächere Hintergrundmagnetfeld wurde

demnach vT = 1, 21 · 1010 cm · s−1 festgelegt. Da mit dem Magnetfeld in Parameter-

satz SIII sich die Gyrationsfrequenz erhöht, muss auch die Teilchengeschwindigkeit auf

vT = 2, 9 · 1010 cm · s−1 vergrößert werden. Dementsprechend sind diese Simulationen im

schwach relativistischen Bereich mit einem Lorentzgammafaktor von Γ ≈ 4. In diesem

Regime ist das Verfahren des Boris–Pushs noch eine gute Näherung. Dennoch ist dieser

Fall eher als ein künstliches Szenario anzusehen, da bei so hohen Magnetfeldern SEP–
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Ereignisse mit 2,65 GeV assoziiert werden. Bei so hohen Energien ist die relativistische

Protonendichte wiederum so gering, dass durch die Strömungsinstabilität keine Wellen

mehr generiert werden können (vgl. Kapitel 3.3.4). Die zentrale Fragestellung dieser Si-

mulationen wird demnach die Veränderung der Ergebnisse im Rahmen der quasilinearen

Theorie sein, da die Annahmen der QLT bei kleinerem δB/B0 Verhältnis besser erfüllt

sind.

Abbildung 5.42.: Zur Abbildung 5.41 gehöriger Streuplot bei etwa zehn Gyrationspe-
rioden. Die Doppelmaxima im Dαα–Verlauf erweisen sich als Artefakte der verkippten
Resonanzen. Signifikante Strukturen haben sich bei µ = −0, 27; 0; 0, 29 ausgebildet.

Zunächst werden die Resultate im Parametersatz SI vorgestellt. Die Testteilchen wur-

den zunächst direkt mit dem Beginn des Treibzustands der angeregten Mode initiali-

siert. In Abbildung 5.41 ist die Zeitentwicklung der Streufrequenz Dαα dargestellt, die

im Treibbereich des k′ = 24 Peaks zu beobachten ist. Man erkennt deutlich, dass sich

zwischen der fünften und zehnten Gyrationsperioden ein stabiler Zustand mit hervor-

stechenden Resonanzen eingestellt hat. Zwei Doppelmaxima sind bei etwa µ ≈ ±0, 3

entstanden, deren einzelne Maxima sich mit der Zeit leicht auseinander bewegen. Da

dieses Verhalten bereits bei der Cherenkov–Resonanz in der homogenen SI Turbulenz

beobachtet (vgl. Kapitel 5.3.1) und als Artefakt der Dαα–Auswertung identifiziert wurde,

liegt auch hier nahe, die tatsächliche Resonanzstruktur mit dem zugehörigen Streuplot
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zu überprüfen.

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 1.4

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2  0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

D
α

α
 [
s

-1
]

µ0

T = 1 gyr
T = 5 gyr

T = 10 gyr

Abbildung 5.43.: Zeitentwicklung des Pitchwinkelstreukoeffizienten Dαα im Parame-
tersatz SI mit verstärkter k′ = 24 Mode im Zerfallsbereich. Die Peakentwicklung der
ursprünglichen rein parallelen Mode zu anderen Wellenzahlen führt zu mehr Streupoten-
tialen. Dadurch wird der Verlauf von Dαα deutlich komplexer. Zur besseren Interpretation
wurden erneut die Positionen der Resonanzen durch die orangen Linien gekennzeichnet.

Abbildung 5.42 bestätigt die Vermutung, dass die Doppelmaxima wieder durch die

Verkippung der Resonanzen erzeugt werden. Bei genauer Messung erkennt man, wie

Teilchen mit dem Intialwerten von µ = −0, 27; 0; 0, eine signifikante Streuung im

Pitchwinkel erfahren. An eben diesen µ Positionen werden durch Gl. 5.34 die Resonanzen

n = −1; 0; 1 bestimmt. Dabei wird die n = −1 Wechselwirkung durch die links–zirkular

polarisierten und die n = 1 durch die rechts–zirkular polarisierten Anteile des k′ = 24

Peaks verursacht. Die n = 0 Mode, die schon in der homogenen Hintergrundturbulenz

beobachtet wurde, ist wieder mit der Cherenkov-Resonanz der Pseudo–Alfvénmode zu

assoziieren. Höhere Ordnungen |n| > 1 werden nicht erzeugt, da der Peak rein parallel

getrieben wird.
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Abbildung 5.44.: Der zu Abbildung 5.43 gehörige Streuplot. Verschiedene resonante
Strukturen lassen sich im Zerfallsbereich des k′ = 24 Peaks erkennen. Dabei ist der
Struktur erheblich deutlicher wahrzunehmen als im Dαα Verlauf.

Die Situation ändert sich wesentlich im Zerfallsbereich des Peaks. So wird der Ver-

lauf von Dαα deutlich komplexer, wie man in Abbildung 5.43 erkennen kann. Ohne

den zugehörigen Streuplot ist eine Interpretation nur schwer möglich. Mehrer Maxima

sind zu erkennen, die zum Teil nur schwer voneinander getrennt wahrgenommen werden

können. Auch hier hat sich ein stabiler Streuzustand nach etwa fünf bis zehn Gyrationen

eingestellt.

Erneut enthüllt der Streuplot in Abbildung 5.44 die zugrundeliegende Struktur der

Resonanzen. Durch den Transport der Energie des ursprünglichen Peaks zu anderen

Wellenzahlen (vgl. Kapitel 5.2.3, Abbildung 5.27), vor allem in senkrechter Richtung,

sind nun Welle–Teilchen–Interaktionen höherer Ordnung möglich. Neben den zuvor be-

obachteten Resonanzen bei µR = −0, 27; 0; 0, 29 tritt eine signifikante Streuung bei

µR = 0, 58 auf, die von den n = 2 Wechselwirkungen mit der rechts–zirkular polarisier-

ten Scheralfvénwelle verursacht wird. Die Resonanz mit den links–zirkular polarisierten

Moden sind bei µR = −0, 56 zu sehen, jedoch weniger stark ausgebildet.

Die Ergebnisse der Simulationen des k′ = 8 Peaks für den Treibbereich sind in Ab-
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Abbildung 5.45.: Zeitentwicklung des Pitchwinkelkoeffizienten Dαα. Gezeigt ist die
Teilchensimulation im Treibzustand der k′ = 8 Mode. Es haben sich klare |n| = 1 Reso-
nanzen entwickelt.

bildung 5.45 dargestellt. Auch in diesem Fall haben sich nach zehn Gyrationen zwei

klare Resonanzen an den vorhergesagten µ-Positionen bei µR ≈ ±0, 9 herausgebildet.

Da das Treiben dieser Mode etwas weniger Energieinjektion pro Sekunde benutzt ist die

Verkippung im zugehörigen Streuplot nicht so stark, wie bei den k′ = 24 Peak Simula-

tionen. Deshalb spalten sich die Maxima von Dαα nicht auf. Die Cherenkov–Resonanz

ist erwartungsgemäß deutlich ausgebildet.

Für den Zerfallsbereich der k′ = 8 Mode wird in Abbildung 5.46 lediglich der Streu-

plot präsentiert, da in diesem Fall der Verlauf von Dαα keine Struktur aufweist. Der

Grund dafür lässt sich gut anhand von Abbildung 5.46 erkennen. So sind die Interak-

tionen mit den Teilchen so stark, dass sich die Resonanzen erheblich verkippen und sich

in der Projektion auf die µ0–Achse überschneiden. Dies führt zu fließenden Übergängen

im Verlauf des Streukoeffizienten und macht ihn somit für weitere Auswertungen un-
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Abbildung 5.46.: Streuplot für die Simulationen nach 10 Gyrationen im Zerfallsbereich
des k′ = 8 Peaks. Die starke Streuung führt zu deutlichen Abweichungen von der QLT.
Im Speziellen sind die Resonanzen soweit verkippt, dass Überlappungen im Dαα-Verlauf
eine Interpretation erschweren.

brauchbar. Die starke Streuung ist auf die Entwicklung des Peaks zurück zu führen,

dessen Energie sich auf breite Wellenzahlbereiche ausgedehnt hat. In dem Streuplot las-

sen sich sogar die Geraden der maximal möglichen µ Änderung erkennen, da zahlreiche

Testteilchen massiv gestreut werden.

Die Simulationen im feineren Gitter des SV Parametersatzes zeigen das gleiche Pro-

blem. Im direkten Vergleich zwischen den Abbildungen 5.46 und 5.47 ist eine stärkere

Verkippung zu beobachten. Des Weiteren sind die Geraden mit maximalem ∆µ noch

deutlicher und über einen weiteren Bereich zu erkennen.

Der k′ = 24 Peak in SV konnte ebenfalls höhere Harmonische erzeugen, da sich die

Antialiasingkante von k′ = 42 auf k′ = 85 verschoben hat und demnach weniger Moden

durch das Zero–padding gelöscht werden. Dadurch sind in Abbildung 5.48 zwar die

Resonanzen wie in Abbildung 5.44 zu erahnen, aber bei weitem nicht mehr so ausgeprägt.

Der Bereich der Interaktionen mit den rechts–zirkular polarisierten Moden ist deutlich

diffuser und von stochastischer Streuung dominiert.
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Abbildung 5.47.: Streuplot für die Teilchensimulationen in Parametersatz SV mit dem
k′ = 8 Peak im Zerfallszustand nach 25 Gyrationen. Die größere Anzahl aktiver Moden
verstärkt die Streuung, die Verkippung gegenüber Abbildung 5.46 hat zugenommen. An-
sonsten ist die grundlegende Struktur der Resonanzen ähnlich.

Die Simulationen mit stärkerem Hintergrundmagnetfeld mit den Parametern SIII

zeigen erwartungsgemäß erheblich ausgeprägte und wenig verkippte Resonanzen. In Ab-

bildung 5.49 ist der Streuplot nach 50 Gyrationsperioden im Zerfallsbereich des Peaks

dargestellt. Beide |n| = 1 Interaktionen sind zu sehen, sowie die Cherenkov–Resonanz.

Weiterhin ist bei µ = 0, 53 eine leichte Erhöhung des Streuprofils zu beobachten, die

durch Wechselwirkung der Teilchen mit der stark ausgeprägten k′ = 16 Harmonischen

(vgl. Abbildung 5.31) erzeugt wurde. Da die n = 0 Resonanz nicht innerhalb der Hin-

tergrundturbulenz auftritt und in Abbildung 5.40 nicht zu sehen ist, müssen die ent-

sprechenden Pseudo–Moden während der Peakevolution entstehen. Dies wird auch von

Abbildung 5.50 belegt, die den Streuplot für den k′ = 24 Peak nach 30 Gyrationen zeigt.

In diesem Fall lassen sich Resonanzen nur bei µR = 0, 37 und 0,70 erkennen, was den

n = 1 und 2 Wechselwirkungen mit der rechts–zirkular polarisierten Mode des Peaks ent-

spricht. Die Cherenkov–Resonanz, sowie Interaktionen mit links–zirkularen polarisierten

Anteilen, fehlen völlig. Da zumindest die links–zirkularen Moden im Treibbereich mit in-

itialisiert und auch deren resonante Wechselwirkungen mit Teilchen beobachtet wurden,
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Abbildung 5.48.: Streuplot für die Teilchensimulationen in Parametersatz SV mit dem
k′ = 24 Peak im Zerfallszustand nach 25 Gyrationen. Durch den vergrößerten Bereich
der aktiven Moden haben sich höhere Harmonische bei k′ = 48 und 72 entwickelt und tra-
gen zur Streuung bei. Die resonanten Strukturen lassen sich dadurch schwerer erkennen,
ähneln aber denen, des 2563 Gitters.

ist davon auszugehen, dass diese Wellen komplett zerfallen sind.

5.3.3. Vergleich der Testteilchensimulation mit dem SQLT Ansatz

Abschließend wird ein halbanalytischer Ansatz über die Näherung der magnetostatischen

QLT gewählt, der in Arbeiten zum Teilchentransport eine wichtige Rolle spielt. Die

grundlegende analytische Beschreibung folgt Schlickeiser (2002) und wurde im Rahmen

einer Kooperation mit Timo Laitinen und Markus Battarbee in numerischer Berechnung

umgesetzt. Dabei werden beide inkompressiblen MHD–Wellentypen einzeln betrachtet

und deren Pitchwinkel–Diffusionskoeffizienten separat berechnet. Es ergibt sich für die
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Abbildung 5.49.: Streuplot für die Teilchensimulationen in Parametersatz SIII mit dem
k′ = 8 Peak im Zerfallszustand nach 50 Gyrationen. Wie erwartet führt das geringere
δB/B0 Verhältnis zu einer besseren Übereinstimmung mit der QLT. Es bilden sich wenig
verkippte und scharfe Resonanzen aus. Die leichte Erhöhung der Streuung bei µ ≈ 0, 5
wird möglicherweise durch die k′ = 16 Harmonische verursacht.

Pseudo–Mode

Dµµ,P ≈
2Ω2(1− µ2)

B2
0

∑
n 6=0

∫
d3k πδ

(
k‖v‖ + nΩ

)
×

[J ′n(v⊥k⊥/Ω]
2
Pxx,P (k) (5.37)

und für die Scher–Mode

Dµµ,A =
2Ω2(1− µ2)

B2
0

∞∑
n=−∞

∫
d3k πδ

(
k‖v‖ − ω + nΩ

)
×[

nJn (v⊥k⊥/Ω)

v⊥k⊥/Ω

]2

Pxx,A(k), (5.38)

wobei sich eine ausführlichere Herleitung in Anhang F befindet. Weiterhin wird eine

Diskretisierung in Anhang G präsentiert, mit der obige Gleichungen numerisch gelöst

werden.
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Abbildung 5.50.: Streuplot für die Teilchensimulationen in Parametersatz SIII mit dem
k′ = 24 Peak im Zerfallszustand nach 30 Gyrationen. Die n = 1 und 2 Resonanzen sind
erkennbar. Die Cherenkov–Resonanz, sowie Wechselwirkungungen mit links–zirkularen
Anteilen des Peaks fehlen völlig. Wobei die n = −1 Resonanz während des Treibzustands
beobachtet wurde.

Mit diesem Ansatz lassen sich unabhängig von Testteilchensimulationen die Streuko-

effizienten bestimmen. Der Vorteil gegenüber direkter Teilchensimulation liegt in dem

statischen Ansatz, der das Problem zeitunabhängig macht, sofern die Wellenfrequenz

ω vernachlässigbar gegenüber der Gyrationsfrequenz Ω ist. Weiterhin ist die Lösung

der Gl.en 5.37 und 5.38 von erheblich kleinerem Rechenaufwand. Der Nachteil liegt in

den starken Näherungen, die mit dem QLT–Formalismus einher gehen. Die berechneten

Diffusionskoeffizienten sind somit nur in sehr eingeschränkten Bereichen aussagekräftig.

Streng genommen gilt dieser Ansatz nur für Fälle unendlich kleiner Wellenamplituden.

Als Eingabequantität wird das Spektrum Pxx aus den Simulationen von Gismo–

MHD benutzt, dass den Entwicklungszuständen entspricht, welche auch bei den Test-

teilchensimulationen verwendet wurden. Somit sind die Spektren der Parametersätze SI

und SIII für Hintergrundturbulenz und Peak–Moden Simulationen, jeweils im Treib- und

Zerfallsbereich, sowie die Peak–Moden Simulationen im Zerfallszustand für Satz SV, der

Ausgangspunkt für die Berechnungen der Pitchwinkel–Diffusionskoeffizienten.

196



 1e-05

 0.0001

 0.001

 0.01

 0.1

 1

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6  0.7  0.8  0.9  1

D
α

α
 [
s

-1
]

µ0

Scheralfvenwellen
Pseudo Alfvenwellen

Slab-Moden Vergleich
Pseudo und Schermode

Abbildung 5.51.: Ergebnisse des SQLT Ansatzes für Parametersatz SI mit k′ = 24 Peak
im Zerfallszustand. Der Diffusionskoeffizient wurde für beide Alfvénwellenmoden und
einer slab–Approximation separat berechnet. Die Resonanzen sind sehr gut zu beobachten.
Die Näherung über die slab Projektion zeigt gute Übereinstimmung mit den tatsächlichen
Dαα, kann aber erwartungsgemäß die Resonanz bei µR = 0, 58 nicht reproduzieren.

Eine exemplarische Berechnung ist in Abbildung 5.51 dargestellt. Das verwendete

Eingabespektrum war die angeregte k′ = 24 Mode im Zerfallsbereich unter Verwendung

von Satz SI. Der Streukoeffizient zeigt Resonanzen mit Pseudo– und Scher–Alfvénwellen

bei n = 1 und n = 2, wie sie durch Gl. 5.34 bestimmt werden. Beide Wellenspezies erzeu-

gen ähnliche Streukoeffizienten, vor allem in bei den resonanten Maxima. Nur bei Werten

zwischen den Resonanzen (µ ≈ [0, 35; 0, 54]) ist die Streurate der Pseudo–Alfvénwellen

erhöht, ansonsten dominiert der Streuvorgang an den Schermoden. Eine vereinfachte

Abschätzung über die Näherung eines Slabspektrums reproduziert die tatsächlichen Dαα

recht gut, bis auf die n = 2 Resonanz, die nicht von Slabmoden generiert werden kann.

Der starke Abfall der Streurate bei kleinem µ wird durch die sogenannte Resonanzlücke

verursacht, da Wellenmoden unterhalb der Resonanz–Funktionen in den Gleichungen

197



5.37 und 5.38 nicht mehr zur Berechnung beitragen. Dieses methodische Problem wurde

bereits in den Kapiteln 3.3.2 und 3.3.3 als grundlegende Schwachstelle der QLT nahe

µ ≈ 0 identifiziert.
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Abbildung 5.52.: Direkter Vergleich der Dαα–Koeffizienten des SQLT Ansatzes und der
Testteilchensimulationen. Die Abbildung zeigt die verschiedenen Entwicklungszustände
des k′ = 8 Peaks im Parametersatz SI. Dabei sind die SQLT Ergebnisse für Pseudo–
und Scher–Alfvénwellen addiert. Gute Übereinstimmung liegt bei µ > 0, 6 für die rei-
ne Hintergrundturbulenz und den Treibzustand vor. Im Zerfallsbereich ist das Dαα der
Testteilchensimulation zu unstrukturiert.

Im Gegensatz zu den Streukoeffizienten, die aus den Testteilchensimulationen ge-

wonnen werden konnten, ist die direkte Berechnung von Dαα im Rahmen der QLT von

erheblich klarerer Struktur. Da weder eine Verbreiterung durch die endliche Zeitentwick-

lung, noch eine Verkippung der Resonanzen stattfindet, wie sie in den Streuplots gezeigt

wurde, befinden sich die Maxima an den erwarteten Positionen. Um einen direkten Ver-

gleich herzustellen, werden in den folgenden Abbildungen jeweils die Ergebnisse beider

Methoden der Ermittelung von Dαα in einer Grafik gezeigt.
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Abbildung 5.53.: Vergleich zwischen den Dαα der SQLT und der Testteilchen im Pa-
rametersatz SI mit angeregter k′ = 24 Mode. Die Hintergrundturbulenz ist gleich der,
die in Abbildung 5.52 gezeigt wurde, nur bei t = 20 Gyrationen.

Die Simulationen mit den Parametern SI zeigen eine gute Vergleichbarkeit für µ > 0, 6

für die Hintergrundturbulenz und den Treibbereich des k′ = 8 Peaks, wie man in Abbil-

dung 5.52 erkennen kann. Die Abweichungen werden für kleinere µ größer. Zum einen

liegt dies an der Resonanzlücke, die im Rahmen der SQLT nicht beschrieben wird, jedoch

real existiert. Zum anderen an der Cherenkov–Resonanz die in der Resonanzlücke liegt

und zusätzlich durch die Verkippung den Verlauf des Dαα–Koeffizienten der Teilchen

verändert. Da während des Treibens der k′ = 8 Mode die Teilchensimulationen die QLT

Annahmen sehr gut erfüllt haben (vgl. Abbildung 5.45), ist die Übereinstimmung mit

der SQLT sehr gut. Die quantitative Abweichung in der Streufrequenz wird dabei von

der zeitlichen Energieinjektion verursacht, die von der zeitunabhängigem Lösung der

SQLT nicht reproduziert werden kann. Wie schon im vorangegangen Kapitel diskutiert,

ist die Situation für den Zerfallsbereich komplexer. Vor allem die Abweichungen zur
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QLT, die zur Verkippung der Resonanzen führen, ändern den Verlauf der Teilchen–Dαα

maßgeblich. Dadurch lässt sich keine Vergleichbarkeit zwischen SQLT und Testteilchen-

simulation in diesem Fall herstellen.
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Abbildung 5.54.: Vergleich zwischen den Dαα der SQLT und der Testteilchen im Pa-
rametersatz SV mit angeregter k′ = 8 Mode.

Der Vergleich für die k′ = 24 Mode fällt entsprechend schlechter aus, da hier die Ver-

kippung in Treib– und Zerfallszustand ähnlich stark ist und zusätzlich im Zerfallsbereich

die Resonanzstruktur komplexer wird, da höhere Ordnungen angeregt werden. Dadurch

wird der Verlauf des Dαα der Testteilchen schwer interpretierbar. Ohne den zugehörigen

Streuplot in Abbildung 5.44 ist es somit nicht möglich den Verlauf mit der SQLT zu

vergleichen.

Das gleiche Problem besteht bei den Ergebnissen mit Parametersatz SV. Wie bereits

diskutiert führt die größere Anzahl der aktiven Moden zu mehr Streupotentialen. Da-

durch wurde in den Streuplots eine starke Verkippung beobachtet, die wiederum zu sehr

strukturlosen Dαα führte. Somit sind die Abweichungen zwischen SQLT und Testteil-
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Abbildung 5.55.: Vergleich zwischen den Dαα der SQLT und der Testteilchen im Pa-
rametersatz SV mit angeregter k′ = 24 Mode. Durch die höhere Anzahl aktiver Moden
wird die Streustruktur komplexer (vgl. Abbildung 5.48). Ein Vergleich zum SQLT Ansatz
wird somit erschwert.

chensimulation in den Abbildungen 5.54 und 5.55 erheblich.

Abschließend bleibt der Vergleich innerhalb des Parametersatzes SIII. Da die quasi-

linearen Näherungen mit dem kleineren δB/B0 Verhältnis besser erfüllt werden, sollte

auch die Übereinstimmung zur SQLT zunehmen. Die Ergebnisse in den Abbildungen

5.56 und 5.57 können dies nicht sehr gut bestätigen. Zwar ist das Dαα der Testteilchen

klar strukturiert und man erkennt deutlich die Resonanzen, aber die Verläufe der SQLT–

Kurven weichen stark ab. Vor allem liegt das an der vergrößerten Resonanzlücke, da mit

der schwächeren Turbulenz mehr Moden die Resonanzbedingung nicht mehr erfüllen.

Nur wenn die Amplitude der Mode hinreichend groß ist, lässt sich das Dαα noch berech-

nen. Deutlich wird dies bei der Bertrachtung der Berechnung für die k′ = 24 Mode in

Abbildung 5.57. Da der Peak signifikant mehr Energie hat als die benachbarten Moden,
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Abbildung 5.56.: Vergleich zwischen den Dαα der SQLT und der Testteilchen im Pa-
rametersatz SIII mit angeregter k′ = 8 Mode. Da die Bedingungen durch das kleinere
δB/B0 Verhältnis besser erfüllt werden, ist das Dαα der Testteilchen strukturierter. Die
größere Resonanzlücke verschlechtert den Vergleich zur SQLT.

hebt sich die Resonanz um mehrere Größenordnungen vom Untergrund ab und erreicht

quantitativ eine ähnliche Streufrequenz, wie in den Testteilchensimulationen. Dennoch

ist die Position der Resonanz leicht verschoben, was an der magnetostatischen Näherung

liegt. Da ω � Ω in Parametersatz SIII nicht mehr erfüllt ist, weicht die magnetostati-

sche Näherung geringfügig ab. Überprüft man die Position der Resonanz mit Gleichung

5.34 erhält man ohne Berücksichtigung von ω ein µR = 0, 33. Dies entspricht genau der

Abweichung in Abbildung 5.57 zur tatsächlichen Resonanz bei µR = 0, 37. Die Test-

teilchensimulationen zeigen weiterhin mehrere kleine Maxima zwischen den resonanten

Sturkturen, die man nicht in der SQLT wieder finden kann. Der Grund hierfür sind

die ballistischen Streuungen, die zeitabhängig sind und somit auch nicht von der SQLT

dargestellt werden können.
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Abbildung 5.57.: Vergleich zwischen den Dαα der SQLT und der Testteilchen im Pa-
rametersatz SIII mit angeregter k′ = 24 Mode. Die Resonanzen stimmen gut überein.
Die leichte Verschiebung des SQLT Streukoeffizienten wird von der magnetostatischen
Näherung verursacht.

5.3.4. Diskussion

Für den Fall, dass das zugrundeliegende Spektrum ein homogenenes Breitbandspek-

trum ist, zeigen die Ergebnisse gute Übereinstimmungen zwischen den Pitchwinkel–

Diffusionskoeffizienten, die aus Testteilchensimulationen gewonnen werden und den halb-

analytischen Berechnungen im Rahmen der magnetostatischen quasilinearen Theorie.

Mit kleiner werdendem |µ| wird die Abweichung beider Modelle größer, was an dem

Fehlen der Cherenkov Resonanz liegt, die von der SQLT Resonanzlücke verdeckt wird.

In der Testteilchensimulation ist die n = 0 Wechselwirkung hingegen stark ausgebildet

und beinflusst Dαα für |µ| < 0, 6 maßgeblich.

Weiterhin verursacht die Verletzung der QLT–Näherungen durch die Bedingungen in

den Testteilchensimulationen methodische Schwierigkeiten, die immer zu Abweichungen
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von der analytischen Betrachtungen führen. Hervorstechend sind dabei zwei Probleme:

I Die QLT geht von Zuständen mit unendlich langen Entwicklungszeiten aus, in

denen Teilchen nicht mehr von ballistischen Streuungen beeinflusst werden, son-

dern nur resonante Wechselwirkungen zu δ–förmigen Änderungen der Pitchwin-

kel führen können. Demnach sind bei kurzen Entwicklungszeiten die Resonanzen

stark verbreitert. Verlängert man allerdings die Simulationszeit, summieren sich

auch die Abweichungen gegenüber der QLT, was auf langen Zeitskalen zu stochas-

tischen Streuungen führt. Sehr gut kann dieser Effekt im Welle–Teilchen Testfall

nachvollzogen werden. Folglich ist es sinnvoll, einen Zeitpunkt zu bestimmen, bei

dem die Resonanzen sich nahezu stabilisiert haben und bereits deutlich gegenüber

ballistischer Streuung hervorstechen.

II Mit zunehmendem δB/B0 Verhältnis verkippen sich die Resonanzen, was bei star-

ker Streuung zum Überlappen von (∆µ)2 führt und somit im Verlauf von Dαα eine

Unterscheidung zwischen eng beieinanderliegenden Wechselwirkungen unmöglich

macht oder zu Fehlinterpretationen füheren kann (vgl. Doppelmaxima in Abbil-

dung 5.41).

Ist die Turbulenz nicht homogen im Fourierraum, sondern durch angeregte Wellenmo-

den verändert, verstärken sich die eben diskutierten Probleme. Aufgrund der komplexen

Resonanzstrukturen, vor allem im Zerfallsbereich der Peaks, haben sich die Dαα Ko-

effizienten für die Testteilchensimulationen als unbrauchbar erwiesen. Nur durch das

Erstellen der hier vorgestellten Streuplots, bei denen für jedes individuelle Teilchen die

Gesamtänderung in µ dargestellt wird, ist eine eindeutige Interpretation der resonanten

Sturkturen möglich.

Weiterhin konnte verifiziert werden, dass mit abnehmendem δB/B0 Verhältnis die

Näherung durch die SQLT mit den Ergebnissen der Teilchensimulationen übereinstimmmt.

In diesen Fällen wurden aufrechte und schmale Resonanzen erzeugt, die wiederum eine

klare Struktur in Dαα erzeugt haben. Der quantitative Vergleich wird allerdings durch die

Resonanzlücke der QLT stark verfälscht, da bei schwächerer Turbulenz mehrere Moden

nicht mehr genügend Energie haben, um die Wechselwirkungsbedingung zu erfüllen.

Die Teilchensimulationen haben sich als ein wichtiges Werkzeug herausgestellt, um

Streuvorgänge zu verstehen. Zwar liefert der Ansatz durch die SQLT für schwache Tur-

bulenz gute Näherungen, weicht aber stark von den tatsächlichen Resonanzstrukturen

bei der Berücksichtigung verstärkter Wellenmoden ab. Vor allem die Verkippung erweist
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sich als ein erhebliches Problem in der quasilinearen Beschreibung. Damit Streuprozesse,

wie sie mit SEP–Ereignissen assoziiert werden, modelliert werden können, müssen rea-

listischere Annahmen getroffen werden. Ein reiner QLT–Ansatz ist in diesen Fällen nicht

mehr möglich. Die direkte Simulation von Teilchenstreuungen bietet hingegen einen sehr

guten Zugang.
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6. Zusammenfassung

Die Bereiche der Plasmaturbulenz und des Teilchentransports stehen im unmittelba-

ren Zusammenhang mit SEP–Ereignissen. In dieser Dissertation wurden beide Themen

miteinander in Verbindung gebracht, um erste Schritte zum Verständnis der Dynamik

hochenergetischer solarer Teilchen zu machen. Dafür wurde ein Modell benutzt, dass Tur-

bulenz und Teilchentransport auf elementarer Ebene beschreibt. Die Umsetzung erfolgte

durch die Entwicklung des eigenständigen Hybrid–Codes Gismo, mit dem magnetohy-

drodynamische Turbulenz und kinetische Teilchendynamik selbstkonsistent numerisch

beschrieben werden kann.

Zur Untersuchung der MHD–Turbulenz nahe der Sonne, bei etwa drei solaren Radi-

en, wurden Simulationen mit verschiedenen Parametersätzen durchgeführt. Neben der

homogenen Hintergrundturbulenz lag ein spezielles Augenmerk auf dem Entwicklungs-

verhalten angeregter Wellenmoden. Diese sind besonders interessant, da in sonnennähe

starke eruptive Ereignisse wie Flares und koronale Masseauswürfe energiereiche Teil-

chenströmungen verursachen, die im heliosphärischen Plasma zu Instabilitäten führen.

Dadurch werden wiederum Plasmamoden, wie Alfvénwellen, in einem bestimmten Wel-

lenzahlintervall erzeugt. Die Simulationen solcher Szenarien durch Gismo haben gezeigt,

dass angeregte Wellenmoden die gesamte Evolution der Turbulenz maßgeblich bestim-

men. Ist die Entwicklung in der homogenenen Hintergrundturbulenz oder bei schwach

angeregten Moden hauptsächlich durch das Goldreich–Sridhar Modell der Übergangstur-

bulenz bestimmt, erfolgt die Energiekaskadierung ausschließlich in senkrechter Richtung

zum Hintergrundmagnetfeld. Die Ausbreitung der Energie in paralleler Richtung ist da-

gegen ein sehr langsamer Prozess, der Konvektion oder Wellenzahldiffusion zugeordnet

werden konnte. Mit zunehmender Amplitude der angeregten Wellenmoden geht das Sys-

tem in den Bereich der starken Turbulenz über. In dem zugehörigen Goldreich–Sridhar

Modell ist der Schlüsselparameter hierfür die kritische Balance, die mit dem Wert ζ ≈ 1

erreicht wird. In den Simulationen nahe des Übergangs in das stark turbulente Regime
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konnte dieser Wert in verschiedenen Wellenzahlbereichen gemessen werden. Weiterhin

trat in diesen Fällen die Erzeugung komplexer Alfvénwellenstrukturen auf. Dabei hat

sich die zweidimensionale Darstellung der spektralen Energie als ein wichtiges Werkzeug

herausgestellt, mit dessen Hilfe eine übersichtliche Visualisierung des Fourierraumes ge-

lungen ist. Als ein weiterer Effekt im Zusammenhang mit stark angeregten Moden, konn-

te das Wave–steepening beobachtet werden. Dies ist insofern ein wichtiger Prozess für die

Gesamtentwicklung der Turbulenz, da durch das Erzeugen höherer Harmonischer Ener-

gie effizient in paralleler Richtung transferiert wird, was nicht vom Goldreich–Sridhar

Modell erklärt wird. Im Kontext der heliosphärischen Turbulenz können somit hohe

parallele Wellenmoden verstanden werden, da die Sonne - abhängig von ihrer Aktivität

- regelmäßig durch starke solare Ereignisse, Wellenmoden anregt, die wiederum in der

Lage sind höhere Harmonische zu generieren.

Die MHD–Simulationen dieser verschiedenen Szenarien bildeten darüber hinaus den

Ausgangspunkt für Testteilchensimulationen. Dabei stand die Untersuchung der Pitchwin-

kelstreuung und deren Zusammenhang mit der quasilinearen Theorie im Mittelpunkt.

Erstmals wurde unter gleichen Bedingung der Ansatz der magnetostatischen QLT mit

den Ergebnissen der simulierten Teilchenstreuung verglichen. Dieser Teil der vorliegen-

den Arbeit hat erheblichen Einfluss auf aktuelle analytische Teilchentransportmodelle.

Wie sich herausstellte, ist die Struktur resonanter Wechselwirkungen zwischen Welle und

Teilchen gerade bei Streuung an angeregten Wellenmoden so komplex, dass eine Inter-

pretation der häufig verwendeten Pitchwinkel–Diffusionskoeffizienten Dµµ ohne tieferes

Verständnis nicht möglich ist. Schon bei leichten Abweichungen von den quasilinea-

ren Näherungen verändert sich die Geometrie der Resonanzen so, dass der funktionale

Verlauf von Dµµ verfälscht wird. Als ein wichtiges Hilfsmittel zur Interpretation der

tatsächlichen Streuvorgänge haben sich die Streuplots erwiesen, durch die individuelle

Teilchenstreuungen dargestellt werden.

Der analytische Ansatz durch die SQLT zeigte eine gute Näherung der resonanten

Wechselwirkungen besonders bei schwach turbulenten Moden. Starke Abweichungen tra-

ten zum einen bei kleinen Pitchwinkeln auf, was auf die Resonanzlücken in der quasili-

nearen Beschreibung zurück zu führen ist und zum anderen bei höheren Verhältnissen

von δB/B0, bei denen Annahmen der QLT schlechter zutreffen.
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Ausblick und zukünftige Projekte

Mit den vielfältigen Möglichkeiten die der Hybrid–Code Gismo bietet, bleiben für

zukünftige Untersuchungen von Turbulenz und Teilchentransport noch zahlreiche Sze-

narien. Aufbauend auf dieser Arbeit sind im Speziellen genauere Simulationen der Tur-

bulenz in kritischer Balance von Interesse. Dabei sind höhere Gitterauflösungen nur ein

möglicher Ansatzpunkt. Weiterhin werden derzeit mit Gismo neue Verfahren entwickelt,

um exaktere Berechnungen der Pitchwinkel–Diffusionskoeffizienten zu erreichen. So wur-

de bereits die Messung von Diffusionsströmen implementiert, die es ermöglicht, über den

Ansatz der Diffusionsgleichung

∂f

∂t
− ∂

∂µ
Dµµ

∂f

∂µ
= 0,

sofern sich ein Strom jµ einstellt, den Diffusionskoeffizienten durch

Dµµ = − jµ
∂f
∂µ

zu bestimmen. Ein deutlicher Vorteil dieser Methode liegt in der breiteren Anwend-

barkeit, da keine Näherungen im Rahmen der quasilinearen Theorie mehr nötig sind.

Dadurch können auch für den Fall starker Turbulenz oder bei stark angeregten Wellen-

moden Pitchwinkel–Diffusionskoeffizienten berechnet werden.

In zukünftigen Arbeiten wird ein zentraler Punkt der verstärkte Abgleich der Teil-

chentransportmodellierung mit Beobachtungsdaten sein. Das im vergangenen Jahr in-

itierte EU–Projekt SEP–Server bietet dafür einen sehr guten Datenzugang. Angeleitet

von der Univerität Helsinki, werden Messungen hochenergetischer solarer Teilchener-

eignisse von elf verschiedenen europäischen Instituten aufbereitet und zur Verfügung

gestellt. Dabei soll vor allem eine Plattform geschaffen werden, um Messdaten von Sa-

tellitenexperimenten leicht zugänglich zu machen. Im Rahmen dieses Projektes ist auch

eine Implementation von Simulationen und numerischen Verfahren vorgesehen, bei denen

Gismo einen wichtigen Beitrag liefern kann, da mit vergleichsweise wenigen Näherun-

gen der Teilchentransport in einem turbulenten Hintergrundfeld realistisch auf großen

Skalen simuliert werden kann. Andere Ansätze bedienen sich hierfür erheblicher Verein-

fachungen (z.B. halbanalytische QLT Modelle) oder können aufgrund der numerischen

Komplexität nur Fragmente der großskaligen räumlichen Ausdehnungen abdecken (z.B.

PiC–Ansatz).
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Darüber hinaus stellen Simulationen innerhalb der Heliosphäre nur eine Facette der

Möglichkeiten dar. Die MHD–Turbulenz und der Teilchentransport sind auf eine Vielzahl

astrophysikalischer Phänomene anwendbar. Daher steht ein weitreichender Parameter-

raum in Gismo zur Erforschung bereit. Diese Dissertation kann somit Ausgangspunkt

für viele weitere Arbeiten und Projekte sein.
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A. Elsässervariablendarstellung der MHD-Gleichungen

Herleitung der Elsässer-Gleichungen im Realraum

Ausgehend von den MHD-Gleichungen

∂u

∂t
= b · ∇b− u · ∇u−∇P + νn∇2hu Impuls (A.1)

∂b

∂t
= b · ∇u− u · ∇b + νn∇2hb Induktion (A.2)

∇ ·u = 0 Inkompressibilität (A.3)

∇ · b = 0 Quellenfreiheit b (A.4)

wird die Definition der Elässervariablen

w− = u + b− vAez (A.5)

w+ = u− b + vAez (A.6)

⇒ u =
w− + w+

2
(A.7)

⇒ b =
w− −w+ + 2vAez

2
(A.8)

angewandt. Dabei sei darauf hingewiesen, dass die w±-Felder lediglich aus den fluktuie-

renden Anteilen, im Vorangegangenen als δw± notiert, bestehen. Das Hintergrundma-

gnetfeld ist in dieser Darstellung durch den Term vAe‖ entkoppelt:

b ≡ δb + B0 = δb + vAe‖

b ≡ −w+ + w−

2
+ vAe‖ (A.9)

Der Übersichtlichkeit halber soll im Folgenden die Resistivität ignoriert werden, also

ν = 0, da eine Berücksichtigung dieses Terms trivial nachvollziehbar ist. Durch das

Einsetzen der Definitionen A.7 und A.8 in die oben stehenden MHD-Gleichungen erhält
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man:

∂

∂t

w− + w+

2
=

w− −w+ + 2vAez
2

· ∇w− −w+

2
− w− + w+

2
· ∇w− + w+

2

−∇P (A.10)

∂

∂t

w− −w+

2
=

w− −w+ + 2vAez
2

· ∇w− + w+

2
− w− + w+

2
· ∇w− −w+

2
(A.11)

wobei ∇e‖ = ∂
∂t
e‖ = 0 berücksichtigt wurde. Man erhält schließlich die Gleichungen

∂

∂t

w− + w+

2
= −1

2

[
w− · ∇w+ + w+ · ∇w− + vA∇z(−w− + w+)

]
−∇P (A.12)

∂

∂t

w− −w+

2
=

1

2

[
w− · ∇w+ −w+ · ∇w− + vA∇z(w

− + w+)
]

(A.13)

nachdem alle Terme ausmultipliziert und vereinfacht wurden. Löst man vermittels Ad-

ditionsverfahren dieses Gleichungssystem ergeben sich die finalen Realraumgleichungen

(∂t + vA∇z)w
+ = −w− · ∇w+ −∇P + νn∇2hw+ (A.14)

(∂t − vA∇z)w
− = −w+ · ∇w− −∇P + νn∇2hw− (A.15)

∇w± = 0, (A.16)

wobei der Resistivitätsterm wieder hinzugefügt wurde. Entsprechend liest sich die Schlie-

ßungsbedingung über den Druckterm wie folgt:

P =

∫
∇w+ ⊗∇w−

4π|x̂− x|
d3x̂ (A.17)
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Herleitung der Elsässer-Gleichungen im Fourierraum

Analog zur vorangegangenen Herleitung wird nun die Elsässervariablendefinition auf

die Fourierraumdarstellung der MHD–Gleichungen angewendet. Ausgehend von

∂ũα
∂t

= −ikγ
(
δαβ −

kαkβ
k2

)(
ũβuγ − b̃βbγ

)
− νk2ũα (A.18)

∂b̃α
∂t

= −ikβ
(
ũβbα − b̃βuα

)
− νk2b̃α (A.19)

kαũα = 0 (A.20)

kαb̃α = 0, (A.21)

wobei erneut Resistivität und auch der vA– Term ignoriert wurden, werden wieder die

Definitionen der Elsässervariablen eingesetzt. Zunächst für den Term

(
ũβuγ − b̃βbγ

)
=

1

2

(
w̃+
β w
−
γ + w̃−β w

+
γ

)
(A.22)(

ũβbα − b̃βuα
)

=
1

2

(
w̃+
β w
−
α − w̃−β w+

α

)
, (A.23)

und schließlich für die restlichen Terme

∂t
(
w̃+
α + w̃−α

)
= −ikγ

(
δαβ −

kαkβ
k2

)
·
(
w̃+
β w
−
γ + w̃−β w

+
γ

)
(A.24)

∂t
(
−w̃+

α + w̃−α
)

= −ikβ
(
w̃+
β w
−
α − w̃−β w+

α

)
. (A.25)

Nun wird abermals das Additionsverfahren angewandt, was folgendes Gleichungssystem

ergibt:

2∂tw̃
−
α = −ikγ

(
δαβ −

kαkβ
k2

)
·
(
w̃+
β w
−
γ + w̃−β w

+
γ

)
(A.26)

− ikβ
(
w̃+
β w
−
α − w̃−β w+

α

)
(A.27)

2∂tw̃
+
α = −ikγ

(
δαβ −

kαkβ
k2

)
·
(
w̃+
β w
−
γ + w̃−β w

+
γ

)
(A.28)

+ ikβ

(
w̃+
β w
−
α − w̃−β w+

α

)
(A.29)
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Im nächsten Schritt wird das Kronecker-Delta ausgeführt

−ikγδαβ
(
w̃+
β w
−
γ + w̃−β w

+
γ

)
= −ikγ

(
w̃+
αw
−
γ + w̃−αw

+
γ

)
= −ikβ

(
w̃+
αw
−
β + w̃−αw

+
β

)
, (A.30)

was in Zusammenhang mit Gl. A.27

2∂tw̃
−
α = i

kαkβkγ
k2

(
w̃+
β w
−
γ + w̃−β w

+
γ

)
+ ikβ

(
−w̃+

β w
−
α + w̃−β w

+
α

)
− ikβ

(
w̃+
αw
−
β + w̃−αw

+
β

)
(A.31)

ergibt. Analoges Vorgehen mit ∂tw
+
α und anschließendes Vereinfachen führt zu den Ent-

wicklungsgleichungen von w̃±:

∂tw̃
−
α =

i

2

kαkβkγ
k2

(
w̃+
β w
−
γ + w̃−β w

+
γ

)
− ikβw̃−αw+

β (A.32)

∂tw̃
+
α =

i

2

kαkβkγ
k2

(
w̃+
β w
−
γ + w̃−β w

+
γ

)
− ikβw̃+

αw
−
β (A.33)

Unter Berücksichtigung des Hintergrundmagnetfeldes und des Diffusionsterms erhält

man schließlich die finale Form des Gleichungssystems, wie sie von Gismo simuliert

wird:

(∂t − vAkz) w̃−α =
i

2

kαkβkγ
k2

(
w̃+
β w
−
γ + w̃−β w

+
γ

)
− ikβw̃−αw+

β −
ν

2
k2hw̃−α (A.34)

(∂t + vAkz) w̃
+
α =

i

2

kαkβkγ
k2

(
w̃+
β w
−
γ + w̃−β w

+
γ

)
− ikβw̃+

αw
−
β −

ν

2
k2hw̃+

α (A.35)

kαw̃
±
α = 0 (A.36)

B. Approximationsverfahren des Larmor–Radius

Zur Bestimmung der Zeitdiskretisierung der Teilchensimulationen, wird die Gyrations-

bewegungsbahn eines Teilchens vorab jeder Simulation getestet. Der gemessene Larmo-

radius wird mit dem analytischen Wert verglichen (im Rahmen der numerischen Ge-

nauigkeit) und der Zeitschritt solange angepasst, bis eine gewünschte maximale relative
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Abweichung erfüllt ist. Da man das Koordinatensystem immer so drehen kann, dass eine

Koordinate Null ist, reicht im Folgenden eine zweidimensionale Beschreibung.

Um den Larmoradius aus der Teilchenbahn zu bestimmen, ist es nötig eine Kreis-

approximation durchzuführen. Diese ergibt sich, wenn man den Umkreis des Dreiecks

konstruiert, das aus 3 beliebigen Punkten der Teilchenbahn gebildet wird. Bestenfalls

liegen diese Punkte jeweils an den Dritteln des Kreises und müssen zumindest mehr

als ein viertel Kreisbogen abdecken. Aus einfachen geometrischen Überlegungen folgt,

dass der Schnittpunkt der drei Mittelsenkrechten der Dreieckseiten den Mittelpunkt

des Kreises darstellt. Konstruiert man sich diese Senkrechten aus den drei Eckpunk-

ten P1(x1, y1), P2(x2, y2) und P3(x3, y3), wobei zwei Mittelsenkrechten ausreichen, erhält

man das Gleichungssystem für die Schnittpunkte

xS =
1

2
[(x2 + x1) +m1,2(y2 − y1)]

yS =
1

2
[(y2 + y1)−m1,2(x2 − x1)] (B.1)

xS =
1

2
[(x3 + x2) +m2,3(y3 − y2)]

yS =
1

2
[(y3 + y2)−m2,3(x3 − x2)] . (B.2)

Dessen Lösung ergibt schließlich die Koordinaten des Kreismittelpunkts

xM =
(y3 − y2)(x2

1 + y2
1) + (y1 − y3)(x2

1 + y2
1) + (y2 − y1)(x2

3 + y2
3)

2 [(x3 − x2)(y2 − y1)− (x2 − x1)(y3 − y2)]

yM =
(x3 − x2)(x2

1 + y2
1) + (x1 − x3)(x2

1 + y2
1) + (x2 − x1)(x2

3 + y2
3)

2 [(x3 − x2)(y2 − y1)− (x2 − x1)(y3 − y2)]
, (B.3)

von dem aus nun der Abstand zu jedem beliebigen Punkt der Kreisbahn des Testteilchens

zur Messung des Larmor–Radius berechnet werden kann.

C. Interaktion mit der P3DFFT

Da die P3DFFT nativ ein Fortranprogramm ist, muss für den Zugriff von C/C++ ein

Name-mangling definiert werden, mit dem Fortranmethoden nach C/C++ portiert wer-

den können. Dies wird bereits von der P3DFFT mitgeliefert, war aber in den ersten

Versionen nicht korrekt, so dass hier nocheinmal kurz die Idee umrissen werden soll.
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Für das Name-mangling muss man die Schreibweisen der Funktionen für verschiedene

Compiler berücksichtigen. Für den Intel Compiler benötigt man beispielsweise im Header

”
p3dfft cpp.h“ die Definition

#ifdef ...

...

#elif __INTEL_COMPILER

#define FORT_MOD_NAME(NAME) p3dfft_mp_##NAME##_

#define FORTNAME(NAME) NAME##_

...

#else

...

void p3dfft_setup(int *,int ,int ,int , int);

void p3dfft_get_dims(int *,int *,int *,int);

...

Dies wird dann in der
”
p3dfft cpp.cpp“ in einem extern "C" Block verwendet:

extern "C"

{

void FORT_MOD_NAME(p3dfft_setup)(int *dims,int *nx,int *ny,int *nz, int *ow);

void FORT_MOD_NAME(p3dfft_get_dims)(int *,int *,int *,int *);

...

}

void p3dfft_setup(int *dims,int nx,int ny,int nz, int overwrite)

{

FORT_MOD_NAME(p3dfft_setup)(dims,&nx,&ny,&nz,&overwrite);

}

void p3dfft_get_dims(int *start,int *end,int *size,int conf)

{

FORT_MOD_NAME(p3dfft_get_dims)(start,end,size,&conf);

}

218



...

D. Extraktion des MPI-Kommunikators aus der

P3DFFT

Da die Parallelisierung von Gismo grundlegend von der P3DFFT generiert wird, muss

man Folgendes beachten. Bei der Parallelisierung der Teilchensimulation wird der karte-

sische MPI-Kommunikator benötigt, um korrekte Prozessorkommunikation im Prozeß-

Gitter durchzuführen. Leider bietet die P3DFFT - zumindest bis zur Version 2.4 - keinen

Standardzugriff auf den, von ihr erzeugten, MPI-Kommunikator. Daher muss man die

P3DFFT editieren, um eine Fortranübergabemethode für den Kommunikator zu schrei-

ben. Es reicht dafür eine simple Rückgabefunktion aus.

Zu diesem Zweck wird in der
”
module.F90“ in Zeile 121-122 die public-Methode

p3dfft_get_cartcomm deklariert:

public :: p3dfft_get_dims,p3dfft_setup,p3dfft_ftran_r2c,p3dfft_btran_c2r, &

p3dfft_clean,print_buf, get_timers, p3dfft_get_cartcomm

Diese Funktion wird anschließend in der
”
setup.F90“ definiert:

!========================================================

subroutine p3dfft_get_cartcomm (p3dfft_mpi_comm_cart)

!========================================================

integer p3dfft_mpi_comm_cart(1)

p3dfft_mpi_comm_cart = mpi_comm_cart

end subroutine p3dfft_get_cartcomm

Um schließlich Zugriff via C/C++ darauf zu erhalten muss diese neue Funktion noch

im Name-mangling der
”
p3dfft cpp.cpp bzw. .h“ eingetragen werden:

extern "C"

{

...

void FORT_MOD_NAME(p3dfft_get_cartcomm)(int *);

}
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...

void p3dfft_get_cartcomm(int *tmpcartcomm)

{

FORT_MOD_NAME(p3dfft_get_cartcomm)(tmpcartcomm);

}

E. Skalierungstests von Gismo

Folgende Skalierungstests wurden am HLRB2 auf der Altix 4700 -Plattform mit einer

Itanium2-Architektur (Montecito Dual Core) durchgeführt. Dies ist notwendig um eine

gelungene Parallelisierung zu verifizieren. Dabei sind zwei Arten von Tests konstruiert

worden. Zum einen das sogenannte strong scaling, bei dem eine typische Simulation, mit

einer Gittergröße von 2563 Punkten, zunächst mit 8 CPUs berechnet wurde, um anschlie-

ßend die gleiche Simulation mit der doppelten Anzahl von Prozessoren durchzuführen.

Man erwartet bestenfalls, dass sich bei doppelter Rechenleistung die Gesamtrechenzeit

halbiert, also die Abhängigkeit 1/n ist. Dieser Vorgang wurde schließlich mehrfach, bis

zu 256 CPUs wiederholt. Die Ergebnisse in Abbildung E.1 zeigen eine sehr gute Über-

einstimmung mit einem 1/n Verlauf.

Zum anderen wurde zusätzlich ein weak scaling – Test absolviert. In diesem Fall wird

eine steigende Anzahl von Prozessoren benutzt, um Problemstellungen in gleichermaßen

steigenden Auflösungen zu berechnen. Der Idealfall wäre hier ein logarithmischer Anstieg

der Rechenzeit mit zunehmender CPU-Anzahl.

Die Messungen in Abbildung E.2 zeigen ebenfalls gute Übereinstimmung mit der

Erwartung.

An dieser Stelle sei erwähnt, dass ein Idealverlauf so gut wie unmöglich ist, da mit

steigender CPU-Anzahl ebenfalls die Prozessorkommunikation anwächst.

Bei beiden Tests ist zu beachten, dass man sämtliche nicht-simulationsbezogene Pro-

zesse reduziert und genügend lange Simulationen durchführt, um das Verhältnis Initia-

lisierungszeit zu Rechenzeit klein zu halten.
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Abbildung E.1.: Ergebnisse des strong scaling-Tests. Dabei wird eine Problemstellung
mit unterschiedlichen Anzahlen von CPUs berechnet.

F. Herleitung der Pitchwinkel Diffusionskoeffizienten im

Rahmen der magnetostatischen Näherung

Im Regime der inkompressiblen MHD existieren zwei Wellentypen, pseudo- und Scheralfvénwellen.

Da für beide Spezies unterschiedliche Diffusionskoeffizienten bestehen, wird im Folgen-

den Dµµ getrennt betrachtet. Um pseudo- und Scherwellen voneinander zu separieren

wird ein Ansatz gemäß Maron u. Goldreich (2001) gewählt.

Ausgehend vom Scherwellen Pitchwinkel Diffusionskoeffizienten, wird von Schlickeiser
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Abbildung E.2.: Ergebnisse des weak scaling – Tests. Dabei wird mit steigender Anzahl
von CPUs ein gleichermaßen vergrößertes Gitter berechnet.

(2002) der allgemeine Ansatz

Dµµ,A =
2Ω2(1− µ2)

B2
0

∞∑
n=−∞

∫
d3kR (k, ω)

[
1− µω

k‖v

]2

×[
nJn (v⊥k⊥/Ω)

v⊥k⊥/Ω

]2

Pxx,A(k), (F.1)

gegeben, wobei µ, v und Ω erneut Variablen der Teilchen sind, v⊥ = v
√

1− µ2 und

Pxx,A die xx–Komponente des Power-Spektrumtensor für Alfvénturbulenz ist. Resante

Interaktion wird dabei durch die Resonanzfunktion R (k, ω) definiert, die sich unter der

Annahme der Dämpfungsfreiheit zu einer δ–Funktion R (k, ω) = π δ
(
k‖v‖ − ω + nΩ

)
vereinfacht. In der magnetostatischen Nährung wird Ω� ωj ≈ 0 approximiert und der
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Diffusionskoeffizient vereinfacht sich zu

Dµµ,A =
2Ω2(1− µ2)

B2
0

∞∑
n=−∞

∫
d3k πδ

(
k‖v‖ − ω + nΩ

)
×[

nJn (v⊥k⊥/Ω)

v⊥k⊥/Ω

]2

Pxx,A(k). (F.2)

Die magnetosonische Lösung ist nach Schlickeiser (2002) für die schnelle Mode in kalten

Plasmen

Dµµ,M ≈
2Ω2(1− µ2)

B2
0

∞∑
n=−∞

∫
d3kR(k, ω)×

[J ′n(v⊥k⊥/Ω]
2
Pxx,M(k), (F.3)

unter der Annahme hinreichend hoher Teilchengeschwindigkeiten, vA � v. Man kann

zeigen, dass die Polarisation der schnellen magnetosonischen Mode in der Nährung des

kalten Plasmas, die gleiche ist, wie die, der pseudo Alfvénwelle. Dementsprechend lässt

mit deren Dispersionsrelation oben stehender Diffusionskoeffizient annehmen. Mit Hilfe

der magnetostatischen Näherung ω ≈ 0 kann für die dämpfungsfreie Resonanzfunktion

wieder R(k, ω) = πδ
(
k‖v‖ + nΩ

)
angenommen werden. Man erhält somit für die pseudo

Mode

Dµµ,P ≈
2Ω2(1− µ2)

B2
0

∞∑
n=−∞

∫
d3k πδ

(
k‖v‖ + nΩ

)
×

[J ′n(v⊥k⊥/Ω]
2
Pxx,P (k). (F.4)

Da die Cherenkov Resonanz mit n = 0 bei der pseudo Alfvénwelle existiert, muss

diese getrennt betrachtet werden. Zwar kann eine Resonanzfunktion mit

Rn=0 =
πδ
(
v‖ − vA

)
k‖

(F.5)

angenommen werden, dies führt aber zu einer frei stehenden δ-Funktion, was eine unphy-

sikalische Lösung darstellt . Im Rahmen der QLT ohne Korrekturen ist eine Behandlung

daher nicht möglich. In diesem Modell wird deshalb die Cherenkov–Resonanz nicht be-

handelt.
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Unter der erneuten Anwendung der magnetostatischen Nährung mit der Resonanz-

funktion

R(k, ω) = πδ
(
k‖v‖ + nΩ

)
, (F.6)

erhält man für die Gyroresonanz der Pseudomode

Dµµ,P ≈
2Ω2(1− µ2)

B2
0

∑
n6=0

∫
d3k πδ

(
k‖v‖ + nΩ

)
×

[J ′n(v⊥k⊥/Ω]
2
Pxx,P (k). (F.7)

G. Diskretisierung der Pitchwinkel

Diffusionskoeffizienten

Um die im Rahmen numerischer Berechnungen Dµµ zu bestimmen, wird ein kontinuierli-

ches Spektrum in paralleler und ein diskretisiertes in senkrechter Richtung angenommen.

Also ist

Pxx(kx,ky, kz) = Pxx(h∆k, i∆k, kz), (G.8)

mit h, i = −M, . . . ,M . Folglich werden die Integrale durch diskretisierte Summen über

kx und ky approximiert, wobei kz durch eine δ–Funktion beschrieben wird. Damit gilt

für den Diffusionskoeffizienten der pseudo Mode

Dn 6=0
µµ,P =

2πΩ2(1− µ2)

B2
0

∣∣v‖∣∣ ×

∞,n 6=0∑
n=−∞

M∑
h,i=−M

∆k2 [J ′n(v⊥k⊥/Ω)]
2
Pxx,P (h∆k, i∆k, nΩ/v‖). (G.9)

Nach der kz–Integration wird die Gleichung mit kz = j∆k diskretisiert. Dement-

sprechend sind l = Ω/(µ v∆k) und µ = Ω/(l v∆k). Die Teilchen mit v = Ω/(m∆k),

und m ≤ l ≤ M haben somit einen diskretisierten Pitchwinkel µ = m/l. Unter den
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durchgeführten Diskretisierungen ergibt sich somit

v‖ = v (m/l),

v⊥ = v
√

1−m2/l2,

k⊥ =
√
k2
x + k2

y = ∆k
√
h2 + i2 (G.10)

und folglich

Dn6=0
µµ,P

(m
l

)
= 2πΩ

(
1− m2

l2

)
l ×

M/l, n 6=0∑
n=−M/l

M∑
h,i=−M

[
J ′n

(
1

m

√(
1− m2

l2

)
(h2 + i2)

)]2

×

∆k3 Pxx,P (h∆k, i∆k, n l∆k)

B2
0

. (G.11)

Analoges vorgehen bei den Scheralfvénwellen liefert

Dµµ,A

(m
l

)
= 2πΩ

(
1− m2

l2

)
l ×

M/l∑
n=−M/l

M∑
h,i=−M

nJn
(

1
m

√(
1− m2

l2

)
(h2 + i2)

)
1
m

√(
1− m2

l2

)
(h2 + i2)


2

×

∆k3 Pxx,A (h∆k, i∆k, n l∆k)

B2
0

. (G.12)
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